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Abstrakt

Text je ivodem do vybranych partii diskrétni matematiky a souvisejicich oblasti. Postupné seznamuje ¢tenéie s ivodem
do logiky, mnoZin, relaci a funkci, kombinatorikou, teorii grafti a vybranymi pokrocilej§imi partiemi z teorie relaci a
logiky. Text je psdn matematickym stylem, tj. nové pojmy jsou definovény, o definovanych pojmech jsou vyslovovina
tvrzeni a ta jsou pak dokazovana. Diraz je kladen na motivaci pro zavedeni novych pojmi a jejich vysvétleni. Text
predpokladd jen zdkladni sttedoskolské znalosti matematiky.

Cilova skupina

Text je urcen pro studenty oboru Aplikovand informatika uskutectiovaného v kombinované formé na Ptirodovédecké
fakulté¢ Univerzity Palackého v Olomouci. MiZe byt uzite¢ny i studentdm jinych informatickych a matematickych
obord a t€m, ktefi se cht&ji seznamit se se zdklady diskrétni matematiky.



Logika . . . . . o o e e e 5
1.1 Coakcemujelogika . . . . . . . . . . . . e e 5
1.2 Vyrokovalogika (Gvod) . . . . . . . . . L e 6
1.2.1 Jazyk vyrokové logiky, formule vyrokové logiky . . . . . . ... ... .. ... .. 6
1.2.2  Pravdivostformuli . . . . . . . . .. 9
1.3 Sémantické vyplyvani ve vyrokové logice . . . . . . . . . ... oL 15
1.4 Normdlni formy formuli . . . . . . . . . . . . . 16
Mnoziny, relace, funkce . . . . . . L oL 22
2.1 Coakc¢emu jsou mnoziny, relaceafunkce . . . . . . . . ... ..o oL L o 22
2.2 MNOZINY . . . . v o v i e e e e e e e e e e e e e e e e e 22
221 PojemmnoZiny . . . . . . ... e e e e e e e e e 22
222 ZApISOVANI MNOZIN . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e 23
2.2.3  Vztahy mezi mNOZinami . . . . . . . . . . o v v e e e e e e e e e e e e 26
224 Operace S MNOZINAMUE . . . . . ¢ . v v v vt vt e e e et e e e e e e e e e e 27
23 Relace . . . . .. e 32
2.3.1 Pojemrelace . . . . . .. e e e 32
2.3.2 Vztahyaoperacesrelacemi . . . . . . . .. ... L e 34
2.3.3 Operace sbindrnimirelacemi . . . . . ... ... ... ... ... 35
2.3.4 Bindarnirelace a jejich reprezentace . . . . . . . .. ..o oo e 37
2.4 Funkce (zobrazeni) . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e 41
24.1 Pojemfunkce . . . . . . ... 41
242 Typyfunkcl . . . . . .o 41
243 Principindukce . . . . . L. 43
2.4.4 Konecné, spofetné a nespoCetné MNOZIiny . . . . . . v v v v v v v vt et e e 43
Kombinatorika . . . . . . . L e e 48
3.1 Coakcemuje kombinatorika . . . . .. . ... 48
3.2 PravidlasouCtu asouCinu . . . . . . . . ... e e 50
3.3 Permutace, variace, kombinace . . . . . . . . ... e 51
33,1 Permutace . . . . . ..o e e e 52
332 Variace . . ... .o e e e e 53
333 Kombinace . . . . . .. e e 54
334 DalSivybery . . . . . e e 57
34 Principinkluze aexkluze . . . . . . . ... 60
3.5 Pocditani pravdépodobnosti . . . . .. ... e 62
Grafy astromy . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 66

4.1 Coakcemujsougrafy . . . . . . . L 66



4.2 Neorientované a orientované grafy: zdkladnipojmy . . . . . . . . ... ... oL 66

43 Hleddnicest . . . . . . . . L e e e e e 70
4.4 Stupn€ vrcholQ . . . . . . . L 73
45 SOmYy . . . . . o e e e e e 79
4.5.1 Definice a zdkladni vlastnosti . . . . . .. ..o L 79

4.5.2 Hleddni minimélni kostry grafu . . . . . . . ... Lo o 81

453 KofenovE Stromy . . . . . . . . ... e e e e e e e e e e 81

5 Relace (znovuurelac) . . . . . . . . .. e 86
5.1 Bindrnirelace namnoZin€ . . . . . . . . ...l e e e e e 86

5.2 Uzavéryrelaci . . . . . . . e e e e 90

5.3 Ekvivalence . . . . . ... e e e e e 93

54 Usporddani . . . . . . .. e 97

6 Logika (znovuulogiky) . . . . . . . . . L e e e 106
6.1 Dokazatelnost ve vyrokové logice . . . . . . . . . . L 106

6.2 Korektnost a tiplnost vyrokové logiky . . . . . . . ... oL oo 112

6.3 Predikatovalogika . . . . . . . . .. e 116
6.3.1 Syntax predikdtové logiky . . . . . . . .. L 116

6.3.2 Sémantika predikdtové logiky . . . . . . . ... L 124

6.4 Vlastnosti kvantifikace . . . . . ... L 132

6.5 Omezeni klasické predikdtové logiky a dalsi logické kalkuly . . . . . ... ... ... ... ..... 133

A Seznamobrdzkl . . . . . . . 137

B Seznamtabulek . . . . . . . e 138



4 Grafy a stromy

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 4.1, 4.2, 4.3 a 4.4 by student mél rozumét zdkladnim
pojmtim teorie grafi. Mé€l by déle znat zakladni tvrzeni, kterd pro probirané pojmy plati. K
vybranym tilohdm teorie grafii by student mél znat algoritmy pro jejich feseni.

Klicova slova: orientovany graf, neorientovany graf, vrchol, hrana, izomorfismus grafd, pod-
graf, sled,délka sledu, uzavieny sled, tah, cesta, kruznice, vzdalenost vrcholli, ohodnoceny graf,
souvislost, komponenta, hledani cest, stupeii vrcholu, skore, eulerovsky tah

Potfebny ¢as: 180 minut.

4.1 Co ak ¢emu jsou grafy

V Zivoté se Casto setkdvdme se situacemi, ve kterych jsou ddna urcitd mista a spojeni mezi
nimi. Nékterd mista jsou spojena s jinymi, nékterd nejsou. Tak napiiklad misty mohou byt
kfiZovatky ve mésté, spojenimi pak ulice mezi jednotlivymi kfiZovatkami. Nékdy pfitom na
orientaci spojeni nezéleZi (tj. je jedno, jestli vede spojeni z mista A do mista B nebo vede-li
spojeni z mista B do mista A), nékdy na orientaci zdlezi (mlzZe se stét, Ze vede spojeni z A
do B ale neexistuje spojeni z B do A). Napt. v situaci s kiizovatkami a ulicemi pro chodce
na orientaci spojeni nezélezi. Jsou-li totiz kiizovatky A a B spojeny ulici, ktera je lemovana
chodnikem, chodec o orientaci spojeni neuvaZuje, protoZze mize jit z A do B iz B do A. Pro
chodce je tedy dileZité, Ze A a B jsou spojena. Na druhou stranu, pro fidi¢e na orientaci zalezi.
Mista A a B mohou byt totiZ spojena jednosmérkou a pak je dileZité, jestli spojeni vede z A do
B nebo z B do A. Jinym prikladem podobné situace je kazdy nacrtek, kde jsou body spojené
¢arami (napf. schema elektrického obvodu, vyvojovy diagram, schema hierarchické struktury
ve firmée).

Uvedenymi situacemi se zabyva tzv. teorie grafii. Mista se nazyvaji vrcholy, spojeni pak hrany.
Graf je ddn mnoZinou vrchold a mnoZinou hran mezi nimi. NezaleZi-li na orientaci hran, nazyva
se graf neorientovany, v opa¢ném piipad¢ se nazyva orientovany.

Grafy maji fadu zajimavych aplikaci. Napf. ve mésté miZze byt pekaiskd firma, kterd ma kazdé
rano do prodejen peciva rozvést zbozi. Majiteli firmy pfitom zdleZi na tom, aby se zbyte¢né
neplytvalo pohonnymi hmotami, tj. aby byl pfi rannim rozvozu pocet ujetych kilometr co
nejmensi. Z pohledu teorie grafii jde o dlohu najit cestu, kterd vychazi z pekafstvi, prochdzi v
libovolném potadi v§emi prodejnami peciva a konci opét v pekarstvi. Pfitom hleddme cestu,
ktera je ze vSech takovych nejkratsi. Podobny piiklad: Cestujici vlakem chce najit co nejrychlejsi
spojeni ze jedné stanice do druhé. MiZe ji najit vyhleddvacim programem na internetu. Samotny
program vlastné hleda nejkratsi cestu v grafu, ktery predstavuje Zelezni¢ni sit.

4.2 Neorientované a orientované grafy: zakladni pojmy

Definice 4.1 (neorientovany a orientovany graf). Neorientovany graf je dvojice G = (V, E),
kde V' je neprazdna mnoZina tzv. vrcholii (n€kdy také uzlii) a E C {{u,v} | u,v € V, u # v}
je mnoZina dvouprvkovych mnozin vrchold, tzv. (neorientovanych) hran.

Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je neprdzdnd mnoZina tzv. vrcholii (uzli) a
E CV x V je mnoZina usporadanych dvojic vrchold, tzv. (orientovanych) hran.

Hrana se tedy u neorientovanych graft chépe jako dvouprvkovd mnozina {u, v} vrcholi u, v €
V. Pak fikdme, Ze hrana {u, v} vede mezi u a v, popf. spojuje u a v. To odpovidd zdméru: Graf
je neorientovany, tj. na poradi vrcholl u hrany nezalezi. U orientovanych grafti se hrana chape
jako uspofadand dvojice (u, v) vrcholl u a v. Pak fikdme, Ze hrana vede z u do v. I to odpovida
zdméru: Graf je orientovany, tj. na poradi vrchold u hrany zélezi. Hrana (u,v) je tedy néco
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Obrazek 4: Neorientovany (vlevo) a orientovany (vpravo) graf.

jiného neZ hrana (v, u). Koncové vrcholy hrany jsou u neorientované hrany {u, v} vrcholy u a
v, u orientované hrany (u, v) také vrcholy u a v.

Priklad 4.2. Uvazujme mnozinu vrcholi V' = {u,v,w,x,y}. Uvazujme mnoZinu neori-
entovanych hran £y = {{u,v},{u,w}, {u,z},{v,w}}. Gi = (V,E1) je neorientovany
graf a vidime ho zndzornény na Obr. ?? vlevo. UvaZujme ted mnoZinu orientovanych hran
Ey = {{u,v), (v,w), (w,u), (w,v), (x,u)}. Pak Go = (V, E3) je orientovany graf a vidime
ho zndzornény na Obr. ?? vpravo.

Pro (neorientovany nebo orientovany) graf G = (V, E) se V a E nazyvaji mnozina vrchola
a mnozina hran grafu G a znali se V(G) a E(G). Bude-li z kontextu jasné, jde-li o graf
orientovany nebo neorientovany, budeme psat jen “graf”’. Graf mizeme zadat pfimo jeho
obrdazkem. Napf. fekneme-li “uvaZzujme graf z Obr. 4 vlevo”, 1ze z tohoto obrazku urcit jak
mnozinu V' vrcholll, tak mnoZinu F hran. Zndzorméni grafu obrazkem je pfitom piehlednéjsi
neZ jeho popis jakozto struktury G = (V, E).

K orientovanému grafu je tfeba nékdy uvaZovat graf, ktery vznikne zanedbdnim orientace hran.
Rik4 se mu symetrizace orientovaného grafu.

Definice 4.3 (symetrizace). Symetrizace orientovaného grafu G = (V, E) je neorientovany
graf G’ = (V, E’), kde

{u,v} € E' pravé kdyz (u,v) € E nebo (v,u) € E.
Naptiklad na Obr. 4 je graf vlevo symetrizaci grafu vpravo. Grafy, které se lisi jen pfejmeno-
vanim vrchold, se nazyvaji izomorfni.

Definice 4.4 (izomorfni grafy). Neorientované grafy Gi = (V1,E1) a Go = (Va, E3) se
nazyvaji izomorfni, pravé kdyz existuje bijekce h : Vi — V (fika se ji izomorfismus), pro
kterou

{u,v} € By pravékdyz {h(u),h(v)} € Es.

Orientované grafy G1 = (V1, F1) a Go = (Va, Es) se nazyvaji izomorfni, pravé kdyz existuje
bijekce h : V; — Vs, pro kterou

(u,v) € By pravéekdyz (h(u),h(v)) € Es.

Jsou-li G a G2 izomorfni, piSeme G1 = Go.

Priklad 4.5. Vsechny grafy z Obr. 5 jsou po dvou izomorfni. Napf. bijekce h, pro kterou
h(1) = a, h(2) = e, h(3) = ¢, h(4) = d, h(5) = b, h(6) = f, je izomorfismus mezi prvnim a
druhym grafem.

Casti grafd se nazyvaji podgrafy.

Definice 4.6 (podgrafy). (Orientovany nebo neorientovany) graf (V1, E1) je podgrafem grafu
(Va, E9), pravé kdyz Vi C V, a By C E,. Podgraf (Vi, Eq) grafu (Va, E9) se nazyva in-
dukovany, pravé kdyz E; obsahuje kaZdou hranu z Fs, jejiz oba koncové vrcholy patii do
Vi.
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Obrazek 5: Izomorfni neorientované grafy.
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Obrézek 6: Podgrafy.

Napt. prvni dva grafy na Obr. 6 jsou podgrafy grafu z Obr. 4 vlevo, pfitom prvni z nich neni
indukovany (neni v ném hrana {u, w}), druhy ano. T¥eti graf na Obr. 6 je podgrafem grafu z
Obr. 4 vpravo.

Dulezitou oblasti je tzv. cestovani v grafech. Je motivovano skuteénym cestovanim,
predstavime-li si vrcholy grafu jako mista a hrany jako spojnice, po kterych lze z mist do
mist prechdzet. Zakladnim pojmem pro cestovani v grafech je pojem cesty. Cesta odpovida
postpunému priichodu misty po existujicich spojnicich. Pfitom praktické tlohy vedou na rizné
dopliujici pozadavky, napf. aby se pfi prichodu Zadné misto nenavstivilo dvakrat, aby se po
Zadné spojnici neslo dvakrat apod. Ukazme ted zdkladni pojmy.

Definice 4.7 (cestovani). Sled v (neorientovaném nebo orientovaném) grafu5 G =(V,E) je
posloupnost
'U(), 617 'Ul, 627 U27 ] e’VZJ Un7

kde v; € V jsou vrcholy, e; € E jsou hrany a plati, Ze

e ¢; ={vi_1,v;} proi =1,...,n,jeli G neorientovany,
e ¢; = (vi_1,v;) proi =1,...,n,je-li G orientovany.
Cislo n se nazyva délka sledu. Sled vy, e1,v1, €2, V2, . .., €y, Uy, S€ NAZYVA

e uzavreny, je-li vg = vy,
e tah, neopakuje-li se v ném Zadnd hrana (tj. pro ¢ # j je e; # e;),
e cesta, neopakuje-li se v ném Zadny vrchol (tj. pro ¢ # j je v; # vj),

e kruZnice, je-li vg = v, a s vyjimkou vrchold vg a v1 jsou kazdé dva vrcholy rtzné.

Vzddlenost z vrcholu v do vrcholu v je délka cesty z u do v, kterd mé ze vSech cest z u do v
délku nejmensi.

SNazvoslovi je tady nejednotné. Tedy to, co my budeme nazyvat sled, tah a cesta, se v jiné literatufe miZe
nazyvat jinak.

68



Rikdme také, e sled Vg, €1, - - . , Uy Vede z vg do vy,. Z definice mdme, Ze kazdy tah je sledem.
KaZzda4 cesta je tahem, nebot’ neopakuji-li se ve sledu vrcholy, nemohou se opakovat ani hrany.
KruZnice nemiiZe byt cestou, protoZe se v ni opakuji vrcholy (prvni a posledni).

Uvazujme graf na Obr. 4 vlevo. u,{u,w}, w,{w,v},v,{v,u},u,{u,w},w je sled,
ktery neni tahem (a tedy ani cestou), protoze se v ném opakuje hrana {u,w}.
u, {u, w},w, {w, v}, v, {v,u},u, {u,z}, x je tah, ktery neni cestou, protoze se v ném opa-
kuje vrchol w. Sled z, {z, u}, u, {u, w}, w, {w,v},v,{v,u},u, {u,x}, z je sice uzavieny, ale
neni to kruZnice, protoZe se v ném opakuje vrchol u. Sled u, {u, w}, w, {w,v},v,{v,u},u, je
kruZnice.

Existuji tedy sledy, které nejsou cestami. Nasledujici véta ukazuje, Ze pokud ndm jde o dosazi-
telnost z vrcholu do vrcholu, vysta¢ime s cestami.

Véta 4.8. Existuje-li v grafu sled z vrcholu u do vrcholu v, existuje také cesta z u do v.

Diikaz. Dikaz je jednoduchy. Opakuje-li se ve sledu u, ..., v néjaky vrchol w, tj. mé-li sled
tvar u,...,w,...,w,...v, vynechdme posloupnost w, . . . ,. Dostaneme u, . .., w, ... v, cOZ je

také sled z v do v. Pokud je uZ cestou, jsme hotovi. Pokud ne, opét vynechdme podisek mezi
opakujicimi se vrcholy. ProtoZe je sled konecny, po kone¢ném poctu krokd takto skon¢ime u
cesty z u do v. O

Jaky vyznam maji pojmy z Definice 4.7? Sled odpovida putovani bez omezeni: Vyjdeme z
néjakého mista, po libovolné hrané z ného piejdeme do jiného mista, atd., aZ dojdeme do
koncového mista. Najit vhodny tah se bude snaZit napt. postovni dorucovatelka. Kdyby $la po
hrané (tj. po ulici) vicekrét, zbyte¢né se nachodi. Hleddnim vhodnych cest se zabyvaji napf.

ve spedi¢nich firmich pii rozvozu zboZi: Projet vrcholem (mistem, kde se vyloZi ¢ast zbozi)
vicekrét je pfiznakem nehospodarného naplanovani rozvozu.

Ulice, kterou v grafu reprezentujeme hranou, ma ve skute¢nosti néjakou délku, popr. propust-
nost. Stejné tak sklad, reprezentovany v grafu pomoci vrcholu, mtize mit ur¢itou kapacitu. V
grafech se takovym dopliiujicim informacim fika ohodnoceni.

Definice 4.9 (ohodnoceni). Hranové ohodnoceni grafu (V, E') s mnoZinou hodnot D je funkce
w : E — D. Vicholové ohodnoceni grafu (V, E) s mnozinou hodnot D je funkce w : V' — D.

Je-li jasné, o jaké ohodnoceni jde, fikdme jen ohodnoceni. Grafu spolu s ohodnocenim(i) fikdme
také hranové, popt. vrcholové ohodnoceny graf, popt. jen ohodnoceny graf. MnoZinou hodnot
D je vétsinou n&jakd mnozina ¢isel (to budeme automaticky predpoklddat). Hodnota w(e) € D
pfifazena funkci w hrané e € E pfedstavuje napf. délku hrany (vzdilenost mezi misty),
jeji kapacitu (propustnost informaé¢niho nebo dopravniho spojeni) apod. Hodnota w(u) € D
pfifazena funkci w vrcholu u € V' pfedstavuje napf. propustnost uzlu, do kterého néco prichdzi
a néco odchézi, apod. Mnozina hodnot D miZe obsahovat libovolné prvky, napf. ndzvy ulic
nebo datové struktury obsahujici strukturovanou informaci o dané hrané ¢i vrcholu.

Priklad 4.10. Na Obr. 7 je ohodnoceny (hranové i vrcholové) graf. Hranové ohodnoceni wg
je dano predpisem wg({a,b}) = 14, wg({a,g}) = 10, ..., wg({h,i}) = 1. Vrcholové
ohodnoceni wy je dano pfedpisem wy (a) = 17, ..., wy (i) = 3.

Pfedstavuje-li hranové ohodnoceni délky jednotlivych hran, je pfirozené zavést pojem délky
sledu, ktery zohlediiuje toto ohodnoceni. Délka sledu vy, e1, . . . , €y, Uy v hranové ohodnoceném
grafu je Cislo

w(er) + - +w(eyn),

je to tedy soulet délek vSech hran, které se ve sledu vyskytuji. Napr. délka sledu
b,{b, f}, f,{f,i},i,{i,h}, h v grafu na Obr. 7 je 18. Podobné& jako v neohodnoceném grafu
definujeme vzdéalenost z « do v jako délku nejkratsi cesty (délka se uvaZuje vzhledem k ohod-
noceni). Uvédomte si, Ze pfifazuje-li hranové ohodnoceni w kazdé hrané ¢islo 1, je délka sledu
v takto ohodnoceném grafu rovna délce sledu v neohodnoceném grafu (viz Definice 4.7).
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Obrazek 7: Hranové a vrcholové ohodnoceny graf.

Niésledujici pojmy zavedeme pro neorientované grafy. Pro orientované najdete ndvod v ikolech
k textu.

Definice 4.11 (souvislost a komponenty). Neorientovany graf G = (V, E) se nazyva souvisly,
praveé kdyz pro kazdé dva vrcholy u, v € V existuje sled z u do v. Komponenta neorientovaného
grafu je kazdy jeho maximalni souvisly podgraf.

Komponenta grafu G = (V, E) je tedy podgraf indukovany mnoZzinou vrchold V/ C V takovou,
7e kazdé dva vrcholy z V' 1ze spojit tahem a Ze k V' neni mozné pridat dal{ vrchol, aby to stdle
platilo. Napf. graf na Obr. 4 neni souvisly (vrcholy = a y nejsou spojeny sledem). Jeho podgraf
indukovany vrcholy u, v a w je souvisly, ale neni to komponenta, protoZze neni maximalni
souvisly. Komponenty v tomto grafu jsou dvé. Prvni je podgraf indukovany vrcholy w, v, w, x,
druhd je podgraf indukovany vrcholem y. I obecné plati, Ze komponenty tvoii ,,rozklad grafu®.

Véta 4.12. Necht’ Gy = (V1, E1), ..., G = (Vy,, Ey) jsou vSechny komponenty grafu G =
(V, E). Pak kaZdy vrchol v € V patFi prdvé do jedné V; a kaZdd hrana e € E patii pravé do
jedné E;.

Diikaz. Vezméme vrchol v € V. Podgraf indukovany {v} je zfejmé& souvisly. Proto je podgra-
fem né&jakého maximélniho souvislého podgrafu grafu G, tj. komponenty G;. Proto v € V;,
tj. v patif aspon do jedné z mnozin Vi, ..., V,. Ukazme, Ze v nemuze patfit do dvou riznych
Vi # V;. Kdyby v € V; NV}, pak uvazujme néjaky v; € V; — V; (takovy existuje, protoZe
G; a G jsou komponenty, a tedy V; € V; a V; € V). ProtoZe G je souvisly, existuje sled
Vi, €1, U1, . ..,v. UvaZujme mnoZinu vrcholi V”, kterd vznikne z V; pfiddnim vSech vrchold
sledu vj, e1, u1, ..., v. Pak V; C V’ a podgraf indukovany mnozinou V' je souvisly (vezmeme-
li v1,v9 € V’, pak existuje sled z v; do v i sled z v do vy a sloZenim téchto sledi dostaneme
sled z v1 do v2). Tedy G; by nebyl maximalni souvisly podgraf, tj. nebyl by komponetou, coZ
je spor s predpokladem.

Zekazdihranae € F patii pravé do jedné F; dostaneme podobnou tivahou, kdy? si uvédomime,
ze pro e = {u, v} je podgraf indukovany mnozinou vrchold {u, v} je souvisly. O

4.3 Hledani cest

Predpoklddejme, Ze mdme sit mést se zndmymi vzdilenostmi mezi sousednimi mést (tj. nékteré
dvojice mést jsou spojeny silnicemi a my zndme délky téchto spojujicich silnic). Zajima nés,
jak se co nejkratsim zptisobem dostat z mésta A do mésta B (tj. tak, abychom ujeli co nejméné
kilometri). Jak to zjistit?

Z hlediska teorie grafii jde o problém hledani nejkratsi cesty. Pfedstavme si nasledujici neorien-
tovany graf. Ke kazdému méstu bude v grafu existovat vrchol (pro riiznd mésta rdzné vrcholy).

70

Komponenty tvori
rozklad grafu.



Jsou-li mésta spojena silnici, bude mezi jim odpovidajicimi vrcholy v grafu hrana. Tento graf
hranové ohodnotime tak, Ze hodnota hrany bude rovna délce ji odpovidajici silnice. Otdzka,
jak se co nejkrat$im zptuisobem dostat z A do B, pak skutecné znamena najit nejkratsi cestu (ve
smyslu teorie grafii) ktera vede z uzlu odpovidajiciho méstu A do uzlu odpovidajictho B.

V nésledujicim uvedeme jeden z nejznaménsich algoritmu hledani nejkrats{ cesty, tzv. Dijkst-
riv® algoritmus.

Algoritmus pracuje ndsledovné. Na vstupu je neorientovany graf G = (V, E), jeho hranové
ohodnoceni w : E — RT (kazdé hrané je pfifazeno kladné redlné &islo), a vrchol s € V.
Vystupem algoritmu je pro kazdy vrchol v € V ¢&islo d(v), které je vzdalenosti z s do wv.
Algoritmus pouZzivd proménné A, N, d, m, pfitom hodnotami A, N jsou mnoziny vrchold,
hodnotou d je funkce pfifazujici vrcholim kladnd redlnd ¢isla, hodnotou m je nezdporné redlné
¢islo. V kazdém kroku algoritmu je pro vrchol v € V hodnota d(v) rovna délce nejkratsi zatim
nalezené vzdalenosti z s do v. Na zacétku se nastavi d(s) = 0 a d(v) = oo pro ostatni vrcholy
v # s. V pribéhu vypoltu je d(v) délka nejkratsi zatim nalezené cesty z s do v. MnoZina se
na zacdtku nastavi na A = V. Béhem vypoctu obsahuje A vrcholy v, pro néZ zatim nebyla
stanovena definitivni d(v) (tj. d(v) byla stanovena, ale v dal§im vypoctu se jesté miZe zménit).
Algoritmus je iteracni, opakuje nasledujici krok: Z mnoziny A vyjme vSechny vrcholy v, pro
které je d(v) nejmensi, tj. v se pfesune z A do N, pravé kdyz

d(v) = min{d(u) | u € A}.

Kazdy vrchol v z N je kandiddtem na to, Ze pres néj vede do néjakého vrcholu w z A, ktery
s nim sousedi, krat§i cesta neZ byla dosud nalezena. Algoritmus tedy pro kazdy v € N a
pro kazdy u € A, pro ktery {v,u} € E (v a u sousedi), porovnd d(v) + w({v,u}) (délka
mozné cesty z s do u, kterd vede ptes v) a d(u) (délka dosud nejkratsi nalezené cesty z s
do u). Je-li d(v) + w({v,u}) < d(u) (4. cesta pfes v je kratsi), zméni se hodnota d(u) na
d(u) := d(v) + w({v,u}). Tento krok se opakuje, dokud neni d(v) = oo pro kazdy v € A
(této podmince vyhovuje i stav A = ). Vrcholy, které po skonéeni vypoctu zistaly v A, jsou
prave ty, do kterych nevede z s cesta.

Poznamenejme, Ze pro praktickou implementaci volime misto co néjakou velkou hodnotu,
které nemtiZe byt jinak dosazeno, napf. soucet délek vsech hran zvétSeny o 1. Nasleduje struény
popis algoritmu.

Algoritmus 4.13 (nalezeni nejkratSich cest z daného vrcholu).

Vstup: graf G = (V, E), hranové ohodnoceni w : E — R*, vrchol s € S
Vyistup: hodnota d(v) pro kazdy v € V, d(v) je délka nejkratsi cesty z s do v
Proménné: funkce d: V — RT, &islom € RT, mnoziny A, N C V

1. A:=V;d(s) :==0;prov € V — {s}: d(v) := o0;
2. pokud neexistuje v € A takovy, Ze d(v) # oo, skonéi.
3. m:=min{d(v) |ve A}; N:={ve A|d(v) =m}; A:=A— N,

4. pro viechny v € N, u € Atakové, ze {v,e} € E: jestlize d(v) + e({v,u}) < d(u), pak
d(u) := d(v) + e({v, u}); pokracuj krokem 2.

UkaZme si C¢innost algoritmu na jednoduchém piikladé. UvaZzujme graf na Obr. 7. Necht je
ddle s = h. Kroku 1: Nastavi se A := {a,b, ¢, f,g,h,i}, d(a) = oo, d(b) = o0, d(c) = o0,
d(f) = o0, d(g) = oo, d(h) = 0, d(i) = oo. Krok 2: Pokracuje se ddl (protoze podminka
ukonéeni neni splnéna). Krok 3: Nastavi se m := 0, N = {h}, A := {a,b, ¢, f,g,i}. Krok 4:
Upravi se d(a) = d(h) + d({h,a}) =0+ 17 = 17,d(g) = d(h) + d({h,g9}) =0+ 6 = 6,

Edsger W. Dijkstra [dajkstra] (1930-).
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d(i) = d(h) +d({h,i}) =0+ 1 =1,tedy prov € Ajed(a) = 17, d(b) = o0, d(c) = o0,
d(f) = oo, d(g) = 6, d(i) = 1. Krok 2: Pokracuje se dél. Krok 3: Nastavi se m := 1,
N = {i}, A .= {a,b,c, f,g}. Krok 4: Upravi se d(f) = d(i) +d({i, f}) =1+ 7 =8,
d(g) = d(i) + d({i,g}) =144 =5, tedy prov € A je d(a) = 17, d(b) = o0, d(c) = o0,
d(f) = 8, d(g) = 5. Krok 2: Pokracuje se dal. Krok 3: Nastavi se m := 5, N = {g},
= {a,b,c, f}. Krok 4: Upravi se d(a) = 15, d(b) = 8, tedy pro v € A je d(a) = 15,
b) = 8, d(c) = oo, d(f) = 8. Krok 2: Pokracuje se ddl. Krok 3: Nastavi se m := 8§,
N = {b, f}, A := {a,c}. Krok 4: Upravi se d(c) = 17, tedy pro v € A je d(a) = 15,
(¢) = 17. Krok 2: Pokracuje se dél. Krok 3: Nastavi se m := 15, N = {a}, A := {c}. Krok
4: d se neupravuje, tedy pro v € A je d(c) = 17. Krok 2: Pokracuje se ddl. Krok 3: Nastavi se
m := 17, N = {c}, A := (. Krok 4: d se neupravuje. Krok 2: Vypocet se ukondi. Vzdélenosti
d(v) z h do v jsou tedy d(a) = 15, d(b) = 8, d(c) = 17, d(f) = 8, d(g) = 5, d(h) = 0,
d(i) = 1.

S

=

Ruénim ovéfenim zjistime, Ze vypocitané vzddlenosti jsou spravné. Musi tomu tak byt vZdy?
Tedy, je algoritmus spravny v tom smyslu, Ze pro kazdy ohodnoceny graf a jeho vrchol s budou
po skonéeni vypoctu d(v) délky nejkratSich cest z s do v? To je zdsadni otdzka pro kazdy

v v

navrzeny algoritmus (at’ fesi cokoli). Méli bychom tedy provést diikaz jeho spravnosti.

Pruvodce studiem

Ke kazdému navrzenému algoritmu je tieba provést diikaz jeho spravnosti. Nestaci zjistit,
7e algoritmus pracuje spravné na nékolika prikladech. Na jinych by mohl ddvat nespravné
vysledky. Dikaz spravnosti je ovéfenti, Ze pro jakékoli pfipustné hodnoty vstupt algoritmus
vypocita spravné vystupy.

Napriklad Algoritmus 4.13 vychazi z intuice, Ze hleddme-li nejkratsi cestu lokalné, tj. z
navStiveného vrcholu se snazime jit do nejblizstho vrcholu, najdeme cestu, kterd je nejlepsi
i globdlné. To ovSem neni zfejmé a je tieba to ovefit. K tomu slouZi diikaz spravnosti.

Pro u,v € V oznaéme §(u,v) délku nejkratii cesty z u do v. Pfedpokladejme, Ze d(v) jsou
hodnoty vypoc&itané algoritmem pro dany graf (V, E'), ohodnoceni w a vrchol s. Madme dokazat,
ze pro kazdy vrchol v € V je d(v) = (s, v). Dokdzeme d(v) < §(s,v) a d(s,v) < d(v).
Pfi tom budeme dokazovat indukei podle poc¢tu prichodi ,,cyklu“ sestavajiciho z kroki 2., 3.,
4. Tim se rozumi ndsledujici: Vypocet probiha tak, Ze je proveden krok 1., pak pak se bud
skonc¢i, nebo se provedou kroky 2., 3., 4. (prvni prichod cyklem), pak pak se bud skon¢i, nebo
se provedou kroky 2., 3., 4. (druhy prichod cyklem), atd. Provede-li se cyklus celkem n-krat,
miZeme mluvito 1., 2., ..., n-tém prichodu a o hodnotich proménnych v téchto prichodech.
Hodnoty proménnych po i-tém prichodu cyklu 2., 3., 4. budeme znacit d;, m;, A; a IN; (tj. napf.
Ai = Nz — Ai,1 apod.).

Nejdfive dokazeme
0(s,v) < d(v). (4.1)

Protoze d(v) = d;(v) pro néjaké j, stati dokdzat §(s,v) < d;(v). To dokdZeme indukci podle
i. Pro ¢ = 0 (tj. pfed prvnim prichodem) je to ziejmé. Je totiz d(s,s) = 0 = dy(s) a pro
ostatni v je jist€ d(s,v) < do(v) = oo. Predpoklddejme, Ze plati §(s,v) < d;(v) a dokazme
d(s,v) < dij+1(v). Pro vrchol v jsou dvé moznosti. Bud pii (i + 1)-tém prichodu cyklem v
kroku 4 nedojde ke zméné, tj. d;1(v) = d;(v), a pak je d(s,v) < d;+1(v) podle indukéniho
pfedpokladu. Nebo ke zméné dojde, tj. di+1(v) = d;(u) + w({u,v}) pro n&aky u. Pak ale
z indukéniho ptedpokladu méme d(s, u) + w({u,v}) < d;(u) + w({u,v}), a protoze jisté
plati 6(s,v) < §(s,u) + w({u,v}), mdme d(s,v) < d;(u) + w({u,v}) = diy1(v). (4.1) je
dokézano.

Oznaémenyni D1, . .., Dj vSechny od sebe rizné vzdalenosti vrcholt grafu od vrcholu s tak, Ze
0=D1 < Dy <--- < Dy (tj. D1 = 0je vzdélenost s od s, Dy, je vzdalenost nejvzdalenéjsiho
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vrcholu od s). Oznaéme dile V; = {v € V | d(s,v) = D;} proi = 1,...,k, tj. V; obsahuje
prave vrcholy se vzdalenosti D; od s. Indukci podle i dokdzeme, ze D; = m; a V; = N; pro
kazdy provedeny prtichod ¢ cyklem 2., 3., 4. Z tohoto tvrzeni uz plyne pozadovand rovnost
d(v) = (s,v): Za prvé, kazdy v € V, do kterého existuje cesta z s, patii do n&jaké V; = N;
(pro ostatni je d;(v) = 00). Za druhé, pro vrcholy v z N; je d;(v) = m; a vyslednd vypoctend
hodnota d(v) je d(v) = d;(v) (v se odstrani z A a dal se s nimi nepracuje). Tedy pro kazdy
vrchol v, do kterého existuje z s cesta, je d(v) = d;(v) = m; = d(s,v).

Dokazme tedy D; = m; aV; = N;. Proi = 1 je to zfejmé: D1 = 0 = my, N1 = {s} = V1.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna j < i a dokazme ho pro i: Vezméme libovolny
v € V;. Pak podle definice V; md nejkratsi cesta s,...,u,e,v délku D;. Cesta s,...,u je
pak nejkratsi cestou z s do u (jinak by s, ..., u,e,v nebyla nejkratsi z s do v, rozmyslete).
Jeji délka je tedy nékterou z D; < D; = D; + w({u,v}). Podle indukéniho pfedpokladu je
u € V; = Nj, aproto d;(v) = D; (podrobnéji: kdyby d;(v) < D;, pak z d(v) < d;j(v) je
d(v) < Dj = é(s,v), spor s (4.1); na druhou stranu se hodnota D; se do d;(v) dostane v j-tém
cyklu pfitazenim d; (v) := d;(u) +w({u,v}) nebouzbylo d;_1(v) = D;). Protoid;(v) = D;
(pro j < k < i nemizZe byt di(v) < dj(v), pak by opét d(v) < d(s,v)). Tedy pro viechny
NS VZ]e dz(’U) =D;.

Ukédzeme ted D; = my, tj. D; = min{d;(u) | v € A;_1}. Kdyby existoval u € A;_; tak,
Ze d;(u) < Dy, pak je u ¢ V; (nebot jsme ukazali, Ze pro u € V; je d;(u) = D;). Tedy bud
existuje j < i au € V; = Nj, coZ nelze (protoze N; N A;—1 = ), nebo existuje j > i a
u € Vj, coZ také nelze, protoZe pak by d(s,u) = D; > D; > d;j(u) > d(u), a to je spor
s (4.1). Mame tedy D; = m,;. Podle definice N; je tedy V; C N; (protoZe pro u € V; je
di(u) = D; = m;). Ale zadny jiny u z A;—1 do N; nepatii. Pak by totiz musel u € Vj pro
J > i, tedy by d(s,u) = Dj > D; = d;(u) > d(u), coZ je spor s (4.1). Tedy je V; = N;.
Ditikaz spravnosti Algoritmu 4.13 je hotov. g

4.4 Stupné vrcholu

Jednou ze zdkladnich a snadno zjistitelnych informaci o grafu je, kolik hran vchazi a vychazi
do jednotlivych vrcholu. Je to informace, kterou dobfe vinimame i pohledem na obrazek grafu.
V této kapitole ukdzeme nékolik zdkladnich dvah zaloZenych na poctech hran jednotlivych
vrchold.

Definice 4.14 (stupen vrcholu). Stuperi vrcholu v € V grafu (V, E) je poCet hran, jejichz
jednim z koncovych vrchold je v, a znai se deg(v).

U orientovanych grafi se né€kdy zavadi vstupni a vystupni stupeti vrcholu jako pocet hran,
které do pfichdzeji, a pocet hran, které z n€j vychdzeji. Stupeii vrcholu je pak soucet vstupniho
a vystupniho stupné. Pro graf na Obr. 4 vlevo je deg(u) = 3, deg(v) = 2, deg(w) = 2,
deg(z) = 1, deg(y) = 0. Pro graf vpravo je deg(u) = 3, deg(v) = 3, deg(w) = 3,
deg(x) = 1, deg(y) = 0. . ProtoZe orientace hran v nasi definici stupné vrcholu nehraje roli,
budeme v této kapitole pfedpokladat, Ze grafy, se kterymi se zabyvame, jsou neorientované.

Véta4.15. Vgrafu G = (V,E) je Y, .y deg(v) = 2|E|.

Diikaz. Mame dokazat, Ze soucet stupni vSech vrcholil grafu je roven dvojnasobku poctu hran.
Tvrzeni je téméf ziejmé, uvédomime-li si nasledujici. Kazd4 hrana e € E ma dva vrcholy, u
a v. Hrana e pfispiva jedni¢kou do deg(u) (je jednou z hran, jejichZ pocet je roven deg(u)),
jedni¢kou do deg(v) a do stupné Zadného jiného vrcholu nepfispiva. Hrana e tedy pfispiva

pravé poétem 2 do Y, deg(v). To plati pro kazdou hranu. Proto Y ., deg(v) = 2|E|. O

veV veV

Dusledek 4.16. Pocer vicholii lichého stupné je v libovolném grafu sudy.
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Diikaz. Ozna¢me S a L mnozZiny vrchold, které maji sudy a lichy stupeii. ProtozZe kazdy vrchol
patif bud’ do S, nebo do L, je Y .\ deg(v) = Y cgdeg(v) + >, o deg(v). Je jasné, ze
Y ves deg(v) je sudé gislo. Podle Véty 4.15 je ) o deg(v) = 2|E|, tedy ) . deg(v) je
sudé ¢islo. Protoi ), -, deg(v) musi byt sudé ¢islo. Kdyby byl pocet vrcholi s lichym stupném
lichy, byl by ., deg(v) soucet lichého poctu lichych ¢isel, a tedy by > ; deg(v) bylo
liché &islo, coz neni mozné. Pocet vrcholt s lichym stupném je tedy sudy. O

Uvedend tvrzeni predstavuji zdkladni podminky, které stupné¢ kazdého grafu spliiuji. Pred-
stavme si, ze o grafu s vrcholy v1, ..., v, nevime nic vic neZ stupné jeho vrchold, tj. zndme
posloupnost deg(vy), . . ., deg(vy, ) stupiit jeho vrchold. Tato posloupnost se nazyva skdre grafu
(n&kdy grafova posloupnost). Pfitom dvé skdre povaZujeme za stejnd, liSi-li se jen permutaci
(sefazenim) ¢lent. Urcuje skore graf jednoznaénym zpiisobem (aZ na izomorfismus)? Vez-
méme napt. posloupnost 1,1,1,1,1, 1. Jednoduchou tdvahou dojdeme k tomu, Ze kazdé dva
grafy, jejichz skoére je 1,1,1,1,1,1 jsou izomorfni. Jsou to grafy izomorfni s grafem (V, E),
kde V ={a,b,c,d,e, f} a E = {{a,b},{c,d},{e, f}}. Skére 2,2,2, 2,2, 2 v§ak graf jedno-
znaénym zpusobem neur¢uje. Na mnoZziné vrchold V' = {a, b, ¢, d, e, f} totiz mizeme mit dva
grafy, které nejsou izomorfni, a pfesto je 2, 2, 2, 2, 2, 2 skére kazdého z nich. Prvni je dan mno-
Zinou hran {{a,b},{b,c},{a,c},{d,e},{e, f},{d, f}} (dva trojihelniky), druhy mnoZinou
{{a,b},{b,c}, {c,d},{d,e},{e, f},{a, f}} (Sestitihelnik). Grafy si nakreslete a zdGvodnéte
si to.

Jak vime, ne kaZzda posloupnost &isel je skore n&jakého grafu. Napt. 3, 4, 2, 0 nen{ skore grafu.
Zkuste takovy graf nakreslit a uvidite, Ze to nejde! Mizeme to ale zjistit i bez kresleni. Staci
pouzit Diisledek 4.16: Graf, jehoZ skére je 3,4, 2,0 by mél pravé jeden vrchol lichého stupné,
coz neni mozné. Posloupnost 6,2,2,0 ale podmince z Disledku 4.16 vyhovuje, ale graf se
skore 6, 2, 2, 0 také neexistuje (zkuste nakreslit). Vidime, Ze podminka z Disledku 4.16 je sice
nutnd, ale neni postacujici. Otazkou je, jestli existuje jednoduchd podminka, kterou posloupnost
nezapornych celych ¢isel spliiuje, praveé kdyz je to skére néjakého grafu. Ukdzeme, Ze ano a Ze
to, zda plati, dokonce 1ze ovéfit jednoduchym algoritmem.

Véta 4.17. Necht'dy > do > d3 > - -+ > dy, jsou nezdpornd celd ¢islaa 1l < dy < n — 1. Pak
di,da,ds, ..., d,
je skore néjakého grafu, prdavé kdyZ
do—1,d3—1,...,dg,+1 —1,dg,+2,...,dn
je skore néjakého grafu.

Diikaz. Uvédomme si nejdiive tohle. Posloupnostdy —1,d3 —1,...,dg,+1—1,dg,+2,...,dn
ma n — 1 prvkd. Pfitom jeji ¢dst do — 1,d3 — 1,...,dg,+1 — 1 md d; prvkid a dostaneme ji
ode&tenim jednicky z prvnich di prvki posloupnosti da,ds, . . ., d,. Cést dg,+2,...,d, md
n — dy prvki a je to poslednich n — dy prvkd prvkd posloupnosti da, ds, . . ., dj,.

UkdZeme nejdfive, Ze kdyZ do — 1,d3 — 1,...,d4,4+1 — 1,dg,+2,...,d, je skére, pak i
di,dg,ds,...,dy je skoére. KdyZ je do —1,d3 —1,...,dg,+1 — 1,dg,+2, ..., dy skére grafu
G = (V,E), md G n — 1 vrcholi (ozname je vy, ...,v,), které maji po fadé stupné
dy — 1,ds —1,...,dg,+1 — 1,...,dg,12,...,dn. Vytvoime z G novy graf G' = (V' E')
pfiddnim vrcholu vy, tj.

V, = {Ul,vg, ey ’Un}7

a ke kazdému z vrcholli va, . . . , vg4, 41 pfidejme hranu k vrcholu vy, tj.
EIIEU{{Ul,Uj} |j:2,...,d1—|—1}.

V grafu G’ vede z vrcholu vy pravé dy hran (tolik jsme jich pfidali) a stuperi kazdého z
vrcholll v, . .., v4,+1 se 0 1 zvySil. Stupné ostatnich vrcholil se nezménily (hrany jsme k nim
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nepiiddvali). Skére grafu G’ je tedy deg(v1),(de — 1) + 1,(ds — 1)+ 1,...,(dg,+1 — 1) +
1,dg,+2,...,dn, coZje pravé dy,ds,ds, . . ., d,. Dokdzali jsme, Ze d1, d2, ds, . . ., dy, je skore
grafu.

Ukazme ted naopak, Zze kdyZz di,ds,ds,...,dy je skore, je i do — 1,d3 — 1,...,dg,+1 —
1,dg,+2,...,dy skore. Je-lidy,dg, ds, .. ., dy,, uvazujme piislusny graf G's vrcholy vy, ..., v,
tak, ze deg(v;) = d;. Rozlisime dva ptipady.

Prvni pfipad: Vrchol v; stupné d; je hranami spojen s vrcholy vq,dots,vg,+1. Pak graf,
ktery vznikne z GG odstranénim vrcholu v; a hran, které z néj vychdzeji (to jsou pravé hrany
{’1)1, ’1)2}, dots, {’1)1, ’Ud1+1}), ma praveé skore ds — 1,d3 —1,... ,dd1+1 -1, dd1+2, ey dp, tedy
posloupnost da — 1,d3 —1,...,dg,+1 — 1,dg4, 42, .., d, je skore grafu.

Druhy pfipad: Vrchol v; stupné€ d; spojeny hranami s vrcholy wve, dots, v4, 11 neexistuje. Pak
tedy existuje vrchol v; (2 <@ < dq + 1), ktery neni spojen s vy, a vrchol v; (d1 +1 < j < n),
ktery je spojen s v1. ProtoZe d; > d;, existuje vrchol vy, riizny od v;, ktery je spojen s v;, ale
ne s v; (kdyby vy, jiny nez v; neexistoval, nemohlo by byt d; > d;). Vytvoime graf G, ktery
vznikne z G odstranénim hran {v1,v;} a {v;, v} a pfiddanim hran {v{,v;} a {v;, vs}. Skére
grafu G’ je opétdy, da, ds, . . ., dy. Zdm&nou jsme dosahli toho, Ze z posloupnosti va, . . . , Vg, +1
je hranou spojeno s vrcholem vy vice vrcholi v novém grafu G’ nez v pivodnim G. Na graf
G’ je ted bud mozné pouzit prvni piipad, nebo ho Ize postupnym opakovanim pravé provedené
Upravy pfevést na graf, na ktery prvni ptipad uz pouZit lze. O

Véta 4.17 je zdkladem pro néasledujici algoritmus.

Algoritmus 4.18 (test skore).
Vstup: neN,(d,...,dy),kded; > --- > d, > 0jsou celd ¢isla;
Vystup: ANO, pokud (ds, ..., d,) je skére, NE v opatném piipadg;

1. je-lin =1ad; = 0, odpovéz ANO a skondi;
2. je-lin =1ad; # 0, odpovéz NE a skonci;
3. je-lid; > n — 1, odpovéz NE a skonci;

4. vypocitej novou posloupnost
< I17"'7 {n—1> = <d2 - 17d3_ 17-"7dd1+1 - 17dd1+27"'7dn>;

5. je-li n&které d; zaporné, odpovéz NE a skonéi;

6. usporddej di, ..., d] _, sestupné&, ptifad takto uspofddané hodnoty do d, . .., d,_1, sniz
nol (. n :=n — 1) a pokracuj bodem 1.

UkaZme, Ze algoritmus pracuje spravné. Skonéi-li algoritmus v bod€ 1., je to spravné, protoZe
jednoprvkova posloupnost 0 je skore grafu (o jednom vrcholu a Zddné hran¢). Skon¢i-li algorit-
mus v bod¢€ 2., je to spravné, nebot pro n > 0 jednoprvkova posloupnost n skére samoziejmé
neni. Skon¢i-li algoritmus v bod¢€ 3., je to spravné, nebot’ stupent Zidného vrcholu nemtize byt
vétsi nez pocet vrchold minus jedna. Pokud m4 aktudlni posloupnost vice nez 1 ¢len, v bodé
4. se vypocita nova posloupnost, kterd je dle Véty 4.17 skére grafu, pravé kdyZz je puvodni
posloupnost skére grafu. Na zdkladé Véty 4.17 se tedy v tomto kroku testovani redukuje na
testovani posloupnosti, kterd je o 1 ¢len kratsi. Pokud se pfi vypoctu nové posloupnosti objevi
zaporné Cislo, algoritmus skonéi s odpovédi NE (stuperi vrcholu nemuiZze byt zaporny). Jinak
algoritmus novou posloupnost sestupné setfidi a pokrac¢uje znovu bodem 1. Je ziejmé, Ze algo-
ritmus vZdy skonci, nebot’ posloupnosti se vZdy o 1 zkracuji. Pro vstupni posloupnost délky n
algoritmus skonc¢i nejvyse po n — 1 vypoctech nové posloupnosti. Algoritmus bychom mohli
urychlit o krok, ve kterém by se testovand posloupnost zkratila o koncové nuly (zdivodnéte si
to).
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1 2

Obrazek 8: Nakreslete obrazky jednim tahem.

Priklad 4.19. Algoritmus 4.18 pouzijeme ke zjisténi, jestli jsou posloupnosti
6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0 a 4,3,2,1,1. Test posloupnosti 6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0 vede
postupné na testy posloupnosti 5,4,3,3,2,2,2,2,1,0, pak 3,2,2,2,2,1,1,1,0, pak
2,1,1,1,1,1,1,0,pak 1,1,1,1,0,0,0,pak 1,1, 0,0, 0, 0, pak 0,0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0, pak 0, 0, 0,
pak 0,0, pak 0 a skonc¢i odpovédi ANO v bodé 1. Test 4, 3,2, 1,1 vede postupné na 2,1, 0,0,
pak se v bod€ 4. vypocitd posloupnost 1, —1,0 a algoritmus skonéi s odpovédi NE. To, Ze
4,3, 2,1, 1 neni skére miZeme poznat také ptimo podle Disledku 4.16, protoze 4, 3,2,1, 1 ma
lichy pocet lichych stupnd.

Se stupni vrcholil souvisi zndma tloha nakreslit jednim tahem zadany obrazek.

Pruvodce studiem

Uloha o kresleni jednim tahem: Nakreslete obrdzek, viz napt. Obr. 8, jednim tahem.
Pritom zZadnou hranu neni povoleno projit dvakrat a pfi kresleni neni povoleno zvednout
tuzku od papiru.

S touto tlohou se asi kazdy setkal na zdkladni Skole. UkdZeme si, Ze rozhodnout, zda
obrézek lze nakreslit jednim tahem, popf. zda je i moZné pfitom zacit i skoncit v jednom
misté, jde jednoduse podle stupiiu vrcholtl. Na kresleni jednotazek navic existuje algoritmus.

Na Obr. 8 jsou dva obrazky. Ukolem je nakreslit obrazek jednim tahem s tim, e Zadnou hranu
nesmime nakreslit dvakrit a nesmime zvednout tuzku z papiru. U levého obrizku to jde (napf.
1,2,3,5,1,3,4,5,2), u pravého ne (zkuste zdivodnit).

Definice 4.20 (eulerovsky tah). Eulerovsky ’ tah je tah, ktery obsahuje viechny vrcholy grafu
a ve kterém se kazda hrana vyskytuje pravé jednou. Je-li navic uzavieny, nazyva se uzaviceny
eulerovsky tah.

Eulerovsky tah predstavuje kreslen{ “jednim tahem”. Chceme-li navic pfi kresleni vyjit i skoncit
v jednom misté, musime najit uzavieny eulerovsky tah. Nésledujici véta ukazuje, jak jednoduse
poznat, zda eulerovky tah viibec existuje.

Véta 4.21. o V neorientovaném grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, prdvé kdyZ je sou-
visly a kaZdy vrchol md sudy stupenl.

o V neorientovaném grafu existuje neuzavieny eulerovsky tah, prdavé kdyz je souvisly a md
prdvé dva vrcholy lichého stupné.

Diikaz. Dokazeme nejdiive tvrzeni pro uzaviené eulerovské tahy. M&jme graf G = (V| E).

Predpokladejme nejdfiv, Ze v (G existuje uzavieny eulerovsky tah v, e, ..., v. Je jasné, Ze G je
souvisly. Uvazujme libovolny vrchol v € V' a mnoZinu F,, vSech hran, jichZ je u koncovym
vrcholem. Jejich pocet je stupeti u, tj. deg(u) = |Ey|. Pro u # v je libovolny vyskyt u v tahu

"Leonhard Euler (1707-1783), jeden z nejvyznamngjsich matematikg.
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v,e,...,vtvaru ..., e ;u, e, ..., kde e, e € E,, tj. kazdy vyskyt u je doprovédzen vyskytem
dvou hran z F,, (jednou z nich se do u vstoupi, druhou se vystoupi). ProtoZe se v tahu kazda
hrana vyskytuje pravé jednou, je jasné, Ze hran z E,, je sudy pocet. Pro u = v to plati s vyjimkou
prvniho (tam hrana z v pouze vychazi) a posledniho vyskytu (tam hrana do v pouze vchazi).
KaZdy z nich je doprovdzen vyskytem jedné hrany z E, a proto je pocet hran v E,, opét sudé
¢islo.

Predpoklddejme ted, Ze G je souvisly a Ze kazdy jeho vrchol md sudy stupefi. UvaZzujme tah
V0, €1, - - - , €n, Uy (0znacme ho t) v G, ktery ma nejvetsi moznou délku (to miZeme: tah nemtize
byt delsi nez pocet vSech hran rafu G, taht s nejvétsi délkou ale miZe byt vice). VSimnéme si
nejdiiv, Ze musi byt v9 = vy. Jinak by vrchol vy byl koncovym vrcholem lichého poctu hran
(hrana z néj vychazi a pak vzdy vchazi a vychazi). ProtoZze ma vy sudy stupeii, existuje hrana
e = {v,vp}, kterd neni obsazena v tahu ¢. Pak je ale v, e, vg, €1, ..., ey, v, tah, ktery je dels{
nez t, a to je spor s tim, Ze ¢ ma nejveétsi moznou délku. Tedy musi byt v9 = v,. Abychom
tvrzeni dokézali, sta¢i ukdazat, ze {ej,...,e,} = E (hrany tahu ¢ jsou pravé vSechny hrany
grafu). Uvazujme graf G’ = (V' E’), ktery ma za vrcholy vSechny vrcholy tahu ¢ a za hrany
vSechny hrany tahu ¢. Kdyby V' # V, tj. existuje u € V — V”, plyne ze souvislosti G, Ze pro
n&jaky v; € V' existuje hrana e = {u, v; }. Pak by ale

Vi, €i41y-++3,€En,Un,€1,...,64,V;,6,U

byl tah a byl by del3i neZ tah ¢, coZ je spor. Tedy musi byt V/ = V. Kdyby E’ # E, existuje
hrana e = {v;,v;} € E ¢ E’. Pak by ale

Vis€i41y:++3€En,Un,€1,... ,ei,vi,e,vj

byl opét tah delsi nez tah ¢, coz je opé€t spor. Vidime tedy, Ze ¢ je eulerovsky tah.

Cist tvrzeni, kterd se tykd eulerovskych tahd, se provede podobné (viz seznam tloh k textu). [

Pruvodce studiem

Uloze rozhodnout, zda v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, je podobna tloha tzv.
hamiltonovské® kruznice. Hamiltonovskd kruZnice je kruZnice, kterd obsahuje vsechny
vrcholy grafu. Pripomenime, Ze uzavieny eulerovsky tah obsahuje vSechny hrany grafu.
Zatimco zjistit, zda v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, je velmi snadné (podle
Véty 4.21 staci ovefit, Ze kardy vrchol md sudy stupeii), neni zndm rychly algoritmus,
ktery by zjistil, zda graf ma hamiltonovskou kruznici. Navic je pravdépodobné, Ze takovy
algoritmus ani neexistuje (zjistit existenci hamiltonovské kruZnice je totiZ tzv. NP-tplny
problém).

Shrnuti

Graf je tvofen mnoZinou vrcholli a hran spojujicich nékteré vrcholy. Graf miZe byt orientovany
nebo neorientovany, podle toho, jestli rozliSujeme, zda orientace hran hraje roli. Posloupnost
vrcholt a hran, kterd odpovida moznému prichodu grafem, se nazyva sled. RolisSujeme nékolik
typt sledti. Mezi dileZité tlohy patif rizné dlohy o cestovani v grafech.

Pojmy k zapamatovani
e orientovany graf, neorientovany graf, vrchol, hrana,
e izomorfismus grafii, podgraf,
e sled, délka sledu, uzavieny sled, tah, cesta, kruznice, vzdalenost vrchold,

e ohodnoceny graf,
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e souvislost, komponenta, hledani cest,

e stupeil vrcholu, skére, eulerovsky tah.

Kontrolni otazky

~

. Wsvétlete rozdil mezi pojmy orientovany graf a neorientovany graf.
2. Je-li graf G izomorfni s grafem G', je jeho podgrafem?

3. Jaky je rozdil mezi pojmy sled, tah, cesta?

4. MiiZe mit souvisly graf po odstranéni jedné hrany t¥i komponenty?
5. Existuje graf, ktery md skore 7,3,17?

Cviceni
1. Je-li graf G izomorfni s grafem G’, je kazdy podgraf grafu G izomorfni néjakému
podgrafu grafu G'. Dokazte.

2. Necht jsou dédny grafy G s vrcholy vy,...,v, a G’ s vrcholy vf,..., v, takové, Ze

deg(v;) = deg(v}). Musi byt G a G’ izomorfni?
3. Jaky je nejvétsi mozny soucet stupiiti vrcholil neorientovaného grafu s n vrcholy?
4. Urcete (napf. pomoci Algoritmu 4.18), zda jsou skdre posloupnosti
(a) 6,6,6,6,5,4,3,
(b) 5,5,5,5,5,4,3,

(c) 4,4,4,4,3,3,2.
Nakreslete prislusné grafy.

Ijkoly k textu

1. Dokoncete diikaz VEty 4.12, tj. ukazte, Ze kazda hrana grafu je hranou prave jedné jeho
komponenty.

2. Dokoncete dikaz Véty 4.21, tj. dokaZte, Ze v neorientovaném grafu existuje neuzavieny
eulerovsky tah, pravé kdyz je souvisly a mé pravé dva vrcholy lichého stupné. Ndvod:
Postupujte podobné jako pro uzaviené eulerovské tahy. Sectenim hran v eulerovském
tahu dojdete k tomu, Ze kdyZ neuzavieny eulerovsky tah existuje, maji pravé dva vrcholy
lichy stupeil. Naopak, kdyz je graf souvisly a pravé dva vrcholy, v a v, maji lichy stuperi,
uvazujte opét nejdelsi tah. O ném nejdiive dokazte, Ze jeho krajni vrcholy jsou v a v. Pak
postupujte podobné jako u dikazu pro uzavieny eulerovsky tah, tj. ukazte, Ze obsahuje
vSechny vrcholy i vSechny hrany grafu.

3. Navrhnéte algoritmus pro hledani uzavieného eulerovského tahu a algoritmus pro hle-
déni eulerovského tahu. Provedte dikazy spravnosti téchto algoritma.

4. Upravte Algoritmus 4.13 tak, aby fungoval i pro orientované grafy. Tj. vstupem bude
ohodnoceny orientovany graf a jeho vrchol s. Vystupem budou ¢&isla d(v), kde d(v) je
délka nejkratsi cesty z s do v. Provedte dikaz spravnosti.

ResSeni
1. Snadné.

2. Ne. Uvazujme n = 6 a E = {{v1,va}, {va,v3}, {vs, va}, {va, vs}, {vs,v6}, {ve,v1}} a
E= {{/Ulv /U2}7 {Uza 1}3}7 {U37 Ul}a {U47 /U5}7 {U57 U6}7 {Uﬁv U4}}-
3.n-(n—1).
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Obrézek 9: Stromy.

4. 1.ne, 2. ano, 3. ano.

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly 4.5 by student mél rozumét specidlnim grafim nazy-
vanym stromy. Mél by znat zdkladni vlastnosti stromd a algoritmy pro jejich prochazeni.

Klicova slova: strom, list, kostra, kofenovy strom, droveni vrcholu, hloubka stromu, vyvazeny
strom, m-arni strom, uspofddany kofenovy strom, preorder, postorder, inorder

Potiebny ¢as: 180 minut.

4.5 Stromy

Pruvodce studiem

Stromy jsou specidlni grafy, které dostaly nazev podle toho, Ze vypadaji podobné jako
stromy, popt. kefe v pfirodé. Typicky strom-graf vypadd jako strom v pfirodé. Ma svij
kofen (specialni vrchol), ve kterém se vétvi (vedou z néj hrany) do mist (vrcholl), ve
kterych se opét vétvi atd. Stromy jsou grafy, které maji nejcastéjsi pouZiti. Setkdvdme se
s nimi v béZném Zivoté (rdzna ¢lenéni, napr. ¢lenéni knihy na kapitoly, podkapitoly atd.,
maji stromovou strukturu), jako uZzivatelé pocitaci (stromova struktura adresaitl) i jako
informatici (rozhodovaci stromy, vyhleddvaci stromy).

4.5.1 Definice a zakladni vlastnosti

Pojem strom lze zavést nékolika zpisoby. Jako definici vezmeme nésledujici.
Definice 4.22. Strom je neorientovany souvisly graf bez kruznic.
Nékdy se zavadi i pojem strom pro orientované grafy. My se tim ale zabyvat nebudeme. Priklady

stromu vidime na Obr. 9.

Vrchol grafu se stupném 1 se nazyva koncovy. Koncovy vrchol stromu se nazyva list. Nésledujici
tvrzeni ukazuji, Ze stromy vznikaji pfiddvanim listd.

Véta 4.23. V kaZdém stromu s alespori dvéma vrcholy existuji asponi dva listy.

Diikaz. Uvazujme cestu v, €1, . . . , Uy, kterd ma maximalni délku. Tvrdime, Ze vy i v, jsou
listy. Kdyby napt. v nebyl list, pak by existovala hrana e = {v, v}, kterd na cesté nelezi (jinak
by to musela byt hrana e;). Kdyby v = v; pronéjaké ¢ = 2,...,n, pak by v, e, vy, ..., v; byla
kruZnice, coz je spor s tim, Ze G je strom. Pak ale v, e, vg, €1, . . . , Uy, je cesta, kterd je delsi nez
V0, €1, - - . , U, COZ je opét spor. Podobné se ukdZe, Ze v, je list. O

Véta 4.24. Pro graf G a jeho koncovy vrchol v jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni.
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1. G je strom.
2. G — v je strom.

Diikaz. Poznamenejme, ze G — v vznikne z G vymazdnim v a hrany, kterd do né€ho vede.
Tvrzeni je téméf zfejmé (viz tkoly k textu). O

Zde jsou dal$i moZné zavedeni pojmu strom.

Véta 4.25. Pro neorientovany graf G = (V, E) jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni.

1. G je strom.

2. Mezi kaZdymi dvéma vrholy existuje prdvé jedna cesta.

3. G je souvisly a vynechdnim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.

4. G neobsahuje kruznice, ale p¥iddnim jakékoli hrany vznikne graf s kruZnict.
5. G neobsahuje kruznice a |V| = |E| + 1.

6. G je sowvislya |V| = |E| + 1.

Diikaz. ,,1. = 2.“: Predpoklddejme, Ze G je strom. ProtoZe G je podle definice sou-
visly, existuje mezi kazdymi dvé€ma vrcholy cesta. Kdyby mezi néjakymi vrcholy u a
v existovaly dvé rdzné cesty, znamenalo by to, Ze v G je kruznice. Totiz, jsou-li ty
cesty u,e1,v1,...,€n,v a U, €, v, ..., e, v, pak jejich spojenim je uzavieny sled s =
Uy €1, V1, ..., €En, U, €0 ... U], €}, u. Pokud ten jeSte neni kruZnici, opakuje se v ném né&jaky
vrchol w # wu, tj. exsituje v ném usek w, ..., w. Nahrazenim tohoto dseku jen uzlem w toto
opakovéni odstranime. Pokud se ve zbylém uzavieném s’ iseku uz zadny vrchol neopakuje, je
s’ hledanou kruznici. Pokud ano, miZeme v ném opét nahradit né&jakou &dst w’, ..., w’ uzlem

w'. Tak postupné dostaneme kruZznici. To je ale spor s tim, Ze G je strom.

,»2. = 3. Vynechme hranu e = {u,v} € F stromu G, dostaneme tak graf G’. Kdyby byl
G’ souvisly, existovala by v ném cesta u, e1,...,v mezi u a v. To by ale znamenalo, Ze v G
existuji dvé cesty z v do v: jednou je u, ey, ..., v, druhou je u, e, v. To je spor s tim, Ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy je v G prave jedna cesta.

»3. = 4.“: Kdyby G obsahoval kruZnici, pak odstranénim jedné jeji hrany dostaneme opét
souvisly graf, coz je spor s predpokladem 3. Kdyby po pfidani hrany e = {u, v} nevznikla
kruznice, v G by neexistovala cesta mezi v a v (kdyby ano, pfiddnim e k této cesté dostaneme
kruZnici), a tedy G by nebyl souvisly, coz je spor s 3.

,»1. = 5. Mdme ukézat, Ze ve stromu je |V| = |E| + 1. Dokazme to indukci podle poctu
vrchold. Pro n = 1 vrchol to ziejmé plati (pak je totiz |E| = 0). Pfedpokladejme, Ze to plati
pro kazdy strom o n vrcholech. Ma-li G n + 1 vrchold, odstraiime z n&j n&jaky list. Vysledny
graf (V' E') je podle Véty 4.24 opét strom, mad n vrchold, a tedy podle predpokladu plati
\V'| = |E'| + 1. Protoze viak |V| = |V/| + 1 a|E| = |[E'| 4+ 1, platii [V| = |E| + 1.

»J. = 6. Necht k je poSet komponent grafu GG. Vyberme z kazdé komponenty po jednom vr-
cholu a ozna¢me tyto vrcholy vy, . . ., vg. Pfidejme r — 1 hran {v1, va }, {va, v3}, ..., {vg—1, vk }
ke grafu G. Takto vznikly graf G’ = (V, E’) je strom (je souvisly a nem4 kruZnice, protoze G
nemél kruznice). Z vySe dokédzaného ,,1. = 5.“ plyne, Ze |V'| = |E’| 4+ 1. Podle pfedpokladu je
ale |[V| = |E| + 1. Tedy |E| = |E'|. ProtoZe |E'| = |E| +r — 1,je r = 1, tedy G md pravé
jednu komponentu, tj. je souvisly.

»0. = 1.“: Dokdazeme indukci podle poctu vrcholi. Ma-li G jeden vrchol, je tvrzeni ziejmé.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kazdy graf s n vrcholy a Ze G md n + 1 vrcholu a spliiuje
|V| = |E| + 1. Soucet stupiit jeho vrcholt je 2| E| = 2|V| — 2. Ze souvislosti plyne, Ze kazdy
vrchol ma stupeil aspon 1. Kdyby mél kazdy vrchol stupeii aspoii 2, byl by soucet stupnd vSech
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vrchold aspon 2|V, ale ten soucet je 2|V| — 2 < 2|V|. Tedy musi existovat vrchol v stupné
pravé 1, tj. list. Jeho odstranénim dostaneme graf G’ = (V' E') = G — v, ktery je ziejm&
souvisly, n vrcholii a plati pronéj |V'| = |V|—1,|E’| = |E|—1. G’ tedy spliiuje |V'| = |E'|+1
a z induk¢niho predpokladu plyne, Ze je to strom. Proto je i G strom (viz Vétu 4.24). O

4.5.2 Hledani minimalni kostry grafu

Definice 4.26. Kostra neorientovaného grafu G je jeho podgraf, ktery je stromem a obsahuje
vSechny vrcholy grafu G.

Véta 4.27. Graf md kostru, prdavé kdy? je souvisly.

Diikaz. Snadné, zkuste sami. O

4.5.3 Korenové stromy

Definice 4.28. Kofenovy strom je dvojice (G, r), kde G = (V, E) je stromar € V je vrchol,
tzv. koren.

Kofenovy strom je tedy strom, ve kterém je vybran jeden vrchol (kofen). MiZe to byt kterykoliv
vrchol. Byva to ale vrchol, ktery je v néjakém smysly na vrcholu hierarchie objektu, ktera je
stromem reprezentovana.

To, Ze je v kofenovém stromu jeden vrchol pevné zvoleny a Ze ve stromu exsituje mezi vrcholy
jedind cesta, umoznuje ve kofenovém stromu zavadét uspofadani vrcholi. Na zdakladé tohoto
uspofdddni se stromy kresli. Zdkladem je ndsledujici definice.

Definice 4.29 (kofenovy strom—dalsi pojmy). Necht' (G, r) je kofenovy strom.

e Vrchol v se nazyva potomek vrcholu u (u se nazyva rodic¢ vrcholu v), pravé kdyz cesta z
korene r dov matvarr,...,u,e,v.

e Uroveri vicholu v je délka cesty od kofene r do v.

e Hioubka stromu (G, 1) je nejvétsi z drovni jeho listd.

Korenovy strom hloubky h se nazyva vyvdZeny, pravé kdyz kazdy jeho list ma droven h nebo
h—1.

Vrchol mtize mit né€kolik potomki, ale ma pravé jednoho rodi¢e (ukaZte, viz dkoly k textu).
Hloubku lze také definovat jako délku nejdelSi cesty, kterd vychdzi z kofene (ukaZzte).

Na zédklad€¢ pojmi rodi¢-potomek a uroven se kofenové stromy kresli: Nejvyse se nakresli
koren, pod néj se nakresli jeho potomci, tj. vrcholy, které maji troven 1. Vrcholy tirovné [ 4 1
ptitom kreslime pod vrcholy drovné [ tak, aby se hrany na obrazku nekfizily. Toho lze zfejmé
dosahnout tak, Ze vSechny potomky vy, . . . , v, vrcholu v nakreslime pod vrchol v tak, Ze mezi
libovolnymi dvéma potomky v; a v; vrcholu v bud neni Zadny vrchol, nebo opét potomek
vrcholu v. Pfiklad stromu nakresleného timto zptisobem vidime na Obr. ??. Vrchol TADY je
kofenem (tj. jedinym vrcholem drovné 0), TADY jsou vrcholy trovné 1, TADY jsou vrcholy
urovné 2, TADY jsou vrcholy drovné 3. Strom m4 hloubku 3. Neni to vyvdZeny strom, protoZe

vrchol TADY ma troven 1 (coZ neni ani hloubka, ani hloubka minus 1).

Zvolime-li v kofenovém stromu libovolny vrchol v, pak vrcholy, které se nachazeji ,,pod nim®,
indukuji podgraf, ktery se nazyva podstrom indukovany vrcholem v (viz cviceni). Napf. na
Obr. ?? obsahuje podstrom indukovany vrcholem TADY vrcholy TADY.
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Definice 4.30 (m-arni stromy). Kofenovy strom se nazyva m-drni, pravé kdyz kazdy jeho
vrchol ma nejvySe m potomkd. 2-arni strom se nazyva bindrni. Kofenovy strom se nazyva
tplny m-drni, pravé kdyz kazdy jeho vrchol nemé bud Zédného nebo mé pravé m potomkd.

Strom na Obr. ?? je tedy 3-arni (tj. terndrn{) kofenovy strom. Nenf to ale dplny 3-4rni strom,
protoZe vrchol TADY md 1 potomka. Piiklad dpIného binarniho stromu je na Obr. ?? Tento
strom je vyvazeny.

Pii analyze rGznych problémt (napt. pfi odhadu Casové sloZitosti algoritmil) jsou uzZiteCné
rizné vztahy mezi hloubkou stromu a poétem jeho listi. UkdZeme nékteré zakladni. Nejdiive
pfipomenime, Ze pro redlné &islo x je [x| nejmensi celé Cislo, které je vétsé nebo rovno z, tj.

[] =min{m € Z |z < m}.
Napfiklad [1.2] = 2, [5.8] =6, [3] = 3.

Véta 4.31. Necht’G = (V, E) je uplny m-drni strom s 1 listy, ktery md hloubku h. Pak

o I <mlah > [log,,1],
e je-li G vyvdZeny, je h = [log,, [].

Diikaz. Ukazme nejdiiv I < m/. Mame tedy ukdzat, Ze tiplny m-4rni strom hloubky h nemiiZe
obsahovat vice neZ m” listd. Pfedstavme si tedy takovy strom, ktery ma listd nejvice (je
nejplnéjsi). Je jasné, Ze bude vypadat takto: Ma koren. Ten ma pravé m potomkd, tj. v Grovni 1
je m vrcholt. KaZdy z nich ma opét m potomkd, tj. v trovni 2 je m - m = m? vrchold. Kazdy
z téchto m? vrcholli v trovni 2 m4 opét m potomkd, tj. v Grovni 3 je m? - m = 3 potomki.
Pokra¢ovanim dojdeme k tomu, Ze v trovni A je pravé m™ vrchold, a to jsou pravé listy. Tedy
listd je nejvy$e m”, tj. I < m. Zlogaritmujme nyni tuto nerovnost pii zakladu m. ProtoZe
logaritmus je rostouci funkce (tj. z x < y plyne log,,(z) < log,,(vy)), dostdvame log,, [ < h.
Protoze pro z < y je [z] < [y] a pro celé &islo z je [z] = x, mame [log,, | < [h] = h.

Pfedpoklddejme nyni, Ze strom G je navic vyvazeny. Takovy strom hloubky h vypadé bud jako
ten, ktery jsme si predstavili vyse, tj. kazdy z m”~! vrcholli z Grovné h — 1 ma pravé m potomki
(a strom m4 tedy v trovni h pravé m™ listd a z4dné jiné listy nema), nebo pravé jeden z m/—1
vrcholt z urovné h— 1 nema potomky a ostatni maji pravé m potomk (a strom ma tedy v Grovni
h pravé m” —m listd a na drovni A — 1 m4 1 list), nebo pravé dva z m”"~! vrcholti z Grovné h— 1
nemaji potomky a ostatni maji pravé m potomkii(a strom m4 tedy v Grovni k pravé m” — 2m
listé a na Grovni A — 1 ma4 2 listy), nebo ... nebo pravé m"~1 — 1 z m"~1! vrcholi z tirovné
h — 1 nemd potomky a zbyvajici vrchol ma pravé m potomki (a strom ma tedy v drovni h pravé
m? — (m"~1 —1)m listd a na drovni h — 1 ma m/~1 — 1 listi). Jiné moZnosti nejsou. Strom ma
totiZ hloubku h, a tedy aspon jeden z vrchold irovné A — 1 musi mit potomky. Na druhou stranu,
protoZe je strom vyvézeny, ma troveit h — 1 ,,pIny pocet” vrchold, tj. m"~!. Vidime tedy, Ze
pocet listii stromu G je bud m”, nebo m” — m + 1 listdi, nebo m/ — 2m + 2 listd, nebo . . . nebo
mh — (mh=1 — 1)m + (m"~1 — 1) listi. Tedy, G miize mit obecn& [ = m” — k- (m — 1) listd,
kde k nabyva hodnot 0, 1,2, ..., m/~! — 1. Mame dokazat, Ze pro kaZdou takovou hodnotu % je
h = [log,, l]. ProtozZe log,, je rostouci funkce, sta¢i to dokézat pro krajni hodnoty & = 0 a pro
k =mh=! —1.Pro k = 0 mdme [ = m”, atedy [log,, [] = [log,, m"] = [h] = h (h je celé
&islo). Pro k = m"~! — 1jel = m"~! 4 m — 1. Protoze log,, m" = halog,, m" ™' =h —1
(nebot h i h — 1 jsou celd) a protoze m" > 1 = m" 1 +m —1 > m"~1, dostdvime
h = log,, m" > log,, | > log,, m"~! = h — 1. Je tedy jasné, Ze nejmensf celé &islo v&ti nez
log,,,  je pravé h, tj. [log,, | = h, coZ jsme mé&li dokazat. O
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Cislon

n liché

Obrazek 10: Strom pro hadéani ¢islaz 1, ..., 10.

Pruvodce studiem

Promyslete si diikladng Vétu 4.31. Uvaha, kterd vede k [log,,], se v informatice (ale i
v béZném zivote) pouzivad velmi Casto. Predpoklddejme, Ze madme pomoci otdzek typu
Ano/Ne uhodnout kartu z bali¢ku 32 karet. Pro jednoduchost o¢islujme karty &isly 1, .. .,
32, a predpokladejme tedy, Ze mdme uhodnout ¢islo mezi 1 a 32. Jedna moZnost (optimalni)
je prvni otdzkou rozdélit ¢isla na dvé stejné ¢4sti (napt. otdzka ,,Je ¢islo mensi nez 177¢,
tj. Casti po 16 kartdch. Dalsi poloZend otdzka, napf. ,Je ¢islo sudé? zbylych 16 karet
opét rozdéli na dvé poloviny. Atd. aZz dojdeme k jednomu ¢&islu, a to je to, které hadame.
Napt. pro ¢islo 7 miZe byt posloupnost dotazi kladenych hadacem a posloupnost odpovédi
nésledujici. Dotaz: ,,Je &islo mensi nez 17?7 Odpovéd: ,,Ano.“ Zbyvaji 1, ..., 16. D: ,Je
¢islo sudé?* O: ,Ne.“ Zbyvaji 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. D: ,,Je ¢islo mensi nez 97 O:
»Ano.“ Zbyvaji 1, 3, 5, 7. D: ,,Je ¢islo mensi nez 57 O: ,,Ne.*“ Zbyvaji 5, 7. D: ,,Je to ¢islo
57 0: ,Ne.“ Zbyva 7 a to je Cislo, které hdddme. Strateie volit otdzky tak, abychom vzdy
zredukovali po¢et moZnosti (pokud mozno) na polovinu se nazyva metoda piileni. Dulezité
je, Ze existuje-1i [ moznosti, metodou puleni se dobereme spravné moznosti nejpozdéji v
[log, [] krocich. Strom, ktery odpovidd nasi situaci, je totiz vyvédZeny tplny bindrni strom
o [ listech. Vyska stromu je praveé pocet otazek, které musime v nejhorsim piipade€ polozit.
Na Obr. 10 je strom, odpovidajici situaci, kdy hdddme ¢islaz 1, ..., 10.

Pti kresleni stromu po drovnich neni uspofddédni potomkd uzlu zleva doprava jednoznacné.

Definice 4.32. Kofenovy strom se nazyva uspoiddany, je-li ke kazdému vrcholu, ktery neni
listem, zaddno linearni uspofddani jeho potomki.

Formadlné&ji, usporddany kofenovy strom je struktura ((V, E), r, {<, | v € V'}),kde ((V, E), )
je kofenovy strom a pro vrchol v € V' je <,, linedrni uspofddani na mnoziné P, = {vy,...,v,}
v8ech potomki vrcholu v, pokud v neni list, a <,= (), pokud je v list. Jsou-li potomkové
vrcholu v uspotfadani vy <, - -+ <y vy, fikdme, Ze v1 je prvni potomek v atd. V tomto poradi
je také kreslime po vrchol v.

Napt. strom na Obr. TADY je nakreslen jako uspofadany kofenovy strom za predpokladu, Ze
potomci vrcholu TADY jsou uspotdddny poradim TADY, potomci TADY.

Castym tikolem spojenym se stromy je projit viechny vrcholy stromu a v kazdém provést
néjakou akci. Ve vrcholech stromti mohou byt napiiklad uloZeny néjaké informace. N4s§ tkol
miZe ikol miiZze byt vypsat v§echny tyto informace (tj. projit vSechny vrcholy a pro kazdy vrchol
vypsat informaci, kterd je v ném uloZena). Jiny tkol mtiZze byt zjistit, zda ve stromu existuje
vrchol, ktery obsahuje zadanou informaci. Mdme tedy za tikol pro kaZzdy vrchol provést operaci
zpracuj (v) . Pfitom zpracuj (v) mulzZe znamenat ,,vypi$ informaci ulozenou ve v* apod.

Ukazeme si ted dva zptisoby prochdzeni kofenového stromu, tzv. preorder a postorder. Popi-
Seme je jako procedury preorder (v) a postorder (v), které pracuji ndsledovné. v je
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vstupni parametr, za ktery midZeme dosadit libovolny vrchol stromu. Je-li pak u konkrétni vr-
chol stromu, znamend preorder (u) ,,vyvoldni “ procedury preorder pro vrchol u. Stejné
jeto pro postorder (u) . Procedury maji tvar

Algoritmus 4.33 (prichod preorder).

Vstup: kofenovy strom ((V, E), r)

Vyistup: hodnota d(v) pro kazdy v € V, d(v) je délka nejkratsi cesty z s do v
Proménné: funkce d:V — RT,&islom € R, mnoZiny A, N CV

1. A:=V;d(s) :=0;prov € V — {s}: d(v) := 03
2. pokud neexistuje v € A takovy, Ze d(v) # oo, skonéi.
3. m:=min{d(v) |[ve A}; N:={ve Ald(v) =m}; A:=A— N,

4. pro vSechny v € N, u € A takové, Ze {v,e} € E: jestlize d(v) + e({v,u}) < d(u), pak
d(u) :=d(v) + e({v, u}); pokracuj krokem 2.

preorder (v)
{
zpracuj (v) ;
jsou-1i vl,...,vn potomci v v jejich usporadani, proved
zpracuj(vl), ..., zpracuj(vn) .

}

a

postorder (v)
{
jsou-1li vl,...,vn potomci v v jejich usporadani, proved
zpracuj(vl), ..., zpracuj(vn);
zpracuj (v) .

}

Pro uspofadany kofenovy strom (R, r) zpusobi preorder (r) prichod a zpracovani stromu
metodou preorder, postorder (r) zplsobi prichod a zpracovani metodou postorder.
Tedy napf. u metody preorder se nejprve zpracuje kofen r (zpracuj (v)) a ma-li r po-
tomky wvq,...,v, (takto uspofddané), vyvola se prichod metodou preorder ve vrcholu v;
(preorder (v1)), po dokonleni tohoto prichodu se se vyvold prichod ve vrcholu v
(preorder (v2)) atd. az po priuchod ve vrcholu v, (preorder (vn)). Pfitom prichod
preorder (v1) ve v; probihd tak, Ze se zpracuje vy, tj. probéhne zpracuj(vl), a pak
dojde k vyvolani priichodl v pfipadnych potomcich vrcholu vy.

UvaZzujme kofenovy strom na Obr. TADY. Pfedpokladejme, Ze zpracuj (v) provede vypsani
uvedeného u vrcholu v. Pfi prichodu preorder budou ¢isla vypsana v poradi TADY, pfi priichodu
postorder pak v pofadi TADY. Podrobnéji, pfi vyvolani preorder (1) TADY ...

U bindrnich uspofadanych stromt se nékdy pouzivéa prichod metodou inorder.

inorder (v)

{
je-1i v1 prvni potomek vrcholu v, zpracuj(vl);
zpracuj (v) ;
je—-1i v1 prvni potomek vrcholu v, zpracuj(v2).

}
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Vratime se k Obr. TADY. Pfi prichodu inorder budou postupné vypséna ¢isla TADY.

Shrnuti

Stromy jsou specidlni grafy, které 1ze definovat nékolika ekvivalentnimi zplsoby, napf. jako
grafy bez kruznic. Stromy maji ¢etné aplikace v informatice. Specidlnimi ptipady stromi jsou
m-arni stromy, kofenové stromy, usporddané kofenové stromy. Pro stromy jsou odvozeny
uzitecné vztahy mezi jejich charakteristikami.

Pojmy k zapamatovani
e strom, list, kostra,
e korenovy strom, droveil vrcholu, hloubka stromu, vyvdZeny strom,
e m-arni strom, uspofadany kotfenovy strom, preorder, postorder, inorder.

Kontrolni otazky
1. Co je to strom? Uvedte nékolik definic. Je strom toté? co kostra?
2. Proc se pojmy vroveri vicholu a hloubka stromu zavddéji aZ pro korenové stromy. Jakd
Jje nejvétsi moznd hloubka korenového stromu s n vrcholy?

3. Je kaZdy m-drni strom vyvdZeny?

Cviceni

1. Necht ((V, E),r) je kofenovy strom a v € V. UkaZte, Ze podgraf GG, indukovany
mnozinou V,, = {u € V| cesta z u do r prochdzi vrcholem v} je strom (tzv. podstrom
indukovany vrcholem v). UkaZte také, Ze u € V,,, prav€ kdyZ urovenl vrcholu u je vétsi
nebo rovna drovni vrcholu v a existuje cesta z u do v, kterd neprochazi kofenem 7.

2. Ukazte, Ze v Uplném n-arnim stromu, ktery ma n vrchold, [ listd a ¢ vnitfnich vrcholi (ty,
které nejsou listy) plati (@) n =mi+ 1, (b) = (m —1)i+ 1, (c)i=(—-1)/(m —1).

3. Jaky je nejmensi pocet listti iplného m-arniho stromu vysky A? Jaky je nejmensi pocet
vrcholt iplného m-arniho stromu vysky h?

[jkoly k textu
1. DokaZte podrobné Vétu 4.24.

2. Dokazte, Ze v kofenovém stromu ma kazdy vrchol pravé jednoho rodice.

ReSeni

1. G, neobsahuje kruznici, protoZe je to podgraf stromu, a ten neobsahuje kruZnici. Zbyva
ukazat, Zze G, je souvisly. KdyZ u, w € V,, pak dle definice cesta ta je ve stromu jedind)
z uw do 7 i cesta z w do r prochdzi vrcholem v. Vezmeme-li tseky z v do v (z prvni
cesty) a z v do w (z druhé cesty), jejich spojenim dostaneme cestu z « do w. Tedy G, je
souvisly, a tedy je to strom. Vezméme u € V,,. Pak existuje cesta z u do r, kterd prochizi
v, tedy dle definice je tiroven w je vétsi nebo rovna drovni v a existuje cesta z u do v,
kterd neprochazi kofenem r. KdyZ je droven u je vétSi nebo rovna drovni v a existuje
cesta z v do v, kterd neprochazi kofenem r, uvaZzujme cestu z u do . Ta musi obsahovat
v. Jinak by by hloubka u byla mensi neZ hloubka v nebo by cesta vznikl4 spojenim cesty
z u do r a cesty z r do v byla cestou z v do v, kterd obsahuje r (podrobné rozeberte).

2. Snadné, plyne téméf primo z definic a zakladnih vztah.

3. Predstavte si, jak vypada takovy strom s nejméné vrcholy. Obsahuje kofen a v kazdé z
nasledujicich A drovni ma pravé m vrchold. Ma tedy 1 + h - m vrcholl (1 kofen plus m
vrchold v kazdé z h drovni) a (m —1)(h — 1) +m listd (v 1. az (h — 1). drovni po m — 1
listech, v posledni trovni m listd).
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5 Relace (znovu u relaci)

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél znat béZzné vlastnosti bindrnich relaci
na mnoZiné, jejich vzdjemné vztahy a mél by mit pfedstavu o elementédrnich technikéch, jak
tyto vztahy rozpoznat. Déle by mél bych schopen k dané relaci najit jeji reflexivni, symetricky
a tranzitivni uzaver.

Klicova slova: antisymetrie, asymetrie, irreflexivita, mocnina relace, reflexivita, relace, syme-
trie, tranzitivita, uzavér (reflexivni, symetricky, tranzitivni), dplnost

Potiebny ¢as: 90 minut.

5.1 Binarni relace na mnoziné

V kapitole 2.3 jsme zavedli pojem relace jakoZto matematicky protéjSek béZné pouZivaného
pojmu vztah. Nyni se zaméfime na dal$i vlastnosti a préci s relacemi, konkrétn€ s binarnimi
relacemi na mnoZing. Zopakujme, Ze binarni relace R na mnoZiné X # () je podmnoZina
kartézského soucinu X x X, to jest R C X x X. Binarni relace na mnoziné jsou tedy
matematickym prot€jskem vztahd mezi dvéma prvky mnoziny, naptiklad ,,z je mensi nez y*,
X ma stejnou barvu jako y“, ,,x nezdvisi na y*, ... Specidlnimi relacemi jsou prdzdnd relace

0, relace identity wx = {(z,z)|x € X}, a kartézsky ctverec 1x = X x X.

Mnohé bindrni relace maji podobné vlastnosti a to i pfesto, Ze jsou definovany na riznych
nosi¢ich. Vezméme napiiklad mnoZinu prirozenych ¢isel N a definujme binarni relaci R na N:

R = {(m, n)| m ma stejny pocet cifer jako n} .

Déle uvazujme, Ze X oznacuje mnoZinu vSech lidi (z daného regionu) a definujme bindrni relaci
R’ na X nésledujicim ptedpisem

R’ = {{(z,y)| rozdil m&si¢nich pi{jmi z a y je mensi nez 10000 K&} .

I kdyZ maji relace R, R’ odliSené (ndmi pfisouzené) interpretace, maji nékolik spole¢nych
vlastnosti. Plati napifiklad, (n,n) € R (,n ma stejny pocet cifer jako n*) pro kazdé Eislo
n € N, analogicky (x,x) € R’ (,rozdil pf{jmi x a = je mensi nez 10000 K&“) pro kazdého
Clovéka x € X. Pro obé relace R, R’ ddle plati: pokud (m,n) € R, pak i (n,m) € R; pokud
(x,y) € R, paki (y,z) € R'. V nésledujici definici zavedeme vlastnosti bindrnich relaci na
mnoZzing.

Definice 5.1. Necht R je binarni relace na X . Rekneme, Ze R je

(i) reflexivni, pokud pro kazdé = € X plati (x,x) € R,
(ii) irreflexivni, pokud pro kazdé x € X plati (x,z) ¢ R,
(iii) symetrickd, pokud pro kazdé z,y € X plati (z,y) € R = (y,z) € R,
(iv) asymetrickd, pokud pro kazdé x,y € X plati (x,y) € R = (y,z) € R,
(v) antisymetrickd, pokud pro kazdé x,y € X plati ((x,y) € RA (y,z) € R) = x =y,
(vi) dplnd, pokud pro kazdé z,y € X plati (z,y) € RV (y,x) € R,
(vii) tranzitivni, pokud pro kazdé x,y, z € X plati ((x,z) € R A (z,y) € R) = (z,y) € R.

Vlastnosti relaci uvedené v definici 5.1 maji pfirozenou interpretaci a u kone¢nych binarnich
relaci je lze vycist z jejich maticové a grafové reprezentace. Predpoklddejme, Ze mame danu
bindrni relaci R na X.

o Reflexivita relace R vyjadiuje, Ze kaZzdy prvek x € X je v relaci R ,,sdm ze sebou®.
Relace R je reflexivni, pravé kdyZ m4 bindrni matice M* na diagondle samé jednicky,
coz je pravé kdyz je v orientovaném grafu (X, R) relace R u kazdého vrcholu ,,smyc¢ka*.
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o [rreflexivita relace R vyjadiuje, Ze Zddny prvek x € X neni v relaci R ,,sdm se sebou®.
Relace R je irreflexivni, pravé kdyZ ma binarni matice M® na diagonéle samé nuly,
coz je pravé kdyZ u zadného vrcholu orientovaného grafu (X, R) neni ,,smycka“. Relace
nemiZze byt zaroven reflexivni a irreflexivni, nemusi mit ale ani jednu vlastnost z té€chto
dvou.

o Symetrie relace R vyjadiuje, Ze (x,y) € R, pravé kdyz (y,z) € R. To jest relace je
symetrickd pokud pro kazdé z,y € X mame bud soucasné (z,y) € Ra (y,z) € R,
nebo soucasné (z,y) € Ra (y,x) ¢ R. Relace R je symetrickd, pravé kdyZ jeji bindrni
matice M¥ je symetrickd podle diagondly, to jest pravé kdy?Z je transponovand matice
(M™)T shodnd s M%. V grafu relace se symetrie projevuje tak, Ze mezi vrcholy x, y bud’
neni Z4dnd hrana, nebo vede hranaz x doy iz y do z.

e Asymetrie relace R vyjadiuje, Ze do R nepadnou (x,y) a (y, x) soufasné. To jest relace
je asymetrickd pokud pro kazdé x,y € X mame bud soucasné (z,y) € Ra (y,x) € R,
nebo do R padne pravé jedna z dvojic (z, y) a (y, z). Z asymetrie pfimo plyne irreflexivita,
tim pddem asymetrie vylucuje reflexivitu. Pokud je relace I? symetrickd a asymetricka
soucasné, pak R = ().

o Antisymetrie relace R vyjadiuje, Ze pro kazdé dva riizné prvky x,y € X neplati soucasné
(x,y) € Ra(y,x) € R. R je antisymetrickd, pravé kdyz kazdd dvé riznd pole matice
M¥, kterd jsou soumérnd podle diagonaly, neobsahuji dvé jednicky. V grafu relace se
antisymetrie projevuje tak, Ze mezi dvéma rtznymi vrcholy x,y je bud jedna hrana,
nebo Zadn4. Z asymetrie plyne antisymetrie (obrdcené obecné neplati). Je-li R soucasné
symetricka i antisymetricka, pak plati R C wx.

e Uplnost relace R vyjadiuje, Ze pro kazdé dva x,y € X aspon jedna z dvojic (z,y), (y, z)
padne do R. Uplnost implikuje reflexivitu, to jest irreflexivita vylucuje tplnost, tim
padem i asymetrie vylu¢uje tplnost. R je tiplnd, pravé kdyZ kazd4 dvé pole matice M %,
kterd jsou soumérnd podle diagonaly, obsahuji aspoi jednu jednicku. V grafu (X, R) lze
uplnost poznat tak, Ze mezi kazdymi dvéma vrcholy vede aspoii jedna hrana.

e Tranzitivita relace R vyjadiuje, Ze pokud (z,y) € R a pokud (y,z) € R, pak také
(x,z) € R, to jest neformédln&: pokud je = ve vztahu R s y (v grafu (X, R) vede hrana
z x do y) a pokud je y ve vztahu R se z (v grafu (X, R) vede hrana z y do z), pak je i z
ve vztahu R se z (v grafu (X, R) vede hrana z = do z). Reeno jests jinak, pokud v grafu
(X, R) muzeme piejit z vrcholu = do vrcholu y po dvou hranéch pies vrchol z, pak lze
prejit x do y pfimo (z = do y vede hrana).

Vlastnosti konecnych relaci je moZné testovat zcela mechanicky prosté tim, Ze ovétime, zda-li
plati defini¢ni podminky dané vlastnosti. Uvédomte si, Ze k prokdzani, Ze dand vlastnost neplati
sta¢i najit jen jednu n-tici prvkd, pro kterou definiéni pfedpis neplati — takova n-tice prvkd ndm
slouzi jako protipriklad. Napiiklad k tomu abychom zjistili, Ze relace R na X neni symetrickd
stali najit x,y € X tak, Ze (z,y) € R, ale (y,z) ¢ R. Pokud chceme ukézat, ze vlastnost
pro danou R plati, musime provést test pro v§echny prvky. Problém testovani vlastnosti relaci
nastava v pripade€, kdy X je nekone¢nd mnozZina — zde jiz mechanické testovani ,,pfes vSechny
prvky* obecné nelze pouZit. V tomto piipadé 1ze obecné doporucit snazit se vysledovat vlastnosti
relaci z jejich popisu (definice) a poté je dokdzat nebo vyvrétit protipiikladem. Nékdy pomédha
pfedstavit si pouze kone¢nou podmnoZinu X, vysledovat vlastnosti 12 ziiZené na tuto konec¢nou
podmnoZinu a pak se je snaZit dokazat obecné.

Priklad 5.2. (1) Nejprve si uvédomme vlastnosti specidlnich relaci (), wy a ¢t x. () je irreflexivni,
symetrickd, asymetrickd, antisymetricka a tranzitivni, evidentné vSak neni iplnd ani reflexivni.
wx je reflexivni, symetrickd, antisymetrickd a tranzitivni, nen{ irreflexivni a nenf asymetrickd.
wx je Uplnd, pravé kdyz |X| = 1. vx je reflexivni, symetrickd, tranzitivni a dplnd, nenf
irreflexivni, nenf asymetrickd. ¢ x je antisymetrickd, pravé kdyz | X| = 1.
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(2) Méjme ddnu mnoZinu X = {a, b, ¢, d} a bindrni relaci R na X, kde

R = {<a7 a>7 <a7 d>7 <b7 b>7 <b’ d>7 <c7 a>7 <c7 b>7 <c7 C>7 <c7 d>7 <d7 d)} .
R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni (ostatni vlastnosti uvedené v definici 5.1 nemad).

(3) Vratime-li se nyni k motivaénim pfikladiim z dvodu kapitoly, pak pro
R = {(m,n)| m ma stejny pocet cifer jako n} .

definovanou na mnoziné€ celych Cisel plati, Ze R je reflexivni, symetrickd, tranzitivni (ostatni
vlastnosti nema). Relace

R’ = {{x,y)| rozdil mé&si¢nich pi{jmb z a y je mensi nez 10000 K&} .

je reflexivni a symetrick4, ale obecné nemusi byt tranzitivni (pokuste se vymyslet protipriklad).

(4) Mé&jme relaci R na mnozing celych ¢isel danou R = {(m, n) | m — 2 < n}. R je reflexivni,
protoZze m — 2 < m. R neni tranzitivni, protoze 4 —2 < 2,2 -2 <0, ale4 — 2 jé 0, to jest
(4,2) € R, (2,0) € R, ale (4,0) ¢ R. R je tplna, protoze pro libovolnd m,n € Z mame bud
m < n (potom tim spi§ m — 2 < n, tedy (m,n) € R), nebo n < m (potom (n,m) € R).
R neni symetrickd, protoze tfeba (5,2) ¢ R a (2,5) € R. R neni asymetrickd, protoZe je
reflexivni. R nenf antisymetrickd, protoze (1,2) € Ra (2,1) € R.

(5) Uvazujme libovolnou mnoZinu U, dile zavedeme binérni relaci R na 2V nésledujicim pred-
pisem: R = {(A,B)|A,B € 2V a A je podmnoZina B}. Relace R je reflexivni, antisymet-
rickd a tranzitivni. Tuto relaci jsme si zavedli jiZ v kapitole 2.2.3 na strané 26 jako mnoZinovou
inkluzi a fakt (A, B) € R jsme zapisovali A C B. Analogicky bychom mohli chdpat mnoZino-
vou rovnost A = B jako vyjadfent piislugnosti (A, B) k priniku RN R~! = wyv (zdivodnéte
proc).

Pruvodce studiem

Asymetrii a antisymetrii nelze zaménovat. Kazd4 asymetricka relace je antisymetrickd, ale
obecné to neplati obracené. Napriklad relace wx je antisymetrickd, ale neni asymetricka.
Volné feceno, antisymetrie vyjadiuje ,,témér totéZ co asymetrie, azZ na prvky vyskytujici
se na diagondle. Plati, Ze antisymetricka relace je asymetrickd, pravé kdyz je irreflexivni.

Véta 5.3. Necht’R je bindrni relace na X. Pak

(1) R je reflexivni, pravé kdy wx C R,
(i1) R je irreflexivni, pravé kdyZ wx N R = ),
(iii) R je symetrickd, pravé kdy? R = R™1,
(iv) R je asymetrickd, pravé kdy? RN R~ = ),
(V) R je antisymetrickd, prdvé kdyZ R N R7! Cuwy,
(vi) R je iiplnd, prdavé kdy? RU R™! = 1,
(vil) R je tranzitivni, prdavé kdy? Ro R C R.

Diikaz. Tvrzeni (i), (ii), (iii), (iv) a (vi) jsou zfejma.

(v): Necht R je antisymetrickd a necht (x,y) € RN R~ Pak (z,y) € Ra (z,y) € R}, tedy
(y,r) € R. Odtud = = y, tedy (z,y) € wx. Obracené, predpoklddejme R N R~! C wx. Pro
(z,y) € Ra (y,r) € R mame (z,y) € R, tedy (z,y) € RN R~ C wy, z&hozz = y.
Relace R je tedy antisymetricka.

(vii): Necht' R je tranzitivni a necht (x,y) € R o R. Pak existuje z € X takové, Ze (z,z) € R
a(z,y) € R, tedy ztranzitivity (x,y) € R,tojest RoR C R.Obracené, necht'plati RoR C R,
pak pokud (x, z) € Ra (z,y) € R, pak (x,y) € Ro R C R, tedy R je tranzitivni. O

Nyni zavedeme n-tou mocninu relace pomoci sklddani relaci.
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Obrazek 11: n-ta mocnina relace

Definice 5.4. Necht' R je binarni relace na X. Pro kazdé n € N definujeme bindrni relaci R"
na X:

R — R pokudn =1,
"\ RoR"™! jinak.

R™ se nazyva n-td mocnina R.

Dle definice 5.4 médme R = R, R? = RoR!' = RoR, R¥ = RoR?> = Ro(RoR)...Podle
véty 2.19 na stran& 36 navic plati, e R3 = Ro (Ro R) = (Ro R) o R, bez Gjmy tedy miZeme
vynechdvat zavorky a psit pouze R> = R o R o R a podobné. n-tou mocninu relace R na X
1ze vyjadfit nasledujicim zpisobem: (z,y) € R™ pokud existuji z1, ..., z,—1 € X tak, Ze

(x,21) € R,(21,22) € R,...,{2n—2,2n-1) € R, (2-1,Yy) € R. (5.1
Tedy naptiklad pro n = 2 ptejde (5.1) v
(x,2z1) € R, (z1,y) € R,
pron = 3:
(x,z1) € R,(21,22) € R, (20,y) € R

a tak dile. Vyznam R" si pro kone¢nou X nejlépe uvédomime na orientovanych grafech
piislusnych R a R™. Neformalné feceno: v grafu R™ vede hrana z = do y (to jest (x,y) € R™),
praveé kdyz se v grafu R lze dostat z  do y po orientovanych hranach tak, Ze pocet hran, ptes
které pfi tom prejdeme je roven n. VSe si demonstrujme na nasledujicim piikladu.

Priklad 5.5. Méjme binarn{ relaci R = {{a,b), (b, c), (b,d), (c,c), (d,a),(d,b)} na Ctyfprv-
kové mnoziné X = {a, b, c, d4} Na obrazku 11 jsou zobrazeny orientované grafy odpovidajici
relacim R — R, R%, R® a RY, matice téchto relac vypadaji nisledovné:

01 00 0 011 1110 0 1 1 1

0011 2 1110 3 01 11 4 1111
R _ R? _ R _ R* _
M_OOIO’M_0010’M_0010’M_0010

1100 01 11 1 1 11 1 111

Napiiklad (a,b) € R, (b,d) € Ra (d,a) € R, méme tedy (a,a) € R® — neformalng feceno,
z a jsme se dostali do a cestou pfes tfi hrany: (a, b), (b,d) a (d, a). Na druhou stranu ale tieba
(a,a) € R*, protoZe neexistuje #4dnd ,.cesta z a do a* pres &tyii hrany. Na tomto ptikladu si
ddle v§imnéte, Ze obecnd neplati R™ C R""!, zde konkrétné R? ¢ R*.

V nasledujicim tvrzeni si uvedeme nékteré dalsi vlastnosti skladani a mocnéni relaci.

Véta 5.6. Necht’'R, S, T jsou bindrni relace na X, kde S C T'. Pak
(i stcrt,
(i) RoSCRoTaSoRCToR,
(i) pokud je R tranzitivni, pak R™ C R pro kaZdé n € N,
(iv) R™o R" = R™™™ = R™ o R™ pro kazdé m,n € N,
(V) pokud | X| < na(x,y) € R, pak (x,y) € R™ pro néjaké m € N splitujici m < n.
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Diikaz. (i) je zfejmé.

(ii): Dokdzeme Ro S C RoT, druhy vztah se dokazuje analogicky. Necht (x,y) € Ro S, pak
tedy existuje z € X tak, Ze (x,z) € Ra (z,y) € S.Jelikoz ale S C T', dostavame (z,y) € T,
tedy (z,y) € RoT. Tim jsme dokdzali Ro S C RoT.

(iii): Trividlng R! C R. Indukci ukdZeme, Ze pokud tvrzeni R" C R plati pro n € N, pak plati
ipron + 1. Necht'tedy R™ C R. Jelikoz je R tranzitivni relace, pak dle (ii) véty 5.6 a dle (vii)
véty 5.3 dostdvame R"t! = RoR" C RoRC R.

(iv) plyne z definice a uzitim véty 2.19 na strané 36.

(v): Méjme | X| < n, to jest X je nejvys n-prvkovd mnoZina a necht’ (z,y) € R"*!. Dle
definice 5.4 tedy existuji elementy z1, ..., 2z, € X takové, Ze

(x,21) € R,(21,22) € R,...,{(2n-1,%n) € R, {(zn,y) € R.

Oznaéime-li zg = x, pak ma posloupnost zy,..., 2z, pravé n + 1 prvki, coz vzhledem
k po¢tu prvkd mnoziny X (pfedpokldddme |X| < n) znamend, Ze musi existovat indexy
i,j €{0,...,n} takové, Ze i < j a z; = zj. Vezmeme-li nyni posloupnost dvojic

(20,21) € R, (21,22) € R, ..., (zi-1,2i) € R, (2j,2j41) € R,..., (2n—1,2%n) € R, (2n,y) € R,

kterou jsme ziskali vyjmutim (j — ) dvojic (zx, zx+1) (i < k < j) z vychozi posloupnosti, pak
ziejmé dostdvame (z,y) € R"t1~0~9 Hledané m € N je tedy naptiklad m = n + 1 — (j —
P). O

5.2 Uzavéry relaci

Binarn{ relace se Casto pouZivaji k popisu stavil systému a jejich ndvaznosti. Méjme mnozZinu
stavi X, ve kterych se miZe nachdzet néjaky systém (napiiklad pfistroj se miZze nachdzet
ve stavech ,,zapnut“, ,,v pohotovosti“, ,,v ¢innosti“, ,,vypnut®, ... ; trzni{ ekonomika se mize
nachazet ve stavu ,konjunktury®, ,inflace®, ,,deflace”, ,stagflace, ,recese”, ,,deprese®,...).
Predpoklddejme, Ze R je binarn{ relace na X s vyznamem: (z,y) € R, pravé kdyzZ ,,systém
muzZe (v jednom kroku) pfejit ze stavu x do stavu y*“. Relace R (tak zvana prechodovd relace)
nemusi byt obecné tranzitivni: téZko si lze ptfedstavit, Ze napiiklad ekonomika pifejde piimo
z ,,deprese* do ,. konjunktury*. Kdybychom navic na X definovali dal3i bindrni relaci R’ jakoZto
relaci dosaZitelnosti stavii v obecné vice krocich, pak by R’ byla ptirozen& tranzitivni a méla
by navic tzky vztah k piechodové relaci R: R by byla obsazena v R’ a R’ by byla nejmensi
(ve smyslu mnoZinové inkluze C) ze vSech tranzitivnich relaci na X obsahujicich R. Tento
a podobné typy vztahd mezi relacemi si nyni zavedeme piesné.

Definice 5.7. Pro binarni relaci R na X definujeme bindrni relace Ref(R), Sym(R), Tra(R)
na X tak, ze Ref(R) (Sym(R), ptipadné Tra(R)) je reflexivni (symetrickd, pfipadné tranzitivni)
relace obsahujici R a pro kazdou reflexivni (symetrickou, pfipadné tranzitivni) relaci R’ na X,
kde R C R/, mdme Ref(R) C R’ (Sym(R) C R/, pfipadné Tra(R) C R’). Ref(R) se nazyva
reflexivni uzdvér R, Sym(R) se nazyva symetricky uzdvér R, Tra(R) se nazyva tranzitivni
uzdver R.

Predchozi definice je nekonstruktivni, nefikd nic o tom, jak relace Ref(R), Sym(R) a Tra(R)
vypadaji a dokonce z ni ani pfimo neplyne, zda takové relace existuji pro kaZdou R. V nésledujici
vete si ukdZzeme, Ze vSechny vyse uvedené uzavéry existuji vZdy ke kazdé bindrni relaci na
libovolné mnoZiné a lze je konstruktivné popsat.

Véta 5.8. Necht’R je bindrni relace na X. Pak

Ref(R) = RUwx, (5.2)
Sym(R) = RUR™!, (5.3)
Tra(R) = o>, R". (5.4)
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b a b
(X, Ref(R)) (X, Sym(R)) (X, Tra(R))

b

Obrazek 12: Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér relace

Diikaz. Tvrzeni pro Ref(R) je ziejmé.

Polozme S = R U R~!. Nyni prokdzeme, 7e Sym(R) = S. Plati S~! = (RUR™1)~! =
RM'W(R 1Y) '=R1YUR=S.Tojest S je symetrickd dle bodu (iii) véty 5.3 a evidentn&
R C S. Mé&jme symetrickou relaci S’ na X takovou, 7e R C S’. Necht (z,y) € S = RUR™ L.
Pokud (z,y) € R, pak trividlné (z,y) € S'. Pokud (v,y) ¢ R, pak (z,y) € R7!, tedy
(y,x) € R, to jest (y,x) € S’ Jelikoz je S’ symetrickd, dostivame odtud (z,y) € S’
Prokézali jsme tedy S C S’ a dohromady Sym(R) = RU R™1.

Polozme T' = | J2°, R", to jest T = R' UR*U R? U ---. Bvidentné¢ R C T. Ovéfime
tranzitivitu 7": necht’ (z, z) € T'a (z,y) € T. Z definice T plyne, Ze existuji m,n € N takova,
7e {x,z) € R™a(z,y) € R". Tedy (z,y) € R™o R" = R™*™ C T. Mé&jme tranzitivni relaci
T’ na X takovou, ze R C T’. Pak dle bodu (ii) a (iii) véty 5.6 plati R™ C (T")™ C T pro kazdé
n € N. Odtud méme T' C 77, tedy Tra(R) = |, , R™ O

Vztahu (5.4) je tieba rozumét tak, Ze vysledny tranzitivni uzdvér Tra(R) dostaneme tim, Ze
sjednotime nekone¢n& mnoho relaci R' U RZU R3 U --- U R® U R**1 U ... Z pohledu
informatika je toto vyjddfeni tranzitivniho uzdvéru pofdd nekonstruktivni, protoZe pro vstupni
relaci R nedava predpis pro algoritmus, ktery by vZdy po konecné mnoha krocich vypoctu
stanovil relaci Tra(R). Pokud je ale R definovand na kone¢né mnoziné X, pak jako dasledek
bodu (v) véty 5.6 dostdvame, ze RF C |JI' | R pro kazdé k € N, kde k > n = | X|. To jest
mame

Disledek 5.9. Necht'R je bindrni relace na X, kde | X | = n. Pak Tra(R) = |J_; R". O

Priklad 5.10. (1) Vezméme relaci R z ptikladu 5.5. Na obrazku 12 jsou zobrazeny orientované
grafy odpovidajici reflexivnimu, symetrickému a tranzitivnimu uzavéru R, matice téchto relaci
vypadaji ndsledovné (pro prehlednost jsou nové pfidané prvky zvyraznény barevné):

11 00 0 1 0 1 1 111

Ref(R) _ 0 1 1 1 Sym(R) _ 1 0 1 1 Tra(R) __ 1 1 1 1
M 10 01 0Ff M 10 1.1 0 M 10 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 11

(2) M¢jme binarni relaci R na mnoZiné pfirozenych c¢isel N definovinu R =
{{m,n)|m + 1 = n}. Relace R je irreflexivni, asymetrickd, antisymetrickd a nenf tranzitivni.
Fakt (m,n) € R lze intuitivné chédpat jako ,,m je bezprostiedni pfedchiidce n v mnoZiné
pfirozenych &isel“. Pro Tra(R) mame (m,n) € Tra(R), pravé kdyZ m < n. Na tomto
ptikladu je dobré uvédomit si, Ze v piipadé relaci na nekonecnych mnozinidch miZeme mit
U~ R' C Tra(R) pro kazdé n € N. V tomto konkrétnim pifpadé: pro libovolné n € N mame
(1,n+2) € Tra(R), ale (1,n + 2) ¢ (JI_; R'. To jest disledek 5.9 obecné nelze rozsifit pro
relace na nekone¢nych mnoZinich.

Pruvodce studiem

Pokud bindrni relaci R na X interpretujeme jako prechodovou relaci, pak tranzitivni uzaveér
Tra(R) relace R ma pfirozenou interpretaci jako relace dosazitelnosti. Tranzitivn{ uzavéry
relaci se Casto pouZzivaji v informatice, napiiklad v teorii automatti: pokud R popisuje
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moznost zmény stavu (elementarni krok vypoctu) néjakého abstraktniho vypocetniho stroje,
pak Tra(R) Ize chdpat jako relaci, kterd urCuje ,,vypocet*, to jest (z,y) € Tra(R), pokud
stroj béhem vypoctu zacinajiciho ve stavu x dojde do stavu y.

Shrnuti

Binarn{ relace na dané mnoZiné lze chéapat jako matematicky protéjsek vztahii mezi dvéma
objekty dané mnoziny. Pfi zkoumani vlastnosti bindrnich relaci na mnozin€ zavadime abstraktni
vlastnosti relaci a zkoumdme jejich vzdjemné vztahy. Mezi nej¢astéji uvaZované vlastnosti pati{
reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita a iplnost. Ke kazdé relaci mtizeme navic stanovit
jejireflexivni, symetricky nebo tranzitivni uzavér, to jest nejmensi reflexivni, symetrickou nebo
tranzitivni relaci na dané mnoZziné, kterd obsahuje vychozi relaci.

Pojmy k zapamatovani
e reflexivita, irreflexivita,
e symetrie, asymetrie, antisymetrie,
e Uplnost,
e tranzitivita,
e mocnina relace,

o reflexivni uzavér, symetricky uzavér, tranzitivni uzdvér

Kontrolni otazky
1. Existuje viplnd a symetrickd relace na X ruznd od 1x?
2. Jaky je vztah mezi asymetrickymi a antisymetrickymi relacemi?
3. Plati, Ze relace je irreflexivni, prdavé kdyZ neni reflexivni?

4. Jaky vyznam md tranzitivni uzdver relace a jak jej lze najit?

Cviceni
1. Zjistéte, jaké vlastnosti maji ndsledujici relace R na X.
(a) X =Z, R = {(m,n)|m d&li n beze zbytku}.
(b) X ={a,b,c,d}, R ={(a,b), (b,a), (b, ), (b, c)}.
(© X =ZxZ,R={{m,m),(n,n))|m<nam’ <n'}.
(d X ={0,1,2,3,4,5,6,7}, R = {(m,n) |m —n < 2}.
2. Najdéte relaci R na X = {a,b, c,d}, tak aby
(a) R byla reflexivni, tranzitivni, Gplnd a nebyla ani symetrickd, ani antisymetricka,
(b) R byla reflexivni, antisymetricka a nebyla tranzitivni,
(c) R byla tranzitivni a asymetricka a zarovenl R U wx byla tipln4,
(d) Sym(Tra(R)) nebyla tranzitivni.
3. Méjme relaci R = {(a, d), (c,d), (d,a)} namnoziné X = {a,b,c,d,e, f}.
Stanovte  Ref(R), Sym(R), Tra(R), Sym(Tra(R)), Tra(Sym(R)),
Tra(Sym(Ref(R))).

Ukoly k textu
1. Mé&jme reflexivni relaci R na X, kde | X| = n. Dokazte, ze Tra(R) = R".

ResSeni
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1. Relace maji pravé tyto vlastnosti
(a) reflexivita, tranzitivita, (nespliluje: irreflexivita, symetrie, asymetrie, antisymetrie,
Uplnost),
(b) nespliiuje ani jednu vlastnost z definice 5.1,
(c) reflexivita, tranzitivita, antisymetrie, (nespliluje: irreflexivita, symetrie, asymetrie,
uplnost),
(d) reflexivita, iplnost, (nespliiuje: irreflexivita, symetrie, asymetrie, antisymetrie, tran-
zitivita).
2. Relace maji napriklad nasledujic{ tvar:
(@) R=1x —{(a,b), (a,c),{a,d)},
(b) R= {<CL, a>7 <CL, b>7 <b) b>7 <b7 C>, <C, C>, <d7 d>}’
© R ={{a,b), (a,c), {a.d). (b, <), (b, d). (c. d)}
(d R= {<av b>}

3. Relace maji nésledujici tvar:

’

Ref(R) = {(a,a),(a,d), (b,b), {c,c), (c,d), (d,a),{d,d), (e e), (f, [)},
Sym(R) = {<a7 d>7 <C7 d>, <d7 a)? <d7 C>} )
Tra(R) = {{a, a),(a,d),(c,a),(c,d),(d,a), (d,d)},
Sym(Tra(R)) = {(a,a),(a,c),(a,d), {c,a),(c,d), (d,a),(d,c),(d,d)},
Tra(Sym(R)) = {(a, a), (a,c), (a,d), (¢, a), (¢, c),(c,d),(d,a), (d,c), (d,d) } ,
Tra(Sym(Ref(R))) = Tra(Sym(R)) U {(b,b), (e, €), (f. f)}

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél byt seznamen s vlastnostmi nejcastéji
pouzivanych bindrnich relacich na mnoZinich. Student by mél mit piehled o relaci ekvivalence
a jejim vztahu k rozkladu na mnoZiné a k surjektivnim obraztim. Ddle by mél byt sezndmen se
zékladnimi vlastnostmi a typy usporddanych mnozin.

Klicova slova: antifetézec, ekvivalence (indukovand zobrazenim/pfislu$na rozkladu), ekvi-
valence, faktorovd mnoZzina, Hasseliv diagram, infimum, kuZel (dolni, horni), kvaziuspo-
fadani, linedrni uspofddani, pokryti, polosvaz (prusekovy, spojovy), princip duality, (mini-
malni/nejmensi/ maximalni/ nejvétsi) prvek, pfirozené zobrazeni, rozklad na mnoZiné, roz-
klad piislusny ekvivalenci, feté€zec, supremum, svaz, tfida ekvivalence / rozkladu, usporadana
mnoZina, usporadini

Potiebny c¢as: 120 minut.

5.3 Ekvivalence

V této podkapitole se budeme zabyvat binarnimi relacemi, které lze interpretovat jako
matematické protéjSky nerozlisitelnosti. Motivace pro zkoumani tohoto fenoménu je v celku
jasna. Pokud mnozina X reprezentuje velkou kolekci prvkd, tfeba nekonecnou, v nékterych
piipadech mtzeme chtit ztotoznit ty prvky z X, které jsou vzdjemné nerozliSitelné nékterou
svou vlastnost{ a ziskat tak ,,zjednoduseny nahled na X. ZtotoZnénim nerozliSitelnych prvki
muiZeme ziskat mnoZinu ,,reprezentantii, kterd mize byt vyrazné mensi nez vychozi mnoZzina
X.

V uvodu kapitoly si nejprve definujeme specidlni relaci, kterd je matematickym protéjSkem
nerozliSitelnosti prvki. Jaké vlastnosti by tato relace méla mit? Urcité by méla byt reflexivni,
protoze kazdé x € X je totozné s z, to jest ,,x nelze rozlisit od z*“. Ddle by relace méla
byt i symetrickd: ,,pokud x nelze rozliSit od y, pak i y nelze rozli§it od x*. Dal§{ vlastnosti
nerozliSitelnost je tranzitivita: ,,pokud x nelze rozlisit od y a y nelze rozlisit od z, pak z
nelze rozliSit od z*“. Uvédomte si, Ze kdybychom hledali matematicky protéjSek vlastnosti
,,byt podobny“, pak by jiZ automatické pfijeti tranzitivity bylo pfinejmensim diskutabilni. Nyni
zavedeme relaci ekvivalence jako matematicky protéjSek nerozliSitelnosti.
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Definice 5.11. Reflexivni a symetrickd bindrni relace na mnoZiné se nazyva tolerance.
Tranzitivni tolerance se nazyva ekvivalence. Pro ekvivalenci £ na mnoziné X definujeme
pro kazdy = € X mnozinu [z]g = {y € X | (z,y) € E}, kterou nazyvame tFida ekvivalence
prvku x.

Je-li E ekvivalence na X, pak vztah (x,y) € F nékdy ¢teme ,,x je E-ekvivalentni y*. Vzhledem
k tomu, ze F je symetrickd, mizeme (z,y) € FE Cist .o a y jsou E-ekvivalentni“. Tfida
ekvivalence [z|p je dle definice mnozina téch prvkd y € X, které jsou E-ekvivalentni z.
Jinymi slovy, [x] z obsahuje pravé ty prvky z X, které nelze od x rozlisit ekvivalenci E.

Priklad 5.12. (1) wx a tx jsou ekvivalence na X, které navic maji mezi v§emi ekvivalencemi
na X vysadni postaveni. Relace wx musi byt dle (i) véty 5.3 obsaZena v kazdé ekvivalenci
na X, to jest wx je nejmensi ekvivalence na X ve smyslu mnoZinové inkluze C. Pro kazdy
prvek z € X médme [z],, = {x}. Naopak relace ¢ x je evidentné nejvetsi ekvivalence na X.
Pro kazdy prvek € X mame [z],, = X.

(2) Na X = {a, b, ¢} existuje pét vzdjemné riznych ekvivalenci:

wx = {<a7 CL>, <b7 b)? <07 C)},

Ey = {<av a>v <CL, b>7 <b7 CL>, <bv b>a <Ca C>}a

Ey = {<CL, a>7 <b7 b>7 <b7 C)? <Cv b>7 <Cv C)}a

E3 = {<av a’>v <CL, C>a <b7 b>7 <C’ CL>, <Cv C)}a

vx = {{a,a),{(a,b),{a,c), (b,a), (b,), (b, c), {c,a),(c,b),(c,c)}

(3) Uvazujme mnozinu celych cisel Z a m € N a uvazujme bindrni relaci Z,, C Z X Z
definovanou

Ly, = {(a,b) |a=0b+1t-mpron&akét c Z}. (5.5)

Snadno lze ukdazat, Ze relace Z,, je ekvivalence na Z. Podrobné, Z,, je zcela jisté reflexivni,
plati @ = a + 0 - m, odtud plyne (a,a) € Zy,. Pokud (a,b) € Z,,, pak lze psita = b+t -m
pro n&jaké t € Z. Tento vyraz lze upravit na a — t - m = b. Z vlastnosti souctu a soucinu plyne
b=a+(—t)-m,tojest (b,a) € Z,, —relace je symetrickd. Zbyva ové&fit tranzitivitu: uvazujme
(a,b) € Z, (b,c) € Z,. Existujitedy s,t € Z,kde a = b+ s-m, b = c+t-m. Dosazenim za
bdostivime a = c+t-m+s-m, tojesta = c+ (t + s) - m. Relace Z,, se nazyva ekvivalence
modulo m. O &islech a, b € Z spliwjicich (a, b) € Z,, iikdme, Ze a je ekvivalentni b modulo m.

(4) Na Q mizeme uvazovat binarnirelaci R = {(z,y) | z,y € Q, |z| = |y|}, tojest (z,y) € R,
pravé kdyz maji = a y tutéz absolutni hodnotu. Zcela evidentné jde o ekvivalenci na Q, pfitom
pro kazdé x € Q mame [z]g = {z, —z}. Specidlné mdme [0]z = {0}.

Dalsi prirozeny zptsob zachyceni informace o nerozliSitelnosti prvkii mnoziny X je jejich
»shlukovani“ do podmnozin vzajemné nerozliSitelnych prvki. Ziejmé kazdy prvek x € X je
nerozliSitelny sdm se sebou, takZe ke kazdému x € X lze uvaZovat neprazdnou podmnoZinu
Y, C X obsahujici vSechny prvky, které jsou od z nerozliSitelné. Ziejmé mame X = J, . x Yz
a intuice také ¥ikd, Ze pokud lze x od z’ rozlisit, pak neexistuje Zadny prvek z € X, ktery by
byl zédroven nerozliitelny od x i od 2. Nésledujici definice shrnuje pfedchozi pozorovéni:

Definice 5.13. Necht X # () je mnoZina. Systém mnozin IT C 2% splitujici
(i) Y # 0 pro kazdou Y € 1II,
(ii) pro kazdé Y7,Ys € II plati: pokud Y1 NYs # (), pak Y7 = Y5,
(i) YII = X,
se nazyva rozklad na mnoZiné X. Mnoziny Y € 1l nazyvame t7idy rozkladu II. Pro prvek
z € X oznacime [z]r tu tifdu rozkladu II, ktera obsahuje x.
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Poznamka 5.14. Rozeberme nyni definici 5.13. Rozklad IT na X je systém neprazdnych
podmnozin X, pfitom dle bodu (ii) poZadujeme, aby kazdé dvé rizné mnoziny Y7, Y5 € II, Y] #
Y5 byly disjunktni, to jest Y1 N Ys = (), a kone¢né chceme, aby sjednoceni v§ech mnozZin z I1
bylo rovno mnoZiné X — nékdy proto fikame, Ze rozklad na X je disjunkini pokryti mnoZziny X.
Mgjme napiiklad mnozinu X = {1,2,3,4,5,6}. Napiiklad I, = {{1,2},{3,4},{5}} neni
rozklad na X, protoZe nesplituje podminku (iii) definice 5.13 (6 ¢ |JII;), stejné tak IIy =
{{1,2,3},{3,4},{5,6}} neni rozklad na X, protoZe nespliiuje podminku (ii) definice 5.13
({1,2,3} N {3,4} # 0), na druhou stranu tieba {{1,5, 3}, {4}, {2,6}} je rozklad na X.

Priklad 5.15. (1) Na mnoziné X existuji dva mezni rozklady. Prvni z nich je rozklad II, kde
[z]r = {x} pro kazdé x € X, to jest vSechny tiidy rozkladu II jsou jednoprvkové. Druhym
meznim ptipadem je rozklad IT = { X}, to jest IT obsahuje jedinou ti{du, kterd je rovna celé X,
tim padem [z|;; = X pro kazdé = € X.

(2) Méjme X = {a,b,c,d}. Na X existuje patnict vzdjemné& riznych rozklada:

Hap {6} {ch Ad}), {{a, b}, {ch {d}}, {{b}, {a, e} {d}}, {{b},{c} {a, d}},
Hap b eh 4}y, {{asbeh Ady), {{b ek {ad}), {{a), {e}, {b.d}},
{{a ¢}, {b,d}}, e da,b,dyy, {{a}, {0} {e,d}}, {{a, b}, {e d}},
{{b}:{a, ¢, d}}, Hal b dyy, {{a,b,c,d) )

(3) Uvazujme rozklad II; = {Zy, Z1, ..., Zs} na mnoziné celych &isel Z takovy, Ze kazda
tiida Z; rozkladu II7 obsahuje pravé ta cela &isla, kterd jsou délitelnd ¢islem 7 se zbytkem 3.
To jest mame Zy = {0,7,—7,14,—14,...}, Z; = {1,-1,8,-8,15,—-15,... } a tak dile.
Analogicky bychom mohli uvazovat rozklad II,, pro kazdé n € N. II,, se nazyva systém
zbytkovych tfid modulo n.

(4) Na mnoziné racionalnich ¢isel (Q miZeme uvaZovat rozklad I takovy, Ze pro kazdé g € Q
mame [¢]r1 = {¢q, —¢}. Jinym rozkladem na Q muiZe byt napiiklad systém II = {Z, {0}, K},
kde Z ={z € Q|z <0}, K ={x € Q|z > 0}.

Pozorny ¢tenaf si jisté v§iml, Ze ukazky rozkladi v predchozim piikladu byly analogické pii-
kladim ekvivalenci z piikladu 5.12. Napfiiklad je vidét, Ze v bodu (4) pfedchoziho ptikladu
jsme uvedli ukazky rozkladu, které odpovidaji tfiddm ekvivalence uvedenych v bodu (4) pii-

kladu 5.12. Vskutku, ekvivalence na mnozin€ popisuji ,,totéz* jako rozklady na mnoZiné o ¢emz
se presvédcime ve zbytku kapitoly.

Véta 5.16. Necht'll je rozklad na X. Pak bindrni relace Ery na X definovand
(x,y) € By, prdavé kdyz [z]n = [yln (5.6)
je ekvivalence.

Diikaz. Pro kazdy x € X plati 2| = [z]q trividlng, to jest (z, z) € Eyy, ¢imZ jsme prokdzali
reflexivitu Eyy. Necht (x,y) € Eq, tedy [z]r = [y|m, odtud ziejmé [y|n = [z, tedy (y, z) €
Er. Necht' (z,y) € Era(y,z) € E, pak [z = [y]n = [2]m, to jest (x, z) € ETr. O

Definice 5.17. Ekvivalence Ey; definovand (5.6) se nazyva ekvivalence prislusnd rozkladu I1.

Nyni vime, Ze kazdému rozkladu prislusi ekvivalence. Dale prokazeme, Ze ke kazdé ekvi-
valenci pfislusi rozklad a navic, Ze rozklady a ekvivalence jsou ve vzdjemné jednoznacné
korespondenci. Nejprve si vSak dokdZeme nékteré zdkladni vlastnosti tfid ekvivalence.

Lemma 5.18. Necht’E je ekvivalence na X. Pak plati
1) x € [w] B>
(i) y € [z]g, pravé kdyZ (y,z) € E,
(i) = € [y|g, pravé kdyZ y € [z]E,
(iv) [z]g = [ylp, pravé kdyZy € [z]p.
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Diikaz. (i) plyne z reflexivity FE, (ii) plyne ze symetrie F, (iii) je disledek bodu (ii).

(iv): Pokud [z]g = [y]E, pak dle (i) mdme y € [y]g = [z]g. Pfedpokladejme tedy y € [z]g,
to jest (x,y) € E.Pokud z € [z]g, pak (z,z) € E dle (ii), z tranzitivity potom (z,y) € E,
odtud z € [y]g dle (ii). Prokézali jsme [z|g C [y]g. Opacnd inkluze se prokazuje analogicky.
Dohromady [z]g = [y]E. O

Véta 5.19. Necht’E je ekvivalence na X. Pak systém mnozin I C 2% definovany
g ={lz]g|z € X} (5.7
je rozklad na mnoziné X.

Diikaz. Postupné pro Il ovéfime podminky (i)—(iii) definice 5.13.

(i): Necht'Y € IIg, pak dle (5.7) existuje x € X tak, Ze Y = [z]g. Tojestx € [z]p =Y # ().
(ii): Pfedpokladejme, Ze [z]g N [y|g # 0. Pak existuje z € X, kde z € [z]g a z € [y]g. To
jestmame (z, z) € E a (z,y) € E, déle uzitim tranzitivity (z,y) € F, coZ znamend y € [z]g,
odtud [z]g = [y] g dle bodu (iv) lemmy 5.18.

(iii): JelikoZ = € [z]g pro kazdy x € X, mdme X C (J,cx([r]p = UIlg. Ul C X plati
trividlng, to jest | JIIp = X. O

Definice 5.20. Rozklad I definovany (5.7) se nazyva rozklad prislusny ekvivalenci .

Mg¢&jme ekvivalenci £ a pifsluSny rozklad I1z. Pokud uvaZzujeme ekvivalenci Eyp,, pfisluSnou
IIg, pak zfejmé (x,y) € E, pravé kdyZ [z|n, = [y]m. to je pravé kdyz (z,y) € Emn,.
Dostavame tak vztah £/ = Ejy,. Analogické tvrzeni lze ukdzat pro rozklady, coZ dohromady
shrnuje nasledujici

Disledek 5.21. Pro ekvivalenci E na X a pro rozklad I1 na X mdme Er, = E, Ilg,; = IL
O

Rozklad na mnoziné X piislusny ekvivalenci £ oznacujeme bézné X/FE misto IIg a nékdy
jej nazyvame faktorovd mnoZina X podle E. Jelikoz [x]g = [z]n,, fikdme, Ze [z]g je tfida
rozkladu mnoziny X podle E. Uvazujeme-li o vztahu mnoziny X a rozkladu X/F, pak vime,
ze kazdému = € X pfislusi tiida rozkladu [z]g, pro kterou = € [x]g. Pro ekvivalenci £ na X
tedy muzeme uvazovat zobrazeni fr: X — X/FE, kde

fe(z) = [z]g (5.8)

pro kazdy x € X, a nazyvame jej prirozené (kanonické) zobrazeni. Zcela o€ividné plati, Ze
kazdé pfirozené zobrazeni fr je surjektivni, protoze kazdd tiida Y € X/E je neprdzdna,
existuje tedy y € Y, odtud fr(y) = [y|g = Y. Déle je vidét, Ze fg je injektivni (a tim padem
bijekce), pravé kdyZ [z]g = {z} pro kazdé x € X, coZ je pravé kdyz E = wx.

Pruvodce studiem

Faktorovd mnozina X/FE pfedstavuje ,,zjednodusujici pohled” na vychozi mnoZinu X,
pri kterém jsme ztotoznili ty prvky X, které od sebe nebyly rozliSitelné ekvivalenci E.
Pro kone¢nou X a E # wx navic plati, ze faktorovd mnozina X/E je ostfe mensi nez
vychozi mnozina X, to jest plati | X/E| < |X|. Faktorizace jako obecnd metoda zmenseni
vychozi mnoziny (tfeba souboru dat) ma aplikace v informatice napiiklad pfi analyze dat
a shlukovani.

Ptirozené zobrazeni 1ze chipat jako zobrazeni indukované ekvivalenci. Nyni se budeme vénovat
opacnému fenoménu, to jest budeme se snaZzit definovat ekvivalenci pro dané zobrazeni. Nejprve
si vSak feknéme, Ze kromé ekvivalenci a rozkladd existuji dalsi pfirozené pohledy na to ,,jak
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zjednodusSit nazirdni“ na vychozi mnoZinu. Jednim z nich je surjektivni zobrazeni. Pokud je
zobrazeni f: X — Y surjektivni, pak Ize obraz f(z) prvku x chépat jako vyjadieni: ,prvek
x nahradime (zjednodusime) prvkem f(x)“, neboli ,,f(x) je zjednodusenym pohledem na z*.
Surjektivita f zarucuje, Ze kazdy prvek z Y je ,,zjednoduSenym pohledem® na néjaky z € X.
Opét lze ukdzat, Ze surjektivni zobrazeni a ekvivalence maji zvlastni vztah. Pro zobrazeni
f: X — Y definujeme bindrni relaci 'y na X pfedpisem

(x,y) € By, pravékdyz f(z) = f(y). (5.9)

E; je ekvivalence o cemZ se miZete snadno piesvédCit. Ekvivalence Ey definovand vztahem
(5.9) se nazyva ekvivalence indukovand zobrazenim f. Nyni miZeme prokazat nasledujici vétu.

Véta 5.22 (o prirozeném zobrazeni). Necht’g: X — Y je zobrazeni. Pak existuje injektivni
zobrazeni h: X/E; — Y takové, Ze g = fg, o h. Pokud je navic g surjektivni, pak je h bijekce.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, Ze hledané h je zobrazeni z faktorové mnoziny X/ E,, kde E je
ekvivalence indukovand zobrazenim g, do mnoZiny Y. MiZeme tedy poloZit h([z]|g,) = g(x)
pro kazdé x € X. Zobrazeni h je zavedeno jednozna¢né —hodnota h([x]g,) nezavisi na vybéru
prvku z tfidy rozkladu [z]g,. Vskutku, pro 2" € [z]g, mdme (z,2") € E,, to jest g(x) = g(z'),
odtud

h([z]g,) = g(z) = g(') = h([2'] g,)-

Mame-li g(z) = g(a'), pak (z,2") € E,, to jest [z]g, = [¢']g,, tedy zobrazeni h je injektivni.
Pro pfirozené zobrazeni fg,: X — X/E, navic plati fg, (x) = [z]g,, to jest

9(x) = h([z]g,) = h(fE,(z)) = (f&, © h)(z)

pro kazdé x € X, coz dokazuje g = fg, o h. Pokud je navic g surjektivni, pak pro kazdé y € Y
existuje v € X tak, Ze y = g(x) = h([z]g,), tedy i h je surjektivni, to jest h je bijekce. O

Poznamka 5.23. Podle piedchozi véty tedy plati, Ze pokud je g: X — Y surjektivni zobra-
zeni, to jest zobrazeni nahrazujici prvky z X jejich zjednodusenymi protéjsky z Y, pak Y je
stejné mohutnd mnoZzina jako faktorovd mnozina X/E,, kterou ziskdme rozkladem vychozi
mnoziny X ekvivalenci indukovanou zobrazenim g. V tomto smyslu Ize tedy ,,zjednoduseni
dané surjektivnim zobrazenim g nahradit faktorovou mnoZinou X/ E,. Opa¢né, pro faktorovou
mnozinu X/ F lze uvazovat pfirozené (surjektivni) zobrazeni fr: X — X/E. Ve smyslu,,zjed-
noduseni pohledu* a ,,nerozliSitelnost* jsou tedy ekvivalence a surjektivni zobrazeni vzdjemné
nahraditelné.

Priklad 5.24. Vezméme surjektivni zobrazeni g: Z — {—1,0, 1}, které kazdému celému ¢islu
z € 7 ptitazuje prvek z {—1,0, 1} pfedpisem

—1 pokud z < 0,
g(z) = 1 pokud z > 0,
0 jinak.

Zobrazeni g tedy reprezentuje funkci signum. Faktorovd mnoZina X/E, se skldda ze tif tiid
rozkladu: {z € Z |z < 0},{0}a{x € Z |z > 0}. Zintuitivniho pohledu g i X/ E, reprezentuji
zjednoduseni mnoZiny celych ¢&isel, které jsme ziskali ,,odhlédnutim od konkrétni ¢iselné hod-
noty a soustfedénim se pouze na znaménko*. Poznamenejme, Ze i na trovni kone¢né mnoziny

X/ E, 1ze délat fadu tvah o vlastnostech celé mnoZiny Z.

5.4 Usporadani

Relace usporadani je dal$im typem specidlni binarni relace na mnoZin€. Uspotfddani ma mnoho
interpretaci. Na jednu stranu se na néj 1ze divat jako na abstraktni relaci, jejiZ specidlni piipady
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jsou relace ,,srovnavani ¢isel, které dobie zndme. Na druhou stranu ale uspordddni mohou mit
rysy, které nemaji pfimou analogii pfi prostém porovndvani ¢isel. V nékterych pripadech je
usporddani interpretovatelné jako relace urcujici ,hierarchii®, ptipadné ,,zavislosti*“. Abychom
hned na zacatku predesli nedorozuménim, upozornéme na to, Ze usporddani, kterému se budeme
ve zbytku kapitoly vénovat, nemd nic spolecného se ,Skatulkovdnim* — to jest kategorizaci
(prvk jisté mnoziny) podle né€jakych jejich vlastnosti.

Usporadén{ je v informatice pojem zcela zdsadni ackoliv si to nékdy neuvédomujeme. Mezi
zakladni vybavu kazdého informatika patii znalost problému t¥idéni a typickych tiidicich
algoritmi. Problém tiidéni jako takovy vSak de facto nema smysl uvazovat pokud bychom
na mnoziné klicl, podle kterych tfidime, nezavedli néjakou smysluplnou relaci usporadani —
— obvykle ji vSak chapeme jako ,,uréenou danym kontextem* a explicitné ji nezdiraziiujeme.
Usporadani mnozin mtize vyrazné zvysit efektivitu nékterych algoritmt, naptiklad vyhledavani
a podobné.

Definice 5.25. Reflexivni a tranzitivni bindrni relace R na X se nazyva kvaziuspordddni.
Antisymetrické kvaziuspofddani se nazyvé uspoidddni. Uplné uspotadani se nazyva linedrni
uspofdddni neboli Fetézec. Pokud je R usporadani na X, pak se (X, R) nazyva usporddand
mnoZina.

Relaci uspordddni na X obvykle znac¢ime < v souladu s intuitivnim chdpdnim uspofddédni
a misto (x,y) € < piSeme = < y. Zdliraznéme ale, Ze oznaceni < v tuto chvili nemd (obecné)
nic spolecného se srovndvanim ¢isel, na které jsme zvykli. Pro uspofddani dédle pfijimédme
znaleni x > y jako zkratku za x < y. Pro vyjadfeni faktu x < y a x # y budeme pouZivat
struény zépis x < y a analogicky x > .

Kvaziuspotadani obecné nenf antisymetrické, to jest je-li < kvaziusporadani na X, pak mohou
existovat prvky =,y € X, kde z < y, y < x ax # y. Pokud je < usporadani, pak tato situace
nastat nemtiZe, protoze z x < y ay < x plyne z = y. Z predchozi definice je také patrny vztah
mezi kvaziuspordddnim, uspofdddnim a ekvivalenci:

o symetrické kvaziuspordddni je ekvivalence,
e antisymetrické kvaziuspordddni je usporddadni.

Usporadéani porad jeSté neni formdlnim protéjSkem ,,usporddani* na které jsme zvykli pfi
porovndvani &isel. Je-li (X, <) usporddand mnoZina, pak mohou existovat z,y € X (definice
to nevylucuje), pro které neplati ani * < y ani x > y. V tomto piipadé fikdme, Ze prvky
x,y € X jsou nesrovnatelné, coz né€kdy zna¢ime z || y. V opaéném piipadé (bud’ z < y nebo
y < z) fekneme, Ze prvky =,y € X jsou srovnatelné. Je-li < linedrni usporddani na X, pak je
< Uplna relace, coz znamend, Ze kazdé dva prvky jsou srovnatelné. Linedrni uspotradani tedy
Ize chipat jako matematicky protéjSek ,,tradi¢niho srovnévani ¢isel.

KaZzda relace identity wx je uspotradani, které nazyvame antiretézec. Je-li < na X antifetézec
(jinymi slovy: <=wx), pak pro kazdé dva ruzné z,y € X mdme z || y. Antifetézce jsou
v jistém smyslu nejmensi usporadani, protoze kazdé usporddani < na X obsahuje wy.

Priklad 5.26. (1) Prikladem kvaziuspotfaddni, které neni ani ekvivalence ani usporadani je na-
piiklad relace R = {(a, a), (a,b), (b, a), (b,b), (¢, a), (c,b), (¢, c)} namnozing X = {a,b, c}.
(2) Nasledujici relace R jsou uspofddani na X = {z | (z,z) € R}:

(@ R ={(a,a),(bb)(c,c)},

(b) R = {(a,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c),{d,a),(d,b),(d,c),(d,d)},

() R={{(a,a),(b,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c)},

(d) R ={{a,a),(b,a),(b,b),{c,a),(c,c),(d,a),(d,b),(d,d) (e, a),(e,b),(e, c) (e, d),(e,€) },

(e) R={{(a,a),(b,b),(c,a),(c,b),c,c),(d,a),(d,b),(d,d)}.

(3) Ciselné mnoziny N, Z, Q, . . . jsme bézn¢ zvykli uspotadavat relaci ,,mensi rovno®, pfitom
tato relace je zjevné reflexivni, antisymetrickd, tranzitivni i Uplnd — jednd se tedy o line4rni
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usporddani, kterému budeme dal tikat prirozené uspordddni ¢isel (ptirozenych, celych, racio-
nalnich, . ..). Uvédomme si vSak, Ze prirozené usporddani ¢isel neni jediné mozné usporadani
¢iselnych mnoZin! Vezméme si napiiklad mnoZinu N a pro z,y € N poloZzme = < y, pravé
kdyZ z déli y beze zbytku. Pak napiiklad 2 < 4, ale 2 & 3, protoZe 2 d&li 3 se zbytkem 1.
Snadno nahlédneme, Ze takto zavedené < je rovnéZ uspoifdddni na N, které neni linedrni
(naptiklad 2 || 3). Na N ale existuji i linedrni uspofadani rtizna od pfirozeného uspofadanti,
dokonce je jich nekonecné mnoho. Oznacime-li napiiklad < pfirozené uspordadani N, pak
R = (< —{(1,2)}) U {(2,1)} je linedrni uspofadani, ve kterém jsme oproti < ,zaménili
dvojku za jednicku“, tojest2 <1 <3 <4 < ---.

(4) Uvazujme nyni mnozinu pravdivostnich hodnot X = {0, 1}, které jsme zavedli v kapi-
tole 1.2.2. Pro x,y € X polozime x < y, pravé kdyZ x — y = 1. Z vlastnosti logické operace
— plyne, Ze < je linedrni uspofdddni na X, pro které plati 0 < 1, to jest slovné: ,,nepravda je
mensi neZ pravda®.

(5) Relace R z bodu (5) prikladu 5.2 na strané 87 je uspofddani, které zna¢ime C a nazyvame
jej mnoZinova inkluze. Pro obecna U neni C linedrni usporddani. Analogicky bychom mohli
zavést usporadani D: pro A, B € 2V klademe A D B, pravé kdyz B je podmnoZina A. Obg&
dvé relaci maji zfejmy vztah, jednd se o vzdjemné inverzni relace.

Pozorovéni z bodu (5) pfedchoziho ptikladu zobectiuje nésledujici zfejmy princip.

Véta 5.27 (princip duality).
Necht’< je uspovdddni na X. Pak <=1 je uspordddni na X, které oznacujeme >. ]

Nyni si feknéme néco o znizoriiovani kone¢nych usporddanych mnoZin. Kone¢né usporadéani
< na X je relace, tim pidem ji miZeme reprezentovat binarni matici M= nebo pfisluinym
orientovanym grafem (X, <). Diky specidlnim vlastnostem kone¢nych uspofadani je vSak mu-
Zeme znazornovat mnohem piehlednéji pomoci specidlnich diagrami. Ke kazdému usporadani
< na X lze uvazovat odvozenou relaci < definovanou predpisem

x <y, pravé kdyZ x < y a pro kazdé z € X plati: pokud z < z < y pak z € {z,y}. (5.10)

Relaci < nazyvame pokryti pfislu$né <, vyraz x < y ¢teme ,,z je pokryt y* nebo ,,y pokryva
x*. Ziejmé mame < C <, to jest relace < je obsazena v usporddani <. Relace pokryti je dle de-
finice irreflexivni, asymetrickd (plyne z vlastnosti <) a obecné neni tranzitivni. Vyznam pokryti
piislusného uspofddané mnoziné (X, <) je nésledujici: x < y znamend, Ze x < y a zdrovefi
neexistuje Zadny prvek z € X, ktery by se nachdzel ,,mezi z a y* vzhledem k uspofddani <. Re-
lace < tedy zachycuje informaci o prvcich, které se ,.bezprostfedné pokryvaji *“. Pro usporadani
< na kone¢né mnoziné ziejmé mame < = Tra(Ref(<)), obecn& to v8ak neplati. Uvazujme
napiiklad mnozinu racionalnich ¢isel Q a jeji pfirozené uspotradani <. V tomto piipadé mame
< =0, protoZe mezi kazdymi dvéma riznymi raciondlnimi ¢isly z,y € Q, x < y existuje
z € Qtak, Ze v < z < y. Zfejmé tedy < # Tra(Ref(<)) = wg.

Na relaci pokryti je zaloZena jedna z metod jak znidzornit konecnou usporddanou mnozinu, tak
zvané Hasseovy diagramy usporddanych mnoZin. Diagramy jsou sloZeny z uzli reprezentujicich
prvky mnoZiny X a hran, které vyznacuji relaci pokryti < pfisluSnou danému usporadani <
na X. Podrobnéji, prvky mnoZiny X zndzornime jako uzly (to jest ,,body*) v roviné tak, aby
v pfipadé, kdy = < y, lezel bod z niZe neZ bod y. Dva body z,y € X spojime v diagramu
hranou (dseckou), pravé kdyz x < y. Horizontadlni umistén{ bodu je vhodné volit tak, aby pokud
mozno nedochézelo ke kiizeni hran.

Priklad 5.28. Na obrazku 13 jsou zobrazeny Hasseovy diagramy relaci uvedenych v bodu (2)
prikladu 5.26, v diagramech jsou pro prehlednost vyznaceny odpovidajici uzly. VSimnéte si, Ze
obrazek (a) odpovidd tiiprvkovému antifetézci a obrazek (c) odpovidé tfiprvkovému fetézci.
Hassetiv diagram dané uspofadané mnoziny ma obecné mnoho moznych nakresleni.
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Obrazek 13: Hasseovy diagramy usporddanych mnoZin

Nyni se budeme zabyvat existenci specidlnich prvkd v uspofddanych mnozinich a jejich vza-
jemnému vztahu. Napriklad vezmeme-li pfirozené usporadani < na mnoziné€ N, pak o ¢islu 1
fikdme, Ze je ,,nejmensi“. Spravné bychom ale méli fikat ,,nejmensi vzhledem k usporddani
<%, protoZe vlastnosti jako jsou ,,byt nejmensi, ,,byt minimalni *“ a podobné, jsou tésné vazany
k uvazovanému uspordddni. Nynf si tyto a analogické specidlni prvky usporfddanych mnoZin
presné zavedeme.

Definice 5.29. Necht (X, <) je uspofddand mnozina. Prvek x € X se nazyva
e minimdlni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y < z, pak z = y,
o nejmensi, jestlize x < y pro kazdy y € X,
o maximdlni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y > z, pak x = v,
o nejveétsi, jestlize x > y pro kazdy y € X.

Poznamka 5.30. V definici minimélniho a nejmensiho prvku je podstatny rozdil, i kdyzZ to na
prvni pohled mozna neni zfejmé. Prvek = € X je nejmensi, pravé kdyz je x € X mensi (ve
smyslu <) neZ vSechny ostatni prvky z X. Minimalita prvku z € X znamen4, Ze neexistuje
Zadny prvek, ktery by byl ostfe mensi (ve smyslu <) nez z. Je témér ziejmé, Ze pokud je x
nejmensi, pak je také minimdlni, ale obrdcené to jiz platit nemusi. Analogickd situace nastdva
pro nejvEétsi a maximdlni prvky. Nejprve si vztahy prvkt ukdZeme na prikladech.

Priklad 5.31. (1) Budeme-li uvazovat ¢iselnou mnozinu N a jeji pfirozené uspofadani <, pak
¢islo 1 je nejmensim a zdroveri minimdlnim prvkem v (N, <). Z4dny nejvétsi ani maximalni
prvek v (N, <) neexistuje. Pokud bychom uvazovali mnozinu N — {1}, to jest mnoZinu pfiroze-
nych ¢isel bez jednicky, a pokud bychom na ni zavedli uspotddani < predpisem: x < y, pravé
kdyz = déli y beze zbytku, pak by (N — {1}, <) mé&la nekone¢né mnoho minimdlnich prvka,
kterymi by byla pravé vSechna prvocisla. Na druhou stranu (N — {1}, <) by nemé&la zddny
nejmensi prvek, ani Zadny nejvetsi ¢i maximalni prvek. Napiiklad QQ usporddana prirozenym
usporadanim nemd zdadny ze specialnich prvkd uvedenych v definici 5.29.

(2) Uvazujme usporddané mnoziny dané diagramy na obrazku 13. Ad (a): prvky a, b, ¢ jsou
vSechny zdroveni maximdlni i minimdalni, Zddny nejvétsi ani nejmensi prvek neexistuje. Ad (b):
prvek d ne nejmensi a zarovel minimdlni, prvky a,b jsou maximalni, Zidny nejvétsi prvek
neexistuje. Ad (c): a je nejvétsi a maximdlni, ¢ je nejmensi a minimélni. Ad (d): a je nejvétsi
a maximalni, e je nejmensi a minimalni. Ad (e): a, b jsou maximalni, ¢, d jsou minimalni, Zadné
nejveétsi ani nejmensi prvky neexistuji. VSimnéte si, Ze v Hasseové diagramu jsou maximalni
prvky reprezentovany témi uzly, které nemaji Zaddné pokryti — neexistuje Zadny vyse zakresleny
uzel, se kterym by byl tento uzel spojen Carou. Nejvetsi prvek pozname z Hasseova diagramu
tak, Ze pod nim leZi vSechny ostatni prvky — je tedy zakreslen v diagramu nejvys a do kazdého
prvku se z n¢j Ize dostat obecné pies nékolik hran. Analogicky pro minimalni a nejmensi prvky.

(3) Potenéni mnoZina 2V uspotadand mnoZinovou inkluzi C m4 nejmensi a zdroveii minimdln{

prvek, kterym je () a ddle md i nejvétsi a zdroveli maximadlni prvek, kterym je mnoZina U.

V predchozim piikladu jsme mohli vypozorovat vztahy specidlnich prvki z definice 5.29.
Nekteré z nich si nyni prokdZzeme. V dikazu nésledujici véty vhodné vyuzijeme principu
duality uvedeného ve vété 5.27. Pifimo z definice 5.29 totiZ pro kazdé x € X plyne, Ze = je
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nejvetsi (maximdalni/ nejmensi/ minimélni) prvek v uspofddané mnoziné (X, <), pravé kdyz je
x nejmensi (minimalni/ nejvétsi/ maximalni) prvek v (X, >).

Véta 5.32. Necht’ (X, <) je uspoiddand mnoZina. Pak plati
(i) v (X, <) existuje nejvys jeden nejvétsi a jeden nejmensi prvek;
(1) je-li x € X nejvétsi (nejmensi) prvek, pak je také maximdlni (minimdlni)
a Zddné dalsi maximdini (minimdlni) prvky se v X nevyskytuji;
(iii) pokud je < linedrni uspordddni, pak je © € X nejvétsi (nejmensi) prvek,
pravé kdy? je maximdlni (minimdlni).

Diikaz. (i): Necht x € X je nejvétsi prvek. UkdZeme, Ze pokud y € Y spliiuje definiéni
podminky nejvétsiho prvku, pak madme = = y. Pokud pro y € X plati: z < y pro kazdé z € X,
pak mdme i x < y. JelikozZ je x nejvétsi prvek, madme y < x. To jest z antisymetrie dostdvame
x = y. Tvrzeni pro nejmensi prvek dostaneme uZitim principu duality.

(i1): Nechtx € X je nejvétsi prvek anecht'y > x, pak mame rovnéz y < x, odtud z antisymetrie
T = ¥, to jest x je maximdlni. Pokud je y € X maximdlni prvek, pak y < z implikuje z = y.
Zbytek tvrzeni plyne z principu duality.

(ii1): Necht' < je linedrni uspofdddni. Vzhledem k bodu (ii) sta¢i ukdzat, Ze pokud je z € X
maximdlni, pak je nejvétsi. Necht je tedy x maximalni a necht'y € X. JelikoZ je < tplné relace,
méme bud’ x < y nebo y < x. Pokud y < z, jsme hotovi. Pokud = < y, pak z maximality
plyne y = = < x. To jest x je nejvétsi prvek. Zbytek plyne z principu duality. O

Ted obratime nasi pozornost k prvkim usporddané mnoziny (X <), které maji specidlni vyznam
vzhledem k nékterym podmnozinam X . Uvazujeme-li napiiklad podmnoZinu Y C X, miizeme
se ptét, zda-li v X existuje néjaky prvek, ktery je vétsi (mensi) neZ vSechny prvky z Y. Pokud
prvek téchto vlastnosti existuje, miZeme jej chapat jako ,,horni (dolni) mez* mnoziny Y.

Definice 5.33. Necht' (X, <) je uspofddand mnoZzina a necht' Y C X. Definujeme mnoziny,

L(Y) ={x € X |z < y plati pro kazdé y € Y}, (5.11)
U(Y) ={x € X |z > y plati pro kazdé y € Y'}. (5.12)

L(Y) se nazyva dolni kuZel mnoZiny Y v (X, <). U(Y') se nazyvd horni kuZel mnoZiny Y
v (X, <).

Jinak fe¢eno, dolni kuzel Y v (X, <) obsahuje praveé ty prvky z X, které jsou mensi nebo rovny
vSem prvkim obsaZzenym v Y, analogicky pro horni kuZel. Definice ndm okamZité fik4, jak
dolni (horni) kuZel nalézt, viz nasledujici piiklady.

Priklad 5.34. (1) Mé&jme usporadanou mnozinu (X, <). Pro Y = () madme L(0)) = X = U(0).
Podrobnéji, pro kazdy x € X je predpoklad y € () nepravdivy, to jest z vlastnosti implikace
vime, Ze tvrzeni ,,pokud y € (), pak = < y (pfipadné x > y)* plati trividln& pro kazdé = € X.

(2) Vezmeme-li Z a jeji pfirozené uspofadani, pak napiiklad méme L(N) = {z € Z |z < 1},
U({0}) = NU{0}, U({x € N|z je sudé &islo}) = . Pro Q a jeji pfirozené uspofddani mame
napiiklad L({2 |n € N}) = L({1, 3, %, 1. ={¢eQ|g<0}.

(3) UvaZujme uspofddané mnoZiny dané diagramy na obrdzku 13. Uvedeme si nékteré zajimavé
horni a doln{ kuZely. Ad (a): Mdme U({z}) = {z} = L({z}) pro libovolny = € X. Ad (b):
U({a,b}) = 0, L{a,b}) = {c,d}. Ad (¢): U({a,b,c}) = {a}, L({a,b,c}) = {c}. Ad
(@: U({b,c}) = U({c,d}) = {a}, L({b,c}) = L({c,d}) = {e}. Ad (e): U({a,b}) = 0.
L({a,b}) ={c,d}, U({c,d}) = {a, b}, L({c,d}) = 0.

Rekli jsme, 7e horni a dolni kuZel Y C X je moZné interpretovat jako mnoZiny, které danou
podmnoZinu Y omezuji shora a zdola. Plati navic, ze (U(Y'), <y(y)), kde <y(y je relace

vznikld ze < zdZenim na mnoZinu U(Y'), je opét usporddand mnoZina. Dudln€ (L(Y"), <r,(y))
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je uspofddana mnozina. MuiZeme tedy bez Gjmy zkoumat kuzely coby usporddané mnoZiny.
Obzvlasté zajimavé pro nds je, pokud horni kuzel U(Y") obsahuje nejmensi prvek, protoZe tento
prvek lze interpretovat jako nejmensi horni mez podmnoziny Y v (X, <). Dudlné k tomu,
nejvetsi prvek dolniho kuzelu L(Y') Ize interpretovat (pokud existuje) jako nejvétsi dolni mez
podmnoziny Y v (X, <). Tyto specidlni prvky nyni zavedeme jako supremum a infimum:

Definice 5.35. Necht (X, <) je uspofddand mnozina a necht' Y C X. Pokud ma L(Y") nejvétsi
prvek, pak se nazyva infimum Y a oznacuje se inf(Y"). Pokud mad U(Y") nejmensi prvek, pak se
nazyva supremum Y a oznacuje se sup(Y).

Specidlné pro {z,y} C X piSeme inf(z,y) misto inf({x,y}), stejné tak pro supremum.
Supremum a infimum dané mnoZiny obecné nemusi existovat. UkaZzme si nejprve nékteré
priklady.

Priklad 5.36. (1) Vezméme N uspofadanou pfirozenym usporadanim <. Pak zfejmé pro kazdé
z,y € Nmame inf(z, y) = min(z, y) asup(z,y) = max(x,y). V tomto pfipadé tedy infimum
i supremum existuje pro kazdé dva prvky. Ddle zfejmé mame L(N) = {1}, tedy inf(N) = 1.
Naptiklad ale U(N) = (), to jest sup(N) neexistuje. Zde vidime, Ze i kdyZ supremum existuje
ke kaZdym dvéma prvkim z N, nemusi nutné€ existovat k libovolné podmnoZin¢ N.

(2) Vezméme N — {1} a polozme = < y, pravé kdyz x déli y beze zbytku. Pak na-
piiklad pro &isla 8 a 12 mame L(8,12) = {2,4}, to jest inf(8,12) = 4. Analogicky
U(8,12) = {24,48,72,96,...}, tedy sup(8,12) = 24. Napiiklad ale inf(2,3) neexistuje,
protoZe L(2,3) = (). Supremum existuje ke kazdym dv€ma prvkim a sup(z, y) je nejmensim
spole¢nym nédsobkem x a y. Infimum existuje ke kazdym dvéma soud€lnym &isliim a je rovno
jejich nejvétsimu spolecnému déliteli.

(3) UvaZujme usporadané mnoZiny dané diagramy na obrazku 13, uvedeme si infima a suprema
nékterych podmnozin. Ad (a): inf(x,y) a sup(z,y) existuje, pravé kdyz x = y. Ad (b):
inf(a, b) = ¢, sup(a, b) neexistuje, inf(x, d) = d pro kazdé = € {a,b,c,d}. Ad (c): Infimum
a supremum existuje k libovolné podmnoZziné. Ad (d): sup(b, ¢) = sup(c,d) = a, inf(b, c) =
inf(c,d) = e. Ad (e): sup(a, b) neexistuje (zde je U({a,b}) = 0), inf(a, b) neexistuje (zde
je sice L({a,b}) = {c,d} # 0, ale ¢ || d, to jest L({a,b}) nemd nejvétsi prvek), analogicky
sup(c, d) neexistuje ani inf(c, d) neexistuje.

Na zdkladé€ existence infima ¢i suprema ke kazdym dvéma prvkim definujeme specidln{ uspo-
fddané mnoziny zvané polosvazy a svazy.

Definice 5.37. Necht (X, <) je uspofddand mnozina. Pokud pro kazdé z,y € X existuje
inf(x,y), pak (X, <) nazveme priisekovy polosvaz. Pokud pro kazdé x,y € X existuje
sup(z,y), pak (X, <) nazveme spojovy polosvaz. Je-li (X, <) prisekovy i spojovy polosvaz,
pak (X, <) nazveme svaz.

Svaz je tedy uspofddand mnoZina, kde ke kazdym dvéma prvkim existuje jejich infimum
i supremum. Nosi¢e svazu znaéime obvykle L misto X, to jest svaz znaéime (L, <). Dal§im
zfejmym pozorovéanim, které plyne z principu duality je fakt, Ze (X, <) je prisekovy (spojovy)
polosvaz, pravé kdyz je (X, >) spojovy (priasekovy) polosvaz.

Priklad 5.38. (1) Kazdd linedrné uspofddand mnozina (X, <) je svaz, protoze pro kazdé dva
prvky z,y € X mdme bud = < y, v tom pfipadé inf(x,y) = z a sup(z,y) = y, nebo plati
y < x,vtom piipadé inf (z,y) = yasup(z,y) = x. Specidlné tedy ¢iselné mnoziny N, Z, Q, R
uspofddané pfirozenym uspordddnim jsou svazy, ve kterych infima a suprema odpovidaji mi-
nimu a maximu z obou prvki. Obecné v nich ale neexistuji infima a suprema nekone¢nych
podmnoZin.

(2) N— {1} zbodu (2) piikladu 5.36 je spojovy polosvaz, ale nejedna se o prisekovy polosvaz.
Kdybychom vsak délitelnosti usporadali celou mnoZinu N, pak by se jednalo i o prisekovy
polosvaz a tudiZ o svaz.
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(3) UvaZujme uspotfddané mnoZiny dané diagramy na obrazku 13, pak (a) neni polosvaz (ani
prisekovy, ani spojovy), (b) je priusekovy polosvaz, ale nejedna se o spojovy polosvaz, (¢) a (d)
jsou svazy, (e) neni polosvaz (ani prisekovy, ani spojovy).

Na zévér podotknéme, Ze indukci se 1ze snadno piesvédit, ze pokud je (L, <) svaz, pak v ném
existuje supremum i infimum pro libovolnou kone¢nou a neprazdnou podmnoZinu L o ¢emZ se
1ze snadno piesvéd¢it matematickou indukei: pro z € L médme trividlng inf({z}) = z; necht
infimum existuje pro kazdou n — 1 prvkovou podmnoZzinu L, pak ziejmé

inf({z1,...,2,}) =inf({z1,...,2n-1}, xn).

Tvrzeni 1ze prokdzat dudlné pro suprema. Toto pozorovani ma nésledujici disledek. Pokud je
(L, <) koneény svaz, to jest L je kone¢nd mnoZina, pak existuje inf(L) a sup(L), coz dle
definice infima a suprema znamend, Ze v (L, <) je inf(L) nejmensi prvek a sup(L) je nejveétsi
prvek. Jinymi slovy, kazdy konecny svaz ma nejmensi prvek (znaceny 0) a nejvétsi prvek
(znaceny 1). U nekonecnych svazli to obecné neplati, viz piiklad 5.38.

Shrnuti

Relace ekvivalence reprezentuji matematicky protéjSek nerozlisitelnosti, jednd se o reflexivni,
symetrické a tranzitivni relace. Ekvivalence jsou ve vzdjemné jednoznacné korespondenci
s rozklady na mnoZinég, to jest s disjunktnimi pokrytimi mnoZiny. Ekvivalence maji rovnéz
vztah k surjektivnim zobrazenim.

Kvaziuspotddani je reflexivni a tranzitivni relace. Relace uspofddéni je reflexivni, antisymet-
rickd a tranzitivni relace. Linedrni usporadani je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni a Gplna
relace. V uspofddanych mnoZindch se mohou nachédzet specidlni prvky (nejvétsi, maximdlni,
nejmensi, minimdln{). Dal$imi specidlnimi prvky usporddanych mnoZzin vzhledem k jistym
podmnoZindm jsou infimum a supremum. Prisekovy polosvaz je uspofddand mnozina, ve které
ke kazdym dvéma prvkiim existuje jejich infimum, spojovy polosvaz je usporddand mnozina,
ve které ke kazdym dvéma prvkiim existuje jejich supremum. Svaz je uspofddand mnoZina, ve
které ke kazdym dvéma prvkim existuje jejich infimum i supremum.

Pojmy k zapamatovani
e ckvivalence, tfida ekvivalence, rozklad na mnoziné, tfida rozkladu,
e ckvivalence piislu$na rozkladu, rozklad prislusny ekvivalenci, faktorovd mnoZina,
e pfirozené zobrazeni, ekvivalence indukovand zobrazenim,
e kvaziusporaddni, usporddédni, usporddand mnoZina, linedrni uspofddéni, fetézec, antife-
tézec,
e princip duality, pokryti, Hasselv diagram,
e minimdlni prvek, nejmensi prvek, maximéalni prvek, nejvétsi prvek,
e dolni kuZel, horni kuZel, infimum, supremum,

e spojovy polosvaz, prisekovy polosvaz, svaz

Kontrolni otazky
1. Co vite o intuitivnim vyznamu ekvivalence?
Jaky je vztah rozkladu k ekvivalenci?
Proc¢ je kazdd ekvivalencni tFida neprdzdnd?
Jak vypadd nejmensi a nejvétsi ekvivalence na dané mnoZiné?
Jaky je rozdil mezi kvaziuspordddnim, uspovdddnim a ekvivalenci?

Co 7ikd princip duality a jaky md intuitivni vyznam?

NS RN WN

Kterd ekvivalence je zdrovern uspordddni?
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8. Mohou existovat v linedrné uspofddané mnoziné dva riizné maximdlni prvky?

Cviceni
1. Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci R jsou ekvivalence. Provedte diskusi.
(@) X =1{0,1,2,3}, R = {{0,0),(1,1),(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,2), (3,3) }.
(b) X =2V, R={{A,B)|A,B € X, |4 = B},
©) X=2U.R= {(A,B)|A, B € X, AN B # 0},
(d) R=SnNS5"1 kde S je reflexivni a tranzitivni relace na X.

2. K nasledujicim rozkladdm II naleznéte ekvivalence Fry.
(a) I = {ﬁa b, c} {d}, {e, f}.{g}}
(b) X = = {{{a},{a,0}},{0,{b}}},
(© X=NII= {{024 A3 8 )

3. K nasledujicim ekvivalencim E na X naleznéte rozklady Ilg.

(@) X ={0,...,4}, E = {(0,2),(0,4), (2,0), (2,4), (4,0), (4,2)} Uwx,
(b) X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, E = {{z,y) |rozdil z —

y je délitelné tfemi beze zbytku},
© X =NxN, E={{(m,n),(p.q) |m,n,p,geN,m+n=p+q}.

4. Urcete, které z nasledujicich relaci R na X jsou kvaziuspotfadani, uspotfadani, pripadné

fetézce.
(@) X ={1,2,3,4}, R = {(1,1),(1,3),(1,4),(2,2), (3,4), (4,4)},
(b) X =7, (x,y) € R, pravé kdyz bud’ |z| = |y| ax > y, nebo |z| < |y|,

© X =Q R={(zx,y)|z,y €Q, z* <y},
() X =NxN,R={(m,n),(p,q))[m,n,p,g e N,m <pan <q}.

5. Uspotddané mnoZiny zobrazené na ndsledujicich diagramech zapiSte bindrnimi maticemi.

a a a a a
b c b c
b « » C Z )\ % b « i »
d e d e
c d
d ! f €

6. Vratte se k predchozimu prikladu a uréete nejmensi, minimdlni, nejvétsi a maximalni
prvky.

7. Vratte se k pfedchozimu prikladu a rozhodnéte, které z diagramil reprezentuji prusekové
ptipadné spojové polosvazy ¢i svazy.

kaoly k textu

1. Necht R je bindrni relace na X . Dokazte, Ze relace £ = Tra(Sym(Ref(R))) je ekviva-
lence na X obsahujici R a pro kazdou ekvivalenci E’ na X obsahujici R plati £ C E’.

2. Pro kazdou mnozinu X ozna¢me E(X) systém vSech ekvivalenci na X . To jest napfi-
klad pro X = {a,b,c} mdme E(X) = {wx, E1, B2, F3,1x }, kde Eq, Ey a E3 jsou
ekvivalence z bodu (2) pfikladu 5.12 na stran¢ 94. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(a) Prokazdé Ey, E» € E(X) plati E1 N Ey € E(X).

(b) (E(X), <) je prusekovy polosvaz, kde inf(E1, E2) = E1 N Es.

(c) Existuje X a F1, Ey € E(X) tak, Zze E1 U E5 neni tranzitivni.

(d) Pro kazdé Ey, By € B(X) plati Tra(Ey, E») € E(X).

(e) (E(X),C) je spojovy polosvaz, kde sup(E1, Ea) = Tra(E; U E3).
() (E(X), <) je svaz s nejmensim prvkem wx a nejvétsim prvkem ¢ x.

Pfedchozi tvrzeni dokazujte postupné a vhodné€ vyuzijte jiz prokazanych tvrzeni.
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Reseni
1. (a) neni ekvivalence, protoZe neni symetrickd; (b) je ekvivalence; (c) pro |X| = 1 je
ekvivalence, pro | X| > 2 nenf tranzitivni; (d) je ekvivalence: reflexivita a tranzitivita
plyne z reflexivity a tranzitivity S a S~!, symetrie plyne ze vztahu S a S~

2. Ekvivalence maji ndsledujici tvar:

(a) {(a,b>>< ¢), (b,a), (b, ), (¢,a), (¢, b), (e, ), (f,€)} Uwiayp
(b) {(0.0,(0, {b}), ({63, 0).({b}, {b}).({a}, {a}).{{a}, {a, by

©) {(z,y) |3:,y € N, z,y jsou obé sudd, nebo = = y}.

,C

a0y, (b}, {a, b)) ),

3. Rozklady maji nasledujici tvar:

(a) {{0,2,4}, {1}, {3}},
(b) {{0,3,6,9},{1,4,7},{2,5,8}}

(C) {{<17 1>}7 {<17 2>7<27 ]‘>}7 {<17 3>7<2? 2>7<37 ]‘>}7 {<17 4>’<27 3>7<37 2>7<4? 1>}7 M }
4. (a)neni reflexivni, (b) fetézec, (c) kvaziuspotfddani (neni antisymetrické), (d) usporddéni.

5. Matice jsou uvedeny zleva doprava, poradi sloupct a fadka dle abecedy.

100000
1000 110000 1000
1100 101000 1100
to1o0| |1t11100| [1110
1111 101010 1101
111111
100000 L0 0 0 0
110000
11000
101000
. loo 10 o0
111100
10010
111010 L1111
111111

6. Zleva doprava: a je nejveétsi a maximalni, d je nejmensi a minimdln{; a je nejveétsi
a maximdlni, f je nejmensi a minimdalni; a je nejvétsi a maximalni, ¢, d jsou minimélni;
a je nejveétsi a maximalni, f je nejmensi a minimdlni; a, ¢ jsou maximalni, e je nejmensi
a minimalni.

7. Zleva doprava: svaz, svaz, spojovy polosvaz, —, prisekovy polosvaz.
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6 Logika (znovu u logiky)

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél rozumét rozdilu mezi sémantickym vy-
plyvanim a syntaktickym vyplyvanim ve vyrokové logice a jejich vzdjemnému vztahu. Student
by mél mit pfedstavu o formalizaci dikazu ve vyrokové logice a o zdkladnich vlastnostech
dikazi.

Klicova slova: axiom, axiomaticky systém, axiomové schéma, bezespornost, dokazatelnost,
dikaz, instance schéma, korektnost, modus ponens, monotonie dokazatelnosti, nesplnitelnost,
odvozovaci pravidlo, pravidlo odlouceni, pfedpoklady, splnitelnost, spornost, syntaktické vy-
plyvani, systém formuli, tranzitivita implikace, Gplnost, véta o dedukci

Poti‘ebny ¢as: 120 minut.

6.1 Dokazatelnost ve vyrokové logice

V tvodni kapitole o vyrokové logice jsme zavedli pojem sémantické vyplyvdni. Problém ové-
feni, zda-li je formule  sémantickym dusledkem formuli 71, ..., x% lze snadno vyfesit tabe-
laci. Mame tedy k dispozici ,,mechanicky potup®, jak o sémantickém vyplyvani z x1, ..., xx
rozhodnout. Problémem je, Ze velikost tabulky, kterou pfi tabelaci vytvéiime, je v exponen-
cidln{ zavislosti na poctu vyrokovych symboli ve formulich x1, ..., x%. Pokud by naptiklad
X1, - - -, X% obsahovaly celkem 100 riznych vyrokovych symboli, coZ je pfi popisu redlnych
systémi vcelku zanedbatelné mnoZstvi, pak bychom museli pfi tabelaci zkoumat 21%0 prav-
divostnich ohodnoceni — to je z ¢asovych divodi hluboko za hranicemi naSich moZnosti i za
hranicemi moZnosti nejen soudobych, ale i budoucich pocitaci. Nabizi se tedy otdzka, zda-li
neni moZné o sémantickém vyplyvani rozhodnout jinak neZ tabelaci. Na tuto otdzku se budeme
snazit najit odpovéd v této kapitole.

Nejprve si zavedeme novy pojem vyplyvéni, ktery nebude zaloZen na pojmu pravdivostni
ohodnoceni, ale pouze na manipulaci s formulemi na drovni jejich tvaru. Zakladni pojem,
na kterém je tento typ vyplyvéni zaloZen je odvozovaci pravidlo — ptedpis, pomoci néjZ ze
vstupnich formuli odvozujeme dals§i formule. Odvozovaci pravidla formalizuji elementarn{
usudky. Pro ucely dal§tho vykladu bude postaovat pouze jediné odvozovaci pravidlo, tak
zvané pravidlo odlouceni neboli modus ponens (MP), které 1ze schématicky vyjadfit

o, =19
(0

a jehoZ vyznam je: ,,z formuli ¢ a ¢ = 1 odvodime formuli ¢)*“. O formuli v fikame, Ze vznikd
pouZitim modus ponens z formuli ¢ a ¢ = . Formulim ¢ a ¢ = v nékdy fikdme predpoklady.
Napfiklad formule g vznikd pouZzitim modus ponens z formuli p = r a (p = r) = —q. Pokud
se nyni vratime zpét k naSemu ivodu do formalni logiky, tak zjistime, Ze pravidlo modus ponens
jsme jiz (neformdlng) pouzili pfi odvozeni tvrzeni ,,Silnice jsou mokré* z ptedpokladi , Jestlize
prsi, pak jsou silnice mokré* a ,,Prsi“. Stejny zplisobem bylo odvozeno tvrzeni ,Petr spi
z predpokladu ,,Pokud je Petr unaveny, pak spi“ a ,,Petr je unaveny*. Odvozovani formuli
z jinych pouze na zdkladé jejich formy (tvaru) bez Gvah o jejich pravdivosti tedy neni nikterak
umélé.

MP:

Pfi odvozovani novych formuli budeme vzdy pouzivat mnoZinu vychozich formuli (predpo-
kladii), kterou budeme znacit podle potieby T, 7", S, ... a budeme ji nazyvat systém formuli.
Pouziti oznaceni ,,systém formuli“ misto moZnd primocarejsiho ,,mnoZina formuli* je vice
méné véci vkusu. My se podrzime oznaceni ,,systém formuli* abychom predesli nedorozu-
ménim béhem dalSiho vykladu, napiiklad totiZ pojem ,,spornd mnoZina formuli*, by mohl
intuitivné svadét k predstave, Ze ,,spornost™ je néjaka obecna vlastnost mnoZin, coZ neni.

Pfi odvozovani formuli budeme déle pouzivat axiomy, coz jsou formule, které automaticky pri-
jimame jako ,,platné*. Axiomy popisuji vlastnosti logickych spojek a jejich vzdjemny vztah. Pro
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jednoduchost budeme ve zbytku kapitoly pracovat s jazykem vyrokové logiky, ktery obsahuje
pouze symboly spojek = a -, ostatni spojky budeme vyjadifovat pomoci nich. Pfipomenime,
Ze v kapitole 1.2.2 jsme uvedli, Ze negace spolu s implikaci postacuji k vyjadieni ostatnich
logickych spojek. Axiomy si definujeme pomoci tii axiomovych schémat:

Vi o= (Y =9),
V2: (¢= @ =x)=(¢=9) = (v=X),
V3: (=) = o) = (o = ).

Jakékoliv formule, ktera je ve tvaru jednoho ze schémat V1-V3 se nazyva axiom. Axiomova
schémata jsou jinymi slovy ,,pfedpisy®, kterymi definujeme vSechny axiomy. A¢koliv budeme
pouzivat pouze tfi axiomova schémata, axiomi jako takovych je nekone¢né mnoho. Pokud
budeme potfebovat upfesnit, v jakém ze tvard V1-V3 dany axiom je, budeme fikat, Ze axiom
Jje instanci daného schéma nebo Ze jistd formule je axiomem dle daného schéma. Napriklad
formule p = (=g = p) je axiom, ktery je instanci schéma V1, konkrétné vznikne, pokud ¢
a ¢ nahradime po fadé formulemi p a «¢. Ddle napiiklad (——=—-p = ==(p = p)) = (~(p =
p) = —p) je instance V3, kterd vznikne nahrazenim ¢ a v po fadé formulemi —(p = p)
a =p. Napiiklad p = (r = ¢) a (-p = ¢) = (¢ = p) nejsou axiomy.

Pruvodce studiem

V tomto okamziku je moZna jiZ jasné, pro¢ je vyhodné za zdkladni symboly spojek pfijmout
pouze = a — a vSechny ostatn{ vyjadfovat pomoci nich. Kdybychom v jazyku VL pracovali
i se spojkami A,V, <, vedlo by to minimdlné k narGistu axiomovych schémat, protoze

bychom museli pomoci vhodnych axiomil popsat vlastnosti spojek. V dalsi ¢asti textu také
uvidime, Ze by se tim dal zbyte¢né zkomplikovala fada dikaz.

MnozZinu axiomil a odvozovacich pravidel, kterd pouZivame, souhrnné nazyvame axiomaticky
systém. VySe predstaveny axiomaticky systém se v literatufe obvykle nazyva axiomaticky systém
klasické vyrokové logiky Hilbertova typu. Pod pojmem ,diikaz* je intuitivné myslen zdznam
odvozovani, provedeny tak, Ze za sebe napiSeme tvrzeni, ke kterym se postupné dobirame tak,
Ze zacneme predpoklady a pokracujeme tvrzenimi, které z pfedchozich tvrzeni plynou pomoci
elementarnich dsudkovych krokd. Nyni zavedeme pfesny pojem diikazu v nasem axiomatickém
systému — neformalni pojem diikazu tak pfevedeme z drovné intuice na pfesnou formaln{ drover.

Definice 6.1. Diikaz formule ¢ ze systému formuli 7' je libovolna posloupnost formuli
©1,. .., Pn, pro kterou plati, Ze ¢, = pakazdd p; ¢ =1,...,n)
e je axiomem,
e nebo p; €T,
e nebo vznika z pfedchozich formuli diikazu pomoci odvozovaciho pravidla modus ponens,
to jest existuji indexy 7, k < 1 tak, Ze ¢y, je formule ve tvaru ¢; = ¢;.

Formule ¢ je dokazatelnd z T’ (zapisujeme 1" - ), pokud existuje dikaz formule ¢ z T'.
Pokud F- ¢, pak tfikame, Ze ¢ je dokazatelnd (z prdzdného systému predpoklad).

Dokazatelnosti budeme také dale fikat syntaktické vyplyvdni, abychom tim zdiraznili, Ze jde
o proté€jSek sémantického vyplyvani. Fakt T' F ¢ lze tedy Cist: ,,ip syntakticky plyne z T,
piipadné ,,¢ je syntaktickym disledkem 7. Dale si uvédomme trividlni fakt, Ze F ¢ plati
pro kazdy axiom ¢, protoZe jednoprvkova posloupnost ¢ je dikazem ¢ z prazdného systému
predpokladi. Pro libovolnou ¢ mame, ze ¢ je dokazatelna ze ,,sebe sama®, to jest piesnéji:
{¢} F ¢, protoZe ¢ je jednoprvkovy dikaz formule ¢ z pfedpokladii {¢}. Pro zptehlednéni
zapisu zavedeme

Oznaceni 6.2. Misto 7" U {¢1,..., o} F ¥ piSeme T, o1, ..., 0 F 1.
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Priklad 6.3. Prokazeme, Ze pro kaZdou formuli ¢ plati - ¢ = ¢. Mdme tedy ukazat, Ze existuje
dikaz (z prazdného systému 7T"), jehoZ poslednim prvkem je ¢ = . Napiiklad posloupnost

L o= ((¢e=9p)=9p) axiom dle VI,
2. (p=((p=9)=9) = (¢=(p=¢)) = (p=p) axiomdle V2,
3. (p=(p=0)=(p=9) uZittn MPna 1. a 2.,
4. o= (p= ) axiom dle VI,
5 o= uZitim MP na 3. a 4.

je dikazem formule ¢ = . Fakt - ¢ = ¢ budeme déle pouZzivat.

V piikladu 6.3 jsme sestrojili dikaz, ktery je kone¢nou posloupnosti formuli. Je patrné, Ze
hledani diikaz v tomto tvaru je obecné dost t€Zké a vyzaduje jistou predstavivost a cvik.
Nasim cilem ale neni zkoumat konkrétni dikazy jakozto kone¢né posloupnosti formuli, nybrz
zkoumat vlastnosti syntaktického vyplyvani. Podstatny je tedy pro nds fakt 7" I ¢, to jest Ze
néjaka formule ¢ je dokazatelnd z jistého systému formuli 7, tvar konkrétniho diikazu pro nas
zajimavy neni. Jinymi slovy, nezajimaji nas ani tak konkrétni dikazy, jako spi§ fakt, Ze ,,néco
je z néceho dokazatelné*.

Pruvodce studiem

Vsimnéte si, Ze nyni pouZivdme pojem ditkaz dvojim zptisobem. Prvnim pojem je dikaz
jakozto konecnd posloupnost formuli tak, jak jsme jej zavedli v definice 6.1. Druhy pojem
»dikaz“ pouzivime, kdyZ dokazujeme tvrzeni, napiiklad na strané 15 jsme uvedli dikaz
lemmy 1.14. Je zfejmé, ze se jedna o dva rdzné pojmy. Dikaz dle definice 6.1 je pro
nds presné vymezeny formalizovany pojem, ktery slouzi k tomu abychom uméli pojem
dikaz ,,uchopit” a zkoumat jeho vlastnosti. Naopak diikazy tvrzeni v této knize, napfii-
klad lemmy 1.14, nejsou formalizované, jsou popisovany prirozenym jazykem a pfii jejich
zduvodiiovani pouzivame intuitivné zfejma fakta. Kazdy takovy dikaz bychom ale piisné
vzato mohli formalizovat v néjakém logickém kalkulu a prevést na dikaz formalni (to my
ovSem délat nebudeme, protoZe to pro nds nemd Zaddné opodstatnéni).

Nyni si o syntaktickém vyplyvani dokdZeme nckolik jednoduchych tvrzeni, kterd budeme
v dal$sim vykladu hojné pouZzivat. Vztahy a jejich zdGvodnéni, objevujici se v nasledujicim
tvrzeni je proto potfeba do detaili pochopit.

Lemma 6.4. Necht'T, S jsou systémy formuli a @, jsou formule. Pak plati

1) pokudT v o= vYaTll o pakT t 1);

(ii) pokud T' &+ ¢ a pro kaZdou ¢ € T mdme S \- 1, pak S & ¢ (monotonie dokazatelnosti);
(iii) pokud T+ paT C S, pak S F ¢;
(iv) pokud T & o, pak existuje konecny systém formuli T tak, Ze T' C T a T' +- .

Diikaz. Dikaz bodu (i) si provedeme podrobné, abychom demonstrovali, jakym zptisobem se
manipuluje s diikazy jakozto s kone¢nymi posloupnosti formuli. Zbyla tvrzeni jiZ nebudeme
prokazovat tak detailné, ¢tenafi v§ak doporucujeme, aby se snazil veskeré kroky v diikazech
podrobné zddvodnit.

(i): Prokazeme, Ze jsou-li z T' dokazatelné formule ¢ = i a ¢, pak je z T dokazatelna
i formule 1. Jsou-li v§ak z T" dokazatelné ¢ = 1) a o, znamena to, Ze existuje diikaz x1, ..., Xn
formule ¢ = ¢ z T adikaz ¥4, ...,9,, formule ¢ z T'. Podle definice 6.1 tedy mame, Ze x, je
formule ¢ = 1 a1, je formule . Nyni vSak staci vzit posloupnost x1, ..., Xn, V1, - - -, O, ¥ —
— ta je totiz dikazem formule ¢ z T. Abychom se o tom piesvédcili, staci ovéfit podminky
definice 6.1. Vezméme libovolnou formuli uvazované posloupnosti. Pak se jedna bud o formuli
Xi (pro n€jaké i) nebo o formuli ¥; (pro néjaké j) nebo o formuli ¢). V prvnim piipadé (to jest x;)
uvazujme takto: protoze posloupnost x1, - - . , Xn je dikazem, je x; axiomem nebo je formuliz T’
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nebo plyne z n€jakych ptedchozich x;, x pomoci modus ponens. Ve druhém piipad€ uvazujme
podobné. Ve tietim piipadé plyne uvazovana formule (je to 1)) pomoci modus ponens z formuli
Xn (COZ je ¢ = 1) a ¥, (coZ je ¢). Vidime tedy, Ze posloupnost x1, ..., Xn, 01, .., Um, ¥ je
dikazem 1 ze systému formuli 7', to jest T" - 1.

(ii): Pfedpokladejme, Ze plati T + . To jest existuje dikaz x1,...,xn z T, kde x, = .
Uvazujme posloupnost ¥1, . . . , ¥, kterou vytvorime z posloupnosti x1, . - . , X» tak, Ze kazdy
¢len x;, pro ktery mame y; € T, nahradime nékterym jeho dikazem ze systému S (dikaz
vzdy existuje jelikoZ S  x;), jinymi slovy, formuli x; ,,vyjmeme* z posloupnosti x1, ..., Xn
a na jeji misto ,,vlozime diikaz* formule x; z S, cozZ je opét konecnd posloupnost formuli.
Vzniknuvsi posloupnost ¥y, . . . , ¥, je evidentné dikazem ze S a ¥, je formule . Dostavame
tedy S - .

(iii): Plyne uzitim bodu (ii), protoZe pokud je 7' C S, pak kazda jednoprvkova posloupnost v/,
kde ¢ € T, je dikazem z S.

(iv): Necht' T' t . Pak existuje dikaz x1, . . . , X5, formule ¢ ze systému 7. Nyni polozme 7" =
TN{X1s---,Xn} Systém formuli 7" je ziejmé& kone¢ny a 7" C T'. Posloupnost x1, . . - , Xn j€
navic diikazem ¢ z T". O

Poznamka 6.5. Pti dokazovani vlastnosti syntaktického vyplyvani se budeme ¢asto odkazovat
na odvozovaci pravidlo modus ponens — nebudeme jej vSak pouZzivat v konkrétnim ditkazu,
ale budeme jim zdivodnovat moznost takovy dikaz najit. Napfiklad o tvrzeni (i) lemmy 6.4
miZeme fict, Ze ,,plyne uzitim modus ponens*.

Pruvodce studiem

Pri manipulaci s diikazy na obecné tirovni musime dbat jisté obezietnosti. Pokud bychom na-
ptiklad vzali dikaz @1, . .., @, z T a ,rozstfihli“ jej na dveé &isti w1, ..., ©; 2 Wit1, - -, ©n,
pak prvni ¢ast pivodniho dikazu je opét diikazem. Druha ¢ast vznikla rozstfizenim, to jest
posloupnost ©; 41, . . ., (on, jiz dikazem byt nutné nemusi, protoze se v ni miZe vyskytovat
formule, kterd neni ani axiomem, ani pfedpokladem z 7', ale vznikla pravidlem modus
ponens z formuli ¢;, ¢y, které jsou obsazeny pouze mezi formulemi o1, ..., ;.

Pomoci nésledujiciho tvrzeni, véty o dedukci, se ndm podafi vyrazné zjednodusit nékteré ivahy
o dokazatelnosti. Na tvod podotknéme, Ze véta o dedukci formulacné ndpadné pfipomind
tvrzeni 1.14 ze strany 15. Vskutku, tvrzeni 1.14 je sémantickym ekvivalentem véty o dedukci,
jedna se ale o Uplné jiné tvrzeni, protoZe nyni pracujeme se syntaktickym vyplyvanim a o vztahu
I a F jeSté nic nevime!

Véta 6.6 (o dedukci). Necht’p, 1) jsou formule a T je systém formuli. Pak

TkFo=1, pravekdy; T,pt .
Diikaz. ,,=*: Pfedpokladdame-li T+ ¢ = 1, pak T', o b ¢ = 9 dle (iii) lemmy 6.4, nasledné
T, F 9 uzitim (i) lemmy 6.4.

»<="“: Necht' T, o I 1, to jest existuje dikaz 1, ..., 1, formule ¢ z T, p (¥, je ). Indukci
dokazeme, Ze T' - ¢ = ; plati prot = 1,...,n, z cehoZ dostaneme poZadovany vztah jako
specidlni pfipad pro i = n. Vezméme tedy ¢ € {1,...,n} a pfedpokladejme, Ze pro kazdé
J < iplati T+ ¢ = 1; (induk¢ni predpoklad). DokdZzeme, ze T = ¢ = 1);. Podle definice
dikazu mohou nastat pouze nasledujici pfipady:

e 1, je axiom nebo formule z T'. Pak je posloupnost formuli

v = (90 = 1/)1) axiom dle V1,
P; podle predpokladu axiom nebo formule 7 T,
© = Y; pouZitim modus ponens,

dikazem formule p = v; z T
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e ; je formuli ¢, tedy ¢ = 1); je tvaru p = . Pak T' F ¢ = ¢, viz piiklad 6.3.

e ; plyne z piedchozich formuli v}, 1), pomoci modus ponens, to jest v, je ve tvaru
©j = ;i a j, k < i. Dle indukéniho pfedpokladu existuje dikaz formule ¢ = ¢ z T
a dikaz formule ¢ =- v, z T'. Pfidame-li k posloupnosti

X7>90:>¢]a1917§0:>(¢]:>w2)

dikaz ¢ = ;2T dikaz ¢ = Yy z T

formule

(o= (W =)= (g = ¥;) = (¢ = i) axiom dle V2,
(o= @Z)]) = (¢ =) pouZitim modus ponens,
© = Y; pouZitim modus ponens,

pak dostaneme dikaz formule ¢ = ; z T
Tim jsme tvrzeni dokazali. O
Z véty o dedukci snadno dostaneme ndasledujici tvrzeni.

Lemma 6.7. Necht'T je systém formuli a o, v, x jsou formule. Pak plati:

) THo= (Y= x),prave kdy T, o, F x, pravé kdy T = ¢ = (p = x);
(i) pokud T - p =Y aT Y = x, pak T & o = x (tranzitivita implikace).

Diikaz. (i): Plyne ndsobnym uZitim véty o dedukci.
(ii): Necht Ty =vaT kY = x.PakT,po - aT, F x z véty o dedukci, tedy uzitim
bodu (ii) lemmy 6.4 dostdvame T, I x, uzitim véty o dedukci 7'+ ¢ = . O

Tranzitivita implikace je Casto pouzivanym dokazovacim principem a to i pfi konstrukci dikaza
na drovni intuice. Vyznam tranzitivity implikace kopiruje béZny dsudek: plati-li ,kdyz A, pak
B a pokud rovnéz plati ,.kdyz B, pak C*, pak plati ,.kdyz A, pak C*.

Priklad 6.8. Pro formule ¢, 1) dokdZeme

E e = (o =1), (6.1)
F = = @, (6.2)
= @ = Y, (6.3)
e =)= (" = np), (6.4)
Fo= ()= =(p=1)). (6.5)

Vztahy (6.1)-(6.5) maji dobry intuitivni vyznam. Vztah (6.1) vyjadiuje, Ze pokud je ¢ neplatn4,
pak z platnosti ¢ plyne libovolné formule. Vztahy (6.2) a (6.3) popisuji vlastnosti dvoji negace —
— popisuji pravé to, co na sémantické Urovni vyjadiuje fakt, Ze ¢ a =—mp jsou sémanticky
ekvivalentni. Vztah (6.4) je dudlnim vztahem k axiomovému schéma V3 a spolu s V3 popisuje
to, co na sémantické urovni vyjadiuje fakt, Ze ¢ = 1) a =) = —p jsou sémanticky ekvivalentni.
Konecné vztah (6.5) je modifikaci vztahu: ,,z platnosti ¢ a z platnosti ¢ plyne platnost ¢ A 9.

Nasledujici dikazy neni tieba ,,umét provést z hlavy“, vyskytuji se v nich vSak Casto pouZivané
Htriky®, které se vesmeés opiraji o jednoduché disledky véty o dedukci. Proto je dobré dikazy
peclivé projit a zdivodnit si kazdy krok dikazu. Pro zlepSeni Citelnosti je téméf kazdy krok
dikazu stru¢né okomentovan.

H(0.1)
F e = () = ) axiom dle V1,
F () = ~p) = (¢ =) axiom dle V3,
F =g = (o= 1) tranzitivita implikace.
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+(6.2)"

F = = (mp = ) tvrzeni (6.1),
T o = g véta o dedukci,
F (g = ) = (mnp = @) axiom dle V3,
g b (g = ) = (—ﬂ—ntp = 90) monotonie dokazatelnosti,
e o = modus ponens,
g véta o dedukci,
E e = véta o dedukci.
,»(0.3)
b = g tvrzeni (6.2),
H (*WTSO = TQO) = (90 = ﬁﬁ]tp) axiom dle V3,
Fo = e modus ponens.
,»(0.4)
o = tvrzeni (6.2),
p=PE =@ monotonie dokazatelnosti,
=Yk amp = tranzitivita implikace spolu s ¢ = Y = o = ),
FY = —=mp tvrzeni (6.3),
p=9YFYp=m monotonie dokazatelnosti,
=Yk 2= 1) tranzitivita implikace,
F (v = 1)) = (=) = —p) axiom dle V3,
=19k (—"‘ntp = —"—niﬁ) = (—nw = ) monotonie dokazatelnosti,
o=k = p modus ponens,
H (SO = ¢) = ("@ = ‘M,O) véta o dedukci.
,»(0.5)
pp=vEy lemma 6.4, bod (i),
ok (=)= véta o dedukci,
(o =9) =) = (= ~(p =) tvrzeni (6.4),
oF((p=v)=¢)= ()= (¢ = 1)) monotonie dokazatelnosti,
pkE =)= =(p =) modus ponens,
o= () = =(p = 1)) véta o dedukci,

Vezmeme-li dva systémy formuli 7', S, pak k nim miZeme uvazovat mnoZziny syntaktickych  Ze sporného
dasledka {¢ | T+ ¢} a {¢| S+ ¢}, které jsou obecné rizné. Z monotonie dokazatelnosti ale  systému je
napiiklad vime, Ze pokud 7' C S, pak bude i {¢ | T F ¢} C {¢|S F ¢}. O systému formuli  dokazatelné
fekneme, Ze je sporny, pokud je z néj dokazatelnd jakakoliv formule. V opacném piipadé cokoliv.
fekneme, Ze systém formuli je bezesporny. Je zfejmé, Ze pokud je T" sporny, pak {¢ | S F ¢} C

{¢| T+ ¢} pro kazdy systém formuli S. Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze spornost systému

formuli 1ze vyjadfit nékolika ekvivalentnimi zpusoby.

Lemma 6.9. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(1) T je sporny systém,
(i) T+ paT F —~p pro néjakou formuli o,
(iii) T+ =(v¥ = V).

Diikaz. ,,(i) = (i1))*“: Pokud je 7" sporny systém, pak je z néj dokazatelnd jakdkoliv formule,
tedy i formule ¢ a =(p.

(1) = (iii)“: Necht T+ ¢ a T' F . Dle vztahu (6.1) mdme F «p = (¢ = =(9 = 1)),
z monotonie dokazatelnosti 7' F ¢ = (¢ = (¥ = ¥)). Dvojndsobnym pouzitim modus
ponens dostaneme 7' F (¥ = 99).
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,,(1ii) = ()“: Necht' ¢ je libovolnd formule. Plati - (¥ = ) = ((¥ = 9) = ¢) opétdle (6.1).
Z monotonie dokazatelnosti 7'+ =(¢¥ = ) = ((¢ = ) = ¢). Déle plati, ze T + ¢ = 0,
viz piiklad 6.3, z ptedpokladu tedy dvojnasobnym pouZitim MP mame 7"+ . O

Dals{ oblibeny princip, ktery se ¢asto pouziva v informatice a matematice, je dikaz sporem.
Typickym piikladem tvrzeni, které se dokazuje sporem, je napiiklad tvrzeni ,,Prvocisel je neko-
ne¢n€ mnoho*. Tento fakt prokdZeme tak, Ze pfedpokldddme neplatnost tvrzeni, to jest vyjdeme
z toho, Ze ,,Prvocisel je kone¢né mnoho* a pak tvahou (kterou tu nebudeme popisovat) dojdeme
ke sporu. Podrobnéji: uvaZzujeme, Ze P je kone¢na mnoZina obsahujici v§echna prvocisla, potom
s vyuZzitim toho, Ze P je konecn4, najdeme ¢&islo n ¢ P spliiujici vS§echny definiéni podminky
prvocisla, tudiZ bychom méli mit n € P, coZ je spor. Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze intuitivni
dikaz sporem ma ve vyrokové logice svou formalizaci.

Véta 6.10 (o dikazu sporem). 7'+ ¢, prdavé kdyZ T, — je sporny systém.

Diikaz. Necht T' F . Pak ziejmé T, ~¢ F ¢ a trividln€ téz T, ~p F =y, coz podle bodu
(i1) lemmy 6.9 znamena, Ze T je sporny systém. Naopak, predpokldddme-li Ze T', ¢ je sporny
systém, pak je z T, wp dokazatelnd formule (¢ = ) dle bodu (iii) lemmy 6.9. UZitim véty
o dedukci mdme 7' - o = (9 = 9). JelikoZ (—p = (0 = ) = (9 = J) = @) je
instance V3, pak z monotonie dokazatelnosti a uzitim MP dostavame T+ (¢ = ) = . Déle
F ¥ = 9, takZe opétovnym uZzitim monotonie dokazatelnosti a MP mame 7" I ¢. O

Priklad 6.11. Pomoci dikazu sporem prokdzeme, Ze - (=) = —p) = ((=¢ = ¢) = 1)
a vyuzijeme pfi tom faktu, Ze systém formuli { ) = =y, =) = @, =)} je sporny:

—nw = —n(p, —n¢, MR
p = ¢, ™), MP,
ditkaz sporem,

p =, ) = @, ) E
h = i, mp = o,
p = i, ) = p
() = =) = () = ¢) =)

dvakrdt véta o dedukci.

6.2 Korektnost a aplnost vyrokové logiky

Nyni se budeme vénovat vzijemnému vztahu sémantického a syntaktického vyplyvani. V ka-
pitole 1.2.2 jsme zavedli sémantické vyplyvani formule ¢ z formuli vy, ..., ¥,. Obecnégji
bychom mohli uvazovat sémantické vyplyvani z libovolného systému formuli 7" takto: formule
o sémanticky plyne ze systému 7', pokud pro kazdé pravdivostni ohodnoceni e, pfi kterém
méme |7, = 1 pro vSechny ¢ € T, plati ||¢||, = 1. Je zfejmé, Ze sémantické vyplyvani
z kone¢n€ mnoha formuli ¢y, . . . , 9, tak, jak bylo zavedeno v definici 1.11, je nyni specidlnim
piipadem sémantického vyplyvani z T = {¢1,...,¢,}. O systému formuli 7" fekneme, Ze
je splnitelny, pokud existuje pravdivostni ohodnoceni e takové, Ze pro kazdou ) € T mame
|¥||, = 1. V opacném piipadé se T' nazyva nesplnitelny.

Jesté neZ ukdZeme zdkladni vysledky o vztahu syntaktického a sémantického vyplyvani, za-
mysleme se nad tim, jak lze tyto pojmy chdpat. Pokud bychom oznacili Fml mnoZinu vSech
formuli jazyka VL, ve kterém pracujeme, pak potenéni mnoZina 2™ je vlastné mnoZinou
viech systémiti formuli (7 € 2F™ potom znamend, Ze T je systém formuli). Syntaktické vy-
plyvani je tedy relace - C 2™ x Fml, ptitom T € 2F™ je v relaci s ¢ € Fml, pravé kdyz
¢ je dokazatelnd z T'. Stejné tak sémantické vyplyvani lze chépat jako relaci = C 2™ x Fml,
kde T € 2™ je v relaci E s ¢ € Fml, pravé kdyz ¢ sémanticky plyne z T. VySetfovani
vzdjemného vztahu obou vyplyvani 1ze tedy chadpat jako uréeni vzdjemného vztahu dvou relaci.
Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze - C F.

Véta 6.12 (o korektnosti VL). Pokud T + ¢, pakT' E @. Sporny systém formuli neni splnitelny.

Diikaz. Nejprve prokdZeme, Ze pokud - ¢, pak je ¢ tautologie. To ukdZeme indukei tak, Ze
o kazdém prvku dikazu 1, . . ., ¢, formule ¢ (z prazdné mnoZiny predpokladl) dokdZeme, Ze
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je tautologie. Tvrzeni tak ziskdme jako specidlni pfipad pro formuli ¢,,, kterdZto je formuli ¢.
Uvazujme formuli ¢; ( = 1,...,n). Mohou nastat dv€ situace. V prvnim piipadé je ¢;
axiomem, je tedy instanci nékterého ze schémat V1-V3. Pak je ¢, tautologie, o ¢emzZ se
muZete snadno piesvédcit tabulkovou metodou. V druhém piipadé byla formule ¢; odvozena
z nékterych predchozich formuli pravidlem modus ponens. Mé&jme tedy ¢;, ¢k, kde j, &k <
¢ a necht’ ¢, je ve tvaru ¢; = ¢;. Pak z induk¢niho pfedpokladu jsou ¢; a ¢; = ¢;
tautologie. Vezmeme-li libovolné pravdivostni ohodnoceni e, pak [|¢;[|, = 1 a[[¢; = @i, =
1 — [l¢il|, = 1. Odtud diky vlastnostem logické operace — dostdvame ||¢;||, = 1, z ¢ehoz
plyne, Ze ¢; je tautologie.

Nyni uvazujme, ze T F ¢, pak dle (iv) lemmy 6.4 existuje kone¢nd {x1,...,xr} C 7T tak, Ze
X1;---, Xk F . Opakovanym pouZitim véty o dedukci na x1, ..., x% - (¢ dostivdme

Fxi=e=(Ck=¢) "))

Podle vyse prokdzaného faktu je x1 = (x2 = (--- (xx = ) - - - )) tautologie, to jest

Fxi= 2= (k=9 ).

Aplikaci véty 1.14 dostavame x1, ..., xx F @. Nyni staci ukazat, Ze i T F ¢, coZ je ovSem
jednoduchy ddsledek vlastnosti sémantického vyplyvani: pokud jsou pfi ohodnoceni e pravdivé
vSechny formule z T', pak jsou pfi e pravdivé i formule {x1, ..., xx} C T,tojestz x1,..., Xk F
¢ dostavame ||¢||, = 1. Dokdzali jsme tedy 7" F ¢.

Druha ¢ast tvrzeni je nyni disledkem prvni: pokud je 7" sporny systém, pak 7' - (9 = o), tedy
T E =(v¥ = 9). Odtud dostavame, Ze (¢} = 1)) musi byt pravdiva pfi kazdém ohodnocenti,
pfi kterém jsou pravdivé vSechny formule z 7. Ale (¢ = ¥) je kontradikce, tedy neexistuje
Zadné ohodnoceni e, pii kterém by byly vSechny formule z 7" pravdivé. Tim jsme prokdzali, Ze
sporny systém formuli neni splnitelny. O

Poznamka 6.13. V diikazu véty jsme ukdzali, Ze z faktu ,,pokud T F ¢, pak T E ¢ vyplyva,
Ze 7adny sporny systém neni splnitelny. Obé dvé ¢asti véty o korektnosti (tvrzeni 6.12) jsou
vSak ekvivalentni, tvrzeni lze tedy dokdzat i obrdcené. Kdybychom piedpokléddali, Ze Zadny
sporny systém neni splnitelny a 7' - o, pak z véty o diikazu sporem vime, Ze T', ¢y je sporny
systém, tedy dle pfedpokladu by byl nesplnitelny. Pro kazdé pravdivostni ohodnoceni e, pfi
kterém by byly vSechny formule z 7" pravdivé bychom tim pidem museli mit || ||, = 0, tedy
loll, = 1. V disledku tedy T F ¢.

Shrneme-li predchozi poznatky, zavedli jsme dva druhy vyplyvani: F, - a jiz vime, Ze kazda
formule dokazatelna z prazdného systému je tautologie a obecnéji T' - ¢ implikuje 7" F ¢,
neboli: ,,to co je dokazatelné z n&jakého systému, z tohoto systému rovnéZ sémanticky plyne*.
Mnohem méné prithlednd je opacna strana tohoto tvrzeni, ktera rovnéz plati. To jest plati, Ze
»pokud je ¢ sémantickym disledkem T, pak je ¢ z T dokazatelna*“. V disledku tedy dochazime
k tomu, Ze relace F a - splyvaji (- = F), coZ je odpovéd na motivaéni otdzku z dvodu kapitoly.
Niésledujici tvrzeni shrnuje pravé popsany vztah, tvrzeni si nebudeme dokazovat, protoze to
presahuje ramec tohoto textu, tendfe odkazujeme na [SochO1, Sve02].

Véta 6.14 (o aplnosti VL).
Tt @, praveé kdyz T E . Systém formuli je bezesporny, prdvé kdyZ je splnitelny. O

Pruvodce studiem

Vyrokovy kalkul, ktery jsme ptedstavili v kapitoldch 1.2 a 6.1 je uplny. Znamena to, Ze
formule ¢ je sémantickym dusledkem systému predpokladu 7', pravé kdyz je ¢ z T do-
kazatelnd. Véta o tplnosti je netrividlni charakterizace logického kalkulu. Témeér vSechny
relevantni logické kalkuly, které pracuji s pojmy dokazatelnost a sémantické vyplyvdni maji
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,»Ssvou vétu o uplnosti*, ackoliv dplnost nékterych logickych kalkulii prokazat nelze. Zaklad-
nim kritériem ,,rozumnosti logického kalkulu* je platnost véty o korektnosti. Nekorektni
kalkuly se nechovaji prirozené — dokdzana tvrzeni v nich obecné€ nejsou pravdiva.

Korektnost lze vyuZit k prokdzani faktu, zZe néktera formule neni dokazatelnd z jistého systému
predpokladii. Reformulaci korektnosti totiz dostdvame, Ze pokud ¢ sémanticky neplyne z T,
pak ¢ neni ze systému 7" ani dokazatelnd (rozmyslete si podrobné pro€ je tomu tak). K tomu,
abychom prokdzali, Zze T' ¥ ¢ tedy staci ukazat T ¢, coZ je vyrazné jednodussi nez prokazat
Hheexistenci dikazu“, protoZe diikazi, jakoZto konec¢nych posloupnosti formuli, je obecné

nekonecné mnoho.

Priklad 6.15. Prokazeme, Ze p = q ¥ —p = ¢. Z véty o korektnosti vyrokové logiky staci
ukéazat, Zze p = q ¥ —p = q. To jest zbyva najit pravdivostni ohodnoceni e, takové, Ze
lp = ql|, = 1, ale || mp = ¢||, = 0. S vyuzitim vlastnosti logické operace — ziejmé stacf vzit
pravdivostni ohodnoceni e, kde e(p) = 0 a e(q) = 0. Tim je dikaz hotov.

Shrnuti

Syntaktické vyplyvani ve vyrokové logice je zaloZeno na pojmu ditkaz, coZ je kone¢na posloup-
nost formuli, v niZ kazda formule je bud axiomem, pfedpokladem z daného systému formuli,
nebo vznikd pomoci odvozovaciho pravidla modus ponens z formuli pfedchdzejicich v této po-
sloupnosti. Dokazatelnost formule je tedy zavedena bez jakékoliv vazby na sémantické pojmy
jako je pravdivostni ohodnoceni a je v podstaté zaloZena pouze na manipulaci s formulemi,
které chapeme jako fetézce symbold jazyka vyrokové logiky bez jakékoliv interpretace.

O vztahu syntaktického vyplyvéni (dokazatelnosti) a sémantického vyplyvéni vypovidaji véty
o korektnost a o dplnosti. Véta o korektnosti fikd, Ze kazdd formule dokazatelnd z daného
systému predpokladi je rovnéZ sémantickym disledkem tohoto systému. Uplnost vyrokové
logiky je netrividlni charakterizace VL a vyjadiuje, Ze formule je dokazatelnd z daného systému
formuli, pravé kdyz z tohoto systému sémanticky plyne.

Pojmy k zapamatovani
e odvozovaci pravidlo, pravidlo odlouceni, modus ponens,
e predpoklady, systém formuli,
e axiom, axiomové schéma, instance schéma, axiomaticky systém,
e dikaz, dokazatelnost, syntaktické vyplyvani,
e spornost, bezespornost,
e splnitelnost, nesplnitelnost,

e korektnost, Gplnost

Kontrolni otazky
1. Z ¢eho se sklddd axiomaticky systém vyrokové logiky?
2. MiiZe byt nékdy kontradikce dokazatelnd?
3. Jaky je vztah syntaktického a sémantického vyplyvdni?
4. MiiZe byt prdzdny systém formuli sporny?

Cviceni
1. DokaZzte nésledujici tvrzeni.

(a) T je bezesporny systém, pravé kdyz —(9) = o) neni dokazatelna z T'.
(b) Pokud T' I ¢, pak existuje nekone¢né mnoho vzdjemné riznych dikazd ¢ z T'.
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(¢) PokuidTHe=vaSkFy =49 pakTUSF ¢=1.
(d) T je bezesporny, pravé kdyZ je kazdy koneény 7" C T bezesporny.

2. Bez pouziti véty o tplnosti VL dokaZte nésledujici tvrzeni.

@ AP o,

() ¢ Ap 1,

©) F(pAvY) = x,pravekdyzF ¢ = (¢ = x),

(d) THyazaroven T o, pravée kdyZ T F ¢ A .

() THop=1aziroven T - ¢ = ¢, pravé kdyz T F ¢ < .

Ukoly k textu

1. Predpokladejme, ze syntaktické vyplyvani ve vyrokové logice modifikujeme tak, Ze
budeme kromé odvozovaciho pravidla modus ponens uvazovat vzdy navic jesté jedno
z nésledujicich odvozovacich pravidel

-, o =1 ® b, o= ® o=, =1
o  pA(pVy) oAy T pAY Y '

Rozhodnéte, pro kterd z vyse uvedenych odvozovacich pravidel bude i naddle mozné
prokdzat vétu o korektnost vyrokové logiky rozsitené o dané odvozovaci pravidlo.

Reseni
1. (a) Dostdvame obménou ekvivalentnich tvrzeni z lemmy 6.9.
(b) Pokud T" = ¢ pak existuje dtiikaz 1, . . ., @ formule ¢ z T'. Necht nyni nt oznacuje
n-prvkovou posloupnost 1), . .., . Vezmeme-li posloupnosti ve tvaru ny, ¢1,..., @k,

kde v je axiom a n € N, pak kazd4 takova posloupnost je dikaz ¢ z T.
(c) Tvrzeni plyne z monotonie dokazatelnosti a z tranzitivity implikace.
(d) Pokud je T bezesporny, pak néjaka ¢ neni dokazatelna z 7', tim spiS neni dokazatelna

z kone¢ného podsystému 7. To jest z bezespornosti 7' plyne bezespornost kazdého
kone¢ného podsystému 7" C T'. Pokud je T' sporny, pak 7' F (9 = 99) to jest existuje
kone¢nd mnozina formuli {x1, ..., xx} C T takovd, Ze x1, ..., xx F =(?¥ = ¥), odtud
dostavame, Ze {x1,. .., Xk} je sporny.

2. (a) Pfipomenime, Ze ¢ A 1) chapeme jako zkratku za formuli =(¢ = —<)). Plat{

F o = (p = ) tvrzeni (6.1),

(== (p= ) = ((p = mp) = =) tvrzeni (6.4),

F (e = mp) = modus ponens,

(=) = tvrzent (6.2), tranzitivita implikace,
FlpAY) = zkratka za formuli.

Tvrzeni (b) se dokazuje analogicky jako (a), vyuZijte pfitom axiomové schéma V1.
Nyni ukdZzeme (c). Necht' = (¢ A ¥) = x. Z véty o dedukci mame ¢ A 1 F x. Navic

plati
o= ",k modus ponens,
oF (=)= véta o dedukci,
ek ((p= ) = mp) = (wp = (= ")) tvrzeni (6.4),
pFE )= T(<,0 = ﬁﬂﬁ) modus ponens,
ok = —n(SO = ) (6.3) a tranzitivita implikace,
pEY=(pAY) zkratka za formuli,
oY e AY véta o dedukci.

Nynizp, ¥ @ AYap A xdostaivime p, ¢ - x. Déle dvojndsobnym uzitim véty
o dedukci dostdvame - ¢ = (1) = x), coz bylo dokdzat.
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Predpoklddejme - ¢ = (¢ = x). Z véty o dedukci ¢, F x. Aplikaci bodi (a), (b)
dostavame ¢ A ¥ F pap A ¢ F 1. Tojest v disledku ¢ A ¢ F x. UZitim véty o dedukci
F (¢ A ©) = x, coz je pozadované tvrzeni. Dohromady jsme prokdzali platnost bodu
().

Tvrzeni (d) plyne z bodi (a), (b), véty o dedukci a uzitim - ¢ = (¢ = (¢ A ¥)).

Bod (e) je bezprostfednim disledkem (d).

Studijni cile: Kapitola studenty seznamuje se zdklady predikatové logiky, zejména se zaklad-
nimi syntaktickymi pojmy. Po prostudovani kapitoly by student mél umét Cist a zapisovat
formule v daném jazyku predikétové logiky a mél by byt schopen k dané problémové doméné
vhodné navrhnout jazyk a byt schopen popisu pozorovanych vztahi pomoci formuli.

Klicova slova: arita, atomicka formule, existenéni kvantifikator, formule, funkéni symbol,
individuum, jazyk PL, jazyk s rovnosti, konstanta, kvantifikdtor, proménnd, relacni symbol,
syntaxe, term, typ jazyka, vSeobecny kvantifikator

Potfebny ¢as: 150 minut.

6.3 Predikatova logika

Formulemi vyrokové logiky jsme formalizovali intuitivni pojem vyrok a dovedli jsme jimi
byly dédle nedélitelné, jsme oznacovali vyrokovymi symboly a vnitini strukturou téchto vy-
rokil jsme se nezabyvali. Naproti tomu predikdtova logika (PL), kterou si stru¢né predstavime
v této kapitole, formalizuje vztahy mezi individui neboli objekty, naptiklad jejich funkéni za-
vislosti, vlastnosti a vzdjemné vztahy. Oproti vyrokové logice se tedy na tvrzeni divame daleko
jemnéjSim pohledem a formule predikdtové logiky to musi pochopitelné zohlediiovat. Nyni
si na piikladu ukdZeme, co mdme konkrétné na mysli pod pojmem ,,vztahy mezi individui‘.
Napiiklad tvrzeni

,Pokud je x sudé ¢islo, pak je = + 1 liché*

je z pohledu vyrokové logiky ve tvaru implikace dvou vyrokl a je tudiz formalizovatelné
vyrokovou formuli p = ¢q. Z pohledu predikétové logiky se ale ve tvrzeni vyskytuji individua
(¢isla), jejich vlastnosti (byt sudé, byt liché) a funkéni zavislosti (z 4 1 je ndslednikem x, nebo
podrobnéji 1 oznacuje individuum a ,,4* oznacuje funkcni zdvislost dvou individui, v naSem
pripad¢ individui oznacenych x a 1). Dal$im typickym rysem je vytvéaieni vyroki kvantifikaci,
kterou ve slovnim popisu vyjadiujeme obraty ,.kazdy*, ,néjaky*, ,pravé jeden” a podobn¢.
Napiiklad ve tvrzeni

,»Kazdy ¢lovék ma otce™

3

se vyskytuje kvantifikdtor ,.kazdy*. Kdybychom si toto tvrzeni reformulovali ponékud kostrba-
téji, mohlo by znit: ,,Pro kazdého Clovéka plati, Ze ma otce*. Vazbu ,,mit otce* bychom mohli
chépat hned né€kolika zptsoby, napiiklad jako vlastnost (€lovék A ma otce), nebo tieba jako
vztah dvou individui (¢lovék B je otcem ¢lovéka A). V druhém ptipadé je navic v tvrzeni skryt
dalsi kvantifikétor: ,.ke kazdému ¢lovéku A existuje jeho otec B*. Stejné jako ve vyrokové
logice se budeme v predikdtové logice soustfedit na formu usuzovaného a budeme abstrahovat
od obsahu sdéleni.

6.3.1 Syntax predikatové logiky

Podobné jako ve vyrokové logice nejprve navrhneme formalni jazyk predikédtové logiky a poté
zavedeme formule daného jazyka. Na rozdil od vyrokové logiky vSak jazyk v predikatové

vvvvvv

Cisel, popisu struktury pocitacové sité a tak dale) je totiz obecné potieba pracovat s riznymi
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vlastnostmi a vztahy, napiiklad ,,byt sudy*, ,byt mensi nez*, nebo ,,byt propojen s danym
uzlem®, ,,mit zdlozni zdroj* a podobné. Jazyk predikatové logiky budeme definovat tak, aby
ndm vZdy jednoznacné urcoval, jaké funkéni zdvislosti, vlastnosti a vztahy budeme moci ve
formulich pouzivat. Kazdy uvaZovany jazyk predikatové logiky je proto uréen svym typem.

Definice 6.16. Typ jazyka predikdtové logiky je trojice (R, F, o), kde R je mnozina relacnich
symbolii, F je mnoZina funkcnich symbolii, kde RNF = (), o je zobrazenio: RUF — NU{0},
které kazdému rela¢nimu a funkénimu symbolu s € RU F ptidéluje jeho aritu o(s) € NU{0}.

Relacni symboly zastupuji jména pro viastnosti a vztahy, funkcni symboly zastupuji jména funkc-
nich zavislosti. Arita symbolli neformalné feceno vyjadiuje ,,pocet individui “, kterd se daného
vztahu ¢i funk¢ni zavislosti Gcastni. Pfikladem vztahu v némz vystupuje jedno individuum je
vztah (vlastnost) ,,byt sudy*, naproti tomu vztah ,,byt vétsi nez* je vztah, jehoZ se Gcastni dvé
individua a tak podobné. Je-li o(f) = 0, pak se symbol f nazyvé nuldrni, pro o(f) = 1 se
f nazyva undrni, pro o(f) = 2 se f nazyva bindrni, pro o(f) = 3 se f nazyva terndrni, pro
o(f) = 4 se f nazyva kvaterndrni a tak déle. Nuldrni rela¢ni symboly nazyvame vyrokové
symboly a v jazyku predikatové logiky maji analogickou roli jako vyrokové symboly v jazyku
vyrokové logiky — jednd se tedy o vztahy, do kterych nevstupuji Zadnd individua. Nularni
funk¢ni symboly se nazyvaji konstanty.

Jazyk predikdtové logiky typu (R, F, o) se skladd z
o (pFedmétovych) proménnych: x, vy, z, . . . riznych od symbolti z mnoZin R a F,
e mnoZiny relacnich symbolii R,
o mnoZiny funkcnich symboli F,

o symbolii logickych spojek:
- (negace), = (implikace), A (konjunkce), V (disjunkce), < (ekvivalence),

o symbolii kvantifikdtoru: ¥V (vSeobecny kvantifikdtor), 3 (existencn{ kvantifikator),
e pomocnych symbolii: zdvorek (, ).

Jazyk predikatové logiky je tedy jednoznaén€ uren svym typem. V predikatové logice se
zvlastnim zplisobem pracuje s jazyky, které obsahuji specialni bindrni relacni symbol ~ —
— symbol rovnosti. Jazykum, které obsahuji ~ fikame jazyky s rovnosti. Pro jazyk s rovnosti
jinymi slovy mdme ~ € R, kde o(~) = 2. JelikoZ je ~ vzdy bindrni symbol, nebudeme aritu
symbolu ~ dale zdiraznovat. Diivod pro rozliSeni jazykd s rovnosti objasnime v kapitole 6.5.

Priklad 6.17. Navrhneme jazyky pro formalizaci ndsledujicich tvrzeni.

(1) ,.Nékteré dopravni prostfedky maji dvé kola.”
(2) ,.Kazdy uzel v poéitacové siti ma aspori jednoho souseda.*
(3) ,.,Pokud je x sudé &islo, pak je = + 1 liché.”

Ad (1): Uvazujme jazyk s rovnosti, kde F' = {dvé, pkol}, o(dvé) = 0, o(pkol) = 1 a dale
méjme R = {~, prostredek}, kde o(prostiedek) = 1. Relaéni symbol prostiedek reprezentuje
vlastnost ,,byt dopravnim prostfedkem®, konstanta dvé reprezentuje pocet a pkol miizeme
chéipat jako funk¢ni zdvislost mezi individuem (tfeba dopravnim prostiedkem) a jeho poctem
kol. NavrZeny jazyk nenf jediny pfipustny. Stejné tak bychom v tomto piipad€ mohli navrhnout
jazyk bez rovnosti, ve kterém bude F' = ().

Ad (2): Uvazujme napiiklad F' = 0, R = {uzel, sousedi}, kde o (uzel) = 1, o(sousedi) = 2.
Unadrni relacni symbol uzel reprezentuje vlastnost ,,byt uzlem v siti*, binarni relaéni symbol
sousedi predstavuje ,,sousedsky vztah mezi dvéma uzly. ,,Sousedstvi uzli* bychom teoreticky
mohli chdpat i jako funkcni zavislost ,,uzel je sousedem daného uzlu“, v tomto piipadé by ale
na kaZzdém uzlu byl funkéné zavisly pravé jeden uzel, ktery by byl jeho sousedem, coz miize byt
nezadouci v situaci, kde je tfeba zohlednit, Ze sousednich uzli miZe byt vétsi pocet, piipadné
nemus{ byt Zadny.
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Ad (3): Nyni jiz struéné, F' = {plus, 1}, kde o(plus) = 2, 0(1) = 0 a R = {sudé, liché}, kde
shodné o (sudé) = o(liché) = 1. Upozornéme na fakt, Ze funkéni symbol 1 je pro nds konstanta,
kterou v Zddném piipadé€ nelze ztotoZriovat s prirozenym ¢islem 1. Jazyk, coby soucdst syntaxe
predikatové logiky, nema sdm o sobé Zadnou sémantickou interpretaci.

Proménné (predmeétové promenné), kterych v jazyku PL uvaZujeme vZdy nekonecné mnoho,
zastupuji jednotlivd individua. Zde ovSem zdiraznéme, Ze dvé rtizné proménné x,y mohou
zastupovat totéZ individuum. Ve tvrzenich formulovanych v pfirozeném jazyku se ¢asto setkdme
s tim, Ze ,,vyjadiujeme individua z jinych individui“ pomoci jejich vzadjemnych pFifazeni neboli
funkénich zdvislosti. Pfikladem jsou obraty typu ,,bratrovo auto®, ,,vCerejsi obéd®, ,,pfepona
pravouhlého trojihelnika o stranich z, y a z*, ,,druhd mocnina z* a podobné. V jazyku PL
mame jména funkcnich zdvislosti formalizovana funkcnimi symboly, pro ucely formalizace
funkénich vztahti mezi individui zavedeme pojem ferm.

Definice 6.18 (termy). Term jazyka PL typu (R, F, o) je definovan nésledovné:
e kazda proménnd x je term,
enecht f € F,o(f) =katy,...,t jsoulibovolné termy, pak f(t1,...,%x) je term.

Priklad 6.19. M¢&jme typ jazyka (R, F',0),kde F' = {f,qg,s},0(f) =2,0(g9) = 1lao(s) = 0.
Pak naptiklad z, s, g(x), f(x, s), f(g(g(x)), f(s, s)) jsou termy jazyka tohoto typu. Na druhou
stranu tieba f(z), f(s, f), g nejsou termy tohoto jazyka.

Pokud bychom dostali za tkol identifikovat individua ve slovnim (neformalnim) popisu, pak se
miZeme Fidit nékolika jednoduchymi pouckami. Individua jsou ve vétach ptirozeného jazyka
zastoupena podstatnymi jmény nebo jmennymi vazbami. Po rozliSeni jednotlivych individui
obsazenych ve slovnim popisu a po klasifikaci jejich vzdjemné funkéni zavislosti miizeme
stanovit v§echny funkéni symboly, které se v daném jazyku budou vyskytovat. Specidlni roli
zde hraji konstanty — nuldrni funkcni symboly, které oznacuji jednotliva ,,neménnd individua®.

Priklad 6.20. V nésledujicich vétach nalezneme individua, funkéni zavislosti a vSechna indi-
vidua formalizujeme pomoci termtl.

(1) ,,Cigaretovy kouf je nezdravy.”,
(2) ,,Rychlost kamarddova auta je v desti nizkd.”,
(3) ,.Soucet vnitinich dhli trojihelnika je 180°*,

Ad (1): V prvnim piipadé je zfejmée individuem ,.kour*. Otevienou otdzkou ale je, zda-li bychom

méli chapat slovni spojeni ,,cigaretovy kout* jako vyjadfeni funkéni zavislosti, ¢i nikoliv. To,
Ze kouf je cigaretovy, bychom mohli také chapat jako viastnost, nikoliv funkéni zavislost.

V piipadé, Ze bychom potifebovali mit tento fakt vyjadieny funkéni zavislosti, méli bychom
uvazovat funkéni symboly F' = {kouF, cigareta}, kde o(kour) = 1, o(cigareta) = 0. Funkén{
symbol cigareta je nuldrni, jednd se tudiZ o konstantu. Funkéni symbol kour je undrni, term
tvaru kour(x) chiapeme jako vyjadfeni: ,,Kouf individua z*. Term vyjadfujici slovni spojen{
,.cigaretovy kouf by pak mél tvar kous (cigareta).

Dalsi slovni obrat vyskytujici se ve vété je ,,byt nezdravy*. Tento obrat nerepresentuje Zadné
individuum ani nepopisuje Zddnou funkéni zdvislost, to jest neformalizujeme jej termem.

Ad (2): V tomto piipad€ se nabizi formalizovat termem ,,rychlost kamarddova auta v desti‘.
Individuum oznacujici rychlost je v tomto pfipadé zdvislé na dvou argumentech — na vo-
zidle a na podminkach jeho provozu. Souslovi ,kamarddovo auto pak miZeme vyjad-
fit analogicky jako souslovi ,.cigaretovy koui* v pfedchozim piikladé. To jest poloZme
F = {rychlost,auto, kamardd, dést’}, kde o(kamardd) = o(dést) = 0, o(auto) = 1
a o(rychlost) = 2. V nésledujici tabulce jsou uvedeny termy a jejich vyznam.
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kamarddovo auto auto(kamardd),
rychlost x v desti rychlost(z, dést’),
rychlost kamarddova auta v desti rychlost(auto(kamardd), dést’),

MnoZinu funkénich symbol bychom mohli zjednodusit. Napiiklad ,.kamarddovo auto* bychom
mohli oznadit jednou konstantou a podobné. Névrh jazyka a miru zjednoduseni je vZdy nutné
peclivé zvazit. Slovni spojeni ,byt nizky®, které se ve vété vyskytuje, vyjadiuje vlastnosti
(v tomto piipadé vlastnost individua reprezentujici rychlost onoho vozidla za desté), takZe se
nejednd o funkéni zavislost a vazbu proto neformalizujeme termem.

Ad (3): Zde mtiiZeme popsat termem vazbu ,,soucet vnitfnich uhli trojihelnika“. Metod, kterak
tohoto cile dosdhnout, je samoziejmé vice. Je napiiklad moZné zavést binarni funkcéni symbol
pro ,,s¢itani* a vyjadfit soucet pomoci néj. Konkrétné, kdyz polozime F' = {+}, o(+) = 2,
pak naptiklad termem +(+(z,y), z) vyjadiime pozadovanou funkéni zavislost. Termy jako
je +(+(z,y), z) obvykle pro prehlednost zapisujeme v infixové notaci, tedy ve tvaru (z +
y) + z. Dilezité je uvédomit si, Ze pouhou definici funkéniho symbolu ,,+* samoziejmé nijak
nezajistime ,,Zddné ocekdvané vlastnosti s¢itani““. Na dirovni termii nemame ani nijak zachyceno,
Ze z, y a z oznacCuji ,strany trojihelnika®. Druhou mozZnosti, jak vyjddrfit s¢itani, je zavedeni
terndrniho funk&niho symbolu. Napfiklad pro F' = {soucet_tii}, o(soucet_tfi) = 3 bychom
mohli pfedchozi fakt vyjadfit termem soucer_t7(x, y, z). Dal§im individuem muze byt velikost
thlu 180°, i kdyZ opét ji mizeme chdpat jako vlastnost ,,mit velikost 180°“.

V piedchozi ukazce jsme vidy zdiraziiovali, Ze termy samy o sobé nelze pouzit k popisu
vlastnosti individui nebo jejich vzdjemnych vztahl. K tomuto tcelu slouZi formule. Formule
jsou presnym zavedenim tvrzeni o individuich, viz ndsledujici definici.

Definice 6.21 (formule). Formule jazyka PL typu (R, F', o) je definovédna nésledovné:
e jellir € R,o(r) =naty,...,t, jsoutermy jazyka PL typu (R, F, o), pak
r(t1,...,t,) je (atomickd) formule.
e necht’ ¢, ¥ jsou formule jazyka PL typu (R, F', o) a necht’ z je proménnd, pak
0, (P AY), (9 V), (¢ = ¥), (¢ = ¥), (Va)p, (3z)p jsou formule.

NP2

Poznamka 6.22. Didle budeme pouzivat béZnou konvenci o vynechavani vnéjsich zavorek,
kterou jsme pfijali uZ v dvodu do vyrokové logiky. Pokud bude jazyk PL a jeho typ patrny
z kontextu, nebudeme jej zduraziiovat. Stejné tak jako ve vyrokové logice bychom mohli
pfijmout za zdkladni symboly vyrokovych spojek pouze —, = a vyrazy tvaru ¢ A 1, @ V
¥, ¢ < 1 bychom mohli chédpat jako zkratky za formule obsahujici pouze spojky negaci
a implikaci.

Priklad 6.23. M¢&jme jazyk s rovnosti typu (R, F o), kde F = {f,c¢}, R = {~,q,r, s},
ao(f)=10(c) =0,0(q) =0,0(r) =1, o(s) = 2. Pak naptiklad ¢, ¢ =~ f(c), r(z) =
(42)r(@), Gr)(r(f(@) A (F)r(y)), (2)By)s(z,y), (Vo) ~ =, (32)q jsou formule
jazyka tohoto typu. Na druhou stranu napiiklad z, x =~ r(x), ~f(c), (Vz)r(z,y), (3x)x nejsou
formule jazyka tohoto typu.

Vlastnosti a vztahy jsou ve slovnim popisu obvykle popisovany pridavnymi jmény a slovesnymi
vazbami. Relacni symboly maji pri formalizaci tlohu jmen, kterd oznacuji jména viastnosti
a vztahi. Mnozinu rela¢nich symboli miiZeme stanovit ze slovniho popisu jako mnoZinu vSech
vlastnosti a vztahi, které se v daném popisu vyskytuji.

Pruvodce studiem

Nyni se ujistéte, Ze chédpete, jaky je rozdil mezi termy a formulemi. Rozdil je jednim slovem
znaény. Termy slouZi k oznacovani individui, kdeZto formule reprezentuji formalizované
vypovédi o vztazich a vlastnostech individui oznacovanych termy. Oba pojmy nelze v zad-
ném pripadé michat nebo volné zaménovat.
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Priklad 6.24. Navrhnéte jazyk a nésledujici tvrzen{ formalizujte formulemi.

(1) ,,Ptéaci, kteff nelétaji, uméji rychle bé&hat.*
(2) ..Cim vice mé &lovék penéz, tim je $tastndjii.«

Ad (1): V textu se vyskytuji vlastnosti ,,1état* a ,,byt ptakem®. Souslovi ,,rychle b&hat* miizeme
chéapat jako atomickou vlastnosti, nebo jako vyjadfeni, Ze ,rychlost béhu je velkd®. V dru-
hém piipad€ ovSem musime specifikovat funkéni zdvislost mezi individuem a jeho rychlosti.
Rozebereme postupné oba dva pristupy.

Mgjme jazyk typu (R, 0, o), kde R = {ptdk, létat, rychle_béhat}, pfitom o (r) = 1 pro kazdy
r € R. Nyni mlizeme poZadovany fakt vyjadfit formuli

(ptdk(x) A —létat(x)) = rychle_béhat(x).

Pfedchozi formule neni jedind moZna formalizace tvrzeni (1). Z vyrokové logiky vime, Ze
vyrokové formule (p = (¢ = r)) a ((p A ¢) = r) jsou logicky ekvivalentni. Budeme-li se
divat na atomické formule PL jako na vyroky, pak miZeme pfedchozi fakt vyjadfit ekvivalentné
formuli

ptak(x) = (—létat(x) = rychle_béhat(x)).

Uvazujme nyni jazyk typu (R, F, o), kde F' = {rychlost}, R = {ptdk, létat, rychly} a dile
necht o(rychlost) = 1 a o(r) = 1 pro kazdy r € R. Pak miZeme pozadovany fakt vyjadfit
napiiklad formuli v tomto tvaru,

ptdk(x) = (—~létat(x) = rychly(rychlost(x))).

pfitom term rychlost(x) ¢teme jako ,rychlost individua x*. P¥iklad bychom mohli déle preci-
zovat, napriklad pojem ,,byt rychly* mtize byt chdpan kontextové. V tomto piipadé by stacilo
uvazovat relacni symbol rychly jako oznaeni pro bindrni vztah ,individuum x je pfi své
rychlosti y rychly*.

Ad (2): V tomto piipadé lze postupovat analogicky jako v predchozim. Nejprve ukdZeme
formalizaci nepouZivajici Zddné funk&ni symboly. M&jme jazyk typu (R, (), o), pfitom mdme
R = {clovék, mit_vic_penéz, byt _Stasméjsi} a o(clovék) = 1, ostatni dva relaéni symboly jsou
bindrni. Tvrzeni formalizujeme nésledujici formuli.

(¢loveék(x) A clovek(y) A mit_vic_penéz(z,y)) = byt Stasméjsi(z,y).

Pii formalizaci miZeme uvaZovat i tak, Ze pro dané individuum budeme vyjadfovat po-
det penéz, jakoZto funkéni zdvislost a oba poctu budeme klasifikovat pomoci specidlniho
relatniho symbolu. Podrobnéji, m&me jazyk typu (R, F,o), kde F = {penize} a R =
{mensi, clovék, byt _stastnéjsi’}, ptitom o (penize) = 1 a o(mensi) = 2, arity ostatnich symbold
jsou stejné jako u predchoziho jazyka. Nyni miZeme vyjadrit

(¢lovek(z) A clovek(y) A mensi(penize(y), penize(x))) = byt_Stastnéjsi(z,y).

U relaénich symboll s aritou vyss$i jak 1 musime dodrzovat smluvené poradi argumentd,
evidentni je to naptiklad u vztaht typu ,,x je otcem y* a podobné.

Nyni se pozastavime u role kvantifikdtorii V a 3. Podle definice formule PL, kvantifikdtory se ve
formulich vyskytuji vzdy ve tvaru (Vx)ep, piipadné (3z)¢, kde x je proménnd a ¢ je formule.
Zamysleny vyznam (Vx)y je ,,pro kazdé x plati ¢, zamysleny vyznam (3z)¢p ,,pro n&jaké =
plati ©* nebo jinak: ,.existuje x, pro které plati (*.
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Pruvodce studiem

Pfi zapisu kvantifikovanych formuli je tfeba davat pozor na sprdvné uzavorkovéni, napiiklad
formule (V) = ¢ md vyznam ,,pokud pro kazdé x plati ¢, pak plati ¢, kdeZto formule
(Vx)(¢ = 1) ma vyznam ,,pro kazdé x plati: pokud ¢, pak ¢*. Pofadi kvantifikdtort
také neni mozné libovolné zaménovat. Pokud bude naptiklad atomickd formule r(z,y)
oznacovat tvrzeni ,,&lovek y je otcem Elovéka z“, pak bychom formuli (Vz)(3y)r(z,y)
mohli &ist ,.kazdy clovék m4 svého otce neboli ,,pro kaZzdého ¢lovéka existuje (jeho) otec*.
Naproti tomu formuli (3y)(Vx)r(z, y) bychom nejspis Cetli ,existuje clovek, ktery je otcem
kazdého Elovéka“, coZ jsou z pohledu intuice dvé naprosto riizna tvrzeni.
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Vyskytuji-li se ve slovnim popisu vazby jako ,,vSichni (ne)jsou .. 5, ,néktefi (ne)jsou, ...
a podobné, pii vytvéfeni formuli bychom méli vhodné pouZit kvantifikdtory. Nyni si ukdZeme
vyjadfeni nékterych typickych slovnich spojeni. Uvazujme nyni dvé atomické formule r(z),
s(x), které vyjadiuji dv€ vlastnosti R a S. U nékterych obratl je v nésledujicim pifehledu
uvedeno nékolik ekvivalentnich pfepist.

Kazdé R je S. (Va)(r(z) = s(x))

Zadné Rneni S. | (Va)(r(z) = ~s(x)), (Va)=(r(z) A s(x)), =(32)(r(z) A s(x))
Nékterd R jsou S. (F2)(r(z) A s(z)), =(Vz)(r(z) = =s(z))

Nékterd R nejsou S. | (Fz)(r(z) A =s(x)), (3z)~(r(z) = s(z)), =(Vz)(r(z) = s(x))

Za pozornost stoji prepis obratu ,,néktera R jsou S*. Intuitivné by se mohlo zdat, Ze bychom
ve formuli méli pouZzit implikaci misto konjunkce. Pfi bliz§im pohledu je ale jasné, Ze formule
¥ tvaru (3z)(r(x) = s(z)) by neméla poZadovany vyznam. Tato formule totiZz vzhledem
k zamy$lenému vyznamu implikace nevylucuje situaci, pfi které ,,zadné R neni S“.

Priklad 6.25. Navrhnéte jazyk a nésledujici tvrzen{ formalizujte formulemi.

(1) ,,VSichni studenti, kromé& Petra, jsou pilni.*

(2) ,,Kazdy muz m4 otce, pokud je navic sdm otcem, jeho otec je dédeckem.*
(3) ,,Kazdé racionélni ¢&islo 1ze vyjadfit zlomkem.*

(4) ¢ &

(5)

»Existuje ptfirozené Cislo, které je vétsi neZ vSechna ostatni prirozena ¢isla.*
,.Cislo je sudé, pravé kdy? je rovno nule nebo nasleduje za lichym &islem.

Ad (1): Nejprve navrhneme jazyk. V popisu se vyskytuji dvé vlastnosti, ,,byt student™ a ,,byt
pilny“. Neménnym individuem je ,,Petr”. To jest uvaZzujme jazyk s rovnosti typu (R, F, o),
kde F' = {petr}, R = {=, pilny, student}, pfitom o (petr) = 0. Pro rela¢ni symboly mame

o (pilny) = o(student) = 1. Tvrzeni mtizeme formalizovat ndsledovné,
(V) ((student(z) A mx =~ petr) = pilny(x)).

Mohli bychom rovnéz uvazovat F' = (), jazyk bez rovnosti a vlastnost ,,byt Petrem*, to jest
R = {pilny, student, je_petr}, kde o (je_petr) = 1. Potom bychom mohli tvrzeni vyjadfit

(V) ((student(z) A —je_petr(x)) = pilny(z)).

Rozdil proti ptedchozi formalizaci je v tom, Ze v druhém piipad€ v naSi dvaze pfipouStime
obecné vic individui, kterd budou mit vlastnost je_petr. U pfedchozi formalizace se jednalo vZdy
praveé o jedno individuum, které bylo oznaceno konstantou. Na konec podotknéme, Ze pfedchozi
tvrzeni bychom mohli vyjadfit ekvivalentné i bez pouZziti univerzalniho kvantifikatoru.

Ad (2): V tomto pripadé budeme pouzivat jazyk bez rovnosti. V popisu se vyskytuji dvé
vlastnosti ,,byt muZzem* a ,,byt dédeckem®. Vztah ,,byt otcem* je pfitom bindrni, to jest jedna
se o vztah ,,x je otcem y*. Uvazujme tedy jazyk typu (R, (), o), kde R = {muZ, dédecek, otec}

121



a o(muz) = o(dédecek) = 1, o(otec) = 2. Rozeberme tvrzeni po Castech, fakt ,kazdy muz
mé otce* 1ze zapsat

(V) (muZ(x) = (3y)otec(y, x)),

formuli bychom mohli zkrdtit i na (V) (3y)otec(y, x). Pokud bychom ovSem navrhovali jazyk
pro vysetfovani vztahl riznych individui, mezi nimiz by byli muzi (ddle tfeba Zeny, auta,
dymky,...), pak bychom méli formuli zachovat v ptivodnim tvaru. Celé tvrzeni mize byt
vyjadieno nésledovné:

(Va)(muZ(x) = (Jy)(otec(y, x) A ((Iz)otec(x, z) = dédecek(y)))).

Formuli 1ze opét ekvivalentné vyjadfit i bez kvantifikace proménné z. Na piikladu si jesté
uvédomte, Ze predchozi formuli nelze nahradit formuli

(Vx)(muZ(x) = (Jy)(otec(y, z) A ((3z)otec(x, z) < dédecek(y))))

bez ztraty zamysleného vyznamu (zdivodnéte proc).

Ad (3): Ktomu, abychom formalizovali toto tvrzeni nemusime nutné ,,formalizovat aritmetiku®,
dokonce ani nemusime popisovat formulemi vlastnosti ¢isel. Sta¢i kdyZ budeme uvaZovat
vlastnosti ,,byt raciondlni ¢islo“m ,,byt celé Cislo* a zavedeme oznaceni pro individuum, které
vznikne z celoCiselného Citatele a jmenovatele — z tohoto pohledu jde o funkéni zdvislosti
individui, nikoliv o vlastnost. Podrobné&ji, uvazujme jazyk s rovnosti typu (R, F, o), kde F'
obsahuje jediny bindrni funkéni symbol zlomek a R obsahuje kromé symbolu rovnosti ~ dva

unarni relacni symboly raciondlni a celé. Nyni miZeme uvazovat formuli
raciondlni(z) < (Jy)(3z)((celé(y) A celé(z)) A © = zlomek(y, 2)),

ktera vystihuje fakt ,,x je raciondlni, pravé kdyz jej 1ze vyjadrit podilem dvou celych Cisel y
az“

Ad (4): Formalizace tohoto prikladu je velmi jednoduchd. Nenechte se prosim zmast tim, Ze
tvrzeni je ,,proti intuici®. My nezkoumame jeho obsah ¢i snad pravdivost, pouze jej formali-
zujeme formuli. Struktury, ve kterych bude tato formule pravdiv4, nemuseji svymi vlastnostmi
korespondovat s naSimi predstavami o vlastnostech pfirozenych Eislech. Mizeme uvazovat
jazyk s rovnosti typu (R, 0, 0), kde R = {=, ¢islo, mensi}, kde o(c¢islo) = 1, o(mensi) = 2.
Nyni mame formuli,

(Fz)(&islo(xz) A (Yy)((Cislo(y) A my ~ x) = mensi(y,x))).

V predchozi formuli nelze vynechat univerzalni kvantifikaci (Vy), pokuste se zdtivodnit prog.

Ad (5): Pti formalizaci aritmetiky se Casto zavadi konstanta 0 a unarni funkéni symbol s, ktery
ma vyznam ,,ndsledovnika“. Pracujeme tedy s jazykem, kde {0, s} C F,0(0) =0ao(s) = 1.
Term 0 miZeme chépat jako oznaceni pro nulu, term s(0) pro jednicku (ndslednik nuly), s(s(0))
pro dvojku a tak podobné. Reprezentace ptirozenych ¢isel (véetné nuly) pomoci slozenych termt
se vyuziva napiiklad v logickych programovacich jazycich. Pro naSe dcely formalizace tvrzeni
z bodu (5) zvolime jazyk (R, F, o) s rovnosti tak, ze F' = {0, s}, R = {~, sudé, liché}, kde
0(0) =0, 0(s) = 1ao(sudé) = o(liché) = 1. Nyni miZeme tvrzeni formalizovat

sudé(z) < (x =~ 0V (y)(x = s(y) A liché(y))).
Za pozornost stoji vyjadieni obratu ,,je ndsledovnikem lichého ¢isla“. V pfedchozi ukdzce jsme

jej vyjadiili podformuli (Jy)(z ~ s(y) A liché(y)). Jinymi slovy, = je ndsledovnikem lichého
¢isla, pravé kdyz existuje liché y takové, Ze z je rovno s(y).
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Shrnuti

Predikétova logika formalizuje usuzovani o vztazich individui, na rozdil od vyrokové logiky lze
v predikatové logice formalizovat i strukturu vyrokut. Zakladnim pojmem syntaxe predikatové
logiky je jazyk PL a jeho typ, kterym je jazyk jednoznacné urcen. UvaZovany typ jazyka je

vzdy

vztazen k popisované problémové doméné. Formule predikatové logiky se sklddaji z pro-

ménnych, dale z funkénich a rela¢nich symbold, ze symbolli pro kvantifikdtory a ze symbola
pro logické spojky a z pomocnych symbold. Termy formalizuji funkéni vztahy mezi individui,
formule formalizuji vypovédi o vztazich mezi individui.

Pojmy k zapamatovani

typ jazyka,

relaéni symbol, funkéni symbol, arita,

konstanta, proménné,

vSeobecny kvantifikdtor, existenéni kvantifikétor,
rovnost, jazyk s rovnosti,

term, formule

Kontrolni otazky

1.

AN

Cim se li§i vyrokovd logika od predikdtové logiky?
Cim se odlisuje jazyk PL od jazyka VL?

Co je to arita symbolu?

Jak lze chdpat nuldrni funkcni a relacni symboly?

Jaky je rozdil mezi termem a formuli?

Cviéeni

1.

Uvazujme jazyk predikdtové logiky typu (R, F,o), kde F = {f,g9,h}, R = {r,s}
ao(f) =o(h) =0(r) =1,0(s) =2, 0(9) = 3. Rozhodnéte, které z nésledujicich
vyrazi (ne)jsou formule tohoto jazyka a zdivodnéte proc.

f(=), r(f(x)), (Vo)r(z) = s(z, h(z)), (Va)(r(z) = —r(z)),
(V) ~h(z), s(g(z, 2, h(x))), s(h(z), h(f(2))), s(z,x) = (Vy)s(z, ),
(Vo) (Vy)=r(g(z,y,2)), r(=r(z)), r(y) = (Vs)s(z,y), ~(Va)(k(z) = r(2)).

. Navrhnéte jazyk a formalizujte slovné€ popsand tvrzeni formulemi.

(1) ,.Nejlepsi programovaci jazyk je Scheme.*,
(2) ,,Cim jsou programy v&tsi, tim vice obsahuji chyb.*,
(3) ,.Existuje pravé jedno sudé prvocislo.”.

Ukoly k textu

1.

Uvazujme jazyk s rovnosti typu (R, F, o), kde
F = {matka, otec}, R = {=, ¢lovék, muz , manZel},

o(matka) = 1, o(otec) = 1, o(¢lovék) = 1, o(muz) = 1 a o(manZel) = 2. Funkéni
symboly budeme interpretovat jako ,,matka/otec daného individua®, relacni symboly
¢lovek a muZ oznacuji vlastnosti individui a konecné manZel je binarni vztah ,x je
manZzelem y*. Slovné popiSte zamysleny vyznam nasledujicich formuli.

(Vz) (muz(z) = clovek(x)), Clovek(z) A ~muz(z),
Clovek(x) = muZ(otec(x)), manZel(z,y) = ~manZel(y, x),
manZel(z,y) A (3z)otec(z) =~ =, x ~ matka(y) = muZ(y).

123



2. Uvazujte jazyk stejného typu jako v predchozim tkolu a pomoci formuli vyjadiete
nésledujici ,,vlastnosti lidi* a ,,rodinné vztahy*.

,,L je sirotkem* ,,»L nema zadné sourozence*

) )
,»Z &Y jsou sourozenci, .2 je nevlastnim sourozencem y*,
X je Svagrem y. T je stryc nebo teta y*,

Reseni

1. f(z) neni formule (je to term); r(f(x)) je atomickd formule; (Vz)r(x) = s(z, h(z))
je formule; (Vz)(r(x) = —r(z)) je formule; (Vz)—=h(z) neni formule; s(g(x, z, h(z)))
neni formule; s(h(z), h(f(z))) je atomicka formule; s(x, z) = (Vy)s(z, z) je formule;
(Vx)(Yy)—=r(g(x,y, 2)) je formule; r(—r(z)) neni formule; r(y) = (Vs)s(x,y) neni
formule (nelze kvantifikovat ,,pfes relaéni symbol“); =(Vx)(k(x) = r(z)) neni formule
(K neni relacni symbol).

2. Ad (1): R = {progj,lepsi_progj}, F' = {Scheme},
o(progj) = 1, o(lepsi_progj) = 2, o(Scheme) = 0; formule:

(Vzx)(progj(x) = lepSi_progj(Scheme, x)).

Ad (2): R = {prog,vétsi}, F = {velikost, p_chyb},
o(prog) = o(velikost) = o(p-chub) = 1, o(vétsi) = 2; formule:

(prog(x) A prog(y)) = (vétsi(velikost(x), velikost(y)) = vétsi(p_chyb(x), p_chyb(y))).

Ad (3): Jazyk s rovnosti, kde R = {~, sudé, prvocislo}, F = ),
o(sudé) = o(prvocdislo) = 1; formule:

(3z)((sudé(x) A prvocislo(x)) A (Yy)((sudé(y) A prvocislo(y)) = = = y)).

Studijni cile: Po nastudovan{ této ¢asti by student mél mit znalosti zékladnich sémantickych
pojmd predikatové logiky. Student by mél chapat interpretaci jazyka predikatové logiky a s tim
souvisejici pojmy. Ddle by mél znét zdkladni pravidla pro prici s kvantifikdtory a mit piehled
o mezich predikatové logiky a dal$ich logickych kalkulech.

Klicova slova: individuum, funkce, hodnota termu, epistemicka logika, fuzzy logika, interpre-
tace jazyka, logiku Casu, model teorie, modalni logika, nerozhodnutelnost, objekt, ohodnoceni
proménnych, pravdivostni hodnota formule, relace, rovnost, sémantické vyplyvani, sémantika,
struktura, tautologie, tautologie ve struktufe, temporalni logika, teorie, univerzum, zobrazeni

Poti‘ebny ¢as: 150 minut.

6.3.2 Sémantika predikatové logiky

Jazyk predikatové logiky je ur€en svymi relaénimi a funkénimi symboly spolu s definicf jejich
arity. Z té€chto symboli spolu se symboly proménnych, logickych spojek a kvantifikatorl se
sklddaji termy a formule daného jazyka. Je zcela v souladu s ofekdvanim, Ze samotné termy
a formule jsou syntaktické pojmy a nemaji Zadny vyznam, to jest term sdm o sobé nemd Zadnou
hodnotu, formule sama o sobé nemd Zadnou pravdivostni hodnotu. To je dobfe patrné napiiklad
u termu = + 0: intuitivné je jasné, Ze k tomu, abychom mohli uvaZovat hodnotu tohoto termu,
musi mit pfifazenu néjakou hodnotu proménnd x a dile musime interpretovat symboly + a 0,
coZ uz mozna na prvni pohled tak ,,prihledné* neni. Kdybychom uvaZovali term 0 + 0, n¢které
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étendfe by to mohlo intuitivné svddét k jeho automatické interpretaci pfirozené pouZivané
v matematice. Z pohledu logiky vSak nelze fict, Ze hodnota termu 0 4 0 je 0! Term 0 + 0 je jen
posloupnosti tff symbold, nic vic, pfitom 0 je symbol konstanty, + je bindrni funkéni symbol,
ktery jsme zapsali v infixové notaci.

Interpretaci funkcnich a relacnich symbold se zabyva sémantika predikdtové logiky, kterou se
budeme zabyvat nyni. Volné feceno, sémantika PL pfifazuje vyznam funkénim a relaénim sym-
boltim, pfitom ti¢elem je, aby v§echny symboly mohly mit libovolnou smysluplnou interpretaci.
Co tim mame na mysli? Nejprve zvolime vhodné univerzum M, to jest, neprdzdnou mnoZinu
elementu, které jsou pro naSe Gvahy relevantni. V tomto univerzu pfifadime vyznamy relacnim
a funkénim symboliim daného jazyka — pro kazdy relacni symbol jazyka ur¢ime konkrétni relaci
v M, kterou tento rela¢ni symbol bude oznacovat, a pro kazdy funkéni symbol jazyka uréime
konkrétni funkci v M (to jest zobrazeni v M) kterou tento funkéni symbol bude oznacovat.
Vsimnéte si, Ze intuitivni interpretace pojmi relace a zobrazeni uvedend v kapitole 2.1 souhlasi
s vyznamem, ktery jsme pfisoudili relacnim a funkénim symboliim v kapitole 6.3.1. Volbou
univerza, relaci a funkci provedeme interpretaci jazyka — je tedy vcelku jasné, Ze jeden jazyk
predikatové logiky ma mnoho mozZnych interpretaci.

Zvolime-li interpretaci jazyka, zbyva v termech a formulich jesté jeden typ symbold, které dosud
nejsou interpretovany — proménné. Interpretaci proménnych definuje tak zvané ohodnoceni
proménnych, které kazdé proménné jazyka ptifadi néjaky element uvazovaného univerza. Zde
prosim neplést pojmy pravdivostni ohodnoceni, coZ je pojem ze sémantiky vyrokové logiky
a ohodnoceni proménnych, coZ je pojem ze sémantiky predikatové logiky! Tyto pojmy nelze
zamétovat. Je opét jasné, Ze pfi dané interpretaci jazyka existuje celd fada moznych ohodnoceni
proménnych. Zvolime-li interpretaci jazyka a ohodnoceni proménnych, teprve pak se miizeme
ptat po hodnotéch termti a pravdivosti formuli.

Pruvodce studiem

Vztah syntaxe a sémantiky predikatové logiky je analogicky vztahu syntaxe a sémantiky
programovacich jazyki. Syntaxe popisuje pouze tvar, v PL je to pfipustny tvar termt a for-
muli, v programovacim jazyku je to pripustny tvar programu v daném jazyku. Sémantika
dava vyznam syntaktickym objektim: sémantika PL. ddva vyznam termiim a formulim, sé-
mantika programovacich jazykd dava vyznam jednotlivym konstruktim jazyka. Sémantika
je ale principidlné nezavisld na syntaxi, coz je dobrfe vidét pravé u programovacich jazyka.
Napriklad vyraz ,,a=b+1; “ ma ve standardu programovaciho jazyka C vyznam prifazo-
vactho prikazu (,,do pamétového mista a pfifad hodnotu vzniklou vyhodnocenim b + 1%),
kdezto ve standardu jazyka Metapost ma vyznam deklarace linedrni rovnice (,,hodnota a
je rovna hodnoté b + 1°).

Vratme se k naSemu piikladu, to jest k termim 0 + 0 a 0 4 x. Jsou to termy Vv jistém jazyku,
kterému jsme se zatim nevénovali. Jazykem, ve kterém lze vyjadfit tyto termy, miZe byt
napiiklad jazyk typu (R, F, o), kde R = {<}, FF = {0,+} a < je bindrni, 0 je nuldrni a +
je bindrni. Zvolme jednu interpretaci tohoto jazyka: univerzem M necht je mnoZina Z vSech
celych ¢isel, binarni relaci v Z, kterou oznacuje bindrni relacni symbol < necht’je obvykla relace
,,mens$i nebo rovno* (oznacme ji §M), konstantou v Z, kterou oznacuje nuldrni funkéni symbol
0 necht je &islo nula (ozna¢me jej O™), bindrni funkei v Z, kterou oznacuje bindrni funk&ni
symbol + necht je obvyklé s¢itani (ozna¢me ho +M). Zvolme déle interpretaci proménnych:
necht proménnym z a y jsou po fadé pfifazeny hodnoty 5 a —100, dal§im proménnym pfifadime
libovolné hodnoty.

Pii takové interpretaci je hodnotou termu 0 + 0 &islo nula (0™ +™ 0M), hodnotou termu z + 0
je &islo pét (5 +M 0M). Formule 0 < x je pfi dané interpretaci pravdiva, nebot &islo, které je
oznaceno symbolem 0, to jest ¢islo nula, je v relaci ,,mensi nebo rovno* s ¢islem oznacenym
symbolem z (symbolicky 0M <M 5). Z podobného diivodu (zatim ovsem zdiivodiiujeme
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pouze intuitivné) je pravdiva formule 0 < z = y < y + z, ta je dokonce pravdiva pfi
jakékoli interpretaci proménnych. Zménime-li interpretaci proménnych tak, Ze proménné x
bude pfifazeno ¢islo —10, bude formule 0 < z nepravdiva.

VySe uvedend interpretace jazyka vSak neni jedind moZnd. Jinou interpretaci dostaneme,
zménime-li nasi pivodni interpretaci tak, Ze symbol 0 bude oznacovat ¢islo 1. Pfi této in-
terpretaci bude hodnotou termu 0 + 0 ¢islo 2. Zcela jinou interpretaci dostaneme, zvolime-li za
univerzum mnozinu vsech ¢tvercovych redlnych matic, a oznacuji-li symboly <, 0, 4+ po fadé
relaci rovnosti matic, matici sklddajici se ze samych nul, a operaci ndsobeni matic. Intuitivni
pojem interpretace jazyka nyni presné zavedeme.

Definice 6.26 (struktura). Struktura pro jazyk typu (R, F, o) je trojice M = (M, RM  FM),

kterd sestdvd z neprdzdné mnoziny M, a ddle z mnoZin
RM:{TMQM”]TER,U(T):n},
FM:{fMZMnHM‘fGF,O'(f):TL}.

Pokud ~ € R, pak ~ interpretujeme vzdy relaci identity, to jest =™ = wy; = {(u, u) |u € M}.

Poznamka 6.27. Jinymi slovy, struktura M pro jazyk typu (R, F, o) je systém relaci a funkc{
na jisté mnoziné M, pfitom ke kazdému n-arnimu relacnimu symbolu r € R je ve struktufe
M odpovidajici n-arni relace 7™ € RM na M a ke kazdému n-drnimu funkénimu symbolu
f € F je ve struktufe M odpovidajici n-arni funkce fM € FM v M. Nehrozi-li nebezpe&i
nedorozuméni, budeme nékdy vynechdvat horni indexy a misto 7™ a fM piSeme jen r a f.
Priklad 6.28. (1) Uvazujme jazyk typu (R, F, o), kde R = {p,d, b, s}, F = (), rela¢ni symboly
p,d, b jsou undrni, s bindrni. Necht M je mnoZina vSech lidi z né¢jakého regionu. Definujme
relace pM, dM, M M pigledovng: pM, dM M jsou unarnf relace, to jest podmnoZziny M,
definované

p™M = {m € M | m ma sty pifjem vy3§i nez 17 tis. K&/més.},

d™ = {m € M | m splaci pravideln& méné& neZ 5 tis. K&/més.},

™M = {m € M | m na Zivobyti zbyvé vice nez 8 tis. K&/més.}

a sM je binarn{ relace
sM = {(my,ma) € M x M | my amy jsou manZelé.}

Pak M = (M, RM, 0), kde RM = {p™M d™ M, sM} je struktura pro vySe uvedeny jazyk.
(2) Jinou strukturu pro jazyk z bodu (1) dostaneme, pozménime-li strukturu uvedenou v (1) tak,
Ze

p™M = {m € M | m ma sty pifjem vy3§i nez 40 tis. K&/més.},

M

bM

= {m € M | m spléci pravidelné méné& nez 2 tis. K&/més.},
= {m € M | m na Zivobyti zbyva vice neZ 35 tis. K¢/més.}
a sM je bindrni relace sM = {(m1, m2) € M x M | m; a mz nejsou manZelé.}.
(3) Dalsf{ strukturu pro stejny jazyk dostaneme, zvolime-li naptiklad:

M ={a,b,1,2}, pM = {a, b}, d™M = {1,2}, M = 0, sM = {(a, ), (1,2) }.

(4) Uvazujme jazyk typu (R, F,0), kde R = {p, <}, F' = {c, o}, ¢ je nularni, p je undrni, <
a o jsou bindrni. Necht M = Z, to jest M je mnoZina vSech celych ¢isel. Definujme relace
p™ (undrni, to jest podmnozina M), <M (bindrni) a funkce ¢™ (nuldrni, to jest vybrany prvek
z M) a oM (bin4rni) nasledovné:

p™M = {m € M | m je v&ti nebo rovno nule},

<M — {{my,ms) € M x M | m; je meni nebo rovno ms},
M

c” =0,

M
m1 o my = m1 + my,
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to jest cM je &islo nula a oM je operace séitani celych &isel.

(5) Jinou strukturu pro jazyk z predchoziho bodu dostaneme, pokud zménime vyse uvedenou
strukturu tak, 7e M = 1, pifpadné jesté definujeme m; o™ my = my - mo (ndsobeni celych
Cisel).

(6) M&jme neprazdnou mnozinu znakd X, kterou nazveme abeceda. Retézec nad abecedou je
libovolna kone¢na posloupnost znakl z ¥. Napfiklad 00101, 111, 01010101 jsou fetézce
nad abecedou ¥ = {0, 1}, napfiklad eter, keprt, krep, krtek, petr, pretrpet, p,
ret, tep, tttprt, etetet,...jsoufetézce nad ¥ = {e, k,p, r, t }. Prdzdnou posloupnost
znakd z ¥ oznalujeme & a nazyvame ji prdzdny Fetézec. Pro fetézce wi a wo uvazujeme
fetézec wiwe, ktery vznikne jejich zretézenim (to jest ,,slepenim‘) v tomto poradi. Zfetézenim
libovolného fetézce s prazdnym fetézce ziskame opé€t vychozi fetézec, to jest we = ew = w.
Dals{ strukturou pro jazyk z bodu (4) mizZe byt struktura s nosi¢em

M = {w | w je fetézec znakil nad abecedou ¥ = {0, 1}},

kde

p™M = {w € M | w je fetézec, ktery m4 stejny pocet znakd 0 a 1},
M
<

M=¢,

= {{w1,w2) € M x M | fetézec w; je kratsi neZ fetézec wa },

w1 oM w2 = Wiz,

to jest cM oznacuje prazdny fetézec a o™ je operace zfetézeni fetézci.

(7) Dalif strukturou pro jazyk z bodu (4) je struktura s nosicem M = {a,b}, pM = {a,b},
<M= {{a,a), (b,b), (b,a)}, M = ba operace o™ je ddna ndsledujici tabulkou.

oM g b
a |a b
b la a

Jak tedy vidime, k danému jazyku predikédtové logiky existuje nekone¢né mnoho struktur.
Variabilita je ddna jednak nosicem M, ktery miiZe mit libovolny pocet prvki, dile kazdy
relaéni symbol r miiZe byt interpretovén libovolnou relaci +™ piislusné arity a koneéné kazdy
funkéni symbol f miZe byt interpretovan libovolnou funkei f™ piislusné arity.

Necht M je struktura pro jazyk typu (R, F, o). M-ohodnoceni proménnych je zobrazeni v
pfifazujici kazdé proménné = prvek v(z) € M. Jsou-li v a v’ ohodnoceni a x je promé&nné,
piSeme v =, v" pokud pro kazdou proménnou y # z je v(y) = v'(y), to jest v a v’ se lis{
nejvySe v tom, jakou hodnotu pfifazuji proménné x. Pokud to nebude na Gjmu srozumitelnosti,
M-ohodnoceni proménnych budeme stru¢né nazyvat M-ohodnocent, ptipadné jen ohodnocenid.

Definice 6.29. Necht v je M-ohodnoceni. Hodnota ||t||y;, € M termu t v M pii v je
definovéna:

[I£]] = v(@) pokud je ¢ proménnd x,
M,v fM(HtlHM,va-..,HtkHMﬂ,) pokud je ¢ ve tvaru f(t1,...,1tx).

Poznamka 6.30. Uvédomme si, pti dané struktufe M a pfi daném M-ohodnoceni v je podle de-
finice 6.29 kazdému termu ¢ pfifazena pravé jedna hodnota ||¢|| ,, z univerza M. Z definice 6.29
je dale patrné, Ze hodnota [|t||,; , nezdvisi na hodnotach pfifazén}’/ch ohodnocenim v t€m pro-
ménnym, které se v ¢ nevyskyiujf. Jinymi slovy, pro kazdd M-ohodnoceni vy, vs spliujici
v1(z) = v2(z) pro kazdou proménnou z vyskytujici se v termu ¢, mdme ||¢([yg ., = [[tllng.0,-
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Priklad 6.31. Vezmeme-li strukturu M z bodu (4) pfikladu 6.28 a budeme-li uvazovat term
(x o (coy)) o x, pak pfi ohodnoceni v, kde v(z) = 10, v(y) = 50 mame

[(zo(coy))owlly, = llzo(coy)ln, + I#lmy =
= ([#llyg, + lle o yllng,) + [l =
[2llne + (el + [1Ylne) + 12l =

= (
= (v(@) + (M +v(y))) +v(z) =
= (10 + (0 + 50)) + 10 = 70.

Vsimnéte si, Ze pokud vezmeme ohodnoceni v/, kde v'(z) = v(y) a v'(y) = v(z), pak
|z o yllpg o = |l 0 Yllag.,- To ale obecné neplati v kazdé struktufe pro tento jazyk. Vskutku,
kdybych07m vzali strukturu z bodu (6) téhoZ prikladu, coZ je jind struktura pro tentyZ ja-
zyk, pak bychom pfi ohodnocenich v(z) = 0, v(y) = 1, av'(y) = 0, v'(z) = 1 méli
lzoyllpg, = 01 # 10 = ||z oy|lpg,- Vratime-li se k termu (z o (c o y)) o z, pak jeho
hodnota v této struktufe pfi v bude ||(z o (coy))ox|p, = 0610 = 010. Necht M je struk-
tura z bodu (7) piikladu 6.28 a uvazujme M-ohodnocenf v, kde v(z) = b a v(y) = b. Pak
[(zo(coy))ozly, = (boM(boMb))oMb=(boMa)oMb=aqoMb=0».

Nyni midZeme definovat pravdivostni hodnotu formule ve struktufe pfi daném ohodnoceni.

Definice 6.32. Pravdivostni hodnota |||y ,, formule o v M pfi M-ohodnoceni v je definovdna

e pro atomické formule:

_ [1 pokud <”t1HM,U ey thHM,v> erM
v, =

ti1.....1
It tn 0 jinak.

e pro formule p a ¥ je

=@l = = el
le = Ylvw = llve = 1Pl
a analogicky pro ostatni bindrni spojky A, V, <.

e pro formuli ¢ a proménnou z je

_ {1 pokud pro kazdé v takové, ze v =, v, plati |||y, = 1
I)ela, = { o o
1 pokud existuje n&jaké v’ takové, Ze v’ =, v a plati ||¢|/yr, = 1,
H(EILU)SOHM,U = 0 jinak. '

Je-li [|¢]|pg, = 0. fikdme, Ze formule ¢ je nepravdivd ve struktue M pFi ohodnoceni v. Je-li
llellpt, = 1, fikdme, Ze formule ¢ je pravdivd ve strukture M pFi ohodnocent v.

Pruvodce studiem

3

Uvédomte si, Ze fict ,,formule ¢ je pravdivd® nemd smysl, protoZe pravdivost ¢ vztahujeme
vzdy k néjaké strukture pii nékterém ohodnoceni proménnych. BéZné sice fikame napriklad
Hformule (Vz)(Vy) z < x + abs(y) je pravdivd®, ale to je zpisobeno tim, Ze implicitné
néjakou strukturu predpokladame podle kontextu, ve kterém formuli uvazujeme. Napiiklad
v matematické analyze jde vétSinou o ¢iselné struktury, napfiklad reédlnd ¢isla s béZnymi
relacemi (,,mens$i nebo rovno*) a operacemi (,,s¢itdni redlnych Cisel®, ,,absolutni hodnota“).

Stejné jako u ohodnoceni termil si uvédomme, Ze podle definice 6.32 je pfi danych M a v
kazdé formuli pfifazena prave jedna hodnota |||y - Rozebereme-li definici 6.32 po dstech,
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[r(t1, .- tn)llv, = L praveékdyZn-tice ([[t1][pg, 5 - - -5 [[Enllng,) Prvki

till v, 2 M pattido
n-arni relace ™. Vyznam symboli logickych spojek se definuje pomoci piislusnych logickych
operaci stejné jako ve vyrokové logice. Definice 6.32 ddle fika, Ze (Vz)p je ve struktuie M
pfi v pravdivd, pravé kdyz je ve struktufe M pravdiva formule ¢ pii kaZzdém ohodnoceni v/,
které vS§em proménnym rtiznym od z pfifazuje stejné prvky jaké jim pfifazuje v. To je pravé
zamysleny vyznam vSeobecného kvantifikdtoru: ,,pro kazdé x plati ¢, to jest (Vx )y je pravdiva
pri daném ohodnoceni, pokud je ¢ pravdiva i v pripadé, kdy za x ,,dosadime libovolny element
z univerza“. Existen¢né kvantifikovana formule (3z)¢p je pravdiva ve struktufe M pfi v, pravé
kdyz je ve struktufe M pravdivd formule ¢ aspoii pii jednom ohodnoceni v’, které viem
proménnym riznym od x pfifazuje stejné prvky jaké jim piifazuje v. To opét koresponduje se
zamySlenym vyznamem existenéniho kvantifikdtoru: (3z)¢ je pravdiva pti daném ohodnocent,
pokud je ¢ pravdiva v pfipadég, kdy za x ,,dosadime néktery element z univerza®.

Existencni kvantifikace je na intuitivni drovni nahraditelnd v§eobecnou kvantifikaci a negaci.
Tvrzeni ,.existuje x, pro které plati ©* 1ze slovné vyjadfit ,,neni pravda, Ze pro kazdé x neplati
©*“. Nyni si ukdZeme, Ze tento vztah lze prokdzat i na formdlni drovni. UvaZujme formuli
—(Vx)mp a uvazujme jeji pravdivost pfi M-ohodnoceni v: Hﬂ(Vx)—ngoHM’v = 1, pravé kdyz
[(Vz)=¢llpg,, = O, dle definice 6.32 mdme

1 pokud pro kazdé v’ takové, ze v/ =, v, plati |||y, = 1,

(V@) >l = {o jinak,

coZ lze rozepsat nasledovné

1 pokud pro kazdé v’ takové, ze v' =, v, plati |||y, =0,
0 pokud existuje v’ takové, ze v/ =, v aplati ||¢|y s =1,

() wpllng = {

tedy [|(Vz) =Ny, = 0, pravé kdyZ existuje o' takové, Ze v’ =, v a plati [|¢[lyg, = 1, coZ
je praveé kdyz [|(3z)ep|lpg, = 1. Existen¢né kvantifikovanou formuli (3z)¢ tedy lze chépat
jako zkratku za formuli =(Vz)—=p. Analogicky lze ukézat, Ze formuli (Vx)¢ bychom mohli
chdpat jako zkratku za —(3z)—p. V predikdtové logice proto byva zvykem pfijmout pouze
vSeobecny kvantifikdtor V. Existencni kvantifikdtor potom chidpeme jako odvozeny. Svym
zplsobem je tento pocin analogicky situaci, kdy jsme za zdkladni logické spojky vzali pouze
negaci a implikaci.

13
1

Nyni budeme zkoumat platnost formuli ve struktufe ,,pfes vSechna ohodnoceni* a konecné

platnost formuli ,,pfes vSechny struktury*.

Definice 6.33. Formule  se nazyva pravdivd ve strukture (tautologie ve strukture) M, jestlize
llellpr, = 1 pro kazdé M-ohodnoceni v. Formule ¢ se nazyva tautologie, jestlize je ¢
tautologie v kazdé struktuie M.

Ackoliv jsme to v pfedchozi definici jiZ explicitné nezdiraziniovali, je pofdd nutné chapat pojmy
formule a struktura vZdy k jistému jazyku. Napiiklad u pojmu tautologie tedy vyZadujeme,
aby formule ¢ jazyka typu (R, F, o) byla pravdivé v kazdé struktufe pro jazyk typu (R, F, o).
Jisté by nemélo smysl vyZadovat ,,platnost ve struktufe jiného jazyka®, protoze takovy pojem
jsme nezavedli — intuitivné je jasné, Ze pokud bychom uvazovali naptiklad formuli ¢ jazyka
typu (R, F, o), tak ¢ nemusi byt obecné formuli chudsiho jazyka, to jest jazyka vzniknuvsiho
z (R, F, o) odebranim n&kterych rela¢nich a funkénich symbold.

Priklad 6.34. (1) M&me jazyk typu (R, F,o), kde F = (), a R obsahuje jediny undrni
relacni symbol r. Méjme strukturu M pro tento jazyk jejimz nosi¢em je dvouprvkovd mnoZina
M = {a,b} ar™ = {a}. Atomick4 formule r(z) je pravdiva ve struktufe M pfi ohodnocen{
v, kde v(z) = a. Na druhou stranu, pokud v(z) = b, pak ||r(z)|y;, = 0. To jest r(z) nenf
pravdiva ve struktufe M. Ddle tieba formule (3x)r(x) je pravdiva ve struktufe M (rozmyslete
si pro¢). Na tomto piikladu si v§imnéme jesté jedné véci, ve struktufe nemusi byt pravdiva
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obecné ani ¢, ani jeji negace . Pikladem jsou pravé formule r(x) a «r(x) a vySe uvedend
struktura M.

(2) Uvazujme jazyk typu (R, F,c),kde F = () a R = {r, s}, r i s jsou undrni. M&jme formuli
(Vz)(r(z) = s(x)) = ((V)r(z) = (Vz)s(x)).

UkaZeme, Ze tato formule je tautologie. Budeme postupovat sporem, to jest predpokladejme,
Ze existuje struktura M a M-ohodnoceni proménnych v pfi kterém je vySe uvedend formule
nepravdiva. Pak tedy [|(Vz)(r(z) = s(z))|ly, = 1 a [[(Vo)r(z) = (Vo)s(z)|lyr, = 0, to
jest musi platit ||(Vz)r(z)|y, = 1, ale ||(Vx)s(:x)||MU = 0. Existuje tedy v’ =, v takové,
Ze ||r(z) = s(@)llpgy = 1 7(@)|lpgy = 1@ [|8(z)][pr = O coZ je ve sporu s tim jak
jsme zavedli logickdu operaci —. (VJ:)(T(:U) = s(x)) N ((Vz)r(zx) = (Vz)s(x)) je tedy
tautologie.

Definice 6.35. Teorie v jazyku PL typu (R, F, o) je libovolnd mnozina 7" formuli jazyka tohoto

typu. Struktura M jazyka typu (R, F, o) se nazyva model teorie T, pisSeme M E T, jestlize
kazda formule z T je pravdiva v M.

Pruvodce studiem

Pojem teorie je zcela pfirozeny. Bézné se fika ,,Podle ma teorie. . . *, ,,S tvoji teorii nesou-
hlasim* a podobné. Pfitom teorii rozumime soubor tvrzeni, které dand osoba zastdvd, nebo
ze kterych pfi svych tvahich vychazi. Soubor tvrzeni v predikatové logice predstavuje
mnoZina formuli. RovnéZ pojem model je ptfirozeny a Casto se vyskytuje v béZné komu-
nikaci. Napriklad obratem ,,Pfedstavme si (modelovou) situaci, kdy . . . “ chceme vyjadrit,
abychom se soustfedili na néjaky konkrétni model jisté teorie.

Priklad 6.36. (1) Uvazujme jazyk s rovnosti typu (R, F, o), kde F' = {c}, R = {~,r}, cje
nulérni a r je bindrni. UvaZujme teorii 7" tohoto jazyka, kterd obsahuje nésledujici ¢tyfi formule

(Vz)r(z, ),
(Vz)(Vy)((r(z,y) Ar(y,z)) = z = y),
sz;(fy)(?)((r(% y) Ar(y,z)) = r(x, 2)),

Snadno nahlédneme, Ze prvni ze tfi formuli popisuji reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu relace
™ v kazdém modelu M E T. To jest v kazdém modelu M E T je ™ uspotadani. Ctvrtd
formule zajistuje, Ze (cM, m) € rM pro kazdy element m € M. To jest cM je konstanta, jejiz
hodnotou je nejmensi prvek M vzhledem k usporddani ™. Jinymi slovy, M je modelem T,
pravé kdyz je r™ usporddani s nejmensim prvkem c™. Teorii 7' bychom tedy mohli chépat
jako ,.teorii usporadani s nejmensim prvkem®. Konkrétnim modelem je napriklad struktura M,
kde M = N, rM = {(m,n) | m d&li n beze zbytku} a c™ = 1.

(2) Kdybychom ™ 7z piedchoziho bodu zménili tak, Ze 7™ by bylo pfirozené uspofadani &isel
(tak jak jej chidpeme v matematice), vyslednd struktura by byla opét modelem 7'. Kdybychom
ale napiiklad zménili univerzum: M = Z a r™ by bylo pfirozené uspotadani celych &isel, pak
by se jiZ nejednalo o model, protoZe v ném neexistuje Zddné individuum, které je nejmensi
vzhledem k pfirozenému uspofddani celych Cisel — v této struktuie by tim padem formule
(Vx)r(c, z) nebyla pravdiva nehledé na interpretaci konstanty c. Mohli bychom ale udélat
nasledujici trik: polozime M = Z U {m}, kde m je n&jaky symbol rizny od vSech celych &isel.
Dile definujeme ¢c™ = m a r™ = {(a,b) | a je m nebo a < b}. Potom je M opét model 7.
Element m, ktery jsme ptidali do mnoZiny celych Cisel Z si lze predstavit jako néjaké nové
pridané ,,nestandardni celé Cislo, které je mensi neZ vSechna ostatni cela C¢isla.

(3) Uvazujme nyni teorii S, kterd vznikne z T" predstavené v bodu (1) tak, Zze k T" ptidame
formuli

(V) (Vy)(r(z,y) V r(y, ),
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pak M E S, pravé kdy? je r™ linedrni uspofddani a nejmensim prvkem c™. To jest teorii S
Ize chépat jako teorii ,,linedrniho usporadani s nejmensim prvkem.*

(4) M&jme jazyk typu (R, F,o),kde F = (), R = {r} ar je undrni. Teorie
T = {(Va)r(z), (3z)-r(z)}

nemd zadny model. Vskutku, pokud by M byl model 7', pak by pro n&jaké m € M platilo
m ¢ r™, protoze |(3z)=r(2) g, = 1. Zdroveii ale [|(Va)r(2)|[pp,, = 1, to jest ™ = M,
COZ je spor.

Nyni zavedeme sémantické vyplyvani v predikatové logice.

Definice 6.37. M¢&jme teorii 1" jazyka typu (R, F, o) a necht’ ¢ je formule jazyka téhoZ typu.
Formule ¢ sémanticky plyne z teorie T" (neboli ¢ je sémantickym diisledkem T"), coz oznaCujeme
T E ¢, pokud pro kazdy model M teorie " plati, Ze ¢ je pravdiva v M.

Inspekci definice 6.37 snadno nahlédneme, Ze pojem sémantického vyplyvani je zaveden ana-
logicky jako v piipad€ vyrokové logiky, jen misto ,,pravdivostnich ohodnoceni* pouZivdme
z pochopitelnych divodi pojem model. Dale plati, Ze ¢ je tautologie, pravé kdyz F ¢, coz
je opét zfejmy vztah, ktery je analogicky vztahu z vyrokové logiky. Pfi pohledu na definici je
také zfejmé, jak prokazat, Ze dané formule  sémanticky neplyne z teorie T'. Staci najit jediny
model M = T"a M-ohodnoceni v takové, Ze [[¢||y, = 0 (coZ samoziejmé obecn& nemusi byt
viibec jednoduché). Daleko vétsim problémem je ovéfent, zda-li ¢ z T' sémanticky plyne.

Pruvodce studiem

Na prvni pohled je zfejmé, Ze mechanické ovéreni sémantického vyplyvani by vyZado-
valo zkoumat pravdivost formule pii vS§ech M-ohodnocenich, kterych je pro dany model
M obecné nekoneéné mnoho. Teorie navic mohou mit nekonecné mnoho modell, do-
konce i kdyZ odhlédneme od identickych kopii modelu, li§icich se pouze ,,pojmenovanim
elementli”. Mechanické ovéfeni testovanim pravdivosti hrubou silou ,,pfes vSechna M-
ohodnoceni* je tedy v pfipadé sémantického vyplyvani v predikatové logice nemozné.
V nékterych pripadech vSak lze o sémantickém vyplyvéani rozhodnout tivahou o pravdivost-
nich hodnotich formuli.

Priklad 6.38. Uvazujme teorii uspofddani s nejmensim prvkem, kterou jsme predstavili
v bodu (1) piikladu 6.36. Zfejm¢ formule (3z)(Vy)r(x,y) je sémantickym disledkem
této teorie, v kazdém modelu M E T a pro kazdé M-ohodnoceni v muzeme vzit M-
ohodnoceni v/ =, v, pro které polozime v'(z) = ¢M. Evidentn& ||(Vy)r(z,y)|lp = 1.
tedy [|(3z)(Yy)r(z,y)|lp, = 1. Na druhou stranu naptiklad formule (EIx)(Vy)r(y;x) neni
sémantickym disledkem 7'. Vezmeme-li model M k T, ve kterém je M = N, rM je piirozené
usporadani &fsel a cM = 1, pak pii kazdém M-ohodnoceni v mame ||(Vy)r(y, z)|lp = 0

Doposud jsme nic netekli o vztahu predikdtové a vyrokové logiky snad jen kromé neformdlniho
konstatovani, Ze vyrokova logika zkouma usuzovani o vyrocich a predikatova logika se zabyva
i samotnou strukturou vyroki, to jest vztahy mezi individui. Vyrokovou logiku je mozné
pfirozené zavést v predikatové logice a to hned n€kolika zptisoby. Nyni si stru¢né ukazeme
jeden z nich.

Uvazujme jazyk PL typu (R, F,o), kde F = () a R obsahuje nekone¢né mnoho nuldrnich
relanich symbold znacenych ry, rq, ... Ddle budeme uvazovat struktury M = (M, RM, )
pro vySe uvedeny jazyk. V kazdé takové struktufe je kazdy nuldrni rela¢ni symbol r, € R
interpretovan nularni relaci r},}/I € RM. Nularni relace je podmnoZzina nulté kartézské mocniny
M° = {0}, mame tedy bud ) = 0, nebo )t = {0}. To jest,
0e 7‘]1;/[.

Tpllp, = 1. pravé kdyz
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Nularni relaéni symboly z R miZeme chépat jako vyrokové symboly a vyrokové formule bu-
deme chépat jako formule PL pro jazyk vyse uvedeného typu, ve kterych nebudou proménné
ani kvantifikatory. Napfiklad tedy vyrokova formule p = (=g A p), kde p, g jsou vyrokové
symboly, bude korespondovat s formuli PL tvarur, = (~rq A 7p),kder,, 74 € R. Vezmeme-li
pravdivostni ohodnoceni e, mtiizeme k nému uvazovat strukturu M, pro jazyk typu (R, F, o),
takovou, ze () € 7“2/[8, pravé kdyz e(p) = 1. Evidentné dostdvdme ||¢||, = 1, pravé kdyz
l¢*llm, .o = 1. kde ¢* je formule PL jazyka typu (R, F, o), kterd vznikla z vyrokové formule
 tim, Ze jsme nahradili kazdy vyrokovy symbol p, g, ... ve formuli ¢ odpovidajicim nulér-
nim relaCnim symbolem 7, g, ... Syntaktické a sémantické pojmy vyrokové logiky lze tedy
formalizovat pomoci syntaktickych a sémantickych pojmi predikatové logiky.

6.4 Vlastnosti kvantifikace

V této sekci ukaZeme nékteré vlastnosti kvantifikace, které se bézné vyuZzivaji pfi dpravach for-
muli. Vlastnosti kvantifikaci si budeme popisovat komentovanym vyc¢tem tautologii. Uvedené
vztahy si nebudeme dokazovat, na druhou stranu ale budeme upozoriiovat na formule, které
jsou uvedenym vztahim podobné, ale o tautologie se nejednd. Pro detailnéjsi popis vlastnosti
kvantifikatorti odkazujeme ¢tenate na [SochO1, Sve02].

Nasledujici tautologie vyjadiuji distribuci kvantifikace:

= (Vo)(p = ) = (Vo) = (Va)y), (6.6)
= (Vo) = ) = (o) = (B2)y). (6.7)

Poznamka 6.39. Ukazme, Ze implikace u predchozich tautologii nelze obrétit. To jest ukdZeme,
ze neplati F ((Vz)p = (Va)Y) = (V)(p = ¢) ani E ((3z)p = (Fx)Y) = (Va)(p = ).
Vezméme si jazyk typu (R, (), o), kde R = {r, s}, o(r) = o(s) = 1 a strukturu M pro jazyk
tohoto typu, kde M = {a,b} ar™ = {a}, sM = {b}. Uvazujme, 7e ¢ je formule r(x) a v je
formule s(z). Pak v M pfi libovolném ohodnoceni v mame |[|(Vz)r(z) = (Va)s(z)|ly, = 1
a ||(3x)r(xz) = (3z)s(z)|lp, = 1. Na druhou stranu ale [|(Vz)(r(x) = s(x))|lare =0.To
jest nasli jsme model, ve kterém nejsou formule s obrdcenymi implikacemi pravdivé.

Pro popis dalSich vlastnosti kvantifikdtorti potfebujeme nejprve vymezit formule, jejichZ prav-
divost ve struktufe pfi daném ohodnoceni nez4visi na ohodnoceni dané proménné.

Definice 6.40. Mé&jme jazyk PL typu (R, F, o) a necht’ ¢ je formule tohoto jazyka. Promé&nnd
x neovliviiuje pravdivost formule ¢, pokud pro libovolnou strukturu M jazyka typu (R, F', o)
plati [|¢]lpr,, = ll¢lln,,s PFi kaZdych M-ohodnocenich v, v, kde v' = v. V opa¢ném piipadé
tikdme, Ze x ovliviiuje pravdivost formule .

Priklad 6.41. Proménnd x zfejmé ovliviluje pravdivost napiiklad atomické formule 7 () nebo
formule —r(x) a podobné. Na druhou stranu x neovliviiuje pravdivost formuli r(y), (Vx)r(z),
(3x)r(x), r(x) = r(x) atak déle. Specidlnim piipadem, kdy = neovliviiuje pravdivost formule
 je ptipad, kdy je kazdy vyskyt proménné x ve formuli ¢ obsazen v podformuli ¥ formule ¢,
pficemz 9 je ve tvaru (Vx), nebo (3z)1p.

Nasledujici tautologie vyjadiuji zdménu poradi implikace a kvantifikace:

F(Vz)(p = ¢) & (¢ = (Va)o), pokud z neovliviiuje pravdivost ¢, (6.8)
F(Vz)(e = ¢) & ((Fx)p = 1), pokud x neovliviiuje pravdivost v, (6.9)
F(3z) (¢ = ¢) & (¢ = (Fx)v), pokud z neovliviluje pravdivost ¢, (6.10)
F(3x) (e = ¢) < (Vx)p = 1), pokud z neovliviiuje pravdivost 1. (6.11)

Poznamka 6.42. Podminka omezujici pfedchozi tvrzeni pouze na formule, jejichz pravdivost
neovliviiuje proménnd x, je opét nutnd a snadno najdeme protipiiklad. Uvazujme typ jazyka
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(R,0,0), kde R = {r}, o(r) = 1 a strukturu tohoto jazyka M = (M, {rM},0), kde M =
{a,b} arelace r™ je definovana r™ = {a}. Kdyby platila tvrzeni (6.8)—(6.11) v pIném rozsahu,
pak bychom pro formule ¢, 4 rovny r(x) méli ||(Vz)(r(z) = r(z))|lp, = 1 v libovolném
ohodnoceni v. Pokud ale naptiklad pro (6.8) zvolime ohodnoceni v tak, Ze v(xz) = a, pak
Ir(z) = (Vo)r(z)|lh,, = 0.

Nasledujici tautologie vyjadiuji zdménu poradi kvantifikace a negace:

Fa(Vz)p < (3x)~e, (6.12)
F=(3z)p < (Vo). (6.13)

Nasledujici tautologie vyjadiuji zdménu poradi kvantifikdtoru:

F (Yz)(Vy)p < (Vy)(Vz)e, (6.14)
F (J32)(Fy)e < (Fy)(Fx)e, (6.15)
F (3x)(Yy)e = (Vy)(3r)e, (6.16)

Poznamka 6.43. Pro tvrzeni (6.16) opét ukdZeme, Ze jej nelze prokazat pro obracenou impli-
kaci. Uvazujme jazyk typu (R, (0, o), kde R = {r}, o(r) = 2 a strukturu tohoto jazyka M =
(M, {r™M},0), kde M = {a,b} arelace r™ je definovdna ™ = {(a,d), (b,a)}. Ve struk-
tufe M mame ||(Vy)(3z)r(z, y)|lng,, = 1 pfi libovolném ohodnocenti v. Na druhou stranu vSak
|(32)(Vy)r(z, y)llp,, = 0—madme model, ve kterém nent (Vy) (3z)¢ = (Jz)(Vy)y pravdiva.

Pruvodce studiem

Na konec letmého tvodu do predikatové logiky poznamenejme, Ze v predikdtové logice
rovnéz zavadime syntaktické vyplyvdni a ze predikdtova logika ma vétu o dplnosti, jejiz
prokazani je vyrazné¢ méné trividlni nez ve vyrokové logice. Vysledky predikatové logiky
maji Siroké aplikace v informatice a matematice. Samotnd predikdtovd logika se déli na
fadu disciplin, které se vénuji riznym problematikdm: teorie dikazi, teorie struktur (teorie
modeli), logické programovéani a automatické dokazovani, rozhodnutelnost v logice a jiné.

6.5 Omezeni klasické predikatové logiky a dalsi logické kalkuly

Hluboké vysledky predikatové logiky ukdzaly mnoho o formalizovaném mysleni, ukdzaly mimo
jiné i jeho meze — o nékterych z téchto mezi nyni vime, Ze je nikdy nebudeme moci pfekrocit.
Klasicka predikatova logika ma nékolik rysg, které 1ze v jistém smyslu chdpat jako jeji omezeni.
Jeden ze zakladnich vysledki predikatové logiky napiiklad fikd, Ze axiomaticky nelze vymezit
vlastnost ,,byt kone¢ny*. Jinymi slovy, neexistuje Zadna teorie 7" takova, Ze M je modelem 7T,
pravé kdyz je M struktura s koneénym nosi¢em. V kapitole 6.3.1 jsme konstatovali, Ze s jazyky
s rovnosti zachazime specidlnim zpisobem. Diivodem je fakt, Ze chceme, aby v kazdém modelu
M teorie pro jazyk s rovnosti byl relaéni symbol rovnosti ~ interpretovén relaci identity na
M, to jest pozadujeme ~™ = w,;. Toto je druh4 vlastnost, kterou nelze axiomaticky vymezit.
Jinymi slovy, neexistuje teorie 1" jazyka obsahujici bindrni rela¢ni symbol r takovd, Ze M je
modelem 7', pravé kdyz je r™ = {(u,u) |u € M}.

U nékterych tvrzeni ma smysl uvaZovat o jejich pravdivosti, jsou tedy vyroky, napiiklad ,,Clovék
s vySkou 180 cm je vysoky*, pfesto se vSak zdrdhdme fici, zda-li je dané tvrzeni pravdivé Ci
nepravdivé. Pravdivostni hodnota, kterou bychom mu pfifadili, by byla nékde mezi 0 a 1.
Napiiklad fekneme-li, Ze ,,Clovék s vyskou 180 cm je vysoky* md pravdivostni hodnotu 0.8,
fikame tim, Ze dané tvrzeni je pravdivé ve stupni 0.8, to jest, Ze je ,,skoro pravdivé®. Klasicka
vyrokovd i predikdtovd logika, kterou jsme predstavili v pfedchozich kapitoldch je omezena

pouze na dvé zakladni pravdivostni hodnoty. Studiem vice pravdivostnich hodnot a studiem
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vyplyvéni v prostiedi vdgnosti se zabyva fuzzy logika, kterd je v soucasné dobé€ intenzivné
zkoumadna.

Klasicka logika rovnéZ nemd prostfedky k formalizaci tvrzeni obsahujicich modality, naptiklad
Ljemozné, ze. .., jenutné, Ze. .. “. Rozsiteni klasické logiky o modality se nazyva moddlni
logika. Modalni logika nasla uplatnéni napfiklad ve formalizaci znalostnich systémi. Oproti
jazyku klasické vyrokové logiky obsahuje jazyk modéln{ logiky navic unarni spojky U (Ll ma
vyznam ,.je nutné, Ze ) a ) (O ma vyznam ,,je mozné, zZe ). Sémantika modalni logiky
je zaloZena na pojmu mozZny svét. MoZny svét je obecnd kategorie (v jednom moZném svété
muzZe v dany okamzik prSet, ve druhém ne a podobné), kterd ma fadu interpretaci. Mozné svéty
mohou byt ¢asové okamziky, mohou reprezentovat nazory jednotlivych experti (co mozny
svét, to expert) a tak ddle. Specidlni interpretaci svéta ziskame logiku casu (tempordlni logika),
coZ je logika zabyvajici se tvrzenimi, jejichZ pravdivostni hodnota z4visi na Case. Epistemickd
logika se zabyva spojkami ,,vi se. .. a podobn¢.

Co se tyce omezeni predikatové logiky, které nelze jednoduse (respektive viibec) vyfesit jejim
rozsifenim at'uz o nové spojky nebo o dalsi pravdivostni hodnoty, patii jeji nerozhodnutelnost.
Neformalné feceno, neexistuje Zadny algoritmus, ktery by o vstupni teorii 7' a formuli ¢ dok4zal
po konecném poctu kroki fict, zda-li je ¢ sémantickym désledkem 7.

Shrnuti

Zakladnim pojmem sémantiky predikatové logiky je struktura, kterd predstavuje interpretaci
jazyka. Pro kaZdy jazyk existuje nekonecné mnoho struktur. Proménné jsou interpretovany
ohodnocenim proménnych. Pravdivost formuli md smysl uvazZovat pouze mame-li danu struk-
turu téhoZ jazyka a ohodnoceni proménnych. MnoZiny formuli PL nazyvdme teorie. Teorie
formalizuji intuitivni pojem souboru predpokladi. Model teorie je struktura, ve které jsou
vSechny formule dané teorie pravdivé. N€které teorie maji nekoneéné mnoho modeld, jiné
teorie nemaji ani jeden model. Formule sémanticky plyne z dané teorie (téhoz jazyka), pokud
je tato formule pravdiva v kazdém modelu dané teorie. Predikatova logika ma vétu o tplnosti.
Mezi dalsi vyznamné logické kalkuly patii: fuzzy logika (logika vice pravdivostnich hodnot),
modalni logika (logika modalit: moZnosti, nutnosti, . . . ), temporalni logika (logika ¢asu), episte-
mickd logika (logika znalosti). Predik4tovd logika ma v mnoha smérech omezenou vyjadfovaci
silu, nékterd z omezeni predikatové logiky nelze obejit.

Pojmy k zapamatovani

e individuum, univerzum, funkce, relace, struktura, ohodnoceni proménnych,

hodnota termu, pravdivostni hodnota formule,

tautologie ve struktufe, tautologie,

teorie, model teorie,

fuzzy logika, moddlni logika, temporélni logika, epistemickd logika

Kontrolni otazky
1. Proc v predikdtové logice zavddime pojem struktura?
Co je ohodnoceni proménnych?
Jaky je rozddl mezi sémantickym vyplyvdnim ve VL a v PL?

Maji vSechny teorie model?

AN SN

V jakém vztahu je vSeobecny a existencni kvantifikdtor?

Cviceni
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1. Mé&jme jazyk s rovnosti typu (R, F, o), kde R = {~,r}, FF = {k},o(r) = 2,0(k) = 1.
Necht M = (M, RM, FM) je struktura pro tento jazyk, kde

M ={a,b,c,d, e},

<C, C>7 <C7 6>, <d7 d>? <d7 6>7 <e7 €>}7
EM(a) = e, KM (b) = ¢, KM (c) = b, KM (d) = ¢, kM (e) = a.

Vyfteste nasledujici dkoly.
(a) Rozhodnéte, zda-li je formule r(z, y) = r(k(y), k(z)) pravdivd v M.
(b) Urcete, pii jakych M-ohodnocenich je formule k(x) ~ k(y) = x =~ y pravdiva.
(c) Rozhodnéte, zda-li je formule (3z)(Vy)r(x,y) = x ~ y pravdivd v M.
(d) Modifikujte M tak, aby v ni byla formule (V:r)(Vy)(—nr( y) = r(y, )) pravdiva.
2. Mé&jme jazyk s rovnosti typu (R, F, o), kde R = {~,r}, F' = {f}, r je binarni, f je
unérni.
Uvazujme teorii 1" tohoto jazyka, kterd sestava z formuli

Rozhodnéte, které z nasledujicich formuli jsou sémantické disledky 7.

(@) == f(z),

(b) (Va)(Vy)(r(f(f(z)), fF(f(y))) Vv
© (Bx)(Vy)(32)r(z,y) = (Fz)-r
d) z~y=r(f(z),fY)

~r(z,y)),
(z, 2)),

Ukoly k textu

1. UvaZujme jazyk s rovnosti typu (R, F), o), kde F' = () a R obsahuje krom& symbolu
rovnosti ~ jediny bindrni rela¢ni symbol r. NapiSte teorii 1" tohoto jazyka tak, aby
struktura M pro jazyk typu (R, F, o) byla modelem T, pravé kdyz r™ je svazové
uspordddni, které nemd ani nejvétsi, ani nejmensi prvek.

Reseni
1. (@) r(z,y) = r(k(y), k(x)) je pravdivda v M; (b) k(z) ~ k(y) = = ~ y je pravdiva pfi
vSech ohodnocenich vyjma téch, kde v(xz) = b, v(y) = d nebo v(z) = d,v(x) = b; (c)
(3z)(Yy)r(x,y) = = ~ yneni pravdiva v M, napiiklad pii ohodnoceni v, kde v(z) = a,
v(y) = bje | (F2)(Wy)r(z,y) = = ~ yllyy, = 0: @) r™ = {(a,b) [a,b € M}.
2. (a) nenf; (b) je; (c) nenf; (d) je.
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