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Abstrakt

Tento text distancniho vzdélavani je vénovan diferencidlnimu poctu funkci jedné proménné. Po zavedeni
pouzivané symboliky je ve druhé kapitole uveden obecny pojem funkce, jsou struéné pfipomenuty elemen-
tarni funkce a jejich vlastnosti, zavedeny pojmy sloZené, prosté a inverzni funkce. Ve tfeti kapitole je uveden
pojem posloupnosti, jeji limity a metody vypoctu limit. Ve ¢tvrté kapitole se pak uvadeji a shrnuji poznatky
o limité€ funkce, jeji spojitosti ¢i nespojitosti v daném bodé€ a na intervalu. Pata kapitola se zabyva derivaci
funkce, jejimi vlastnostmi a metodami vypoctu. V Sesté kapitole jsou formulovany zakladni véty diferencial-
niho poctu a jejich pouZiti pro vySetiovani prub€hu funkce. Sedma kapitola je vénovana diferencialu funkce
a Taylorovym rozvojim funkci jako Casto pouzivané aproximace funkci. Osma kapitola se zabyva dal$imi
vlastnostmi funkci - jejich monotonnosti, konvexnosti ¢i konkavnosti, vySetfovanim lokélnich a globélnich
extrému, asymptot grafl funkci. V zavéru je uveden doporuceny postup pii vySetfovani celkového pritbéhu
funkeci.

Kazda kapitola obsahuje jak propocitané piiklady demonstrujici jeji hlavni pojmy a vysledky, tak 1 pfi-
klady pro samostatné feSeni. Ty maji ovéfit pochopeni studované problematiky. Stru¢né vysledky takovych
(zejména sloZzit&jSich) uloh jsou uvadény v zdvéru kapitol.

Kromé ilustrativnich prikladi je ¢tendf informovan o moZnostech realizace takovych vypoctl a jejich
grafického zobrazeni v systémech Maple, Matlab, Mathematica (i pfipadnych néastrahdch pfi jejich pouziti).

Cilova skupina

Text je primarné urcen pro studenty distan¢niho studia. Je vhodny t€Z pro studenty interniho studia infor-
matiky.
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1 Mnoziny cisel, logické relace, symboly

Studijni cile: Cilem této kapitoly je stru¢né si pfipomenout historicky vyvoj zaklad-
nich pojmu diferencidlniho poctu, pouzivané znamé pojmy z vyrokové logiky a teorie
mnoZin, v oboru redlnych ¢isel pojmy interval a okoli bodu, horn{ a dolni mez (hranice,
zévora) mnoziny redlnych Cisel, suprema a infima uspofddané mnoZiny.

Klicova slova: operace s mnoZinami, vyrokové kvantifikatory, zobrazeni, elementarn{
funkce

Potirebny c¢as: 90 minut. AN

Z historie matematiky - diferencidlniho a integralniho poctu.

Orientalni matematika (praktické vypocty, geometrie, trigonometrie).

Recko - Pythagoras, Euklides; Archimedes (287-212) - plochy, objemy (idea integralu).
Evropa - do 15. stoleti pfebird poznatky Orientu, Recka (algebra, rovnice, geometrie).
Napier, Briggs (1614-24) - logaritmy, tabulky .

Od 17. stoleti - rozvoj infinitesimédlniho poctu - zaklady, aplikace v geometrii, astrono-
mii, fyzice, geodezii.

17. stoleti: Cavalieri, Descartes, Fermat, Leibniz (1646-1716), Newton (1643 -1727),
Bernoulliové, 1I’Hospital (prvni u¢ebnice 1696).

18. -19. stoleti: Euler (1707 - 1763), D’ Alembert (1717-1783, pojem limity), Lagrange
(1736-1813, spory o pojem limity), Gauss (1777-1855), Fourier (1768-1830), Cauchy
(1789-1857, zptesnéni pojmi, aplikace),Bolzano (1781-1848, zapomenut), Riemann
(1826-1866, integral), Weierstrass (1815-1897, pfesné formulace zakladnich pojmu
diferencidlniho poctu).

Pruvodce studiem

V tomto textu budeme pouZzivat zdkladni poznatky ze stfedoskolské matematiky,
algebry, teorie mnoZin a vyrokové logiky, se kterymi se studenti seznamili v jinych
pfedmétech a jsou uvedeny v ucebnicich a ucebnich textech (napf. [8-11]).

Budeme tedy v dal$im predpoklddat zakladni znalosti pojmi (viz napt. [9,10,12])

e mnozina, operace s mnozinami, pouzivané symboly pro sjednocent, prinik, rozdil
a kartézsky souéin mnozin (a« € A,A=B,AUB,ANB,A\ B, A x B);
uspofddand mnoZina, tplné (linedrni) uspordddni mnoZziny,
jeji supremum, infimum; relace mezi mnoZinami;
vyrokové kvantifikatory (vSeobecny, existencni - - - V, J),
symboly konjunkce a disjunkce (V, A), implikace a ekvivalence (=, );
zobrazeni - jeho defini¢ni obor, obor hodnot (f, D(f), H(f), R(f));
prosté zobrazeni A — B (injekce), surjekce, bijekce ;

e C(isla prirozend, celd, raciondlni, iraciondlni, redlnd, komplexni a operace s nimi
(s oznaenim N, Z, Q, R, C pro mnoZiny vsech cisel pfirozenych, celych, racio-
ndlnich, redlnych, komplexnich); ¢iselné téleso;

e zékladni pojmy kombinatoriky (permutace, kombinace, variace, binomicka véta);
e vektorovy prostor, jeho podprostory a baze;

e v oboru redlnych Cisel pojmy : nevlastni body realné osy (—oo, +00), které do-
pliiuji mnozinu R na jeji uzavér;



relace usporadani (a < b,a < b,a > b,a > b) a pravidla pro pocitani s nimi;
intervaly - otevieny (a, b), uzavieny (a, b) (pfip. zleva, zprava), konecny, neo-
hraniCeny (napf. (—o0,a), < b, +00), (—o0, +00));

e-okoli bodu a € R - mnozina O(a,€) = {z € R; |z —a| < €} = (a —€,a+ ¢)
(a - stied, € - polomér okoli);

levé, pravé j-okoli bodu a - - - intervaly (a —d,a >, < a,a+9);

redukované e-okoli bodu a € R - mnozina ¢&isel (a —e€) U (a+¢€) = O(a) \ {a};
okolimi nevlastnich bodd +oc0 jsou intervaly (—oo, k), (k, +o0), k € R;

horni a dolni mez (hranice) mnoziny redlnych ¢isel, jeji nejvétsi a nejmensi prvek,
hromadny bod, supremum a infimum;

e clementarni funkce, jejich defini¢ni obory, obory hodnot, grafy a vlastnosti
(zopakujeme si je stru¢né v kap. 2.):
mocniny ... 2", n € N, 2™, m € Z, polynomy P, (z); funkce sign(x);
goniometrické (trigonometrické) funkce ... sin(z), cos(x), tan(z), cot(x);
exponencidlni funkce ... a”, exp(z) = €, logaritmické funkce In(x), log,(z) .

V textu pouzijeme postupné dal$i symboly

[ - oznacuje konec ditkazu véty,

A - ukoncuje v méné prehlednych mistech text o predchozim tématu;
symboly pro souéty, souiny &isel a funkei ... >, ],

symboly pro konvergenci, limitu - - - n — 0o,z — o, 7}13)10 an, lim f(x),

xr—x0
oznaceni pro derivace funkce - - - f'(zo), f'(z), df (z)/dx, f™(z)
pro maxima, minima, supremum a infimum funkecf - - - max f(x), min f(x), sup, inf .
Pro sjednocen{ zdpisu symbold funkci pouzivame v textu spole¢ny typ f(x) pro funkci
proménné z i u elementdrnich funkeci jako sin(x), exp(z). U exponencidly budeme pou-
Zivat obou zpisobu zdpisu - €”, exp(z). U funkei tangens, cotangens se ve vypocetnich
systémech (jako Matlab, Maple) a textovém editoru Latex pouziva riznych symbola
jako tan(z), cot(x), kterych také budeme pouZzivat.
Mnoho podrobné propocitanych piikladd k uvadénym tématiim najde Ctenaf v textech
[1,2,3,5,6,8,11,12].

Shrnuti

V této tvodni kapitole jsme pripomnéli pojmy z vyrokové logiky, algebry a stiedo-
Skolské matematiky, kterych budeme déle pouzivat specidlné v oblasti diferencidlniho
poctu. Uvedli jsme struény piehled ¢iselnych obord, intervall redlnych ¢&isel, zavedli
dilezity pojem okoli bodu na redlné ose.

Pojmy k zapamatovani
e Symboly vyrokové logiky, operace s mnoZinami, pojem zobrazeni mezi mnoZi-
nami, Uplné€ (linedrné ) usporddand mnoZina.
e Ciselné obory N, Z, R, C .
e Jednotlivé druhy intervalll - otevieny, uzavieny, - - - .
e Pojmy okoli bodu, hromadny bod, supremum, infimum.

Kontrolni otazky
1. Popiste ciselné obory N, 7Z, R, C
2. Charakterizujte jednotlivé druhy intervalii - otevieny, uzavieny, ...

3. Objasnéte pojmy okoli bodu, hromadny bod, supremum, infimum.
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. Jakymi vlastnostmi jsou definovdny relace ekvivalentni, reflexivni, symetrickd,

tranzitivni ?

. Popiste vilastnosti, které md zobrazeni prosté (injektivni), surjektivni, bijektivni
. Popiste struktury se dvéma operacemi (okruh, obor integrity, téleso).

. Uvedte definice pojmii vektorovy prostor, linedrni zdvislost a nezdvislost vektori,

bdze a dimenze vektorového prostoru.

kaoly k textu

1.
2.

Uvedte piiklady sjednoceni, priniku, rozdilu, kartézského souc¢inu mnoZzin.

Uvedte piiklady uspotfddanych, tplné€ uspofddanych mnoZin.

. Uvedte piiklady zobrazeni injektivnich, surjektivnich, bijektivnich.

Popiste nejmensi Ciselné téleso - téleso raciondlnich Cisel !

. Jaké axiomy spliuji operace s¢itdni a ndsobeni redlnych Cisel ?

Kolik b4zi m4 vektorovy prostor R? ? Uvedte piiklady .




2 Funkce jedné realné proménné a jejich vlastnosti

Studijni cile: Uvedeme definici funkce a jejiho grafu, zopakujeme si vlastnosti elemen-
tarnich funkci. Prostudujeme dalsi vlastnosti funkci a pojmy sloZend,inverzni funkce.
Klicova slova: funkce, graf funkce, sloZena funkce; funkce prosta, monotonni, inverzni
Potrebny cas: 240 minut.

2.1 Funkce a jeji graf

Pruvodce studiem

V této kapitole uvedeme obecnou definici redlné funkce jedné proménné, zpisoby
zadani funk¢niho predpisu, vySetfime nékteré jeji pripadné specifické vlastnosti.
Ze strednich Skol je ndm zndma celd fada tzv. elementdrnich funkci - mocniny,
trigonometrické, exponencidlni a logaritmické funkce, jejich grafy a vlastnosti.
Stru¢ny prehled jejich definic, vlastnosti a grafii najdeme v fadé€ piirucek a ucebnic

vvvvvv

Definice obecné redlné funkce jedné proménné pouzivd pojmy zobrazeni, definicni
obor funkce, obor funkcnich hodnot.

Definice 2.1. Redlnou funkci jedné proménné nazveme zobrazeni jejtho defini¢niho
oboru I € R do oboru hodnot J € R, které kazdému = € [ (nezdvisle proménnd)
pfifadi jediné y € J (zdvisle proménnd).

Grafem funkce f : I — J je mnoZina bodt v roving o soufadnicich [z, f(x)],z € I.

Priklady funkci (viz napt. lit. [3,6,7,8,11,12]):

- cena jizdného v zévislosti na vzdélenosti cile, cena poStovného - dany tabulkami ;

- vzorec pro délku drahy rovnomérného pohybu s rychlosti v jako funkce ¢asu (s = v.1);
- formule pro délku nebo plochu kruhu o poloméru r (I = 277, P = mr?);

- vzorce pro vypocet objemu télesa s danou plochou zdkladny v zavislosti na vysce;

- formule pro popis harmonického pohybu y = A sin(wt + «);

- formulace fady fyzikélnich zdkond (pohybové zakony, zakony elektrodynamiky);

- vSechny jiz zminéné elementarni funkce, znimé z ucebnic a jinych textd .

Poznamka 2.2. Obecny termin zobrazeni bude mit pro nas nejcastéji formu funkéniho
ptredpisu, ktery ndm umozni pfifadit kazdé hodnoté = odpovidajici hodnotu y.
Definicni obor funkce je bud explicitné€ zadan spole¢né s funkénim piedpisem, nebo je
implicitné ur¢en mnoZinou redlnych (ptip. komplexnich) ¢isel, pro kterd jsou uvedené
defini¢niho oboru. Defini¢ni obor se ¢asto oznacuje symboly D(f), Dom(f), obor
funk&nich hodnot symboly H (f), R(f), Im(f).

Funkcni predpis mize mit explicitni tvar y = f(z) , jak ho zndme u elementdrnich
funkecf; funkce f(x) miZe mit ov§em také znacné slozit&jsi piedpis - jen je tieba, aby
ka?dé hodnot& z € I byla piifazena jedind hodnota y € J - napf. y = tan(z? + 1).
Tato funkce je uz jednoduchym piikladem sloZené funkce s vnitini funkci a vnéjsi
funkci (viz odst. 2.2).

Funkéni piedpis mize mit také implicitni tvar F(z,y) = 0, ktery ale mtiZe ob-
sahovat predpisy pro vice funkci, které je tieba oddélit (napfiklad zndmd rovnice
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kruznice 2% + y* = r? definuje dvé& funkce - zobrazené horni a dolni pllkruZnic{
y = Vr2—2ax2, y = —vr?2 —a?2). V takovych pfipadech se pak Casto pouziva tzv.
parametrického predpisu funkce, ktery kazdou ze soutfadnic definuje jako jistou expli-
citni funkci parametru (napf. u kruZnice se sttedem v po¢éatku a polomérem 7 rovnicemi
x = rcos(t),y = rsin(t), nebo u prostorové spirdly x = r cos(t),y = rsin(t), z = at)
- tedy kazdé hodnoté parametru ¢ € R piifadi bod v R? nebo v R? a umoZiiuje tak
definovat rizné rovinné a prostorové kiivky.

V explicitnim i implicitnim tvaru funkéniho predpisu se vyskytuji zndmé algebraické
operace mezi sloZkami funkce (linearni kombinace, ndsobeni, déleni, mocniny, odmoc-
niny a podobné).

Obor funkénich hodnot konkretni funkce je urcen jejim definiénim oborem a funkénim
predpisem - jeho urceni je jednou z tloh, kterymi se budeme zabyvat spolu s hleddnim
dalsich vlastnosti riznych funkci. Nazornou informaci o nich nam ukaze graf vyset-
rované funkce, ktery miizeme ziskat napf. pomoci pocitace, nebo analyzou a ru¢nim
vypoctem.

Uvedend definice funkce se d4 pouZit i pro funkce komplexni proménné; neda se vSak
zde pfimo pouZit uvedené definice grafu funkce (pro€ ?).

Cviceni

1. K nejjednodussim funkcim patii polynomy stupné n s funkénim predpisem
P.(z) = apz™ + ap_ 12"t -+ ayx +ag, * € R, 2.1)

s koeficienty polynomu a; € R, ¢ = 0---n, a, # 0. Jejich funkéni hodnoty
se mohou efektivné pocitat tzv. Hornerovym algoritmem, zaloZenym na nasledu-
jici upravé funkéniho predpisu

P (z) = ((--- (anT + apn—1)T + ap_2)x + - - - )T + a1)z + ao. (2.2)

Realizujte jej napt. ve zndmé formé tabulky, nebo v programu pocitace !
Varianta Hornerova algoritmu se také pouzivad pro déleni polynomu linedrnim
faktorem = — c (pfi dpravé podilu polynomu, hledani nulovych bodi - kotfenti -
polynom) - viz napt. [12]. Polynomy stupné nejvys n tvoii linedrni prostor.

2. Zalgebry polynomil je zndmo, Ze kazdy polynom stupné n mé (véetné nasobnosti)
pravé n korentll (obecné komplexnich, pri redlnych koeficientech se komplexni
kofeny vyskytuji ve dvojicich komplexné sdruzenych kotenti). Polynom je pak
moZno rozloZit na soucin linedrnich a kvadratickych faktort (viz napt. [12]).
Popiste podrobnéji takovy rozklad !

3. Dva polynomy se sobé rovnaji, maji-li stejné koeficienty u stejnych mocnin
2¥, k= 0,1,---,n. Na tom jsou zaloZeny algoritmy pro nisobeni dvou poly-
nomt, déleni polynomt P, (z)/F,,(z), n > m, specidlné algoritmy pro déleni
polynomu linedrnim a kvadratickym polynomem (faktorem) pfi znimém kotenu
polynomu (nulovém bodu - &islu z, pro které je P,(z) = 0) - viz napfi.[12].
Popiste je podrobnéji, ovéite na prikladech !

4. Kekazdé dvojici polynomu P,,(z), P,,(x), m > n existuji polynomy Q(z), R(x)
(podil, zbytek) takové, Ze plati P,,(z) = Q(z)P,(z) + R(z), kde stuperi poly-
nomu R(x) je mensi nebo roven n. Koeficienty polynomi Q(z), R(z) dostaneme
ze soustavy linedarnich rovnic, vzniklé porovnanim koeficientii u polynomu na
obou strandch uvedené rovnosti.

parametricky

polynomy

déleni polynomui



10.

1.

12.

. Pfi znamém rozkladu polynomu P, (z) na realné linedrn{ a kvadratické faktory

1ze provést rozklad podilu P,,(x)/P,(x), n,m € N - raciondini lomené funkce

- na parcidlni zlomky, v jejichz jmenovatelich jsou jednotlivé faktory rozkladu

a koeficienty polynomu v Ccitatelich dostaneme vypocCtem ze soustavy rovnic, parcidlni
vzniklé z porovnani koeficientli u polynomu na levé a pravé strané takové rovnosti ~ zlomky
po vyndsobeni jmenovatelem. Napiiklad

1 1 1 T +4

-8 (z-2)(a2+22+4) 12(z—2) 12a2+2z+4)

?+5z+4  (v4+4)(z+1) _—34x+1+ 1 122+ 23
e+ 522 4+4 (22 +4)(22+1)  20224+4 20 22+1

. Pro uvedené i jiné operace s polynomy méame fadu funkci implementovanych

napft. v pocitacovych programech Matlab, Maple, Mathematica. Prostudujte a vy-
zkousSejte jejich nabidku operaci !

. Uvedte defini¢ni obory a obory hodnot elementérnich funkci , nakreslete jejich

grafy. Vyzkousejte si kresleni jejich grafii na pocitaci.

. Uvedte piiklady implicitné zadanych funkci které se daji upravit na explicitni

tvar, i pfiklady takovych implicitnich pfedpist, které obsahuji vice funkci.

. Obecnéji se setkdme s terminem algebraické funkce s funkénim predpisem

F(z,y) = 0, kde F(x,y) je polynomem v proménnych x,y (mezi né patif

napf. mocniny, raciondlni lomené funkce).

V matematickych textech se Casto setkdme s explicitné definovanou funkci

y = sign(x), x € R, definovanou hodnotami -1,0,1 proz € (—o0,0),0, (0, c0).

Nakreslete jeji graf !

Uvedte defini¢ni obory, obory funk&nich hodnot a zakladni vlastnosti exponen-

cidlnich a logaritmickych funkei (napf. identity pro exp(x; +x2), In(z - 22), ...).

Nakreslete jejich grafy. funkce
Zopakujte si definice, defini¢ni obory a grafy goniometrickych funkci, vztahy exponencidlni
mezi nimi, jejich vlastnosti (viz napft. [3,6,7,8,11,12], odst. 2.4.2). Zde uvedeme logaritmické
jen stru¢ny piehled jejich zakladnich vlastnosti a vztahd. goniometrické

|sin(z)| <1, |cos(z)] <1, sin*(x)+ cos(z)=1;
tan(z) = S2E) o+ 17; cot(a) =

cos(x)

cos(z)

,x # km, k € Z;

sin(x)

sin(x=+y) = sin(x) cos(y)£cos(z) sin(y), cos(zxty) = cos(z) cos(y)Fsin(x) sin(y);

r+y r—y r+y (x—y)

sin(z)+sin(y) = 2sin( 5 ) cos( 5 ), cos(x)+cos(y) = 2 cos( 5 ) cos 5 )

+y
5 )
UkaZte odvozeni téchto formuli !

(=)

cos(z) — cos(y) = —2 sin(aj sin 5 ) sin?(x) = %(1 — cos(2x)).
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2.2 Slozena funkce (superpozice funkci)

Pruvodce studiem

Kromé zdkladnich funkci s jednoduchym predpisem mé vétSina funkci tvar
sloZené funkce, kde pfi vypoctu jeji hodnoty postupné vycislujeme funkéni hodnoty
jednodussich funkei zadanych jednotlivymi ¢4stmi funkéniho predpisu.

P¥i vypoctu hodnot funkce y = f(x) = x/v/4 — x? postupné pocitdme hodnoty

y1 =4 -2 y2 = \/y1, y = f(x) = x/ys - je to jednoduchy ptiklad sloZené funkce.
Z defini¢nich obort a obort funkénich hodnot jejich jednotlivych sloZzek dostaneme
zavér, ze defininim oborem této funkce je otevfeny interval / = (—2,2), oborem
funk&nich hodnot interval (—oo, +00).

Cviceni

1. Najdéte defini¢ni obor funkce f(x \/ sin(z) ++/25 — a2, nakreslete jeji graf.
2. Jaky je defini¢ni obor funkce f(x ) =In(ln(z* — 1)) ?

Definice 2.3. Zikladnim tvarem sloZené funkce je funkce s pfedpisem y = f(g(x))
s 7vnitini funkei” ¢ :x € I — g(z) € I a” vn&jsi funkel” f: g(x) — y € J.
Obecnéji tedy napf. sloZend funkce y = f3(f2(f1(2)))

postupné zobrazuje ( J; = H(f;), i =1,2,3)

vel -y =filzr)eJi == foly) € o—y=fs(ye) €Js=J  (2.3)

Casto se pro oznaceni takové slozené funkce potkdme s oznadenim f = fz o fo 0 fi
a terminem “superpozice funkci”.

Rikdme, 7e dvé funkce f(z),g(x) (i pfi riznych funkénich piedpisech) se rovnaji,
maji-1i stejny defini¢ni obor I aplati f(z) = g(z), Vx € I.

JestliZze tato rovnost plati pro D(g) = Iy C I = D(f), pak se funkce g(z) nazyva
restrikci (ziiZenim) funkce f(x) z definiéniho oboru [ na I . VAN

Priklad 2.4. Pfiklady riznych tvard stejnych funkci, restrikce funkce.
Funkee s predpisy f(z) = (z* —1)/(2* + 1), g(z) =2 — 1, x € R se rovnaji.

Funkéni predpis f(z) = 1= se dé rozloZit na parcidini zlomky
g(x)=(3)/1—2)+(3)/(1+=2)+ (3)/(1 + 2*) (predpis stejné funkce).

Funkce f(z) =sin(2z), g¢(z)= 2sin(x)cos(x), z € R se také rovnaji.
Funkce ¢g(z) =z, x € (0,1) je restrikci funkce f(z) = |z|, z € (—1,1).
Funkce g(z) = 4/1— cos?(z), x € (0,7) je restrikci funkce f(x) = sin(x).

Cviceni
1. Pfikladem slozené funkce je také raciondlni lomend funkce, definovana jako
podil dvou polynomi P, (x)/P,,(x). Pro tyto funkce jsou specidlni algoritmy pro
jejich déleni (P,,(x)/P(x) = Qn-m(x) + R(x)/Py(x) pfin > m) a rozkladu
na parcidlni zlomky (pti n < m) implementovany v prostfedcich symbolic
computing (Maple, Matlab, Mathematica) - procvicte si na piikladech (viz napf.
odst. 2.1, [6,8])! Jak vySetifime defini¢ni obor takovych funkci ? Kdy pfedstavuji
podil P,(z)/P,,(z) ajeho rozklad dv& ekvivalentni funkce, kdy ptjde o ziZeni ?
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2. Uvedte dalsi pfiklady sloZenych funkci, jejich defini¢nich obort a obort funké-
nich hodnot. S pomoci pocitace vykreslete jejich grafy. Dostate¢né jemnou siti
hodnot argumentu se zabrani ”prehlédnuti” bodi, v nichz funkce neni definovdna
(pfipadné nés pocita¢ n¢jakym zplisobem na nespojitost upozorni).

2.3 Vlastnosti funkci

Pruvodce studiem

Nyni zformulujeme definice dalSich vlastnosti funkci, které odpovidaji ndzornym
geometrickym vlastnostem jejich grafa.

Definice 2.5. Funkce f(x) : I — J se nazyva na intervalu /

e rostouct, jestlize plati 71 < xo = f(x1) < f(x2), V1,29 € I
e klesajici, jestlize plati 1 < xo = f(x1) > f(x2), V1,29 € I

e v piipadé€ neostrych nerovnosti mezi funkénimi hodnotami jsou takto definovany
neklesajici a nerostouci funkce ;
vSechny tyto funkce jsou oznaCovany spoleCnym ndzvem monotonni funkce,
u rostoucich a klesajicich funkci pak ryze monotonni funkce;

o sudd funkce, jestlize plati f(—z) = f(x), Vo € I (pro interval I symetricky
vzhledem k nule); vlastnosti

o ) Sfunkct
e lichd funkce, jestlize plati f(—x) = —f(z), Y € I (I symetricky);

e ohranicend funkce, jestlize existuji konstanty ¢, d (meze) takové, Ze plati
c< f(x) <d, Vo €I,

e zdola (shora) ohranicend funkce, jestlize existuje jen jedna z takovych konstant
(tedy ¢ < f(x),resp. f(x) <d Vel

e periodickd funkce, jestlize existuje kladnd konstanta p (perioda) takova, ze plati
f(x+p) = f(x), Vo € I = (—00,+0c0) (nebo na intervalu délky kp, k € N).

e prostd funkce, jestlize plati
Vo, mp € I, 1y # 29 = f(21) # f(12). A

Z ptedchozich definic plynou jisté viastnosti grafii takovych funkci v roviné (z, y):
e graf sudé funkce je symetricky vzhledem ose z; vilastnosti

. . . grafit
e graf liché funkce je symetricky vzhledem k pocatku;

e graf periodické funkce nabyva stejnych hodnot v navazujicich intervalech délky
p (opakuje se - pfipadné i s periodou kp - objasnéte).

Dokazte platnost téchto tvrzeni (viz napft. [3,6,7,8,11])! A

Cviceni

1. Dokazte, ze funkce rostouci i klesajici jsou prosté funkce.
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2. Uvedte ptiklady funkci uvedenych typti, ovéite si tyto vlastnosti na jejich grafech.

3. Nakreslete graf funkce nazyvané celd cdst ¢isla x, kterd je oznaCovdna symbolem
f(z) = [z] a definovana pfedpisem n <z <n+1=y=[z]=n,n e N.

4. Je funkce y = tan(z) rostouci funkci na intervalu (0, 27) ?

2.4 Inverzni funkce

Pruvodce studiem

Nasi dlohou je nyni pfi zndmé funkéni hodnoté y funkce y = f(z) urcit odpovida-
jici hodnotu argumentu x (k obrazu najit jeho vzor - inverzni (obracené) zobrazend,
funkci). Definice funkce ale vyzaduje, aby kazdému argumentu odpovidala jedina
funk¢ni hodnota - proto lze inverzni funkci najit jen pro pivodni prosta zobra-
zeni. U jednoduchych funkénich predpist prosté funkce y = f(x) miZzeme dostat
funkéni predpis inverzni funkce vypoctem proménné x jako funkce proménné y.
V obecnéjsich pripadech, kdy neumime takovou rovnici explicitné vyfesit, se zavadi
pro inverzni funkci nékdy specidlni oznacenf - viz napf. odst. 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3.

Definice 2.6. Inverzni funkce
Jestlize funkce f : [ — J je prostd, pak funkci f~!:.J — I, pro kterou plati
{y = f(2)} = {f*(y) = z} nazyvame funkci inverzni k funkci f. A

Z definice inverzni funkce f~! plyne, Ze jeji graf je vzhledem ke grafu funkce f(z) sy-
metricky podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu. Na pocitaci jej miZeme nechat vykreslit
pouhou zaménou spocitanych hodnot x,y v oborech D(f), R(f) (graf f(x) na papife
staci také obrdtit proti svétlu na druhou stranu a s opaénym potradim os, abychom tak
uvidéli graf inverzni funkce). Z definic sloZené a inverzni funkce také plyne, Ze sloZzenim
funkci f(f1), f~1(f) dostaneme identické zobrazeni f~1(f(z)) =z = f(f1(x))
(viz [3-11]).

Funkce f, f~! jsou shodné (identické), kdyZ plati f(f(x)) = x. UkaZte piiklady !

2.4.1 Funkce inverzni k elementarnim funkcim

Priklady

1. Funkce inverzni k linedrnimu polynomu Py (z) = ax + b, a # 0
je linedrni polynom f~!(z) = (x —b)/a.

2. K funkci y = 2% + 22 — 1 je naintervalu < —2, 4+00) inverzni funkc{

fY(x) = Vo +2— 1, naintervalu (—oo, —2) je f~}(z) = —vVz +2— 1.

3. K funkci y = 2® — 32% + 32 — 4 je inverzni funkce y = 1 + /x + 3,
funkce y = 23 — 322 + 22 nenf prostd a nema inverzni funkci v oboru R.

4. K obecnému polynomu stupné n > 2 zpravidla neexistuje inverzni funkce defi-
novand na celé realné ose (diivod - viz grafy polynomii lichého a zejména sudého
stupné).

5. K funkci 2™ je funkei inverzni /™ .
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6. K funkci a®, a > 0 je inverzni funkei log,(x);
specidlné k funkci e” je inverzni funkci "pfirozeny logaritmus” In(x) .

Uvedte defini¢ni obory, obory funkénich hodnot pro uvedené dvojice funkci f, f~1
a nakreslete jejich grafy.

2.4.2 Cyklometrické funkce - funkce inverzni ke goniometrickym funkcim

Funkce goniometrické (jiny pouzivany termin - trigonometrické funkce)
sin(x), cos(z), tan(z), cot(x) patii do skupiny periodickych funkci. Pfi hledan{ funkci
inverznich k funkcim goniometrickym se musime omezit na néktery z intervala jejich
defini¢niho oboru, ve kterém je takova funkce monotonni. Pfipomenime si, Ze v ma-
tematické analyze a v algoritmech pro vypocet funkénich hodnot se jako argumentu
goniometrickych funkci pouZivd misto stupiiové miry uhlu (thel «) jeho obloukova
mira x (vztah mezi nimi: x = am/180). Jako souhrné oznaceni funkci inverznich
ke goniometrickym funkcim se pouZziva termin cyklometrické funkce. Za defini¢ni
obor zizené goniometrické funkce se pro konstrukci inverzni funkce zpravidla vybira
interval v okoli poc¢atku.

sin(x) — arcsin(x) cos(x) — arccos(x)

0.5 - —

obr. 1 a) sin(z) < arcsin(z), b) cos(x) < arccos(z)

Ze zndmych vlastnosti goniometrickych funkci pak plynou nasledujici zavéry (s tra-
di¢nim oznacenim téchto inverznich funkci, kterd zpravidla nepouzivaji symbol f1).

e K funkci sin(z), z € I = (—n/2,7/2), J = (—1,1) existuje inverzni funkce
arcsin(z) : « € J — I; obé funkce jsou rostouci, liché (obr. 1a).

e K funkci cos(z), x € I = (0,m), J = (—1,1) existuje inverzni funkce
arccos(x) : x € J — I; ob& funkce jsou klesajici (obr. 1b).

e K funkci tan(x) = sin(x)/cos(z) : = € I = (—n/2,7/2), J = (—00,0)
existuje inverzni funkce arctan(z): x € J — I;
obé funkce jsou rostouct, liché (obr. 2a).

e K funkci cot(z) = 1/tan(z) : x € [ = (0,7) — J = (—00, 00) existuje
inverzni funkce arccot(x): x € J — I; obé& funkce jsou klesajici (obr. 2b).
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|y — 3 rctglxl eotgl —arooig

obr. 2 a) tan(x) < arctan(x), b) cotg(z) < arccotg(x)

Uloha: Nakreslete grafy té€chto inverznich funkci s pouzitim grafd ptivodni funkce,
nebo s pouzitim implementaci inverznich funkci v prostfedcich Matlab, Maple;
setkdme se zde 1 s mirné odliSnym oznaCenim asin, acos, atan, acot, arctg, arccotg
a podobné. Napiiklad ale v Matlabu funkce acot je funkei inverzni k funkci cot(z)
(cotangens), ale pro x € (—7/2,7/2) - tedy je to zcela jind funkce neZ tradi¢ni
arccotangens !

2.4.3 Hyperbolické funkce a funkce k nim inverzni

V literatute (a v pocitaCovych programech implementovany) najdeme také tyto funkce
definované pomoci exponencidlni funkce a oznaCované jako hyperbolické funkce :

sinh(z) = (e* —e™™)/2, cosh(z) = (" +¢e7")/2,

tanh(x) = sinh(z)/ cosh(x), coth(z) = cosh(z)/sinh(x).

Cviceni

1. Urcete defini¢ni obory a obory funk¢nich hodnot uvedenych funkci. Nakreslete
jejich grafy, ukaZte nékteré jejich vlastnosti (viz napt. [12]).

2. Podle téchto vysledki urcete defini¢ni obory, obory funkénich hodnot a nakreslete
grafy funkci k nim inverznich, oznacovanych v literatuie a pocitacovych imple-
mentacich jako arcsinh(x),arccosh(x), arctanh(zx), arccoth(x) , spoleénym
oznacenim hyperbolometrické funkce. Uvedte nékteré jejich vlastnosti.

Poznamka 2.7. Grafem elementarnich a vétSiny v praxi pouzivanych funkci je jista
kiivka. Rada znamych kiivek popisujicich pohyb bodu za riznych podminek (kruz-
nice, spirdly, cykloidy, kotdlnice) neni popsédna explicitnim pfedpisem v kartézskych
soufadnicich, ale pfedpisem v polarnich nebo jinych soufadnicich. Casto jsou také jed-
notlivé soufadnice [z, y| kiivky definovdany pomoci dal§iho parametru (parametrické
krivky). To umoznuje vytvaret kiivky v roviné, jejichZ predpis v kartézskych souradni-
cich by byl slozity, nebo pro které jedné hodnoté proménné x odpovida vice hodnot y.
U prostorovych kfivek pfevaZzuje parametrické zadani jejich jednotlivych slozek.
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Priklad 2.8. V poldrnich soufadnicich (r = /22 + y2, ¢ - thel mezi vektorem [, y]
aosou x v obloukové mife) jsou definovany napt. kiivky (viz napt. [11])

- Archimedova (logaritmickd) spirédla pfedpisem r = a - ¢, ¢ > 0, (r = aexp(myp));
- ruzice funkénim predpisem r = a - sin(ky), k € Z, ¢ > 0.

Parametrickymi rovnicemi pro soufadnice [z(t),y(t)], t € R jsou definovadny napfi-
klad

- cykloida : x(t) = r(t — sin(t)), y(t) = r(1 — cos(t)), r > 0,

- srdcovka: x = r(t cos(t) — cos(2t)), y(t) = r(2sin(t) — sin(2t)), r > 0.
Nakreslete s pomoci pocitace jejich grafy ! Radu dalSich typt kiivek (v&etn& prostoro-
vych) najdete napt. v lit.[12].

V pocitacové geometrii a grafice se hodné pouzivd parametrickych Bezierovych
kfivek urcenych jejich tzv. kontrolnim polygonem. Naptiklad polygonem s vrcholy
Vo, Vi, Va3 Vi = [z, 4], = 0,1,2 je ur€ena kiivka C(t) = [z(t), y(t)] pfedpisem
C(t) = (1—1)*Vo+2(t(1 — t)V; + *Va.

Dale se tam setkame s funkcemi, které se skladaji z jednotlivych segmentt, které jsou
polynomy stejného stupné (splajny).

Shrnuti

V této kapitole jsme uvedli obecnou definici redlné funkce jedné proménné a jejiho
grafu (D 2.1), pojem sloZené funkce (D 2.3), charakterizovali jejich nékteré vlastnosti
(D 2.5). Byla uvedena definice inverzni funkce (D 2.6), pfipomenuty funkce inverzni
k elementdrnim funkcim, k funkcim trigonometrickym a hyperbolickym.

Pojmy k zapamatovani
e Funkce a jeji graf. Polynomy, elementarni funkce - jejich vlastnosti, grafy.
e Inverzni funkce - definice, vlastnosti, funkce inverzni k elementarnim funkcim.

e Funkce cyklometrické a hyperbolometrické

Kontrolni otazky
1. Jaké jsou hlavni viastnosti polynomit ?

2. Wjmenujte zdkladni vlastnosti exponencidlnich a logaritmickych funkci. Jaké
Jsou jejich viastnosti a grafy pri ruznych zdkladech (a > 1,a =1,0<a < 1)?
3. Jaké jsou definicni obory, obory funkcnich hodnot cyklometrickych funkci ?

4. Miizeme definovat funkce inverzni k trigonometrickym i na jinych intervalech
(napr¥. funkci inverzni k funkci kotangens na intervalu (—m /2,7 /2)) ?
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ﬁkoly k textu

1.
2.
3.

10.

Jak najdeme defini¢ni obor sloZené funkce ?
Kdy bude slozend funkce f(g(x)) prostou funkei ?

Je inverzni funkce prostou funkci ?

. Najdéte funkce inverzni k funkcim f(z) = (ax 4+ b)/(cx + d),

f(z) =sin(2x + 7/4) .

. Existuje funkce inverzni k funkci f(z) = (1 + 2?)sgn(z), © € (—o00,0) ?

Existuje funkce inverzni k funkci f(z) = 22 — 22 na nékterém intervalu ?
Ukazte, ze plati arcsin(z) 4 arccos(z) = /2.

Najdéte explicitni tvar parametricky zadané funkce
x = arctan(t), y = arccotg(t), t € (—o0, 00).

Ovéfte, Ze niZze uvedené parametrické rovnice

0
a)x:a—krhim y:b_’_rlitﬂ;te(_ooﬂoo))

b) x:a}:jz, y:blittz, t € (—00,0);
c) x:t2/2123, y=t, te (—00,00);

d) x:a}iiza y:blii% te (_171)U(_007_1)U(17+OO)
jsou rovnicemi kruznice, elipsy, paraboly, hyperboly.

Za jakych podminek spliiuje parametricka kiivka s predpisem [z(t), y(t)]
definici funkce f(t) = y(x(t)) ?
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3 Posloupnosti realnych cisel

Studijni cile: Prohloubit poznani pojmu posloupnosti a jeji limity, metod vypoctu limit,
seznamit se s limitami nékterych dilezitych posloupnosti.

Klicova slova: posloupnost, limita posloupnosti; posloupnost ohrani¢end, vybrana,
monotonni, konvergentni.

Potrebny cas: 250 minut.

Pruvodce studiem

V této kapitole si prohloubime znalosti o posloupnostech redlnych Cisel, které jsou
funkcemi definovanymi na mnoZziné nezdpornych celych cisel (v rozsifeném po-
jeti i na mnoziné vSech celych ¢isel). Uvedeme zptisoby jejich zadani (funkEni
predpis, rekurze), vlastnosti (monotonnost, ohranicenost). Uvedeme definici limity
posloupnosti (pojem konvergentni posloupnosti) a zptusoby jejitho vypoctu. Podrob-
néji rozebereme nékolik dulezitych posloupnosti a jejich limit, které doporucime
k zapamatovani.

3.1 Posloupnosti - jejich definice a vlastnosti

Samotné slovo “’posloupnost” napovida, Ze jde o mnozinu prvki (¢lend posloupnosti)
sefazenych za sebou podle jistého pravidla. Ze stfednich Skol jsou ndm uZ zndmy
posloupnosti aritmetické a geometrické. Tyto objekty byly studovany uz v antickém
obdobfi a s vyvojem matematiky se postupné zobectiovalo a upfesiiovalo jejich pojeti
1 odpovidajici terminologie. Nasledujici definice pouZiva obecnéjsi pojem “zobrazeni”,
ktery znate z pfedchoziho uciva.

Definice 3.1. Posloupnost redlnych cisel je zobrazeni z mnoZiny prirozenych cisel
(prip. celych nezdpornych nebo celych cCisel, jejich podmnoZin) do mnoZiny redlnych
cisel: neN-—a, €R. A

Podobné jako funkci midZeme i posloupnost - oznacovanou symbolem {a,} , nebo
{a,}2, - definovat jejim funkénim piedpisem, ktery ¢islu n € N pfifazuje &islo
a, € R. Takto jsou definovany napft. posloupnosti s Cleny

an =n?, a, =n"", a, = (1+1/n)", a, = (—=1)"(1 — 1/n).

Posloupnosti jsou také ¢asto definovany pomoci rekurentnich predpisit mezi nékolika
¢leny posloupnosti - takto jsou definovany zndmé posloupnosti

- aritmetickd a, 11 = a,+d, geometrickd a,,; = qa, (d - diference, q - kvocient);
- posloupnost pro itera¢ni vypocet Vb, b>0:  ypi1 = (Y + b/yn)/2;

- nebo také “aritmeticko-geometrickd posloupnost”  a,.1 = qa, + d.

Takové posloupnosti jsou pak jednoznacné urceny az konkretnim zaddnim jednoho
z ¢lenti posloupnosti (napf. ay).

vvvvvv

2
Qpt2 = Qpy1 + Ap, Apys — (n + ]-)an+2 +a, = \/ﬁ,

v v/

které definuji rekurzivné ¢iselnou posloupnost pti zadani dvou, resp. tii po sobé jdoucich
¢lent. Takovymi rekurzemi (diferenénimi rovnicemi) jsou popisovany rtizné modely
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ve financnictvi a ekonomii, celd fada vypocetnich algoritmi v riiznych oblastech.
Grafickym zndzornénim bod [n, a,,| v roviné - grafem takové posloupnosti - dostaneme
ndzornou predstavu o vlastnostech posloupnosti, analogickych vlastnostem funkce
z piedchozi kapitoly. Jejich vlastnosti jsou ureny bud piimo explicitnim predpisem
pro n-ty ¢len posloupnosti, nebo koeficienty v rekurzi a volbou poc¢ate¢nich hodnot

v,

(z rekurze 1ze v jednodussich piipadech najit explicitni pfedpis pro posloupnost - napf.
s pouzitim funkce rsolve v systémech Maple, Mathematica).

Definice 3.2. Posloupnost {a,} se nazyvd

e rostouct (neklesajici), kdyz plati a,, < a1 (a, < any1), Vn € N;
e klesajici (nerostouct), kdyz plati a,, > a,41 (@, > any1), Vn € N;

e monotonni, je-1i rostouci nebo klesajici (v pfipadé ostrych nerovnosti ryze
monotonni);

s N2

e ohranicend (omezend), jestlize existuji ¢isla A, B € R takova,
zeplati A <a, < B, Vn € N;

e zdola, shora ohranic¢end (omezend) posloupnost v ptipadech omezeni jen s jednou
z takovych konstant A,B. JAN

Piiklady: s pouzitim piedchozich definic pro posloupnosti s nasledujicimi piedpisy si
ovérte jejich uvedené vlastnosti:
l.a,=2n+1)/(n+4); a, = (1+1/n)"; a, = \/n--- rostouci posloupnosti;
2. a, = (1+1/n)% ¢>0, a, = (c)'/"; a, = (n)Y/™-- . Klesajici posloupnosti;

3. ap = (-1)"1—-1/n)" a,=1+1/n)" a,=(—-1)"+1/n,
a, = 2n.sin(nrw/2)/(n+ 1), a,, = 3/(2n — 7) --- ohrani¢ené posloupnosti.

Oveéfte si tyto vysledky také pomoci grafického zobrazeni téchto posloupnosti !

Definice 3.3.  Pro danou posloupnost {a,}>° ; a rostouci posloupnost pfirozenych
isel {k;}5°, nazyvame posloupnost {ay, }3°, vybranou posloupnosti z posloupnosti
{antny. A

Ptiklady:

e 7Z mnoZiny pfirozenych ¢isel mizeme vybrat posloupnosti sudych nebo lichych
¢isel, nebo nasobkid daného ¢isla, piipadné jeho mocnin.

e Z ohranicené posloupnosti s piedpisem a, = (—1)"(1 + 1/n) miZzeme vybrat
klesajici posloupnost kladnych ¢isel i rostouci posloupnost zdpornych cisel (pro
suda, resp. licha n).

e Z posloupnosti s pfedpisem a, = sin(n7/2) muzeme vybrat téi posloupnosti
s konstantnimi ¢leny —1, 0, 1.

e Uvedte dalsi piiklady (viz napf. lit.[1-8])!
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3.2 Limita posloupnosti, konvergentni posloupnosti

Pruvodce studiem

Limita je jednim ze zdkladnich pojmli matematické analyzy. Jako limitu posloup-
nosti si intuitivné predstavujeme ¢islo, ke kterému se Cleny posloupnosti s rostoucim
indexem bliZi se vzdalenosti klesajici k nule. S analyzou slozitéjSich posloupnosti
a rozSifovanim pojmu limity na dali objekty byla vypracovana nésledujici definice
limity posloupnosti a konvergentni posloupnosti redlnych ¢isel.

Definice 3.4. (Definice limity posloupnosti)
Posloupnost {a, € R}, md vlasmi limitu a (konverguje k limité a € R, je
konvergentni), jestlize ke kaZdému ¢ > 0 existuje ny € N takové, Ze pro vSechna
n > ng plati |a, —al <e.
Pouzivané zpisoby zapisu jsou
lim a, =a, nebo a, —a pro n— oo, nebo {a,} >, — a. (3.1)
n—oo
Jestlize ke kazdému kone¢nému &islu A > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vSechna
n > ng plati a, > A, pak fikdme Ze tato posloupnost md nevlastni limitu oo
(nebo konverguje k +0oo - s oznaCenim lim a,, = 4+00) a podobné pro nevlastni limitu

n—oo
a, — —00.
Posloupnosti které nemaji vlastni limitu se oznacuji jako “divergentni posloupnosti”,
ptipadné “divergentni oscilujici posloupnosti”. A

S pouzitim slozit€jsi symboliky miZeme definici vlastni limity posloupnosti psat
strucné takto [viz obr. 3 a)-c) | :

lim a, =a & {Ve >03ny € N:Vn >ny= |a, —a|] <e€}. (3.2)

n—oo

s w7 EY)

Podobné muiizeme v této definici také pouzit pojmu “okoli ¢isla a
takovou verzi !).
Analogicky miizeme definovat i limitu posloupnosti komplexnich ¢isel (zobrazeni
N — C - zformulujte !).

(zformulujte

Priklad 3.5. S pouzitim definice ovéite platnost ndsledujicich tvrzeni:

Posloupnost a,, = 1/4/n je konvergentni; geometrickd posloupnost a,, = ¢"
s kvocientem |¢q| < 1 je konvergentni, pfi |g| > 1 je divergentni.

Posloupnosti s piedpisy a, = (-1)", a, = (-14+1/n)", a,=+/n,
a, = n(—1)", aritmetickd posloupnost - jsou divergentni posloupnosti.

Véta 3.6. Mezi posloupnostmi s jednotlivymi uvedenymi viastnostmi (ohranicenost,
konvergence, monotonnost) plati ndsledujici vztahy:

e KaZdd konvergentni posloupnost je omezend a md prdvé jednu limitu.
e KaZdd ohranicend a monotonni posloupnost je konvergentni.

e 7 kaZdé ohranicené posloupnosti lze vybrat konvergentni posloupnost
(Bolzano - Weierstrass).

20

definice
limity

posloupnosti

vlastnosti
konvergentnich
posloupnosti



Diikaz. Dikaz prvniho tvrzeni se provede sporem - kdyby existovaly rizné limity,
pak by v jejich disjunktnich okolich leZely pro dostatecné velké ny vSechny cleny
posloupnosti s indexy n > ny.
Duikazy ostatnich tvrzeni najdete napft. v lit. [3 - 8,11]) .

]

Poznamka 3.7. Limity posloupnosti a také i vzajemné rizné limity vybranych po-
sloupnosti predstavuji hromadné body (hodnoty) oboru jejich funkénich hodnot.
Napfiklad posloupnosti {(—1)"}, {(—1+1/n)"}, n € N maji hromadné body -1, 1 .
Uvedte dalsi piiklady!

posloupnosti konvergujici k e=2.7..

S

o 20 40 60

posloupnost konvergujici k sqrt(20)

(e}

Cooo00000000000000

[e] 5 10 15 20 25

a(n)=sqrt[n](n)

o 10 20

30 40

liminf a(n)= —1/e, limsup a(n)=1/e

*

M T

Fok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok %k

(o] 10

20

obr. 3 a), b), ¢) - konvergentni posloupnosti, d) - divergentni posloupnost

3.3 Operace s limitami posloupnosti

30

Pfi vypoctu limit Casto rozdélujeme sloZzitéj$i vyrazy na jednodussi ¢4asti. Pak pouZi-
vame jednoduchd pravidla, zformulovand v néasledujici vété (viz [3-8,11]).

Véta 3.8. Jestlize pro ¢leny dvou konvergentnich posloupnosti plati

pak také plati

1.

lim a, = a, lim b,

n—o0 n—o0

—b, abeR,

lim (cia, + c2b,) = cra+ b Ve, e € R,

n—oo

n—od

lim a,b, =a-b; prib#0 je lim%:

n

a, <b, Yn>ngeN = a<hb

a
b

Y

4. Jestlize pro posloupnost {c,} plati a,, < ¢, < b, (”seviend posloupnost”)
a pro limity a,b plati a = b, pak plati
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Diikaz. UkédZeme stru¢né postup dikazu jen pro limitu soucinu a podilu.

Obé konvergentni posloupnosti jsou ohranicené - tedy existuje konstanta C' > 0 takova,
ze |a,| < C, |b| < C pro dostate¢né velkd n. Proto

Ve > 03ng,ng :Vn >ny = |a, —al < ¢/(2C), Vn > ny = |b, — b| < €¢/(2C).
Pro n > n3 = maz{ni,ny} pak plati

|anb, — ab| = |anby, — anb+ anb — ab| < |ay||b, — b| + |b]|a, —a| < 2C-€/(2C) = e.
Pro limitu podilu naSich konvergentnich ohrani¢enych posloupnosti s konstantami

0 < C < |b,| < Cy plati, Ze Vn > ng,

Qn, a a,b — ab, 1
In _ ) _ < —lanb — ab+ ab— ab,| <
T b | S oy lanb — bt ab—ab
1 la| + |0]
< —[|bljan — by — bl = — .
— b01[| ||CLn CL|+|CL|| n |] |b|01 € €1

Pro libovolné ¢ je tedy odpovidajici € pro posloupnosti {a,, }, {b,} mozno najit
ze vztahu € = ,C1 /(|a|/|b] + 1).
Tim jsme podle definice limity dokdzali druhé tvrzeni véty.

O]
Priklady
1. Po vycisleni dostate¢ného poctu ¢lenti posloupnosti s piedpisem a, = U/n

muzeme vyslovit hypotézu, Ze jeji limitou je ¢islo jedna (viz obr. 3b).
Podrobnéjsi analyza a dikaz se da provést takto: pri oznaceni

1
Yn=14hy,, h, >0 plati n:(1+hn)"z1+nhn+§n(n—1)hi.

Odtud plyne, Ze

2 2
h2 < (nl): S— 0= Hm i< lm(L4h) =1 (33)
nin — n — n—00 n—00

2. Pro posloupnost {/a}>;, n>ng>a>1 plati 1< {Ja<Yn (—1).
Podobnépro 0 <a<1lac=1/a>1 plati

lim {/a= lim (1/{/c)=1. Tedy lim {/a=1 Ya > 0. (3.4)
3. Proc>0,k€Z,d= {/c,c£1 je
ok _ k=1 gk—2 | ...
o YEZL o @@ ATk d )
n—00 %—1 Nn—00 d—1

4. Jestlize posloupnost zadand rekurzi  y,41 = [(m — Dy, + a/y™ ] /m
pfi a > 0 konverguje k &islu b, pak b = 1/a (viz obr. 3¢ pro n = 20, m = 2).

5. Posloupnost s rekurentnim piedpisem y,.2 = (Y — Yni1) je specidlnim pii-
padem diferencni rovnice (ty patfi do SirSi oblasti tzv. funkciondlnich rovnic
v matematice a hledaji explicitni pfedpis pro jeji feSeni). Tato rekurence je
splnéna posloupnostmi s explicitnim pfedpisem

Yn =11 +eory, 1= (1— \/5)/2, ro = (1+ \/g)/Q, c1, 00 € R,
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Mnozina takovych posloupnosti obsahuje tedy jak posloupnosti ohranicené ( pti
c1 = 0), tak i posloupnosti neohranicené (v ostatnich piipadech). Kazda takova
ohrani¢ena posloupnost ma za limitu nulu. MiZeme formulovat také inverzni
problém - pro zadananou posloupnost hledat rekurzi, kterou jeji ¢leny spliiuji.
Napf. posloupnost a,, = 1/n spliiuje rekurzi a,,1 = a,/(1 + a,) - dokazte !

6. Pro ¢ > 0 a posloupnost definovanou prvnim ¢lenem a rekurzi

1
a1 = /¢, apni1 = e+ ay je liman:——i—\/— 1+—

Dokazte !

( Nédvod - posloupnost m4 kladné ¢leny, pro jejf limitu plati a®> — a — ¢ = 0. )
Poznamka 3.9. Pro posloupnosti definované na obecnéjsich oborech funk¢énich hodnot
byl zaveden pojem cauchyovskd posloupnost takto:

Posloupnost {a, }5°; je cauchyovskd, kdyz plati
Ve > 0 dng € Ntakové, ze Vn,m > ng = |a, —a,| <e. (3.6)

V rdmci naSeho textu jsou pojmy “konvergentni posloupnost” a cauchyovska posloup-
nost” ekvivalentni (podrobnéji viz napt.[7]). AN

V nasledujicich piikladech posloupnosti pouzijte pravidel z V 3.8 k vySetfeni jejich
konvergence.

Piiklady vypocta limit

1.
3n? +2 . 3+1/n? . n?*4+10 . 1/n+10/nd
lim ——— = lim ———— =3; lim = lim —— =
n—oon?+2n n—oo 142/n n—oo n3 4 1 n—oo 1+ 1/n3
2.
lim ¢"=0,1,400 projc| <1, c=1,lc|]>1; lim \/ﬁ:O.
n—00 n—oo N
3.
_Vnd+2n—1 2 | a2 2 21/ 3
lim ——— =1; lm[1°+3°+5"+ -+ (2n—1)%]/n° = 4/3.

n—oo n + 2 n—oo

4. Pro posloupnost s ¢leny a,, = sin(nw/2)/In(n) plati
la,| < 1/In(n) = lim a, = 0.

2n_

5. Posloupnost a, = - |

sin(%°) nemd limitu; ma hromadné body —2, 0, 2.

6. Pro |a| <1, |b| <1 aposloupnost definovanou pomoci geometrickych fad

yn:Zaj/Zlﬂ plati Ji_)rgloyn: Y

J=0 J=0

Co plati pro tuto limitu pfi jinych hodnotach parametrd a, b ?
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7. Pro vypocet nasledujici limity pouZijeme nerovnost odvozenou z binomické
formule : 3" < 4n(n — 1)(n — 2)/3; odtud plyne

O<n2< Gl = l‘mn2—0
30 " dn(n — 1)(n — 2) ntoo 3n

Priklad 3.10. Velmi znama konvergentni posloupnost racionalnich ¢isel s iracionaln{
limitou e = 2, 7182... (Ludolfovo &islo) ma funkéni predpis a,, = (1+1/n)". Uvedme
struéné jednotlivé kroky dikazu konvergence této posloupnosti. cislo e

1. Tato posloupnost je zdola ohrani¢end (viz obr. 3a), nebot’ plati

1 1 -1 1 -1
2§(1+—)":1+n.—+M—+--->2+n——>2.5.
n n 2 n? 2n

2. Z Bernoulliho nerovnosti (1 + z)” > 1+ nx Yz > —1 plyne, Ze

1 1 1 1
I— )1+ =)=(1-—=)">1-——-.
I=2)" 1+ )" =(1-5) "

3. Tato posloupnost je monotonné rostouci, nebot z 1.-2. plyne, Ze

(1) > (1= ) (1= ) = (14—

n—1
n n n—l) )

4. Tato posloupnost je shora ohrani¢end, nebot’ s pouZitim binomické formule
a vzorce pro soucet geometrické fady dokdzeme, Ze

1 1 1.1 1 2 1 1 n—1

1
14+=)" = I =4 — (1= )= (1= =) (1= )4 — (1= =) -+ (1= <
(+n) +1!+2!( n)+3!( n)( n)+ +n!( n> ( n)
n n—1 1
<I+) <1+ Z=3-55<3
k=1 —

5. Protoze naSe posloupnost je ohrani¢end a monotonné rostouct, je konvergentni.

Pozndamka 3.11. Podobn& miZeme dokdzat, Ze posloupnost a,, = (1 + 1/n)"!
je klesajici a ma stejnou limitu e (viz obr. 3a). JAN

Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty (V 3.6) lze z kazdé ohrani¢ené posloupnosti
vybrat konvergentni posloupnost. Jeji limita je pak hromadnym bodem mnoZziny {a,, }.
JestliZe pro rizné vybrané posloupnosti dostaneme rtizné limity (hromadné body),
pak nejvétsi (resp. nejmensi) z nich oznacujeme jako

limsupa,, resp.liminfa, ...(limes superior, inferior).

n—oo n—0o

Naptiklad oscilujici posloupnost a,, = cos(n7/3), n € N ma hromadné body lim sup
{-1,-1/2,1/2,1}, liminfa, = —1, limsupa, = 1. lim inf
Posloupnost a,, = (—1)"(1—1/n)" je divergentni; vybrané posloupnosti jejich sudych
nebo lichych ¢lent konverguji k limitam (viz obr. 3d)

1/e =limsupa,, —1/e=Iliminfa,.

n—00 n—00

Z definice limity pak mtizeme dokazat platnost nasledujiciho tvrzeni:
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Véta 3.12. Posloupnost {a,} md limitu prdavé tehdy, kdy? plati

liminfa, = lim a, = limsupa,,. A

n—o0 n—00 n—00

Jinymi zajimavymi posloupnostmi s riznymi vlastnostmi a limitami jsou napf.

1.

lim Y% — -, lim vn!= 400

n—oo n (& n— oo
2. .

a .

lim(14+—-)"=¢€% lim —=0

n—oo n n—oo n!
> 1 1 1 1

lim (— 4+ — — Tim (1 — -
nl—>nc}o(1.2—i_23jL +n(n—i—1)) s n—i—l)
* 2.4.6---2
. e n
li == (Walli
s @) an g (Wallis
5.
1 n

| n=a = lim — ;=

fim =0 = Jim O3 =0
6.

a, >0, lim (ay41/a,) =a = lim Ya, = a.

7. a

lim [ =a<1 = lim a, = 0.

n—oo (1 n—oo

n

Jestlize pfi vypoctu limit nejsou splnény predpoklady uvedenych pravidel, dostavame
tzv. neurcité vyrazy typu oo — oo, oo/oo, 0/0,0 - 0o , které mohou v limité nabyvat
riznych hodnot, nebo nemit limitu. Prostudujte priklady limit takovych posloupnosti -
napi. an =1P/n? p,g€R, p>q, (p < q);

=nva n—ya =N 1/” - ! ;

(dal$i vhodnou techniku jejich vypoctu - aplikaci I’Hospitalova pravidla - uvedeme
v kap. 6.3)

Shrnuti

V této kapitole jsme si zopakovali pojem posloupnosti (D 3.1)jako zobrazeni N — R.
To muZe byt zadano funkénim predpisem, nebo rekurzi a po¢ateéni podminkou. Popsali
jsme nékolik vlastnosti posloupnosti (D3.2) a definovali limitu posloupnosti (D 3.4).
Operace pouZzivané pro vypocet limit jsou popsany ve (V 3.8). Sezndmili jsme se
s nékolika dilezitymi posloupnostmi a jejich limitami.

Pojmy k zapamatovani

e Posloupnost a zptsoby jejitho zadani; ohrani¢ené, monotonni, konvergentni po-
sloupnosti.
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e Limita posloupnosti, metody jejiho vypoctu, hromadné body posloupnosti,
vybrané posloupnosti a jejich limity.

e Limity posloupnosti {1/n},{{/n},{(1+ 1/n)"}.

Kontrolni otazky
1. Uvedte rozdily mezi pojmy maximum, supremum, (minimum, infimum)!

2. Jaké jsou vztahy mezi pojmy hromadny bod posloupnosti, jeji limita,
limes superior, limes inferior ?

3. Je monotonni posloupnost konvergentni ?

4. Jaky je rozdil v definicich konvergentni a cauchyovské posloupnosti ?

Ijkoly k textu
1. Najdéte hromadné body a limity posloupnosti
a) a, =1+ nsin(nr/2), b)a,=(—1)"(3+10/n).

2. Pro které hodnoty parametri a, b, ¢, d jsou posloupnosti
Yn = (an+b)/(n —1); z, = (an + b)/(ecn + d) konvergentni, monotonni ?

3. lim |a,| =400 = lim (1/a,)=0; dokazte.

n——+00 n——+00
4. Najdéte limity posloupnosti {%}, {(1+1/(2n))"}, n(Hn2+1-1).
5. S pomoci pocitale si ovérte, Ze

1K, 1 . c

ReSeni
1. a) —00,0,4+00; b) 3, —3.
2. {yn} — aVa,b, € R; klesajici pro a,b > 0;
{zn} — a/cpro ¢ # 0, rostouci pro ad > bc,c > 0.
3. lap] > C >0=|1/a, — 0| =|1/a,| < 1/C, C — +oc.
4. a) 3; b) Ve; c) 1/2.
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4 Limita a spojitost funkce

Studijni cile: V této kapitole pfeneseme techniky studia diskretnich objektl na studium
jevi spojitych. PouZijeme znalosti limity posloupnosti k definici limity funkce v hro-
madnych vlastnich a nevlastnich bodech defini¢niho oboru. Uvedeme pak ekvivalentni
definici limity funkce v bodé pomoci pojmil €, § -okoli. K praktickému vypoctu limit
funkce v bodé se pak definuje spojitost funkce v bod¢€ a na intervalu. Uvedeme v pre-
hledu zdkladni vlastnosti spojitych funkci a operace zachovavajici spojitost. Ukdzeme
si postup pfi vySetfovani spojitosti funkce, ptiklady spojitych 1 nespojitych funkci.
Klicova slova: hromadny bod, (ryzi) okoli bodu, limita funkce, jednostranna limita;
spojitost a nespojitost funkce v bodég, stejnomérna spojitost funkce na intervalu.
Potirebny cas: 300 minut.

Pruvodce studiem

Limita funkce patii k zdkladnim pojmim matematické analyzy. Vystihuje lokalni
chovani funkce v okoli jistého bodu, v némz ani jeji funkéni hodnota nemusi byt
definovana. Pochopeni a pouZiti tohoto terminu ndm umozZni pfesnéji popsat vlast-
nosti i formdlné€ jednoduchych funkei v okoli bodi, kde funkéni piedpis nedefinuje
funkéni hodnotu, nebo ji stanovi odli$né od ostatnich bodii, nebo kde dochézi v okoli

PRI 4

takového bodu k obtizné kontrolovatelnym rychlym zménam funkcénich hodnot.

V této kapitole budeme opét Casto pouzivat pro body na osich x,y v roviné pojmy
okoli, pravé a levé okoli, ryzi okoli, hromadny bod; u funkci - definicni obor a obor
funkcnich hodnot, jejich viastnosti (viz. kap.1,2, [2-3,6-8]). PouZijeme je k zavedeni
pojmu limita funkce, spojitd funkce a ke studiu vlastnosti spojitych funkeci.

4.1 Limita funkce - definice

Intuice ndm napovidd, Ze funkce md limitu L v bodé€ z, jestlize pfi x — xy pro
posloupnost hodnot této funkce plati f(x) — L. Pfiklady ndm vSak ukazi, Ze takova
formulace vyzaduje upfesnéni (rizné vybrané posloupnosti funk¢énich hodnot mohou
konvergovat k riiznym limitdm). Proto pojem limity funkce v bodé zavedeme nejprve
pomoci definice, kterd zpiesiiuje toto intuitivni pojeti s pomoci ndm znamého pojmu
limity posloupnosti (Heine).

Definice 4.1. Funkce f(z) md v hromadném bodé& z, svého defini¢niho oboru D( f)
limitu L € R, jestliZe pro kaZdou posloupnost bodii {x,} C D(f),
T, # xo, {xn} — w0 posloupnost funkcnich hodnot { f (x,,)} konverguje k ¢islu L .

Pouzivany symbolicky zpiisob zdpisu je A
lim f(z) =L, nebo f(z)— L proz — x. 4.1)
Tr—T0

/v 2

Pii vySetfovani limit funkci je vzhledem k obtiZné kontrole splnéni predpokladi této

definice (.. pro kazdou posloupnost ..) ¢asto vhodné&jsi jind, ekvivalentni formulace
definice limity funkce (Cauchy).
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Definice 4.2. Funkce f(z) md v hromadném bodé z, € D(f) limitu L,
kdyz ke kazdému e-okoli bodu L existuje ryzi 6-okoli bodu z( takové, Ze plati

|z —xo] <6 = |f(zx)—L| <e. 4.2)

V symbolickém zdpisu tato definice mé tvar (viz obr. 4a)

lim f(z) =L < Ve>030 >0 takové, Ze

Vo #£axg: |[x—x0| < = |f(x)— L) <e. 4.3)

Kdyz si pfipomeneme, jak je definovano okoli nevlastnich bodt redlné osy (400, —00),
a konvergence posloupnosti k nim, pak pozndme, Ze v obou téchto definicich jsou za-
hrnuty i1 pfipady oznacované jako

- vlastni limita L funkce v nevlastnim bodé: x — +oo, L € R;

- nevlastni limita ve vlastnim bodé xy : * — xo, L = +00;

- nevlastni limita v nevlastnim bodé: v — +oo, L = +00

(s moZnosti obou znamének +,- u symbolii o).

Pokud v definici pouZijeme jen levé ¢i pravé okoli bodu xj,, pak dostaneme de-
finici pro limitu funkce f(x) v bodé xq zleva, zprava. Pro né se pouZivd symbola
lim f(x), lim f(x),nebo také f(zy), f(xg) A

T—T) :c—>:c3'

U vétSiny jednoduchych funkci pozndme piimo z funkcéniho predpisu a piisluSného
grafu, ve kterych bodech dochazi k problémiim pfi ur¢ovani limity (i kdyZ je tfeba jisté
opatrnosti - napiiklad mit dostatecné hustou sit’ bodl pro kresleni grafu).

Priklad 4.3. Graf funkce f(z)=1/(1 + x) ndm napovid4, Ze plati

1 1

a) IJEI}_ 1+« oo ) xi{%_‘r 14+ +oo,
1 1 1
o) fmi— =5 9 im0
Jednoduchym vypoctem si ovéfime, Ze nerovnost
1 1 ) “ »
| —— — | <€ jesplnénapro |l —z| <2 =9, (ptipadc))
1+z2 2

nerovnosti 1/(14+x) <e¢, 1/(1+z) > C jsousplnény pro = > 1/e—1, z <1/C—1
(piipady d), b)).
Tim jsme si podle definice limity ovéfili uvedené vysledky (dopliite piipad a)!).

Piiklad 4.4. Funkce f(z) = (z* — 1)/(z + 1) neni definovéna v bodé = = —1.
Po ekvivalentni Gpravé funkéniho piepisuna f(z) =x — 1, z # —1 je zfejmé,
Ze lir£11 f(z) = —2. (Dokazte pomoci definice !)

Priklad 4.5. Funkce f(z) = sin(1/z) je definovdna pro z € R\ {0}; bod 2o = 0
je ale hromadnym bodem defi¢niho oboru a mizZeme proto v ném hledat limitu. Jak
ndm ale napovi graf této funkce (obr. 4b), v kazdém jeho J-okoli jsou hodnoty 1/z
zobrazeny do okoli nevlastnich bodi +o00, —oo , kde hodnoty sloZené funkce sin(1/z)
vyplni cely interval [—1, 1] a nevejdou se tak do dostate¢né malého e-okoli jakékoliv
jediné hodnoty L z tohoto intervalu. Proto tato funkce nema limitu v bodé zy = 0.
Podobné z grafu funkce sin(x) vidime, Ze tato funkce nema limitu v nevlastnim bodé
x = +00. (DokaZte pomoci definice !)

28

Cauchy

nevlastni
limity
limita
zleva
Zprava

sin(1/x)



limita funkce : epsilon — delta vy=sin(1/x)

o 0.5 a —0.1 —0.05 o

obr. 4 a) - definice limity funkce, b) - pfiklad neexistence limity

Priklad 4.6. Funkce f(z) =z, 2 >0
ma v nevlastnim bodé€ x = +oo nevlastni limitu: lirf VT = 400,

protoZe pro kazdé &islo A > 0 a v8echna &isla x > A? je /z > A.

Funkce f(z) = 1/(z® — 1) md v nevlastnim bod€ x = +oo vlastni limitu rovnu
nule, nebot Ve > 0 je 1/(z* —1) <€, Va > ,/1+1/e (okoli nevlastniho bodu
xo = +00 ). Jaké jsou jeji limityprox — 1, x — —17?

Priklad 4.7. Funkce sin(x)/z, tan(x)/x nejsou piimo definovany v hromadném
bodé x = 0 svych defini¢nich oborl. Pfesto mizeme piimo z jejich geometrické
definice (s dhlem v obloukové mife - nakreslete si obrazek !) odhadnout, Ze ob¢ tyto
funkce maji v tomto bod¢ stejnou limitu rovnou jedné. Dokézat to pfimo z definice je

vvvvvv

odst. 4.11, 6.3).

Z obou definic limity funkce ov§em snadno ukdZeme, Ze ” Diracova funkce ” §(z)
definovand jednickou pro raciondlni a nulou pro iraciondlni redlna ¢isla nemd limitu
v Zddném bodé redlné osy.

Poznamka 4.8. Zdlraznéme, 7Ze v Cauchyho definici limity je poradi symboli
Ve > 036 > 0---, které nelze obrétit beze ztraty smyslu této definice. Jak jsme
ukdzali v pfedchozim, lin(1) sin(1/x) neexistuje, ale

V§>0de>0 takové,Zepro |z| <d je|sin(l/z)| <e(=2,---).
Podobné to plati i pro limitu posloupnosti (uvedte piiklad !). A

Z definice limity funkce v bod¢ 1ze pomérné snadno dokdzat nasledujici tvrzeni.

Véta4.9. Vlastnosti limit funkce

1. KaZdd funkce md v libovolném bodé nejvys jednu limitu.

2. Md-li funkce v bodé x( vlastni limitu, pak existuje jeho ryzi okoli takové, Ze tato
funkce je na ném ohranicend.

3. Funkce md ve vlastnim bodé x limitu (vlastni nebo nevlastni) prdavé tehdy, kdyZ
v ném md limitu zleva i limitu zprava a obé tyto limity jsou si rovny.

4. Jestlize plati lim f(x) = Ly < Ly = lim g(z), pak existuje takové ryzi
T—x0 T—X0
okoli bodu o, v némZ plati f(x) < g(z). A

Provedte si jejich dikaz (viz napf. [3-8])!

29



4.2 Pravidla pro pocitani s limitami funkci

Proto byla odvozena pravidla, jak je moZno pocitat limity sloZzitéjSich funkei pomoci
limit jednotlivych ¢asti funk¢éniho predpisu. Vysledna pravidla jsou podobna pravidlim,
kterd plati pro vypocet limit posloupnosti.

Véta 4.10.
Jestlize existuji viastni limity lim f(z) = Ly, lim g(z) = Lo, pak plati :
T—x0 T—T0
1.
lim (¢1 f(x) + c29(x)) = 1Ly + coLa, ¢1,c0 € R.
T—T0
2. I
lim (f(z)-g(z)) = Ly - Ly; lim J@) =21 (pokud Ly #0).
T—T0 T—T0 g(:L‘) Lo

3. JestliZe existuje ryzi okoli bodu xo, v némZ plati f(z) < g(x) < h(x)

aplati lim f(z) =L = lim h(z), paktaké lim g(x)= L.

T—xo T—x0 T—T0

4. Pro limitu sloZené funkce F(z) = f(g(x)), g: I — J1, f:J1 — J, zp € I
plati:
jestlie lim g(x) =a, lim f(y) = L,
Tr—T0 y—a
a existuje ryzi okoli bodu x takové, Ze v ném g(x) # a, pak lim F(z) = L.

T—xo

5. Jestlize Ly =0 a funkce g(x) je ohranicend v nékterém okoli bodu x,

pak  lim f(z)-g(z) = 0. A

T—x0

Treti tvrzeni se nékdy také oznacuje jako ” véta o sevieni’.

Diikaz. Postup pfi dikazu téchto tvrzeni si ukdZzeme na limité soucinu dvou funkci
a za predpokladu L, L, # 0 (zvaZte ostatni piipady !).

Funkce f(z), g(x) jsouv dostate¢né malych ryzich okolich bodu xy ohraniené a proto
existuji konstanty C, Cy takové, ze plati |f(z)| < Cy, |g(z)| < Cs. Z definice limit
Ly, Lo plyne, Ze pro kazdad e; > 0, e > 0 existuji takova ryzi d;, 65 -okoli bodu z,
zeplati |f(x) — Li| < ey, |g(z) — La| < €.

V jejich praniku plati | f(x)g(x) — L1 Ls| =

= [f(2)g(x) = Lig(w) + Lig(x) — LiLo| = |((f(2) = L1)g(x) + (9(x) — L2)La] <

< |g@)||f(z) = Li| + |L1||g(z) — La| < Caer + |Li]es.

Ke splnéni podminky |f(x)g(z) — L1Ls| < € tedy staéi vzit u funkei f(z),g(z)
takové okoli bodu z, kterd odpovidaji na ose = ryzim okolim limit L, L,
s hodnotami ¢, < €/(2C), €2 < €/(2|L1]). O

Cviceni

1. Provedte diikaz tvrzeni 1,5 z (V 4.10) o limité linedrni kombinace dvou funkc{ !
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2. Proc¢ je v predpokladech o limité sloZené funkce ta dal$i podminka ?

Na nékolika dal$ich ptikladech si ukdZeme pouZiti uvedenych pravidel pro vypocet

vvvvvv

Priklad 4.11.

1. Funkce f(z)= Sinz(x) neni svym piedpisem definovana v bodé = = 0.
Je sudou funkct, jeji graf je soumérny vzhledem k pocatku a proto staci hledat jeji
limitu zprava v tomto bodé€. Z geometrické definice trigonometrickych funkci je
zfejmé, Ze napr. v jeho ryzim pravém 1-okoli plati

sin(z) < z < tan(z) = sin(x) = cos(z) < sin()

<1
cos(z) x

ProtoZe z geometrické interpretace funkce cos(z) a Heineho definice limity je

799

zfejmé, Ze lim, o cos(x) = 1, pak z ”véty o sevieni” a sudosti funkce plyne,
Ze plati (obr. 5a)

TG T Y (4.4)
a0 T z—0 sin(z)

2. Se znalosti této limity, trigonometrickych identit a s pouZitim uvedenych pravidel
pak snadno najdeme nasledujici limity

lim tan(z) — im sin(z) 1 1,

20 T =0 1z  cos(z)
i 1 — cos(x)  lim 2sin?(z/2) _ llim sin(:c/2))2 _ 1’
z—0 :I;2 z—0 ,]j‘2 2 z—0 x/? 2
i tan(z) — sin(x) — tim 1 sin(z) 1-—cos(z) _ 1
z—0 a3 z—0 cos(x) x 2 2

3. Funkce sin(1/x) je v ryzim okoli pocatku ohrani¢end. Proto podle posledniho
pravidla z (V 4.10) je lin}) x - sin(1/z) = 0. Podobny vysledek dostaneme

pro funkci x - cos(1/z) - viz obr. 5b).

4. Pomoci pravidla o vypoctu limity sloZzené funkce je

x T
—limIn(y) =0, lim ——~—— =1, lim —— —0.
a0 x+1 ) sl n(y) 220 arctan(z) b arctan(z)

5. Pfi vypoc¢tu limity posloupnosti lim,, ..(1 + 1/n)" = e = 2,718--- jsme
ukdzali, Ze tato rostouci a jind klesajici posloupnost a, = (1 + 1/(n — 1))"
konverguji ke konstanté e. Pro z € (1/(n + 1), 1/n] pak plati

1 1 e’ —1 1

<ef<l+—0r = < < )
n—+1 € +n—1 z+1 T 1—-2x

1+

Limitnim pfechodem pro z — 0 a pouZzitim “véty o sevieni” tak dokaZeme, Ze

r—1
¢ =1, lim(1+ x)l/m =e, lim(1+k/z)" = e” 4.5)

z—0t T z—0 I —00

a podobné vypocitdme limity té€chto funkci pro z — 07, z — —oo0.
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Cviceni
Vysetiete existenci a hodnoty nésledujicich limit (pfip. limit zleva, zprava):

) 2 Vi-l
1. lim %=1 hm 2z+1y2. hm
w——1/2 2z+1 7 (3x2+x 4) ’ 1 -1

. 3_ . Y5+ Y34 Y3 .
2. lim £25%82, iy YEEMCEEVE Qim g In().
T—00 T T—00 V45 r—0t

3. lim (V1 — a® + 2); lin%(ﬁ—ﬁ); lim (vz2?+x — ).

T—00 T— T—F00
4. hm tan(2z) | lim x . lim cos(z) sin®(z) . lim tan(z)—sin(z)
—p tan(3z)? g arctan(z)’ TG z? Y200 sin3 () ’
1 . . _ 2 . i
5. 11 n(‘r), lim (In(z))Y*; limz-e %%, lim % x+2), lim 2resine)
T—00 z—0 r——2 |z+2] z—0 z

6. lim =1 lim[sin(z) + cos(2)]V/*;  lim [sin(1/x) + cos(1/z)]".

z—0 z—0 T—00

g
[e~)
wn<
[¢”]
=
o

—2; 1/9; 3/2;

+o0; 0; 0

0; 1/2; 1/2;
;0 1/2.

1; 1; 0(zprava); F2; 1.

R e
DO
~
w
—_

1/m; e e

y=sin(x)/x y=x*cos(1/x)
1.002 o.2

0.998

0.996

0.994

0.992

0.99

0.988 —0.2
—0.4 —0.2 o 0.2 0.4 —0.2 —0.1 o 0.1 0.2

obr.5 a) limsin(z)/x =1, b) limx-cos(l/x) =0

z—0 z—0
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4.3 Spojitost funkce

Pruvodce studiem

Spojitost funkce je dalSim zdkladnim pojmem matematické analyzy, ktery upiesiiuje
intuitivni pfedstavu funkce, jejiz graf ’se nepretrhdva” a nemd takové oscilace jako
funkce sin(1/z) v okoli pocatku. Pouziva pojmu limita funkce a proto také mtZeme
zvolit nékoli jeho formulaci a také definovat spojitost funkce v daném bodé zleva,
zprava.

Definice 4.12.  Funkce f(x) se nazyva spojitd v bodé a € D(f) C R,
jestlize plati lim f(z) = f(a).

Funkce se nazyva spojitd v bodé a zleva (zprava), jestlize stejné vlastnosti maji limity
zleva (zprava).

S pomoci €, §- symboliky mizeme definici spojitosti funkce f(x) v bod€ a zformulovat
takto (viz obr. 4a):

Funkce f(x) je spojitd v hromadném bodé a € D(f), kdyZ

Ve>030>0 takové,7e Vo : |z —al <d = |f(z)— f(a)] <e. (4.6)

Poznamka 4.13. V této definici je implicitné obsaZeno Ze
-bod a € D(f), je jeho hromadnym bodem;
- existuje lim f(z) a tato limita je rovna funkéni hodnoté f(a);

- analogicky definujeme v hromadném bod¢ jednostranné limity ;
- funkce spojitd v bodé€ je v ném spojita zleva i zprava. A

vvvvvv

funkci (viz napft. [3-8,11]).
Véta 4.14. Jsou-li funkce f(z),g(x) spojité vbodé v = a, c¢1,c5 € R,
pak také funkce

L cif(x)4cag(x), f(x)-g(x), [f(x)/g(x)(pFig(a) #0) jsou spojité v tomto

bodeé;
2. jestlie g(a) = b, f(z)je spojitd v bodé b, pak sloZend funkce f(g(x)) je spojitd
v bodé x = a. JAN
Priklad 4.15.

1. Funkce f(z) = 22 je spojitd v kazdém bod€ z = a € R. Vzhledem k jeji sudosti
lze dlikaz provést napf. pro x = a > 0 s pomoci €, ¢ -okolf takto:
|(a+8)* —a*| =6]2a+6| <e pro 0<¢e/(2a+ ) <e/(2a).

2. Funkce sign(z) (viz odst.2.1) neni spojitd v bodé = = 0 - limity zleva i zprava
existuji, jsou ale rtizné (rovny —1, 1) a rtizné od sign(0) = 0.
3. Funkce sin(1/x) neni spojitd v bod€ = = 0 (neni v ném definovdna, nemd v ném

limitu).

4. Pro funkci definovanou pro vSechna redlnd ¢isla predpisem
f(x)=2* prox=1/n,neN, f(z)=0 jinak
lze dokazat jeji spojitost v hromadném bodé x = 0 - napf. pomoci Heineho
definice (provedte !).
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bod nespojitosti 1. druhu body nespojitosti 2. druhu
o.s r 25

20 —

15 —

—0.5}

—10| 4

—20

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
o

obr. 6 a), b) - body nespojitosti 1. a 2. druhu

4.4 Body nespojitosti

Na piedchozich prikladech jsme ukdzali nékteré typy bodl nespojitosti funkce.
Obecnéji se zavadéji nasledujici pojmy bodl odstranitelné nespojitosti, bodii nespoji-
tosti prvniho a druhého druhu v hromadnych bodech defini¢niho oboru funkce.

Definice 4.16. Hromadny bod ¢y € D(f) C R v némz funkce nenf spojitd se nazyva

e bodem odstranitelné nespojitosti, jestlize v ném existuji obé jednostranné limity
a ty se rovnaji, t.j. lim f(x) =c= lim+, c # f(xo).

(E—)il?o .’E—>ZI!0
Dodefinovanim funk¢ni hodnoty v tomto bodé€ spole¢nou hodnotou limity dosta-
neme funkci spojitou v tomto bod¢;

e bodem nespojitosti 1. druhu, kdyZ obé jednostrané limity jsou kone¢né, ale rtizné
(obr. 6 a - pro jejich rozdil se pouziva termin skok funkce f(x) v bodé xy);

e bodem nespojitosti 2. druhu, kdyz alespon jedna z jednostrannych limit
je nevlastni (obr. 6b). JAN

Pifkladem bodu odstranitelné nespojitosti pro funkei f(x) = (z2—1)/(23—1)jexo = 1
- limity zleva i zprava jsou rovny 2/3. Defini¢ni obor funkce f(z) = x - sin(1/z)
miZeme rozsitit nulou, kdyZ tomuto bodu pfifadime hodnotu spole¢né limity rovné
nule; podobné funkei sin(x)/z miZeme doplnit v bodé 2 = 0 hodnotou jedna.

Pro funkci sign(x) s oborem funkénich hodnot {-1, 0 ,1} je bod 2o = 0 bodem
nespojitosti 1. druhu (limity zleva i zprava jsou rizné, kone¢né - skok roven dvéma).
Stejny skok ma v tomto bodé funkce sin(z)/|z| .

Pro funkce f(z) = 1/, g(x) = 1/2* je bod 2y = 0 bodem nespojitosti 2. druhu
(nevlastni limity zleva, zprava).

Funkce f(z) = sin(1/x) neni v bod€ =y = 0 spojitd, protoZe v ném nemd Zadnou
jednostrannou limitu; tento bod nespojitosti nepatii do Zadné z uvedenych skupin.

V systému Maple je mozZno k vySetieni spojitosti funkce pouZit piikaza iscont, discont.
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4.5 Funkce spojité na intervalu

Pomoci jiz zndmého pojmu spojitosti funkce v bod¢€ piejdeme nyni zcela prirozenou
cestou k definici funkce spojité na intervalu .

Definice 4.17. Funkce je spojitd na intervalu I, je-li spojitd v kaZdém jeho vnitinim
bodé¢ , u uzavrenych intervalu navic spojitd zleva a zprava v jeho krajnich bodech.
Funkce je na intervalu po Cdstech spojitd, kdyZ v ném md jen konecny pocet bodii
nespojitosti, a to jen prvniho druhu . A
PouZivané oznaleni pfislusnosti ke tfidé€ spojitych funkei na intervalu I je f € C(I).

Z této definice a vét o limité€ a spojitosti plyne, Ze (viz napft. [1-8,11])

- line4drni kombinace a soucin spojitych funkci je na spole¢né casti jejich intervall
spojitosti spojitou funkci;

- podil spojitych funkei f(x)/g(z) je spojitou funkei tam, kde g(x) # 0,

- slozena funkce dvou funkei (f o g, I — [; — J) spojitych na intervalech I, I; je také
spojitou funkci na intervalu [ . JAN

Z uvedenych tvrzeni plyne také nasledujici vlastnost funkeci inverznich.

Véta 4.18. JestliZe funkce f je ryze monotonni a spojitd funkce na intervalu I C D(f),
pak funkce k ni inverzni je spojitd a ryze monotonni na intervalu H(f(I)). A

Ze spojitosti a ryz{ monotonnosti funkci tan(z), cot(x), a®(a # 1) tak plyne spojitost
a monotonnost funkci arctan(x), arccotg(x),log, (z).

Priklady spojitych funkci

Elementarni funkce patii k tém, kde jiZ vétSinou zndme jejich intervaly spojitosti a body
nespojitosti.

Funkce sin(z), cos(x), €*, a”(a > 0), polynomy - jsou piikladem funkci spojitych

na celé redlné ose.

Funkce tan(x), cot(z) jsou spojité ve vSech bodech svych defini¢nich obort. Ostatni
body redlné osy (liché, sudé ndsobky 7/2) jsou body nespojitosti 2. druhu (provéite !).
Raciondln{ lomené funkce P,(x)/Q,,(z) jsou spojité v bodech, kde Q,,(z) # 0.
Zajimavym piikladem je funkce f(z) = (1 + 2?)sign(x), kterd md bod nespojitosti
1. druhu x = 0 (ovéite !); funkce k ni inverzni je funkci spojitou na svém defini¢nim
oboru (—oo, —1) U (1, +00) (s nulou jako izolovanym bodem).

Funkce spojité na uzavieném intervalu maji nékteré dalsi dulezité vlastnosti, které
nemusi mit funkce spojité na otevieném intervalu a které jsou zformulovany v nésle-
dujicich vétach ([3-8]).

Véta 4.19. (Weierstrass)
JestliZe je funkce spojitd na uzavieném intervalu I,

1. pak je na ném ohranicend a nabyvd na ném své nejvétsi a nejmensi hodnoty ;
2. Ve>03{n €N, polynom P,(x)}takové, Ze |f(x)— P,(z)| <e¢, Yz € I.

Diikaz. Platnost prvniho tvrzeni této véty je zaloZena na tom, Ze neohranic¢enost spojité
funkce by umoznila konstrukci konvergentni posloupnosti argumentd s neohrani¢enou
posloupnosti funkénich hodnot - coZ je v rozporu s definici spojitosti (ohrani¢enost
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v okoli bodu spojitosti). Pak se dokaZe existence bodi, v nichZ funkce nabyva suprema,
resp. infima mnoziny funkénich hodnot na tomto intervalu (podrobnéji viz. napt.[7]).
Druhd cast je zndmou vétou o stejnomérné aproximaci spojité funkce polynomem
( s mnoha diikazy riznych typt v teorii aproximaci).

Geometrickou predstavu o prvni ¢asti této véty nam ukazuje obr. 7b. 0

Piikladem funkci spojitych na otevienych intervalech, které tam ale nenabyvaji svych
nejvetsich a nejmensich hodnot, jsou monotonni funkce -
napf. funkce 1/x, = € (0,00); tan(z), = € (—7/2,7/2); In(x), = € (0, 0).

Véta 4.20. (Bolzano) JestliZe je funkce spojitd na uzavieném intervalu I, pak na ném
nabyvd vSech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi hodnotou - tedy obor funkcnich
hodnot H(f(1)) je také uzavienym intervalem nebo jedinou hodnotou.

Ryze monotonni funkce zobrazuje otevieny interval na otevieny interval. JAN

Dusledkem této véty je také ndsledujici dulezitd vlastnost (Bolzano - obr.7a):

Je-li f e Cla,b| aplati f(a)- f(b) <0,

pak existuje bod & € (a,b) takovy, Ze f(&) =0. A
Dusledku Bolzanovy véty se pouziva k odhadu intervald, ve kterych lezi realné
nulové body spojité funkce a v nejjednodusSich numerickych metodach pro feSeni
nelinedrnich rovnic (konstrukei posloupnosti zuZujicich se intervald [ay, by

s vlastnosti f(ax) - f(bx) < 0 - metoda piileni intervalu.)

Bolzano Weierstrass

-1 —-0.5
2 2

obr. 7 a), b) - ilustrace véty Bolzanovy a Weierstrassovy

Poznamka 4.21. V Cauchyové definici spojitosti funkce v bodé pomoci ¢, ¢ - okoli

je tfeba si uv€domit, Ze konkretné zvolenému e-okoli funkéni hodnoty f(x) mohou
v riiznych bodech definiéniho oboru odpovidat rizné velka §-okoli argumentu z. Pfiro-
zené vznikd otdzka, zda existuji funkce, kde 1ze najit odpovidajici hodnotu ¢ spole¢nou
pro v8echny hodnoty argumentu bud’ v celém defini¢nim oboru, nebo alespori v jeho

¢asti. V souvislosti s timto problémem byl definovan pojem stejnomérnd spojitost: _
stejnomérnd
Definice 4.22. Funkce f(z) je na intervalu [ stejnomérné spojitd, kdyz spojitost

Ve>03d6>0: le,xgel, ‘1’1—1’2’ <0 = ’f(l'l)—f(fﬂg)’ < €. “4.7)
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O vztahu mezi spojitosti a stejnoménou spojitosti funkce vypovida nasledujici véta.

Véta 4.23. (Heine, Cantor)
Funkce spojitd na uzavieném intervalu je na ném stejnomérné spojitd. A

Napiiklad funkce f(z) = 2x/(4 — %) je spojitd na intervalu (—1,1) a proto je tam
i stejnomérné spojitd. (Ukazte, Ze definice zde plati napf. pro § = 2¢.) JAN

Ze spojitosti funkce na otevieném intervalu neplyne obecné jeji stejnomérnd spoji-
tost. Napiifklad funkce f(z) = 1/z je stejnomérné spojitd na kazdém intervalu
(1,n), n € N, nenf ale stejnomérné spojitd na intervalu (0, c0). Pro argumenty

1 =1/n, xo =1/(2n), n € N se vzddlenosti |z, — x5 = 1/(2n) totiZ je vzdélenost
jejich funkénich hodnot |f(z1) — f(x2)| = n - ta neomezené roste pro n — +00
(argumenty bliZici se k pocatku). Tato funkce je vSak stejnomérné spojitd na intervalu
(1,00), protoZe pro argumenty z1,zs > n € N je |f(z1) — f(z2)| < 1/n.

Cviceni

1. VySetfete body nespojitosti, intervaly spojitosti a obory funkénich hodnot funkci

flay = VBTV = L

2. Jakého druhu je nespojitost v bodé x¢y = 0 u funkci

f(z) =log(x® + 1).

22 — a?

sin(z)  cos(z) eY?+1 x
x r ' elr—1" In|x|’

sign(sin(x)) 7

3. Najdéte ¢islo a tak, aby funkce f(z) = exp(—azx),z <0,
f(z) =a—x,2 >0 byly spojité.

4. UkaZte intervaly, ve kterych leZi néktera feSeni rovnic

2 —r—1=0, In(x)-3+2=0;, x+1=c¢"

Shrnuti

V této kapitole jsme uvedli definice limity funkce (D 4.1, D 4.2), vlastnosti limit funkce
(V 4.9) a pravidla pro jejich vypocet (V 4.10-18-19-20-23 ). Definovali jsme (D 4.12)
spojitost funkce v bod€ a na intervalu (D 4.17), body nespojitosti (D 4.16), uvedli
nékteré vlastnosti funkci spojitych na uzavieném intervalu (V 19-20-23).

Pojmy k zapamatovani
e Limita funkce (Heine, Cauchy), pravidla pro jeji vypocet.

e Spojitost funkce v bodé, na intervalu; body nespojitosti - odstranitelné, prvniho
a druhého druhu .

e Vlastnosti funkce spojité na uzavieném intervalu (Weierstrass, Bolzano, Heine-
Cantor).

Kontrolni otazky
1. Kdy funkce nemd v daném bodé limitu ?
2. Mad kazdd funkce ohranicend v okoli bodu a v ném limitu ?

3. Jsou funkce cos(1/x), x - cos(1/xz) spojité v bodé x =0 ?
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4. Nakreslete grafy funkci s riiznymi druhy bodii nespojitosti.

5. MiiZe soucin funkci f(x) - g(x) s funkci g(x) neohranicenou v okoli bodu x = a
byt v ném spojitou funkci (p¥iklad - funkce z*-(1/x),a =0) ?

6. MiiZe byt funkce f(x) spojitd v bodé x & D(f) ?

7. Najdéte body nespojitosti trigonometrickych, cyklometrickych funkci !

Vysetiete (prip. stejnomérnou) spojitost ndsledujicich funkci na zadanych intervalech:

Ukoly k textu

1. f(z) =k, x € (—00, +0);

2. f(z) =23, z € (—o0,+00); x € (—10,10);

3. f(x) =z, z € [0,+00); = € (0,10);

4. f(z) = Jx —z, x € (—o0,+0); x € (—10, 10);
5. f(z) = sin(z), z € (—00, 00);

6. f(x) =sin(a?), z € (—o00, +00)

ReSeni
1. Stejnomérné spojita .
2. a) Spojita, b) stejnomérné spojita .
3. a) Spojita, b) stejnomérné spojita .
4. a) Spojita, b) stejnomérné spojita .
5. Stejnomérné spojita .
6. Spojitd, neni stejnomérné spojita.
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5 Derivace funkce

Studijni cile: Seznamit se s definici pojmu derivace funkce, jejim vyznamem v ge-
ometrii, fyzice a jinde. Naucit se pouzivat pravidla, podle kterych je moZzno pocitat
stredky symbolic computing.

Klicovaslova: derivace funkce, jeji geometricky a fyzikalni vyznam, derivace elemen-
funkci, vys$si derivace a jejich vypocet.

Potiebny cas: 270 minut.

Pruvodce studiem

Derivace funkce patfi spolu s pfedchozimi pojmy limita a spojitost funkce k zaklad-
nim pojmim diferencidlniho poctu. Historickou motivaci k zavedni tohoto pojmu
byl problém urceni smérnice tecny ke grafu funkce v geometrii, popis zdkonu
pohybu v mechanice (okamzitd rychlost, zrychleni), vySetfovani pribéhu funkce
a jejich vlastnosti (monotonnost, konvexnost, konkdvnost, extrémy). V definici de-
rivace funkce se pouzije opét limitniho prechodu - limity pro podil priristku funkce
a prirtistku jejtho argumentu.

5.1 Geometrické a fyzikalni motivace pojmu derivace

Jednou z nejstarSich geometrickych uloh které vedly k formulovani pojmu derivace
funkce je uloha o nalezeni tecny ke grafu spojité funkce v daném bod¢ (resp. nalezeni
rovnice, smérnice této teény). Jestlize body [0, f(z0)], [x, f(x)] na grafu funkce f(z)
vedeme se¢nu, pak jeji smérnice je podilem piiriistku (diference) funkéni hodnoty
k piirtistku (diferenci) argumentu (viz obr. 8a): tan(y) = [f(z) — f(z0)]/(x — x¢).
Geometrickd ptedstava ndm iik4, Ze teCnu a jeji smérnici v bod€ [z, f(x)] dostaneme
limitnim pfechodem v tomto podilu pfi x — x(. Tedy smérnice takové teCny je geo-
metrickou interpretaci této limity, kterd dostala nazev derivace funkce f(x) v bodé x
jejiho defini¢niho oboru.

JestliZze se hmotny bod pohybuje po piimce a funkce s = f(t) popisuje jeho polohu
v zdvislosti na Case ¢, pak jeho primérnd rychlost v ¢asovém intervalu (¢, t) je uréena
podilem [f(t) — f(to)]/(t — to). Limitnim pfechodem pfi t — ¢, v tomto podilu - ktery
je az na oznaceni nezavisle proménné analogicky k vyrazu pro smérnici seny - pak
zfejmé dostaneme hodnotu okamZzité rychlosti takového bodu v Case t,. Vidime tedy,
ze fyzikdalni interpretaci takové limity (tedy derivace funkce popisujici polohu bodu)
je okamZitd rychlost takového pohybu.

5.2 Definice derivace funkce

Definice 5.1. Jestlize pro funkci y = f(x) v hromadném bodé z, € D(f) jejiho
defini¢niho oboru existuje limita

li 1®)— F(0) 5.1)

T—I0 r — Xy
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pak  tuto limitu nazyvdme derivaci funkce f(x) v bodé x
a oznaCujeme ji symbolem f’(xg), nebo (Leibniziv tvar) %(:co), %.
Je-1i tato limita vlastni (konecnd), nazyvame ji viastni derivaci, v ptipadé nevlastni

limity nevlastni derivaci funkce f(x) v bod& . A

Pro jednostranné limitni pfechody z — x{, * — 1z, jsou analogicky definovény

pojmy derivace funkce f(x) v bodé xy zprava, zleva (pro vnitini bod z, defini¢niho
oboru muizeme uvazovat ob¢ jednostranné limity, u krajnich bodi kone¢nych intervalt
a nevlastnich bodii —oo, +00 pak jen odpovidajici jednostrannou limitu).

Ma-li funkce f(x) derivaci v kazdém bodé& otevieného intervalu I, pak hodnoty této de-
rivace definuji funkci, kterou oznacujeme symbolem f’(x) a nazyvame derivaci funkce
f(z) . Pro uzavieny interval jsou hodnoty derivace v jeho krajnich bodech definovany
hodnotami odpovidajici derivace zprava nebo zleva. M4-li funkce na intervalu [ deri-
vaci, oznacuje se také jako funkce diferencovatelnd na tomto intervalu ; ma-li spojitou
derivaci f'(x), nazyva se také hladkd funkce, resp. kfivka.

definice derivace derivace zleva, zprava ruzne

obr. 8 a) - definice derivace, b) - riizné derivace zleva, zprava
Poznamka 5.2.

1. Funkce miize mit derivaci v bod¢ jen tehdy, je-li definovana i v jistém okoli
tohoto bodu.

2. Ekvivalentni definice derivace funkce f(x) v bodé = m4 tvar

flx+h) = f(x)
- .

f'(z) = lim

h—0

(5.2)

3. Libovolna funkce miiZze mit v daném bodé€ nejvys jednu hodnotu derivace.

4. V piipadé€ nevlastni derivace ve vlastnim bodé je geometrickou interpretaci
takové derivace smérnice svislé teCny.

5. Funkce ma daném bod¢ derivaci pravé tehdy, kdyZ m4 v tomto bodé derivaci
zleva i zprava a jejich hodnoty se rovnaji.

Véta 5.3. Mad-li funkce v daném bodé vlastni derivaci, je v ném spojitd .
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(DokaZte z definice derivace, prodiskutujte neexistenci derivace funkce v bodé€ nespo-
jitosti 1. druhu).

Ze spojitosti v funkce bod¢ ale neplyne existence jeji derivace v tomto bodé - typic-
kym piikladem jsou body, ve kterych ma graf spojité funkce Spicku (napiiklad funkce
f(z) = |x| vbodé& x = 0, kde derivace zleva, zprava jsou rtizné; nebo podobn4 funkce
z obr. 8b).

5.3 Priklady vypoctu derivace z jeji definice

Priklad 5.4. Funkce f(z) = 2 md defini¢ni obor (—o0, +00) a z definice je

f/($o) = lim o~ l’g — lim (z — x0>(5132 + zxo + x%)
gmr0 X = X0 T=Eo xr — Xo T—T0

Funkce f(x) = 2™, n € N ma defini¢ni obor (—o0, +00) . Pro jeji derivaci v bodé =
dostaneme z definice a uZitim binomické formule

lim @h)"=a" = lim[(2" + nha" ' +--- + k"t + h") — 2"]/h = na" .
h—0 h h—0

Priklad 5.5. Pro funkci f(x) = exp(z) = e s defini¢nim oborem (—oo, +00) plati

. exp(z+h)—exp(r) .. exp(h)—1 B
}1113(1) - = llzlir(l) - exp(x) = exp(z). (5.3)
Piiklad 5.6. Suda funkce f(x) = v/22 je také definovana na celé redlné ose; z definice

derivace v bodé x = 0 dostaneme

Limita zleva je rovna —oo, limita zprava je rovna oo - funkce ma v tomto bodé
svislou (polo)te¢nu vychazejici z pocatku, ke které sméfuje graf z obou stran bodu
x = 0 (nakreslete si tento graf se Spickou v pocatku - tzv. bod vratu !) - nema tedy
v ném derivaci. Pro derivaci v bodech x # 0 dostaneme vysledek f'(z) = z~1/3.

Priklad 5.7. Pro derivaci funkce sin(x) v kazdém bodé jejiho defini¢niho oboru plati

sin(x 4+ h) — sin(x) 2 2c+h, . h

i) = i ) i ) i)
: h, . h 2
= ’111_{% cos(x + 5) : sm(E) = cos(x) (5.4)

(s pouZitim trigonometrickych identit a zndmé limity pro sin(x)/z pti z — 0).

Priklad 5.8. PouZijeme-li z geometrie znamou rovnici piimky prochédzejici danym
bodem s danou smérnici a toho, Ze smérnice te¢ny ke grafu funkce f(z) v bodé
[0, f(x0)] je f'(x0), smérnice normdly je —1/f'(xo) (pro¢ ?), pak miZeme napsat
rovnice takové teCny a normdly takto
y = f(zo) + ['(w0)(x — 20), y= f(z0) — ,;(37 — Tp)- (5.5)
f'(o)

Funkce f(x) = exp(z) = e* mé tedy v bodé [0, 1] te¢nu o rovnici y =1+ =
anormdlu s rovnici y =1 — z.

Uloha: Pod jakym thlem se protinaji kiivky y = 22, y2 =z ?
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5.4 Pravidla pro vypocet derivace funkci

Pruvodce studiem

vavavava

derivace plynou pro vypocet derivace linedrni kombinace, soucinu a podilu dvou
funkci, pro funkci sloZenou a inverzni. MiiZeme tak prevést vypocet derivaci slozi-
t&jsi funkce na vypocet derivaci funkci jednodussich.

Véta 5.9. Necht’ funkce f(z),g(x) maji ve spolecném bodé x svych definicnich
oboru viastni derivaci. Pak v tomto bodé maji derivace i funkce, které jsou jejich
linedrni kombinaci, soucinem nebo podilem a plati ndsledujici pravidla

1. <clf(:1:) + 029(27)>/ = a1 f'(z) + c2d (x);

2 (J) 9@) = 1) g(0) + @) o (o)

Diuikaz.
Pravidla pro derivovani linedrni kombinace odvodime snadno z definice derivace.
Pro derivaci soucinu dostaneme s pouZzitim definice derivace a pfedchozich pravidel

(F@) o)) = lim 1 (7@ + Wgla+ 1)~ F)g(a)) =

h—0 h

= tim o (f(x + B)g(e + 1) — F@)g(e+ h)+ [(@)gla+ ) — Fw)g(x)) =

= i gla+h)p (£ = @)+ lim 3 (o(+h)—g(@)) = F()gla)+F2)g'(2).

Podobné odvodime s pouzitim piedchozich pravidel pravidlo pro derivaci podilu:

(LY _ g LIGER Ty, 1S+ W) — Sl +1)
g(x)/  h=0h\g(z+h) g(x)/ h=0h 9(x + h)g(z)
. 1 1
= iy G () = (@) + F@)gle) = f@)gle+ 1) =
_ f@)g@) - f@)g (@)
9*(x)

[
/ !/
Priklad 5.10. a) <x+sin(x)> = 1+cos(z); b) ( x—i—e_x) =S,
/

c) <a:2 sin(:c))l = 2z sin(z) + 2% cos(z), d) <x3e“3) = (23 + 32?)e”.

0 (tan(x))l _ ((S:;I;((Z)))/ _sin’(z) +cos’(x) 1 5.6)

cos?(x) cos?(x)’
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Uloha: Odvodte funké&ni pedpisy pro derivace funkei cos(z), cot(z), sinh(z)
(viz tabulka v odst. 5.5, [3-8,11]).

Véta 5.11. Derivace sloZzené funkce

Necht’ funkce u = g(x) md viastni derivaci v bodé xg

a funkce y = f(u) md vlastni derivaci v bodé ug = g(xy).

Pak sloZend funkce y = F(x) = f (g(x)) md vlastni derivaci v bodé x, a plati

F'(z0) = f'(uo) - g'(z0) = [ (9(x0)) - ¢ (). (5.7)
(PrFi vicendsobném sloZeni se toto pravidlo pouZivd opakované.) JAN

Priklad 5.12. Pro derivaci obecné mocninné funkce s konstantou a € R dostaneme

vysledek

1
(xa)/ _ (ea.ln(:c))/ _ ea-ln(m)(a' ln(l,))/ — 1% = = CLZEa_l (58)
T

formdlné shodny s derivaci funkce 2", n € N.

Priklad 5.13. Pro vypocet derivace funkce f(x) = xv/2 + 23 pouZzijeme pravidla
pro derivaci soucinu a sloZené funkce

/ 2+ 43
x\/2+x3> =V2+ 3 +r2+ )V 32 =
( ( ) V2 + 23

Priklad 5.14.

!/

(exp(2 sin(x)))l = exp(2sin(z)) - 2 cos(x); x””) =1z (14 In(z)).

Priklad 5.15. Pro vypocet derivace funkce F(x) = f(x)®) pouZijeme nasledujic
postup

< f(x)gm)’ _ (eXp(g(x) In( f(x))), = f(x)?@ <g'(x) In(f(z)) + g(x) J;g; ()5. )

Napf. tak spo&itaime (z%°) = (exp(22In(z)) = z* (2z In(z) + )

Véta 5.16. Derivace inverzni funkce
Je-li funkce y = f(x) spojitd a ryze monotonni na otevieném intervalu |
a md derivaci f'(xo) # 0, xg € I, pak md inverzni funkce x = f~'(y)

vbodé yy = f(xg) derivaci aplati (f_l(yo)>/ =1/f"(xo). A

Poznamka 5.17. Pfi pouziti Leibnizovy symboliky pro derivaci funkce y = f(x)
ve tvaru f'(x) = dy/dx pak formdlné dostaneme pro derivaci inverzni funkce
xr = f~1(y) vyjadfeni jeji derivace v analogickém tvaru dx/dy = 1/ f'(z), ktery ndm
umozni snadno si toto pravidlo zapamatovat ¢i pfipomenout. Toto pravidlo mizeme
také odvodit z geometrickych vlastnosti grafi funkci f, f~! ajejich tecen.

Priklad 5.18.
/
Funkce y = In(z) je funkei inverzni k funkci e”. Proto plati <ln(:c)) =1/ev =1/x.

Pro derivaci funkce arcsin(z), z € (—1,1),
inverzni k funkci sin(z), x € (—7/2,7/2) pak plati
!/

/
(arcsin(x)) =1/ (sin(y)) =1/cos(y) = 1/4/1 —sin*(y) = 1//1 — 22.
Pro derivaci funkce arctan(z), inverzni k funkci tan(x), najdeme

(arctan(x))l =1/ (tan(y))l = cos?(y) = 1/(1 + tan?(y)) = 1/(1 + z?).

43



5.5 Prehled derivaci elementarnich funkci

V predchozich odstavcich jsme ukézali derivace nékterych jednodusSich funkci
nebo na webovych strdnkdch a v prostiedcich symbolic computing najdeme celou
fadu takovych formuli a moZnosti nechat si spocitat derivace i dost slozitych funkci.
Doporucuje se zapamatovat si formule pro derivace elementarnich funkci, jejichz
struény prehled je v nédsledujici tabulce:

funkce derivace funkce derivace

x* a€eR ar® 1 ¢ = konst. 0

a®, a>0 a® In(a) e’ e’

log, () 1/(z.1n(a)) In(x) 1/x

sin(x) cos(z) cos(x) — sin(x)
tan(z) 1/ cos?() cot(x) —1/sin*(x)
arcsin(x) 1/v1 —a? arccos(x) —1/v1—2a?
arctan(x) 1/(1+ 2?) arccot(x) —1/(1+2?)

Tyto vzorce plati pro argumenty z defini¢nich obort jednotlivych funkci.

Poznamka 5.19. Derivace implicitné nebo parametricky zadanych funkci

Pro vypocet derivace funkce zadané implicitné (napf. algebraickych kiivek) v zadaném
bodé€ pouZijeme pravidel o derivaci sloZzené funkce. Napf. pro vypocet derivace paraboly
y? = 2pz  derivaci obou stran podle proménné z dostaneme vztah platny pro oba jeji
segmenty y' = p/y.

Pro smérnici te¢ny ke kiivee 2% + 2xy — y?> = 22 dostaneme po derivaci obou stran
predpis y' = (1 -z —y)/(z —y).

Maéme-li funkci (kfivku) zadanu parametrickym pfedpisem jejich slozek

r=ux(t), y=y(t), t €< a,b>, x(t),y(t) diferencovatelné funkce,

pak s pouzitim Leibnizovy symboliky pro diferencidly (viz odst. 7.1) formélné snadno
odvodime postup pro vypocet derivace takové funkce v bodé [z(t), y(t)]:

(t)dt _ y'(t)
"(t)dt 2 (t)

d

It o0) = L= (5.10)
(derivace funkei z(t), y(t) jsou zde vzhledem k parametru ¢ a Casto se pro odliSeni
oznacuji teCkou misto ¢arkou).

Pro parametrické rovnice elipsy se sttedem v pocatku a poloosami délek a, b

x(t) = acos(t), y(t) = bsin(t), t € (0, 2m) tak pro jeji derivaci dostaneme

B (1) = beos(t)/[—asin(t)] = —(b/a) cot(t).

dx
Stejny vysledek dostaneme z jejtho implicitniho vyjadfeni b%x? + a%y? = a?b?
predchozim postupem - jen s dpravou vysledku 3’ = —(b%z)/(a?y) (provedte !).

Pro cykloidu s parametrickymi rovnicemi

x(t) = r(t —sin(t)), y(t) = r(1 — cos(t)), r > 0, t € (0,27) dostaneme %(t) =
rsin(t)/[r(1 — cos(t))] = sin(t)/[1 — cos(t)].

(Nakreslete tuto kiivku a srovnejte analyticky vysledek s geometrickou interpretaci
derivace.)
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5.6 Derivace vysSich radu

Derivace funkce f(x) je zpravidla opét funkei, pro kterou opét miZzeme hledat jeji
derivaci v daném bod¢ nebo na jistém intervalu. Tento proces pak piipadné miizeme
opakovat a definovat tak pro funkci jeji derivace vyssich radua .

Definice 5.20. Pokud je prvni derivace f’(z) funkce f(z) diferencovatelnd, pak

/

druhou derivaci funkce f(x) je funkce  f"(z) := (f’(x)) :
Pro libovolné n € N pak n-tou derivaci (derivaci n-tého 7ddu) definujeme vztahem

£ = (10 @) (jing zapis CLE LSy

(5.11)
Symbolem f©(z) pak se oznacuje také pivodni funkce f(z) . Tfida funkci
se spojitou n-tou derivaci na intervalu I se pak oznacuje symbolem C" ().

Priklad 5.21.  Pro funkci f(z) = «" podle této definice a pravidel o po¢itani limit
plati

Priklad 5.22. Pro funkci sin(z) dostaneme postupnym derivovanim

"

sin(x) /:cos(x), sin(z) ) = —sin(x), (sin(x) m:—cos(:r), sin(x) (4) = sin(z).
(snte) (snte)) (snte)) (snte)

(n)

Ukaite, Ze plati (sin(az)) — sin(z + n7/2).
Priklad 5.23. Pro funkci a® plati

(a®) = (e%™@Y = In(a).a®, (a®)" = (In(a))%.a®,--- (a®)™ = (In(a))"a®. (5.13)
Priklad 5.24. Pro druhou a tieti derivaci soucinu dvou funkei plati formule (Leibniz)

(1.9)" = ["g+2f'g + 19" (f9)" = ["g+3f"g +3f .9+ f.g". (5.14

Odvodte tyto formule a formuli pro n-tou derivaci sou¢inu dvou funkci.

Shrnuti

V této kapitole jsme si ukdzali geometrickou a fyzikalni interpretaci pojmu derivace,
definici derivace funkce v bodé€ a na intervalu (D 5.1), metody jejtho vypoctu (V 5.8,
5.10. 5.15), ptehled derivaci elementarnich funkci, postup pfi vypoctu derivace funkce
zadané implicitné nebo parametricky (pozn. 5.18). Ukdzali jsme, jak jsou definovany
derivace vyssich rada (D 5.19).

Pojmy k zapamatovani
e Derivace funkce v bodé, na intervalu - definice, pravidla pro jejich vypocet.
e Derivace funkce zadané implicitné, parametricky.

e Derivace vyssich radi - definice, metody vypoctu.
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Kontrolni otazky

1.

2.
3.

Jak muZeme interpretovat definici derivace geometricky, pri studiu dynamickych
procesit ?

Jaky vysledek by dal takovy limitni proces pro funkci nespojitou v daném bodé ?

Odvodte vzorce pro derivace elementdrnich funkci v nasi tabulce - s pouZitim de-
finice, nebo také nékdy s pomoci vztahii mezi nimi (nap¥. u arccos(x), arctan(x)).

Cviceni

—

D A I

p—
e

Vv

Odvodte formule pro vyssi derivace ostatnich elementarnich funkci.
Odvodte formuli pro n=tou derivaci funkce f(x) = (a + bx)™.

Odvodte formuli pro n-tou derivaci sou¢inu dvou funkci (Leibniz).
Odvodte vzorec pro druhou a tieti derivaci sloZené funkce.

Odvodte formuli pro druhou a tfeti derivaci inverzni funkce.

Odvodte formuli pro druhou a tfeti derivaci podilu dvou funkci.

Odvodte formuli pro druhou a tfeti derivaci parametricky zadané funkce.
Najdéte formuli pro smérnici te€ny v bodé Archimedovy spirdly r = a - ¢.
Najdéte formuli pro smérnici te¢ny v bodé kardioidy r = a(1 + cos(yp)).

Ukatzte, Ze pro pro hyperbolické funkce sinh(z), cosh(x) plati
(sinh(x))™ = sinh(x) [cosh(x)] pron sudd [lichd],
(cosh(z))™ = cosh(z) [sinh(x)] pron sudd [lich4].

11. Elektricky obvod s kondenzdtorem o néboji () = aexp(—bt) a rezistorem s od-
porem R dava proud o intenzité i = dQ/dt (t... ¢as). Za jak dlouho klesne
intenzita proudu na polovinu poc¢ate¢ni hodnoty ?

12. Fyzikdlni interpretaci druhé derivace funkce popisujici pohyb hmotného bodu
v zévislosti na Case je jeho zrychleni . Odvodte vztah pro zrychleni netlumeného
kmitavého pohybu, popsaného vztahem y = asin(wot + @) .

13. V geometrii je kiivost grafu funkce y = f(x) ddna vztahem (viz napft. [12])
k= |y"|/(1+ (v')?)*? a tzv. polomér kfivosti (polomér oskula¢ni kruZnice)
R = 1/k. Vypoctéte kiivost
- paraboly, hyperboly, elipsy;

- cykloidy, Archimedovy a logaritmické spirdly, kardioidy, lemniskaty.
Reseni
1. V1z napr [31,[6].[12]
2. f ()a—i—bxm"bn,mZn
3' (f g) _f( )g_|_n f(n 1)g/+(g’)+...+n.f’.g(n_1)+f.g(n)
4. ( ) :f//_(g/)2+f/_g//; (fog)(?’)Zf(?’)-(g’)3+3f”-g’-g”+f/-g”’
5. () ==L/ (S = @f = )
6. (f/g)” =[(f"g9—f9")g—29'(f'9— f9))/9®> =
==2f'q'/g* + ["/g+ [(29"/9° — 9"/ 9%);
(f/g)”’ = 3f”g’/g +3f'(29” — 99") /9> + 1"/ 9+
_"_f( 69/3_"_69g/ ! 2 ///)/g
7. ng — [y//x/ y’x”]/( )3, ZTZ — [y/l/(l.l) y’:c’x”’ 33/” / //+3y< ) ]/(:L‘/)5
8. g—g = % = tan(y + arctan(y)). (Slozit&jsi dpravy !)
d; cos(p)+cos(2
9. Q= AT — —cot(3p/2), ¢ #0,+5T.
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6 Zakladni véty diferencialniho poctu

Studijni cile: Uvedeme nékteré zakladni vlastnosti spojitych funkci a jejich souvislost
s vlastnostmi jejich derivaci. Ty byly formulovany v fad¢ tzv. zdkladnich vét diferen-
cidlniho poctu, kterych budeme v dal§im pouZivat pri studiu pribéhu funkei a dalSich
kapitol4ch.

Klicova slova: funkce rostouci, klesajici, extrém funkce; véty - Fermat, Rolle, Cauchy,
Lagrange; L' Hospitalovo pravidlo.

Potiebny ¢as: 150 minut.

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme vénovat takovym vlastnostem spojitych a diferencova-
telnych funkci, které ndm umozni ovérovat a upfesfiovat si nékteré jejich vlastnosti,
které vidime na jejich grafech (na papiru nebo na obrazovce pocitace) - jejich mo-
notonnost, existenci a lokalizaci maximalnich a miniméalnich (extreméalnich) hodnot
s pomoci jejich prvni derivace, nebo vypocet limit tzv. neurcitych vyrazi.

6.1 Vlastnosti funkci - monotonnost, extrémy

V této kapitole rozsifime studium vlastnosti funkci, uvedenych v ¢asti 2.3 (Def. 2.5).

Definice 6.1. Funkce f(z) € C(I) (spojitd na intervalu I )

e je rostouci na tomto intervalu, jestlize Yo,z € I, 21 < 29 = f(x1) < f(22),
e je klesajici na tomto intervalu, jestlize Va1, 0 € I, 11 < 22 = f(x1) > f(22),

e nabyvd v bodé x lokdlniho maxima, jestliZe existuje takové jeho okoli O(x) ,
ze Vxr € O(xg), f(x) < f(xo),

e nabyvd v bodé x lokdlniho minima, jestlize existuje takové jeho okoli O(zy),
ze Vx € O(xo), f(z) > f(x0).

e Lokdlni minima a maxima funkce se souhrnné oznacuji jako lokdlni extrémy
funkce. JestliZze rovnost nastava jen v bodé gy, pouZzivaji se terminy ostré mini-
mum, ostré maximum, ostry lokdlni extrém. YA

Poznamka 6.2. Z predchozi definice rostouci a klesajici funkce a z definice derivace
funkce plyne nésledujici vztah mezi témito vlastnostmi funkce (dokazte !):

Jestlize f'(xo) > 0, pak funkce f(x) je rostouct v jistém okoli bodu x;

pri f'(xo) < 0 je tato funkce klesajici v jistém okoli bodu x . A

Rostouci a klesajici funkce se souhrnné oznacuji jako monotonni funkce. Pro vySetfeni
intervalti monotonnosti funkce je tedy zakladem znalost tzv. staciondrnich bodui s nu-
lovou hodnotou derivace. Téchto vlastnosti pouZijeme pfi vySetfovani pribéhu funkce
v kap.8.2 . Pfi nulové hodnoté derivace v daném bod¢ neni situace jednoznacnd, jak
ndm ukazuje piiklad funkci 22, 23 , které ob& maji pfi = = 0 nulovou hodnotu
derivace, ale prvni md v tomto bodé minimum, druhd je v jeho okoli rostouci funkci.
Opacny pohled na vztah mezi t€émito vlastnostmi ukazuje nasledujici véta.

47

funkce
rostouci
klesajict

extrémy

derivace -
monotonnost



Véta 6.3. (Fermat)
JestliZe funkce  f(x) € C{a,b) v bodé c € (a,b) nabyvd svého lokdlniho maxima
nebo minima a existuje f'(c), pak  f'(c) = 0. A

Diikaz této véty odvodime z definice lokdlnich extrémi a definice derivace funkce
v bodé (podily prirastkli funk¢énich hodnot a argumentu zleva a zprava maji opac¢né
znaménko a spole¢nou hodnotou limit zleva a zprava je v nula). Pouzijeme ji pfi hledani
extrému funkce v kapitole 8.

6.2 Véty o prirustku funkce, o stiedni hodnoté

Dalsi vztah mezi vlastnostmi spojité funkce a jeji derivaci ukazuje tato véta:

Véta 6.4. (Rolle)
Necht’ funkce f(x) € C(a,b) md v kaZdém bodé intervalu (a,b) derivaci a plati
f(a) = f(b). Pak existuje bod c € (a,b) takovy, Ze f'(c) = 0.

Diikaz. Pro konstantni funkci je derivace nulova ve vSech bodech takového intervalu.
Pro obecnou funkci s uvedenymi vlastnostmi se diikaz této véty opird o Weierstras-
sovu vétu (viz V.4.18), podle které takovd funkce nabyva v uzavieném intervalu své
maximdlni 1 minimdlni hodnoty, které pro nekonstantni funkci jsou (alesponl jedna
z nich) rzné od hodnot f(a) = f(b) a jsou tedy funkéni hodnotou v bodé ¢ € (a,b).
Podle Fermatovy véty (V.6.3) v takovém bodé lokdlntho extrému plati f'(c) = 0 (viz
obr. 9a). [

Priklad 6.5. Funkce f(z) = z(x — 1)(z — 2) ma nulové body (kofeny) 0, 1, 2 a tedy
jeji derivace md nulové body v intervalech (0,1), (1,2).

Geometricka interpretace této véty nam fikd, Ze graf takové funkce md v uvaZzovaném
intervalu alespon jednu te¢nu s nulovou smérnicf - tedy rovnobéZnou s osou z .
Pokud funkce nema derivaci v nékterém bod¢ intervalu, tvrzeni nemusi platit

(uvedte piiklad !). YAN

Nésledujici véta zobeciiuje predchozi situaci a jeji dalsi interpretace ji pfinesla i ozna-

799 vz O

¢eni ” véta o prirtstku funkce ” (viz napft. [1-8]).

Véta 6.6. (Lagrange)
Jestlie f(x) € Ca,b), f'(z) € C(a,b), pak existuje c € (a,b) takové, Ze plati

f(b) = f(a)

fe) ==

(tedy také  f(b) = f(a) + f'(c)(b— a).) (6.1)

Geometrickd interpretace této véty (viz obr. 9b): za uvedenych predpokladl existuje
bod ¢ € (a,b), ve kterém je smérnice teCny rovna smérnici seény grafu funkce f(x),
prochézejici body [a, f(a)], [b, f(b)]. Tato vlastnost souvisi také s oznacovanim této
véty jako “véty o stfedni hodnoté diferencidlniho poctu™.

Prepis takové formulace do tvaru uvedeného v zavorce nam ukazuje, jak se liSi funkéni
hodnoty v bodech a, b a zdivodiiuje tak termin ™ véta o prirtistku funkce”.
Diisledkem této véty je také rozsifeni implikace ¢(z) = f(x) +k = ¢'(z) = f'(2)
na obrdcenou implikaci ¢'(z) = f'(x) = g(z) = f(z) + k, (k...konstanta)

pfi spInéni odpovidajicich predpokladil (zformulujte podrobnéji !)
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Fermat — Rolle Lagrange

A

25

20
15

10

rostouci — klesajici
5t funkce

obr. 9 a), b) - ilustrace vét (Fermat, Rolle, Lagrange)

Piiklad 6.7. Pro funkci f(z) = z(2? — 1) plati f(0) = f(1) = f(-1) = 0.
V intervalech (—1,0), (0,1) jsou body ¢ = £4/1/3 s nulovymi hodnotami derivaci.

Dalsim zobecnénim predchozi véty (kterou obsahuje jako specidlni piipad
pro g(z) = x) je nésledujici véta:

Véta 6.8. (Cauchy)
Necht’ f(z), g(x) € C{a,b) avkaZdémbodé x € (a,b) existuji jejich viastni derivace
f'(z),q (x). Pak existuje bod c € (a,b) takovy, Ze plati

f) = fla) _ f'(c)
g(b) —gla)  g'(c)

pii ¢/(c) #0.)
(6.2)

Diikaz. Pro konstrukci dikazu této véty definujeme funkci

F(x) = [f(b) = fla)llg(x) — g(a)] = [g(b) — g(a)][f(z) = f(a)].

Ta je spojitd na intervalu (a, b), ma derivaci na intervalu (a, b) aplati F'(a) = F(b) = 0.
Podle Rolleovy véty tedy existuje ¢ € (a,b), pro které je

F'(c) = 0= [f(b) = fa)lg'(c) = [9(b) — g(a)]f(c),

odkud plyne jiZ tvrzeni véty. 0

Poznamka 6.9. Znaméjsi druhy tvar tvrzeni této véty vyzaduje nenulovost prvni
derivace - naptiklad pro funkce f(z) = 2%, g(z) = «® plati v intervalu (0, 2), neplati

vintervalu (—1,1).

Véty uvedené v tomto odstavci pouZijeme v dal§im pri vySetfovani pribéhu funkce,
nebo odhadu derivaci.

6.3 L’Hospitalovo pravidlo

Pfi vypoctu limit sloZitéjSich funkci se setkdme se situaci, kdy pii pouZiti pravidel
o limité podilu, rozdilu nebo sloZené funkce se ndm jako limity v jejich slozZkach objevi
tzv. "neurcité vyrazy” typu (vyhrady k tomuto terminu viz ve [2], priklady v [11])

0 o0 0

- = c—-o00, 0-00, 0° oo 1%°
07 007 ) ) ) ) b

49



pro které nejsou pfislusné operace jednoznacné definovany a mohou vést k riznym
vysledkim, které zavisi na poméru rychlosti, s jakou se jednotlivé faktory bliZi ke svym
limitdm. Pro vypocet limit v takovych situacich je dilezitym néstrojem nasledujici véta.

Véta 6.10. (L’Hospital)
Necht’ funkce f(x),g(x) jsou diferencovatelné v néjakém okoli bodu c .

1. Jestlie soucasné plati

/
lim f(z) =limg(z) =0, a lim f/(x) =0, paktaké lim J(@) =b.
T—cC T—cC z—c g (1}) T—C g(I)
(6.3)
2. JestliZe soucasné plati
, . (=)
lim |[f(x)| = lim|g(z)| =00 a lim =0,
lim | ()| = lim |g(2) tim
pak také lim m =b. (6.4)
r—cC g({L‘)
Priklad 6.11. | )
im B o Yo p 1)),
r—o00 I z—oo 1 (0.¢}

Tohoto vysledku miiZeme pouZit pro vypo&et limity typu oc? :

lim 2% = lim exp(

r—00 T—00 T

Podobny postup pouZijeme pro limity vyrazi typu 0 - oo, 0°, 1°° (upozornéni ve [2],
str. 45 ukazuje na jisté problémy).

Priklad 6.12.
1 1
1 In(14 1 i (52)
limx-ln<1+—> — lim M: lim w: lim — - —1

Tento vysledek miizeme pouzit k vypoctu limity neurcitého vyrazu typu 1°°

1\= 1 1
lim <1 + —) = lim exp(wln(l + —)) = exp( lim xln(l + —)) =el=e.
T—00 €T T—00 €T T—00 €T

Poznamka 6.13. L’Hospitalova pravidla miZeme pouZzit i k vypoctu limit nékterych
posloupnosti, generovanych funkci f(z) pfedpisem f(n) = a,.

Plati totiz  lim, . f(z) = L = lim, . a, = L (dokaZte!).

Priklad 6.14.
| | 1
lim %% = lim exp( n(m)) = exp( lim n(ac)) =exp(lim —) =’ = 1.
T—00 T—00 €T r—oo I T—00 T

Proto lim,, .., {/n =¢® = 1.

Priklad 6.15. L’Hospitalovo pravidlo nemiZeme pouZit napf. pro vypocet limity

T
li = lim (1 + sin(z).1 =1
oo T 1 In(x). sin(x) x1—>rgo( +sin(r). In(z)/7) ’

protoZe podil derivaci tam limitu nema (ukazte !).
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Priklad 6.16. V matematice se obvykle definuje symbol 0° = 1;
to obecné neplati pro limitu neurcitych vyrazi tohoto typu -
napt. pro Vo > 0 je '@ = exp(In(x)/In(x)) = e (konstantni funkce),

ale xliIoner = xli)m+(1/ In(x)) = 0. A
Shrnuti

V této kapitole jsme si zopakovali a rozsitili definice nékterych vlastnosti funkci (D 6.1)
a jejich extrému. Ukazali jsme na souvislosti mezi vlastnostmi funkce a jeji derivace
(pozn. 6.2,V 6.3-6.6). PouZili jsme L’Hospitalovo pravidlo pro vypocet nékterych limit
funkci.

Pojmy k zapamatovani

e Monotonni funkce, druhy extrémii.
e Vety - Fermat, Rolle, Lagrange, Cauchy, L’Hospital .

Kontrolni otazky
1. Jak jsou definovdny lokdlni extrémy funkce, oblasti monotonnosti ?
2. Jaké vztahy jsou mezi vlastnostmi funkce a jeji derivace ?
3. Pro jaké iilohy se pouZivda L’Hospitalovo pravidlo ?
4. Plati takové pravidlo pro kazZdou limitu podilu ?

Pouzijte I’Hospitalova pravidla k vypoctu nésledujicich limit.

Cviceni
1.
glciir(l)(tan(x) —x)/(x — sin(x)).
2.
lim (cot(x) — 1), lim /zIn(z).
z—0 €T z—04
3.
lim (9(; : ln(x — 1)) = lim In(z = D/(z+1)) = lim 20 .
T—00 z+1 T—00 1/x z—oo 12 — 1
4.
lim ( 11 ) .
e—1 \In(zx) x—1
5. Ll
a)glﬁ:ni(l—$)-tan(wx/2); b) glclgtl)l—x .
6.
_ [sin(z)\ " _ ) N
a) glcliI(l) (T) ; b) glgr(l)exp(—l/a: ) - cot”(z).
Reseni
1. 2
2. 0 0
3. =2
4. 1/2.
5. 2/m e?
6. e /S 0

51



7 Diferencial, Tayloruv rozvoj funkce

Studijni cile: Geometrickou interpretaci derivace funkce v bod€ x, je smérnice te¢ny
ke grafu funkce v tomto bodé. Tato te¢na je linedrni aproximaci této funkce v okoli bodu
xg, kterd v ném s pouzitim hodnoty derivace aproximuje piirtistek funkce (diferenci)
jeho pftibliznou hodnotou - diferencidlem funkce. Funkce které maji 1 vySsi derivace
muiZeme presnéji aproximovat v okoli takového bodu pomoci jejich Taylorova rozvoje,
kde se pouzije derivaci a diferenciald vyssich fadu.

Klicova slova: Derivace, diference, diferencial, Taylortiv rozvoj .

Potiebny ¢as: 200 minut.

Pruvodce studiem

V této kapitole pouZijeme pojmu derivace funkce k aproximaci dané funkce (ktera
miZe mit vypocetné naroény funkéni predpis) v okoli daného bodu jejim diferen-

YV,

cidlem. Pokud takovd funkce mad 1 vySsi derivace v tomto bodé€, pouZzijeme k jeji

presnéjsi aproximaci Taylorova rozvoje v tomto bodé€ s uvedenim vyrazu pro jejich
odchylku.

7.1 Diferencial funkce

V predchozi kapitole jsme (v souladu s historickym vyvojem diferencidlniho poctu)
oznacili za diferencovatelnou takovou funkci, kterd mé v jistém intervalu derivaci.

Z geometrické interpretace derivace funkce f(x) v bodé z, jako smérnice teCny
ke grafu této funkce v bodé zy plyne, Ze funkce y = f(xo) + f'(x0)(z — zo) je
v okoli bodu z, linedrni aproximaci funkce f(x) s vlastnosti y(zo) = f (o). Jeji
odchylka v dal§ich bodech takového okoli zdvisi na dal$ich vlastnostech funkce f(z)
(existenci a vlastnostech vysSich derivaci).

Definice 7.1. Necht funkce f(x) je definovand v okoli O(xy) bodu zy € R a plati
To + h e O(Io)

Diferenci (pririistkem) funkce f(x) v bod€ xq s pfiristkem argumentu h

nazyvame veli¢inu A f(xg) = f(zo + h) — f(xo).

Jestlize funkce f(x) ma v bod€ z, konecnou derivaci, pak funkci proménné h

df (zo, h) := f'(x0) - h  nazyvame diferencidlem funkce f(x) v bod& z. A

Poznamka 7.2.

Pfi oznateni h = =z — z9 = dz, y = f(x) dostaneme v Leibnizové symbolice
jednoduché vztahy mezi derivaci a diferencidlem: dy = f'(x) - dz = df (x).

Pojem diferencidlu funkce byl zobecnén i na funkce, u kterych se nepouZije v definici
hodnota derivace - viz napt. lit. [3]. Najdeme tam vSak i1 vétu, Ze ma-li funkce v bodé
xo diferencidl, ma v ném i vlastni derivaci a pro diferencidl pak plati i naSe definice.

Geometrickou interpretaci pojmt diference, diferencial funkce ukazuje obr.10a) .
Diference piedstavuje skute¢ny piiristek funkce na intervalu (xo, 29 + h), diferencial
piedstavuje odpovidajici pfirastek funkéni hodnoty na te¢né ke grafu funkce f(z)
v bodé xy na stejném intervalu. Proto se diferencidl ¢asto pouziva k odvozeni formuli
pro piiblizny vypocet hodnot sloZzit&jSich funkci v okoli bodu se zndmou hodnotou
takové funkce.
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Priklad 7.3.

a) Pro funkci f(z) = arccotg(x) zndme jeji hodnotu

arccotg(l) = /4. Pro pfiblizny vypolet hodnoty arccotg(1.02) pomoci diferencidlu
této funkce dostaneme

arccotg(1.02) ~ arccotg(1) + (arccotg(x)),_, - 0,02 =
(zaokroouhlend presnd hodnota je 0.7755).

T —1.0,02~0.7754
b) Piibliznou hodnotu ¢%%? spo&itdme podobné (o = 0, h = 0.02):
€002 ~ 0 1 0.0,02 =1+0,02 = 1,02 (pfesnd hodnota je 1.0202).

¢) Pro pfibliznou hodnotu +/35 dostaneme s pouzitim diferencialu funkce \/x, h = —1
V35 ~ /36 4 (1/2)3671/2 . (=1) = 6 — 1/12 = 5.917 (pfesna hodnota je 5.916).

d) V okoli poéitku plati pro kazdé a € R (1 + x)* ~ 1+ az.

Priklad 7.4. Diferencial funkce miizeme pouZit také k odhadu absolutni nebo relativni
chyby funkéni hodnoty y = f(z) pfi zndmém odhadu chyby v argumentu x :
absolutni chyba ~ dy = f'(z)dz,

pro relativni chyby plati dy/y = (f'(x)/f(x))dz.

Jestlize napiiklad zmé&fime délku hrany krychle a s chybou Aa nebo s relativni chybou
jedno procento, pak pro chybu pfi vypoctu jejtho objemu V = a? plati piiblizng

dV = 3a?da pro odhad absolutni chyby, dV/V = (3a*da)/a® = 3 - (da/a) pro odhad
relativni chyby.

Tedy absolutni chyba je asi 3a?-ndsobkem chyby da, pro relativni chybu objemu
dostaneme asi trojndsobek relativni chyby délky hrany a. A

diference — diferencial Taylorovy polynomy T1, T2, T3
28 1.5

** diferencial
o * diference
27

26

251

24t *
—0.5

23

22 1 —ir

f(X)=1/sqrt(1+x
X x+h
21 —-1.5
4 5 6 (o] 0.5 1 1.5

obr. 10 a), b) - diference, diferencial; Taylorovy polynomy

Podobné jako jsme definovali pro funkce rekurzivné derivace vysSich fadi, mizeme

podobné zavést pojem jejich diferencidld vyssich fadi v daném bodé, ma-li funkce

v jeho okoli odpovidajici derivace. Pro prvni diferencidl df (z,h) = f'(x) - h jako

funkci proménné z je jeho derivaci funkce f”(x)-h atedy jeho diferencidlem je funkce

d*f(x) = f"(x) - h*. (Zde jsme opét pouZili oznaleni h pro piiristek argumentu . )

Podobné mizeme odvodit rekurzi i vyrazy pro diferencidly vyssich fadl, uvedené

v nésledujici definici. diferencidly
Definice 7.5. Jestlize mé funkce f(z) v okoli bodu x derivace do fadu n véetné, pak vysSich Fadu
jeji n-ty diferencidl je definovan vztahem

d" f(x,h) = d(f" V(@ h) - h=fD(x)-h" (= [P (2)dz"). (7D
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Piiklad 7.6. Pro funkci f(z) = z* je prvnim, druhym a tfetim diferencidlem v bodg x
d f(x,h) =4x3h, d%f(x,h) = 122202,  d3f(x, h) = 24zh3.
V bodé z = 1jetedy d'f(1,h) = 4h, d2f(1,h) = 1212, d®f(1,h) = 24h°.

Cviceni

1. Najdgte diferencidl funkce f(z) = y/12£ v bodé z = 0. Jaky je rozdil mezi

diferencidlem a pfirastkem funkce pii h = 0.2 ?

2. Pomoci diferencidlu ukazte, jak se priblizné zméni plocha kruhu nebo kruhové
vysece o poloméru r a sttedovém thlu «
a) pfi zméné poloméru,
b) pfi zméné sttedového thlu
(uvaZujte v obou piipadech jeji zdvislost jen na odpovidajicim jednom parame-
tru).

3. Odvodte pravidla pro vypocet diferencidlu sou¢inu a podilu dvou funkci, dife-
rencidlu slozené funkce.

4. U funkce zadané parametricky miZeme spocitat jen diferencidl kazdé jeji slozky
v zavislosti na piirtistku parametru.
UkaZte to na prikladu elipsy, cykloidy, srdcovky.

7.2 Tayloruv rozvoj funkce

Pomoci prvni derivace a diferencidlu v daném bodé defini¢niho oboru jsme v predeslé
¢asti aproximovali funkci linedrnim polynomem v okoli tohoto bodu. V piipadé, Ze
tato aproximace neni dostate¢né presna a funkce ma i derivace vysSich fadu, hleddme
presnéjsi aproximaci funkce v okoli bodu z = =z, kterd ma s pivodni funkei spo-
le¢né hodnoty (), j = 0,1,--- ,n add se (napt. v pifpadg slozitého funkéniho
predpisu piivodni funkce) snadno vyc¢islit. Takovou funkcf je jeji Taylortiv polynom,
ktery dostaneme Taylorovym rozvojem funkce v bodé x, . Jeho tvar odvodime napf.
srovndnim derivaci polynomu

Po(z) = ag + a1(z — m0) + as(z — 20)* 4+ - - - + an(z — 20)"
s pozadavky PY)(xq) = fU)(x), j = 0,1,--- ,n. Pro "neurcité koeficienty” a;

dostaneme takovym srovndnim vyrazy

ag = f(wo), ar = f'(xo), az = f"(x0)/2, - an = f") (0)/n). (7.2)
Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se stfedem xo, ma tedy tvar
' (2o) F® (o) £ (o)
1! 2! n!

Pro rozdil mezi hodnotami takové funkce f(z) a jejtho Taylorova polynomu (pro chybu
aproximace funkce f(x) polynomem T,,(z) ) plati ndsledujici véta:

T () = f(xo)+ (x_x0)2_|_..._|_

(x—z0)+ (x—z0)". (7.3)

Véta 7.7. (Lagrange, Cauchy)
Jestlize funkce f(x) md v okoli bodu x vlastni derivace aZ do Fadu n + 1, pak pro
v§echna x z tohoto okoli plati

FI(E)

f(x) =T,(x)+Rpy1(x), kde Ryyi(v)= (n+1)!

(x—0)", § = &() € (w0, 7).
(7.4)
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Poznamka 7.8. Tento vztah se oznacuje také jako Tayloriv vzorec, Tayloritv rozvoj
funkce f(x)vbodé x = xqy.Pro R, 1(x) se pouziva termin zbytek v Taylorové vzorci;
pozice bodu & zavisi na bodu z, ale neni jednoznacné urcena (proto ji jen odhadujeme
a pro chybu aproximace tak dostdvame také jen horni odhad; jsou zndmy 1i jiné tvary
zbytku Taylorova rozvoje).

Ve specidlnim piipadé€ pfi xy = 0 se pouZiva Casto termin "Maclauriniv rozvoj.”

Pron = 0 je specidlnim piipadem Taylorova rozvoje véta o stfedni hodnoté diferen-
cidlniho poétu. Pfi n = 1 dostaneme na pravé strané diferencidl df (xg, h)+ zbytek ;
toto se d4 pouZzit k obecnéjsi definici diferencialu (viz [3,7,8]) .

Pro vyssi hodnoty n poznavame v Taylorové polynomu postupné pfi¢itani diferencialt
druhého aZ n-tého rfadu v bodé x.

Priklad 7.9. Pro funkci f(z) = (1 + x)'/2 vypodtem jejich derivaci v bodé 7o = 0
dostaneme jeji Tayloriv polynom
1

1 1
Ts5(x )_1+2x—§x —1—1—6:5

se zbytkem  Ry(z) = —13°% S(1+62)772, 6 € (0,1).
Odhad velikosti zbytku (chyba aproximace) je

15 z*
il <3521
Hornf odhad zbytku pro = = 0.2 je 6-107°; pro x = 2.4 ale dostaneme horni odhad
2.3 - to ndm ukazuje, Ze chyba aproximace pfi vétsi vzdalenosti od stredu mizZe znacné
nartstat.
Vypocitejte hodnoty f(z), T3(x) vbodech x = 0,1;0,5; 1; 2 a spocitejte si skute¢nou
odchylku ! Porovnejte grafy téchto funkei v intervalu (—1, 3) !

Ptiklad 7.10. Pro polynom Py(x) = Y% aja? stupné k plati P™)(z) =0, n > k.
Jeho Taylordv polynom 7,,(z) v bodé x, bude tedy opét polynom stupné k a zbytek
v rozvoji bude nulovy. Takovy rozvoj provadi tedy transformaci polynomu v mocninich
2’ na polynom v mocnindch (z — zg).

Pifklad: 2* — 223+ 22 —x4+1=(x —2)*+6(x —2)° + 13(z — 2)* + 11(z — 2) + 3.
Popiste podrobnéji algoritmus takové transformace, ovéite na piikladech !

Priklad 7.11. Maclaurinovy rozvoje nékterych elementarnich funkci jsou uvedeny
v nésledujici tabulce:

| funkce r0ZV0j zbytek (6 € (0,1))
e’ 1+%x+%x2+%x3+---+ﬁx” (n+1) m
sin(z) %x _ %x?’ + %ﬁ et (_1)n—1 (2n£1)!x2n—1 (=1)" c;sfiv))' 2n+1
n n+1 cos(fx "
cos(x) 1= g+ ot + -+ (21)" g™ (—1)n+t 2n+2)),x2 2
In(l+z) a—gza®+z2° -2+ -+ (—1)"‘1%x” (—1)" Hezﬂ(ﬂﬂ)x”“

| (L4+2)™2 1 Llo 4 32— 53 130T

2468
1.3 4 2,5 17 .7, 62

| tan(z) x4+ za° 4 ta® — gL+ 2t 4
1 1 1 1

| arctan(z) @ — 3+ 2% — 2T 4+ (—1)"mx2"+1
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Priklad 7.12. Odhad zbytku Taylorova rozvoje nam umoziuje odhadnout potiebny
pocet ¢lenti rozvoje pro zadanou presnost aproximace funkéni hodnoty f(z) v daném
bod€. Mame-li napiiklad zjistit, kolik ¢lent uvedeného rozvoje funkce sin(z) ndm
aproximuje funk&ni hodnotu sin(1/2) s presnosti 5.107%, pak z vyrazu pro odhad
chyby dostaneme pro takové n podminku (1/2)"/n! < 5-107%, tedy 2" -n! > 2000,
kterd je splnéna pro n > 5. Ovéfte tento vysledek vypocétem hodnot 7, (1/2), sin(1/2)!

Priklad 7.13. Maclaurintv rozvoj sloZené funkce In(cos(z)),z € (—n/2,7/2)
zaciné Cleny
In(cos(z)) ~ —5a? — 5ot at
n(cos(z)) ~ —=a? — —a* — —a% + ...
2 12 45

Ovérte, dopliite dalsi ¢leny, porovnejte vysledky na grafech.

Priklad 7.14.  Grafy Maclaurinovych polynomu 7, (z), n =1,2,3
funkce (1 4 z)~/2 jsou na obr. 10b).

Shrnuti

V této kapitole jsme zavedli pojmy diference a diferencidlu funkce (D 7.1), diferencialt
vyssich fada (D 7.5) a ukdzali jejich pouziti. Dal$im novym objektem je Taylortv
(Maclaurintiv) rozvoj funkce jako aproximace funkce polynomem v okoli daného
bodu.

Pojmy k zapamatovani
e Diference, diferencidl funkce - jejich definice, pouZiti.

e Taylorovy (Maclaurinovy) rozvoje elementarnich funkci (viz tabulka).

Kontrolni otazky
1. Jaky je rozdil mezi diferenci a diferencidlem funkce (ukaZte na grafu) ?
2. Jaky je rozdil mezi funkct a jejim Taylorovym polynomem ?
3. Kdy plati f(z) =T,(z) ?

Cviceni

1. Pomoci diferencidlu vypoctéte 1/9986 a odhadnéte chybu aproximace.

2. Rozviiite polynom z* — 3z% — 10x + 11 v mocninéch (z + 1)F.

3. Najdéte Maclaurindv rozvoj funkce f(z) = (1+ =+ 2%)/(1 — x + 2?).

4. V jakém intervalu Maclaurindv rozvoj funkce (14 z)~Y2 ~ 1 — 2/2
ji aproximuje s chybou mensi nez 0.01 ? Kolik ¢lent rozvoje je tieba pro apro-
ximaci na intervalu (0, 1/2) s pfesnosti 0.001 ?

5. Jak spocitat Taylortiv rozvoj soucinu funkei f(z).g(x), podilu f(z)/g(z)
ze zndmych rozvoja funkei f(z), g(z) ?

6. Pouzijte Maclaurinova rozvoje k vypoctu limity liII(l) Smmﬁ
T—

7. Vypoctéte lin%(e”” -sin(z) — x(1 + z))/2*
a) uzitim L"Hospitalova pravidla , b) uzitim Maclaurinova rozvoje .

8. Najdéte
1 1
m( - )

ro0ter — 1 sin(z)
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9.

Ukazte, Ze vzorec pro pohybovou energii télesa o hmotnosti m a s rychlosti v
v relativistické mechanice

2
v
E, =mc*((1— 0—2)_1/2 - 1), ¢ - rychlost svétla
obsahuje pro relativné malé rychlosti ¢astice o hmotnosti m s rychlosti v < ¢
klasicky vzorec E = imuv?.
ReSeni

o 03

V9986 ~ 99.93, R, < 0.25- 1075
19—-8(x+1)+3(x+1)>—4(z+1)3+ (x + 1)*

142z + 222 — 22* — 22° + 227 + - -

0.1; 8

Pouzit pravidla o derivaci soucinu a podilu; nebo vynasobit rozvoje jednotlivych
funkci, rozvinout jejich podil .

lirr(l)(l—x2/6+---) =1
1/3
-1/2

E, ~mc*(1+ % —1) — ima?.
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8 Extrémy, prubéh funkce

Studijni cile: Cilem této kapitoly je shrnout dosavadni poznatky o vlastnostech redl-
nych funkci jedné proménné (defini¢ni obor, spojitost, monotonnost,derivace) a rozsifit
je o dalsi (konvexnost, konkdvnost, extrémy, asymptoty). Budeme pfi tom pouZivat sou-
vislosti mezi uvedenymi vlastnostmi funkce a vlastnostmi jejich derivaci. PopiSeme
pak stru¢né jednotlivé kroky pfi celkovém vySetfovani pribéhu funkce.

Klicova slova: monotonnost, extrémy, inflexni bod; lokalni a globalni maximum, mi-
nimum; konvexnost, konkavnost funkce, vySetfeni pribéhu funkce

Potrebny cas: 360 minut.

Pruvodce studiem

V predeslych kapitoldch jsme se jiZ sezndmili s definici rostouci a klesajici funkce.
V této kapitole uvedeme dalsi dilezité tiidy funkcei - funkce konvexni a konkdvni.
Vsechny tyto vlastnosti ukazuji vlastnosti procesu, popsaného matematickym mo-
delem - funkei f(z). V praxi je dilezité také znat maximdlni a minimdln{ hodnoty,
kterych funkce miiZze dosahnout, nebo jeji dalsi vlastnosti. V této kapitole se podrob-
néji sezndmime se souvislostmi mezi takovymi vlastnostmi funkce a vlastnostmi
jejich derivaci a s celkovym postupem pii vySetiovani jejiho priibéhu a vlastnosti.

V predeslych kapitoldch (elementdrni funkce, zdkladni véty) jsme jiz uvedli pojmy
rostouct, klesajici funkce a jejich souvislost s vlastnostmi prvni derivace takové funkce.
Zopakujeme si je a rozSifime o dal$i pojmy v této kapitole.

8.1 Monotonnost funkce

Termin monotonni funkce obsahuje tfidy funkci rostoucich a klesajicich (viz D 2.5,
D 6.1). Takové vlastnosti funkce pozname s jistou presnosti i na grafu takové funkce,
ktery ndm vykresli pocita¢ na obrazovce. JestliZze takovd funkce ma i prvni derivace, pak
pifipadné upfesnéni nékterych detaili miZeme provést pomoci jejich prvnich derivaci.

Poznamka 8.1. Porovname-li definici rostouci a klesajici funkce na intervalu /
s odpovidajici vlastnosti jeji derivace (za predpokladu jeji existence a nulovosti jen
v izolovanych bodech - viz Pozndmka 6.2), dostaneme tuto dvojici vzajemnych vztaht

1. pro rostouci funkci na intervalu /:
Vo1, 20 €1 121 <9 = f(x1) < f(22)} & {f'(2) >0,V € I};

2. pro klesajici funkci:
{Vay, 20 € 1 11y <9 = f(x1) > f(22)} & {f'(x) <0,Vx € I}

Podobné vztahy jsou mezi nerostouci a neklesajici funkci a jeji derivaci, kde ovSem
derivace miZe byt nulova i na ¢astech intervalu (zformulujte podrobnéji, uvedte pii-
klady).

Priklad 8.2. (Rostouci funkce)

Funkce f(x) = 22 je rostouci funkci, jeji derivace f'(x) = 322 je kladnd pro viechna
z € R\ {0} (pocitek je izolovanym bodem s nulovou derivaci).
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Funkce f(x) = x + sin(z) ma derivaci f'(x) = 1 + cos(xz) > 0, rovnou nule jen
v izolovanych bodech (v lichych ndsobcich ¢isla 7). Je proto rostouci funkci na celém
intervalu (+o00, —00).

Priklad 8.3. (Klesajici funkce)

Funkce f(x) = x/(x®— 6z —16) je definovdna na celé redlné ose s vyjimkou nulovych
bodii jmenovatele - &isel x = —2, 8. Jeji derivace f'(z) = —(2?+16)/(2* — 62 — 16)?
ma stejny definiéni obor a je na ném zdporna. Tedy funkce f(z) je na vSech tfech
Castech svého defini¢niho oboru - intervalech (—oo, —2), (—2, 8), (8, +00) - klesajici
funkci. Ovéite si to na grafu této funkce!

Priklad 8.4. (Slozit&jsi priibeh)

Funkce f(z) = exp(22® — 322 + 1) je definovéna a spojitd na celé redlné ose. Jeji
derivace f'(z) = 6z(x — 1)exp(22® — 32% 4+ 1) je rovna nule pfi = 0,+1, na
intervalech (—o0,0), (1,400) je kladnd, na intervalu (0, 1) je zdpornd. Proto je tato
funkce rostouci na intervalech (—o0, 0), (1, +00), klesajici naintervalu (0, 1). Ovéiime
si to na grafu této funkce (obr. 11)!

Na ném uvidite, Ze v bodé x = 0 nabyva tzv. lokalniho maxima f(0) = e ~ 2.7,

v bodé = = 1 lokélniho minima f(1) = 1. Vypoctem nevlastnich limit (nebo z grafu)
zjistime, Ze xEmw f(z) =0, xEToo = +o00. Zde jsme pouzili intuitivné pojmu
lokdlni maximum, minimum, kterym se budeme vénovat v dalsi Casti.

f(x)=exp(2x3 —3x2 +1)

7
6 | ’ B
<] P
5 -~ b
’ \ /
at / \ / i
/ \ /
3r / \ / a
/ /
\
2r / / B
/ ‘ /
L S \ v |
s \ ,
o :
\ s
—1} \ // 4
\ s
—2 \ // a
N -
-3 L L i L L
-1 -0.5 (o} 0.5 1 1.5 2

obr. 11 - priibéh funkce f(x) = exp(22® — 32% + 1)

Priklad 8.5.

cos(x)
1+sin(z)
bodi = = %ﬂ' + 2km, k € Z. Jeji graf se z tohoto funkéniho predpisu obtizné odhaduje.

vvvvvv

Funkce f(x) = arctan( ) mé za defini¢n{ obor celou redlnou osu s vyjimkou

bodech defini¢niho oboru konstantni - - - f'(x) = —1/2. Vzhledem ke geometrickému
vyznamu derivace tak miZeme fici, Ze tato funkce je po ¢astech linearni. Podrobné;si
vySetfeni vlastnosti této funkce provedeme v zavéru této kapitoly.
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8.2 Lokalni a globalni extrémy funkce - minima, maxima

Natadé piikladl se miZeme presvédcit, Ze v rozsahlé mnoZiné redlnych funkci najdeme
ptiklady takovych funkci, jejichZ grafy se nerovnomérné ” vIni ” a ukazuji tak na mista
v jejich definiénim oboru (kterych ale zde mizZe byt vice), ve kterych jsou funkcni
hodnoty v jistém okoli vétsi ¢i mensi nez ostatni nejblizsi hodnoty. Nds pak mohou
zajimat také jen viibec nejvétsi a nejmensi hodnoty, kterych funkce na svém defini¢nim
oboru nabyva (globdlni maxima, minima; pouZziva se téZ termin absolutni maxima,
minima). Rozs{fime tedy Definici 6.1 o tyto druhy extrémd.

Definice 8.6. Rekneme, Ze funkce f(z) méd v bodé =y € I C D(f)

e lokdlni maximum, existuje-li okoli O(x) € I takové, Ze
Vo € O(xo) je f(x) < f(o);

e ostré lokdlni maximum , jestlize v tomto okoli pro x # xq plati f(z) < f(zo);
e globdlni (absolutni) maximum na intervalu I, jestlize Va € I plati f(x) < f(zo);

e ostré globdlni (absolutni) maximum na intervalu 1, jestlize Vo € I \ x, plati

f(@) < f(zo).

Podobné miZeme definovat lokdIni minimum, ostré lokdlni minimum, globdlni (abso-
lutni) minimum funkce v bodg.
Lokalni maxima a minima se oznacuji spolenym terminem lokdini extrémy. A\

Na grafu funkce ¢asto vidime, Ze extrém muze nastat v bodé¢, kde funkce nema derivaci
(8picky v bodech s riznymi derivacemi zleva, zprava, body nespojitosti). Pfi zkoumani
vztahli mezi vlastnostmi funkce a jeji derivace jsme poznali, Ze nenulova derivace
charakterizuje rostouci nebo klesajici funkci. Body s nulovou hodnotou derivace -
tzv. staciondrni body defini¢niho oboru - nemusi byt obecné body extrému (viz piiklad
funkci 22! v bodé 2y = 0), ale jsou hlavnimi kandid4ty pro tuto pozici, jak také plyne
z Fermatovy véty. Existenci globdlnich maxim a minim funkci spojitych na uzavienych
intervalech nam zajiStuje Weierstrassova véta (V 4.19).

Véta 8.7. Nutna podminka extrému
Jestlize funkce f(x) md v bodé xq lokdlni extrém, potom plati f'(zq) = 0,
nebo v ném derivace neexistuje. A

K rozliSeni, zda se ve staciondrnim bodé€ jednd o maximum nebo minimum, ndm kromé
grafu funkce mohou pomoci i informace o hodnoté vyssich derivaci ve staciondrnim
bodé.

Véta 8.8. Jestlize funkce f(x) md ve svém staciondrnim bodé xy druhou derivaci, pak
-pFi " (xo) > 0 md v bodé x lokdlni minimum,

-pFi f"(xo) < 0 md v bodé xy lokdlni maximum .

V obecnéjsi situaci, pii f*) (zo) =0, k=1,2,--- ,n—1; f"(zy) #0,

-pfin sudém, f™(xq) < 0, (f™(z0) > 0) je v bodé xy lokdlni maximum (minimum),
- pri n lichém neni' v bodé x extrém. A

Poznamka 8.9. Prvni - jednodussi - ¢ast tvrzeni véty vyplyva z toho, Ze prvni derivace
je ve staciondrnim bodé za uvedenych predpokladii rostouct, resp. klesajici funkci.
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Priklad 8.10.

VySetifme intervaly monotonnosti a lokdlni extrémy funkce f(x) = 23+ 322 — 9z + 1
s definiénim oborem D(f) = R (porovnejte s grafem této funkce na obr. 12).

f(x) =32+ 6x—9, f’(x)=6x+6;

staciondrnimi body jsou x1 = —3, x9 = 1.

f'(z) > 0 plati pro z € (—o0, —3) U (1, 4+00) - funkce je zde rostouct;

f'(z) < 0prox € (—3,1) - funkce je zde klesajici.

Ve staciondrnich bodech je f”(—3) = —12 < 0 - lokdlni maximum f(—3) = 28,
f"(1) =7 > 0 - lokdlni minimum f(1) = —4. Funkce nema globalni extrémy.

f(x):x3 +3x2 —9x +1
40 T T

L 7

301\ /
\ /)

\
20t 7 g

N 7
AN 7
10 N\ s/ b
AN V
N v
) > =

-10f e ~ - g

_m—_,~“"‘liﬂ III ]

-30 . . . . . . .
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3

obr. 12 - monotonnost a extrémy funkce f(x) = x® + 3% — 9z + 1

Priklad 8.11.

Polynom 2% — 22 + 2 — 1 = (22 + 1)(z — 1) m4 derivaci 322 — 2x + 1 > 0,Vx € R.
Je proto rostouci funkci na celé redlné ose (ovéite na grafu !). Na uzavieném intervalu
(a, b) md minimum v bodé z = a, maximum v bodé x = b.

Pro polynom P(z) = 225 + 2* + 24 je P'(x) = 122° 4 42® = 423(322 + 1).

V jediném staciondrnim bod& = = 0 je ale také P"(0) = P"(0) = 0, P®(0) = 24.
Funkce je proto klesajici v intervalu (—oo, 0), mé lokdlni minimum v bodé x = 0,
je rostouci v intervalu (0, 4+00).

Priklad 8.12.

Funkce f(x) = exp(z3 — 5z) je definovana, spojitd a kladnd na celé redlné ose.
Jeji prvni derivace je  f'(z) = (32% — 5) - exp(x® — 5x),

stacionarnimi body jsou = = +./5/3,

druhd derivace je f”(z) = (92* — 3022 + 62 + 25) - exp(2® — 5z);

f'(x) >0 Vze (—o0,—4/5/3),(1/5/3,+00) - funkce je zde rostouci,

f'(x) <0 Vze (—/5/3,4/5/3) - funkce je zde klesajici,

f"(=+/5/3) <0 -lokdlni maximum, f”(1/5/3) > 0 - lokalni minimum.
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Priklad 8.13.

Miéme urcit rozméry rotaéniho vélce, ktery ma pfi daném objemu nejmensi povrch
(optimalni rozméry sudu s danym objemem a minimdlni spotfebou materialu).
Oznacime-li r - polomér, v - vysku, V' - objem, S - povrch takového vilce,

pak mezi témito parametry plati vztahy V = 7r?v, S = 2mr? + 27rv.

Odtud pro zavislost povrchu na poloméru dostaneme vztah

S(r) = 2mr? 4+ 27rv = 2ar? + 2V/r,  S'(r) = (4mr® — 2V) /r2.

Staciondrnim bodem je pak ro = /V/(2m), S"(r) = 4(xr3 + V) /r3, 5" (ry) > 0.
Vilec o objemu V' bude tedy mit minimdlni povrch pii poloméru ro = ¢/V/(2)
s vySkou vy = 2r - tedy osovym fezem tohoto valce bude Ctverec.

Priklad 8.14. Do rota¢niho kuzZele o poloméru R a vySce h mame vepsat vélec

a) s maximdlnim objemem;

b) s maximdlnim povrchem.

Z osového fezu kuZele pomoci podobnosti trojuhelnikl plyne pro parametry vélce
v - vySka, - polomér zdkladny vztah v/(R —r) = h/R.

ad a) Pro objem V' vepsaného valce dostaneme po dosazeni vztah

V =nr*v = (xh/R)(R — r)r?.

Pro vyhledédni extrému spoc¢itdme prvni derivaci

av wh o Th
o= E(ZT’(R —r)—1°) = Er(2R —3r).

Nulova hodnota prvni derivace je pro 7o = 2R/3, vg = h(R —19)/R = h/3.
Maximalni hodnota objemu vepsaného vélce (druhd derivace je zdpornd) je tedy
Vo = mrgvg = 5=mR?h  (t.j. 4/9 objemu kuZele ).
ad b) Pro povrch S vepsaného valce plati vztah
S(r) = 27r? + 27rv = 27[r* + rh(1 — r/h)].
Podminka nulovosti prvni derivace

s 2h hR

P 27(2r + h — Er) je splnéna pfi r = ro = =R

Pfi h < R je prvni derivace kladnd a S(r) je v intervalu (0, R) rostouci funkci
- maximdlni hodnota pro r = R, v = 0, S = 7R? odpovidd degenerovanému
pripadu, kdy se povrch vélce redukuje na plochu zdkladny kuzele. Aby platila podminka
ro € (0, R), je tiebaaby h > 2R. Pfi jejim splnéni je pror < ry (r > r() prvni derivace
funkce S(r) rostouct (klesajici) funkci - funkce dosahuje pro r = rq svého maxima.

Cviceni
1. Vysetfete existenci lokdlnich, pfipadné globalnich extrémi funkci

a) f(x)=x—1/x, 1) f(z)=2% exp(—z) c¢) f(z)=z—In(1+2z).
Ovétte si vysledky na grafech téchto funkei.

2. Ze vsech obdélnikl o obsahu S najdéte obdélnik s nejmensim obvodem.
3. Do koule s polomérem R vepiste valec s maximdlnim objemem (povrchem).

4. Dané kouli opiSte kuZel s minimdlnim objemem.
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5. Dvé letadla leti ve stejné vysce po primych tratich svirajicich dhel 6 s konstant-
nimi rychlostmi u, v. UrCete nejmensi vzdédlenost na kterou se priblizi, jestlize
jsou nyni od praseciku tras ve vzdalenostech a, b.

Reseni
1. a) nemd extrém; b) minimum pro z = 0, maximum pro x = 2;
¢) minimum pro xz = 0.
Ctverec se stranou délky s = v/S.
Maximalni objem je %RP’, maximalni povrch je asi 81 procent povrchu koule.
Objem takového kuZele je dvojndsobkem objemu koule.
Minimdln{ vzdalenost je |av % bu| sin(0)//u? + v2 — 2uv cos(6).

Nk W

8.3 Konvexnost, konkavnost funkce

Konvexnost nebo konkédvnost funkce (resp. grafu funkce) je dalsi jeji vyznamnou vlast-
nosti. Souvisi také s pojmy konvexni kombinace bodul, konvexnosti nebo konkavnosti
plosnych a prostorovych objektti. Pro kazdou z téchto dimenzi plati nasledujici definice
konvexni kombinace bodu.

Definice 8.15. Bod x je konvexni kombinact bodit x1, s, - - - ,x, € R", jestlize
n n
:L’:ZCi.Ii, c; >0, ZC": 1. (8.1)
i=1 i=1
MnoZina vSech konvexnich kombinaci bodt x4, - - - , x,, se nazyva konvexnim obalem
téchto boda. A

Konvexnim obalem dvou bodi je mnoZina vSech bodu spojujici dsecky. Konvexnim
obalem tfi bodi je mnoZina vSech bodu trojihelniku s témito vrcholy. Pro ¢tyfi body
v prostoru R3, které neleZi v jedné roving, je jejich konvexnim obalem C&ty¥stén s vr-
choly v téchto bodech. Pro ¢tyfi nebo vice boda v roviné je jejich konvexnim obalem
sjednoceni bodi vsech trojihelniki, které maji vrcholy v nékterych tfech z téchto bodu.
Podobné to plati i pro konvexni obal bodu v prostoru (sjednoceni Ctyisténit).

Definice 8.16. Spojitd funkce f(x) je konvexni (konkdvni) na intervalu I C D(f),
jestlize pro libovolné body

T1,L9 €1, x =c1x1 +Coa, ¢1 >0,c0 >0, c1+ca=1

plati f(2) < e1f(21) + caf(wa)  (f(2) 2 erf(21) + caf (22) ). (8.2)

(Geometricky: bod [z, f(z)], Vz € (21, x2) leZi pod (resp. nad) odpovidajicim bodem
piimky spojujici body f(z1), f(x2) na grafu funkce).
V pripadé ostrych nerovnosti je takova funkce ostie (ryze) konvexni ¢i konkdvni. A\

Priklad 8.17. Na grafech elementarnich funkci si z geometrické interpretace definic
overime, ze

- funkce f(x) = 2 je konvexni na celé realné ose,
funkce f(z) = 2* je konkdvni na intervalu (—oo, 0), konvexni na intervalu (0, +00);

63

konvexni
funkce
konkdvni



- exponencialni funkce a®, a > 0 je konvexni funkci na celé redlné ose;

- logaritmicka funkce log,(z), a > 1 je konkdvni funkci na intervalu (0, +00),
pro 0 < a < 1 je na stejném intervalu konvexni funkci .

Poznamka 8.18.

Uvedené podminky konvexnosti nebo konkdvnosti spliiuji také nékteré spojité funkce
po Castech linedrni - konvexni nebo konkdvni polygony, které maji prvni derivaci
po Castech konstantni.

7 geometrické interpretace prvni a druhé derivace také plyne, Ze pro funkci se spojitou
prvni a druhou derivaci na intervalu plati (viz obr. 13) viiv [ (x)

- pfi f”(x) > 0 je funkce f'(x) rostouci funkci, f(z) je konvexni funkecf;

- pfi f”(x) <0 je funkce f'(z) klesajici funkcei, f(x) je konkdvni funkci.
Nulovost druhé derivace v bod¢ tedy miZe souviset se zmé€nou konvexnosti na kon-
kavnost v levém a pravém okoli tohoto bodu nebo naopak.

3 [ fo0=f " () >0
... konvexita

,

—-3r f(x) =Inx), f” (xX) = —1/¥%2 < 0 kdnkavita ‘ N

_a ‘ ‘ / ‘ ‘
-1 -0.5 o) 0.5 1 1.5 2

obr. 13 - vztah mezi f”(x), konvexnosti a konkdvnosti

Definice 8.19. (Inflexni bod)

Necht funkce f(z) md v bod€ x, derivaci a existuje takové jeho d-okoli,

Ze v bodé xy méni funkce f(x) v sousednich intervalech (zq — ¢, ), (zo,zo + 0)

vlastnost konvexnosti na konkdvnost nebo naopak. Takovy bod z( se nazyva inflexni

bod funkce f(z). inflexni

p . body
Véta 8.20. Podminky inflexe

Je-li xy inflexnim bodem funkce f(x), pak bud’ f"(x¢) = 0, nebo f"(xo) neexistuje.
Jestlize f*)(xg) =0, k=2,3,---n — 1, ) (20) # 0,
7

pak pri n lichém je xq inflexnim bodem funkce f(x), pfi n sudém inflexe nenastane.

Priklad 8.21.

Funkce f(z) = 2% ma druhou derivaci f”(z) = 2 > 0; je tedy konvexni, nem4 inflexn{
bod.
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Funkce f(z) = 2 md druhou derivaci f”(x) = 6x; inflexnim bodem je x¢ = 0, v ném
se méni z konkdvni funkce na funkci konvexni.

Pro funkci f(z) = z* je f(0) = f”(0) = 0, f*) = 24 - nula nen{ inflexnim bodem.

Funkce f(z) = |1 — 2?|, D(f) = R nemd v bodech z = +1 druhou derivaci, nabyva
v nich minimalni hodnoty f(1) = 0 a ménf se v nich z funkce konvexn{ na konkdvni.

Funkce f(x) = sin(x) s druhou derivaci f”(z) = — sin(x) md inflexni body =), = km,
na intervalech ((2k — 1)7, 2k7) je konvexni, na ostatnich konkdvni funkei.

Funkce f(z) = 2(z — 2)5 + 32 ma derivace f'(z) = 10(x — 2)* + 3 > 0,
f"(x) = 40(z — 2)*. Je tedy rostouci funkci, na intervalu (—oo, 2) konkdvni,
na intervalu (2, +00) konvexni, s inflexnim bodem z = 2.

Intervaly konvexnosti a konkdvnosti funkce f(z) = x —sin(2z) najdeme na obr. 14a),
kde jsou vyznaceny také body inflexe (propocitejte podrobnéji !).

8.4 Asymptoty grafu funkce

P11 vypoctu limit funkci jsme se potkali s pfipady nevlastnich limit ve vlastnich bodech
nespojitosti (jednostrannych nebo dvoustrannych) i s pfipady vlastnich limit v nevlast-
nich bodech. To jsou specidlni pripady situaci, kdy se graf funkce ” blizi k pfimce,
které podrobnéji a obecnéji formuluje pojem asymptoty funkce .

Definice 8.22. Pro bod zy € R se piimka x = xy nazyva asymptotou bez smérnice
(svislou, vertikdlni asymptotou) funkce f(x), jestlize f(x) ma v x, alespoti jednu
jednostrannou nevlastni limitu.
Pfimka y = ax + b, a,b € R se nazyva asymptotou se smérnici funkce f(x) , jestlize
plati

lim (f(xz) — (ax+b)) =0, nebo lim (f(x)— (ax +b)) =0. (8.3)

r——00 r—00

Véta 8.23. Primka y = ax + b je asymptotou funkce f(x) pro x — 400 prdvé tehdy,

kdyzZ
=) . _
IEIJPOO — = xErpoo(f(m) ax) = b. (8.4)
Analogické tvrzeni plati i pro xt — —o0. A

Piiklad 8.24. Funkce f(z) = (z—1)*/(x+1)? je spojitd na celé redlné ose s vyjimkou

bodu z = —1, ve kterém neni definovdna. Limita v tomto bod¢ zleva i zprava je —oo.
Tedy jedinou svislou asymptotou je piimka r = —1. Vypoctem déle dostaneme pro
koeficienty asymptoty se smérnici hodnoty
—1)3
a = lim M: im le,
T z—+oo x(x + 1)2
(x—1)°

b=t (flw) — a2) = M {5

Asymptotou se smérnici pro x — +o0 je tedy pfimka y = x — 5. Ta je také asymptotou
1prox — —oo.

Piiklad 8.25. Funkce f(z) = x + - ma svislou asymptotu v bod& nespojitosti

z—1
x = 1. Pfimka y = z je opét jedinou asymptotou pro x — F00.
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Priklad 8.26. Funkce 2x + sin(z)/z mad odstranitelny bod nespojitosti z = 0
s limitou v tomto bod¢€ rovnou jedné - nema tedy vertikdlni asymptotu.
Pfi vypoctu koeficientli asymptoty se smérnici dostaneme
1 .
lim J(@) = lim (24—? sin(z)) =2, b= lim (f(zr)—ax)= lim sin(x) = 0.

r—+oo r—+00 r—+o00 r—+00 €T

a =

Asymptotou je tedy piimka y = 2z, graf funkce se k ni pfimyk4 z obou stran.

Priklad 8.27. Funkce f(z) = x — 2arctan(z) je definovéna na celé redlné ose
a je zde lichou spojitou funkci. Nema vertikalni asymptoty; pro koeficienty

asymptoty se smérnici dostaneme dvé
5 asymptoty
T — 2arctan(x
a= lirin () = lirin (1 —2arctan(z)/x) =1,
r—+o00 €x r—=o00

lirin (x — 2arctan(x) — z) = 7.

Dostavame tak dvé asymptoty : y =2 — 7 prox — +00, Yy =2 + T prox — —oo.

Piiklad 8.28. Funkce f(z) = (1+x?)/|x| je definovdna na celé redlné ose s vyjimkou
pocétku, ve kterém ma vertikdlni asymptotu. Ma stejnou nevlastni limitu +oo pro
x — Fo0. Pfi vypoctu koeficientd asymptoty se smérnici dostaneme

14 22 1+ a2
T4 b= lim (2

a = lim
r—+o00 I|£E|

r—+o00 :L‘|,I‘|

—z)=0.

Tato funkce ma tedy vertikdlni asymptotu v pocatku a dvé asymptoty (obr. 14b):
Yy=—T pror — —o0o, Y =T Pproxr — +oo.

intervaly konvexnosti, konkavnosti asymptoty
T T

f(x)=(1+x2)/|x{|

’ F(x)= x—sin(2x) ‘

inflexe

vertikalni
[ asymptota

obr. 14 a), b) - konvexnost, konkavnost, inflexe; asymptoty
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8.5 VySetfovani prubéhu funkce

V této Casti shrneme jednotlivé predchozi kroky, ve kterych jsme vySetfovali rtizné
vlastnosti redlné funkce jedné proménné z jejitho funkéniho predpisu. Chceme-li ziskat
pomérné podrobny prehled o vlastnostech funkce s po ¢astech spojitou druhou derivaci,
doporucuje se postupné provést nasledujici kroky (kritické pfipominky viz [2]). postup

. < 1 “ . » < x (e VySetfovdni
1. Analyzou funk¢niho pfedpisu uréime defini¢ni obor funkce, pfipadné nékteré jeji Y

vlastnosti (funkce sudé, lichd, periodicka, ...). Najdeme intervaly spojitosti, body
nespojitosti a chovani funkce v jejich okoli (typ nespojitosti).

2. Urcime nulové body funkce a intervaly, kde je funkce kladna ¢i zadporné (feSenim
rovnice f(z) = 0, vypoétem funkéni hodnoty v intervalech mezi nulovymi body).

3. Vypocitame prvni derivaci funkce a podle jejtho znaménka vySetfujeme
- stacionarni body, body moznych extrémti (f’(z) = 0, zména znaménka f’(x)),
- intervaly monotonnosti mezi staciondrnimi body ( f'(x) > 0 - rostouct,
f'(x) < 0 - klesajici funkce).

4. Vypocitdme druhou derivaci funkce a podle jejtho znaménka uréime
- intervaly konkdvnosti ( f” < 0) a konvexnosti ( f” > 0) funkce,
- druhy extrém a inflexni body (podle zmény znaménka f”, f”(z) = 0, V 8.20).

5. Vysetiime piipadnou existenci asymptot a uréime jejich rovnice (viz V 8.23).

6. Spocitame funk¢ni hodnoty funkce na dostatecné husté siti bodli defini¢niho
oboru a nakreslime graf funkce, pfipadné jeho asymptoty.

Poznamka 8.29. S pouzitim pocitace miZeme posledni uvedeny krok provést jako
druhy v pofadi a pfi dostateCné opatrnosti pii volbé sité bodl pro vykresleni grafu
v okoli bodd nespojitosti pak ndm dalsi kroky upfesiuji a potvrzuji vlastnosti grafu
funkce, ktery vidime na obrazovce (n€kdy nds upozorni na chybu, které jsme se dopustili
pfi zaddni pro kresleni grafu nebo pii vypoctech).

Priklad 8.30. Funkce f(z) = 23/(4 — 2*) ma defini¢ni obor

D(f) = (=00, —2) U (—2,2) U (2,4+00) a je lichou funkei - graf bude symetricky
vzhledem k pocatku (f(0) = 0) a staéi proto vySetfovat vlastnosti funkce jen na
intervalech (0,2), (2, +00). Ve vSech bodech defini¢niho oboru je spojitou funkci.
Vypoctem dostaneme hodnoty limit

x3 ) x3 x3

e G2 —n > SRt —n ¥ a2 ™

Graf funkce md proto svislou asymptotu v bodech © = —2,x = 2 (symetrie).
Pro derivaci dostaneme vypoctem f'(z) = z?(12 — z%)/(4 — 2?)?,

£'(0) = 0 = f'(+2v/3). Na intervalech (—2v/2, —2), (—2,0), (0,2), (2,2v/3)
je derivace kladna - funkce je tam rostouci,

na intervalech (—o0, —2v/3), (21/3, +-00) je derivace zdpornd - funkce je tam klesajicf,
v bodé r = —2+/3 mé funkce lokélni minimum f (—2\/5) =33,

v bodé = = 21/3 ma funkce lokalni maximum f(2v/3) = —3+/3.

Druhd derivace nasf funkce je f”(z) = 8z(12 + 2?)/(4 — z%)3,  f"(0) = 0.
Z lichosti funkce plyne, Ze nula je inflexnim bodem grafu této funkce.

Na intervalech (—oo, —2),(0,2) je f”(x) > 0 - funkce je tam konvexn,

na intervalech (—2,0), (2, 4+00) je f”(x) < 0 - funkce je tam konkavni.
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Pfi vypoctu koeficientl asymptoty se smérnici dostaneme

2 3
o= i T = i = Lo i (0)-an) = i () =0
Vzhledem k symetrii bude tedy pfimka y = —x asymptotou nasi funkce pii v — Fo00.

Caist grafu této funkce je na obr. 15.

f(x)=x3/ (4— x2)

20
15 | .
‘
10 | a
|
5F | a
=== [
0 = - - -
> - asymptota
sl : -
lok. maximum
|
—15} | ’ konkavni funkce ‘ |
—20 a
—25 - L ! .
-2 o 2 4 6 8

X

obr. 15 - priibéh funkce f(z) = 23/(4 — 2?)

Piiklad 8.31. Funkce f(z) = arcsin(3%;) je sloZenou funkci, kde vzhledem k de-
finicnimu oboru vnéjsi funkce (kterym je interval (—1,1)) argument vnitini funkce
mus{ spliiovat podminku —1 < 2z/(1 + x?) < 1, kterd je ale splnéna na celé redlné
ose. Defini¢nim oborem nasi funkce je tedy mnoZina vsSech redlnych cisel. Vzhledem
k lichosti vnitini i vnéjsi funkce je i sloZzend funkce lichd - jeji vlastnosti budou tedy
” antisymetrické.” Tato funkce je vSude spojitd a nemé proto svislou asymptotu.
Jedinym nulovym této funkce je x = 0, zdpornych hodnot nabyva v intervalu (—oc, 0),
kladnych hodnot v intervalu (0, +00).

Vypoctem prvni derivace dostaneme

o) = 1 2(1+2?%) —4a® 2(1 — 22)
Y S N N/

Upravou (po spravném zdpisu vyrazu pod odmocninou v jednotlivych intervalech)
dostaneme

2 2
/ _ / _
f (:E) - _1'2—"‘1’ T e (_007 _1) U (17+OO)7 f (ZE) - 1'2—“—].7 YIS (_17 1)
V bodech z = —1,x = 1 existuji pouze jednostranné derivace, které spoc¢itime jako
odpovidajici limity funkce f'(x) :
-2 2 2 -2
lim =—1, lim =1, lim =1, lim = —1.
z——1— 14+ T2 z——1+ 1 4+ r? z—1— 1+ 2 z—1+ 1+ r?
V bodech x = —1,1 jsou tedy rizné derivace zleva, zprava - jsou to tzv. ’body vratu,

uhlové body”, ve kterych ma graf ”’Spicku” .
Prvni derivace je kladnd v intervalu (—1, 1) a naSe funkce je tam proto rostouci.
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Na intervalech (—oo, —1), (1, +00) je prvni derivace zdpornd a f(x) je tam klesajici
funkci. Pfestoze funkce f(z) nemd v bodech z = —1, 1 prvni derivaci, nabyva podle
uvedenych vét v bodé¢ x = —1 svého minima, v bodé z = 1 svého maxima.
Vypoctem druhé derivace na jednotlivych intervalech dostaneme

" _ 4z T —00. — 50 /7 ) = —4x
1'(0) = Gy © € (00D U (Lko0), '(0) = s

Nulovym bodem druhé derivace je x = 0 - je to inflexni bod podle nasi definice. V ném
se méni znaménko druhé derivace a tedy konvexni ¢ast grafu prechdzi v konkdvni ¢ast.
Zmeéna konvexni ¢asti v konkdvni nastava také v bodech vratu x =1, x = —1, kde
také dochdzi ke zméné znaménka druhé derivace. Pro tuto spojitou funkci bez svislé
asymptoty a s nulovymi limitami pro x — 00 bude jedinou asymptotou se smérnici
osa x - pfimka y = 0, jak ndm potvrdi i vypocet koeficientli

re(-1,1).

arcsin ( 20 )

: T2 : :

a= lim ——*2 =0, b= lim arcsin(
T—Fo00 X x—*+o0 1+ 22

)=0

Nakreslenim grafu funkce si ovétime uvedené vysledky (obr. 16 ).

asin(@x / (1+x2))

I [Romvexn |

<(; 7
oo

—10 -5 o 5 10

obr. 16 - priibéh funkce f(x) = arcsin(2z/(1 + 22))

Piiklad 8.32. Funkce f(z) = V22 — x ma definiéni obor D(f) = R a je na
ném spojitd. Nulovych hodnot nabyva v bodech x = 0, x = 1, kladnych hodnot
na intervalech (—o0, 0), (0, 1), zdpornych hodnot na intervalu (1, +00). Nepati{ mezi
funkce sudé, liché nebo periodické.

Vypoctem prvni derivace dostaneme

P =250 P =0 lim f(0) = o0

27 r—0+
Tato funkce ma tedy v pocatku svislou te¢nu. Prvni derivace je zdpornd v intervalu
(—00,0), kladnd v intervalu (0, 8/27), zdpornd v intervalu (8/27, 400).
V téchto intervalech je tedy funkce postupné klesajici, rostouct, klesajici funkci.
V bodé = = 0 nabyva svého lokdlniho minima, v bodé x = 8/27 lokdln{ho minima
(f(0) =0, f(8/27) = 0.1481...).
Vypoctem druhé derivace dostaneme vysledek f”(x) = —% S1/V/2% <0 Vo #0.
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Funkce je tedy konkdvni v intervalech (—o0, 0), (0, +00), oba tyto konkavni segmenty
navazuji spojité ve Spicce v pocatku.
Vysledky vypoctu koeficientd asymptoty se smérnici

I T _ _ _ 1 3/ o _

ukazuji, Ze tato funkce nemd asymptotu se smérnici.
Uvedené vlastnosti si miizeme ovéfit na jejim grafu (obr. 17a).

Piiklad 8.33. Funkee /(x) = arctan (“201) 2 pfikladu 8.5 je po Castech linedrni.

V bodech 2 = 27 + 2km md limity zleva rovny —m/2, limity zprava rovny +m/2,
Nemad vertikdlni ani jiné asymptoty - je to po Castech linedarni funkce se stejnymi
smérnicemi —1/2 a nulovymi body 7 /2 4 2kx. KdyZ si nev§imneme nespojitosti této
funkce a nechdme pocitac¢ vykreslit jeji graf pfimo z definice funkce, pak dostaneme
(s ptipadnym varovanim o déleni nulou) graf z obr. 17b), ktery ndm spojuje jednotlivé

linedrni ¢4asti vlastniho grafu dal$imi dseCkami a dava faleSnou predstavu o grafu této
funkce, kam tyto spojnice nepatii ! (Viz ale napft. zpravu discont = true v Maple .)

X (2/3) —x

X

—-0.5 (0] 0.5 1 1.5 2

[
=
a1

[
[

atan(cos(x)/ (1+sin(x)))
il {\ {\ |
0 - -

-5 (0] 5 10 15 20

obr. 17 a), b) - grafy funkci x%/® — x, arctan(cos(z)/(1 + sin(z))))

Shrnuti

V této kapitole jsme do pfesnéjSich detailt zformulovali vztahy mezi monotonnosti
funkce, jejimi extrémy a vlastnostmi jeji derivace (pozn. 6.2, 8.1, V 8.7, 8.8), rozsifili
definici extrému (lokdlni a absolutni extrémy). Dale jsme zavedli pojem konvexni,
konkévni funkce (D 8.16), inflexni bod (D 8.19) a zformulovali podminky inflexe

(V 8.20). Pro graf funkce jsme definovali pojem asymptoty (D 8.22) a uvedli formule
pro vypocet jejich koeficienti (V 8.23). V zavéru kapitoly byl popsan doporuceny
postup pii vysetfovani celkového priibéhu funkce a demonstrovan na piikladech.

Pojmy k zapamatovani

e Monotonnost funkce; extrémy, jejich druhy a metody rozpoznani.
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e Funkce konvexni a konkdvni na intervalu, inflexni bod, asymptoty.

e Postup pri vySetfovani pribéhu funkce.

Kontrolni otazky

1.

5.
6.

Miize mit neklesajici funkce f(x),x € I zdpornou hodnotu prvni derivace
v nékterém bode ?

MuZe mit funkce vice globdlnich maxim nebo minim ?

Md funkce f(x) s hodnotami f'(c) = f"(c) = 0v bodé v = a extrém ?
MuZe byt funkce, kterd nemd v izolovanych bodech derivaci, konvexni
nebo konkdvni ?

Je primka konvexni nebo konkdvni funkci ?

Miize mit polygon inflexni body ?

Cviceni : Vysetfete pribéh funkci a nakreslete jejich grafy:

1.

6.

2
3
4,
5

(x)

(2) = = - arceotg(1/z)
f(x) =[] — |2* = 1
f(z) =z exp(—1/z)

(z) = = - arctan(1/x)

f(r) = arctan (1111(1196(;52‘1)

7. f(z) = arccotg (|=])
ReSeni
1. D(f) = R, spojitd, rostouci, konkdvni funkce, asymptoty y = 7z + 1, y = 1.

D(f) =R\ 0, neni sudd ani lichd, prox < 0 (x > 0) je f < 0 (f > 0), rostouci,
konvexni v celém defini¢nim oboru; spole¢nd asymptota y = (7/2)z + 1.

D(f) = R; suda spojita funkce s riznymi piedpisy v intervalech

(0,1), (1, +00) (tam je konvexni, konkdvni), s lokdlnim minimem v pocatku
(f(0) = —1), maximy v bodech = = —1, z = 1 ($picky), bez asymptot.

(Ovéfite si na grafu funkce.)

D(f) = R\ 0, bod nespojitosti a vertikdlni asymptota v z = 0, zdporné hodnoty
pro x < 0, kladné pro = > 0, lokdlni maximum f(—1) = —e, rostouci funkce
prox € (—oo, —1) U (0, 4+00), klesajici pro = € (—1,0), konvexni v intervalech
(—00, —2), (0, +00), konkdvni v intervalu (—2,0).

D(f) = R\ 0, x = 0 je odstranitelny bod nespojitosti. Funkce je konkdvn{
na obou éastech D(f), klesajici pro € (—o0,0), rostouci pro =z € (0, +00),
spole¢nd asymptota y = 1 = supf(x), inff(x) = 0.

D(f) = (0,e) U (e, +00), spojitd v D(f), omezena, v intervalu (0, 1) rostouct,
v intervalech (1, e), (e, +00) klesajici, v bodé = = e skok, nemd maximum ani
minimum, horizontdlni asymptota y = 7 /4, sup = 7/2,inf = —7n/2.

D(f) = R\ 0, sudd a spojitd funkce v D(f), klesajici v intervalech
(—o0,—1), (0, 1), rostouci v intervalech (—1, 0), (1, +00), odstranitelnymi body
nespojitosti x = =+1, hroty v bodech x = —1,0, 1, horizontdlni asymptotou
y = 7/2. (Ovéfte vypoctem, na grafu.)
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