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Olomouc 2007

1



Abstrakt

Tento text distančnı́ho vzdělávánı́ je věnován diferenciálnı́mu počtu funkcı́ jedné proměnné. Po zavedenı́
použı́vané symboliky je ve druhé kapitole uveden obecný pojem funkce, jsou stručně připomenuty elemen-
tárnı́ funkce a jejich vlastnosti, zavedeny pojmy složené, prosté a inverznı́ funkce. Ve třetı́ kapitole je uveden
pojem posloupnosti, jejı́ limity a metody výpočtu limit. Ve čtvrté kapitole se pak uvádějı́ a shrnujı́ poznatky
o limitě funkce, jejı́ spojitosti či nespojitosti v daném bodě a na intervalu. Pátá kapitola se zabývá derivacı́
funkce, jejı́mi vlastnostmi a metodami výpočtu. V šesté kapitole jsou formulovány základnı́ věty diferenciál-
nı́ho počtu a jejich použitı́ pro vyšetřovánı́ průběhu funkce. Sedmá kapitola je věnována diferenciálu funkce
a Taylorovým rozvojům funkcı́ jako často použı́vané aproximace funkcı́. Osmá kapitola se zabývá dalšı́mi
vlastnostmi funkcı́ - jejich monotonnostı́, konvexnostı́ či konkávnostı́, vyšetřovánı́m lokálnı́ch a globálnı́ch
extrémů, asymptot grafů funkcı́. V závěru je uveden doporučený postup při vyšetřovánı́ celkového průběhu
funkcı́.
Každá kapitola obsahuje jak propočı́tané přı́klady demonstrujı́cı́ jejı́ hlavnı́ pojmy a výsledky, tak i přı́-
klady pro samostatné řešenı́. Ty majı́ ověřit pochopenı́ studované problematiky. Stručné výsledky takových
(zejména složitějšı́ch) úloh jsou uváděny v závěru kapitol.
Kromě ilustrativnı́ch přı́kladů je čtenář informován o možnostech realizace takových výpočtů a jejich
grafického zobrazenı́ v systémech Maple, Matlab, Mathematica (i přı́padných nástrahách při jejich použitı́).

Cı́lová skupina

Text je primárně určen pro studenty distančnı́ho studia. Je vhodný též pro studenty internı́ho studia infor-
matiky.
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1 Množiny čı́sel, logické relace, symboly

Studijnı́ cı́le: Cı́lem této kapitoly je stručně si připomenout historický vývoj základ-
nı́ch pojmů diferenciálnı́ho počtu, použı́vané známé pojmy z výrokové logiky a teorie
množin, v oboru reálných čı́sel pojmy interval a okolı́ bodu, hornı́ a dolnı́ mez (hranice,
závora) množiny reálných čı́sel, suprema a infima uspořádané množiny.
Klı́čová slova: operace s množinami, výrokové kvantifikátory, zobrazenı́, elementárnı́
funkce
Potřebný čas: 90 minut. 4
Z historie matematiky - diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu.
Orientálnı́ matematika (praktické výpočty, geometrie, trigonometrie).
Řecko - Pythagoras, Euklides; Archimedes (287-212) - plochy, objemy (idea integrálu).
Evropa - do 15. stoletı́ přebı́rá poznatky Orientu, Řecka (algebra, rovnice, geometrie).
Napier, Briggs (1614-24) - logaritmy, tabulky .
Od 17. stoletı́ - rozvoj infinitesimálnı́ho počtu - základy, aplikace v geometrii, astrono-
mii, fyzice, geodezii.
17. stoletı́: Cavalieri, Descartes, Fermat, Leibniz (1646-1716), Newton (1643 -1727),
Bernoulliové, l’Hospital (prvnı́ učebnice 1696).
18. -19. stoletı́: Euler (1707 - 1763), D’Alembert (1717-1783, pojem limity), Lagrange
(1736-1813, spory o pojem limity), Gauss (1777-1855), Fourier (1768-1830), Cauchy
(1789-1857, zpřesněnı́ pojmů, aplikace),Bolzano (1781-1848, zapomenut), Riemann
(1826-1866, integrál), Weierstrass (1815-1897, přesné formulace základnı́ch pojmů
diferenciálnı́ho počtu).

Průvodce studiem

V tomto textu budeme použı́vat základnı́ poznatky ze středoškolské matematiky,
algebry, teorie množin a výrokové logiky, se kterými se studenti seznámili v jiných
předmětech a jsou uvedeny v učebnicı́ch a učebnı́ch textech (např. [8-11]).

Budeme tedy v dalšı́m předpokládat základnı́ znalosti pojmů (viz např. [9,10,12])

• množina, operace s množinami, použı́vané symboly pro sjednocenı́, průnik, rozdı́l
a kartézský součin množin (a ∈ A, A = B, A ∪B, A ∩B, A \B, A×B);
uspořádaná množina, úplné (lineárnı́) uspořádánı́ množiny,
jejı́ supremum, infimum; relace mezi množinami;
výrokové kvantifikátory (všeobecný, existenčnı́ · · · ∀,∃),
symboly konjunkce a disjunkce (∨,∧), implikace a ekvivalence (⇒,⇔);
zobrazenı́ - jeho definičnı́ obor, obor hodnot (f, D(f), H(f), R(f));
prosté zobrazenı́ A → B (injekce), surjekce, bijekce ;

• čı́sla přirozená, celá, racionálnı́, iracionálnı́, reálná, komplexnı́ a operace s nimi
(s označenı́m N, Z, Q, R, C pro množiny všech čı́sel přirozených, celých, racio-
nálnı́ch, reálných, komplexnı́ch); čı́selné těleso;

• základnı́ pojmy kombinatoriky (permutace, kombinace, variace, binomická věta);

• vektorový prostor, jeho podprostory a báze;

• v oboru reálných čı́sel pojmy : nevlastnı́ body reálné osy (−∞,+∞), které do-
plňujı́ množinu R na jejı́ uzávěr;
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relace uspořádánı́ (a < b, a ≤ b, a > b, a ≥ b) a pravidla pro počı́tánı́ s nimi;
intervaly - otevřený (a, b), uzavřený 〈a, b〉 (přı́p. zleva, zprava), konečný, neo-
hraničený (např. (−∞, a), < b,+∞), (−∞,+∞));
ε-okolı́ bodu a ∈ R - množina O(a, ε) = {x ∈ R; |x− a| < ε} = (a− ε, a+ ε)
(a - střed, ε - poloměr okolı́);
levé, pravé δ-okolı́ bodu a · · · intervaly (a− δ, a >,< a, a+ δ) ;
redukované ε-okolı́ bodu a ∈ R - množina čı́sel (a− ε)∪ (a+ ε) = O(a) \ {a};
okolı́mi nevlastnı́ch bodů ±∞ jsou intervaly (−∞, k), (k,+∞), k ∈ R;
hornı́ a dolnı́ mez (hranice) množiny reálných čı́sel, jejı́ největšı́ a nejmenšı́ prvek,
hromadný bod, supremum a infimum;

• elementárnı́ funkce, jejich definičnı́ obory, obory hodnot, grafy a vlastnosti
(zopakujeme si je stručně v kap. 2.):
mocniny ... xn, n ∈ N, xm, m ∈ Z, polynomy Pn(x); funkce sign(x);
goniometrické (trigonometrické) funkce ... sin(x), cos(x), tan(x), cot(x);
exponenciálnı́ funkce ... ax, exp(x) = ex, logaritmické funkce ln(x), loga(x) .

V textu použijeme postupně dalšı́ symboly
� - označuje konec důkazu věty,
4 - ukončuje v méně přehledných mı́stech text o předchozı́m tématu;
symboly pro součty, součiny čı́sel a funkcı́ ...

∑
,
∏

,
symboly pro konvergenci, limitu · · ·n →∞, x → x0, lim

n→∞
an, lim

x→x0
f(x),

označenı́ pro derivace funkce · · · f ′(x0), f ′(x), df(x)/dx, f (n)(x)
pro maxima, minima, supremum a infimum funkcı́ · · ·max f(x),min f(x), sup, inf .
Pro sjednocenı́ zápisu symbolů funkcı́ použı́váme v textu společný typ f(x) pro funkci
proměnné x i u elementárnı́ch funkcı́ jako sin(x), exp(x). U exponenciály budeme pou-
žı́vat obou způsobu zápisu - ex, exp(x). U funkcı́ tangens, cotangens se ve výpočetnı́ch
systémech (jako Matlab, Maple) a textovém editoru Latex použı́vá různých symbolů
jako tan(x), cot(x), kterých také budeme použı́vat.
Mnoho podrobně propočı́taných přı́kladů k uváděným tématům najde čtenář v textech
[1,2,3,5,6,8,11,12].

Shrnutı́
V této úvodnı́ kapitole jsme připomněli pojmy z výrokové logiky, algebry a středo-
školské matematiky, kterých budeme dále použı́vat speciálně v oblasti diferenciálnı́ho
počtu. Uvedli jsme stručný přehled čı́selných oborů, intervalů reálných čı́sel, zavedli
důležitý pojem okolı́ bodu na reálné ose.

Pojmy k zapamatovánı́
• Symboly výrokové logiky, operace s množinami, pojem zobrazenı́ mezi množi-

nami, úplně (lineárně ) uspořádaná množina.
• Čı́selné obory N, Z, R, C .
• Jednotlivé druhy intervalů - otevřený, uzavřený, · · · .
• Pojmy okolı́ bodu, hromadný bod, supremum, infimum.

Kontrolnı́ otázky
1. Popište čı́selné obory N, Z, R, C
2. Charakterizujte jednotlivé druhy intervalů - otevřený, uzavřený, ...
3. Objasněte pojmy okolı́ bodu, hromadný bod, supremum, infimum.
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4. Jakými vlastnostmi jsou definovány relace ekvivalentnı́, reflexivnı́, symetrická,
tranzitivnı́ ?

5. Popište vlastnosti, které má zobrazenı́ prosté (injektivnı́), surjektivnı́, bijektivnı́
6. Popište struktury se dvěma operacemi (okruh, obor integrity, těleso).
7. Uved’te definice pojmů vektorový prostor, lineárnı́ závislost a nezávislost vektorů,

báze a dimenze vektorového prostoru.

Úkoly k textu

1. Uved’te přı́klady sjednocenı́, průniku, rozdı́lu, kartézského součinu množin.

2. Uved’te přı́klady uspořádaných, úplně uspořádaných množin.

3. Uved’te přı́klady zobrazenı́ injektivnı́ch, surjektivnı́ch, bijektivnı́ch.

4. Popište nejmenšı́ čı́selné těleso - těleso racionálnı́ch čı́sel !

5. Jaké axiomy splňujı́ operace sčı́tánı́ a násobenı́ reálných čı́sel ?

6. Kolik bázı́ má vektorový prostor R3 ? Uved’te přı́klady .
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2 Funkce jedné reálné proměnné a jejich vlastnosti

Studijnı́ cı́le: Uvedeme definici funkce a jejı́ho grafu, zopakujeme si vlastnosti elemen-
tárnı́ch funkcı́. Prostudujeme dalšı́ vlastnosti funkcı́ a pojmy složená,inverznı́ funkce.
Klı́čová slova: funkce, graf funkce, složená funkce; funkce prostá, monotonnı́, inverznı́
Potřebný čas: 240 minut.

2.1 Funkce a jejı́ graf

Průvodce studiem

V této kapitole uvedeme obecnou definici reálné funkce jedné proměnné, způsoby
zadánı́ funkčnı́ho předpisu, vyšetřı́me některé jejı́ přı́padné specifické vlastnosti.
Ze střednı́ch škol je nám známa celá řada tzv. elementárnı́ch funkcı́ - mocniny,
trigonometrické, exponenciálnı́ a logaritmické funkce, jejich grafy a vlastnosti.
Stručný přehled jejich definic, vlastnostı́ a grafů najdeme v řadě přı́ruček a učebnic
- zde si připomeneme stručně jen nejdůležitějšı́ z nich.

Definice obecné reálné funkce jedné proměnné použı́vá pojmy zobrazenı́, definičnı́
obor funkce, obor funkčnı́ch hodnot.

Definice 2.1. Reálnou funkcı́ jedné proměnné nazveme zobrazenı́ jejı́ho definičnı́ho
oboru I ∈ R do oboru hodnot J ∈ R, které každému x ∈ I (nezávisle proměnná)
přiřadı́ jediné y ∈ J (závisle proměnná).
Grafem funkce f : I → J je množina bodů v rovině o souřadnicı́ch [x, f(x)], x ∈ I.

definice funkce
graf funkcePřı́klady funkcı́ (viz např. lit. [3,6,7,8,11,12]):

- cena jı́zdného v závislosti na vzdálenosti cı́le, cena poštovného - dány tabulkami ;
- vzorec pro délku dráhy rovnoměrného pohybu s rychlostı́ v jako funkce času (s = v.t);
- formule pro délku nebo plochu kruhu o poloměru r ( l = 2πr, P = πr2);
- vzorce pro výpočet objemu tělesa s danou plochou základny v závislosti na výšce;
- formule pro popis harmonického pohybu y = A sin(ωt+ α);
- formulace řady fyzikálnı́ch zákonů (pohybové zákony, zákony elektrodynamiky);
- všechny již zmı́něné elementárnı́ funkce, známé z učebnic a jiných textů .

Poznámka 2.2. Obecný termı́n zobrazenı́ bude mı́t pro nás nejčastěji formu funkčnı́ho
předpisu, který nám umožnı́ přiřadit každé hodnotě x odpovı́dajı́cı́ hodnotu y.
Definičnı́ obor funkce je bud’explicitně zadán společně s funkčnı́m předpisem, nebo je
implicitně určen množinou reálných (přı́p. komplexnı́ch) čı́sel, pro která jsou uvedené
symboly definovány. U složitějšı́ch funkcı́ tak zpravidla začı́náme vyšetřenı́m jejich
definičnı́ho oboru. Definičnı́ obor se často označuje symboly D(f), Dom(f), obor
funkčnı́ch hodnot symboly H(f), R(f), Im(f).
Funkčnı́ předpis může mı́t explicitnı́ tvar y = f(x) , jak ho známe u elementárnı́ch předpis

explicitnı́funkcı́; funkce f(x) může mı́t ovšem také značně složitějšı́ předpis - jen je třeba, aby
každé hodnotě x ∈ I byla přiřazena jediná hodnota y ∈ J - např. y = tan(x2 + 1).
Tato funkce je už jednoduchým přı́kladem složené funkce s vnitřnı́ funkcı́ a vnějšı́
funkcı́ (viz odst. 2.2).
Funkčnı́ předpis může mı́t také implicitnı́ tvar F (x, y) = 0, který ale může ob- implicitnı́

sahovat předpisy pro vı́ce funkcı́, které je třeba oddělit (napřı́klad známá rovnice
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kružnice x2 + y2 = r2 definuje dvě funkce - zobrazené hornı́ a dolnı́ půlkružnicı́
y =

√
r2 − x2, y = −

√
r2 − x2). V takových přı́padech se pak často použı́vá tzv.

parametrického předpisu funkce, který každou ze souřadnic definuje jako jistou expli-
citnı́ funkci parametru (např. u kružnice se středem v počátku a poloměrem r rovnicemi
x = r cos(t), y = r sin(t), nebo u prostorové spirály x = r cos(t), y = r sin(t), z = at)
- tedy každé hodnotě parametru t ∈ R přiřadı́ bod v R2 nebo v R3 a umožňuje tak parametrický
definovat různé rovinné a prostorové křivky.
V explicitnı́m i implicitnı́m tvaru funkčnı́ho předpisu se vyskytujı́ známé algebraické
operace mezi složkami funkce (lineárnı́ kombinace, násobenı́, dělenı́, mocniny, odmoc-
niny a podobně).
Obor funkčnı́ch hodnot konkretnı́ funkce je určen jejı́m definičnı́m oborem a funkčnı́m
předpisem - jeho určenı́ je jednou z úloh, kterými se budeme zabývat spolu s hledánı́m
dalšı́ch vlastnostı́ různých funkcı́. Názornou informaci o nich nám ukáže graf vyšet-
řované funkce, který můžeme zı́skat např. pomocı́ počı́tače, nebo analýzou a ručnı́m
výpočtem.
Uvedená definice funkce se dá použı́t i pro funkce komplexnı́ proměnné; nedá se však
zde přı́mo použı́t uvedené definice grafu funkce (proč ?).

Cvičenı́
1. K nejjednoduššı́m funkcı́m patřı́ polynomy stupně n s funkčnı́m předpisem

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, x ∈ R, (2.1)

s koeficienty polynomu ai ∈ R, i = 0 · · ·n, an 6= 0. Jejich funkčnı́ hodnoty
se mohou efektivně počı́tat tzv. Hornerovým algoritmem, založeným na následu-
jı́cı́ úpravě funkčnı́ho předpisu

Pn(x) = ((· · · (anx+ an−1)x+ an−2)x+ · · · )x+ a1)x+ a0. (2.2)

Realizujte jej např. ve známé formě tabulky, nebo v programu počı́tače !
Varianta Hornerova algoritmu se také použı́vá pro dělenı́ polynomu lineárnı́m
faktorem x − c (při úpravě podı́lu polynomů, hledánı́ nulových bodů - kořenů -
polynomů) - viz např. [12]. Polynomy stupně nejvýš n tvořı́ lineárnı́ prostor. polynomy

2. Z algebry polynomů je známo, že každý polynom stupně n má (včetně násobnosti)
právě n kořenů (obecně komplexnı́ch, při reálných koeficientech se komplexnı́
kořeny vyskytujı́ ve dvojicı́ch komplexně sdružených kořenů). Polynom je pak
možno rozložit na součin lineárnı́ch a kvadratických faktorů (viz např. [12]).
Popište podrobněji takový rozklad !

3. Dva polynomy se sobě rovnajı́, majı́-li stejné koeficienty u stejných mocnin
xk, k = 0, 1, · · · , n. Na tom jsou založeny algoritmy pro násobenı́ dvou poly-
nomů, dělenı́ polynomů Pn(x)/Pm(x), n > m, speciálně algoritmy pro dělenı́
polynomu lineárnı́m a kvadratickým polynomem (faktorem) při známém kořenu
polynomu (nulovém bodu - čı́slu x, pro které je Pn(x) = 0) - viz např.[12].
Popište je podrobněji, ověřte na přı́kladech ! dělenı́ polynomů

4. Ke každé dvojici polynomů Pm(x), Pn(x), m > n existujı́ polynomy Q(x), R(x)
(podı́l, zbytek) takové, že platı́ Pm(x) = Q(x)Pn(x) + R(x), kde stupeň poly-
nomu R(x) je menšı́ nebo roven n. Koeficienty polynomů Q(x), R(x) dostaneme
ze soustavy lineárnı́ch rovnic, vzniklé porovnánı́m koeficientů u polynomů na
obou stranách uvedené rovnosti.
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5. Při známém rozkladu polynomu Pn(x) na reálné lineárnı́ a kvadratické faktory
lze provést rozklad podı́lu Pm(x)/Pn(x), n,m ∈ N - racionálnı́ lomené funkce
- na parciálnı́ zlomky, v jejichž jmenovatelı́ch jsou jednotlivé faktory rozkladu
a koeficienty polynomů v čitatelı́ch dostaneme výpočtem ze soustavy rovnic, parciálnı́

zlomkyvzniklé z porovnánı́ koeficientů u polynomů na levé a pravé straně takové rovnosti
po vynásobenı́ jmenovatelem. Napřı́klad

1
x3 − 8

=
1

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
=

1
12(x− 2)

− x+ 4
12(x2 + 2x+ 4)

,

x2 + 5x+ 4
x4 + 5x2 + 4

=
(x+ 4)(x+ 1)
(x2 + 4)(x2 + 1)

=
−3
20
4x+ 1
x2 + 4

+
1
20
12x+ 23
x2 + 1

.

6. Pro uvedené i jiné operace s polynomy máme řadu funkcı́ implementovaných
např. v počı́tačových programech Matlab, Maple, Mathematica. Prostudujte a vy-
zkoušejte jejich nabı́dku operacı́ !

7. Uved’te definičnı́ obory a obory hodnot elementárnı́ch funkcı́ , nakreslete jejich
grafy. Vyzkoušejte si kreslenı́ jejich grafů na počı́tači.

8. Uved’te přı́klady implicitně zadaných funkcı́ které se dajı́ upravit na explicitnı́
tvar, i přı́klady takových implicitnı́ch předpisů, které obsahujı́ vı́ce funkcı́.

9. Obecněji se setkáme s termı́nem algebraické funkce s funkčnı́m předpisem
F (x, y) = 0, kde F (x, y) je polynomem v proměnných x, y (mezi ně patřı́
např. mocniny, racionálnı́ lomené funkce).

10. V matematických textech se často setkáme s explicitně definovanou funkcı́
y = sign(x), x ∈ R , definovanou hodnotami -1,0,1 pro x ∈ (−∞, 0), 0, (0,∞).
Nakreslete jejı́ graf !

11. Uved’te definičnı́ obory, obory funkčnı́ch hodnot a základnı́ vlastnosti exponen-
ciálnı́ch a logaritmických funkcı́ (např. identity pro exp(x1+x2), ln(x1 ·x2), ...).
Nakreslete jejich grafy. funkce

exponenciálnı́
logaritmické
goniometrické

12. Zopakujte si definice, definičnı́ obory a grafy goniometrických funkcı́, vztahy
mezi nimi, jejich vlastnosti (viz např. [3,6,7,8,11,12], odst. 2.4.2). Zde uvedeme
jen stručný přehled jejich základnı́ch vlastnostı́ a vztahů.

| sin(x)| ≤ 1, | cos(x)| ≤ 1, sin2(x) + cos2(x) = 1;

tan(x) =
sin(x)
cos(x)

, x 6= (2k + 1)π
2
; cot(x) =

cos(x)
sin(x)

, x 6= kπ, k ∈ Z;

sin(x±y) = sin(x) cos(y)±cos(x) sin(y), cos(x±y) = cos(x) cos(y)∓sin(x) sin(y);

sin(x)+sin(y) = 2 sin(
x+ y

2
) cos(

x− y

2
), cos(x)+cos(y) = 2 cos(

x+ y

2
) cos(

x− y

2
),

cos(x)− cos(y) = −2 sin(x+ y

2
) sin(

x− y

2
), sin2(x) =

1
2
(1− cos(2x)).

Ukažte odvozenı́ těchto formulı́ !
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2.2 Složená funkce (superpozice funkcı́)

Průvodce studiem

Kromě základnı́ch funkcı́ s jednoduchým předpisem má většina funkcı́ tvar
složené funkce, kde při výpočtu jejı́ hodnoty postupně vyčı́slujeme funkčnı́ hodnoty
jednoduššı́ch funkcı́ zadaných jednotlivými částmi funkčnı́ho předpisu.

Při výpočtu hodnot funkce y = f(x) = x/
√
4− x2 postupně počı́táme hodnoty

y1 = 4− x2, y2 =
√

y1, y = f(x) = x/y2 - je to jednoduchý přı́klad složené funkce.
Z definičnı́ch oborů a oborů funkčnı́ch hodnot jejı́ch jednotlivých složek dostaneme
závěr, že definičnı́m oborem této funkce je otevřený interval I = (−2, 2), oborem
funkčnı́ch hodnot interval (−∞,+∞).
Cvičenı́

1. Najděte definičnı́ obor funkce f(x) =
√
sin(x)+

√
25− x2, nakreslete jejı́ graf.

2. Jaký je definičnı́ obor funkce f(x) = ln(ln(x2 − 1)) ?

Definice 2.3. Základnı́m tvarem složené funkce je funkce s předpisem y = f(g(x))
s ”vnitřnı́ funkcı́” g : x ∈ I → g(x) ∈ I1 a ” vnějšı́ funkcı́” f : g(x) → y ∈ J.
Obecněji tedy např. složená funkce y = f3(f2(f1(x))) složená

funkcepostupně zobrazuje ( Ji = H(fi), i = 1, 2, 3 )

x ∈ I → y1 = f1(x) ∈ J1 → y2 = f2(y1) ∈ J2 → y = f3(y2) ∈ J3 = J. (2.3)

Často se pro označenı́ takové složené funkce potkáme s označenı́m f = f3 ◦ f2 ◦ f1
a termı́nem ”superpozice funkcı́”.
Řı́káme, že dvě funkce f(x), g(x) (i při různých funkčnı́ch předpisech) se rovnajı́,
majı́-li stejný definičnı́ obor I a platı́ f(x) = g(x), ∀x ∈ I .
Jestliže tato rovnost platı́ pro D(g) = I1 ⊂ I = D(f), pak se funkce g(x) nazývá
restrikcı́ (zúženı́m) funkce f(x) z definičnı́ho oboru I na I1 . 4

Přı́klad 2.4. Přı́klady různých tvarů stejných funkcı́, restrikce funkce.

Funkce s předpisy f(x) = (x4 − 1)/(x2 + 1), g(x) = x2 − 1, x ∈ R se rovnajı́.

Funkčnı́ předpis f(x) = 1
1−x4

se dá rozložit na parciálnı́ zlomky
g(x) = (14)/(1− x) + (14)/(1 + x) + (12)/(1 + x2) (předpis stejné funkce).

Funkce f(x) = sin(2x), g(x) = 2 sin(x) cos(x), x ∈ R se také rovnajı́.

Funkce g(x) = x, x ∈ 〈0, 1〉 je restrikcı́ funkce f(x) = |x|, x ∈ 〈−1, 1〉.
Funkce g(x) =

√
1− cos2(x), x ∈ 〈0, π〉 je restrikcı́ funkce f(x) = sin(x).

Cvičenı́
1. Přı́kladem složené funkce je také racionálnı́ lomená funkce, definovaná jako

podı́l dvou polynomů Pn(x)/Pm(x). Pro tyto funkce jsou speciálnı́ algoritmy pro
jejich dělenı́ (Pn(x)/Pm(x) = Qn−m(x) + R(x)/Pm(x) při n > m) a rozkladu
na parciálnı́ zlomky (při n < m) implementovány v prostředcı́ch symbolic
computing (Maple, Matlab, Mathematica) - procvičte si na přı́kladech (viz např.
odst. 2.1, [6,8])! Jak vyšetřı́me definičnı́ obor takových funkcı́ ? Kdy představujı́
podı́l Pn(x)/Pm(x) a jeho rozklad dvě ekvivalentnı́ funkce, kdy půjde o zúženı́ ?
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2. Uved’te dalšı́ přı́klady složených funkcı́, jejich definičnı́ch oborů a oborů funkč-
nı́ch hodnot. S pomocı́ počı́tače vykreslete jejich grafy. Dostatečně jemnou sı́tı́
hodnot argumentu se zabránı́ ”přehlédnutı́” bodů, v nichž funkce nenı́ definována
(přı́padně nás počı́tač nějakým způsobem na nespojitost upozornı́).

2.3 Vlastnosti funkcı́

Průvodce studiem

Nynı́ zformulujeme definice dalšı́ch vlastnostı́ funkcı́, které odpovı́dajı́ názorným
geometrickým vlastnostem jejich grafů.

Definice 2.5. Funkce f(x) : I → J se nazývá na intervalu I

• rostoucı́, jestliže platı́ x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2), ∀x1, x2 ∈ I;

• klesajı́cı́, jestliže platı́ x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2), ∀x1, x2 ∈ I;

• v přı́padě neostrých nerovnostı́ mezi funkčnı́mi hodnotami jsou takto definovány
neklesajı́cı́ a nerostoucı́ funkce ;
všechny tyto funkce jsou označovány společným názvem monotonnı́ funkce,
u rostoucı́ch a klesajı́cı́ch funkcı́ pak ryze monotonnı́ funkce;

• sudá funkce, jestliže platı́ f(−x) = f(x), ∀x ∈ I (pro interval I symetrický
vzhledem k nule); vlastnosti

funkcı́
• lichá funkce, jestliže platı́ f(−x) = −f(x), ∀x ∈ I ( I symetrický);

• ohraničená funkce, jestliže existujı́ konstanty c, d (meze) takové, že platı́
c ≤ f(x) ≤ d, ∀x ∈ I;

• zdola (shora) ohraničená funkce, jestliže existuje jen jedna z takových konstant
(tedy c ≤ f(x), resp. f(x) ≤ d ∀x ∈ I);

• periodická funkce, jestliže existuje kladná konstanta p (perioda) taková, že platı́
f(x+ p) = f(x), ∀x ∈ I = (−∞,+∞) (nebo na intervalu délky kp, k ∈ N).

• prostá funkce, jestliže platı́
∀x1, x2 ∈ I, x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2). 4

Z předchozı́ch definic plynou jisté vlastnosti grafů takových funkcı́ v rovině (x, y):

• graf sudé funkce je symetrický vzhledem ose x; vlastnosti
grafů

• graf liché funkce je symetrický vzhledem k počátku;

• graf periodické funkce nabývá stejných hodnot v navazujı́cı́ch intervalech délky
p (opakuje se - přı́padně i s periodou kp - objasněte).

Dokažte platnost těchto tvrzenı́ (viz např. [3,6,7,8,11])! 4

Cvičenı́
1. Dokažte, že funkce rostoucı́ i klesajı́cı́ jsou prosté funkce.

12



2. Uved’te přı́klady funkcı́ uvedených typů, ověřte si tyto vlastnosti na jejich grafech.
3. Nakreslete graf funkce nazývané celá část čı́sla x, která je označována symbolem

f(x) = [x] a definována předpisem n ≤ x < n+ 1⇒ y = [x] = n, n ∈ N.

4. Je funkce y = tan(x) rostoucı́ funkcı́ na intervalu 〈0, 2π〉 ?

2.4 Inverznı́ funkce

Průvodce studiem

Našı́ úlohou je nynı́ při známé funkčnı́ hodnotě y funkce y = f(x) určit odpovı́da-
jı́cı́ hodnotu argumentu x (k obrazu najı́t jeho vzor - inverznı́ (obrácené) zobrazenı́,
funkci). Definice funkce ale vyžaduje, aby každému argumentu odpovı́dala jediná
funkčnı́ hodnota - proto lze inverznı́ funkci najı́t jen pro původnı́ prostá zobra-
zenı́. U jednoduchých funkčnı́ch předpisů prosté funkce y = f(x) můžeme dostat
funkčnı́ předpis inverznı́ funkce výpočtem proměnné x jako funkce proměnné y.
V obecnějšı́ch přı́padech, kdy neumı́me takovou rovnici explicitně vyřešit, se zavádı́
pro inverznı́ funkci někdy speciálnı́ označenı́ - viz např. odst. 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3.

Definice 2.6. Inverznı́ funkce
Jestliže funkce f : I → J je prostá, pak funkci f−1 : J → I , pro kterou platı́
{y = f(x)} ⇒ {f−1(y) = x} nazýváme funkcı́ inverznı́ k funkci f . 4

Z definice inverznı́ funkce f−1 plyne, že jejı́ graf je vzhledem ke grafu funkce f(x) sy-
metrický podle osy prvnı́ho a třetı́ho kvadrantu. Na počı́tači jej můžeme nechat vykreslit
pouhou záměnou spočı́taných hodnot x, y v oborech D(f), R(f) (graf f(x) na papı́ře
stačı́ také obrátit proti světlu na druhou stranu a s opačným pořadı́m os, abychom tak
uviděli graf inverznı́ funkce). Z definic složené a inverznı́ funkce také plyne, že složenı́m
funkcı́ f(f−1), f−1(f) dostaneme identické zobrazenı́ f−1(f(x)) = x = f(f−1(x))
(viz [3-11]).
Funkce f, f−1 jsou shodné (identické), když platı́ f(f(x)) ≡ x. Ukažte přı́klady !

2.4.1 Funkce inverznı́ k elementárnı́m funkcı́m

Přı́klady

1. Funkce inverznı́ k lineárnı́mu polynomu P1(x) = ax+ b, a 6= 0
je lineárnı́ polynom f−1(x) = (x− b)/a.

2. K funkci y = x2 + 2x− 1 je na intervalu < −2,+∞) inverznı́ funkcı́
f−1(x) =

√
x+ 2− 1, na intervalu (−∞,−2) je f−1(x) = −

√
x+ 2− 1.

3. K funkci y = x3 − 3x2 + 3x− 4 je inverznı́ funkce y = 1 + 3
√

x+ 3,
funkce y = x3 − 3x2 + 2x nenı́ prostá a nemá inverznı́ funkci v oboru R.

4. K obecnému polynomu stupně n ≥ 2 zpravidla neexistuje inverznı́ funkce defi-
novaná na celé reálné ose (důvod - viz grafy polynomů lichého a zejména sudého
stupně).

5. K funkci xn je funkcı́ inverznı́ x1/n .
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6. K funkci ax, a > 0 je inverznı́ funkcı́ loga(x);
speciálně k funkci ex je inverznı́ funkcı́ ”přirozený logaritmus” ln(x) .

Uved’te definičnı́ obory, obory funkčnı́ch hodnot pro uvedené dvojice funkcı́ f, f−1

a nakreslete jejich grafy.

2.4.2 Cyklometrické funkce - funkce inverznı́ ke goniometrickým funkcı́m

Funkce goniometrické (jiný použı́vaný termı́n - trigonometrické funkce)
sin(x), cos(x), tan(x), cot(x) patřı́ do skupiny periodických funkcı́. Při hledánı́ funkcı́
inverznı́ch k funkcı́m goniometrickým se musı́me omezit na některý z intervalů jejich
definičnı́ho oboru, ve kterém je taková funkce monotonnı́. Připomeňme si, že v ma-
tematické analýze a v algoritmech pro výpočet funkčnı́ch hodnot se jako argumentu
goniometrických funkcı́ použı́vá mı́sto stupňové mı́ry úhlu (úhel α) jeho oblouková
mı́ra x (vztah mezi nimi: x = απ/180). Jako souhrné označenı́ funkcı́ inverznı́ch
ke goniometrickým funkcı́m se použı́vá termı́n cyklometrické funkce. Za definičnı́
obor zúžené goniometrické funkce se pro konstrukci inverznı́ funkce zpravidla vybı́rá
interval v okolı́ počátku.

−2 −1 0 1 2
−2
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−0.5

0
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sin(x) − arcsin(x)

−1 0 1 2 3 4
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
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3.5
cos(x) − arccos(x) 

obr. 1 a) sin(x)↔ arcsin(x), b) cos(x)↔ arccos(x)

Ze známých vlastnostı́ goniometrických funkcı́ pak plynou následujı́cı́ závěry (s tra-
dičnı́m označenı́m těchto inverznı́ch funkcı́, která zpravidla nepoužı́vajı́ symbol f−1).

funkce
arc · · ·• K funkci sin(x), x ∈ I = 〈−π/2, π/2〉, J = 〈−1, 1〉 existuje inverznı́ funkce

arcsin(x) : x ∈ J → I; obě funkce jsou rostoucı́, liché (obr. 1a).

• K funkci cos(x), x ∈ I = 〈0, π〉, J = 〈−1, 1〉 existuje inverznı́ funkce
arccos(x) : x ∈ J → I; obě funkce jsou klesajı́cı́ (obr. 1b).

• K funkci tan(x) = sin(x)/ cos(x) : x ∈ I = (−π/2, π/2), J = (−∞,∞)
existuje inverznı́ funkce arctan(x) : x ∈ J → I;
obě funkce jsou rostoucı́, liché (obr. 2a).

• K funkci cot(x) = 1/ tan(x) : x ∈ I = (0, π)→ J = (−∞,∞) existuje
inverznı́ funkce arccot(x) : x ∈ J → I; obě funkce jsou klesajı́cı́ (obr. 2b).
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obr. 2 a) tan(x)↔ arctan(x), b) cotg(x)↔ arccotg(x)

Úloha: Nakreslete grafy těchto inverznı́ch funkcı́ s použitı́m grafů původnı́ funkce,
nebo s použitı́m implementacı́ inverznı́ch funkcı́ v prostředcı́ch Matlab, Maple;
setkáme se zde i s mı́rně odlišným označenı́m asin, acos, atan, acot, arctg, arccotg
a podobně. Napřı́klad ale v Matlabu funkce acot je funkcı́ inverznı́ k funkci cot(x)
(cotangens), ale pro x ∈ (−π/2, π/2) - tedy je to zcela jiná funkce než tradičnı́
arccotangens !

2.4.3 Hyperbolické funkce a funkce k nim inverznı́

V literatuře (a v počı́tačových programech implementovány) najdeme také tyto funkce
definované pomocı́ exponenciálnı́ funkce a označované jako hyperbolické funkce :

sinh(x) = (ex − e−x)/2, cosh(x) = (ex + e−x)/2,

tanh(x) = sinh(x)/ cosh(x), coth(x) = cosh(x)/ sinh(x).

Cvičenı́

1. Určete definičnı́ obory a obory funkčnı́ch hodnot uvedených funkcı́. Nakreslete
jejich grafy, ukažte některé jejich vlastnosti (viz např. [12]).

2. Podle těchto výsledků určete definičnı́ obory, obory funkčnı́ch hodnot a nakreslete
grafy funkcı́ k nim inverznı́ch, označovaných v literatuře a počı́tačových imple-
mentacı́ch jako arcsinh(x), arccosh(x), arctanh(x), arccoth(x) , společným
označenı́m hyperbolometrické funkce. Uved’te některé jejich vlastnosti.

Poznámka 2.7. Grafem elementárnı́ch a většiny v praxi použı́vaných funkcı́ je jistá
křivka. Řada známých křivek popisujı́cı́ch pohyb bodu za různých podmı́nek (kruž-
nice, spirály, cykloidy, kotálnice) nenı́ popsána explicitnı́m předpisem v kartézských
souřadnicı́ch, ale předpisem v polárnı́ch nebo jiných souřadnicı́ch. Často jsou také jed-
notlivé souřadnice [x, y] křivky definovány pomocı́ dalšı́ho parametru (parametrické
křivky). To umožňuje vytvářet křivky v rovině, jejichž předpis v kartézských souřadni-
cı́ch by byl složitý, nebo pro které jedné hodnotě proměnné x odpovı́dá vı́ce hodnot y.
U prostorových křivek převažuje parametrické zadánı́ jejich jednotlivých složek.
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Přı́klad 2.8. V polárnı́ch souřadnicı́ch ( r =
√

x2 + y2, ϕ - úhel mezi vektorem [x, y]
a osou x v obloukové mı́ře) jsou definovány např. křivky (viz např. [11])
- Archimedova (logaritmická) spirála předpisem r = a · ϕ, ϕ > 0, (r = a exp(mϕ));
- růžice funkčnı́m předpisem r = a · sin(kϕ), k ∈ Z, ϕ > 0.
Parametrickými rovnicemi pro souřadnice [x(t), y(t)], t ∈ R jsou definovány napřı́-
klad
- cykloida : x(t) = r(t− sin(t)), y(t) = r(1− cos(t)), r > 0,
- srdcovka: x = r(t cos(t)− cos(2t)), y(t) = r(2 sin(t)− sin(2t)), r > 0.
Nakreslete s pomocı́ počı́tače jejich grafy ! Řadu dalšı́ch typů křivek (včetně prostoro-
vých) najdete např. v lit.[12].
V počı́tačové geometrii a grafice se hodně použı́vá parametrických Bezierových
křivek určených jejich tzv. kontrolnı́m polygonem. Napřı́klad polygonem s vrcholy
V0, V1, V2; Vi = [xi, yi], i = 0, 1, 2 je určena křivka C(t) = [x(t), y(t)] předpisem
C(t) = (1− t)2V0 + 2(t(1− t)V1 + t2V2.
Dále se tam setkáme s funkcemi, které se skládajı́ z jednotlivých segmentů, které jsou
polynomy stejného stupně (splajny).

Shrnutı́
V této kapitole jsme uvedli obecnou definici reálné funkce jedné proměnné a jejı́ho
grafu (D 2.1), pojem složené funkce (D 2.3), charakterizovali jejich některé vlastnosti
(D 2.5). Byla uvedena definice inverznı́ funkce (D 2.6), připomenuty funkce inverznı́
k elementárnı́m funkcı́m, k funkcı́m trigonometrickým a hyperbolickým.

Pojmy k zapamatovánı́
• Funkce a jejı́ graf. Polynomy, elementárnı́ funkce - jejich vlastnosti, grafy.
• Inverznı́ funkce - definice, vlastnosti, funkce inverznı́ k elementárnı́m funkcı́m.
• Funkce cyklometrické a hyperbolometrické

Kontrolnı́ otázky
1. Jaké jsou hlavnı́ vlastnosti polynomů ?
2. Vyjmenujte základnı́ vlastnosti exponenciálnı́ch a logaritmických funkcı́. Jaké

jsou jejich vlastnosti a grafy při různých základech ( a > 1, a = 1, 0 < a < 1 )?
3. Jaké jsou definičnı́ obory, obory funkčnı́ch hodnot cyklometrických funkcı́ ?
4. Můžeme definovat funkce inverznı́ k trigonometrickým i na jiných intervalech

(např. funkci inverznı́ k funkci kotangens na intervalu (−π/2, π/2)) ?
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Úkoly k textu

1. Jak najdeme definičnı́ obor složené funkce ?

2. Kdy bude složená funkce f(g(x)) prostou funkcı́ ?

3. Je inverznı́ funkce prostou funkcı́ ?

4. Najděte funkce inverznı́ k funkcı́m f(x) = (ax+ b)/(cx+ d),
f(x) = sin(2x+ π/4) .

5. Existuje funkce inverznı́ k funkci f(x) = (1 + x2)sgn(x), x ∈ (−∞,∞) ?

6. Existuje funkce inverznı́ k funkci f(x) = 2x− x2 na některém intervalu ?

7. Ukažte, že platı́ arcsin(x) + arccos(x) = π/2.

8. Najděte explicitnı́ tvar parametricky zadané funkce
x = arctan(t), y = arccotg(t), t ∈ (−∞,∞).

9. Ověřte, že nı́že uvedené parametrické rovnice
a) x = a+ r 1−t2

1+t2
, y = b+ r 2t

1+t2
, t ∈ (−∞,∞);

b) x = a1−t2

1+t2
, y = b 2t

1+t2
, t ∈ (−∞,∞);

c) x = t2/2p, y = t, t ∈ (−∞,∞);
d) x = a1+t2

1−t2
, y = b 2t

1−t2
, t ∈ (−1, 1) ∪ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

jsou rovnicemi kružnice, elipsy, paraboly, hyperboly.

10. Za jakých podmı́nek splňuje parametrická křivka s předpisem [x(t), y(t)]
definici funkce f(t) = y(x(t)) ?
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3 Posloupnosti reálných čı́sel

Studijnı́ cı́le: Prohloubit poznánı́ pojmů posloupnosti a jejı́ limity, metod výpočtu limit,
seznámit se s limitami některých důležitých posloupnostı́.
Klı́čová slova: posloupnost, limita posloupnosti; posloupnost ohraničená, vybraná,
monotonnı́, konvergentnı́.
Potřebný čas: 250 minut.

Průvodce studiem

V této kapitole si prohloubı́me znalosti o posloupnostech reálných čı́sel, které jsou
funkcemi definovanými na množině nezáporných celých čı́sel (v rozšı́řeném po-
jetı́ i na množině všech celých čı́sel). Uvedeme způsoby jejich zadánı́ (funkčnı́
předpis, rekurze), vlastnosti (monotonnost, ohraničenost). Uvedeme definici limity
posloupnosti (pojem konvergentnı́ posloupnosti) a způsoby jejı́ho výpočtu. Podrob-
něji rozebereme několik důležitých posloupnostı́ a jejich limit, které doporučı́me
k zapamatovánı́.

3.1 Posloupnosti - jejich definice a vlastnosti

Samotné slovo ”posloupnost” napovı́dá, že jde o množinu prvků (členů posloupnosti)
seřazených za sebou podle jistého pravidla. Ze střednı́ch škol jsou nám už známy
posloupnosti aritmetické a geometrické. Tyto objekty byly studovány už v antickém
obdobı́ a s vývojem matematiky se postupně zobecňovalo a upřesňovalo jejich pojetı́
i odpovı́dajı́cı́ terminologie. Následujı́cı́ definice použı́vá obecnějšı́ pojem ”zobrazenı́”,
který znáte z předchozı́ho učiva. posloupnost

Definice 3.1. Posloupnost reálných čı́sel je zobrazenı́ z množiny přirozených čı́sel
(přı́p. celých nezáporných nebo celých čı́sel, jejich podmnožin) do množiny reálných
čı́sel: n ∈ N → an ∈ R. 4

Podobně jako funkci můžeme i posloupnost - označovanou symbolem {an} , nebo
{an}∞n=1 - definovat jejı́m funkčnı́m předpisem, který čı́slu n ∈ N přiřazuje čı́slo
an ∈ R. Takto jsou definovány např. posloupnosti s členy explicitnı́

předpis
an = n2, an = n1/n, an = (1 + 1/n)

n, an = (−1)n(1− 1/n).

Posloupnosti jsou také často definovány pomocı́ rekurentnı́ch předpisů mezi několika rekurze
členy posloupnosti - takto jsou definovány známé posloupnosti
- aritmetická an+1 = an+d, geometrická an+1 = qan (d - diference, q - kvocient);
- posloupnost pro iteračnı́ výpočet

√
b, b > 0 : yn+1 = (yn + b/yn)/2;

- nebo také ”aritmeticko-geometrická posloupnost” an+1 = qan + d.
Takové posloupnosti jsou pak jednoznačně určeny až konkretnı́m zadánı́m jednoho
z členů posloupnosti (např. a1).
Složitějšı́mi rekurentnı́mi předpisy jsou např.

an+2 = an+1 + an, an+3 − (n+ 1)an+2 + a2n =
√

n,

které definujı́ rekurzivně čı́selnou posloupnost při zadánı́ dvou, resp. třı́ po sobě jdoucı́ch
členů. Takovými rekurzemi (diferenčnı́mi rovnicemi) jsou popisovány různé modely
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ve finančnictvı́ a ekonomii, celá řada výpočetnı́ch algoritmů v různých oblastech.
Grafickým znázorněnı́m bodů [n, an] v rovině - grafem takové posloupnosti - dostaneme
názornou představu o vlastnostech posloupnosti, analogických vlastnostem funkce
z předchozı́ kapitoly. Jejich vlastnosti jsou určeny bud’ přı́mo explicitnı́m předpisem
pro n-tý člen posloupnosti, nebo koeficienty v rekurzi a volbou počátečnı́ch hodnot
(z rekurze lze v jednoduššı́ch přı́padech najı́t explicitnı́ předpis pro posloupnost - např.
s použitı́m funkce rsolve v systémech Maple, Mathematica).

Definice 3.2. Posloupnost {an} se nazývá vlastnosti
posloupnostı́

• rostoucı́ (neklesajı́cı́), když platı́ an < an+1 (an ≤ an+1), ∀n ∈ N;

• klesajı́cı́ (nerostoucı́), když platı́ an > an+1 (an ≥ an+1), ∀n ∈ N;

• monotonnı́, je-li rostoucı́ nebo klesajı́cı́ (v přı́padě ostrých nerovnostı́ ryze
monotonnı́);

• ohraničená (omezená), jestliže existujı́ čı́sla A, B ∈ R taková,
že platı́ A ≤ an ≤ B, ∀n ∈ N;

• zdola, shora ohraničená (omezená) posloupnost v přı́padech omezenı́ jen s jednou
z takových konstant A,B. 4

Přı́klady: s použitı́m předchozı́ch definic pro posloupnosti s následujı́cı́mi předpisy si
ověřte jejich uvedené vlastnosti:

1. an = (2n+ 1)/(n+ 4); an = (1 + 1/n)n; an =
√

n · · · rostoucı́ posloupnosti;

2. an = (1 + 1/n)2; c > 0, an = (c)1/n; an = (n)1/n · · · klesajı́cı́ posloupnosti;

3. an = (−1)n(1− 1/n)n; an = (1 + 1/n)n; an = (−1)n + 1/n,
an = 2n. sin(nπ/2)/(n+ 1), an = 3/(2n− 7) · · · ohraničené posloupnosti.

Ověřte si tyto výsledky také pomocı́ grafického zobrazenı́ těchto posloupnostı́ !

Definice 3.3. Pro danou posloupnost {an}∞n=1 a rostoucı́ posloupnost přirozených
čı́sel {ki}∞i=1 nazýváme posloupnost {aki

}∞i=1 vybranou posloupnostı́ z posloupnosti
{an}∞n=1. 4

Přı́klady:

• Z množiny přirozených čı́sel můžeme vybrat posloupnosti sudých nebo lichých
čı́sel, nebo násobků daného čı́sla, přı́padně jeho mocnin.

• Z ohraničené posloupnosti s předpisem an = (−1)n(1 + 1/n) můžeme vybrat
klesajı́cı́ posloupnost kladných čı́sel i rostoucı́ posloupnost záporných čı́sel (pro
sudá, resp. lichá n).

• Z posloupnosti s předpisem an = sin(nπ/2) můžeme vybrat tři posloupnosti
s konstantnı́mi členy −1, 0, 1.

• Uved’te dalšı́ přı́klady (viz např. lit.[1-8])!
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3.2 Limita posloupnosti, konvergentnı́ posloupnosti

Průvodce studiem

Limita je jednı́m ze základnı́ch pojmů matematické analýzy. Jako limitu posloup-
nosti si intuitivně představujeme čı́slo, ke kterému se členy posloupnosti s rostoucı́m
indexem blı́žı́ se vzdálenostı́ klesajı́cı́ k nule. S analýzou složitějšı́ch posloupnostı́
a rozšiřovánı́m pojmu limity na dalšı́ objekty byla vypracována následujı́cı́ definice
limity posloupnosti a konvergentnı́ posloupnosti reálných čı́sel.

Definice 3.4. (Definice limity posloupnosti)
Posloupnost {an ∈ R}∞n=1 má vlastnı́ limitu a (konverguje k limitě a ∈ R, je
konvergentnı́), jestliže ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna
n > n0 platı́ |an − a| < ε .
Použı́vané způsoby zápisu jsou definice

limity
posloupnostilim

n→∞
an = a, nebo an → a pro n →∞, nebo {an}∞n=1 → a. (3.1)

Jestliže ke každému konečnému čı́slu A > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna
n > n0 platı́ an > A, pak řı́káme že tato posloupnost má nevlastnı́ limitu +∞
(nebo konverguje k +∞ - s označenı́m lim

n→∞
an = +∞) a podobně pro nevlastnı́ limitu

an → −∞.
Posloupnosti které nemajı́ vlastnı́ limitu se označujı́ jako ”divergentnı́ posloupnosti”,
přı́padně ”divergentnı́ oscilujı́cı́ posloupnosti ”. 4

S použitı́m složitějšı́ symboliky můžeme definici vlastnı́ limity posloupnosti psát
stručně takto [viz obr. 3 a)-c) ] :

lim
n→∞

an = a ⇔ {∀ε > 0 ∃n0 ∈ N : ∀n > n0 ⇒ |an − a| < ε}. (3.2)

Podobně můžeme v této definici také použı́t pojmu ”okolı́ čı́sla a ” (zformulujte
takovou verzi !).
Analogicky můžeme definovat i limitu posloupnosti komplexnı́ch čı́sel (zobrazenı́
N → C - zformulujte !).

Přı́klad 3.5. S použitı́m definice ověřte platnost následujı́cı́ch tvrzenı́:

Posloupnost an = 1/
√

n je konvergentnı́; geometrická posloupnost an = qn

s kvocientem |q| < 1 je konvergentnı́, při |q| > 1 je divergentnı́.

Posloupnosti s předpisy an = (−1)n, an = (−1 + 1/n)n, an =
√

n,
an = n(−1)n, aritmetická posloupnost - jsou divergentnı́ posloupnosti.

Věta 3.6. Mezi posloupnostmi s jednotlivými uvedenými vlastnostmi (ohraničenost,
konvergence, monotonnost) platı́ následujı́cı́ vztahy: vlastnosti

konvergentnı́ch
posloupnostı́• Každá konvergentnı́ posloupnost je omezená a má právě jednu limitu.

• Každá ohraničená a monotonnı́ posloupnost je konvergentnı́.

• Z každé ohraničené posloupnosti lze vybrat konvergentnı́ posloupnost
(Bolzano - Weierstrass).
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Důkaz. Důkaz prvnı́ho tvrzenı́ se provede sporem - kdyby existovaly různé limity,
pak by v jejich disjunktnı́ch okolı́ch ležely pro dostatečně velké n0 všechny členy
posloupnosti s indexy n > n0.
Důkazy ostatnı́ch tvrzenı́ najdete např. v lit. [3 - 8,11]) .

Poznámka 3.7. Limity posloupnostı́ a také i vzájemně různé limity vybraných po-
sloupnosti představujı́ hromadné body (hodnoty) oboru jejich funkčnı́ch hodnot.
Napřı́klad posloupnosti {(−1)n}, {(−1+ 1/n)n}, n ∈ N majı́ hromadné body -1, 1 .
Uved’te dalšı́ přı́klady!
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obr. 3 a), b), c) - konvergentnı́ posloupnosti, d) - divergentnı́ posloupnost

3.3 Operace s limitami posloupnostı́

Při výpočtu limit často rozdělujeme složitějšı́ výrazy na jednoduššı́ části. Pak použı́-
váme jednoduchá pravidla, zformulovaná v následujı́cı́ větě (viz [3-8,11]). pravidla

pro výpočet
limitVěta 3.8. Jestliže pro členy dvou konvergentnı́ch posloupnostı́ platı́

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, a, b ∈ R,

pak také platı́

1.
lim

n→∞
(c1an + c2bn) = c1a+ c2b ∀c1, c2 ∈ R;

2.
lim

n→∞
anbn = a · b; při b 6= 0 je lim

n→∞

an

bn

=
a

b
;

3.
an ≤ bn ∀n > n0 ∈ N ⇒ a ≤ b.

4. Jestliže pro posloupnost {cn} platı́ an ≤ cn ≤ bn (”sevřená posloupnost”)
a pro limity a, b platı́ a = b, pak platı́ a = lim

n→∞
cn = b.
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Důkaz. Ukážeme stručně postup důkazu jen pro limitu součinu a podı́lu.
Obě konvergentnı́ posloupnosti jsou ohraničené - tedy existuje konstanta C > 0 taková,
že |an| < C, |b| < C pro dostatečně velká n. Proto
∀ε > 0 ∃n1, n2 : ∀n ≥ n1 ⇒ |an − a| < ε/(2C), ∀n > n2 ⇒ |bn − b| < ε/(2C).
Pro n > n3 = max{n1, n2} pak platı́
|anbn− ab| = |anbn− anb+ anb− ab| ≤ |an||bn− b|+ |b||an− a| < 2C · ε/(2C) = ε.
Pro limitu podı́lu našich konvergentnı́ch ohraničených posloupnostı́ s konstantami
0 < C1 ≤ |bn| ≤ C2 platı́, že ∀n > n3,

|an

bn

− a

b
| = |anb− abn

bnb
| ≤ 1

bC1
|anb− ab+ ab− abn| ≤

≤ 1
bC1
[|b||an − a|+ |a||bn − b|] = |a|+ |b|

|b|C1
ε = ε1.

Pro libovolné ε1 je tedy odpovı́dajı́cı́ ε pro posloupnosti {an}, {bn} možno najı́t
ze vztahu ε = ε1C1/(|a|/|b|+ 1).
Tı́m jsme podle definice limity dokázali druhé tvrzenı́ věty.

Přı́klady

1. Po vyčı́slenı́ dostatečného počtu členů posloupnosti s předpisem an = n
√

n
můžeme vyslovit hypotézu, že jejı́ limitou je čı́slo jedna (viz obr. 3b).
Podrobnějšı́ analýza a důkaz se dá provést takto: při označenı́

n
√

n = 1 + hn, hn ≥ 0 platı́ n = (1 + hn)
n ≥ 1 + nhn +

1
2
n(n− 1)h2n.

Odtud plyne, že

h2n ≤
2n

n(n− 1)
=

2
n− 1

→ 0⇒ lim
n→∞

n
√

n ≤ lim
n→∞
(1 + hn) = 1. (3.3)

2. Pro posloupnost { n
√

a}∞n=1, n > n0 ≥ a > 1 platı́ 1 < n
√

a < n
√

n (→ 1).
Podobně pro 0 < a < 1 a c = 1/a > 1 platı́

lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞
(1/ n

√
c) = 1. Tedy lim

n→∞
n
√

a = 1 ∀a > 0. (3.4)

3. Pro c > 0, k ∈ Z, d = n
√

c, c 6= 1 je

lim
n→∞

n
√

ck − 1
n
√

c− 1
= lim

n→∞

(d− 1)(dk−1 + dk−2 + · · ·+ d+ 1)
d− 1

= k. (3.5)

4. Jestliže posloupnost zadaná rekurzı́ yn+1 = [(m− 1)yn + a/ym−1
n ]/m

při a > 0 konverguje k čı́slu b, pak b = m
√

a (viz obr. 3c pro n = 20, m = 2).

5. Posloupnost s rekurentnı́m předpisem yn+2 = (yn − yn+1) je speciálnı́m přı́-
padem diferenčnı́ rovnice (ty patřı́ do širšı́ oblasti tzv. funkcionálnı́ch rovnic
v matematice a hledajı́ explicitnı́ předpis pro jejı́ řešenı́). Tato rekurence je
splněna posloupnostmi s explicitnı́m předpisem

yn = c1r
n
1 + c2r

n
2 , r1 = (1−

√
5)/2, r2 = (1 +

√
5)/2, c1, c2 ∈ R.
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Množina takových posloupnostı́ obsahuje tedy jak posloupnosti ohraničené ( při
c1 = 0), tak i posloupnosti neohraničené (v ostatnı́ch přı́padech). Každá taková
ohraničená posloupnost má za limitu nulu. Můžeme formulovat také inverznı́
problém - pro zadananou posloupnost hledat rekurzi, kterou jejı́ členy splňujı́.
Např. posloupnost an = 1/n splňuje rekurzi an+1 = an/(1 + an) - dokažte !

6. Pro c > 0 a posloupnost definovanou prvnı́m členem a rekurzı́

a1 =
√

c, an+1 =
√

c+ an je lim
n→∞

an =
1
2
+
√

c

√
1 +

1
4c

.

Dokažte !
( Návod - posloupnost má kladné členy, pro jejı́ limitu platı́ a2 − a− c = 0. )

Poznámka 3.9. Pro posloupnosti definované na obecnějšı́ch oborech funkčnı́ch hodnot
byl zaveden pojem cauchyovská posloupnost takto:
Posloupnost {an}∞n=1 je cauchyovská, když platı́ cauchyovská

posloupnost
∀ε > 0 ∃n0 ∈ N takové, že ∀ n, m > n0 ⇒ |am − an| < ε. (3.6)

V rámci našeho textu jsou pojmy ”konvergentnı́ posloupnost” a ”cauchyovská posloup-
nost” ekvivalentnı́ (podrobněji viz např.[7]). 4

V následujı́cı́ch přı́kladech posloupnostı́ použijte pravidel z V 3.8 k vyšetřenı́ jejich
konvergence.

Přı́klady výpočtů limit

1.

lim
n→∞

3n2 + 2
n2 + 2n

= lim
n→∞

3 + 1/n2

1 + 2/n
= 3; lim

n→∞

n2 + 10
n3 + 1

= lim
n→∞

1/n+ 10/n3

1 + 1/n3
= 0.

2.

lim
n→∞

cn = 0, 1,+∞ pro |c| < 1, c = 1, |c| > 1; lim
n→∞

n
√

n

n
= 0.

3.

lim
n→∞

3
√

n3 + 2n− 1
n+ 2

= 1; lim
n→∞
[12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2]/n3 = 4/3.

4. Pro posloupnost s členy an = sin(nπ/2)/ ln(n) platı́
|an| < 1/ ln(n) ⇒ lim

n→∞
an = 0.

5. Posloupnost an = 2n
n+1 sin(

nπ
2 ) nemá limitu; má hromadné body −2, 0, 2.

6. Pro |a| < 1, |b| < 1 a posloupnost definovanou pomocı́ geometrických řad

yn =
n∑

j=0

aj/

n∑
j=0

bj platı́ lim
n→∞

yn =
1− b

1− a
.

Co platı́ pro tuto limitu při jiných hodnotách parametrů a, b ?

23



7. Pro výpočet následujı́cı́ limity použijeme nerovnost odvozenou z binomické
formule : 3n < 4n(n− 1)(n− 2)/3; odtud plyne

0 <
n2

3n
<

3n2

4n(n− 1)(n− 2)
⇒ lim

n→∞

n2

3n
= 0.

Přı́klad 3.10. Velmi známá konvergentnı́ posloupnost racionálnı́ch čı́sel s iracionálnı́
limitou e = 2, 7182... (Ludolfovo čı́slo) má funkčnı́ předpis an = (1+1/n)n. Uved’me
stručně jednotlivé kroky důkazu konvergence této posloupnosti. čı́slo e

1. Tato posloupnost je zdola ohraničená (viz obr. 3a), nebot’platı́

2 ≤ (1 + 1
n
)n = 1 + n.

1
n
+

n(n− 1)
2

1
n2
+ · · · > 2 + n− 1

2n
→ 2.5.

2. Z Bernoulliho nerovnosti (1 + x)n > 1 + nx ∀x > −1 plyne, že

(1− 1
n
)n(1 +

1
n
)n = (1− 1

n2
)n > 1− 1

n
.

3. Tato posloupnost je monotonně rostoucı́, nebot’z 1.-2. plyne, že

(1 +
1
n
)n > (1− 1

n
)(1− 1

n
)n = (1 +

1
n− 1

)n−1.

4. Tato posloupnost je shora ohraničená, nebot’ s použitı́m binomické formule
a vzorce pro součet geometrické řady dokážeme, že

(1+
1
n
)n = 1+

1
1!
+
1
2!
(1− 1

n
)+
1
3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
)+· · ·+ 1

n!
(1− 1

n
) · · · (1−n− 1

n
) <

< 1 +
n∑

k=1

1
k!

< 1 +
n−1∑
k=0

1
2k
= 3− 1

2n−1
< 3.

5. Protože naše posloupnost je ohraničená a monotonně rostoucı́, je konvergentnı́.

Poznámka 3.11. Podobně můžeme dokázat, že posloupnost an = (1 + 1/n)n+1

je klesajı́cı́ a má stejnou limitu e (viz obr. 3a). 4

Podle Bolzanovy-Weierstrassovy věty (V 3.6) lze z každé ohraničené posloupnosti
vybrat konvergentnı́ posloupnost. Jejı́ limita je pak hromadným bodem množiny {an}.
Jestliže pro různé vybrané posloupnosti dostaneme různé limity (hromadné body),
pak největšı́ (resp. nejmenšı́) z nich označujeme jako

lim sup
n→∞

an, resp. lim inf
n→∞

an ...(limes superior, inferior).

Napřı́klad oscilujı́cı́ posloupnost an = cos(nπ/3), n ∈ N má hromadné body lim sup
lim inf{−1,−1/2, 1/2, 1}, lim inf an = −1, lim sup an = 1.

Posloupnost an = (−1)n(1−1/n)n je divergentnı́; vybrané posloupnosti jejı́ch sudých
nebo lichých členů konvergujı́ k limitám (viz obr. 3d)

1/e = lim sup
n→∞

an, −1/e = lim inf
n→∞

an.

Z definice limity pak můžeme dokázat platnost následujı́cı́ho tvrzenı́:
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Věta 3.12. Posloupnost {an} má limitu právě tehdy, když platı́

lim inf
n→∞

an = lim
n→∞

an = lim sup
n→∞

an. 4

Jinými zajı́mavými posloupnostmi s různými vlastnostmi a limitami jsou např. zajı́mavé
limity1.

lim
n→∞

n
√

n!
n
=
1
e
, lim

n→∞

n
√

n! = +∞

2.
lim

n→∞
(1 +

a

n
)n = ea; lim

n→∞

an

n!
= 0.

3.
lim

n→∞
(
1
1.2
+
1
2.3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
) = lim

n→∞
(1− 1

n+ 1
) = 1.

4.
lim

n→∞
[
2.4.6 · · · 2n

1.3.5 · · · (2n− 1)
]2
1
2n
=

π

2
. (Wallis)

5.

lim
n→∞

an = a ⇒ lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

ai = a.

6.
an > 0, lim

n→∞
(an+1/an) = a ⇒ lim

n→∞
n
√

an = a.

7.
lim

n→∞
|an+1

an

| = a < 1 ⇒ lim
n→∞

an = 0.

Jestliže při výpočtu limit nejsou splněny předpoklady uvedených pravidel, dostáváme
tzv. neurčité výrazy typu ∞−∞, ∞/∞, 0/0, 0 · ∞ , které mohou v limitě nabývat
různých hodnot, nebo nemı́t limitu. Prostudujte přı́klady limit takových posloupnostı́ - neurčité

výrazynapř. an = np/nq; p, q ∈ R, p > q, (p ≤ q);

cn = n(
√

a+ 1/n−
√

a) (= n
1/n√

a+ 1/n+
√

a
→ 1
2
√

a
);

(dalšı́ vhodnou techniku jejich výpočtu - aplikaci l’Hospitalova pravidla - uvedeme
v kap. 6.3)

Shrnutı́
V této kapitole jsme si zopakovali pojem posloupnosti (D 3.1)jako zobrazenı́ N → R.
To může být zadáno funkčnı́m předpisem, nebo rekurzı́ a počátečnı́ podmı́nkou. Popsali
jsme několik vlastnostı́ posloupnostı́ (D3.2) a definovali limitu posloupnosti (D 3.4).
Operace použı́vané pro výpočet limit jsou popsány ve (V 3.8). Seznámili jsme se
s několika důležitými posloupnostmi a jejich limitami.

Pojmy k zapamatovánı́
• Posloupnost a způsoby jejı́ho zadánı́; ohraničené, monotonnı́, konvergentnı́ po-

sloupnosti.
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• Limita posloupnosti, metody jejı́ho výpočtu, hromadné body posloupnosti,
vybrané posloupnosti a jejich limity.

• Limity posloupnostı́ {1/n}, { n
√

n}, {(1 + 1/n)n}.

Kontrolnı́ otázky
1. Uved’te rozdı́ly mezi pojmy maximum, supremum, (minimum, infimum)!
2. Jaké jsou vztahy mezi pojmy hromadný bod posloupnosti, jejı́ limita,

limes superior, limes inferior ?
3. Je monotonnı́ posloupnost konvergentnı́ ?
4. Jaký je rozdı́l v definicı́ch konvergentnı́ a cauchyovské posloupnosti ?

Úkoly k textu

1. Najděte hromadné body a limity posloupnostı́
a) an = 1 + n sin(nπ/2), b) an = (−1)n(3 + 10/n).

2. Pro které hodnoty parametrů a, b, c, d jsou posloupnosti
yn = (an+ b)/(n− 1); zn = (an+ b)/(cn+ d) konvergentnı́, monotonnı́ ?

3. lim
n→+∞

|an| = +∞⇒ lim
n→+∞

(1/an) = 0; dokažte.

4. Najděte limity posloupnostı́ {
n√8−1
n√2−1}, {(1 + 1/(2n))n}, n(

√
n2 + 1− 1).

5. S pomocı́ počı́tače si ověřte, že

lim
n→∞

1
nk

n∑
n=1

ik =
1

k + 1
, k ∈ N, lim

n→∞

cn

n!
= 0, c > 0.

Řešenı́
1. a) −∞, 0,+∞; b) 3,−3.
2. {yn} → a ∀a, b,∈ R; klesajı́cı́ pro a, b > 0;
{zn} → a/c pro c 6= 0, rostoucı́ pro ad > bc, c > 0.

3. |an| > C > 0⇒ |1/an − 0| = |1/an| < 1/C, C → +∞.
4. a) 3; b)

√
e; c) 1/2.
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4 Limita a spojitost funkce

Studijnı́ cı́le: V této kapitole přeneseme techniky studia diskretnı́ch objektů na studium
jevů spojitých. Použijeme znalosti limity posloupnosti k definici limity funkce v hro-
madných vlastnı́ch a nevlastnı́ch bodech definičnı́ho oboru. Uvedeme pak ekvivalentnı́
definici limity funkce v bodě pomocı́ pojmů ε, δ -okolı́. K praktickému výpočtu limit
složitějšı́ch funkcı́ použijeme pravidel pro operace s limitami. Pomocı́ pojmu limity
funkce v bodě se pak definuje spojitost funkce v bodě a na intervalu. Uvedeme v pře-
hledu základnı́ vlastnosti spojitých funkcı́ a operace zachovávajı́cı́ spojitost. Ukážeme
si postup při vyšetřovánı́ spojitosti funkce, přı́klady spojitých i nespojitých funkcı́.
Klı́čová slova: hromadný bod, (ryzı́) okolı́ bodu, limita funkce, jednostranná limita;
spojitost a nespojitost funkce v bodě, stejnoměrná spojitost funkce na intervalu.
Potřebný čas: 300 minut.

Průvodce studiem

Limita funkce patřı́ k základnı́m pojmům matematické analýzy. Vystihuje lokálnı́
chovánı́ funkce v okolı́ jistého bodu, v němž ani jejı́ funkčnı́ hodnota nemusı́ být
definována. Pochopenı́ a použitı́ tohoto termı́nu nám umožnı́ přesněji popsat vlast-
nosti i formálně jednoduchých funkcı́ v okolı́ bodů, kde funkčnı́ předpis nedefinuje
funkčnı́ hodnotu, nebo ji stanovı́ odlišně od ostatnı́ch bodů, nebo kde docházı́ v okolı́
takového bodu k obtı́žně kontrolovatelným rychlým změnám funkčnı́ch hodnot.

V této kapitole budeme opět často použı́vat pro body na osách x, y v rovině pojmy
okolı́, pravé a levé okolı́, ryzı́ okolı́, hromadný bod; u funkcı́ - definičnı́ obor a obor
funkčnı́ch hodnot, jejich vlastnosti (viz. kap.1,2, [2-3,6-8]). Použijeme je k zavedenı́
pojmů limita funkce, spojitá funkce a ke studiu vlastnostı́ spojitých funkcı́.

4.1 Limita funkce - definice

Intuice nám napovı́dá, že funkce má limitu L v bodě x0, jestliže při x → x0 pro
posloupnost hodnot této funkce platı́ f(x) → L. Přı́klady nám však ukážı́, že taková
formulace vyžaduje upřesněnı́ (různé vybrané posloupnosti funkčnı́ch hodnot mohou
konvergovat k různým limitám). Proto pojem limity funkce v bodě zavedeme nejprve
pomocı́ definice, která zpřesňuje toto intuitivnı́ pojetı́ s pomocı́ nám známého pojmu
limity posloupnosti (Heine).

Definice 4.1. Funkce f(x) má v hromadném bodě x0 svého definičnı́ho oboru D(f)
limitu L ∈ R, jestliže pro každou posloupnost bodů {xn} ⊂ D(f),
xn 6= x0, {xn} → x0 posloupnost funkčnı́ch hodnot {f(xn)} konverguje k čı́slu L .
Použı́vaný symbolický způsob zápisu je 4

lim
x→x0

f(x) = L, nebo f(x)→ L pro x → x0. (4.1)

Heine
Při vyšetřovánı́ limit funkcı́ je vzhledem k obtı́žné kontrole splněnı́ předpokladů této
definice (.. pro každou posloupnost ..) často vhodnějšı́ jiná, ekvivalentnı́ formulace
definice limity funkce (Cauchy). lim

x→x0
f(x)
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Definice 4.2. Funkce f(x) má v hromadném bodě x0 ∈ D(f) limitu L,
když ke každému ε-okolı́ bodu L existuje ryzı́ δ-okolı́ bodu x0 takové, že platı́

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε. (4.2)
Cauchy

V symbolickém zápisu tato definice má tvar (viz obr. 4a)

lim
x→x0

f(x) = L ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 takové, že

∀x 6= x0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L)| < ε. (4.3)

Když si připomeneme, jak je definováno okolı́ nevlastnı́ch bodů reálné osy (+∞,−∞),
a konvergence posloupnosti k nim, pak poznáme, že v obou těchto definicı́ch jsou za-
hrnuty i přı́pady označované jako
- vlastnı́ limita L funkce v nevlastnı́m bodě: x → ±∞, L ∈ R;
- nevlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě x0 : x → x0, L = ±∞;
- nevlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě: x → ±∞, L = ±∞ nevlastnı́

limity(s možnostı́ obou znamének +,- u symbolů ∞).
Pokud v definici použijeme jen levé či pravé okolı́ bodu x0, pak dostaneme de-
finici pro limitu funkce f(x) v bodě x0 zleva, zprava. Pro ně se použı́vá symbolů limita

zleva
zprava

lim
x→x−0

f(x), lim
x→x+0

f(x) , nebo také f(x−0 ), f(x
+
0 ) 4

U většiny jednoduchých funkcı́ poznáme přı́mo z funkčnı́ho předpisu a přı́slušného
grafu, ve kterých bodech docházı́ k problémům při určovánı́ limity (i když je třeba jisté
opatrnosti - napřı́klad mı́t dostatečně hustou sı́t’bodů pro kreslenı́ grafu).

Přı́klad 4.3. Graf funkce f(x) = 1/(1 + x) nám napovı́dá, že platı́

a) lim
x→−1−

1
1 + x

= −∞, b) lim
x→−1+

1
1 + x

= +∞,

c) lim
x→1

1
1 + x

=
1
2
, d) lim

x→+∞

1
1 + x

= 0.

Jednoduchým výpočtem si ověřı́me, že nerovnost

| 1
1 + x

− 1
2
| < ε je splněna pro |1− x| < 2ε = δ, (přı́pad c))

nerovnosti 1/(1+x) < ε, 1/(1+x) > C jsou splněny pro x > 1/ε−1, x < 1/C−1
(přı́pady d), b)).
Tı́m jsme si podle definice limity ověřili uvedené výsledky (doplňte přı́pad a)!).

Přı́klad 4.4. Funkce f(x) = (x2 − 1)/(x+ 1) nenı́ definována v bodě x = −1.
Po ekvivalentnı́ úpravě funkčnı́ho přepisu na f(x) = x− 1, x 6= −1 je zřejmé,
že lim

x→−1
f(x) = −2. (Dokažte pomocı́ definice !)

Přı́klad 4.5. Funkce f(x) = sin(1/x) je definována pro x ∈ R \ {0}; bod x0 = 0 sin(1/x)
je ale hromadným bodem defičnı́ho oboru a můžeme proto v něm hledat limitu. Jak
nám ale napovı́ graf této funkce (obr. 4b), v každém jeho δ-okolı́ jsou hodnoty 1/x
zobrazeny do okolı́ nevlastnı́ch bodů +∞,−∞ , kde hodnoty složené funkce sin(1/x)
vyplnı́ celý interval [−1, 1] a nevejdou se tak do dostatečně malého ε-okolı́ jakékoliv
jediné hodnoty L z tohoto intervalu. Proto tato funkce nemá limitu v bodě x0 = 0.
Podobně z grafu funkce sin(x) vidı́me, že tato funkce nemá limitu v nevlastnı́m bodě
x = +∞. (Dokažte pomocı́ definice !)
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obr. 4 a) - definice limity funkce, b) - přı́klad neexistence limity

Přı́klad 4.6. Funkce f(x) =
√

x, x > 0
má v nevlastnı́m bodě x = +∞ nevlastnı́ limitu: lim

x→+∞

√
x = +∞,

protože pro každé čı́slo A > 0 a všechna čı́sla x > A2 je
√

x > A.
Funkce f(x) = 1/(x2 − 1) má v nevlastnı́m bodě x = +∞ vlastnı́ limitu rovnu
nule, nebot’ ∀ε > 0 je 1/(x2 − 1) < ε, ∀x >

√
1 + 1/ε (okolı́ nevlastnı́ho bodu

x0 = +∞ ). Jaké jsou jejı́ limity pro x → 1, x → −1 ?

Přı́klad 4.7. Funkce sin(x)/x, tan(x)/x nejsou přı́mo definovány v hromadném
bodě x = 0 svých definičnı́ch oborů. Přesto můžeme přı́mo z jejich geometrické
definice (s úhlem v obloukové mı́ře - nakreslete si obrázek !) odhadnout, že obě tyto
funkce majı́ v tomto bodě stejnou limitu rovnou jedné. Dokázat to přı́mo z definice je
o něco obtı́žnějšı́ (ověřte si) a provedeme to později s použitı́m dalšı́ch pravidel (viz
odst. 4.11, 6.3).
Z obou definic limity funkce ovšem snadno ukážeme, že ” Diracova funkce ” δ(x)
definovaná jedničkou pro racionálnı́ a nulou pro iracionálnı́ reálná čı́sla nemá limitu
v žádném bodě reálné osy.

Poznámka 4.8. Zdůrazněme, že v Cauchyho definici limity je pořadı́ symbolů
∀ε > 0 ∃δ > 0 · · · , které nelze obrátit beze ztráty smyslu této definice. Jak jsme
ukázali v předchozı́m, lim

x→0
sin(1/x) neexistuje, ale

∀ δ > 0 ∃ε > 0 takové, že pro |x| < δ je | sin(1/x)| < ε (= 2, · · · ).
Podobně to platı́ i pro limitu posloupnosti (uved’te přı́klad !). 4

Z definice limity funkce v bodě lze poměrně snadno dokázat následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 4.9. Vlastnosti limit funkce

1. Každá funkce má v libovolném bodě nejvýš jednu limitu.

2. Má-li funkce v bodě x0 vlastnı́ limitu, pak existuje jeho ryzı́ okolı́ takové, že tato
funkce je na něm ohraničená.

3. Funkce má ve vlastnı́m bodě x0 limitu (vlastnı́ nebo nevlastnı́) právě tehdy, když
v něm má limitu zleva i limitu zprava a obě tyto limity jsou si rovny.

4. Jestliže platı́ lim
x→x0

f(x) = L1 < L2 = lim
x→x0

g(x), pak existuje takové ryzı́

okolı́ bodu x0, v němž platı́ f(x) < g(x). 4

Proved’te si jejich důkaz (viz např. [3-8])!
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4.2 Pravidla pro počı́tánı́ s limitami funkcı́

Počı́tat limity složitějšı́ch funkcı́ jen s použitı́m definice limity by mohlo být složité.
Proto byla odvozena pravidla, jak je možno počı́tat limity složitějšı́ch funkcı́ pomocı́
limit jednotlivých částı́ funkčnı́ho předpisu. Výsledná pravidla jsou podobná pravidlům,
která platı́ pro výpočet limit posloupnostı́.

Věta 4.10.
Jestliže existujı́ vlastnı́ limity lim

x→x0
f(x) = L1, lim

x→x0
g(x) = L2, pak platı́ :

1.
lim

x→x0
(c1f(x) + c2g(x)) = c1L1 + c2L2, c1, c2 ∈ R.

2.

lim
x→x0
(f(x) · g(x)) = L1 · L2; lim

x→x0

f(x)
g(x)

=
L1
L2

(pokud L2 6= 0).

3. Jestliže existuje ryzı́ okolı́ bodu x0, v němž platı́ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) sevřenı́

a platı́ lim
x→x0

f(x) = L = lim
x→x0

h(x), pak také lim
x→x0

g(x) = L.

4. Pro limitu složené funkce F (x) = f(g(x)), g : I → J1, f : J1 → J, x0 ∈ I
platı́:

jestliže lim
x→x0

g(x) = a, lim
y→a

f(y) = L,

a existuje ryzı́ okolı́ bodu x0 takové, že v něm g(x) 6= a, pak lim
x→x0

F (x) = L.

5. Jestliže L1 = 0 a funkce g(x) je ohraničená v některém okolı́ bodu x0,

pak lim
x→x0

f(x) · g(x) = 0. 4

Třetı́ tvrzenı́ se někdy také označuje jako ” věta o sevřenı́”.

Důkaz. Postup při důkazu těchto tvrzenı́ si ukážeme na limitě součinu dvou funkcı́
a za předpokladu L1L2 6= 0 (zvažte ostatnı́ přı́pady !).
Funkce f(x), g(x) jsou v dostatečně malých ryzı́ch okolı́ch bodu x0 ohraničené a proto
existujı́ konstanty C1, C2 takové, že platı́ |f(x)| ≤ C1, |g(x)| ≤ C2. Z definice limit
L1, L2 plyne, že pro každá ε1 > 0, ε2 > 0 existujı́ taková ryzı́ δ1, δ2 -okolı́ bodu x0,
že platı́ |f(x)− L1| < ε1, |g(x)− L2| < ε2.
V jejich průniku platı́ |f(x)g(x)− L1L2| =

= |f(x)g(x)− L1g(x) + L1g(x)− L1L2| = |((f(x)− L1)g(x) + (g(x)− L2)L1| ≤

≤ |g(x)||f(x)− L1|+ |L1||g(x)− L2| ≤ C2ε1 + |L1|ε2.

Ke splněnı́ podmı́nky |f(x)g(x) − L1L2| < ε tedy stačı́ vzı́t u funkcı́ f(x), g(x)
taková okolı́ bodu x0, která odpovı́dajı́ na ose x ryzı́m okolı́m limit L1, L2
s hodnotami ε1 ≤ ε/(2C1), ε2 ≤ ε/(2|L1|).

Cvičenı́
1. Proved’te důkaz tvrzenı́ 1,5 z (V 4.10) o limitě lineárnı́ kombinace dvou funkcı́ !
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2. Proč je v předpokladech o limitě složené funkce ta dalšı́ podmı́nka ?

Na několika dalšı́ch přı́kladech si ukážeme použitı́ uvedených pravidel pro výpočet
limit složitějšı́ch funkcı́.

Přı́klad 4.11.

1. Funkce f(x) = sin(x)
x

nenı́ svým předpisem definována v bodě x = 0.
Je sudou funkcı́, jejı́ graf je souměrný vzhledem k počátku a proto stačı́ hledat jejı́
limitu zprava v tomto bodě. Z geometrické definice trigonometrických funkcı́ je
zřejmé, že např. v jeho ryzı́m pravém 1-okolı́ platı́

sin(x) < x < tan(x) =
sin(x)
cos(x)

⇒ cos(x) <
sin(x)

x
< 1.

Protože z geometrické interpretace funkce cos(x) a Heineho definice limity je lim
x→0

sin(x)
x
= 1

zřejmé, že limx→0 cos(x) = 1, pak z ”věty o sevřenı́” a sudosti funkce plyne,
že platı́ (obr. 5a)

lim
x→0

sin(x)
x
= 1, lim

x→0

x

sin(x)
= 1. (4.4)

2. Se znalostı́ této limity, trigonometrických identit a s použitı́m uvedených pravidel
pak snadno najdeme následujı́cı́ limity

lim
x→0

tan(x)
x

= lim
x→0

sin(x)
x

· 1
cos(x)

= 1,

lim
x→0

1− cos(x)
x2

= lim
x→0

2 sin2(x/2)
x2

=
1
2
lim
x→0
(
sin(x/2)

x/2
)2 =

1
2
,

lim
x→0

tan(x)− sin(x)
x3

= lim
x→0

1
cos(x)

· sin(x)
x

· 1− cos(x)
x2

=
1
2
.

3. Funkce sin(1/x) je v ryzı́m okolı́ počátku ohraničená. Proto podle poslednı́ho
pravidla z (V 4.10) je lim

x→0
x · sin(1/x) = 0. Podobný výsledek dostaneme

pro funkci x · cos(1/x) - viz obr. 5b).

4. Pomocı́ pravidla o výpočtu limity složené funkce je

lim
x→0
ln(
2x+ 1
x+ 1

) = lim
y→1
ln(y) = 0, lim

x→0

x

arctan(x)
= 1, lim

x→∞

x

arctan(x)
= 0.

5. Při výpočtu limity posloupnosti limn→∞(1 + 1/n)n = e = 2, 718 · · · jsme
ukázali, že tato rostoucı́ a jiná klesajı́cı́ posloupnost an = (1 + 1/(n − 1))n
konvergujı́ ke konstantě e. Pro x ∈ (1/(n+ 1), 1/n] pak platı́

1 +
1

n+ 1
< ex < 1 +

1
n− 1

⇒ 1
x+ 1

<
ex − 1

x
<

1
1− 2x

.

Limitnı́m přechodem pro x → 0 a použitı́m ”věty o sevřenı́” tak dokážeme, že

lim
x→0+

ex − 1
x
= 1, lim

x→0
(1 + x)1/x = e, lim

x→∞
(1 + k/x)x = ek (4.5)

a podobně vypočı́táme limity těchto funkcı́ pro x → 0−, x → −∞.
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Cvičenı́
Vyšetřete existenci a hodnoty následujı́cı́ch limit (přı́p. limit zleva, zprava):

1. lim
x→−1/2

4x2−1
2x+1 , lim

x→∞
(x
2−2x+1
3x2+x−4)

2; lim
x→1

√
x−1
3√x−1 .

2. lim
x→∞

x3−5x+2
3x−1 ; lim

x→∞

4√
x5+ 5

√
x3+ 4

√
x3

6√x8+5
; lim

x→0+
x · ln(x).

3. lim
x→∞
( 3
√
1− x3 + x); lim

x→1
( 1

x2−1 −
2

x4−1); lim
x→±∞

(
√

x2 + x− x).

4. lim
x→0

tan(2x)
tan(3x) ; limx→0

x
arctan(x) ; limx→0

cos(x) sin3(x)
x2

; lim
x→0

tan(x)−sin(x)
sin3(x)

.

5. lim
x→1

ln(x)
x−1 ; lim

x→∞
(ln(x))1/x; lim

x→0
x · e−1/x; lim

x→−2
x(x+2)
|x+2| ; limx→0

arcsin(x)
x

.

6. lim
x→0

m√1+x−1
x
; lim

x→0
[sin(x) + cos(x)]1/x; lim

x→∞
[sin(1/x) + cos(1/x)]x.

Řešenı́
1. −2; 1/9; 3/2;
2. +∞; 0; 0;
3. 0; 1/2; 1/2;

4. 2/3; 1; 0; 1/2.

5. 1; 1; 0 (zprava); ∓2; 1.
6. 1/m; e; e.
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obr. 5 a) lim
x→0
sin(x)/x = 1, b) lim

x→0
x · cos(1/x) = 0
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4.3 Spojitost funkce

Průvodce studiem

Spojitost funkce je dalšı́m základnı́m pojmem matematické analýzy, který upřesňuje
intuitivnı́ představu funkce, jejı́ž graf ”se nepřetrhává” a nemá takové oscilace jako
funkce sin(1/x) v okolı́ počátku. Použı́vá pojmu limita funkce a proto také můžeme
zvolit několi jeho formulacı́ a také definovat spojitost funkce v daném bodě zleva,
zprava.

Definice 4.12. Funkce f(x) se nazývá spojitá v bodě a ∈ D(f) ⊂ R,

jestliže platı́ lim
x→a

f(x) = f(a).

Funkce se nazývá spojitá v bodě a zleva (zprava), jestliže stejné vlastnosti majı́ limity
zleva (zprava).
S pomocı́ ε, δ- symboliky můžeme definici spojitosti funkce f(x) v bodě a zformulovat
takto (viz obr. 4a):
Funkce f(x) je spojitá v hromadném bodě a ∈ D(f) , když ε → δ

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 takové, že ∀x : |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε. (4.6)

Poznámka 4.13. V této definici je implicitně obsaženo že
- bod a ∈ D(f), je jeho hromadným bodem; spojitost

funkce
v bodě

- existuje lim
x→a

f(x) a tato limita je rovna funkčnı́ hodnotě f(a);

- analogicky definujeme v hromadném bodě jednostranné limity ;
- funkce spojitá v bodě je v něm spojitá zleva i zprava. 4

Z pravidel o operacı́ch s limitami pak plynou následujı́cı́ tvrzenı́ o spojitosti složitějšı́ch
funkcı́ (viz např. [3-8,11]). operace

se spojitými
funkcemi

Věta 4.14. Jsou-li funkce f(x), g(x) spojité v bodě x = a, c1, c2 ∈ R,
pak také funkce

1. c1f(x)+ c2g(x), f(x) · g(x), f(x)/g(x) (při g(a) 6= 0) jsou spojité v tomto
bodě;

2. jestliže g(a) = b, f(x) je spojitá v bodě b, pak složená funkce f(g(x)) je spojitá
v bodě x = a. 4

Přı́klad 4.15.

1. Funkce f(x) = x2 je spojitá v každém bodě x = a ∈ R. Vzhledem k jejı́ sudosti
lze důkaz provést např. pro x = a > 0 s pomocı́ ε, δ -okolı́ takto:
|(a+ δ)2 − a2| = δ|2a+ δ| < ε pro δ < ε/(2a+ δ) < ε/(2a).

2. Funkce sign(x) (viz odst.2.1) nenı́ spojitá v bodě x = 0 - limity zleva i zprava
existujı́, jsou ale různé (rovny −1, 1) a různé od sign(0) = 0 .

3. Funkce sin(1/x) nenı́ spojitá v bodě x = 0 (nenı́ v něm definována, nemá v něm
limitu).

4. Pro funkci definovanou pro všechna reálná čı́sla předpisem
f(x) = x2 pro x = 1/n, n ∈ N, f(x) = 0 jinak
lze dokázat jejı́ spojitost v hromadném bodě x = 0 - např. pomocı́ Heineho
definice (proved’te !).
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obr. 6 a), b) - body nespojitosti 1. a 2. druhu

4.4 Body nespojitosti

Na předchozı́ch přı́kladech jsme ukázali některé typy bodů nespojitosti funkce.
Obecněji se zavádějı́ následujı́cı́ pojmy bodů odstranitelné nespojitosti, bodů nespoji-
tosti prvnı́ho a druhého druhu v hromadných bodech definičnı́ho oboru funkce.

Definice 4.16. Hromadný bod x0 ∈ D(f) ⊂ R v němž funkce nenı́ spojitá se nazývá

• bodem odstranitelné nespojitosti, jestliže v něm existujı́ obě jednostranné limity
a ty se rovnajı́, t.j. lim

x→x−0

f(x) = c = lim
x→x+0

, c 6= f(x0).

Dodefinovánı́m funkčnı́ hodnoty v tomto bodě společnou hodnotou limity dosta-
neme funkci spojitou v tomto bodě;

• bodem nespojitosti 1. druhu, když obě jednostrané limity jsou konečné, ale různé
(obr. 6 a - pro jejich rozdı́l se použı́vá termı́n skok funkce f(x) v bodě x0);

• bodem nespojitosti 2. druhu, když alespoň jedna z jednostranných limit
je nevlastnı́ (obr. 6b). 4

Přı́kladem bodu odstranitelné nespojitosti pro funkci f(x) = (x2−1)/(x3−1) je x0 = 1
- limity zleva i zprava jsou rovny 2/3. Definičnı́ obor funkce f(x) = x · sin(1/x)
můžeme rozšı́řit nulou, když tomuto bodu přiřadı́me hodnotu společné limity rovné
nule; podobně funkci sin(x)/x můžeme doplnit v bodě x = 0 hodnotou jedna.

Pro funkci sign(x) s oborem funkčnı́ch hodnot {-1, 0 ,1} je bod x0 = 0 bodem
nespojitosti 1. druhu (limity zleva i zprava jsou různé, konečné - skok roven dvěma).
Stejný skok má v tomto bodě funkce sin(x)/|x| .

Pro funkce f(x) = 1/x, g(x) = 1/x2 je bod x0 = 0 bodem nespojitosti 2. druhu
(nevlastnı́ limity zleva, zprava).

Funkce f(x) = sin(1/x) nenı́ v bodě x0 = 0 spojitá, protože v něm nemá žádnou
jednostrannou limitu; tento bod nespojitosti nepatřı́ do žádné z uvedených skupin.

V systému Maple je možno k vyšetřenı́ spojitosti funkce použı́t přı́kazů iscont, discont.
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4.5 Funkce spojité na intervalu

Pomocı́ již známého pojmu spojitosti funkce v bodě přejdeme nynı́ zcela přirozenou
cestou k definici funkce spojité na intervalu .

Definice 4.17. Funkce je spojitá na intervalu I, je-li spojitá v každém jeho vnitřnı́m
bodě , u uzavřených intervalů navı́c spojitá zleva a zprava v jeho krajnı́ch bodech.
Funkce je na intervalu po částech spojitá, když v něm má jen konečný počet bodů
nespojitosti, a to jen prvnı́ho druhu . 4
Použı́vané označenı́ přı́slušnosti ke třı́dě spojitých funkcı́ na intervalu I je f ∈ C(I).

Z této definice a vět o limitě a spojitosti plyne, že (viz např. [1-8,11])
- lineárnı́ kombinace a součin spojitých funkcı́ je na společné části jejich intervalů
spojitosti spojitou funkcı́;
- podı́l spojitých funkcı́ f(x)/g(x) je spojitou funkcı́ tam, kde g(x) 6= 0 ,
- složená funkce dvou funkcı́ (f ◦ g, I → I1 → J) spojitých na intervalech I, I1 je také
spojitou funkcı́ na intervalu I . 4
Z uvedených tvrzenı́ plyne také následujı́cı́ vlastnost funkcı́ inverznı́ch.

Věta 4.18. Jestliže funkce f je ryze monotonnı́ a spojitá funkce na intervalu I ⊂ D(f),
pak funkce k nı́ inverznı́ je spojitá a ryze monotonnı́ na intervalu H(f(I)). 4

Ze spojitosti a ryzı́ monotonnosti funkcı́ tan(x), cot(x), ax(a 6= 1) tak plyne spojitost
a monotonnost funkcı́ arctan(x), arccotg(x), loga(x).

Přı́klady spojitých funkcı́
Elementárnı́ funkce patřı́ k těm, kde již většinou známe jejich intervaly spojitosti a body
nespojitosti.

Funkce sin(x), cos(x), ex, ax(a > 0), polynomy - jsou přı́kladem funkcı́ spojitých
na celé reálné ose.

Funkce tan(x), cot(x) jsou spojité ve všech bodech svých definičnı́ch oborů. Ostatnı́
body reálné osy (liché, sudé násobky π/2) jsou body nespojitosti 2. druhu (prověřte !).

Racionálnı́ lomené funkce Pn(x)/Qm(x) jsou spojité v bodech, kde Qm(x) 6= 0.
Zajı́mavým přı́kladem je funkce f(x) = (1 + x2)sign(x), která má bod nespojitosti
1. druhu x = 0 (ověřte !); funkce k nı́ inverznı́ je funkcı́ spojitou na svém definičnı́m
oboru (−∞,−1) ∪ (1,+∞) (s nulou jako izolovaným bodem).

Funkce spojité na uzavřeném intervalu majı́ některé dalšı́ důležité vlastnosti, které
nemusı́ mı́t funkce spojité na otevřeném intervalu a které jsou zformulovány v násle-
dujı́cı́ch větách ([3-8]). vlastnosti

spojitých
funkcı́
na uzavřeném
intervalu

Věta 4.19. (Weierstrass)
Jestliže je funkce spojitá na uzavřeném intervalu I ,

1. pak je na něm ohraničená a nabývá na něm své největšı́ a nejmenšı́ hodnoty ;

2. ∀ ε > 0 ∃ {n ∈ N, polynom Pn(x)}takové, že |f(x)− Pn(x)| < ε, ∀x ∈ I.

Důkaz. Platnost prvnı́ho tvrzenı́ této věty je založena na tom, že neohraničenost spojité
funkce by umožnila konstrukci konvergentnı́ posloupnosti argumentů s neohraničenou
posloupnostı́ funkčnı́ch hodnot - což je v rozporu s definicı́ spojitosti (ohraničenost
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v okolı́ bodu spojitosti). Pak se dokáže existence bodů, v nichž funkce nabývá suprema,
resp. infima množiny funkčnı́ch hodnot na tomto intervalu (podrobněji viz. např.[7]).
Druhá část je známou větou o stejnoměrné aproximaci spojité funkce polynomem
( s mnoha důkazy různých typů v teorii aproximacı́).
Geometrickou představu o prvnı́ části této věty nám ukazuje obr. 7b.

Přı́kladem funkcı́ spojitých na otevřených intervalech, které tam ale nenabývajı́ svých
největšı́ch a nejmenšı́ch hodnot, jsou monotonnı́ funkce -
např. funkce 1/x, x ∈ (0,∞); tan(x), x ∈ (−π/2, π/2); ln(x), x ∈ (0,∞).

Věta 4.20. (Bolzano) Jestliže je funkce spojitá na uzavřeném intervalu I , pak na něm
nabývá všech hodnot mezi svou největšı́ a nejmenšı́ hodnotou - tedy obor funkčnı́ch
hodnot H(f(I)) je také uzavřeným intervalem nebo jedinou hodnotou.

Ryze monotonnı́ funkce zobrazuje otevřený interval na otevřený interval. 4

Důsledkem této věty je také následujı́cı́ důležitá vlastnost (Bolzano - obr.7a):

Je-li f ∈ C[a, b] a platı́ f(a) · f(b) < 0,
pak existuje bod ξ ∈ (a, b) takový, že f(ξ) = 0. 4
Důsledku Bolzanovy věty se použı́vá k odhadu intervalů, ve kterých ležı́ reálné
nulové body spojité funkce a v nejjednoduššı́ch numerických metodách pro řešenı́
nelineárnı́ch rovnic (konstrukcı́ posloupnosti zužujı́cı́ch se intervalů [ak, bk]
s vlastnostı́ f(ak) · f(bk) < 0 - metoda půlenı́ intervalu.)
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0
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1
Weierstrass

obr. 7 a), b) - ilustrace věty Bolzanovy a Weierstrassovy

Poznámka 4.21. V Cauchyově definici spojitosti funkce v bodě pomocı́ ε, δ - okolı́
je třeba si uvědomit, že konkretně zvolenému ε-okolı́ funkčnı́ hodnoty f(x) mohou
v různých bodech definičnı́ho oboru odpovı́dat různě velká δ-okolı́ argumentu x. Přiro-
zeně vzniká otázka, zda existujı́ funkce, kde lze najı́t odpovı́dajı́cı́ hodnotu δ společnou
pro všechny hodnoty argumentu bud’ v celém definičnı́m oboru, nebo alespoň v jeho
části. V souvislosti s tı́mto problémem byl definován pojem stejnoměrná spojitost:

stejnoměrná
spojitostDefinice 4.22. Funkce f(x) je na intervalu I stejnoměrně spojitá, když

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x1, x2 ∈ I, |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε. (4.7)
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O vztahu mezi spojitostı́ a stejnoměnou spojitostı́ funkce vypovı́dá následujı́cı́ věta.

Věta 4.23. (Heine, Cantor)
Funkce spojitá na uzavřeném intervalu je na něm stejnoměrně spojitá. 4

Napřı́klad funkce f(x) = 2x/(4− x2) je spojitá na intervalu 〈−1, 1〉 a proto je tam
i stejnoměrně spojitá. (Ukažte, že definice zde platı́ např. pro δ = 2ε.) 4
Ze spojitosti funkce na otevřeném intervalu neplyne obecně jejı́ stejnoměrná spoji-
tost. Napřı́klad funkce f(x) = 1/x je stejnoměrně spojitá na každém intervalu
〈1, n〉, n ∈ N, nenı́ ale stejnoměrně spojitá na intervalu (0,∞). Pro argumenty
x1 = 1/n, x2 = 1/(2n), n ∈ N se vzdálenostı́ |x1−x2| = 1/(2n) totiž je vzdálenost
jejich funkčnı́ch hodnot |f(x1) − f(x2)| = n - ta neomezeně roste pro n → +∞
(argumenty blı́žı́cı́ se k počátku). Tato funkce je však stejnoměrně spojitá na intervalu
〈1,∞), protože pro argumenty x1, x2 ≥ n ∈ N je |f(x1)− f(x2)| ≤ 1/n.

Cvičenı́
1. Vyšetřete body nespojitosti, intervaly spojitosti a obory funkčnı́ch hodnot funkcı́

f(x) =

√
x− b−

√
x− a

x2 − a2
; f(x) =

1
1 + xn

; f(x) = log(x2 + 1).

2. Jakého druhu je nespojitost v bodě x0 = 0 u funkcı́

sin(x)
x

,
cos(x)

x
,

e1/x + 1
e1/x − 1

,
x

ln |x|
, sign(sin(x)) ?

3. Najděte čı́slo a tak, aby funkce f(x) = exp(−ax), x ≤ 0,
f(x) = a− x, x > 0 byly spojité.

4. Ukažte intervaly, ve kterých ležı́ některá řešenı́ rovnic

x3 − x− 1 = 0, ln(x)− 3 + x = 0; x+ 1 = ex.

Shrnutı́
V této kapitole jsme uvedli definice limity funkce (D 4.1, D 4.2), vlastnosti limit funkce
(V 4.9) a pravidla pro jejich výpočet (V 4.10-18-19-20-23 ). Definovali jsme (D 4.12)
spojitost funkce v bodě a na intervalu (D 4.17), body nespojitosti (D 4.16), uvedli
některé vlastnosti funkcı́ spojitých na uzavřeném intervalu (V 19-20-23).

Pojmy k zapamatovánı́
• Limita funkce (Heine, Cauchy), pravidla pro jejı́ výpočet.
• Spojitost funkce v bodě, na intervalu; body nespojitosti - odstranitelné, prvnı́ho

a druhého druhu .
• Vlastnosti funkce spojité na uzavřeném intervalu (Weierstrass, Bolzano, Heine-

Cantor).

Kontrolnı́ otázky
1. Kdy funkce nemá v daném bodě limitu ?
2. Má každá funkce ohraničená v okolı́ bodu a v něm limitu ?
3. Jsou funkce cos(1/x), x · cos(1/x) spojité v bodě x = 0 ?
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4. Nakreslete grafy funkcı́ s různými druhy bodů nespojitosti.
5. Může součin funkcı́ f(x) · g(x) s funkcı́ g(x) neohraničenou v okolı́ bodu x = a

být v něm spojitou funkcı́ (přı́klad - funkce x2 · (1/x), a = 0) ?
6. Může být funkce f(x) spojitá v bodě x 6∈ D(f) ?
7. Najděte body nespojitosti trigonometrických, cyklometrických funkcı́ !

Vyšetřete (přı́p. stejnoměrnou) spojitost následujı́cı́ch funkcı́ na zadaných intervalech:

Úkoly k textu

1. f(x) = kx, x ∈ (−∞,+∞);

2. f(x) = x3, x ∈ (−∞,+∞); x ∈ 〈−10, 10〉;

3. f(x) =
√

x, x ∈ [0,+∞); x ∈ 〈0, 10〉;

4. f(x) = 3
√

x− x, x ∈ (−∞,+∞); x ∈ 〈−10, 10〉;

5. f(x) = sin(x), x ∈ (−∞,∞);

6. f(x) = sin(x2), x ∈ (−∞,+∞).

Řešenı́
1. Stejnoměrně spojitá .
2. a) Spojitá, b) stejnoměrně spojitá .
3. a) Spojitá, b) stejnoměrně spojitá .
4. a) Spojitá, b) stejnoměrně spojitá .
5. Stejnoměrně spojitá .
6. Spojitá, nenı́ stejnoměrně spojitá.
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5 Derivace funkce

Studijnı́ cı́le: Seznámit se s definicı́ pojmu derivace funkce, jejı́m významem v ge-
ometrii, fyzice a jinde. Naučit se použı́vat pravidla, podle kterých je možno počı́tat
derivace složitějšı́ch funkcı́. Seznámit se s možnostı́ použı́vat pro takové výpočty pro-
středky symbolic computing.
Klı́čová slova: derivace funkce, jejı́ geometrický a fyzikálnı́ význam, derivace elemen-
tárnı́ch funkcı́, pravidla výpočtu derivacı́ složitějšı́ch funkcı́, inverznı́ch a složených
funkcı́, vyššı́ derivace a jejich výpočet.
Potřebný čas: 270 minut.

Průvodce studiem

Derivace funkce patřı́ spolu s předchozı́mi pojmy limita a spojitost funkce k základ-
nı́m pojmům diferenciálnı́ho počtu. Historickou motivacı́ k zavednı́ tohoto pojmu
byl problém určenı́ směrnice tečny ke grafu funkce v geometrii, popis zákonů
pohybu v mechanice (okamžitá rychlost, zrychlenı́), vyšetřovánı́ průběhu funkce
a jejı́ch vlastnostı́ (monotonnost, konvexnost, konkávnost, extrémy). V definici de-
rivace funkce se použije opět limitnı́ho přechodu - limity pro podı́l přı́růstku funkce
a přı́růstku jejı́ho argumentu.

5.1 Geometrické a fyzikálnı́ motivace pojmu derivace

Jednou z nejstaršı́ch geometrických úloh které vedly k formulovánı́ pojmu derivace
funkce je úloha o nalezenı́ tečny ke grafu spojité funkce v daném bodě (resp. nalezenı́
rovnice, směrnice této tečny). Jestliže body [x0, f(x0)], [x, f(x)] na grafu funkce f(x)
vedeme sečnu, pak jejı́ směrnice je podı́lem přı́růstku (diference) funkčnı́ hodnoty
k přı́růstku (diferenci) argumentu (viz obr. 8a): tan(ϕ) = [f(x) − f(x0)]/(x − x0).
Geometrická představa nám řı́ká, že tečnu a jejı́ směrnici v bodě [x0, f(x0)] dostaneme
limitnı́m přechodem v tomto podı́lu při x → x0. Tedy směrnice takové tečny je geo-
metrickou interpretacı́ této limity, která dostala název derivace funkce f(x) v bodě x0
jejı́ho definičnı́ho oboru.

Jestliže se hmotný bod pohybuje po přı́mce a funkce s = f(t) popisuje jeho polohu
v závislosti na čase t, pak jeho průměrná rychlost v časovém intervalu 〈t0, t〉 je určena
podı́lem [f(t)− f(t0)]/(t− t0). Limitnı́m přechodem při t → t0 v tomto podı́lu - který
je až na označenı́ nezávisle proměnné analogický k výrazu pro směrnici sečny - pak
zřejmě dostaneme hodnotu okamžité rychlosti takového bodu v čase t0. Vidı́me tedy,
že fyzikálnı́ interpretacı́ takové limity (tedy derivace funkce popisujı́cı́ polohu bodu)
je okamžitá rychlost takového pohybu.

5.2 Definice derivace funkce

Definice 5.1. Jestliže pro funkci y = f(x) v hromadném bodě x0 ∈ D(f) jejı́ho
definičnı́ho oboru existuje limita

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

, (5.1)
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pak tuto limitu nazýváme derivacı́ funkce f(x) v bodě x0
a označujeme ji symbolem f ′(x0), nebo (Leibnizův tvar) df

dx
(x0),

df(x0)
dx

.
Je-li tato limita vlastnı́ (konečná), nazýváme ji vlastnı́ derivacı́, v přı́padě nevlastnı́ derivace

v bodělimity nevlastnı́ derivacı́ funkce f(x) v bodě x0. 4

Pro jednostranné limitnı́ přechody x → x+0 , x → x−0 jsou analogicky definovány
pojmy derivace funkce f(x) v bodě x0 zprava, zleva (pro vnitřnı́ bod x0 definičnı́ho
oboru můžeme uvažovat obě jednostranné limity, u krajnı́ch bodů konečných intervalů
a nevlastnı́ch bodů −∞,+∞ pak jen odpovı́dajı́cı́ jednostrannou limitu).

Má-li funkce f(x) derivaci v každém bodě otevřeného intervalu I , pak hodnoty této de-
rivace definujı́ funkci, kterou označujeme symbolem f ′(x) a nazýváme derivacı́ funkce
f(x) . Pro uzavřený interval jsou hodnoty derivace v jeho krajnı́ch bodech definovány
hodnotami odpovı́dajı́cı́ derivace zprava nebo zleva. Má-li funkce na intervalu I deri- derivace

funkcevaci, označuje se také jako funkce diferencovatelná na tomto intervalu ; má-li spojitou
derivaci f ′(x), nazývá se také hladká funkce, resp. křivka.
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obr. 8 a) - definice derivace, b) - různé derivace zleva, zprava

Poznámka 5.2.

1. Funkce může mı́t derivaci v bodě jen tehdy, je-li definována i v jistém okolı́
tohoto bodu.

2. Ekvivalentnı́ definice derivace funkce f(x) v bodě x má tvar

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

. (5.2)

3. Libovolná funkce může mı́t v daném bodě nejvýš jednu hodnotu derivace.

4. V přı́padě nevlastnı́ derivace ve vlastnı́m bodě je geometrickou interpretacı́
takové derivace směrnice svislé tečny.

5. Funkce má daném bodě derivaci právě tehdy, když má v tomto bodě derivaci
zleva i zprava a jejich hodnoty se rovnajı́.

Věta 5.3. Má-li funkce v daném bodě vlastnı́ derivaci, je v něm spojitá .
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(Dokažte z definice derivace, prodiskutujte neexistenci derivace funkce v bodě nespo-
jitosti 1. druhu).
Ze spojitosti v funkce bodě ale neplyne existence jejı́ derivace v tomto bodě - typic- derivace -

spojitostkým přı́kladem jsou body, ve kterých má graf spojité funkce špičku (napřı́klad funkce
f(x) = |x| v bodě x = 0, kde derivace zleva, zprava jsou různé; nebo podobná funkce
z obr. 8b).

5.3 Přı́klady výpočtu derivace z jejı́ definice

Přı́klad 5.4. Funkce f(x) = x3 má definičnı́ obor (−∞,+∞) a z definice je

f ′(x0) = lim
x→x0

x3 − x30
x− x0

= lim
x→x0

(x− x0)(x2 + xx0 + x20)
x− x0

= lim
x→x0
(x2+xx0+x20) = 3x

2
0.

Funkce f(x) = xn, n ∈ N má definičnı́ obor (−∞,+∞) . Pro jejı́ derivaci v bodě x
dostaneme z definice a užitı́m binomické formule xn

lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
= lim

h→0
[(xn + nhxn−1 + · · ·+ nhn−1x+ hn)− xn]/h = nxn−1.

Přı́klad 5.5. Pro funkci f(x) = exp(x) = ex s definičnı́m oborem (−∞,+∞) platı́ exp(x)

lim
h→0

exp(x+ h)− exp(x)
h

= lim
h→0

exp(h)− 1
h

exp(x) = exp(x). (5.3)

Přı́klad 5.6. Sudá funkce f(x) = 3
√

x2 je také definována na celé reálné ose; z definice
derivace v bodě x = 0 dostaneme

f ′(0) = lim
x→0

3
√

x2

x− 0
= lim

x→0

1
3
√

x
.

Limita zleva je rovna −∞, limita zprava je rovna +∞ - funkce má v tomto bodě
svislou (polo)tečnu vycházejı́cı́ z počátku, ke které směřuje graf z obou stran bodu
x = 0 (nakreslete si tento graf se špičkou v počátku - tzv. bod vratu !) - nemá tedy
v něm derivaci. Pro derivaci v bodech x 6= 0 dostaneme výsledek f ′(x) = x−1/3.

Přı́klad 5.7. Pro derivaci funkce sin(x) v každém bodě jejı́ho definičnı́ho oboru platı́
sin(x)

(sin(x))′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sin(x)
h

= lim
h→0

2
h
cos(
2x+ h

2
) · sin(h

2
) =

= lim
h→0
cos(x+

h

2
) · sin(h

2
) · 2

h
= cos(x) (5.4)

(s použitı́m trigonometrických identit a známé limity pro sin(x)/x při x → 0).

Přı́klad 5.8. Použijeme-li z geometrie známou rovnici přı́mky procházejı́cı́ daným
bodem s danou směrnicı́ a toho, že směrnice tečny ke grafu funkce f(x) v bodě
[x0, f(x0)] je f ′(x0), směrnice normály je −1/f ′(x0) (proč ?), pak můžeme napsat
rovnice takové tečny a normály takto rovnice

tečny
y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0), y = f(x0)−

1
f ′(x0)

(x− x0). (5.5)

Funkce f(x) = exp(x) = ex má tedy v bodě [0, 1] tečnu o rovnici y = 1 + x
a normálu s rovnicı́ y = 1− x.

Úloha: Pod jakým úhlem se protı́najı́ křivky y = x2, y2 = x ?
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5.4 Pravidla pro výpočet derivace funkcı́

Průvodce studiem

Při výpočtu derivacı́ složitějšı́ch funkcı́ můžeme použı́t pravidel, která z definice
derivace plynou pro výpočet derivace lineárnı́ kombinace, součinu a podı́lu dvou
funkcı́, pro funkci složenou a inverznı́. Můžeme tak převést výpočet derivacı́ složi-
tějšı́ funkce na výpočet derivacı́ funkcı́ jednoduššı́ch.

Věta 5.9. Necht’ funkce f(x), g(x) majı́ ve společném bodě x svých definičnı́ch
oborů vlastnı́ derivaci. Pak v tomto bodě majı́ derivace i funkce, které jsou jejich
lineárnı́ kombinacı́, součinem nebo podı́lem a platı́ následujı́cı́ pravidla

1.
(
c1f(x) + c2g(x)

)′
= c1f

′(x) + c2g
′(x);

2.
(
f(x) · g(x)

)′
= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x);

3. (f(x)
g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)
g2(x)

při g(x) 6= 0.

Důkaz.
Pravidla pro derivovánı́ lineárnı́ kombinace odvodı́me snadno z definice derivace.
Pro derivaci součinu dostaneme s použitı́m definice derivace a předchozı́ch pravidel(

f(x) · g(x)
)′
= lim

h→0

1
h

(
f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

)
=

= lim
h→0

1
h

(
f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x+ h) + f(x)g(x+ h)− f(x)g(x)

)
=

= lim
h→0

g(x+h)·1
h

(
f(x+h)−f(x)

)
+f(x)·lim

h→0

1
h

(
g(x+h)−g(x)

)
= f ′(x)g(x)+f(x)g′(x).

Podobně odvodı́me s použitı́m předchozı́ch pravidel pravidlo pro derivaci podı́lu:(f(x)
g(x)

)′
= lim

h→0

1
h

(f(x+ h)
g(x+ h)

− f(x)
g(x)

)
= lim

h→0

1
h

f(x+ h)g(x)− f(x)g(x+ h)
g(x+ h)g(x)

=

= lim
h→0

1
g(x+ h)g(x)

1
h

(
f(x+ h)g(x)− f(x)g(x) + f(x)g(x)− f(x)g(x+ h)

)
=

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Přı́klad 5.10. a)
(
x+sin(x)

)′
= 1+cos(x); b)

(√
x+e−x

)′
= −1

2 x−1/2−e−x.

c)
(
x2 sin(x)

)′
= 2x sin(x) + x2 cos(x), d)

(
x3ex

)′
= (x3 + 3x2)ex.

e)
(
tan(x)

)′
=

( sin(x)
cos(x)

)′
=
sin2(x) + cos2(x)

cos2(x)
=

1
cos2(x)

. (5.6)
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Úloha: Odvod’te funkčnı́ předpisy pro derivace funkcı́ cos(x), cot(x), sinh(x)
(viz tabulka v odst. 5.5, [3-8,11]).

Věta 5.11. Derivace složené funkce
Necht’ funkce u = g(x) má vlastnı́ derivaci v bodě x0
a funkce y = f(u) má vlastnı́ derivaci v bodě u0 = g(x0).
Pak složená funkce y = F (x) = f (g(x)) má vlastnı́ derivaci v bodě x0 a platı́

F ′(x0) = f ′(u0) · g′(x0) = f ′ (g(x0)) · g′(x0). (5.7)

(Při vı́cenásobném složenı́ se toto pravidlo použı́vá opakovaně.) 4
Přı́klad 5.12. Pro derivaci obecné mocninné funkce s konstantou a ∈ R dostaneme
výsledek

(xa)′ = (ea. ln(x))′ = ea·ln(x)(a. ln(x))′ = xaa
1
x
= axa−1 (5.8)

formálně shodný s derivacı́ funkce xn, n ∈ N .

Přı́klad 5.13. Pro výpočet derivace funkce f(x) = x
√
2 + x3 použijeme pravidla

pro derivaci součinu a složené funkce(
x
√
2 + x3

)′
=
√
2 + x3 + x(2 + x3)−1/2 · 3x2 = 2 + 4x

3

√
2 + x3

.

Přı́klad 5.14.(
exp(2 sin(x))

)′
= exp(2 sin(x)) · 2 cos(x);

(
xx

)′
= xx · (1 + ln(x)).

Přı́klad 5.15. Pro výpočet derivace funkce F (x) = f(x)g(x) použijeme následujı́cı́
postup(

f(x)g(x)
)′
=

(
exp(g(x) · ln(f(x))

)′
= f(x)g(x)

(
g′(x) ln(f(x)) + g(x)

f ′(x)
f(x)

)
.

(5.9)
Např. tak spočı́táme (xx2)′ = (exp(x2 ln(x))′ = xx2(2x ln(x) + x)

Věta 5.16. Derivace inverznı́ funkce
Je-li funkce y = f(x) spojitá a ryze monotonnı́ na otevřeném intervalu I
a má derivaci f ′(x0) 6= 0, x0 ∈ I , pak má inverznı́ funkce x = f−1(y)

v bodě y0 = f(x0) derivaci a platı́
(
f−1(y0)

)′
= 1/f ′(x0). 4

Poznámka 5.17. Při použitı́ Leibnizovy symboliky pro derivaci funkce y = f(x)
ve tvaru f ′(x) = dy/dx pak formálně dostaneme pro derivaci inverznı́ funkce
x = f−1(y) vyjádřenı́ jejı́ derivace v analogickém tvaru dx/dy = 1/f ′(x), který nám
umožnı́ snadno si toto pravidlo zapamatovat či připomenout. Toto pravidlo můžeme
také odvodit z geometrických vlastnostı́ grafů funkcı́ f, f−1 a jejich tečen.

Přı́klad 5.18.

Funkce y = ln(x) je funkcı́ inverznı́ k funkci ex. Proto platı́
(
ln(x)

)′
= 1/ey = 1/x .

Pro derivaci funkce arcsin(x), x ∈ 〈−1, 1〉,
inverznı́ k funkci sin(x), x ∈ 〈−π/2, π/2〉 pak platı́(
arcsin(x)

)′
= 1/

(
sin(y)

)′
= 1/ cos(y) = 1/

√
1− sin2(y) = 1/

√
1− x2.

Pro derivaci funkce arctan(x), inverznı́ k funkci tan(x), najdeme(
arctan(x)

)′
= 1/

(
tan(y)

)′
= cos2(y) = 1/(1 + tan2(y)) = 1/(1 + x2).

43



5.5 Přehled derivacı́ elementárnı́ch funkcı́

V předchozı́ch odstavcı́ch jsme ukázali derivace některých jednoduššı́ch funkcı́
a pravidla pro počı́tánı́ derivacı́ funkcı́ se složitějšı́m funkčnı́m předpisem. V literatuře
nebo na webových stránkách a v prostředcı́ch symbolic computing najdeme celou
řadu takových formulı́ a možnostı́ nechat si spočı́tat derivace i dost složitých funkcı́.
Doporučuje se zapamatovat si formule pro derivace elementárnı́ch funkcı́, jejichž
stručný přehled je v následujı́cı́ tabulce:

funkce derivace funkce derivace
xa, a ∈ R axa−1 c = konst. 0
ax, a > 0 ax ln(a) ex ex

loga(x) 1/(x. ln(a)) ln(x) 1/x
sin(x) cos(x) cos(x) − sin(x)
tan(x) 1/ cos2(x) cot(x) −1/ sin2(x)
arcsin(x) 1/

√
1− x2 arccos(x) −1/

√
1− x2

arctan(x) 1/(1 + x2) arccot(x) −1/(1 + x2)

Tyto vzorce platı́ pro argumenty z definičnı́ch oborů jednotlivých funkcı́.

Poznámka 5.19. Derivace implicitně nebo parametricky zadaných funkcı́
Pro výpočet derivace funkce zadané implicitně (např. algebraických křivek) v zadaném
bodě použijeme pravidel o derivaci složené funkce. Např. pro výpočet derivace paraboly
y2 = 2px derivacı́ obou stran podle proměnné x dostaneme vztah platný pro oba jejı́
segmenty y′ = p/y.
Pro směrnici tečny ke křivce x2 + 2xy − y2 = 2x dostaneme po derivaci obou stran
předpis y′ = (1− x− y)/(x− y).
Máme-li funkci (křivku) zadánu parametrickým předpisem jejı́ch složek
x = x(t), y = y(t), t ∈< a, b >, x(t), y(t) diferencovatelné funkce,
pak s použitı́m Leibnizovy symboliky pro diferenciály (viz odst. 7.1) formálně snadno
odvodı́me postup pro výpočet derivace takové funkce v bodě [x(t), y(t)]:

d

dt
f(x(t), y(t)) =

dy

dx
(t) =

y′(t)dt

x′(t)dt
=

y′(t)
x′(t)

(5.10)

(derivace funkcı́ x(t), y(t) jsou zde vzhledem k parametru t a často se pro odlišenı́
označujı́ tečkou mı́sto čárkou).
Pro parametrické rovnice elipsy se středem v počátku a poloosami délek a, b
x(t) = a cos(t), y(t) = b sin(t), t ∈ 〈0, 2π〉 tak pro jejı́ derivaci dostaneme
dy
dx
(t) = b cos(t)/[−a sin(t)] = −(b/a) cot(t).

Stejný výsledek dostaneme z jejı́ho implicitnı́ho vyjádřenı́ b2x2 + a2y2 = a2b2

předchozı́m postupem - jen s úpravou výsledku y′ = −(b2x)/(a2y) (proved’te !).
Pro cykloidu s parametrickými rovnicemi
x(t) = r(t − sin(t)), y(t) = r(1 − cos(t)), r > 0, t ∈ 〈0, 2π〉 dostaneme dy

dx
(t) =

r sin(t)/[r(1− cos(t))] = sin(t)/[1− cos(t)].
(Nakreslete tuto křivku a srovnejte analytický výsledek s geometrickou interpretacı́
derivace.)
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5.6 Derivace vyššı́ch řádů

Derivace funkce f(x) je zpravidla opět funkcı́, pro kterou opět můžeme hledat jejı́
derivaci v daném bodě nebo na jistém intervalu. Tento proces pak přı́padně můžeme
opakovat a definovat tak pro funkci jejı́ derivace vyššı́ch řádů .

Definice 5.20. Pokud je prvnı́ derivace f ′(x) funkce f(x) diferencovatelná, pak

druhou derivacı́ funkce f(x) je funkce f ′′(x) :=
(
f ′(x)

)′
.

Pro libovolné n ∈ N pak n-tou derivaci (derivaci n-tého řádu) definujeme vztahem

f (n)(x) :=
(
f (n−1)(x)

)′ (
jiný zápis

dnf(x)
dxn

=
d

dx
(
dn−1f(x)

dxn−1 )
)
. (5.11)

Symbolem f (0)(x) pak se označuje také původnı́ funkce f(x) . Třı́da funkcı́
se spojitou n-tou derivacı́ na intervalu I se pak označuje symbolem Cn(I).

Přı́klad 5.21. Pro funkci f(x) = xn podle této definice a pravidel o počı́tánı́ limit
platı́(

xn
)′
= nxn−1,

(
xn

)′′
= n(n− 1)xn−2, · · · ,

(
xn

)(n−1)
= n!x,

(
xn

)(n)
= n! .

(5.12)

Přı́klad 5.22. Pro funkci sin(x) dostaneme postupným derivovánı́m(
sin(x)

)′
= cos(x),

(
sin(x)

)′′
= − sin(x),

(
sin(x)

)′′′
= − cos(x),

(
sin(x)

)(4)
= sin(x).

Ukažte, že platı́
(
sin(x)

)(n)
= sin(x+ nπ/2).

Přı́klad 5.23. Pro funkci ax platı́

(ax)′ = (ex. ln(a))′ = ln(a).ax, (ax)′′ = (ln(a))2.ax, · · · (ax)(n) = (ln(a))nax. (5.13)

Přı́klad 5.24. Pro druhou a třetı́ derivaci součinu dvou funkcı́ platı́ formule (Leibniz)

(f.g)′′ = f ′′.g + 2f ′.g′ + f.g′′, (f.g)′′′ = f ′′′.g + 3f ′′.g′ + 3f ′.g′′ + f.g′′′. (5.14)

Odvod’te tyto formule a formuli pro n-tou derivaci součinu dvou funkcı́.

Shrnutı́
V této kapitole jsme si ukázali geometrickou a fyzikálnı́ interpretaci pojmu derivace,
definici derivace funkce v bodě a na intervalu (D 5.1), metody jejı́ho výpočtu (V 5.8,
5.10. 5.15), přehled derivacı́ elementárnı́ch funkcı́, postup při výpočtu derivace funkce
zadané implicitně nebo parametricky (pozn. 5.18). Ukázali jsme, jak jsou definovány
derivace vyššı́ch řádů (D 5.19).

Pojmy k zapamatovánı́
• Derivace funkce v bodě, na intervalu - definice, pravidla pro jejich výpočet.
• Derivace funkce zadané implicitně, parametricky.
• Derivace vyššı́ch řádů - definice, metody výpočtu.
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Kontrolnı́ otázky
1. Jak můžeme interpretovat definici derivace geometricky, při studiu dynamických

procesů ?
2. Jaký výsledek by dal takový limitnı́ proces pro funkci nespojitou v daném bodě ?
3. Odvod’te vzorce pro derivace elementárnı́ch funkcı́ v našı́ tabulce - s použitı́m de-

finice, nebo také někdy s pomocı́ vztahů mezi nimi (např. u arccos(x), arctan(x)).

Cvičenı́
1. Odvod’te formule pro vyššı́ derivace ostatnı́ch elementárnı́ch funkcı́.
2. Odvod’te formuli pro n=tou derivaci funkce f(x) = (a+ bx)m.

3. Odvod’te formuli pro n-tou derivaci součinu dvou funkcı́ (Leibniz).
4. Odvod’te vzorec pro druhou a třetı́ derivaci složené funkce.
5. Odvod’te formuli pro druhou a třetı́ derivaci inverznı́ funkce.
6. Odvod’te formuli pro druhou a třetı́ derivaci podı́lu dvou funkcı́.
7. Odvod’te formuli pro druhou a třetı́ derivaci parametricky zadané funkce.
8. Najděte formuli pro směrnici tečny v bodě Archimedovy spirály r = a · ϕ.

9. Najděte formuli pro směrnici tečny v bodě kardioidy r = a(1 + cos(ϕ)).

10. Ukažte, že pro pro hyperbolické funkce sinh(x), cosh(x) platı́
(sinh(x))(n) = sinh(x) [cosh(x)] pro n sudá [lichá] ,
(cosh(x))(n) = cosh(x) [sinh(x)] pro n sudá [lichá].

11. Elektrický obvod s kondenzátorem o náboji Q = a exp(−bt) a rezistorem s od-
porem R dává proud o intenzitě i = dQ/dt (t... čas). Za jak dlouho klesne
intenzita proudu na polovinu počátečnı́ hodnoty ?

12. Fyzikálnı́ interpretacı́ druhé derivace funkce popisujı́cı́ pohyb hmotného bodu
v závislosti na čase je jeho zrychlenı́ . Odvod’te vztah pro zrychlenı́ netlumeného
kmitavého pohybu, popsaného vztahem y = a sin(ω0t+ ϕ) .

13. V geometrii je křivost grafu funkce y = f(x) dána vztahem (viz např. [12])
k = |y′′|/(1 + (y′)2)3/2 a tzv. poloměr křivosti (poloměr oskulačnı́ kružnice)
R = 1/k. Vypočtěte křivost
- paraboly, hyperboly, elipsy;
- cykloidy, Archimedovy a logaritmické spirály, kardioidy, lemniskaty.

Řešenı́
1. Viz např. [3],[6],[12]
2. f (n)(x) =

(
m
n

)
(a+ bx)(m−n)bn, m ≥ n

3. (f · g)(n) = f (n)g + n · f (n−1)g′ +
(

n
2

)
+ · · ·+ n · f ′ · g(n−1) + f · g(n)

4. (f ◦ g)(2) = f ′′ · (g′)2 + f ′ · g′′
; (f ◦ g)(3) = f (3) · (g′)3 + 3f ′′ · g′ · g′′ + f ′ · g′′′

5. (f−1))′′ = −f ′′/(f ′)2; (f−1)(3) = (2f ′f ′′ − f ′′′ · f ′)/(f ′)3

6. (f/g)′′ = [(f ′′g − fg′′)g − 2g′(f ′g − fg′)]/g3 =
= −2f ′g′/g2 + f ′′/g + f(2g′2/g3 − g′′/g2);
(f/g)′′′ = −3f ′′g′/g2 + 3f ′(2g′2 − gg′′)/g3 + f ′′′/g+
+f(−6g′3 + 6gg′g′′ − g2g′′′)/g4.

7. d2y
dx2
= [y′′x′−y′x′′]/(x′)3, d3y

dx3
= [y′′′(x′)2−y′x′x′′′−3y′′x′x′′+3y′(x′)2]/(x′)5.

8. dy
dx
= tan(ϕ)+ϕ
1−ϕ·tan(ϕ) = tan(ϕ+ arctan(ϕ)). (Složitějšı́ úpravy !)

9. dy
dx
= − cos(ϕ)+cos(2ϕ)sin(ϕ)+sin(2ϕ) = − cot(3ϕ/2), ϕ 6= 0,±32π.
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6 Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu

Studijnı́ cı́le: Uvedeme některé základnı́ vlastnosti spojitých funkcı́ a jejich souvislost
s vlastnostmi jejich derivacı́. Ty byly formulovány v řadě tzv. základnı́ch vět diferen-
ciálnı́ho počtu, kterých budeme v dalšı́m použı́vat při studiu průběhu funkcı́ a dalšı́ch
kapitolách.
Klı́čová slova: funkce rostoucı́, klesajı́cı́, extrém funkce; věty - Fermat, Rolle, Cauchy,
Lagrange; L’Hospitalovo pravidlo.
Potřebný čas: 150 minut.

Průvodce studiem

V této kapitole se budeme věnovat takovým vlastnostem spojitých a diferencova-
telných funkcı́, které nám umožnı́ ověřovat a upřesňovat si některé jejich vlastnosti,
které vidı́me na jejich grafech (na papı́ru nebo na obrazovce počı́tače) - jejich mo-
notonnost, existenci a lokalizaci maximálnı́ch a minimálnı́ch (extremálnı́ch) hodnot
s pomocı́ jejich prvnı́ derivace, nebo výpočet limit tzv. neurčitých výrazů.

6.1 Vlastnosti funkcı́ - monotonnost, extrémy

V této kapitole rozšı́řı́me studium vlastnostı́ funkcı́, uvedených v části 2.3 (Def. 2.5).

Definice 6.1. Funkce f(x) ∈ C(I) (spojitá na intervalu I ) funkce
rostoucı́
klesajı́cı́• je rostoucı́ na tomto intervalu, jestliže ∀x1, x2 ∈ I, x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

• je klesajı́cı́ na tomto intervalu, jestliže ∀x1, x2 ∈ I, x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2),

• nabývá v bodě x0 lokálnı́ho maxima, jestliže existuje takové jeho okolı́ O(x0) ,
že ∀x ∈ O(x0), f(x) ≤ f(x0), extrémy

• nabývá v bodě x0 lokálnı́ho minima, jestliže existuje takové jeho okolı́ O(x0),
že ∀x ∈ O(x0), f(x) ≥ f(x0).

• Lokálnı́ minima a maxima funkce se souhrnně označujı́ jako lokálnı́ extrémy
funkce. Jestliže rovnost nastává jen v bodě x0, použı́vajı́ se termı́ny ostré mini-
mum, ostré maximum, ostrý lokálnı́ extrém. 4

Poznámka 6.2. Z předchozı́ definice rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce a z definice derivace
funkce plyne následujı́cı́ vztah mezi těmito vlastnostmi funkce (dokažte !):
Jestliže f ′(x0) > 0, pak funkce f(x) je rostoucı́ v jistém okolı́ bodu x0; derivace -

monotonnostpři f ′(x0) < 0 je tato funkce klesajı́cı́ v jistém okolı́ bodu x0 . 4

Rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce se souhrnně označujı́ jako monotonnı́ funkce. Pro vyšetřenı́
intervalů monotonnosti funkce je tedy základem znalost tzv. stacionárnı́ch bodů s nu-
lovou hodnotou derivace. Těchto vlastnostı́ použijeme při vyšetřovánı́ průběhu funkce
v kap.8.2 . Při nulové hodnotě derivace v daném bodě nenı́ situace jednoznačná, jak
nám ukazuje přı́klad funkcı́ x2, x3 , které obě majı́ při x = 0 nulovou hodnotu
derivace, ale prvnı́ má v tomto bodě minimum, druhá je v jeho okolı́ rostoucı́ funkcı́.
Opačný pohled na vztah mezi těmito vlastnostmi ukazuje následujı́cı́ věta.
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Věta 6.3. (Fermat)
Jestliže funkce f(x) ∈ C〈a, b〉 v bodě c ∈ (a, b) nabývá svého lokálnı́ho maxima
nebo minima a existuje f ′(c) , pak f ′(c) = 0. 4

Důkaz této věty odvodı́me z definice lokálnı́ch extrémů a definice derivace funkce
v bodě (podı́ly přı́růstků funkčnı́ch hodnot a argumentu zleva a zprava majı́ opačné
znaménko a společnou hodnotou limit zleva a zprava je v nula). Použijeme jı́ při hledánı́
extrémů funkce v kapitole 8.

6.2 Věty o přı́růstku funkce, o střednı́ hodnotě

Dalšı́ vztah mezi vlastnostmi spojité funkce a jejı́ derivacı́ ukazuje tato věta:

Věta 6.4. (Rolle)
Necht’ funkce f(x) ∈ C〈a, b〉 má v každém bodě intervalu (a, b) derivaci a platı́
f(a) = f(b). Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že f ′(c) = 0.

Důkaz. Pro konstantnı́ funkci je derivace nulová ve všech bodech takového intervalu.
Pro obecnou funkci s uvedenými vlastnostmi se důkaz této věty opı́rá o Weierstras-
sovu větu (viz V.4.18), podle které taková funkce nabývá v uzavřeném intervalu své
maximálnı́ i minimálnı́ hodnoty, které pro nekonstantnı́ funkci jsou (alespoň jedna
z nich) různé od hodnot f(a) = f(b) a jsou tedy funkčnı́ hodnotou v bodě c ∈ (a, b).
Podle Fermatovy věty (V.6.3) v takovém bodě lokálnı́ho extrému platı́ f ′(c) = 0 (viz
obr. 9a).

Přı́klad 6.5. Funkce f(x) = x(x− 1)(x− 2) má nulové body (kořeny) 0, 1, 2 a tedy
jejı́ derivace má nulové body v intervalech (0, 1), (1, 2).

Geometrická interpretace této věty nám řı́ká, že graf takové funkce má v uvažovaném
intervalu alespoň jednu tečnu s nulovou směrnicı́ - tedy rovnoběžnou s osou x .
Pokud funkce nemá derivaci v některém bodě intervalu, tvrzenı́ nemusı́ platit
(uved’te přı́klad !). 4
Následujı́cı́ věta zobecňuje předchozı́ situaci a jejı́ dalšı́ interpretace jı́ přinesla i ozna-
čenı́ ” věta o přı́růstku funkce ” (viz např. [1-8]).

Věta 6.6. (Lagrange)
Jestliže f(x) ∈ C〈a, b〉, f ′(x) ∈ C(a, b), pak existuje c ∈ (a, b) takové, že platı́

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

(
tedy také f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a).

)
(6.1)

Geometrická interpretace této věty (viz obr. 9b): za uvedených předpokladů existuje
bod c ∈ (a, b), ve kterém je směrnice tečny rovna směrnici sečny grafu funkce f(x),
procházejı́cı́ body [a, f(a)], [b, f(b)]. Tato vlastnost souvisı́ také s označovánı́m této
věty jako ”věty o střednı́ hodnotě diferenciálnı́ho počtu”.
Přepis takové formulace do tvaru uvedeného v závorce nám ukazuje, jak se lišı́ funkčnı́
hodnoty v bodech a, b a zdůvodňuje tak termı́n ” věta o přı́růstku funkce”.
Důsledkem této věty je také rozšı́řenı́ implikace g(x) = f(x) + k ⇒ g′(x) = f ′(x)
na obrácenou implikaci g′(x) = f ′(x) ⇒ g(x) = f(x) + k, (k...konstanta)
při splněnı́ odpovı́dajı́cı́ch předpokladů (zformulujte podrobněji !)
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obr. 9 a), b) - ilustrace vět (Fermat, Rolle, Lagrange)

Přı́klad 6.7. Pro funkci f(x) = x(x2 − 1) platı́ f(0) = f(1) = f(−1) = 0.
V intervalech (−1, 0), (0, 1) jsou body c = ±

√
1/3 s nulovými hodnotami derivacı́.

Dalšı́m zobecněnı́m předchozı́ věty (kterou obsahuje jako speciálnı́ přı́pad
pro g(x) = x) je následujı́cı́ věta:

Věta 6.8. (Cauchy)
Necht’ f(x), g(x) ∈ C〈a, b〉 a v každém bodě x ∈ (a, b) existujı́ jejich vlastnı́ derivace
f ′(x), g′(x). Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že platı́

[f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(c)
(f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)
g′(c)

při g′(c) 6= 0.
)

(6.2)

Důkaz. Pro konstrukci důkazu této věty definujeme funkci
F (x) = [f(b)− f(a)][g(x)− g(a)]− [g(b)− g(a)][f(x)− f(a)].
Ta je spojitá na intervalu 〈a, b〉, má derivaci na intervalu (a, b) a platı́ F (a) = F (b) = 0.
Podle Rolleovy věty tedy existuje c ∈ (a, b), pro které je
F ′(c) = 0 = [f(b)− f(a)]g′(c)− [g(b)− g(a)]f ′(c),
odkud plyne již tvrzenı́ věty.

Poznámka 6.9. Známějšı́ druhý tvar tvrzenı́ této věty vyžaduje nenulovost prvnı́
derivace - napřı́klad pro funkce f(x) = x2, g(x) = x3 platı́ v intervalu 〈0, 2〉, neplatı́
v intervalu 〈−1, 1〉.

Věty uvedené v tomto odstavci použijeme v dalšı́m při vyšetřovánı́ průběhu funkce,
nebo odhadu derivacı́.

6.3 L’Hospitalovo pravidlo

Při výpočtu limit složitějšı́ch funkcı́ se setkáme se situacı́, kdy při použitı́ pravidel
o limitě podı́lu, rozdı́lu nebo složené funkce se nám jako limity v jejich složkách objevı́
tzv. ”neurčité výrazy” typu (výhrady k tomuto termı́nu viz ve [2], přı́klady v [11])

0
0
,

∞
∞

, ∞−∞, 0 · ∞, 00, ∞0, 1∞,
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pro které nejsou přı́slušné operace jednoznačně definovány a mohou vést k různým
výsledkům, které závisı́ na poměru rychlostı́, s jakou se jednotlivé faktory blı́žı́ ke svým
limitám. Pro výpočet limit v takových situacı́ch je důležitým nástrojem následujı́cı́ věta.

Věta 6.10. (L’Hospital)
Necht’ funkce f(x), g(x) jsou diferencovatelné v nějakém okolı́ bodu c .

1. Jestliže současně platı́

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = 0, a lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

= b, pak také lim
x→c

f(x)
g(x)

= b.

(6.3)

2. Jestliže současně platı́

lim
x→c

|f(x)| = lim
x→c

|g(x)| =∞ a lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

= b,

pak také lim
x→c

f(x)
g(x)

= b. (6.4)

Přı́klad 6.11.
lim

x→∞

ln(x)
x
= lim

x→∞

1/x
1
= 0. (typ |∞

∞
|).

Tohoto výsledku můžeme použı́t pro výpočet limity typu ∞0 :

lim
x→∞

x1/x = lim
x→∞
exp(
ln(x)

x
) = e0 = 1.

Podobný postup použijeme pro limity výrazů typu 0 · ∞, 00, 1∞ (upozorněnı́ ve [2],
str. 45 ukazuje na jisté problémy).

Přı́klad 6.12.

lim
x→∞

x · ln
(
1 +
1
x

)
= lim

x→∞

ln(1 + 1/x)
1/x

= lim
x→∞

1
1+1/x

· (−1
x2
)

−1/x2
= lim

x→∞

x

1 + x
= 1.

Tento výsledek můžeme použı́t k výpočtu limity neurčitého výrazu typu 1∞

lim
x→∞

(
1 +
1
x

)x

= lim
x→∞
exp(x ln

(
1 +
1
x

)
) = exp( lim

x→∞
x ln

(
1 +
1
x

)
) = e1 = e.

Poznámka 6.13. L’Hospitalova pravidla můžeme použı́t i k výpočtu limit některých
posloupnostı́, generovaných funkcı́ f(x) předpisem f(n) = an.
Platı́ totiž limx→∞ f(x) = L ⇒ limn→∞ an = L (dokažte !).

Přı́klad 6.14.

lim
x→∞

x1/x = lim
x→∞
exp(
ln(x)

x
) = exp( lim

x→∞

ln(x)
x
) = exp( lim

x→∞

1
x
) = e0 = 1.

Proto limn→∞
n
√

n = e0 = 1.

Přı́klad 6.15. L’Hospitalovo pravidlo nemůžeme použı́t např. pro výpočet limity

lim
x→∞

x

x+ ln(x). sin(x)
= lim

x→∞
(1 + sin(x). ln(x)/x)−1 = 1,

protože podı́l derivacı́ tam limitu nemá (ukažte !).
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Přı́klad 6.16. V matematice se obvykle definuje symbol 00 = 1;
to obecně neplatı́ pro limitu neurčitých výrazů tohoto typu -
např. pro ∀x > 0 je x1/ ln(x) = exp(ln(x)/ ln(x)) = e (konstantnı́ funkce),
ale lim

x→0+
x = lim

x→0+
(1/ ln(x)) = 0. 4

Shrnutı́
V této kapitole jsme si zopakovali a rozšı́řili definice některých vlastnostı́ funkcı́ (D 6.1)
a jejich extrémů. Ukázali jsme na souvislosti mezi vlastnostmi funkce a jejı́ derivace
(pozn. 6.2, V 6.3-6.6). Použili jsme L’Hospitalovo pravidlo pro výpočet některých limit
funkcı́.
Pojmy k zapamatovánı́

• Monotonnı́ funkce, druhy extrémů.
• Věty - Fermat, Rolle, Lagrange, Cauchy, L’Hospital .

Kontrolnı́ otázky
1. Jak jsou definovány lokálnı́ extrémy funkce, oblasti monotonnosti ?
2. Jaké vztahy jsou mezi vlastnostmi funkce a jejı́ derivace ?
3. Pro jaké úlohy se použı́vá L’Hospitalovo pravidlo ?
4. Platı́ takové pravidlo pro každou limitu podı́lu ?

Použijte l’Hospitalova pravidla k výpočtu následujı́cı́ch limit.
Cvičenı́

1.
lim
x→0
(tan(x)− x)/(x− sin(x)).

2.
lim
x→0
(cot(x)− 1

x
); lim

x→0+
3
√

x ln(x).

3.

lim
x→∞

(
x · ln(x− 1

x+ 1
)

)
= lim

x→∞

ln((x− 1)/(x+ 1))
1/x

= lim
x→∞

−2x2

x2 − 1
.

4.

lim
x→1

(
1
ln(x)

− 1
x− 1

)
.

5.

a) lim
x→1
(1− x) · tan(πx/2); b) lim

x→0

1 + x

1− x

1/x

.

6.

a) lim
x→0

(
sin(x)

x

)1/x2

; b) lim
x→0
exp(−1/x2) · cot2(x).

Řešenı́
1. 2.

2. 0; 0.

3. −2.
4. 1/2.

5. 2/π; e2.

6. e−1/6; 0.
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7 Diferenciál, Taylorův rozvoj funkce

Studijnı́ cı́le: Geometrickou interpretacı́ derivace funkce v bodě x0 je směrnice tečny
ke grafu funkce v tomto bodě. Tato tečna je lineárnı́ aproximacı́ této funkce v okolı́ bodu
x0, která v něm s použitı́m hodnoty derivace aproximuje přı́růstek funkce (diferenci)
jeho přibližnou hodnotou - diferenciálem funkce. Funkce které majı́ i vyššı́ derivace
můžeme přesněji aproximovat v okolı́ takového bodu pomocı́ jejich Taylorova rozvoje,
kde se použije derivacı́ a diferenciálů vyššı́ch řádů.
Klı́čová slova: Derivace, diference, diferenciál, Taylorův rozvoj .
Potřebný čas: 200 minut.

Průvodce studiem

V této kapitole použijeme pojmu derivace funkce k aproximaci dané funkce (která
může mı́t výpočetně náročný funkčnı́ předpis) v okolı́ daného bodu jejı́m diferen-
ciálem. Pokud taková funkce má i vyššı́ derivace v tomto bodě, použijeme k jejı́
přesnějšı́ aproximaci Taylorova rozvoje v tomto bodě s uvedenı́m výrazu pro jejich
odchylku.

7.1 Diferenciál funkce

V předchozı́ kapitole jsme (v souladu s historickým vývojem diferenciálnı́ho počtu)
označili za diferencovatelnou takovou funkci, která má v jistém intervalu derivaci.
Z geometrické interpretace derivace funkce f(x) v bodě x0 jako směrnice tečny
ke grafu této funkce v bodě x0 plyne, že funkce y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) je
v okolı́ bodu x0 lineárnı́ aproximacı́ funkce f(x) s vlastnostı́ y(x0) = f(x0). Jejı́
odchylka v dalšı́ch bodech takového okolı́ závisı́ na dalšı́ch vlastnostech funkce f(x)
(existenci a vlastnostech vyššı́ch derivacı́). diference

diferenciálDefinice 7.1. Necht’ funkce f(x) je definovaná v okolı́ O(x0) bodu x0 ∈ R a platı́
x0 + h ∈ O(x0).
Diferencı́ (přı́růstkem) funkce f(x) v bodě x0 s přı́růstkem argumentu h
nazýváme veličinu ∆f(x0) = f(x0 + h)− f(x0).
Jestliže funkce f(x) má v bodě x0 konečnou derivaci, pak funkci proměnné h
df(x0, h) := f ′(x0) · h nazýváme diferenciálem funkce f(x) v bodě x0. 4

Poznámka 7.2.

Při označenı́ h = x − x0 = dx, y = f(x) dostaneme v Leibnizově symbolice
jednoduché vztahy mezi derivacı́ a diferenciálem: dy = f ′(x) · dx = df(x).

Pojem diferenciálu funkce byl zobecněn i na funkce, u kterých se nepoužije v definici
hodnota derivace - viz např. lit. [3]. Najdeme tam však i větu, že má-li funkce v bodě
x0 diferenciál, má v něm i vlastnı́ derivaci a pro diferenciál pak platı́ i naše definice.

Geometrickou interpretaci pojmů diference, diferenciál funkce ukazuje obr.10a) .
Diference představuje skutečný přı́růstek funkce na intervalu 〈x0, x0 + h〉, diferenciál
představuje odpovı́dajı́cı́ přı́růstek funkčnı́ hodnoty na tečně ke grafu funkce f(x)
v bodě x0 na stejném intervalu. Proto se diferenciál často použı́vá k odvozenı́ formulı́
pro přibližný výpočet hodnot složitějšı́ch funkcı́ v okolı́ bodu se známou hodnotou
takové funkce.
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Přı́klad 7.3.
a) Pro funkci f(x) = arccotg(x) známe jejı́ hodnotu
arccotg(1) = π/4. Pro přibližný výpočet hodnoty arccotg(1.02) pomocı́ diferenciálu
této funkce dostaneme
arccotg(1.02) ' arccotg(1) + (arccotg(x))′x=1 · 0, 02 = π

4 −
1
2 · 0, 02 ' 0.7754

(zaokroouhlená přesná hodnota je 0.7755).

b) Přibližnou hodnotu e0.02 spočı́táme podobně (x0 = 0, h = 0.02):
e0.02 ' e0 + e0 · 0, 02 = 1 + 0, 02 = 1, 02 (přesná hodnota je 1.0202).

c) Pro přibližnou hodnotu
√
35 dostaneme s použitı́m diferenciálu funkce

√
x, h = −1√

35 '
√
36 + (1/2)36−1/2 · (−1) = 6− 1/12 = 5.917 (přesná hodnota je 5.916).

d) V okolı́ počátku platı́ pro každé a ∈ R (1 + x)a ' 1 + ax.

Přı́klad 7.4. Diferenciál funkce můžeme použı́t také k odhadu absolutnı́ nebo relativnı́
chyby funkčnı́ hodnoty y = f(x) při známém odhadu chyby v argumentu x :
absolutnı́ chyba ' dy = f ′(x)dx,
pro relativnı́ chyby platı́ dy/y = (f ′(x)/f(x))dx.
Jestliže napřı́klad změřı́me délku hrany krychle a s chybou∆a nebo s relativnı́ chybou
jedno procento, pak pro chybu při výpočtu jejı́ho objemu V = a3 platı́ přibližně
dV = 3a2da pro odhad absolutnı́ chyby, dV/V = (3a2da)/a3 = 3 · (da/a) pro odhad
relativnı́ chyby.
Tedy absolutnı́ chyba je asi 3a2-násobkem chyby da, pro relativnı́ chybu objemu
dostaneme asi trojnásobek relativnı́ chyby délky hrany a. 4

3 4 5 6
21

22

23

24

25

26

27

28
diference − diferenciál 
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o *  diference

T3

T2

T1

f(x)

f(x)=1/sqrt(1+x)

obr. 10 a), b) - diference, diferenciál; Taylorovy polynomy

Podobně jako jsme definovali pro funkce rekurzivně derivace vyššı́ch řádů, můžeme
podobně zavést pojem jejich diferenciálů vyššı́ch řádů v daném bodě, má-li funkce
v jeho okolı́ odpovı́dajı́cı́ derivace. Pro prvnı́ diferenciál df(x, h) = f ′(x) · h jako
funkci proměnné x je jeho derivacı́ funkce f ′′(x) ·h a tedy jeho diferenciálem je funkce
d2f(x) = f ′′(x) · h2. (Zde jsme opět použili označenı́ h pro přı́růstek argumentu x. )
Podobně můžeme odvodit rekurzı́ i výrazy pro diferenciály vyššı́ch řádů, uvedené
v následujı́cı́ definici. diferenciály

vyššı́ch řádůDefinice 7.5. Jestliže má funkce f(x) v okolı́ bodu x derivace do řádu n včetně, pak
jejı́ n-tý diferenciál je definován vztahem

dnf(x, h) := d(f (n−1)(x, h)) · h = f (n)(x) · hn (= f (n)(x)dxn). (7.1)
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Přı́klad 7.6. Pro funkci f(x) = x4 je prvnı́m, druhým a třetı́m diferenciálem v bodě x
d1f(x, h) = 4x3h, d2f(x, h) = 12x2h2, d3f(x, h) = 24xh3.
V bodě x = 1 je tedy d1f(1, h) = 4h, d2f(1, h) = 12h2, d3f(1, h) = 24h3.

Cvičenı́
1. Najděte diferenciál funkce f(x) =

√
1+x
1−x

v bodě x = 0. Jaký je rozdı́l mezi
diferenciálem a přı́růstkem funkce při h = 0.2 ?

2. Pomocı́ diferenciálu ukažte, jak se přibližně změnı́ plocha kruhu nebo kruhové
výseče o poloměru r a středovém úhlu α
a) při změně poloměru,
b) při změně středového úhlu
(uvažujte v obou přı́padech jejı́ závislost jen na odpovı́dajı́cı́m jednom parame-
tru).

3. Odvod’te pravidla pro výpočet diferenciálu součinu a podı́lu dvou funkcı́, dife-
renciálu složené funkce.

4. U funkce zadané parametricky můžeme spočı́tat jen diferenciál každé jejı́ složky
v závislosti na přı́růstku parametru.
Ukažte to na přı́kladu elipsy, cykloidy, srdcovky.

7.2 Taylorův rozvoj funkce

Pomocı́ prvnı́ derivace a diferenciálu v daném bodě definičnı́ho oboru jsme v předešlé
části aproximovali funkci lineárnı́m polynomem v okolı́ tohoto bodu. V přı́padě, že
tato aproximace nenı́ dostatečně přesná a funkce má i derivace vyššı́ch řádů, hledáme
přesnějšı́ aproximaci funkce v okolı́ bodu x = x0, která má s původnı́ funkcı́ spo-
lečné hodnoty f (j)(x0), j = 0, 1, · · · , n a dá se (např. v přı́padě složitého funkčnı́ho
předpisu původnı́ funkce) snadno vyčı́slit. Takovou funkcı́ je jejı́ Taylorův polynom,
který dostaneme Taylorovým rozvojem funkce v bodě x0 . Jeho tvar odvodı́me např.
srovnánı́m derivacı́ polynomu

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + · · ·+ an(x− x0)

n

s požadavky P (j)(x0) = f (j)(x0), j = 0, 1, · · · , n. Pro ”neurčité koeficienty” aj

dostaneme takovým srovnánı́m výrazy

a0 = f(x0), a1 = f ′(x0), a2 = f ′′(x0)/2!, · · · an = f (n)(x0)/n!. (7.2)

Taylorův polynom stupně n funkce f(x) se středem x0 má tedy tvar

Tn(x) = f(x0)+
f ′(x0)
1!
(x−x0)+

f (2)(x0)
2!

(x−x0)
2+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n. (7.3)

Pro rozdı́l mezi hodnotami takové funkce f(x) a jejı́ho Taylorova polynomu (pro chybu
aproximace funkce f(x) polynomem Tn(x) ) platı́ následujı́cı́ věta:

Věta 7.7. (Lagrange, Cauchy)
Jestliže funkce f(x) má v okolı́ bodu x0 vlastnı́ derivace až do řádu n + 1, pak pro
všechna x z tohoto okolı́ platı́

f(x) = Tn(x)+Rn+1(x), kde Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

(x−x0)
n, ξ = ξ(x) ∈ (x0, x).

(7.4)
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Poznámka 7.8. Tento vztah se označuje také jako Taylorův vzorec, Taylorův rozvoj
funkce f(x) v bodě x = x0 . Pro Rn+1(x) se použı́vá termı́n zbytek v Taylorově vzorci;
pozice bodu ξ závisı́ na bodu x, ale nenı́ jednoznačně určena (proto ji jen odhadujeme
a pro chybu aproximace tak dostáváme také jen hornı́ odhad; jsou známy i jiné tvary
zbytku Taylorova rozvoje).
Ve speciálnı́m přı́padě při x0 = 0 se použı́vá často termı́n ”Maclaurinův rozvoj.”
Pro n = 0 je speciálnı́m přı́padem Taylorova rozvoje věta o střednı́ hodnotě diferen-
ciálnı́ho počtu. Při n = 1 dostaneme na pravé straně diferenciál df(x0, h)+ zbytek ;
toto se dá použı́t k obecnějšı́ definici diferenciálu (viz [3,7,8]) .
Pro vyššı́ hodnoty n poznáváme v Taylorově polynomu postupné přičı́tánı́ diferenciálů
druhého až n-tého řádu v bodě x0.

Přı́klad 7.9. Pro funkci f(x) = (1 + x)1/2 výpočtem jejı́ch derivacı́ v bodě x0 = 0
dostaneme jejı́ Taylorův polynom

T3(x) = 1 +
1
2
x− 1
8
x2 +

1
16

x3

se zbytkem R4(x) = −1.3.524
x4

4! (1 + θx)−7/2, θ ∈ (0, 1).
Odhad velikosti zbytku (chyba aproximace) je

|R4| ≤
15
16
· x4

24
.

Hornı́ odhad zbytku pro x = 0.2 je 6 · 10−5; pro x = 2.4 ale dostaneme hornı́ odhad
2.3 - to nám ukazuje, že chyba aproximace při většı́ vzdálenosti od středu může značně
narůstat.
Vypočı́tejte hodnoty f(x), T3(x) v bodech x = 0, 1; 0, 5; 1; 2 a spočı́tejte si skutečnou
odchylku ! Porovnejte grafy těchto funkcı́ v intervalu 〈−1, 3〉 !

Přı́klad 7.10. Pro polynom Pk(x) =
∑k

j=0 ajx
j stupně k platı́ P (n)(x) ≡ 0, n > k.

Jeho Taylorův polynom Tn(x) v bodě x0 bude tedy opět polynom stupně k a zbytek
v rozvoji bude nulový. Takový rozvoj provádı́ tedy transformaci polynomu v mocninách
xj na polynom v mocninách (x− x0)j .
Přı́klad: x4− 2x3+ x2− x+1 = (x− 2)4+6(x− 2)3+13(x− 2)2+11(x− 2)+ 3.
Popište podrobněji algoritmus takové transformace, ověřte na přı́kladech !

Přı́klad 7.11. Maclaurinovy rozvoje některých elementárnı́ch funkcı́ jsou uvedeny
v následujı́cı́ tabulce:

funkce rozvoj zbytek (θ ∈ (0, 1))

ex 1 + 1
1!x+

1
2!x
2 + 1

3!x
3 + · · ·+ 1

(n+1)!x
n eθx

(n+1)!x
n+1

sin(x) 1
1!x−

1
3!x
3 + 1

5!x
5 + · · ·+ (−1)n−1 1

(2n−1)!x
2n−1 (−1)n cos(θx)

(2n+1)!x
2n+1

cos(x) 1− 1
2!x
2 + 1

4!x
4 + · · ·+ (−1)n 1

(2n)!x
2n (−1)n+1 cos(θx)

(2n+2)!x
2n+2

ln(1 + x) x− 1
2x
2 + 1

3x
3 − 1

4x
4 + · · ·+ (−1)n−1 !

n
xn (−1)n (1+θx)−(n+1)

n+1 xn+1

(1 + x)−1/2 1− 1
2x+

3
8x
2 − 5

16x
3 + 1·3·5·7

2·4·6·8x
4 + · · ·

tan(x) x+ 1
3x
3 + 2

15x
5 − 17

350x
7 + 62

2835x
9 + · · ·

arctan(x) x− 1
3x
3 + 1

5x
5 − 1

7x
7 + · · ·+ (−1)n 1

2n+1x
2n+1
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Přı́klad 7.12. Odhad zbytku Taylorova rozvoje nám umožňuje odhadnout potřebný
počet členů rozvoje pro zadanou přesnost aproximace funkčnı́ hodnoty f(x) v daném
bodě. Máme-li napřı́klad zjistit, kolik členů uvedeného rozvoje funkce sin(x) nám
aproximuje funkčnı́ hodnotu sin(1/2) s přesnostı́ 5.10−4, pak z výrazu pro odhad
chyby dostaneme pro takové n podmı́nku (1/2)n/n! < 5 · 10−4, tedy 2n · n! > 2000,
která je splněna pro n ≥ 5. Ověřte tento výsledek výpočtem hodnot T4(1/2), sin(1/2)!

Přı́klad 7.13. Maclaurinův rozvoj složené funkce ln(cos(x)), x ∈ (−π/2, π/2)
začı́ná členy

ln(cos(x)) ∼ −1
2
x2 − 1

12
x4 − 1

45
x6 + · · · .

Ověřte, doplňte dalšı́ členy, porovnejte výsledky na grafech.

Přı́klad 7.14. Grafy Maclaurinových polynomů Tn(x), n = 1, 2, 3
funkce (1 + x)−1/2 jsou na obr. 10b).

Shrnutı́
V této kapitole jsme zavedli pojmy diference a diferenciálu funkce (D 7.1), diferenciálů
vyššı́ch řádů (D 7.5) a ukázali jejich použitı́. Dalšı́m novým objektem je Taylorův
(Maclaurinův) rozvoj funkce jako aproximace funkce polynomem v okolı́ daného
bodu.

Pojmy k zapamatovánı́
• Diference, diferenciál funkce - jejich definice, použitı́.
• Taylorovy (Maclaurinovy) rozvoje elementárnı́ch funkcı́ (viz tabulka).

Kontrolnı́ otázky
1. Jaký je rozdı́l mezi diferencı́ a diferenciálem funkce (ukažte na grafu) ?
2. Jaký je rozdı́l mezi funkcı́ a jejı́m Taylorovým polynomem ?
3. Kdy platı́ f(x) ≡ Tn(x) ?

Cvičenı́
1. Pomocı́ diferenciálu vypočtěte

√
9986 a odhadněte chybu aproximace.

2. Rozviňte polynom x4 − 3x2 − 10x+ 11 v mocninách (x+ 1)k.
3. Najděte Maclaurinův rozvoj funkce f(x) = (1 + x+ x2)/(1− x+ x2).

4. V jakém intervalu Maclaurinův rozvoj funkce (1 + x)−1/2 ∼ 1− x/2
ji aproximuje s chybou menšı́ než 0.01 ? Kolik členů rozvoje je třeba pro apro-
ximaci na intervalu 〈0, 1/2〉 s přesnostı́ 0.001 ?

5. Jak spočı́tat Taylorův rozvoj součinu funkcı́ f(x).g(x), podı́lu f(x)/g(x)
ze známých rozvojů funkcı́ f(x), g(x) ?

6. Použijte Maclaurinova rozvoje k výpočtu limity lim
x→0

sin(x)
x

.

7. Vypočtěte lim
x→0
(ex · sin(x)− x(1 + x))/x3

a) užitı́m L´Hospitalova pravidla , b) užitı́m Maclaurinova rozvoje .
8. Najděte

lim
x→0
(
1

ex − 1
− 1
sin(x)

)
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9. Ukažte, že vzorec pro pohybovou energii tělesa o hmotnosti m a s rychlostı́ v
v relativistické mechanice

Er = mc2((1− v2

c2
)−1/2 − 1), c - rychlost světla

obsahuje pro relativně malé rychlosti částice o hmotnosti m s rychlostı́ v � c
klasický vzorec E = 1

2mv2.

Řešenı́
1.
√
9986 ' 99.93, R2 < 0.25 · 10−6;

2. 19− 8(x+ 1) + 3(x+ 1)2 − 4(x+ 1)3 + (x+ 1)4

3. 1 + 2x+ 2x2 − 2x4 − 2x5 + 2x7 + · · ·
4. 0.1; 8
5. Použı́t pravidla o derivaci součinu a podı́lu; nebo vynásobit rozvoje jednotlivých

funkcı́, rozvinout jejich podı́l .
6. lim

x→0
(1− x2/6 + · · · ) = 1.

7. 1/3
8. -1/2
9. Er ∼ mc2(1 + v2

2c2 − 1)→
1
2mv2.
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8 Extrémy, průběh funkce

Studijnı́ cı́le: Cı́lem této kapitoly je shrnout dosavadnı́ poznatky o vlastnostech reál-
ných funkcı́ jedné proměnné (definičnı́ obor, spojitost, monotonnost,derivace) a rozšı́řit
je o dalšı́ (konvexnost, konkávnost, extrémy, asymptoty). Budeme při tom použı́vat sou-
vislostı́ mezi uvedenými vlastnostmi funkce a vlastnostmi jejı́ch derivacı́. Popı́šeme
pak stručně jednotlivé kroky při celkovém vyšetřovánı́ průběhu funkce.
Klı́čová slova: monotonnost, extrémy, inflexnı́ bod; lokálnı́ a globálnı́ maximum, mi-
nimum; konvexnost, konkávnost funkce, vyšetřenı́ průběhu funkce
Potřebný čas: 360 minut.

Průvodce studiem

V předešlých kapitolách jsme se již seznámili s definicı́ rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce.
V této kapitole uvedeme dalšı́ důležité třı́dy funkcı́ - funkce konvexnı́ a konkávnı́.
Všechny tyto vlastnosti ukazujı́ vlastnosti procesu, popsaného matematickým mo-
delem - funkcı́ f(x). V praxi je důležité také znát maximálnı́ a minimálnı́ hodnoty,
kterých funkce může dosáhnout, nebo jejı́ dalšı́ vlastnosti. V této kapitole se podrob-
něji seznámı́me se souvislostmi mezi takovými vlastnostmi funkce a vlastnostmi
jejı́ch derivacı́ a s celkovým postupem při vyšetřovánı́ jejı́ho průběhu a vlastnostı́.

V předešlých kapitolách (elementárnı́ funkce, základnı́ věty) jsme již uvedli pojmy
rostoucı́, klesajı́cı́ funkce a jejich souvislost s vlastnostmi prvnı́ derivace takové funkce.
Zopakujeme si je a rozšı́řı́me o dalšı́ pojmy v této kapitole.

8.1 Monotonnost funkce

Termı́n monotonnı́ funkce obsahuje třı́dy funkcı́ rostoucı́ch a klesajı́cı́ch (viz D 2.5,
D 6.1). Takové vlastnosti funkce poznáme s jistou přesnostı́ i na grafu takové funkce,
který nám vykreslı́ počı́tač na obrazovce. Jestliže taková funkce má i prvnı́ derivace, pak
přı́padné upřesněnı́ některých detailů můžeme provést pomocı́ jejı́ch prvnı́ch derivacı́.

Poznámka 8.1. Porovnáme-li definici rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce na intervalu I
s odpovı́dajı́cı́ vlastnostı́ jejı́ derivace (za předpokladu jejı́ existence a nulovosti jen
v izolovaných bodech - viz Poznámka 6.2), dostaneme tuto dvojici vzájemných vztahů vztah:

monotonnost
-derivace1. pro rostoucı́ funkci na intervalu I:

{∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)} ⇔ {f ′(x) ≥ 0,∀x ∈ I};

2. pro klesajı́cı́ funkci:
{∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2)} ⇔ {f ′(x) ≤ 0,∀x ∈ I}.

Podobné vztahy jsou mezi nerostoucı́ a neklesajı́cı́ funkcı́ a jejı́ derivacı́, kde ovšem
derivace může být nulová i na částech intervalu (zformulujte podrobněji, uved’te přı́-
klady).

Přı́klad 8.2. (Rostoucı́ funkce)

Funkce f(x) = x3 je rostoucı́ funkcı́, jejı́ derivace f ′(x) = 3x2 je kladná pro všechna
x ∈ R \ {0} (počátek je izolovaným bodem s nulovou derivacı́).

58



Funkce f(x) = x + sin(x) má derivaci f ′(x) = 1 + cos(x) ≥ 0, rovnou nule jen
v izolovaných bodech (v lichých násobcı́ch čı́sla π). Je proto rostoucı́ funkcı́ na celém
intervalu (+∞,−∞).

Přı́klad 8.3. (Klesajı́cı́ funkce)

Funkce f(x) = x/(x2−6x−16) je definována na celé reálné ose s výjimkou nulových
bodů jmenovatele - čı́sel x = −2, 8. Jejı́ derivace f ′(x) = −(x2+16)/(x2−6x−16)2
má stejný definičnı́ obor a je na něm záporná. Tedy funkce f(x) je na všech třech
částech svého definičnı́ho oboru - intervalech (−∞,−2), (−2, 8), (8,+∞) - klesajı́cı́
funkcı́. Ověřte si to na grafu této funkce!

Přı́klad 8.4. (Složitějšı́ průběh)

Funkce f(x) = exp(2x3 − 3x2 + 1) je definována a spojitá na celé reálné ose. Jejı́
derivace f ′(x) = 6x(x − 1) exp(2x3 − 3x2 + 1) je rovna nule při x = 0,+1, na
intervalech (−∞, 0), (1,+∞) je kladná, na intervalu (0, 1) je záporná. Proto je tato
funkce rostoucı́ na intervalech (−∞, 0), (1,+∞), klesajı́cı́ na intervalu (0, 1). Ověřı́me
si to na grafu této funkce (obr. 11)!
Na něm uvidı́te, že v bodě x = 0 nabývá tzv. lokálnı́ho maxima f(0) = e ' 2.7,
v bodě x = 1 lokálnı́ho minima f(1) = 1. Výpočtem nevlastnı́ch limit (nebo z grafu)
zjistı́me, že lim

x→−∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
= +∞. Zde jsme použili intuitivně pojmů

lokálnı́ maximum, minimum, kterým se budeme věnovat v dalšı́ části.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7
f(x)=exp(2x3 −3x2 +1)

f(x)

f’(x)

x

obr. 11 - průběh funkce f(x) = exp(2x3 − 3x2 + 1)

Přı́klad 8.5.

Funkce f(x) = arctan( cos(x)1+sin(x)) má za definičnı́ obor celou reálnou osu s výjimkou
bodů x = 3

2π± 2kπ, k ∈ Z. Jejı́ graf se z tohoto funkčnı́ho předpisu obtı́žně odhaduje.
Výpočtem jejı́ derivace (poněkud složitějšı́m - proved’te !) zjistı́me, že ta je ve všech
bodech definičnı́ho oboru konstantnı́ · · · f ′(x) = −1/2. Vzhledem ke geometrickému
významu derivace tak můžeme řı́ci, že tato funkce je po částech lineárnı́. Podrobnějšı́
vyšetřenı́ vlastnostı́ této funkce provedeme v závěru této kapitoly.
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8.2 Lokálnı́ a globálnı́ extrémy funkce - minima, maxima

Na řadě přı́kladů se můžeme přesvědčit, že v rozsáhlé množině reálných funkcı́ najdeme
přı́klady takových funkcı́, jejichž grafy se nerovnoměrně ” vlnı́ ” a ukazujı́ tak na mı́sta
v jejich definičnı́m oboru (kterých ale zde může být vı́ce), ve kterých jsou funkčnı́
hodnoty v jistém okolı́ většı́ či menšı́ než ostatnı́ nejbližšı́ hodnoty. Nás pak mohou
zajı́mat také jen vůbec největšı́ a nejmenšı́ hodnoty, kterých funkce na svém definičnı́m
oboru nabývá (globálnı́ maxima, minima; použı́vá se též termı́n absolutnı́ maxima,
minima). Rozšı́řı́me tedy Definici 6.1 o tyto druhy extrémů.

Definice 8.6. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 ∈ I ⊆ D(f)

• lokálnı́ maximum, existuje-li okolı́ O(x0) ∈ I takové, že
∀x ∈ O(x0) je f(x) ≤ f(x0);

• ostré lokálnı́ maximum , jestliže v tomto okolı́ pro x 6= x0 platı́ f(x) < f(x0);

• globálnı́ (absolutnı́) maximum na intervalu I , jestliže ∀x ∈ I platı́ f(x) ≤ f(x0);

• ostré globálnı́ (absolutnı́) maximum na intervalu I , jestliže ∀x ∈ I \ x0 platı́
f(x) < f(x0).

Podobně můžeme definovat lokálnı́ minimum, ostré lokálnı́ minimum, globálnı́ (abso-
lutnı́) minimum funkce v bodě.
Lokálnı́ maxima a minima se označujı́ společným termı́nem lokálnı́ extrémy. 4

Na grafu funkce často vidı́me, že extrém může nastat v bodě, kde funkce nemá derivaci
(špičky v bodech s různými derivacemi zleva, zprava, body nespojitosti). Při zkoumánı́ stacionárnı́

bodvztahů mezi vlastnostmi funkce a jejı́ derivace jsme poznali, že nenulová derivace
charakterizuje rostoucı́ nebo klesajı́cı́ funkci. Body s nulovou hodnotou derivace -
tzv. stacionárnı́ body definičnı́ho oboru - nemusı́ být obecně body extrému (viz přı́klad
funkcı́ x2k+1 v bodě x0 = 0 ), ale jsou hlavnı́mi kandidáty pro tuto pozici, jak také plyne
z Fermatovy věty. Existenci globálnı́ch maxim a minim funkcı́ spojitých na uzavřených
intervalech nám zajišt’uje Weierstrassova věta (V 4.19).

Věta 8.7. Nutná podmı́nka extrému
Jestliže funkce f(x) má v bodě x0 lokálnı́ extrém, potom platı́ f ′(x0) = 0,
nebo v něm derivace neexistuje. 4

K rozlišenı́, zda se ve stacionárnı́m bodě jedná o maximum nebo minimum, nám kromě
grafu funkce mohou pomoci i informace o hodnotě vyššı́ch derivacı́ ve stacionárnı́m
bodě.

Věta 8.8. Jestliže funkce f(x) má ve svém stacionárnı́m bodě x0 druhou derivaci, pak
- při f ′′(x0) > 0 má v bodě x0 lokálnı́ minimum,
- při f ′′(x0) < 0 má v bodě x0 lokálnı́ maximum .
V obecnějšı́ situaci, při f (k)(x0) = 0, k = 1, 2, · · · , n− 1; f (n)(x0) 6= 0,
- při n sudém , f (n)(x0) < 0, (f (n)(x0) > 0) je v bodě x0 lokálnı́ maximum (minimum),
- při n lichém nenı́ v bodě x0 extrém. 4

Poznámka 8.9. Prvnı́ - jednoduššı́ - část tvrzenı́ věty vyplývá z toho, že prvnı́ derivace
je ve stacionárnı́m bodě za uvedených předpokladů rostoucı́, resp. klesajı́cı́ funkcı́.
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Přı́klad 8.10.

Vyšetřı́me intervaly monotonnosti a lokálnı́ extrémy funkce f(x) = x3+3x2− 9x+1
s definičnı́m oborem D(f) = R (porovnejte s grafem této funkce na obr. 12).
f ′(x) = 3x2 + 6x− 9, f ′′(x) = 6x+ 6;
stacionárnı́mi body jsou x1 = −3, x2 = 1.
f ′(x) > 0 platı́ pro x ∈ (−∞,−3) ∪ (1,+∞) - funkce je zde rostoucı́;
f ′(x) < 0 pro x ∈ (−3, 1) - funkce je zde klesajı́cı́.
Ve stacionárnı́ch bodech je f ′′(−3) = −12 < 0 - lokálnı́ maximum f(−3) = 28,
f ′′(1) = 7 > 0 - lokálnı́ minimum f(1) = −4. Funkce nemá globálnı́ extrémy.
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f(x)=x3 +3x2 −9x +1

f(x)

f ’ (x)f ’’ (x)

obr. 12 - monotonnost a extrémy funkce f(x) = x3 + 3x2 − 9x+ 1

Přı́klad 8.11.

Polynom x3 − x2 + x− 1 = (x2 + 1)(x− 1) má derivaci 3x2 − 2x+ 1 > 0,∀x ∈ R.
Je proto rostoucı́ funkcı́ na celé reálné ose (ověřte na grafu !). Na uzavřeném intervalu
〈a, b〉 má minimum v bodě x = a, maximum v bodě x = b.

Pro polynom P (x) = 2x6 + x4 + 24 je P ′(x) = 12x5 + 4x3 = 4x3(3x2 + 1).
V jediném stacionárnı́m bodě x = 0 je ale také P ′′(0) = P ′′′(0) = 0, P (4)(0) = 24.
Funkce je proto klesajı́cı́ v intervalu (−∞, 0), má lokálnı́ minimum v bodě x = 0,
je rostoucı́ v intervalu (0,+∞).

Přı́klad 8.12.

Funkce f(x) = exp(x3 − 5x) je definována, spojitá a kladná na celé reálné ose.
Jejı́ prvnı́ derivace je f ′(x) = (3x2 − 5) · exp(x3 − 5x),
stacionárnı́mi body jsou x = ±

√
5/3,

druhá derivace je f ′′(x) = (9x4 − 30x2 + 6x+ 25) · exp(x3 − 5x);
f ′(x) > 0 ∀x ∈ (−∞,−

√
5/3), (

√
5/3,+∞) - funkce je zde rostoucı́,

f ′(x) < 0 ∀x ∈ (−
√
5/3,

√
5/3) - funkce je zde klesajı́cı́,

f ′′(−
√
5/3) < 0 - lokálnı́ maximum, f ′′(

√
5/3) > 0 - lokálnı́ minimum.
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geometrické
problémyPřı́klad 8.13.

Máme určit rozměry rotačnı́ho válce, který má při daném objemu nejmenšı́ povrch
(optimálnı́ rozměry sudu s daným objemem a minimálnı́ spotřebou materiálu).
Označı́me-li r - poloměr, v - výšku, V - objem, S - povrch takového válce,
pak mezi těmito parametry platı́ vztahy V = πr2v, S = 2πr2 + 2πrv.
Odtud pro závislost povrchu na poloměru dostaneme vztah
S(r) = 2πr2 + 2πrv = 2πr2 + 2V/r, S ′(r) = (4πr3 − 2V )/r2.
Stacionárnı́m bodem je pak r0 = 3

√
V/(2π), S ′′(r) = 4(πr3 + V )/r3, S ′′(r0) > 0.

Válec o objemu V bude tedy mı́t minimálnı́ povrch při poloměru r0 = 3
√

V/(2π)
s výškou v0 = 2r0 - tedy osovým řezem tohoto válce bude čtverec.

Přı́klad 8.14. Do rotačnı́ho kužele o poloměru R a výšce h máme vepsat válec
a) s maximálnı́m objemem;
b) s maximálnı́m povrchem.
Z osového řezu kužele pomocı́ podobnosti trojúhelnı́ků plyne pro parametry válce
v - výška, r - poloměr základny vztah v/(R− r) = h/R.

ad a) Pro objem V vepsaného válce dostaneme po dosazenı́ vztah
V = πr2v = (πh/R)(R− r)r2.
Pro vyhledánı́ extrému spočı́táme prvnı́ derivaci

dV

dr
=

πh

R
(2r(R− r)− r2) =

πh

R
r(2R− 3r).

Nulová hodnota prvnı́ derivace je pro r0 = 2R/3, v0 = h(R− r0)/R = h/3.
Maximálnı́ hodnota objemu vepsaného válce (druhá derivace je záporná) je tedy
V0 = πr20v0 =

4
27πR2h (t.j. 4/9 objemu kužele ).

ad b) Pro povrch S vepsaného válce platı́ vztah
S(r) = 2πr2 + 2πrv = 2π[r2 + rh(1− r/h)].
Podmı́nka nulovosti prvnı́ derivace

dS

dr
= 2π(2r + h− 2h

R
r) je splněna při r = r0 =

hR

2(h−R)
.

Při h < R je prvnı́ derivace kladná a S(r) je v intervalu (0, R) rostoucı́ funkcı́
- maximálnı́ hodnota pro r = R, v = 0, S = πR2 odpovı́dá degenerovanému
přı́padu, kdy se povrch válce redukuje na plochu základny kužele. Aby platila podmı́nka
r0 ∈ (0, R), je třeba aby h > 2R. Při jejı́m splněnı́ je pro r < r0 (r > r0) prvnı́ derivace
funkce S(r) rostoucı́ (klesajı́cı́) funkcı́ - funkce dosahuje pro r = r0 svého maxima.

Cvičenı́
1. Vyšetřete existenci lokálnı́ch, přı́padně globálnı́ch extrémů funkcı́

a) f(x) = x− 1/x, b) f(x) = x2 · exp(−x) c) f(x) = x− ln(1 + x).
Ověřte si výsledky na grafech těchto funkcı́.

2. Ze všech obdélnı́ků o obsahu S najděte obdélnı́k s nejmenšı́m obvodem.
3. Do koule s poloměrem R vepište válec s maximálnı́m objemem (povrchem).
4. Dané kouli opište kužel s minimálnı́m objemem.
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5. Dvě letadla letı́ ve stejné výšce po přı́mých tratı́ch svı́rajı́cı́ch úhel θ s konstant-
nı́mi rychlostmi u, v. Určete nejmenšı́ vzdálenost na kterou se přiblı́žı́, jestliže
jsou nynı́ od průsečı́ku tras ve vzdálenostech a, b.

Řešenı́
1. a) nemá extrém; b) minimum pro x = 0, maximum pro x = 2;

c) minimum pro x = 0.

2. Čtverec se stranou délky s =
√

S.

3. Maximálnı́ objem je 4π
3
√
3
R3, maximálnı́ povrch je asi 81 procent povrchu koule.

4. Objem takového kužele je dvojnásobkem objemu koule.
5. Minimálnı́ vzdálenost je |av ± bu| sin(θ)/

√
u2 + v2 − 2uv cos(θ).

8.3 Konvexnost, konkávnost funkce

Konvexnost nebo konkávnost funkce (resp. grafu funkce) je dalšı́ jejı́ významnou vlast-
nostı́. Souvisı́ také s pojmy konvexnı́ kombinace bodů, konvexnosti nebo konkávnosti
plošných a prostorových objektů. Pro každou z těchto dimenzı́ platı́ následujı́cı́ definice
konvexnı́ kombinace bodů.

Definice 8.15. Bod x je konvexnı́ kombinacı́ bodů x1, x2, · · · , xn ∈ Rn, jestliže

x =
n∑

i=1

cixi, ci ≥ 0,
n∑

i=1

ci = 1. (8.1)

Množina všech konvexnı́ch kombinacı́ bodů x1, · · · , xn se nazývá konvexnı́m obalem
těchto bodů. 4

Konvexnı́m obalem dvou bodů je množina všech bodů spojujı́cı́ úsečky. Konvexnı́m
obalem třı́ bodů je množina všech bodů trojúhelnı́ku s těmito vrcholy. Pro čtyři body
v prostoru R3, které neležı́ v jedné rovině, je jejich konvexnı́m obalem čtyřstěn s vr-
choly v těchto bodech. Pro čtyři nebo vı́ce bodů v rovině je jejich konvexnı́m obalem
sjednocenı́ bodů všech trojúhelnı́ků, které majı́ vrcholy v některých třech z těchto bodů.
Podobně to platı́ i pro konvexnı́ obal bodů v prostoru (sjednocenı́ čtyřstěnů).

Definice 8.16. Spojitá funkce f(x) je konvexnı́ (konkávnı́) na intervalu I ⊂ D(f),
jestliže pro libovolné body konvexnı́

funkce
konkávnı́x1, x2 ∈ I, x = c1x1 + c2x2, c1 > 0, c2 > 0, c1 + c2 = 1

platı́ f(x) ≤ c1f(x1) + c2f(x2) ( f(x) ≥ c1f(x1) + c2f(x2) ). (8.2)

(Geometricky: bod [x, f(x)], ∀x ∈ (x1, x2) ležı́ pod (resp. nad) odpovı́dajı́cı́m bodem
přı́mky spojujı́cı́ body f(x1), f(x2) na grafu funkce).
V přı́padě ostrých nerovnostı́ je taková funkce ostře (ryze) konvexnı́ či konkávnı́. 4

Přı́klad 8.17. Na grafech elementárnı́ch funkcı́ si z geometrické interpretace definic
ověřı́me, že

- funkce f(x) = x2 je konvexnı́ na celé reálné ose,
funkce f(x) = x3 je konkávnı́ na intervalu (−∞, 0), konvexnı́ na intervalu (0,+∞);
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- exponenciálnı́ funkce ax, a > 0 je konvexnı́ funkcı́ na celé reálné ose;

- logaritmická funkce loga(x), a > 1 je konkávnı́ funkcı́ na intervalu (0,+∞),
pro 0 < a < 1 je na stejném intervalu konvexnı́ funkcı́ .

Poznámka 8.18.

Uvedené podmı́nky konvexnosti nebo konkávnosti splňujı́ také některé spojité funkce
po částech lineárnı́ - konvexnı́ nebo konkávnı́ polygony, které majı́ prvnı́ derivaci
po částech konstantnı́.

Z geometrické interpretace prvnı́ a druhé derivace také plyne, že pro funkci se spojitou
prvnı́ a druhou derivacı́ na intervalu platı́ (viz obr. 13) vliv f ′′(x)

- při f ′′(x) ≥ 0 je funkce f ′(x) rostoucı́ funkcı́, f(x) je konvexnı́ funkcı́;

- při f ′′(x) ≤ 0 je funkce f ′(x) klesajı́cı́ funkcı́, f(x) je konkávnı́ funkcı́.
Nulovost druhé derivace v bodě tedy může souviset se změnou konvexnosti na kon-
kávnost v levém a pravém okolı́ tohoto bodu nebo naopak.
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exp(x)

f(x)=f ’’ (x) >0
... konvexita

f(x) = ln(x) , f ’’ (x) = −1/x2 < 0 konkavita

−1/x2ln(x)

obr. 13 - vztah mezi f ′′(x), konvexnostı́ a konkávnostı́

Definice 8.19. (Inflexnı́ bod)
Necht’funkce f(x) má v bodě x0 derivaci a existuje takové jeho δ-okolı́,
že v bodě x0 měnı́ funkce f(x) v sousednı́ch intervalech (x0 − δ, x0), (x0, x0 + δ)
vlastnost konvexnosti na konkávnost nebo naopak. Takový bod x0 se nazývá inflexnı́
bod funkce f(x). inflexnı́

body
Věta 8.20. Podmı́nky inflexe
Je-li x0 inflexnı́m bodem funkce f(x), pak bud’f ′′(x0) = 0, nebo f ′′(x0) neexistuje.
Jestliže f (k)(x0) = 0, k = 2, 3, · · ·n− 1, f (n)(x0) 6= 0,
pak při n lichém je x0 inflexnı́m bodem funkce f(x), při n sudém inflexe nenastane.

Přı́klad 8.21.

Funkce f(x) = x2 má druhou derivaci f ′′(x) = 2 > 0; je tedy konvexnı́, nemá inflexnı́
bod.
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Funkce f(x) = x3 má druhou derivaci f ′′(x) = 6x; inflexnı́m bodem je x0 = 0, v něm
se měnı́ z konkávnı́ funkce na funkci konvexnı́.

Pro funkci f(x) = x4 je f ′′(0) = f ′′′(0) = 0, f (4) = 24 - nula nenı́ inflexnı́m bodem.

Funkce f(x) = |1− x2|, D(f) = R nemá v bodech x = ±1 druhou derivaci, nabývá
v nich minimálnı́ hodnoty f(1) = 0 a měnı́ se v nich z funkce konvexnı́ na konkávnı́.

Funkce f(x) = sin(x) s druhou derivacı́ f ′′(x) = − sin(x) má inflexnı́ body xk = kπ,
na intervalech ((2k − 1)π, 2kπ) je konvexnı́, na ostatnı́ch konkávnı́ funkcı́.

Funkce f(x) = 2(x− 2)5 + 3x má derivace f ′(x) = 10(x− 2)4 + 3 > 0,
f ′′(x) = 40(x− 2)3. Je tedy rostoucı́ funkcı́, na intervalu (−∞, 2) konkávnı́,
na intervalu (2,+∞) konvexnı́, s inflexnı́m bodem x = 2.

Intervaly konvexnosti a konkávnosti funkce f(x) = x− sin(2x) najdeme na obr. 14a),
kde jsou vyznačeny také body inflexe (propočı́tejte podrobněji !).

8.4 Asymptoty grafu funkce

Při výpočtu limit funkcı́ jsme se potkali s přı́pady nevlastnı́ch limit ve vlastnı́ch bodech
nespojitosti (jednostranných nebo dvoustranných) i s přı́pady vlastnı́ch limit v nevlast-
nı́ch bodech. To jsou speciálnı́ přı́pady situacı́, kdy se graf funkce ” blı́žı́ k přı́mce, ”
které podrobněji a obecněji formuluje pojem asymptoty funkce .

Definice 8.22. Pro bod x0 ∈ R se přı́mka x = x0 nazývá asymptotou bez směrnice
(svislou, vertikálnı́ asymptotou) funkce f(x), jestliže f(x) má v x0 alespoň jednu
jednostrannou nevlastnı́ limitu.
Přı́mka y = ax + b, a, b ∈ R se nazývá asymptotou se směrnicı́ funkce f(x) , jestliže
platı́

lim
x→−∞

(f(x)− (ax+ b)) = 0, nebo lim
x→∞
(f(x)− (ax+ b)) = 0. (8.3)

Věta 8.23. Přı́mka y = ax+ b je asymptotou funkce f(x) pro x → +∞ právě tehdy,
když

lim
x→+∞

f(x)
x
= a, lim

x→+∞
(f(x)− ax) = b. (8.4)

Analogické tvrzenı́ platı́ i pro x → −∞. 4

Přı́klad 8.24. Funkce f(x) = (x−1)3/(x+1)2 je spojitá na celé reálné ose s výjimkou
bodu x = −1, ve kterém nenı́ definována. Limita v tomto bodě zleva i zprava je −∞.
Tedy jedinou svislou asymptotou je přı́mka x = −1. Výpočtem dále dostaneme pro
koeficienty asymptoty se směrnicı́ hodnoty

a = lim
x→+∞

f(x)
x
= lim

x→+∞

(x− 1)3

x(x+ 1)2
= 1,

b = lim
x→+∞

(f(x)− ax) = lim
x→+∞

{(x− 1)
3

(x+ 1)2
− x} = −5.

Asymptotou se směrnicı́ pro x → +∞ je tedy přı́mka y = x−5. Ta je také asymptotou
i pro x → −∞. jedna

asymptota
Přı́klad 8.25. Funkce f(x) = x + 1

x−1 má svislou asymptotu v bodě nespojitosti
x = 1. Přı́mka y = x je opět jedinou asymptotou pro x → ±∞.
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Přı́klad 8.26. Funkce 2x+ sin(x)/x má odstranitelný bod nespojitosti x = 0
s limitou v tomto bodě rovnou jedné - nemá tedy vertikálnı́ asymptotu.
Při výpočtu koeficientů asymptoty se směrnicı́ dostaneme

a = lim
x→±∞

f(x)
x
= lim

x→±∞
(2+
1
x2
sin(x)) = 2, b = lim

x→±∞
(f(x)−ax) = lim

x→±∞

sin(x)
x
= 0.

Asymptotou je tedy přı́mka y = 2x, graf funkce se k nı́ přimyká z obou stran.

Přı́klad 8.27. Funkce f(x) = x− 2 arctan(x) je definována na celé reálné ose
a je zde lichou spojitou funkcı́. Nemá vertikálnı́ asymptoty; pro koeficienty
asymptoty se směrnicı́ dostaneme dvě

asymptoty

a = lim
x→±∞

x− 2 arctan(x)
x

= lim
x→±∞

(1− 2 arctan(x)/x) = 1,

lim
x→±∞

(x− 2 arctan(x)− x) = ±π.

Dostáváme tak dvě asymptoty : y = x− π pro x → +∞, y = x+ π pro x → −∞.

Přı́klad 8.28. Funkce f(x) = (1+x2)/|x| je definována na celé reálné ose s výjimkou
počátku, ve kterém má vertikálnı́ asymptotu. Má stejnou nevlastnı́ limitu +∞ pro
x → ±∞. Při výpočtu koeficientů asymptoty se směrnicı́ dostaneme

a = lim
x→±∞

1 + x2

x|x|
= ±1, b = lim

x→±∞
(
1 + x2

x|x|
− x) = 0.

Tato funkce má tedy vertikálnı́ asymptotu v počátku a dvě asymptoty (obr. 14b):
y = −x pro x → −∞, y = x pro x → +∞.
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f(x)= x−sin(2x)

inflexe

f(x) = (1 + x2 ) / | x |

y = −x y = x

vertikální
asymptota

obr. 14 a), b) - konvexnost, konkávnost, inflexe; asymptoty
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8.5 Vyšetřovánı́ průběhu funkce

V této části shrneme jednotlivé předchozı́ kroky, ve kterých jsme vyšetřovali různé
vlastnosti reálné funkce jedné proměnné z jejı́ho funkčnı́ho předpisu. Chceme-li zı́skat
poměrně podrobný přehled o vlastnostech funkce s po částech spojitou druhou derivacı́,
doporučuje se postupně provést následujı́cı́ kroky (kritické připomı́nky viz [2]). postup

vyšetřovánı́1. Analýzou funkčnı́ho předpisu určı́me definičnı́ obor funkce, přı́padně některé jejı́
vlastnosti (funkce sudá, lichá, periodická, ...). Najdeme intervaly spojitosti, body
nespojitosti a chovánı́ funkce v jejich okolı́ (typ nespojitosti).

2. Určı́me nulové body funkce a intervaly, kde je funkce kladná či záporná (řešenı́m
rovnice f(x) = 0, výpočtem funkčnı́ hodnoty v intervalech mezi nulovými body).

3. Vypočı́táme prvnı́ derivaci funkce a podle jejı́ho znaménka vyšetřujeme
- stacionárnı́ body, body možných extrémů (f ′(x) = 0, změna znaménka f ′(x)),
- intervaly monotonnosti mezi stacionárnı́mi body ( f ′(x) > 0 - rostoucı́,
f ′(x) < 0 - klesajı́cı́ funkce).

4. Vypočı́táme druhou derivaci funkce a podle jejı́ho znaménka určı́me
- intervaly konkávnosti ( f ′′ < 0 ) a konvexnosti ( f ′′ > 0 ) funkce,
- druhy extrémů a inflexnı́ body (podle změny znaménka f ′′, f ′′(x) = 0, V 8.20).

5. Vyšetřı́me přı́padnou existenci asymptot a určı́me jejich rovnice (viz V 8.23).

6. Spočı́táme funkčnı́ hodnoty funkce na dostatečně husté sı́ti bodů definičnı́ho
oboru a nakreslı́me graf funkce, přı́padně jeho asymptoty.

Poznámka 8.29. S použitı́m počı́tače můžeme poslednı́ uvedený krok provést jako
druhý v pořadı́ a při dostatečné opatrnosti při volbě sı́tě bodů pro vykreslenı́ grafu
v okolı́ bodů nespojitosti pak nám dalšı́ kroky upřesňujı́ a potvrzujı́ vlastnosti grafu
funkce, který vidı́me na obrazovce (někdy nás upozornı́ na chybu, které jsme se dopustili
při zadánı́ pro kreslenı́ grafu nebo při výpočtech).

Přı́klad 8.30. Funkce f(x) = x3/(4− x2) má definičnı́ obor
D(f) = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,+∞) a je lichou funkcı́ - graf bude symetrický
vzhledem k počátku (f(0) = 0) a stačı́ proto vyšetřovat vlastnosti funkce jen na
intervalech 〈0, 2), (2,+∞). Ve všech bodech definičnı́ho oboru je spojitou funkcı́.
Výpočtem dostaneme hodnoty limit

lim
x→2−

x3

(2 + x)(2− x)
= +∞, lim

x→2+

x3

(2 + x)(2− x)
= −∞, lim

x→+∞

x3

4− x2
= −∞.

Graf funkce má proto svislou asymptotu v bodech x = −2, x = 2 (symetrie).
Pro derivaci dostaneme výpočtem f ′(x) = x2(12− x2)/(4− x2)2,
f ′(0) = 0 = f ′(±2

√
3). Na intervalech (−2

√
2,−2), (−2, 0), (0, 2), (2, 2

√
3)

je derivace kladná - funkce je tam rostoucı́,
na intervalech (−∞,−2

√
3), (2

√
3,+∞) je derivace záporná - funkce je tam klesajı́cı́,

v bodě x = −2
√
3 má funkce lokálnı́ minimum f(−2

√
3) = 3

√
3 ,

v bodě x = 2
√
3 má funkce lokálnı́ maximum f(2

√
3) = −3

√
3.

Druhá derivace našı́ funkce je f ′′(x) = 8x(12 + x2)/(4− x2)3, f ′′(0) = 0.
Z lichosti funkce plyne, že nula je inflexnı́m bodem grafu této funkce.
Na intervalech (−∞,−2), (0, 2) je f ′′(x) > 0 - funkce je tam konvexnı́,
na intervalech (−2, 0), (2,+∞) je f ′′(x) < 0 - funkce je tam konkávnı́.
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Při výpočtu koeficientů asymptoty se směrnicı́ dostaneme

a = lim
x→+∞

f(x)
x
= lim

x→+∞

x2

4− x2
= −1, b = lim

x→+∞
(f(x)−ax) = lim

x→+∞
(

x3

4− x2
+x) = 0.

Vzhledem k symetrii bude tedy přı́mka y = −x asymptotou našı́ funkce při x → ±∞.
Část grafu této funkce je na obr. 15.
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obr. 15 - průběh funkce f(x) = x3/(4− x2)

Přı́klad 8.31. Funkce f(x) = arcsin( 2x1+x2
) je složenou funkcı́, kde vzhledem k de-

finičnı́mu oboru vnějšı́ funkce (kterým je interval 〈−1, 1〉) argument vnitřnı́ funkce
musı́ splňovat podmı́nku −1 ≤ 2x/(1 + x2) ≤ 1, která je ale splněna na celé reálné
ose. Definičnı́m oborem našı́ funkce je tedy množina všech reálných čı́sel. Vzhledem
k lichosti vnitřnı́ i vnějšı́ funkce je i složená funkce lichá - jejı́ vlastnosti budou tedy
” antisymetrické.” Tato funkce je všude spojitá a nemá proto svislou asymptotu.
Jediným nulovým této funkce je x = 0, záporných hodnot nabývá v intervalu (−∞, 0),
kladných hodnot v intervalu (0,+∞).
Výpočtem prvnı́ derivace dostaneme

f ′(x) =
1√

1− 4x2

(1+x2)2

· 2(1 + x2)− 4x2

(1 + x2)2
=

2(1− x2)

(1 + x2)
√
(x2 − 1)2

.

Úpravou (po správném zápisu výrazu pod odmocninou v jednotlivých intervalech)
dostaneme

f ′(x) = − 2
x2 + 1

, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞), f ′(x) =
2

x2 + 1
, x ∈ (−1, 1).

V bodech x = −1, x = 1 existujı́ pouze jednostranné derivace, které spočı́táme jako
odpovı́dajı́cı́ limity funkce f ′(x) :

lim
x→−1−

−2
1 + x2

= −1, lim
x→−1+

2
1 + x2

= 1, lim
x→1−

2
1 + x2

= 1, lim
x→1+

−2
1 + x2

= −1.

V bodech x = −1, 1 jsou tedy různé derivace zleva, zprava - jsou to tzv. ”body vratu,
úhlové body”, ve kterých má graf ”špičku” .
Prvnı́ derivace je kladná v intervalu (−1, 1) a naše funkce je tam proto rostoucı́.
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Na intervalech (−∞,−1), (1,+∞) je prvnı́ derivace záporná a f(x) je tam klesajı́cı́
funkcı́. Přestože funkce f(x) nemá v bodech x = −1, 1 prvnı́ derivaci, nabývá podle
uvedených vět v bodě x = −1 svého minima, v bodě x = 1 svého maxima.
Výpočtem druhé derivace na jednotlivých intervalech dostaneme

f ′′(x) =
4x

(1 + x2)2
, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞), f ′′(x) =

−4x
(1 + x2)2

, x ∈ (−1, 1).

Nulovým bodem druhé derivace je x = 0 - je to inflexnı́ bod podle našı́ definice. V něm
se měnı́ znaménko druhé derivace a tedy konvexnı́ část grafu přecházı́ v konkávnı́ část.
Změna konvexnı́ části v konkávnı́ nastává také v bodech vratu x = 1, x = −1 , kde
také docházı́ ke změně znaménka druhé derivace. Pro tuto spojitou funkci bez svislé
asymptoty a s nulovými limitami pro x → ±∞ bude jedinou asymptotou se směrnicı́
osa x - přı́mka y = 0, jak nám potvrdı́ i výpočet koeficientů

a = lim
x→±∞

arcsin
(
2x
1+x2

)
x

= 0, b = lim
x→±∞

arcsin(
2x
1 + x2

) = 0.

Nakreslenı́m grafu funkce si ověřı́me uvedené výsledky (obr. 16 ).
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obr. 16 - průběh funkce f(x) = arcsin(2x/(1 + x2))

Přı́klad 8.32. Funkce f(x) = 3
√

x2 − x má definičnı́ obor D(f) = R a je na
něm spojitá. Nulových hodnot nabývá v bodech x = 0, x = 1, kladných hodnot
na intervalech (−∞, 0), (0, 1), záporných hodnot na intervalu (1,+∞). Nepatřı́ mezi
funkce sudé, liché nebo periodické.
Výpočtem prvnı́ derivace dostaneme

f ′(x) =
2− 3 3

√
x

3 3
√

x
; f ′(

8
27
) = 0, lim

x→0±
f ′(x) = ±∞.

Tato funkce má tedy v počátku svislou tečnu. Prvnı́ derivace je záporná v intervalu
(−∞, 0), kladná v intervalu (0, 8/27), záporná v intervalu (8/27,+∞).
V těchto intervalech je tedy funkce postupně klesajı́cı́, rostoucı́, klesajı́cı́ funkcı́.
V bodě x = 0 nabývá svého lokálnı́ho minima, v bodě x = 8/27 lokálnı́ho minima
(f(0) = 0, f(8/27) = 0.1481...).
Výpočtem druhé derivace dostaneme výsledek f ′′(x) = −29 · 1/

3
√

x4 < 0 ∀x 6= 0.
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Funkce je tedy konkávnı́ v intervalech (−∞, 0), (0,+∞), oba tyto konkávnı́ segmenty
navazujı́ spojitě ve špičce v počátku.
Výsledky výpočtu koeficientů asymptoty se směrnicı́

a = lim
x→±∞

(
1
3
√

x
− 1) = −1, b = lim

x→±∞

3
√

x2 = +∞

ukazujı́, že tato funkce nemá asymptotu se směrnicı́.
Uvedené vlastnosti si můžeme ověřit na jejı́m grafu (obr. 17a).

Přı́klad 8.33. Funkce f(x) = arctan
(
cos(x)
1+sin(x)

)
z přı́kladu 8.5 je po částech lineárnı́.

V bodech x = 3
2π ± 2kπ má limity zleva rovny −π/2, limity zprava rovny +π/2.

Nemá vertikálnı́ ani jiné asymptoty - je to po částech lineárnı́ funkce se stejnými
směrnicemi −1/2 a nulovými body π/2± 2kπ. Když si nevšimneme nespojitosti této
funkce a necháme počı́tač vykreslit jejı́ graf přı́mo z definice funkce, pak dostaneme
(s přı́padným varovánı́m o dělenı́ nulou) graf z obr. 17b), který nám spojuje jednotlivé
lineárnı́ části vlastnı́ho grafu dalšı́mi úsečkami a dává falešnou představu o grafu této
funkce, kam tyto spojnice nepatřı́ ! (Viz ale např. zprávu discont = true v Maple .)
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obr. 17 a), b) - grafy funkcı́ x2/3 − x, arctan(cos(x)/(1 + sin(x))))

Shrnutı́
V této kapitole jsme do přesnějšı́ch detailů zformulovali vztahy mezi monotonnostı́
funkce, jejı́mi extrémy a vlastnostmi jejı́ derivace (pozn. 6.2, 8.1, V 8.7, 8.8), rozšı́řili
definici extrémů (lokálnı́ a absolutnı́ extrémy). Dále jsme zavedli pojem konvexnı́,
konkávnı́ funkce (D 8.16), inflexnı́ bod (D 8.19) a zformulovali podmı́nky inflexe
(V 8.20). Pro graf funkce jsme definovali pojem asymptoty (D 8.22) a uvedli formule
pro výpočet jejı́ch koeficientů (V 8.23). V závěru kapitoly byl popsán doporučený
postup při vyšetřovánı́ celkového průběhu funkce a demonstrován na přı́kladech.

Pojmy k zapamatovánı́
• Monotonnost funkce; extrémy, jejich druhy a metody rozpoznánı́.
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• Funkce konvexnı́ a konkávnı́ na intervalu, inflexnı́ bod, asymptoty.
• Postup při vyšetřovánı́ průběhu funkce.

Kontrolnı́ otázky
1. Může mı́t neklesajı́cı́ funkce f(x), x ∈ I zápornou hodnotu prvnı́ derivace

v některém bodě ?
2. Může mı́t funkce vı́ce globálnı́ch maxim nebo minim ?
3. Má funkce f(x) s hodnotami f ′(c) = f ′′(c) = 0 v bodě x = a extrém ?
4. Může být funkce, která nemá v izolovaných bodech derivaci, konvexnı́

nebo konkávnı́ ?
5. Je přı́mka konvexnı́ nebo konkávnı́ funkcı́ ?
6. Může mı́t polygon inflexnı́ body ?

Cvičenı́ : Vyšetřete průběh funkcı́ a nakreslete jejich grafy:

1. f(x) = x · arccotg(x)

2. f(x) = x · arccotg(1/x)

3. f(x) = |x| − |x2 − 1|

4. f(x) = x · exp(−1/x)

5. f(x) = x · arctan(1/x)

6. f(x) = arctan
(
| ln(x)|
ln(x)−1

)
7. f(x) = arccotg

(
| x
x2−1 |

)
Řešenı́

1. D(f) = R, spojitá, rostoucı́, konkávnı́ funkce, asymptoty y = πx+ 1, y = 1.

2. D(f) = R\ 0, nenı́ sudá ani lichá, pro x < 0 (x > 0) je f < 0 (f > 0), rostoucı́,
konvexnı́ v celém definičnı́m oboru; společná asymptota y = (π/2)x+ 1.

3. D(f) = R; sudá spojitá funkce s různými předpisy v intervalech
〈0, 1〉, 〈1,+∞) (tam je konvexnı́, konkávnı́), s lokálnı́m minimem v počátku
(f(0) = −1), maximy v bodech x = −1, x = 1 (špičky), bez asymptot.
(Ověřte si na grafu funkce.)

4. D(f) = R \ 0, bod nespojitosti a vertikálnı́ asymptota v x = 0, záporné hodnoty
pro x < 0, kladné pro x > 0, lokálnı́ maximum f(−1) = −e, rostoucı́ funkce
pro x ∈ (−∞,−1)∪ (0,+∞), klesajı́cı́ pro x ∈ (−1, 0), konvexnı́ v intervalech
(−∞,−2), (0,+∞), konkávnı́ v intervalu (−2, 0).

5. D(f) = R \ 0, x = 0 je odstranitelný bod nespojitosti. Funkce je konkávnı́
na obou částech D(f), klesajı́cı́ pro x ∈ (−∞, 0), rostoucı́ pro x ∈ (0,+∞),
společná asymptota y = 1 = supf(x), inff(x) = 0.

6. D(f) = (0, e) ∪ (e,+∞), spojitá v D(f), omezená, v intervalu (0, 1〉 rostoucı́,
v intervalech 〈1, e), (e,+∞) klesajı́cı́, v bodě x = e skok, nemá maximum ani
minimum, horizontálnı́ asymptota y = π/4, sup = π/2, inf = −π/2.

7. D(f) = R \ 0, sudá a spojitá funkce v D(f), klesajı́cı́ v intervalech
(−∞,−1), (0, 1), rostoucı́ v intervalech (−1, 0), (1,+∞), odstranitelnými body
nespojitosti x = ±1, hroty v bodech x = −1, 0, 1, horizontálnı́ asymptotou
y = π/2. (Ověřte výpočtem, na grafu.)
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