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Abstrakt

Tento text distancniho vzdélavani navazuje na text Algebra a seznamuje se zakladnimi pojmy linedrni algebry. Studujici
se seznami s pojmy matice a determinant, s metodami vypoctu determinantt a inverznich matic. Posledn{ kapitoly se
tykaji soustav linedrnich rovnic a jejich feSeni

Cilova skupina

Text je primdrné uréen pro posluchace prvniho roéniku bakaldfského studijniho programu Aplikovand informatika
na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci. MiZe vSak slouzit komukoliv se zdjmem o linearni
algebru. Text pfedpokladd znalosti stfedoSkolské matematiky a prostudovéni textu Algebra
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Pouzita oznacéeni

mnoZina vSech pfirozenych ¢isel

mnoZina vSech celych ¢isel

mnoZina vSech celych sudych &isel

mnoZina vSech raciondlnich ¢isel

mnoZina vSech reédlnych ¢isel

mnoZina vS§ech komplexnich ¢isel

disjunkce (logicky soucet), ¢teme ,,nebo*
konjunkce (logicky soucin), Cteme ,,a soucasné*
implikace, ¢teme ,,jestlize, pak™

ekvivalence, ¢teme ,,pravé kdyz*

existencni kvantifikator, ¢teme ,,existuje*
vSeobecny kvantifikdtor, ¢teme ,,pro vSechna‘



1 Poradi a permutace

Studijni cile: Po prostudovani této kapitoly se studujici sezndmi s pojmy pofadi a permutace,
kterych se v dalSich kapitoldch bude pouzivat

Klicova slova: poradi, parita pofadi, transpozice, permutace, parita permutace

Pruvodce studiem

Poradi a permutace maji Siroké uplatnéni v teorii pravdépodobnosti a ve statistice.

ProtoZe permutace ndm budou slouZit pouze jako pomocny néstroj ke studiu dal$ich al-
gebraickych pojmt, omezime se pouze na vyklad nejzakladnéjsich vlastnosti permutaci
kone¢né mnoZiny M. Pro zjednoduseni ptfedpokldddme, Ze mnoZina M se sklddd z prv-
nich n ptirozenych &isel, M = {1,2,...,n}.

1.1 Poradi

Definice 1.1. Necht M = {1, 2, ..., n}. Pak libovolnd uspofddand n—tice utvofend z prvkid
mnoziny M se nazyva poradi z n prvki 1, 2, ... , n nebo struéné poradi. Necht R =
(r1,72,...,m) je libovolné poradi. Rekneme, e dvojice 7;, r; je inverze v poradi R, jestlize
i < j,r; > r;. Pofadi, v némz celkovy pocet inverzi je Cislo sudé, se nazyva sudé poradi.
Poradi, ve kterém je celkovy pocet inverzi ¢islo liché, se nazyva liché poradi. Hovoiime potom
0 parité poradi.

Pruvodce studiem

Pocet inverzi v daném konkrétnim poradi nejrychleji zjistime tak, Ze bereme odleva jedno
¢islo po druhém a pro kazdé z nich spocitdme, kolik mensSich &isel stoji za nim. Sectenim
téchto hodnot pak dostaneme celkovy pocet inverzi v daném poradi.

Priklad 1.2. Necht'n =9, potom
poradi (1, 2, 3,4,5,6,7,8,9) je sudé, pocet inverzi je 0,

poradi (6, 3, 1,9, 4, 5, 2, 8, 7) je liché, pocet inverzi je 15.

Definice 1.3. Necht R = (r1,r2,...,70), S = (81, 2, ..., S,) jsou dv& pofadi a necht existuji
indexy ¢ # j tak, Ze s; = rj, s; = r; addle s, = ry, pro k # 1, j. Potom fekneme, Ze pofadi S
vzniklo z pofadi R provedenim jedné transpozice.

Pruvodce studiem

Provedeni jedné transpozice tedy znamena zaménu dvou riznych prvki v jednom potadi,
pfi¢emz vSechny ostatni prvky zidstavaji na pivodnim misté.

Priklad 1.4. Potadi S = (2,3,5,4,1) vznikla z potadi R = (2,5, 3,4,1) provedenim jedné
transpozice.

inverze
veétsi Cislo pred
mensim

sudé poradi

liché poradi



Véta 1.5. Necht'n je pevné prirozené Cislo, pak plati:

1. zn prvkii Ize vytvorit celkem n! riiznych poradi

2. vSech n! poradi z n prvkii Ize seFadit tak, Ze kaZdé ndsledujici poradi obdriime 7 pred-
chdzejiciho provedenim jedné transpozice, Ize vyjit od libovolného poradi.

v ¥z

Diikaz. Dokazovat budeme matematickou indukci obé ¢asti najednou:

Pro n = 1 ob€ tvrzeni trividln€ plati. Pfedpokldddame, Ze obé tvrzeni plati pro 1, 2, ... ,n — 1
a budeme dokazovat, Ze plati rovnéZ pro n. Necht (71, rg, ..., 7, ) je libovolné potadi z n prvka.
Podle indukéniho pfedpokladu vSech poradi, kterd maji na poslednim misté prvek r, je (n —
1)! a lze je sefadit tak, Ze nasledujici vznikne z pfedchoziho provedenim jedné transpozice.
V poslednim z téchto poradi provedeme transpozici prvkl r, a r; (1 < ¢ < n — 1) a stejnou
tivahou jako vySe dostaneme (n — 1)! poradi s prvkem r; na poslednim misté. Takto vystiiddme
na poslednim misté vSech n prvkd, takze dostaneme vSechna riiznd potadi z n prvkd, kterych je
tedy n(n — 1)! = nl, ptitom kazdé nasledujici pofadi vzniklo z pfedchoziho provedenim jedné
transpozice. 0

Priklad 1.6. Necht n = 3, pak mame 3! = 6 pofadi R; = (1,2,3),R2 = (1,3,2),R3 =
(3,1,2),Ry = (3,2,1),R5 = (2,3,1), Rg = (2,1,3) sefazenych tak, Ze kazdé nésledujici
vzniklo z pfedchoziho provedenim jedné transpozice.

Véta 1.7. Provedeni jedné transpozice zméni paritu poradi.

Diikaz. Provedeme ve dvou krocich, nejprve pro transpozici sousednich prvki a potom pro
transpozici libovolnych dvou prvki daného potadi.

1. Necht' v potadi R = (r1,72,...,Ti,Ti+1, ..., ) je t inverzi. Provedenim transpozice
z o A 7z / v v .
sousednich prvki r;, 7,1 dostaneme pofadi R = (71,72, ..., Ti41,Tiy .-, 'n), V NEMZ j&
. , / , v . v
bud' ¢t — 1 nebo t + 1 inverzi, tedy R md opacnou paritu neZ R.

2. Necht R = (r1,72, ..., 74, ..., Tj, ..., ') je dané pofadi. Provedenim transpozice prvki r;
/ o« e .
a rj dostaneme pofadi R = (11,72, ...,7j, ..., T, ..., ' ). Tuto transpozici lze realizovat
postupnym provadénim (j —i)+ (j —i—1) = 2(j —¢) — 1 transpozic sousednich prvka.
X . . . . 7z z v v ’ / 7z v . v v z
Cislo 2(j — i) — 1 je liché. To znamend, Ze pofadi R ma opa¢nou paritu nez pofadi R.

O
Véta 1.8. Necht'n > 2. Potom z celkového poctu n! riznych poradi z n prvkii je %' sudych
a " lichych.
Diikaz. Tvrzeni plyne z pfedchéazejicich vét. O

Priklad 1.9. Pro n = 3 jsou pofadi R1, R3, R5 sudd a potadi Rs, Ry, Rg jsou licha.

1.2 Permutace

Definice 1.10. Necht M = {1,2,...,n} je koneénd mnozina o n prvcich. Pak bijektivn{
zobrazeni P mnoZiny M na sebe se nazyva permutace mnoZiny M nebo kritce permutace.

Permutaci P definovanou P(i;) = j; prot = 1,2, ...,n budeme zapisovat ve formé dvoufad-

kové tabulky tvaru
p_ ( iy zn)
Ju g2 - Un



Pruvodce studiem

Permutace mnoZziny M je tedy bijekce M — M, kterou zapisujeme ve tvaru dvourdd-
kové tabulky. To znamen4, Ze v hornim i dolnim fadku této tabulky je vZdy néjaké potadi
z n prvki. Ziejmé lze tutéz permutaci P zapsat v uvedeném tvaru celkem n! formalné riz-
nymi zpusoby, zaménime-li pofadi sloupci v tabulce. VSech téchto n! zdpisi permutace P
je zcela rovnocenych, ale my budeme nejcastéji pouzivat zapisu permutace P v zakladnim
tvaru

Priklad 1.11. Tti formdlné rizné zapisy téze permutace mnoziny M pron = 6
1 3 45 6 2 46 1 35 6 3 2 415
6 4 32 1)'\5 3164 2)/)’\1 4536 2)

T&chto riznych zapisi stejné permutace mize byt 720.

(G20 N

Véta 1.12. Pocet riiznych permutaci n—prvkové mnoZiny je roven n!

Diikaz. Kdyz zapiSeme kazdou permutaci v zakladnim tvaru

1 2 ... n
ki ko ... k, /)’

pak rtiznych permutaci bude piesné tolik, kolik je riznych potadi v dolnim fadku. Téch je vSak
pravé n!. O

Priklad 1.13. Razné permutace tfiprvkové mnoZiny

12 3 12 3 12 3
Pl_(l 3>P2_<2 3>P3_<231>
12 3 12 3 12 3
P4:(3 1>P5:(3 2>P6:<132>

[N
—_

[\)
[\)

[\)
—_

Definice 1.14. Permutace P se nazyva sudd permutace, jestlize soucet poctu inverzi v hornim
a dolnim fadku je sudé ¢islo. Pokud je soucet poctu inverzi v hornim a dolnim faddku liché ¢&islo,

nazyva se lichd permutace. Hovorime potom o parité permutace.

Priklad 1.15. Permutace P, P53, P5 jsou sudé, permutace Ps, Py, Pg jsou liché.

Pruvodce studiem

I kdyZ danou permutaci P miZeme zapsat n! formdlné rdznymi tabulkami, je predchozi
definice korektni, protoZe pfi libovolném zdpisu permutace P je parita horniho a dolntho
fadku bud’ vZdy stejnd nebo vZdy rozdilnd. Pfi pfechodu od jednoho zdpisu permutace P
k druhému provadime vZdy jisty pocet transpozic soucasné v hornim i dolnim fadku.

Véta 1.16. Necht'n > 2, potom z celkového poctu n! riiznych permutaci n—prvkové mnoZiny je

%! sudych permutaci a %' lichych permutact.

permutace v
zdkladnim tvaru

parita permutace



Diikaz. Kazdou permutaci zapiSeme v zakladnim tvaru

1 2 ... n
ki ke ... ky
Parita permutace je pak shodn4 s paritou pofadi v dolnim fadku a tvrzeni plyne z véty 1.8 [

Shrnuti

Poradi je libovolna uspofddand n-tice utvorend z n prvkové mnoziny M = {1,2,...,n}.
Dvojice prvki v potadi tvori inverzi, pokud vétsi z obou ¢isel predchazi v daném poradi mensi.
Transpozice je zaména dvou rdznych prvkl v daném poradi.

Permutace mnoziny M je bijekce mnoziny M na mnoZinu M.

Permutaci zapisujeme ve tvaru dvoufddkové tabulky.

Paritu permutace ur¢ime z parit pofadi v hornim a dolnim radku.

Pojmy k zapamatovani
e poradi
e parita poradi

e inverze

transpozice

permutace

parita permutace

Kontrolni otazky

1. Dané poradi je sudé. Jakd bude parita poradi, které dostaneme 7 daného poradi prove-
denim ti{ transpozic?

2. Je ddna permutace P. V této permutaci provedeme stejnou transpozici v hornim i dolnim
Fddku. Zméni se parita?

3. Je ddna permutace P. V této permutaci nechdme horni rddek beze zmeény a provedeme
Jjednu transpozici v dolnim vddku. Zméni se parita permutace?

Cviceni
1. UrCete pocet inverzi v daném potadi z 9-ti prvka (4,3,5,6,8,9,7,1,2).
2. Urcete x a y tak, aby poradi (9,z,6,5,y,4,7,2,1) bylo liché.

3. Urcete paritu dané permutace

1 35 2 46
24613 5)
4. Urcete x a y tak, aby permutace
1 2 3 45 67
2 x4 6 y 17
byla suda.
Ukoly k textu

1. Utvoite vSechna potadi ze 4 prvku tak, Ze kazdé poradi obdrZite z pfedchoziho poradi
provedenim jedné transpozice. Poradi (1,3,4,2) bude zapsédno jako prvni.




2. Vypiste vSechny formdlné rizné zapisy permutace

3. Vypiste vSechny formalné stejné zapisy permutace

1 2 3 4
1 34 2 )

ReSeni
1. 15
2. x=8,y=3
3. licha
4. x=3,y=5



2 Matice

Studijni cile: Pfi studiu této kapitoly se studujici sezndmi s pojmem matice. S maticemi
budeme pracovat i v dal$ich kapitolach.

Klic¢ova slova: matice typu m/n, prvky matice, nulova matice, ¢tvercovd matice, matice
transponovand k dané matici

Pruvodce studiem

Jednim ze zakladnich pojmi linedrn{ algebry je pojem matice. Matice pouzivame pfi feSeni
soustav linedrnich rovnic, pfi studiu vektorovych prostorti a v celé rad€ dal$ich odvétvi nejen
matematiky. Matice maji i bohaté uplatnéni v informatice. Setkdme se s nimi v algoritmické
matematice. Jedna z reprezentaci grafii je maticova reprezentace.

Definice 2.1. Necht' T je Ciselné téleso, m, n pfirozena ¢isla. Pak obdélnikové schema tvaru

aii ai2 a1n
a21 a2 az

A= L
aml am2 ... Qmn

kde a;; € T proi =1,2,...,m, j = 1,2,...,n, se nazyvd matice typu m/n nad télesem 7.
Oznaleni: A = (a;;) typu m/n . Cisla a;; € T se nazyvaji prvky matice A.

Matice A = (a;;) typu m/n a matice B = (b;;) typu p/q jsou si rovny, jestliZe jsou stejného
typu (p = m A ¢ = n) aje-li a;; = b;; pro Vi, j.

Pruvodce studiem

s Nz

Kazdy jednotlivy fadek matice A typu m/n nad télesem 7' miZeme uvaZzovat jako uspofa-
danou n—tici prvku (Cisel) z télesa T, tedy jako vektor vektorového prostoru 7. Ma tedy
smysl mluvit o s¢itan{ fadkt matice, ndsoben{ fadku matice ¢islem z 7', linedrni kombinaci
a linedrni zavislosti a nezavislosti fadkti matice atd. a to ve smyslu operaci a pojma jak byly
definovany ve vektorovém prostoru 7.

Podobné miiZeme sloupce matice A typu m/n chdpat jako vektory vektorového prostoru
T™ a pracovat s nimi jako s vektory, séitat je, ndsobit ¢islem, vytvaret jejich linedrni
kombinace, studovat jejich linedrni zavislost a nezdvislost.

Priklad 2.2. 1. Matice

2 -1 1
A= -3 21
1 0

je matice typu 3/3.

2. Matice

oyl

Il
© O Ot N =
S 00 b= W

je matice typu 5/2.

m Fddkii, n sloupcti



Definice 2.3. Necht' A je matice typu m/n nad ¢iselnym té€lesem 7'. Potom

1. je-li a;; = 0 pro Vi, j, matice se nazyva nulovd matice typu m/n a oznacuje se O,

2. je-lim = n, matice A se nazyva ¢tvercovd matice rddu n, stejny pocet Fddki
o A K terd vanik o A pimEncn Kl | a sloupcii
3. matice A typu n/m, kterd vznikne z matice A zdménou fadku za sloupce n radiai a m
sloupcii
a1lp] az1 ... amil
/ a2 a2 ... QAm2
A = m
G1p  QA2n ... Gmn

se nazyva transponovand matice k matici A.
Priklad 2.4. 1. Matice A z piikladu 2.2 je ¢tvercova matice fadu 3.

2. Matice transponovana k matici A je matice

|
w

!

A= -

— =N
il )
N O =

3. Matice transponovand k matici B je matice
/ 1 25 6 9
B = < 3 47 80 > '

Shrnuti

Matice typu m/n je obdélnikové schema s m fadky a n sloupci.

Nulova matice je matice, jejiz prvky jsou samé nuly.

Ctvercova matice je matice, kterd ma stejny pocet fadkd a sloupci.
Transponovanou matici k dané matici dostaneme zdménou fadka a sloupcti.

Pojmy k zapamatovani
e matice typu m/n
e nulova matice
e Ctvercova matice

e matice transponovand k dané matici

Kontrolni otazky
1. Kolik md rddku a kolik sloupcit matice P typu p/q?

2. Kolik md vdadkii a kolik sloupcii matice transponovand k matici P typu p/q?

Cviceni

1. (a) Urcete typ matice

2 350
A= -1 0 2 1
11 01

(b) Ur&ete matici A" a jeji typ.
2. Zapiste matici B typu 5/6, pro jejiz prvky plati b;; = i —j



3. ZapiSte Ctvercovou matici C' fadu 4, pro jejiz prvky plati vztah ¢;; = i2 — j2. Urdete
matici transponovanou k matici C.
4. Urcete a, b, c, d, tak aby platilo

a—b—1 a+b+1\ ([ a+2c+2 2b—d
c+a d—1b o c—2 d+1 )

Ijkoly k textu
1. Udejte piiklad matice nad R typu 8/3.

2. Udejte priklad ¢tvercové matice nad R f4du 4.

Reseni
2 —1 1
1. a)3/4 b A = 2 g é ,4/3
0 1 1
2
0 -1 -2 -3 —4 -5
3 2 1 0 -1 -2
B = 8 7 6 5 4 3
15 14 13 12 11 10
24 23 22 21 20 19
3
0 -3 -8 —15 0 3 8 15
3 0 -5 —12 , -3 0 5 12
¢= s 5 o0 -7 [¢= -8 -5 0 7
15 12 7 0 -15 —-12 -7 0

4. b=-1,d=0,c=—-1,a= -2



3 Determinanty

Studijni cile: Ve studované kapitole je zaveden pojem determinant a studujici se seznami
se zpusobem vypoctu determinantil niz§ich fadl a jednim ze zptsobl vypodétu determinanti
vyssich rada.

Klicova slova: determinant, ¢len determinantu

Nyni se budeme zabyvat pouze ¢tvercovymi maticemi nad pevnym ¢&iselnym télesem 7'. Pro
tyto matice zavedeme nésledujici pojem:

Definice 3.1. Necht A = (a;j) je Ctvercovd matice fadu n nad Ciselnym télesem 7. Pak
determinant matice A je Cislo z t€lesa T, které zna¢ime det A, definované vztahem determinant

det A = Z (*1)I(j1’j2"“7jn)alj1a2j2'--anjnv

(j17j27---7jn)
kde I(j1, 2, ---, jn) znamend celkovy poCet inverzi v permutacich permutace
radkovych a
< 1 2 S > sloupcovych
Ju g2 o Jn indexii

pouZzitych fadkovych a sloupcovych indexi. S&itdni se provadi pres vSechna riznd potadi
(J1,J2, ---» Jn) sloupcovych indexu.
Sougin (—1)101d2:0n) g5 ags, ...ap;, se nazyva clen determinantu .
clen determinantu

Pruvodce studiem

Z definice determinantu vyplyva, Ze determinant je ¢islo, které dostaneme sectenim n! ¢lent
determinantu. Kazdy ¢len determinantu je soucin n prvk matice A, pfitom z kazdého fadku
a kazdého sloupce je vybran pravé jeden prvek. Kazdy ¢len ma znaménko + nebo - podle
toho, jestli permutace vytvorend z fadkovych a sloupcovych indext je sudd nebo licha.

Musime si uvédomit zdsadni rozdil mezi matici a determinantem. Matice je obdélnikové
nebo ¢tvercové schema, determinant je ¢islo.

Poznamka 3.2. Determinant matice

a1 a2 ... Qip
A= a1 agy ... QA9n
an1  QAn2 QAnn
budeme rovnéz znacit symbolem
a1 @12 ... Qin
Al = G21 Q22 ... G2,
Gpl an2 ... Gapp

RozepiSeme si predchozi definici pro nejjednodussi pripady n = 1, 2, 3.

n=1 la11] = a1z determinant matice
1.7ddu
a1 a . .
n=2 H 12| = a11a292 — a12021 determinant matice
a1 Q22

2.7ddu



a1l a2 ais
n=3 a1 Q22 G23 | = 11022033 + 421032013 1+ A310A12G23—
a3l as2 ass3

—a130a220a31 — 023032011 — 433012021

Piiklad 3.3. L. detC:‘ g g ‘:20—15:5.
2 —1 1
2.det A= -3 2 1 [ =84+0—-1—-2—-0—-6=—1.
1 0 2

Pruvodce studiem

Vypocet determinantti vys$ich fadd jen na zdkladé definice determinantu by byl pfili$
zdlouhavy a pracny. V ndsledujicim textu si ukdzeme metody, jak determinanty vyssich fada
pocitat. Nejdiive si uvedeme nékolik vét, které popisuji vlastnosti determinantii a mohou
ndm usnadnit jejich vypocet.

Véta 3.4. Transponovdnim matice A se hodnota determinantu nezméni, det A’ = det A.

Diikaz. Necht'(j1, j2, ..., jn) je libovolné potadi z n prvki. Pak soucin a1 j, agjs...an;, se vysky-
. PR . . . ’ ve . .
tuje pravé jednou v determinantu det A i v determinantu det A . Tento soudin je v determinantu

. L . . 1 2 ..
det A vynasoben &islem (—1)", kde r je pocet inverzi v permutaci ( i ;I )
1 2 cen n
V determinantu det A’ je soucin vyndsoben ¢islem (—1)°, kde s je pocet inverzi v permutaci
< ‘711 ]22 ‘]7;‘ ) Ztejmé r = s a plati tedy tvrzeni véty. O

Véta 3.5. Necht’'prvky k—tého rddku matice A maji tvar
ak1 = bk + ck1, ak2 = br2 + Ck2,y oy Ak, = bin + Chkn

a necht’matice B a C se lisi od matice A pouze v prvcich k—tého vddku, pricemz by, bga, ..., bgn
je k—ty Fddek matice B a ci1, Ck2, .., Ckn je k—ty Fddek matice C, potom det A = det B + det C.
Schematicky zapsdno plati

aill QA1n ail ... Qip ail ... Qip
a21 aon, as1 ... Q2p a1 ... Q2p
b1 +cr1 ... bin + Crn be1 ... brp Ckl .-~ Ckn
anl Ann anl ... Qpp anpl ... Qpp

Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z definice determinantu, protoZe pro kazdy ¢len determinantu

det A plati:

(_1>1(j1,j2,.“,jn) cayj, - agjy - (g, F ChjL) e Qngy =

I j 7' 7"'7' . . . I j 7' 7"'74 . . .
= (_1) (41,72 ]n)'a1j1'a2]2""'bkjk""'a/’njn—i_(_l) (1,32 jn)'aljl'a2j2.""ck]'k.""an]n'

O

determinant matice
3.7ddu



Véta 3.6. Necht’matice B vznikne 7 matice A

1. zdménou dvou riiznych rddkii, potom je det B = —det A
2. vyndsobenim jednoho ¥ddku pevnym cislemt € T, potomdet B = ¢ - det A

s Nz

Diikaz. 1. Pokud v matici A zaménime k-ty fadek s r-tym fadkem, kde k # r, pak souciny,
které se vyskytuji v det A adet B zlistanou stejné. Tyto souciny vS§ak maji riznd znaménka,
protoZe permutace

(1 o koo n> (1 ok oo n>
J1 e Gk e G Jn ) ONJ1 e Jr e Gk e Jn

maji riznou paritu. Proto plati det B = -det A.

2. Plyne pfimo z definice determinantu, protoZe vyndsobenim k-tého faddku &islem ¢t € T
v matici A dostaneme

i B
det B = Z(—l) (71:72;---57n) CQ1jy Ay et Ayt et Oy =

=t (=D)IUrReIn) s ay agg, - agg, - ang, =t det A

O
Véta 3.7. Necht’v matici A
1. jeden Fddek se sklddd ze samych nul, potom je det A = 0,
2. dva rizné Fddky jsou shodné, potom je det A = 0,
3. jeden Fddek je t—ndsobkem jiného rddku (t € T libovolné), potom je det A = 0,
4. jeden Fddek je linedrni kombinaci ostatnich Fddkii, potom je det A = 0.
Diikaz. 1. Plyne pfimo z definice determinantu, protoZe kazdy ¢len determinantu obsahuje

nulu.

2. Zaménime-li ty dva fadky matice A, které jsou shodné, matice A se nezméni. Musi tedy
byt
det A=—detA=2-detA=0=detA=0

z ¥z

3. Plyne z druhé ¢asti véty 3.6 a druhé asti véty 3.7

4. KdyZ je napf. k-ty fadek linedrni kombinaci ostatnich fadkt, mizZzeme det A vyjadfit jako

soucet (n — 1) determinantt, ve kterych je k-ty fddek ndsobkem néjakého jiného fadku.

s ¥z

Podle tieti ¢asti véty 3.7 je kazdy z téchto determinantii roven nule a det A = 0.

O]

Priklad 3.8. Determinant matice

2 4 5
K= 2 -1 -2
-2 6 9

je nulovy, protoZe tieti fadek je linedrni kombinaci prvnich dvou.

ry =Tr1 — 2.7’2



Véta 3.9. Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestlize

1. kjednomu rddku matice A pricteme libovolny ndsobek jiného rdadku,
2. k jednomu rdadku matice A pricteme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich rddkii,

3. jeden Fddek matice A nechdme beze zmény a k ostatnim rddkim pricteme jeho libovolné
ndsobky.

Diikaz. Plyne z pfedchazejicich vét. 0

Poznamka 3.10. Z véty 3.4 plyne, Ze k vétam 3.5, 3.6, 3.7 a 3.9 plati analogické véty, které
dostaneme, kdyZ slovo ,,fadek* nahradime slovem ,,sloupec®. Toto lze uplatnit na vSechna
tvrzeni o determinantech matice, ktera se tykaji fadkt matice. Dostaneme tak stejna tvrzent,
kterd se tykaji sloupct. Stejné z tvrzeni o determinantech matice, kterd se tykaji sloupct,
dostaneme platna tvrzeni, ktera se tykaji fadka.

Pruvodce studiem

Y 2

Vétu 3.9 pouzivame pfi konkétnim vypoctu determinantu. Pfi¢itinim vhodnych nasobku
jednéch fadki k jinym fadkiim se snazime upravit matici na takovy tvar, ze kterého deter-
minant snadno vypocitime. Pfevedeme-li matici na trojihelnikovy tvar

a1 aGi2 i3 ... Glp—1 Q1n
0 ago2 az3 ... azp_1 azn
0 0 a e Q39— a
A= 33 3n—1 3n ’
0 0 0 oo Ap—1n—1 QAQp—1n
0 0 0o .. 0 Ann,

je determinant roven soucinu prvkd na hlavni diagonale

det A=a11-a92 - ...  Qun-

Priklad 3.11. Méame vypocitat determinant matice

2 -1 0 1
3 120
A=13 _3 0 3
4 26 5
2 -1 0 1 2 -1 0 1 1 -1 01
/3 1 20| _ .3 120|_ ,|3 120|_
Resenl.detA—3_303_3 1—101_3 2 -1 0 1|
4 26 5 4 26 5 4 26 5
1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
_ 5|0 42 3| o0 10 -1|_, |0 10 -1|_
- 0 10 -1 |0 42 3| "]0 02 1|
0 6 6 1 0 66 1 0 06 7
1 -1 0 1
0 10 -1
_3'0 0 9 1_3.1-1-2~4—24.
0 00



Postup vypoctu:
1. ze 3. fadku jsme vytkli ¢islo 3
2. zaménili jsme 1. a 3. fadek, tim se zménilo znaménko determinantu

3. od 2. faddku jsme odecetli tfindsobek 1. fadku
od 3. fadku jsme odecetli dvojnasobek 1. fadku
od 4. fadku jsme odecetli ¢tyfndsobek 1. fadku

4. zaménili jsme 2. a 3.fddek, zménilo se znaménko determinantu

5. od 3. radku jsme odecetli Ctyfnasobek 2. fadku
od 4. fadku jsme odecetli Sestindsobek 2. fadku

6. od 4. fddku jsme odecetli tfindsobek 3. fadku

3

. vypocitali jsme determinant jako soucin prvkt v hlavni diagonéle

Podobné miZeme vypocitat determinant prevedenim na trojihelnikovy tvar pouzitim sloupco-
vych tprav

Shrnuti

Clen determinantu je souin n prvkd matice, kdyZ z kazdého fadku a kazdého sloupce je vy-
bran pravé jeden prvek; znaménko Clenu urc¢ime podle parity permutace sestavené z fadkovych
a sloupcovych indexd.

Determinant je soucet n! ¢lend determinantu.

Jeden ze zpisobu vypoctu determinantu je pfevedeni matice pomoci fadkovych nebo sloupco-
vych Uprav na trojihelnikovy tvar a vypocteni soucinu prvki v hlavni diagonile.

Pojmy k zapamatovani
e determinant

e (len determinantu

Kontrolni otazky

1. Matici B dostaneme z matice A zaménou 1. a 3. Fddku a 2. a 4. Fddku. Jaky je vztah mezi
det Badet A?

2. Pro Fadky matice C plati, Ze 4. Fddek je rozdil druhého a pdtého Fidku. Cemu je roven
determinant matice C'?

3. Jak zni véty 3.5, 3.6, 3.7 a 3.9 pro sloupce?

4. Miize mit determinant ctvercové matice A (nad R) pravé 16 ¢leni?

Cviceni
1. Rozhodnéte, zda se soucin as; - aq43 - a14 - as2 - age - a5 Vyskytuje v determinantu matice
A = (a;j) fadu 6 a s jakym znaménkem.
2. Uvedte vSechny ¢leny determinantu dané matice A = (a;;) Fadu 4, které obsahuji prvky
a12 - a34.
3. Vypoditejte determinant matice

A=

= W N
—_
|
—_



4. Urcete x, pro které plati det ) = 2, kde () je matice

Q=1 -

L
[N
8 = O

5. Vypoctéte determinant

cos (¢) sin () —rsin(¢)sin () rcos(¢) cos (¢))
J(r,¢,1) =| sin(¢)sin (¢) rcos(¢)sin(¢)) rsin(¢)cos (1)
cos (1) 0 —rsin (¢)

6. Vypocitejte determinant matice

135 7 13 5 -3 —1
9 4 6 8 25 6 -4 -2
a) A= b)) B=| -1 2 -3 5 1
12 0 3
10 2 1 10 -6 0 1
21 0 2 2
[jkoly k textu

1. Uvedte piiklad ¢tvercové matice A nad R takové, Ze det A ma pravé 24 ¢lent.

2. Uvedte piiklad ¢tvercové matice fddu 4 nad R, jejiz vSechny prvky jsou nenulové, ale
det A=0.

3. Necht A je matice fadu 5 nad R a necht' det A = /3. Necht' matice B vznikne z matice A
tak, Ze kazdy jeji prvek vyndsobime ¢islem —+/5. Uvedte, éemu se rovné det B.

ReSeni
1. ano, -
2. dvéreSeni: +a12 - agq - 91 - G443, —QA12 - A34 - A93 - G41
3. det A=29
4. dvéfefenizy = 3,22 = —1
5. —sin (¢)7r?
6. a)det A=12b) det B =-336



4 Vypocet determinantu pouzitim Laplaceovy véty

Studijni cile: V této kapitole se studujici sezndmi s dal§im zptisobem vypoctu hodnoty
determinantu a pofebnymi pojmy submatice, minor a algebraicky doplnék.

Klicova slova: submatice, minor, dopliikova submatice, doplnék minoru, algebraicky doplnék
minoru a algebraicky doplnék prvku

Definice 4.1. Necht' A = (a;;) je ¢tvercovd matice fadu n, necht’ je zvoleno k jejich fadka
asloupcti (k <n)atol < <ig < .. <ip<n,1<j <js<...<jr<n.Pakmatice

Qivjr Qirga - Qiggy
M = Qigjr  Qigja -+ Gigjy
Qigjr Qigga - Qiggy

se nazyva submatice matice A ur€end fadky i1, o, ..., ig a sloupci j1, j2, ---, jx. Jeji determinant
det M se nazyva minor nebo subdeterminant ¥ddu k matice A. Zbyvajicimi n — k fadky
a n — k sloupci je uréena submatice M matice A, kterd se nazyvd doplitkovd submatice
k matici M a jeji minor det M se nazyva doplnék minoru det M. Oznaéme sy; = i1 +ig + ... +
iy + 71+ jo + ... + ji. Pak &islo (—1)5M - det M se nazyva algebraicky doplnék minoru det M.

Priklad 4.2. Je ddna ¢tvercova matice A ¥ddu 5 nad t&lesem R

14 6 9 -1

23 0 -2 =3

A= 10 -1 0 1
01 2 -3 4

-1 2 0 5 2

Zvolime i1 = 1,13 = 3,13 = 5,j1 = 2, j2 = 3, j3 = 5, pak submatice urend prvnim, tietim
a patym fadkem a druhym, tfetim a patym sloupcem m4 tvar

4 6 -1
M=10 -1 1 |, minor je det M = 2.
2 0 2

Dopliikova submatice k submatici M je
M = ( 3 :g > doplngk je det M = —6.
sMy=1+3+54+2+3+5 =19, algebraicky doplnék minoru det M je

det M = (—1) - (—6) = 6.

Véta 4.3. Necht’ A je ctvercovd matice Fddu n, necht’det M je minor Fddu k matice A (k < n).
Pak soucin libovolného ¢lenu minoru det M s libovolnym clenem jeho algebraického doplriku
je ¢lenem determinantu det A.

Diikaz. Najdete v literatufe, napt.[Hor91] O
Véta 4.4 (Laplaceova). Necht’ A = (a;;) je ¢tvercovd matice iddu n, necht’je pevné zvoleno

k Fddkii matice A, kde 0 < k < n. Pak determinant det A je roven souctu vSech Z soudini
minori Fddu k vybranych ze zvolenych k Fddkii s jejich algebraickymi dopliiky.

Diikaz. Ze zvolenych fadka 1ze vybrat minor riznymi zptsoby. Podle pfedchozi véty

n
k
je soucin ¢lenu takového minoru s ¢lenem jeho algebraického doplitku ¢lenem determinantu

k rddkii, k sloupcii



det A. Takto ziskdme zfejmé navzdjem ruzné Cleny. Staci nyni dokazat, Ze timto zpisobem
dostaneme vSechny ¢leny determinantu det A, kterych je n!. Kazdy minor fadu k£ ma k! ¢lent,

kazdy jeho algebraicky doplnék md (n — k)! €lenti a minort je " ) Odtud dostaneme

k

n n!

kl(n — k)! < ) ) = k!(n—kz)!m =nl!
O

Poznamka 4.5. 1. Laplaceova véta se také nékdy nazyva ,,Véta o rozvoji determinantu
podle zvolenych fadki “.

2. Podle véty 3.4 z predchdzejici kapitoly plati analogickd véta k Laplaceové vété zformu-
lovand pro sloupce.

Pruvodce studiem

Prakticky vyznam Laplaceovy véty spocivd v tom, Ze vypocet determinantu uréitého fadu n
se prevede na vypocet jistého poctu determinantti matic fddu mensiho nez n.

Priklad 4.6. Pouzitim Laplaceovy véty vypocitime determinant matice

2 -1 01
3 1 20
A= 3 -3 0 3
4 2 6 9

Reseni:Vypo&et provedeme rozvinutim podle 1. a 3. fadku (p¥i praktickém vypoétu je vyhodné
volit fadky, ve kterych se vyskytuje pokud moZzno hodné nul).

2 -1 0 1
13 120 2 -1] 20|, iz
detd=135 3¢ 3 ‘3—3“65’(1) *
4 26 5
20 L O yiesse3 | 2 1 L2 \1+3+1+4
+'30‘25’(1) s s| 26 Y *

-1 0 3 0] , i 1434243 -1 1 3 2|, \1+3+244
+‘—30‘45’(1) 33|46 Y *
+’0 L H3 L ‘-(—1)1+3+3+4——3-10-(—1)+0-5-1+3-2.(—1)+0-15-(—1)+

0 3|4 2 -

40-10-1+40-2-(=1)=304+0—-6+0+0+0=24

Definice 4.7. Necht' A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak algebraicky dopln€k jednoprv-
kové submatice, ktera se sklada z prvku a;; se nazyvé algebraicky doplnék prvku a;; a oznaCuje
N Azy

Priklad 4.8. V matici

2 -1 01
3 120
A= 3 -3 0 3
4 2 6 95



je algebraickym dopliikem prvku a43 = 6 hodnota

2 -1 1
Ag=(-D*"3.13 1 0|=-(6-94+0-3-0+9)=-3.
3 -3 3
Véta 4.9. Necht’ A = (a;j) je Ctvercovd matice Fddu n, necht’i je pevné zvoleny Fddkovy
a j sloupcovy index. Pak plati rozvoj podle i—tého
radku

det A =an - A + a2 - Aig + .. + Gin - Ain

rozvoj podle j—tého
det A = aij - Alj + ag;j - Agj + o F - Anj sloupce

Diikaz. Jedna se vlastné€ o tvrzeni Laplaceovy véty pro k = 1. O

Priklad 4.10. Vypocitime determinant matice

2 -1 0 1
3 120
A=13 3 0 3
4 26 5
1. rozvojem podle 1.fadku
Er 2o
det A = =2.(-D)*.| -3 0 3 |-
3 -3 03 5 6 5
4 26 5
320 3 10 3 1 2
~1-(=D)*2./3 0 3 |+0-(-1)'"3-|3 -3 3 |+1-(-D)'". |3 -3 0=
4 6 5 4 25 4 26
=2-2441-(—60)+0-(—66) —1-(—36) =48 — 60 + 36 = 24
2. rozvojem podle 3.sloupce
?), _i (2) (1) 3 10 2 -1 1
det A = =0-(-)'*3.| 3 -3 3 |+2-(—1)*3.|3 -3 -
3 =3 03 4 25 4 25
4 26 5
2 -1 1 2 -1 1
40 (=113 1 0|+6-(-D" .13 1 0|=-2-(-21)-6-3=24
4 25 3 -3 3
Shrnuti

Submatice M k-tého fadu matice A je matice tvofend k fadky a k sloupci matice A.

Minor faddu k£ matice A je determinant submatice k-tého fadu matice A.

Algebraicky doplnék je determinant submatice vytvorené zbyvajicimi n — k fadky an — k
sloupci matice A s prislusnym znaménkem.

Laplaceova véta nam fikd, jak vypocitat determinant pomoci minord k-tého fadu a pfislusnych
algebraickych dopliiki.



Pojmy k zapamatovani
e submatice fadu k
e minor fadu k
o dopliikova submatice
e dopln&k minoru
e algebraicky doplnék minoru
e algebraicky doplnék prvku
e rozvoj podle i-tého fadku
e rozvoj podle j-tého sloupce

Kontrolni otazky
1. Jak si odpovidaji pojmy submatice matice A a dopliikovd submatice matice A?
2. Je doplnék minoru matice nebo cislo?
3. Proc se Laplaceové vété Fikd rovnéZ véta o rozvoji determinantu podle zvolenych fddkii?
4. MiiZeme najit matici A Fadu 3 (nad R) takovou, Ze det A# 0 a vSechny minory 2.Fddu
v matici A jsou nulové?

Cviceni
1. Je dana matice
3 -2 4 5
-1 0 -2 1
1 0 -1 -3
-1 0 -1 1
4 1 2 1 3

Urcete submatici této matice urcenou 1., 3.a 4. fddkem a 2., 4.a 5.sloupcem, prislusny
minor, dopliikovou submatici, doplné€k a algebraicky doplnék.

s
Il
W N =

2. Rozvojem podle 2. fadku vypocitejte determinant matice

1 3 0 -1
|y 2w
A= 2 41 0
3 01 2

3. Rozvojem podle 3. sloupce vypocitejte determinant matice

1 2 = -1
20 4 1
B= 0 3 2 -2
3 2 w 1

4. Rozvojem podle 2. a 3. fadku vypocitejte determinant matice

13 -1 2 1
a 0 b 0 ¢
C= 0d 0 e O
32 11 2
-1'1 01 -1
5. Vypocitejte determinant matice
23000
123 00
K=]1012 320
00123
0001 2



f]koly k textu

1. Necht A je matice fadu 6 nad R a necht jsou pevné zvoleny 3 jeji sloupce. Uvedte, kolik
submatic fadu 3 lze ze zvolenych sloupct vybrat. Ukazte na piikladé.

2. Uvedte piiklad matice A fadu 3 nad R takové, Ze det A = 0 a vSechny minory fadu 2
matice A jsou nenulové

3. Necht' A je ¢tvercovéd matice Fadu 7 (nad R). Sestrojte v§echny submatice fadu 5, které
obsahuji 1., 2., 5., 6. a 7. fadek matice A. Kolik jich je?

Reseni
3 4 5
1. submatice: 1 -1 -3 |, minor:-14,
-1 -1 1

dopliikova submatice: ( i (2) > ,  doplnék: 4, algebraicky doplnék: -4

det A= —-8z+Tw— 2z + 3y

det B = —4y +w — 42 + bz

det C' = —3bd — 7dc + 4be 4 9ce — 8ae + 6ad
det K = —10

U



S Algebra matic

Studijni cile: V této kapitole se vratime k obdélnikovym maticim typu m/n nad pevnym
¢iselnym télesem 7'. Definujeme operace sCitdni matic, ndsobeni matice ¢islem z télesa T'
a ndsobeni matic. Studujici se rovnéz sezndmi s pojmem jednotkovd matice a inverzni matice
a jednim ze zpusobl vypoctu inverzni matice.

Klicova slova: soucet matic, soucin ¢isla a matice, souéin matic, jednotkova matice, regularn{
matice, singularni matice, matice inverzni, matice adjungovana

5.1 Algebraické operace s maticemi
Definice 5.1. Necht A = (a;;), B = (b;;) jsou matice typu m/n, t € T libovolné. Pak plati:
1. Matice A + B = (c¢;;) typu m/n definovand
Cij = ai; + bjj pro =12 .. m, j=12..n

se nazyva soucet matic A, B.

2. matice t - A = (d;;) typu m/n definovana
dij :t-aij pro i:1,2,...,m, j:1,2,...,n

se nazyva soucin c¢isla t s matici A.

Pruvodce studiem

Soucet matic je definovdn pouze pro matice stejného typu, pfic¢emz s¢itime odpovidajici
si prvky obou matic. Pfi soucinu ¢isla a matice ndsobime timto ¢islem kazdy prvek dané
matice.

Priklad 5.2. Jsou ddny matice

2 4 -2 -3 0 2
A=|3 0 -1 |,B=[ -5 3 4
5 -3 1 -1 1 6

Maéme vypocitat matici 4 - A+ 3 - B.

ReSeni:
8 16 -8 -9 0 6 -1 16 -2
4-A+3-B= 12 0 —4 | + —-15 9 12 = -3 9 8
20 —12 4 -3 3 18 17 -9 22

N

Véta 5.3. Secitdni matic je komutativni
A+B=B+ A

a asociativni
A+(B+C)=(A+B)+C.

matice musi byt
stejného typu



Diikaz. Obé tvrzeni plynou piimo z komutativnosti a asociativnosti s¢itani ¢isel ¢iselného
télesa 1. O

Definice 5.4. Necht A = (a;;) je matice typu m/n, B = (b;;) je matice typu n/p, ob& nad
¢iselnym télesem 7'. Pak matice A - B = (¢;;) typu m/p, kde
n . .
Cij= >, j-by; pro i=1..m, j=1,..,p
k=1

se nazyva soucin matic A, B (v tomto potadi).

Pruvodce studiem

Soucin matic je definovéan pro matice, ve kterych druhd matice ma stejny pocet fadku jako
prvni sloupci. Prvky vysledné matice dostaneme jako soucet soucinti prvki na prislu§ném
fadku prvni matice s prvky v odpovidajicim sloupci druhé matice.

Priklad 5.5. Jsou dany matice

=
oW

Mame vypoditat jejich soucin A - B.
Reseni: Matice B mi tolik adki jako matice A sloupci. Sou¢in matic A - B je tedy definovan.
Vyslednd matice bude matice typu 3/2.

3-1+40-(-1)+2-0+1-1 3:2+0-34+2-4+1-(-1) 4 13
AB=1 2-1+1-(-1)+(-2)-04+0-1 2:2+1-34+(-2)-44+0-(-1) | =] 1 -1
1-14+(=1)-(-1)4+0-0+2-1 1-24+(=1)-3+0-4+2-(-1) 4 -3

Pruvodce studiem

Pfi ndsobeni matic zdlezi na jejich poradi. Na predchdzejicim piikladé je vidét, Ze soucin
A - B je definovan, ale soucin B - A definovan neni. Ale i v pfipadé, Ze je definovéno A - B

i B - A (¢tvercové matice téhoz fadu), tak obecné neplati A - B = B - A. Nasobeni matic
tedy neni obecné komutativni.

Priklad 5.6. Jsou dany ¢tvercové matice 3. fadu

10 —1 1 3 2
A=[31 o |,B=| -1 0 2
02 4 1 -1 0
A-B+B-A
0 4 2 0 7 7
A-B=[2 98 |# -1 4 9 |=B-4
2 —4 4 —2 -1 -1

Véta 5.7. Ndsobeni matic je asociativni, tj. necht’matice A je typu m/n, B je typun/p a C je
typu p/q. Pak plati
A-(B-C)=(A-B)-C



Diikaz. Necht plati pfedpoklady véty, pficemz A = (a;j), B = (b;;), C = (¢;;). Potom matice
A - B =(d;;) je typu m/p, kde

dz‘j = Zaik . bkj-
k=1
Matice (A - B) - C = (fi;) je typum/q, kde

P P n
fij = Zdw *Cyj = Zzaw “buw * Cyj-
v=1

v=1u=1

Soucin za sumac¢nimi znaky nemusime zdvorkovat, protoZe se jednd o ndsobeni ¢isel z ¢iselného
télesa 7', pro které plati asociativni zdkon. Podobné B - C' = (g;;) je typu n/q, kde

P
9ij = E biv * Cuj-
v=1

Matice A - (B - C) = (h;j) je matice typu m/q, kde

n n p p n
hij - E Ay, * Juj = § Ay - E buv *Cyj = E E Ay - buv *Cyj = fz]
u=1 u=1 v=1

v=1u=1
Odtud jiZ plyne dokazovand rovnost. 0

Véta 5.8. Ndsobeni matic je distributivni vzhledem ke scitdni matic, to je:
1. Necht’matice A je typu m/n, matice B a C jsou typu n/p, potom plati
A-(B+C)=A-B+A-C.
2. Necht'matice F a G jsou typu m/n a matice H je typu n/p, potom plati
(F+G)-H=F-H+G-H.
Diikaz. 1. Necht' A = (a;5) je typu m/n, B = (b;;) a C =(c;;) jsou matice typu n/p. Potom

matice A - (B + C) = (d;;) je matice typu m /p, kde

dij = Zaik - (brj + crj)-
k=1

Matice A - B + A - C = (f;;) je matice typu m/p a plati

n n n
fii =D ain by + Y - cry =Y ap - (brj + cxj) = dij.
k=1 k=1 k=1
Dohromady plati 1.

2. DokaZeme podobné jako 1.

O
Definice 5.9. Ctvercové matice ¥4du n nad t&lesem 7 tvaru
1 0 O 0 0
0 1 0 0 o
B, = 0 0 1 0 o
0 0 O 1 0
0 0 O 1

se nazyva jednotkovd matice vddu n.

distributivni zdkon
pro ndsobent zleva

distributivni zdkon
pro ndsobeni
zprava

Jjednicky v hlavni
diagondle, jinde
samé nuly



Priklad 5.10.

b5 =

S O =
_ o O

= (b;) je matice typu n/p. Pak plati

0
1
0
Véta 5.11. Necht’ A = (a;j) je matice typu m/n, B

(A-B)Y =B - A

Diikaz. Matice (A - B)' = (ci) je typu p/m, kde
n
Cij = Zajk . bki-
k=1

Matice B' - A" = (d;;) je typu p/m, kde

n

n
dij =Y bpi-ajr =Y ajy- by = cij.
k=1 )

Tedy plati dokazovana rovnost. O

Véta 5.12 (Cauchyho). Necht’ A = (a;j), B = (bi;) jsou ctvercové matice Fddu n. Pak plati  determinant
soucinu matic je
det (A-B) =det A-det B roven soucinu
determinanti

Diikaz. UvaZujeme ¢tvercovou matici [ fddu 2n tvaru N .
téchto matic

aip ai2 ... Qin 0 0 0

anl Gp2 ... GAupp O o .. 0
H = -1 0 0 b11 b12 bln
0 -1 ... 0 ba by .. by
0 0 ... =1 by bpa ... bun

Uzitim Laplaceovy véty rozvinutim podle prvnich n fadkd dostaneme
det H =det A -det B

Nyni k (n + j)-tému sloupci matice H pficteme by j-krat 1. sloupec + bgj-krat 2. sloupec + ...
+ by, j-krédt n-ty sloupec, j = 1, 2, ..n. Dostaneme tak matici

ail a1 . Qln C11 C12 ... Cin
Gn1 0an2 Gnn  Cnl Cn2 Cnn
K=| -1 o 0 0 o0 o |,
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0

ve které

n
Cij = Q41 - blj + a;o - ij + ...+ aip - bnj = Zaik . bkj, 1,7 =1,2,...,n.
k=1
Tedy (c;;) = A - B. Rozvinutim podle poslednich n sloupci matice K dostaneme
det K = det(A-B)-(—1)"-(=1)t Tttt D+42n — det(A. B)-(—1)2™ "+ = det(A-B).
Upravy, kterymi jsme prevedli matici H na matici K, neméni hodnotu determinantu a tedy
det H =det K. Odtud dostaneme det A- det B =det(A - B). O



Definice 5.13. Ctvercova matice A se nazyva reguldrni matice, je-li det A # 0, singuldrni
matice, je-li det A = 0.

Priklad 5.14. Matice

R=| -

O =N
=N O
=N

je regulérni, protoze det R = 3 # 0.

Véta 5.15. Necht’A, B jsou ctvercové matice stejného rddu n. Pak plati:

matice A - B je reguldrni <= obé matice A i B jsou reguldrni.

Diikaz. Plyne piimo z definice reguldrni matice a véty 5.12. O

5.2 Inverzni matice

Definice 5.16. Necht' A je ¢tvercova matice fadu n. Matice X s vlastnosti
A-X=E,NX-A=E,

(pokud takovi existuje) se nazyva inverzni matice k matici A a oznacuje se A~*

Pruvodce studiem

Je-li matice A ¥4du n, je matice A~! rovnéz fadu n.

Definice 5.17. Necht' A = (a;;) je ¢tvercovad matice fadu n. Matice

Al 1 A21 cen .Anl
A* — Az Az ... Ap
Aln A2n Ann

se nazyva adjungovand matice k matici A.

Pruvodce studiem

Vsimnéme si, Ze v matici A* je v i-tém fadku a j-tém sloupci algebraicky dopln€k Aj;
prvku aj;, ktery je v j-tém fadku a i-tém sloupci matice A.

Véta 5.18. Necht’ A = (a;;) je Ctvercovd matice Fddu n. Potom k matici A existuje matice A1
pravé tehdy, je-li matice A reguldrni a plati
L
det A

*

Diikaz. = Necht' k A existuje inverzni matice A~' a dokdZeme, Ze A je regularni matice.
Podle definice inverzni matice je E,, = A - A~! a odtud dostaneme

1 =det B, =det(A- A™!) =det A-det A™! = det A # 0.



»<="Necht A je regularni matice, det A # 0. UkdZzeme, Ze matice X =
k matici A. Necht' A - X = (¢;;), to znamend

1
Cij = det A ;aikz “ Aj-
Potom vak pro i = j je
1
Cii = de tA Z ik - det A

Proi # jje

-0=0.

1
i = det A Z ai - Aj = det A

* . . 7z . z
dﬁ—A je inverzni matici

Vyraz > ) _; a;, - Ajr, = 0, protoZe se jednd o determinant matice, ve které jsou i-ty a j-ty
fadek stejné. Vidime tedy, Ze A - X = (¢;;) = E,. Podobné dokdZzeme X - A = E,. O

Véta 5.19. Necht’A, B jsou reguldrni matice Fddu n. Pak plati
1 (A H= 1 =4
2. (A-B)l=
3. det (A7) = 1,

’

4. (A)yt=(Aa"1).

Diikaz. 1. Plyne ihned z definice
2.(B71-AY)Y.(A-B)=B'- (41 A).-B=B"'B=E,
A-B- (B AY=A.-(B-B 1) - Al=4.-4"1=E,

Z toho vidime, 7e matice B~1

3. Plati A- A~! = E,, a podle Cauchyho véty 5.12 dostaneme

det A-det A7' =detE,=1=det A~ =

4. Podle véty 5.11 plati:
(A A =@ a1y _E; =FE,
(AY- (AN =1 A =E, =E,

To znamend, 7e (A~') je inverzni matici k matici A",

Priklad 5.20. Je dana matice

R=| -

(== )
=N O
—_ O

Mame vypoditat inverzni matici R~

- A~1 je inverzni matici k matici A - B.

~det A

Reseni: V predchazejicim piikladé jsme zjistili, Ze matice R je reguldrni, det R = 3. Matice
R~ je tedy definovana. Vypo&itame nejdfive algebraické doplitky prvkd matice R.

matice inverzni k
inverzni matici je
matice pivodni

inverzni matice k
soucinu matic je
soucin inverznich
matic v opacném
poradi

determinant
inverzni matice je
prevrdcend
hodnota
determinantu
puvodni matice

matice inverzni k
transponované
matici je
transponovand
matice k inverzni
matici



2 0 -1 0
— 2 = = (— 3 =
Ry = (-1) 11 ‘ 2 Ry = (—1) 0 1 ' 1
-1 2 01
—_ 4 = — = (— 3 =
Ry3 = (-1) 0 1 ‘ 1 Ry = (—1) 11 ‘ 1
Rog = (—1)* (2) 1 ‘:2 Rog = (—1)° (2) (1) ‘: -2 vypocet
algebraickych
0 1 2 1 doplrikii
Ray = (—1)4- = -2 Ray = (—1)°- =1 P
2 -1 0
2 0
_ (_1\6. _
R33 - ( 1) -1 2 4
Z algebraickych dopliiki sestavime adjungovanou matici
adjungovand
Ri1 Ro1 Ra 2 1 =2 matice
R* = R12 R22 R32 = 1 2 -1
Ri3 Rz Rss -1 -2 4
a z té dostaneme matici inverzni
inverzni matice
2 1 _2
2 1 =2 3 3 3
1 1
= CRf =2 1 2 -1 | = 1 2 _1
det R 3 3 3 3
© -1 -2 4 1 2 4
3 3 3

Podle definice inverzni matice ovéiime, Ze se skutecné jednd o inverzni matici.

zkouska sprdvnosti
vypoctu
R-R'=| <1

=N O
=]
|

O = O

Wl W= Wi

Wi W Wl
|
Wl Wl Wl
Il
O O =

Pruvodce studiem

Pri praktickém ovéfovani, zda matice X je inverzni matici matice A, staci ovéfit pouze
jednu z rovnosti A - X = E,,, X - A = F,,. Druha rovnost je jiZ vynucena.
V dal§im si ukaZeme jiny, jednodussi zptisob, jak k dané matici vypoditat inverzni matici.

Shrnuti

Soucet matic je definovan pouze pro matice stejného typu.

Soucin matic je definovdn pouze pro matice, ve kterych druhda matice ma tolik fadk, kolik ma
prvni matice sloupci.

Regularni matice je matice, jejiZ determinant je rizny od nuly.

Inverzni matice je ¢tvercova matice, kterd v soucinu s ptivodni ¢tvercovou matici ddva jednot-
kovou matici.

Adjungovand matice je sestavend z algebraickych doplikd prvka pivodni matice.

Pojmy k zapamatovani
e soucet matic
e soucin ¢isla a matice

e soucin matic



jednotkova matice

reguldrni matice

singuldrni matice

e inverzni matice

adjungovand matice

Kontrolni otazky

1. Matice A je typu 5/4 a matice B typu 4/3. MiiZeme najit soucet a soucin téchto matic?
Jakého jsou typu?

2. Matice A je typu u /v, matice B typu v/w a matice C je typu w/t. Jakého typu je matice
A-(B-C)?

3. det A je roven nule. Miizeme najit matici inverzni k matici A?

4. Jak spolu souvisi matice A~ a A*?

5. MiiZeme najit dvé reguldrni ctvercové matice rddu 3 takové, Ze jejich soucin je nulovd
matice?

Cviceni
1. Vypocitejte matici A- B — B - A, kde

1 2 3 1 0 2
A= 3 2 1 |,B= 0 10
01 2 1 -1 2
2. K matici
0 10
A=10 -1 0
0 10

naleznéte vSechny matice X, pro které plati A - X = O.

3. Je dana matice

2 1 1
A=13 1 2
1 -1 0

uréete matici A3 — A2 — 3. A +4- E, kde E je jednotkové matice.

4. Zjistéte, pro kterd redlna Cisla c je ndsledujici matice regularni:

c 2 3
-2 c 2
c —c 3

5. Necht' A, B, C jsou ¢tvercové matice téhoz fadu, det A = 5, det B = 2, det C' = 3.
Vypoctéte:
(a) det(A%2-B-C -B™Y)
(b) det(B2-C~'-A-B71.C)

6. Ke ¢tvercové matici

2 -1 0 -2
0 11 2
A= 2 -1 0 -1
0 21 2

naleznéte adjungovanou matici A* .



7. K danym maticim

1 -1 -1 3 4 2
a) A= 1 1 2 b) B=| -1 2 -2
-1 1 0 7 16 2

naleznéte pomoci adjungované matice inverzni matici.

Ijkoly k textu

1. Udejte piiklad matic A, B nad IR, které nejsou ¢tvercové a pritom existuji oba souciny
A-BiB-A.

2. Udejte ptiklad matice X typum/nnad T, aby X - A = ¢- A, kde matice A je typu m/n
nad 7" a t je ¢islo z Ciselného télesa T'.

3. Udejte priklad nenulové ¢tvercové matice fadu 4, ke které neexistuje matice inverzni.

Reseni
3 -5 1
1. AA-B—B-A= 1 -1
4 -3 =2
p qr
2. X = 0 0 0 |,kdep,q,r, x,y,z jsoulibovolna ¢isla z R
T Yy z
16 1 5
3. - A2 -3 A+4-E=| 13 7 4
-5 3 4
4. vSechna redlna ¢isla rizn4 od Cisel -2 a -3

5. a)75 b) 10

-1 -1 2 1

. 0 -2 0 2

6. A" = 4 4 —4 =2

-2 0 2 0
1 1
L3 3

7. A7t = 1 % % b) neni definovana

-1 0 -1



6 Hodnost matice

Studijni cile: V této kapitole se studujici sezndmi s pojmem hodnost matice a s tim, jak tento
pojem souvisi s pojmem dimenze vektorového prostoru.

Klicova slova: hodnost matice, elementdrni fddkova dprava, matice ve schodovitém tvaru

Pruvodce studiem

V této kapitole opét uvazujeme matici A typu m/n nad &iselnym télesem 7 tvaru

ail a9 A1n
asl ago N )

A= " , Q5 € T.
Aml Am2 ... Qmn

Jak jsme si jiz diive fekli, fddky matice A miZeme chdpat jako vektory z vektorového
prostoru 7". Radky (vektory) matice A tedy generuji jisty podprostor W vektorového
prostoru 7™ a nés zajima dimenze tohoto podprostoru.

Sloupce matice A jsou vektory z vektorového prostoru 7", generuji v 7" podprostor H.
T™ T™ jsou rizné vektorové prostory, W a H tedy musi byt rozdilné podprostory a nas
zajim4, jestli dim W = dim H.

Definice 6.1. Necht' A = (a;;) je matice typu m/n nad ¢iselnym télesem 7'. Pak dimenze
vektorového podprostoru v T generovaného fadky matice A se nazyva hodnost matice A
a oznacuje se h(A).

Véta 6.2. Hodnost matice je rovna maximdlnimu poctu jejich linedrné nezdvislych rdadkii.
Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z definice hodnosti matice, definice dimenze a definice baze. [

Véta 6.3. Necht’A je nenulovd matice typu m/n. Pak hodnost matice A je rovna maximdlnimu
Z Fddii nenulovych minorii matice A.

Diikaz. Viz literatura [Hor91] O]
Véta 6.4. Transponovdnim matice se jeji hodnost nezméni, h(A) = h(A/) .

Diikaz. Je-li A nulovd matice, potom je A’ rovn&Z nulovd matice a tvrzeni plati. Necht je A
nenulovd matice a h(A) = k. Potom podle pfedchozi véty existuje v A nenulovy minor fadu k
a v§echny minory vétsiho fadu nez k jsou nulové. Transponovanim se hodnoty minori neméni,
proto v matici A existuje nenulovy minor fadu k a vSechny minory vétsiho fadu neZ k jsou
nulové. To znamend, Ze h(A') = k a tedy h(A/):h(A). O

Véta 6.5. Hodnost matice je rovna maximdlnimu poctu jejich linedrné nezdavislych sloupcit.

Diikaz. h(Al):h(A) a hodnost matice A je tedy rovna maximalnimu poctu linedrné nezavis-
lych fadkd transponované matice h(A'), to znamend maximalnimu poctu linedrné nezavislych
sloupct matice A. O

Pruvodce studiem

Dosli jsme tedy k zavéru, Ze
dim W = dim H

s Nz

kde W je podprostor generovany fadky matice A a H je podprostor generovany sloupci
matice A. Cili dimenze podprostoru generovaného fadky matice A je rovna dimenzi pod-
prostoru generovaného sloupci matice A.




Nésledujici véta charakterizuje ¢tvercovou reguldrni matici

Véta 6.6. Necht’A je ctvercovd matice rFddu n. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. Matice A je reguldrni.

2. h(A) =n. charakteristika
o , , o reguldrni matice

3. Rddky matice A jsou linedrné nezdvisleé.

4. Sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. ,,1 = 2“matice A je reguldrni, to znamend det A # 0 . To v8ak znamenad, Ze h(A) = n,
protoZe maximalni z ¥fadd nenulovych minord je n.

»2 =3“h(A) = n, tedy matice A md n linedrné nezdvislych fadka

,»3 =4 matice A ma n linedrné nezavislych fadka, plati tedy h(A) = n. h(A’):h(A) =n, mé
tedy matice A rovnéf n linedarné nezavislych sloupcu.

4 =1 sloupce matice A jsou linedrné nezavislé, to znamend, ze h(A) = n. Maximdlni fad
nenulovych minort je tedy n, to znamend, Ze det A # 0 a matice A je regularni. O

Poznamka 6.7. Podobné miizeme charakterizovat singularni matici. Ekvivalentni jsou vyroky:

1. Matice A je singuldrni.

2. h(4) < n. charakteristika
« ) ] ) ] singuldrni matice

3. Radky matice A jsou linedrné zavislé.

4. Sloupce matice A jsou linearné zavislé.

Definice 6.8. Necht’ A je matice typu m/n nad ¢iselnym télesem 7. Pak kazd4 z nésledujicich
Uprav matice A se nazyva elementdrni Fdadkovd tiprava matice A:

1. libovolna zdména potadi fadkd,
2. vynasobeni libovolného fadku nenulovym ¢islem z 7',

3. k jednomu fadku pficteni jiného fadku vyndsobeného libovolnym ¢islem z 7'

Pruvodce studiem

Elementarni fadkové dpravy matice A chapeme jako vySe popsané manipulace s vektory
zTm.

Véta 6.9. Necht’A je matice typu m/n nad T a necht’ B vznikne z A provedenim elementdrni
radkové iipravy. Pak podprostor (ve vektorovém prostoru I™) generovany rddky matice A je
roven podprostoru generovanému fddky matice B.

Diikaz. Radky matice A chapeme jako vektory vektorového prostoru 7™ a oznacime je
U1, U2, ..., Uny. Vime, Ze podprostor generovany vektory uyq, ug, ..., U,y je roven mnoziné vSech
linearnich kombinaci téchto vektord, to je

[U1, Uy ooy U] = L(U1, U2y ..oy Upy)

Podprostor [u1, ug, ..., ] se nezméni, kdyz



1. zaménime potadi fadkt matice A, protoZe
L(u, ugy ooy ) = L(wy, Uiy, ooy iy,
kde (i1, 72, ..., im ) je libovolné pofadi indext 1,2, ... ,m
2. vynasobenim i-tého fadku matice A ¢islem ¢ # 0 € T', protoze

L(ui,ug, .coytyy) = L(ug, ug, ooy bty ooy Upy)

3. pfic¢tenim k i-tému fadku matice A ¢t-ndsobku j-tého fadku (¢ # j), protoze
L(ui,ug,...;um) = L(u1, ug, ..., u; + t.uj, ..., Up,)

7 vz

Tim jsme dokazali, provedenim libovolné elementdrni fadkové dpravy matice A se nezméni
podprostor [u1, ug, ..., U] v T O

Véta 6.10. Provedenim libovolné elementdrni Fddkové tipravy matice A se nezméni hodnost
matice A.

Diikaz. Plyne pfimo z véty 6.9. O

Pruvodce studiem

Z predchozich dvah je ziejmé, Ze pro praktické zjiStovani hodnosti dané matice A bude
vyhodné elementarnimi fddkovymi dpravami pfevést matici A na jednoduchy tvar, ze
kterého jizZ hodnost snadno ur¢ime.

Definice 6.11. Necht’ A je matice typu m/n. Rekneme, Ze A je matice ve schodovitém tvaru,
jestliZze v matici A kazdy nenulovy fadek zacind vét§im poétem nul nez fadek nad nim.

Véta 6.12. KaZdou matici lze konecnym poctem elementdrnich vddkovych uprav prevést na
schodovity tvar.

Diikaz. Necht' A = (a;;) je matice typu m/n. Je-li A nulovd matice, pak je jiz ve schodovitém
tvaru a tvrzeni véty plati. Pfedpokladdme tedy, Ze A je nenulova matice. Dikaz nyni provedeme
matematickou indukci vzhledem k po¢tu fadka m.

1. Prom =1 je jiz matice ve schodovitém tvaru.

2. Predpokladame, Ze kaZdou maticio 1,2,...,m fadcich 1ze kone¢nym poctem elementarnich
uprav prevést na schodovity tvar. Necht’ A je matice, kterd ma m + 1 fadkl. Necht’ s-ty
sloupec je prvni nenulovy sloupec matice A. Pak pfimou vyménou fadkl dostaneme
z matice A matici B = (b;;), kterd ma v 1.fadku a s-tém sloupci nenulovy prvek b1 # 0.
Nyni k ¢-tému fddku matice B pricteme (- f)’i )-ndsobek 1.fddku proi = 2,3, ...,m + 1.
Dostaneme tak matici C' = (c¢;;), kterd ma v prvnich s sloupcich samé nuly kromé
c1s # 0. Aplikujeme-li nyni na matici, kterd se sklada z poslednich m tadkt matice C'

indukéni predpoklad, dostaneme tvrzeni pro m + 1.

O
Véta 6.13. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych rddkil.

Diikaz. Necht A je matice typu m/n ve schodovitém tvaru. Je-li A nulova matice, pakh(A) = 0
a tvrzeni plati. Je-li A nenulova matice, ktera obsahuje k£ nenulovych fadkd, tak téchto k fadka
je linedrné nezavislych a vSechny ostatni fadky jsou nulové. To znamend, Ze maximalni pocet
linedrné nezdvislych fadku je k a tedy h(A) = k. O



Pruvodce studiem

Poslednich ti{ vét pouZivdme pro zjiStovédni hodnosti matic. Matici pomoci elementarnich
fadkovych dprav prevedeme na schodovity tvar a pak zjistime jeji hodnost. Popsany postup
si ukdzeme na prikladé.

Piiklad 6.14. Urcete hodnost matice A nad ¢iselnym t€lesem R, kdyZ

23 0 1 -1 2
30 6 3 -6 9
A= 16 -6 -1 4 =5
29 -8 -1 5 -6

Reseni: Druhy fadek vynasobime ¢islem % a zaménime prvni a druhy fadek, dostaneme matici

10 2 1 -2 3
23 0 1 -1 2
16 -6 -1 4 =5
29 -8 -1 5 —6

Od druhého fadku odecteme dvojnasobek prvniho fadku, od tiettho fadku odecteme prvni a od
¢tvrtého fadku dvojndsobek prvniho

2 1 -2 3
-4 -1 3 —4
-8 -2 6 -8

-12 -3 9 -12

o O O
NelierRNJt RN en)

Od ttetiho fadku odecteme dvojnédsobek a od ¢tvrtého trojndsobek druhého fadku a dostaneme
matici

10 2 1 -2 3
03 4 -1 3 -4
00 o 0 0 O
oo o o0 0 O

Vidime, Ze hodnost matice A je h(A) = 2.

Pruvodce studiem

Predchozi metodu miZeme s vyhodou pouZit pfi feSeni dloh o vektorovém prostoru 7.
Pokud chceme ve vektorovém prostoru 7™ zjistit dimenzi a bazi néjakého podprostoru W,
ktery je generovany kone¢nym pocétem zadanych vektord, pak tyto vektory napiSeme jako
fadky do matice, kterou elementdrnimi fddkovymi Gpravami prevedeme na schodovity tvar.
Hodnost matice je dimenze podprostoru W a nenulové fadky matice ve schodovitém tvaru
jsou pak bazi podprostoru W.

Piiklad 6.15. Ve vektorovém prostoru R* je dan podprostor

W = [ulu U2, U3, u47u5]7



kde
uy = (1707 —1,2),’11,2 = (2737 1,0),U3 = (1a —3,—4,6),@64 = (3721 17 —1),U5 = (_17 1,0, 1)

Urcete dimenzi a bazi tohoto podprostoru.

Reseni: z vektorii
1 0 -1 2 UL, U2, U3, Ug, U5
2 3 1 0 sestavime matici
1 -3 -4 6
3 2 1 -1
-1 1 0 1
Matici pievedeme na schodovity tvar. od 2.7ddku
odecteme
10 -1 2 dvojndsobek 1., od
0 3 3 -4 3.7ddku odecteme
0 -3 -3 4 1., od 4.odecteme
o 2 4 7 trojndsobek 1. a k
o 1 -1 3 pdtému 1.7ddek
L0 1 5 pricteme
0 1 -1 3 Zaménime druhy
0 -3 -3 4 a padty rddek
0 2 4 -7
0 3 3 —4
k 3.Fddku pricteme
1 0 -1 2 trojndsobek 2.0d
01 -1 3 4.7ddku odecteme
0 0 -6 13 dvojndsobek a od
00 6 —13 5. trojndsobek
00 6 -—-13 druhého
L0 =12 ke 4.a 5. Fddku
01 -1 3 pricteme 3.7ddek
00 —6 13
00 0 O
00 0 O

Vidime, ze dim W = 3 a bazi W tvofii vektory

(1,0,—1,2),(0,1,—1,3), (0,0, —6, 13)

Shrnuti

Hodnost matice je dimenze vektorového prostoru generovaného fddky dané matice.
Hodnost matice zjistime, kdyz ji elementarnimi fadkovymi dpravami pfevedeme na schodovity
tvar a spocitame pocet nenulovych fadku.

Pojmy k zapamatovani
e hodnost matice

e clementéarni fadkové dpravy

e matice ve schodovitém tvaru

Kontrolni otazky

1. Je dimenze podprostoru generovaného sloupci dané matice stejnd jako dimenze podpro-
storu generovaného vddky této matice?



2. Jsou rddky singuldrni matice linedrné nezdvislé?
3. Je hodnost reguldrni matice mensi nez jeji rdd?
4. KdyZ libovolny rFddek vyndsobime cislem 0, jednd se o elementdrni ¥ddkovou tipravu?

5. Matice A je typu 5/6. VSechny minory fddu 5 jsou nulové a existuje minor ¥ddu 4, ktery

Jje nenulovy. Jakd je hodnost matice A?

Cviceni

1. Urcete hodnost matice
1 -1 0 1
-3 3 2
-5 3 -2 1
A= —6 3 -1 4
4 -3 5 3
1 —4 3 13
nad R.
. Urcete hodnost matice
3 2 21 4
a 4 10 4
B= 1 3 4 3
2 2 4 —6

v zévislosti na parametru a z R.

. Urcete bazi a dimenzi podprostoru W vektorového prostoru R* generovaného vektory

uy = (1,1,2,2),up = (1,2, -1,2),us = (1,2, -2,3),us = (2,3,5,0).

. Naleznéte ty hodnoty parametru a z R, pro které md podprostor W' = [uy, ug, us]

z 4 . v 1° . v . .. .
vektorového prostoru R™ nejmensi dimenzi a urcete tuto dimenzi, je-li

uy = (2,7,a,2),uz = (1,3, —4,1),u3 = (1,a, —14,1).

. Jsou ddny matice

-1 -9 -1

1 3 1 2 3 -1 0 1
A=112 2 0 2 ], B = 2 5 1
254 -1 7 2 3 1

0 0 -1

Uréete h(A), h(B), h(A - B)

Ukoly k textu
1.

. Uvedte piiklad matice A nad R takové, Ze sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé

. Uvedte piiklad étvercovych matic 3. fadu A a B takovych, ze h(A - B) # h(B - A).

Uvedte priklad matice A nad R takové, Ze fadky matice A jsou linedrné nezéavislé
a sloupce matice A jsou linedrné zavislé.

a fadky matice A jsou linedrné zavislé.

Uvedte piiklad matice A typu 7/5, ve které jsou v§echny minory 4. fadu nulové.




Reseni
1. h(A) =3
2. pokud a =2, h(B) = 3, pokud a # 2, h(B) =4
3. dim(W) = 3, baze W je (1,1,2,2), (0,1,-3,0), (0,0,-1,1)
4. pokud a = —7 nebo a = 2 je dim(W) = 2
5. h(A)=3,h(B) =3,h(A-B) =1



7 Vypocetinverzni matice pomoci elementarnich radkovych dprav

Studijni cile: V této kapitole se studujici sezndmi s jednodussim zpiisobem vypoctu inverzni
matice a s feSenim maticovych rovnic.

Klicova slova: inverzni matice, maticova rovnice

Pruvodce studiem

Jiz vime, Ze jednou ze zédkladnich tdloh linearni algebry je hledani inverzni matice k dané
¢tvercové matici A fadu n. My uz jsme si jeden zpusob vypoétu ukazovali, pouZitim
adjungované matice A* k matici A. Pocitali jsme inverzni matici matice 3. fadu. Vidéli
jsme, Ze i pro tak malou matici byl vypocet dost pracny. Museli jsme vypocitat jeden
determinant matice 3. fddu a devét determinantti matic 2. fadu. Obecné pro matici fadu n
musime spocitat jeden determinant matice fadu n a n? determinant matic fadu n — 1.

Nyni si odvodime jednu pomérné jednoduchou a pro vypocet vhodnou metodu nalezeni
inverzni matice, kterd je zaloZend na pouZiti elementdrnich fddkovych tprav.

Véta 7.1. Necht’A je reguldrni matice Fddu n nad Ciselnym télesem R. Pak plati:

1. Matici A Ize konecnym poctem elementdrnich vddkovych viprav prevést na jednotkovou
matici E,,.

2. Provedeni rddkové elementdrni tipravy matice A je ekvivalentni vyndsobeni matice A
zleva jistou reguldrni matici rddu n.

Diikaz. 1. Podle pfedpokladu je h(A) = n a je mozné tedy matici A kone¢nym poctem
elementdrnich fddkovych dprav pfevést na tvar, ve kterém jsou v hlavni diagonale samé
nenulové prvky a pod hlavni diagondlou jsou samé nuly. Vyndsobenim jednotlivych fadkd
vhodnymi nenulovymi ¢isly z 7" dostaneme v hlavni diagondle samé jednicky. Nakonec
kone¢nym pocétem elementarnich fddkovych dprav dostaneme nad hlavni diagondlou
samé nuly. Dostaneme tak jednotkovou matici.

2. Rozepsdnim se snadno ovéri, Ze:

(a) Zaména dvou fadki (i-tého a j-tého) matice A je ekvivalentni vyndsobeni matice A

zleva matici zdména i-tého a
) j Jj-tého Fddku
1 0 0 0
0 0 1 0 )
F =
0 1 0 0 Jj
0 0 0 1
det F = —1#0.

(b) Vynasobeni i-tého fadku matice A nenulovym &islem ¢ € T je ekvivalentni vyna-
sobeni matice A zleva matici



1 0 0
G = 0 t 0 1
0 0 1

detG=1t+#0.
(¢) pficteni t-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku matice A (¢ # j, t € T libovolné)
je ekvivalentni vyndsoben{ zleva matice A matici

i J
1 . 0 .. 0 .. 0
0 1 t 0o | 4
H=
0 0 1 0 | j
0 0 0 1

det H =1 # 0.

Pruvodce studiem

Z predchazejici veéty plyne metoda vypoctu inverzni matice k matici A. Spociva v tom,
Ze elementdrnimi fadkovymi Gpravami pfevedeme matici A na jednotkovou matici E,,. To

podle druhé ¢4sti pfedchozi véty znamend, Ze existuji jisté reguldrni matice Ry, Ra, ..., R,
kterymi zleva ndsobime matici A tak, Ze plati

(Rs...-Ry-R1)-A=E,.
To znamend, 7e (R - ... - Ry - R1) = A~!. Soudasné plati

(Rs-...Ry-Ry) -Epn=(Rs-...-Ry - Ry) = AL,

Z posledniho vztahu je vidét, Ze kdyzZ stejné elementédrni fddkové dpravy, které provadime
na matici A budeme soucasné provadét na jednotkovou matici F,, dostaneme matici
inverzni A~!.

Prakticky provadime vypocet tak, Ze obé matice A a F,, napiSeme vedle sebe a oddélime
je svislou ¢arou. Pak provddime zvolené elementédrni fddkové dpravy a to pro obé matice
najednou. Jednotlivé matice pii ipravach oddélujeme symbolem ~ .

(A‘En) ~ (En‘A_l)

Priklad 7.2. Je ddna matice

1 -1 0 1
2 -1 1 0
4 -1 01 1
1 1 0 -1

Urcete matici k ni inverzni.

vyndsobent i-tého
radku cislem t

pricteni t-ndsobku
Jj-tého rddku k
i-tému



Reseni: Z matice A a jednotkové matice vytvoiime jednu velkou matici

— =N =
|
— O = =
O = = O
[ =
OO O
O O = O
O = O O
= o O O

Na tuto matici budeme provadét elementdrni fddkové Gpravy tak, aby pod hlavni diagondlou
byly samé nuly

1 -1 0 1 10 00 1 -1 0 1 1 000
0 11 -2|-2100 o 1 1 -2}-2 1200
0 -1 1 2 1010 0 0l-1 110
0 20 -2|-1001 0o 0 -2 2 3 -2 01
prevedeni matice
I =10 1 1 000 na trojithelnikovy
0o 11 -2|-2 100 tvar
0o 02 O0|-1 110
0 00 2 2 -1 11
Nyni provedeme elementarni fddkové tpravy tak, aby v hlavni diagonale byly samé jednicky —
3. a 4. radek vydélima dvéma v hlavni diagondle
samé jednicky
1 -1 0 1 1 0 00
0 11 =2 | =2 1 00
0O 01 0|—-3 3 3 0
0 00 1 1 -3 11
Nyni se snazime elementarnimi fadkovymi dpravami dostat nuly nad hlavni diagonédlu
1 -100] o & -3 -1 1 -100] o & -3 -1
1 1 1
0 110 0 0 1 1 N 0 1 00 5 —3 5 1 N
1 1 1 1 1 1
0 0 10| -3 N N 0 0 01 0] -3 N 5 0
0 001 1 -3 3 3 0 001 1 -3 3 3
. . prevedeni matice
1000 2 00 3 na jednotkovou
0100 % _% % 1 matici
oo1ofl-2 L 10
0001 1 -1 14




Hledand inverzni matice k matici A je tedy matice

1 1
7z 003
1 _1 1 9
_ 2 2 2
ATl =
_111 g
2 2 2
1 1 1
1 =3 2 3

Pruvodce studiem

Nyni uz umime matice séitat, odecitat, nasobit ¢islem i mezi sebou a umime najit k dané
¢tvercové matici matici inverzni. Miizeme tedy feSit maticové rovnice.

Priklad 7.3. Reste maticovou rovnici

(X+A) B=C,

kde
1 -3 5 _ 0 1 -1 0
4 —6 2 2 4
A=l 3 5 7 |87 (1) a _f C=12 04
—4 6 8 4 6 2
Reseni:

(X+A)-B-B'=C-B!
X+A=C-B!
X=C-B'1-4A

Vypocitime matici inverzni k matici B. Sestavime matici z matice B a jednotkové matice E3
a provadime potiebné elementérni fadkové Gpravy.

-1 1 0|1 00 -1'1 0|1 00
1 -1 21010 |~ 00 2110 |~
0 1 -1|0 01 01 =10 01
-11 0100 1 -1 0|-1 020
~ 01 -1j001]~]0 1 -1 001 |~
11
00 2110 0 0 1 5 5 0
1 -1 0|-100 10o0]|-3 41
11 11
11 11
0 01 5 53 0 0 01 3 3 0
Inverzni matici k matici B je matice
11
-3 3 1
-1 11
11
3 3 0

inverzni matice

Rovnici
vyndsobime zprava
matici inverzni

k matici B

Od obou stran
rovnice odecteme
matici A

prevedeni matice
na trojithelnikovy
tvar s jednickou v
hlavni diagondle

prevedeni na
Jednotkovou matici

matice inverzni k
matici B



Nyni jiZ mizeme dofesit nasi rovnici

1 -1 0 -1 11 1 -3 5
2 2 4 2 4 -6
—C.RBR1_ 4— 11 — =
X=0¢-B 4 2 0 4 2 3 1 3 5 =7
4 6 2 3 50 4 6 8
postupny vypocet
-1 0 0 1 -3 5 -2 3 =5 matice X
B 24 4| 2 4 -6 | 0 0 10
- 1 3 2 3 5 -7 | -2 -2 9
2 6 10 -4 6 8 6 0 2
Hledanym feSenim dané maticové rovnice je tedy matice Fesent
-2 3 -5
0 0 10
X = -2 -2 9
6 0 2

Dosazenim do dané rovnice se miiZzeme presvédcit, Ze toto feSeni je spravné.

Shrnuti

Provedeme-li stejné elementarni fadkové dpravy, kterymi matici A pfevedeme na jednotkovou
matici, s jednotkovou matici, dostaneme matici inverzni k matici A

Pojmy k zapamatovani
e inverzni matice
e clementarni fadkové dpravy

e maticova rovnice

Kontrolni otazky

1. Jakou matici obdrzime, kdyZ provedeme stejné elementdrni rddkové dpravy, kterymi jsme
prevedli jednotkovou matici na matici A=Y, na matici A?

2. Wndsobenim matice E zleva maticemi R1, Ry, ..., Ry jsme dostali matici A, Jakou
matici dostaneme, kdy? vyndsobime zleva matici A maticemi Ry, Ro, ..., Rs?

Cviceni
1. K dané matici pomoci elementarnich fadkovych dprav najdéte matici inverzni

1 1 0 -1 0 0

2 0 -1 0 -1 0
1 ) B=| 2 0 -2 0 -1
-1
0

S

N—

N

Il
O = =N

|

[
=



2. Reste maticovou rovnici (X + K)- L — M = N, kde

2 -2 -1 1 1 0 0 1 4 3 2 1
1 ) o), 2]
2 2 0 0 01 11 1 0 9 8
-3 -2 -1 0
e

2 1 -7 —6
3. Pomoci inverzni matice ur€ete matici X, pro kterou platif A - X - B = C, kde

2 -3 1 9 7 6 2 0 —2
A=|4 -5 2 |,B=|11 2 |.c=| 18 12 9
5 -7 3 11 1 23 15 11

kaoly k textu

1. Uvedte piiklad nenulové ¢tvercové matice A fadu 5, kterou nelze koneénym poctem
elementédrnich rddkovych tprav pfevést na jednotkovou matici.

2. Uvedte priklad ¢tvercové matice A fadu 6, kterou 1ze konednym pocétem elementérnich
fadkovych dprav prevést na jednotkovou matici.

3. Uvedte ptiklad matice H tak, aby H - A byla matice, kterd vznikne ze zadané tvercové
matice A fadu 5 pri¢tenim dvojnasobku 2. fadku ke 4. fadku.

4. Uvedte piiklad matice G tak, aby G - A byla matice, kterd vznikne ze zadané tvercové
matice A fadu 5 zdménou 3. a 5. fadku.

Reseni
0 0 3 0
-0 2 3 -1 4
L 1
02 -1 0 > -3 0 1 0 1
lLa) A7'=(3 % -3 0 o0 ]b B'=| -11 2 3 -1 4
3 -1 -1 0 -1
0L -1 0o -1
2 2 0 -1 0 0
03 -3 -3 0
-1 2 2 -1
1 11 0
2X=1 3 13 o
2 -3 4 -2
111
3.X=|123
2 31



8 Soustavy linearnich rovnic a jejich reSeni

Studijni cile: V této kapitole se studujici seznami se soustavami k linedrnich rovnic o n ne-
zndmych a nejpouZivanéj$i metodou jejich feSeni — Gaussovou eliminaéni metodou.

Klicova slova: soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych, feSeni soustavy, koeficient, ab-
solutni ¢len, matice soustavy, rozsifend matice soustavy, ekvivalentni soustavy, ekvivalentni
Uprava, Gaussova elimina¢ni metoda

V nésledujicich kapitoldch se budeme zabyvat feSenim soustavy algebraickych rovnic nad
¢iselnym télésem 7'. Tento problém maé Siroké uplatnéni v matematice, védé a technice.

8.1 Soustavy linearnich rovnic

Pruvodce studiem

Se soustavami linedrnich rovnic jsme se setkali jiZ na stiedni $kole. Resili jsme jednodu-
ché soustavy se dvéma a tfemi nezndmymi. Nyni se sezndmime se soustavami obecnéji.
Uké4zeme si jednu z mnoha metod feSeni obecnych soustav linedrnich rovnic — Gaussovu
elimina¢ni metodu.

Definice 8.1. Necht' 7" je ¢iselné téleso. Pak soustava rovnic

aj1-x1+ a2 -2+ ... +aym-x, = b1
as1 -1+ ag -T2+ ... +ag, Ty = bg (8.1)
Qg1 - T1+ag2 -T2+ o+ Qg - Ty = by,

kde a;; € T,b; € T, i = 1,2,...,k,j = 1,2,...,n, se nazyva soustava k linedrnich rovnic
o n neznamych nad t&lesem T'. ReSeni soustavy (8.1) je kazdd uspofadand n-tice (t1,to, ..., )
prvkl z T takova, Ze po dosazeni t; za x; (i = 1,2,...,n) vSechny rovnice v (8.1) ptejdou
v identity.

Poznamka 8.2. 1. Cislo a;; v soustavé (8.1) nazyvame koeficient v i-t€ rovnici u j-t€ ne-
znamé, Cislo b; v soustavé (8.1) nazyvame absolutni ¢len i-té rovnice. Matici

ailp] aiz2 ... Qip
a a e a
A= 21 22 2n
a1 G2 ... Qgp
nazyvame matice soustavy (8.1).
Matici
aip; a2 ... Qin bl
Z _ a1 a22 ... Q92n bg
a1 Akg2 ... Qkn bk

v v

nazyvame rozSirend matice soustavy (8.1).

2. Kazdé feseni soustavy (8.1) mize byt povaZzovéano za vektor z vektorového prostoru 7.
Mnozinu vSech feSeni soustavy (8.1) miZeme chdpat jako jistou podmnoZinu pro-
storu 7", kterd miZe byt i prazdnd, pokud soustava nema zadné feSeni.

k Fddku, n sloupcii

k Fddkii, n+1
sloupcii



3. KdyZ ozna¢ime

1 by
T2 b2

X = , B = ,
In by,

pak mizZeme soustavu (8.1) zapsat kratce maticovou rovnici

A-X =B.

Pruvodce studiem

P1i feSeni soustavy linedarnich rovnic nastane vzdy prave jeden z nasledujicich tff ptipadu:
1. soustava nemd Zadné feseni (je nefeSitelnd),

2. soustava md jediné feSent,

3. soustava ma vice neZ jedno feSeni (nekone¢né mnoho).

Definice 8.3. Dvé soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych (nad tymz Ciselnym télesem 1)
se nazyvaji ekvivalentni soustavy, jestlize mnoZiny jejich feSeni jsou si rovny. Jakdkoliv dprava
dané soustavy linearnich rovnic, po které vznikne soustava ekvivalentni, se nazyva ekvivalentni

iprava dané soustavy linedrnich rovnic.

Véta 8.4. Necht’je ddna soustava linedrnich rovnic (8.1). Pak ndsledujici vpravy jsou ekviva-

lentnimi tipravami soustavy (8.1):

1. libovolnd zameéna poradi rovnic,
2. vyndsobeni libovolné rovnice nenulovym cislem z T,
3. k jedné rovnici pFictent jiné rovnice vyndsobené libovolnym c¢islem z T,

4. vypusteéni z (8.1) rovnice, kterd je linedrni kombinaci ostatnich rovnic.

Pruvodce studiem

Rekneme, Ze i-td rovnice soustavy (8.1) je linedrni kombinaci ostatnich rovnic této
soustavy, kdyZ existuji takova Cisla py, p2, ..., Di—1, Di+1, ---, Pk € T, z nichZ aspoii jedno
je rizné od nuly, Ze plati

Qi1 * T1+ Q2 - T2 + .. + Qin - T = P1 - (@11 - T1 + @12 - T2 + ... + Q1 - Tn)+
+p2~(a21~x1+a22-332—|—...+a2n-ﬂzn)+...—|—pi_1-(a(i_l)l-:cl—l—a(i_l)g-xg—i—...—i—a(i_l)n-xn)—i—

+pit1- (A1) T1+a(11)2 T2+ (i 1y Tn) oo Pk (@1 T1+ k2 To+..+ T ).

Diikaz. 1. Tvrzeni je zfejmé.

2. Tvrzeni je zfejmé.

vektor nezndmych
X, vektor
absolutnich ¢lenit
B

maticovy zdpis
dané soustavy



3. Vzhledem k 1. miZeme pfedpokladat, Ze k prvni rovnici pfi¢teme druhou rovnici vyna-
sobenou ¢islem p. Dostaneme soustavu

ai1-r1+ a2 -T2+ ...+ aiy Ty +p- (a2 -1+ a2+ ...+ agm - xy) = bi+p-be

ao1 - T1+age-To+ ...+as, T, = by

a1 X1+ aga-xo+ ...+ agp - Trn = bg.

Je-li (t1,ta, ..., t,) FeSenim soustavy (8.1), potom je ziejmé také feSenim soustavy (8.2).
Naopak, kdyz (t1, ta, ..., t,) je feSenim soustavy (8.2), pak po dosazen{ do prvni rovnice
soustavy (8.2) dostaneme

aiy-ti+ap-tot+ ..+ a -ty +p- (a2 -t +ag-ta+ ...+ ag, - ty) =bi+p-bo,
ale ag1 - t1 + age - to + ... + a9, - t, = bg, po dosazeni dostaneme
aj; -ty +aig-te+ ...+ a1, -ty +p-ba=0b1+p-bo.

Po odecteni mame
aip -t +aig-ta + ...+ aiy, -ty = by.
To znamend, Ze vektor (t1,ta, ..., t,) je feSenim soustavy (8.1). Soustavy (8.1) a (8.2)

jsou ekvivalentni.

4. Vzhledem k 1. pfedpokldddme, Ze v soustavé (8.1) je prvni rovnice linedrni kombinaci
ostatnich rovnic. To znamenad, Ze soustava (8.1) ma tvar

pg-(azl-x1+a22~x2+...+a2n-xn)+

+ps - (as1-x1 +aze - x2 + ... +azy - xTy) +

—i—...—i—pk-(akl-xl—i—akg-:ng—i—...—l—akn-xn) = po-by+p3-bg+ ...+ pp- by
ag1 - X1 +ags - To+ ...+ as, T, = by (8.3)
ag1T1+ape - X2+ ...+ agy -y = by,

kde p2, ps, ..., pr € T. UvaZujeme soustavu, kterd vznikla z predchozi soustavy vypus-
ténim 1. rovnice. Nyni je piimo vidét, Ze (1,2, ..., t,,) je FeSenim soustavy (8.1) pravé
tehdy, kdyz je feSenim soustavy (8.3). Tedy soustavy (8.1) a (8.3) jsou ekvivalentni.

O]

Pruvodce studiem

Pfi provadéni ekvivalentnich dprav dané soustavy linedrnich rovnic neni nutné stale opisovat
celou soustavu i s nezndmymi, staci pracovat s rozsifenou matici dané soustavy. Provadéni
ekvivalentnich dprav na dané soustavé je ekvivalentni provddéni elementédrnich fddkovych
Uprav na rozsitené matici dané soustavy doplnénému o vypousténi fadk matice, které jsou
linedrnimi kombinacemi ostatnich fadka.

Na této tvaze je zaloZena Gaussova eliminacni metoda feSeni soustav linearnich rovnic.
Jeji princip spocivé v tom, Ze danou soustavu rovnic pfevedeme na jednodussi ekvivalentni

soustavu, kterou snadno vyresime.




8.2 Gaussova elimina¢ni metoda

Je ddna soustava linedrnich rovnic (8.1). Pfevedeme soustavu (8.1) ekvivalentnimi Gpravami na
soustavu, jejiZ rozSifena matice soustavy je ve schodovitém tvaru, pricemz vypustime kazdou
rovnici, kterd je linedrni kombinaci ostatnich rovnic.

alu-:c1+a/12~x2+...+a/1n-xn = bll
......... (8.4)

/ ’
Qg " Ty + Qgpyq " Tryl + oo F gy " Ty = bsv

Soustava (8.4) ma s rovnic. Mohou nastat tfi ptipady:

1. Pokud se v (8.4) vyskytne rovnice, ve které jsou vSechny koeficienty nulové a absolutni
¢len je rizny od nuly, nem4 soustava (8.4) a tim ani soustava (8.1) feSeni.

Priklad 8.5. Je dédna soustava rovnic nad ¢iselnym t€lesem R dand soustava
rovnic

201+ 320 +4x3—24 = 3
T1+3x0—x3 = 4
—x1+x3+2.x4 = b
3r1+x3 = 0
—2x1 —6x9+14 = 2

Rozsifena matice této soustavy je rozsitend matice

dané soustavy

2 3 4 -1 |3

1 3 -1 0|4

A=| -1 o0 1 215
3 0 1 010

-2 -6 0 12

Rozs$ifenou matici soustavy elementdrnimi fddkovymi Gpravami pfevedeme na schodo-
vity tvar prevedent
rozSirené matice

1 3 -1 0|4 1 3 -1 0 4 soustavy na
2 3 4 —-1|3 0 -3 6 —-1| =5 schodovity tvar
-1 0 1 2|5 |~l0 3 0 2 9 | ~
30 1 010 0 -9 4 0| —12
-2 -6 0 12 0 0 —2 1 10
1 3 -1 0 4 1 3 -1 0 4
0 -3 6 —1 | -5 0 -3 6 —1 | -5
~10 o0 6 1 4 |~ 0 0 —2 1] 10 [~
0 0 —14 3 3 0 0 —-14 3 3
0 0 -2 1] 10 0 0 6 1 4
1 3 -1 0 4 1 3 -1 0 4
0 -3 6 —1| -5 0 -3 6 —1| -5
~0o o -2 1 10 |~f0 0 -2 1 10
0 0 0 —4 | —67 0 0 0 —4 | —67
0 0 0 4 34 0 0 0 o0/ -33



Posledni matice je rozSifenou matici soustavy

Tato soustava nemad feSeni, tedy ani dand soustava nemad feseni.

T+ 3.9 — x3
—3x9 + 63 — 14
—2x3 + 14

—4xy

0

4

Pokud takovy pripad nenastane, soustava je feSitelna.

. Soustava mé jediné feSeni, je-li s = n. Toto feSeni spocitdme postupnym dosazovinim

ze soustavy (8.4)

-9
10
—67
-33

Priklad 8.6. Je ddna soustava rovnic nad ¢iselnym télesem R

T1— 23+ x4
—x1 + X2 + 23 + 24

2x1 4+ 2x9 4+ 3 + 324
3x1 + 229 + 223 4+ 324

—2x1 — 229 + x3 + 314

Rozsifend matice této soustavy je

Rozs$ifenou matici soustavy elementdrnimi fddkovymi Gpravami pfevedeme na schodo-

vity tvar

=N elelal

2
c oo+

(en)

NN = O

(=l el el =)

1 0 —
-1 1
A= 2 2
3 2
-2 -2

1 1
2 0
1| -4 |~
0] -2
5 | 20
1 1
2 0
-3 | -4 |~
) 10
12 | 24

Posledni matice je rozSifenou matici soustavy

T1 — X3+ T4
To + T3 + 224
x3—3a:4

51‘4

Nyni jiz snadno spocitdme feSeni

T4 =2,

— N = N

=N elaolBaoll S

=N elelaol

W W W=

(= elel =)

(=l elal =)

— L = = =

10.

O O = ==

soustava
ekvivalentni s
danou soustavou

neresitelnd
soustava

dand soustava
rovnic

v v

rozsSitend matice
dané soustavy

prevedent
roz§irené matice
soustavy na
schodovity tvar

soustava
ekvivalentni s
danou soustavou



r3=—-443x4=-4+4+6=2,
172:—.%'3—2.%'42—2—4:—6,
r1=14x3—x4=14+2-2=1.

Resenim dané soustavy je tedy vektor (1, —6,2, 2).

. Soustava mé nekone¢né mnoho feseni, pokud je s < n. Postupnym dosazovanim z (8.4)
vyjadifme s nezndmych pomoci zbyvajicich (n — s) neznamych. Téchto (n — s) nezna-
mych nazyvame volné nezndmé . Dosazujeme-li za volné nezndmé libovolné &isla z T,
kterych je nekone¢né mnoho, dostaneme pak jednotlivd konkrétni feseni soustavy (8.1),
kterych je tedy také nekonecné mnoho.

Piiklad 8.7. Je ddna soustava rovnic nad ¢iselnym t€lesem R

Ty —x2+2x3 = 3
—r1+2x2+3x4 = 2
To+2x3+3x4 = 5
3r1 —4xo +4x3—3x4 = 4
2x1 —x0+ 623 +3x4 = 11
Rozsifena matice této soustavy je
1 -1 2 0 3
-1 0 3 2
A= 0 1 2 3 5
3 -4 4 -3 4
2 -1 6 3|11

Elementarnimi fadkovymi Upravami pfevedeme rozsifenou matici dané soustavy na scho-
dovity tvar

1 -1 2 0 3 1 -1 2 03
o 1 2 3 5 0 1 2 315
o 1 2 3 5 |~1 0 00 0|0
0 -1 -2 -3 | -5 0 00 O0]O0
o 1 2 3 5 0 00 O0]0O0
Posledni matice je rozSifenou matici soustavy
T, —x9+2x3 = 3
To 4+ 2x3+3x4 = 5,

kterd ma dvé rovnice a ¢tyfi nezndmé. Dvé nezndmé volime jako volné nezndmé. Zvolime
napf. za volné nezndmé x3, x4 a dosadime za né libovolnd &isla r, s € R a vypocitdme
T2 alXy. Pak

I3 =T,T4 = S,

To =5 —2x3 —3x4 =5 — 2r — 3s,

1 =34+x0—22x3=3+5—2r —3s —2r =8 — 4r — 3s.

Resenim dané soustavy je vektor (8 — 4r — 35,5 — 2r — 35,7, 5), 7, s € R libovolné.

Poznamka 8.8. Jestlize ma soustava linedrnich rovnic nekone¢né mnoho feseni, pak z Gaus-
sovy metody vyplyvd pouze to, kolik nezndmych volime za volné nezndmé, ale ne, které
nezndmé to jsou. V nasem piikladé jsme za volné nezndmé mohli volit kteroukoli dvojici
z nezndmych x1, 2, x3, 4. MlZe se vak stat, Ze nékterou nezndmou nesmime volit za vol-
nou nezndmou a naopak, nékterou nezndmou musime volit za volnou nezndmou. Napiiklad
v nésledujici soustave za jednu volnou neznamou musime zvolit za.

T1 + 2x3 + x4

T3 — T4 — 0

FeSeni soustavy

dand soustava
rovnic

vy

rozSitend matice
této soustavy

prevedent
rozsirené matice
soustavy na
schodovity tvar

soustava
ekvivalentni s
danou soustavou

reSeni soustavy



Shrnuti

Matice soustavy je matice sestavend z koeficienti dané soustavy linearnich rovnic.

Rozsifend matice soustavy je matice, kterou dostaneme z matice soustavy piidanim sloupce
absolutnich ¢lent.

Ekvivalentni soustavy jsou soustavy, které maji stejné mnoZiny feseni.

Ekvivalentni tiprava je dprava, kterou pfevedeme soustavu na soustavu s ni ekvivalentni.
Gaussova elimina¢ni metoda spociva v prevedeni rozsifené matice dané soustavy elementarnimi
fadkovymi Upravami na schodovity tvar.

Pojmy k zapamatovani
e soustava k linedrnich rovnic o n neznamych
e feleni soustavy
e matice soustavy
e roz$ifend matice soustavy
e ckvivalentni soustavy
e ckvivalentni dpravy

e Gaussova eliminac¢ni metoda

Kontrolni otazky
1. MiiZe mit soustava linedrnich rovnic prdvé dvé reSeni?

2. Soustavu rovnic dostaneme z piivodni soustavy zdménou prvni a druhé rovnice, kterou
Jsme vyndsobili péti. Co miZeme Fici o FeSenich téchto dvou soustav?

3. Jak pozndme p¥i Feseni soustavy Gaussovou eliminacni metodou, Ze je soustava feSitelnd?

Cviceni

1. Gaussovou elimina¢ni metodou feste soustavu linedrnich rovnic nad R

201+ 23 +4x4 = 1
T1+2x0—23 = 1
-1+ 23 +2x3 = -1

To—x3 = —1
3r1+2x0+x3 = 7

2. Gaussovou elimina¢ni metodou feSte soustavu linedrnich rovnic nad R

2x1 —2x3 =
T1+2x0 —x3 — 214 = 2
To—xy4 = —1
201 + 22+ 223 — 14 =
—x1 — 29+ 23 +2x4 = 2

3. Gaussovou elimina¢ni metodou feste soustavu linedrnich rovnic nad R

r1—x3 = —1
201 +4x9 — 203 —4xy = 2
3xg—3x4 = 3
4x1 4+ 229 — 223 — 224 = 0
T1+2x9 —x3—214 = 1



N

4. Naleznéte vSechna feSeni soustay linedrnich rovnic zadané rozsifenou matici soustavy

11 2 3 )
4 3 31 8
3 4 8 8|15
7T 4 5 2|13

Ijkoly k textu

1. Uvedte piiklad dvou ekvivalentnich soustav linedrnich rovnic nad R, které sestavaji
z ruzného poctu rovnic.

2. Uvedte pfiklad soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych nad Q, kterd ma
prave jedno feSeni

3. Uvedte piiklad ¢tyf linedrnich rovnic o tfech nezndmych nad R, kterd ma pravé jedno
feSeni.

4. Uvedte piiklad fesitelné soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych x1, x2, x3, 4 nad

Q tak, Ze nezndmé x1, 2, r3 musi byt voleny za volné nezndmé.

5. Uvedte priklad feSitelné soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych 1, x2, x3, 24 nad
Q tak, ze neznamé xo, x4 nelze volit za volné nezndmé.

ReSeni
1. 2,0,1,-1)
2. nemd feSeni
3. (0,1+r,1,7),r € Rlibovolné
4. (1,1,0, 1



9 Zakladni vlastnosti soustav linearnich rovnic

Studijni cile: V této kapitole se studujici sezndmi s tim, jak lze podle hodnosti matice a podle
hodnosti roz§ifené matice soustavy rozhodnout o feSitelnosti dané soustavy. Déle se sezndmi
s metodou feseni soustavy, ve které je pocet rovnic stejny jako pocet nezndmych.

Klicova slova: Frobeniova véta, Cramerovo pravidlo

9.1 Frobeniova véta

Pruvodce studiem

M¢jme danu soustavu k linedrnich rovnic o n neznamych nad ¢iselnym télesem 7', to je
soustavu

a1 - r1+aig - ro+ ...+ ay, -, = b1
ao1 - T1 +agg - To+ ...+ asy, -, = by 9.1)
ap1 -1+ apo - To + ... + App - Ty = by,

kde A je matice této soustvy a A je rozsifena matice této soustavy. Zajimame se o hodnosti
matic A a A. Je zfejmé, Ze mohou nastat dva piipady, bud’ je h(A) = h(A) nebo je h(A)
= h(A) + 1. Pfipad h(A) = h(A) nastane pravé tehdy, kdyZ sloupec absolutnich ¢lend je
linedrni kombinaci sloupcti matice A.

Uvedeme si nyni ddlezitou vétu, kterd ndm umozni rozhodnout o feSitelnosti ¢i nefeSitelnosti
soustavy linedrnich rovnic bez hled4ni tohoto feseni.

Véta 9.1 (Frobeniova). Soustava linedrnich rovnic nad &iselnym télesem T je FeSitelnd prdavé
tehdy, kdyZ hodnost matice této soustavy je rovna hodnosti rozsitené matice této soustavy.

Yy

Diikaz. UvaZujeme soustavu (9.1), A je matice této soustavy a A rozsifena matice
,»="necht (9.1) je fesitelnd soustava a (t1, ta, ..., t,) je feSeni soustavy (9.1). To znamend, Ze
plati

a1 -t +agto+...+ayt, = b
a9l -ty +asge -t + ... +ag, t, = by
a1 -t1+aps - to+ ...+ ap, - tn = bg.

Tento vztah miZeme zapsat ve tvaru

ail a12 a1n b1
a a a b
. I 2 | 4 on | _ 2
ak1 ak2 Ak by,

To vsak znamenad, Ze sloupec absolutnich ¢lent je linearni kombinaci sloupcti matice A = h(A)
=h(A).

<" Necht'h(A) = h(A) = sloupec absolutnich &lent je linedrni kombinaci sloupcii matice A.
Oznacdime-li koeficienty této linearni kombinace (t1,%2,...,t,) = (t1,t2,...,t,) je feSenim
soustavy (9.1) ]



Pruvodce studiem

Frobeniova véta je jednoduchym kriteriem feSitelnosti soustav linedrnich rovnic, ale v pii-
padé fesitelné soustavy nefikd nic o poctu feSeni, jestli soustava md jediné feSeni nebo
nekonecné& mnoho feseni. Podle hodnosti matic A a A se viak d4 rozhodnout i o poétu
feSeni. Da se dokazat, ze

1. soustava (9.1) ma jediné feSeni <= h(A) = h(4) =n,

2. soustava (9.1) md nekone¢n& mnoho feseni <= h(A4) = h(4) < n

Priklad 9.2. V zavislosti na parametru a rozhodnéte o feSitelnosti a o poctu feseni (bez hledani
té€chto feSeni) soustavy linedrnich rovnic nad ¢iselnym télesem IR, kterd je zadand rozsifenou

matici soustavy rozSirend matice
11 1 a |1 soustavy
— 1 1 a 11
A= 1 a 1 11
a 1 1 1|1
Reseni: Matici pievedeme elementdrnimi fadkovymi dpravami na schodovity tvar prevod rozsitené
matice soustavy na
1 1 1 a 1 schodovity tvar
0 0 —14+a —-a+1 0
0 —1+a 0 —a+1 0

0 —a+1 —a+1 —a®+1 | —a+1

1 1 1 a 1
0 —1+4+a 0 —a+1 0
0 0 —14+a —a+1 0

0 —a+1 —a+1 —a?+1 | —a+1

11 1 a 1
0 —1+a 0 —a+1 0
“1lo 0 -1+a —a+1 0 ~
0 0 —a+1 —a?2—a+2 | —a+1
11 1 a 1
0 —1+a 0 —a+1 0
“1lo 0 -l+a —a+1 0
0 0 0 —a?—2a+3 | —a+1

ProtoZe —a? — 2a + 3 = —(a + 3)(a — 1), budeme diskutovat hodnoty parametru a = —3 a
a=1.
roz§irend matice ve

1 1 1 -3 |1 schodovitém tvaru
0 —4 410 proa = —3

0 0 —4 4 10

0 0 0 0|4

Je vidét, Ze v pifpadé a = —3 je h(A) = 4 # h(A) = 5 a soustava nem4 feseni.



11111
0 00 010
000 0710
0 00 0]0

Vpifpadé a = 1jeh(A)=h(A)=1<4a soustava ma nekonecné mnoho feseni.
Pokud je a # —3 A a # 1, plati h(A) = h(A) = 4 a soustava md pravé jedno feseni.

9.2 Cramerovo pravidlo

Pruvodce studiem

Nyni se budeme zabyvat specidlnim pripadem soustavy (9.1), kdy rovnic je tolik, kolik je
neznamych (K = n) a navic matice soustavy je regularni.

Véta 9.3 (Cramerovo pravidlo). Necht’je ddna soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych,

Jjejiz matice soustavy A je reguldrni. Pak soustava md jediné feSeni (x1,xa, ..., Ty), pFicem?
det Aj

~ det A’

T 7=1,2,...,n,

kde A; je matice vznikld z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich clenii.

Diikaz. Matice soustavy A je podle pfedpokladu regularni, existuje tedy matice k ni inverzni
A~1. Soustavu (9.1) miizeme maticové zapsat ve tvaru A - X = B. Vyndsobenim zleva matic{
A~! dostaneme

At A X=A"1"B=Xx=A4".B

SnaZzime se nyni toto feseni, které je jediné, vyjadfit. Vime, ze
A1p Agr .. Am
-1 1 A12 A22 . Ang

T det A ’
Aln A2n Ann

kde A;; je algebraicky doplngk prvku a;;. KdyZ takto vyjadfenou matici A~! dosadime do
vztahu X = A~1. B, dostaneme

1
Tj = m'(Alj'b1+A2j'b2+'--+Anj'bn) =
aip ... Q1lj-1 bl aij+1 .-+ QAln
_ 1 | @21 ... azj bo a2j+1 -+ Q2 | _ det Aj,j 1.2, .n
det A .. det A
(07%% anj,1 bn anj+1 oo Apnp

Priklad 9.4. Danou soustavu linearnich rovnic feste pomoci Cramerova pravidla (pokud je to
mozné)
T1+ 2w —x3 =
—x1 +To+2x3 =

201 —x9 — 33 = —1.

rozSitend matice ve
schodovitém tvaru
proa =1



Reseni: Nejdiive se presvédcime, Ze danou soustavu mizeme fesit pomoci Cramerova pravidla.

1 2 -1
A= -1 1 2
2 -1 -3
1 2 -1
detA=|-1 1 2|=2#0
2 -1 -3

Matice soustavy je reguldrni, mizeme tedy soustavu fesit Cramerovym pravidlem.

Vypocitame nyni det A1, det Ao, det A3
3 2 -1
det A; = 2 1 21=6
-1 -1 -3
1 3 -1
det Ay = | —1 2 2 | =2
2 -1 -3
1 3
det A3 =| —1 1 2 | =4
2 -1 -1
Nynfi jiZ miZeme vypocitat nezndmé x1, x2, T3
det A det Ao det Ag
€T prd prd €T = fry €T prd prd
17 det A ’ 27 det A ’ 37 det A

Resenim dané soustavy je tedy vektor (3, 1,2).

Pruvodce studiem

Na naSem piiklad€ jsme vidéli, Ze pokud chceme vypocitat hodnotu vSech nezndmych
soustavy tii rovnic o tfech nezndmych, musime vypocitat ¢tyfi determinanty tfettho fadu.
Pro véEtsi soustavy je pouZiti Cramerova pravidla numericky velmi ndro¢né. Cramerovo
pravidlo nam v§ak umoziiuje pfimy vypocet jednotlivych neznamych, coZz mize byt vyhodné
v situacich, kdy nds zajima pouze hodnota jedné neznamé.

Shrnuti

Soustava linedrnich rovnic je feSitelnd pravé tehdy, kdyZ hodnost matice soustavy je rovna
hodnosti rozsifené matice soustavy.

Soustava linearnich rovnic ma pravé jedno feSeni pravé, kdyz hodnost matice soustavy i rozsi-
fené matice soustavy je rovna poctu nezndmych.

Podud je matice soustavy regularni ¢tvercova matice, miZeme feSeni pocitat pouzitim Crame-

rova pravidla.

Pojmy k zapamatovani

e Frobeniova véta

e Cramerovo pravidlo

matice soustavy

determinat matice
soustavy

nahradime
1.sloupec
sloupcem
absolutnich clenii

nahradime
2.sloupec
sloupcem
absolutnich clenii

nahradime
3.sloupec
sloupcem
absolutnich ¢lenti

vypocet Feseni
T1,X2,23



Kontrolni otazky

1. MiiZe mit soustava ti linedrnich rovnic o étyFech nezndmych (nad R) prdvé jedno Feseni?

2. Jeddna soustava CtyF linedrnich rovnic o tFech nezndmych (nad R), jejiz rozsirend matice
soustavy je reguldrni. Uvedte, co vSechno lze Fici o poltu FeSeni této soustavy.

3. MuZeme FeSit soustavu CtyF linedrnich rovnic o trech nezndmych pomoci Cramerova
pravidla?
Cviceni

1. V zavislosti na parametru a rozhodnéte o feSitelnosti, pfipadné o poctu feseni, bez hledani
téchto feSeni, soustavy linedrnich rovnic, kterd je zadana rozsifenou matici soustavy (nad

R)
1 11 alad
1 1 a1 |a
1 a1 1 |a
a 1 1 11

2. Urcete vSechny hodnoty parametru a € IR, pro které je dand soustava linedrnich rovnic
nad R fesitelnd

T1—x9+2x3 = 1
—x1 4+ 2x9 — 4ag + 214 =
201 4+ 2x0 —4x3+8x4 = 7

3. Danou soustavu linedrnich rovnic feste pouZzitim Cramerova pravidla (pokud je to mozné).

(a)
3r1+x2—x3 = 10
S5r1 — 19 —2x3 = 29
—4%1 — T2 — 2(63 = 2
(b)
201 4+ 30+ 23 =
311 + 220 + 23 =
—r1+6x0+23 =
f]koly k textu

1. Uvedte ptiklad feSitelné soustavy tii linedrnich rovnic o tfech nezndamych (nad R), jejiz
matice soustavy je singuldrni.

2. Uvedte piiklad nefeSitelné soustavy tif linedrnich rovnic o tiech nezndmych (nad R),
jejiZz matice soustavy je singuldrni.

3. Uvedte piiklad soustavy &tyf linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych nad R, kterou
nemuizeme fesit pouzitim Cramerova pravidla.




Reseni

1. pro a = —3 nema soustava fesSeni, pro a = 1 ma soustava nekone¢né¢ mnoho feseni, pro
a # —3 A a # 1 ma soustava pravé jedno fesen{
2. proa = %

3. a) (3,—4,—-5), b)nemiZzeme fesit pouzitim Cramerova pravidla



10 Homogenni soustavy linearnich rovnic

Studijni cile: V této kapitole se studujici sezndmi s homogennimi soustavami linedrnich rovnic,
obecnym feSenim a fundamentdlnim systémem feSeni homogennich soustav linedrnich rovnic
a vztahem mezi feSenimi homogenni a nehomogenni soustavy s tymiz koeficienty

Klicova slova: homogenni soustva linedrnich rovnic, nulové feseni, fundamentdlni systém
feSeni, zhomogenizovand soustava

Definice 10.1. Soustava

a1 - xr1+aig -T2+ ...+ a, Ty
a1 -x1+age -ro+...+a, -x, = 0 (10.1)

a1 -1+ agy - x2+ ...+ agy -, = 0,

kdea;; € T,i=1,2,....,k,j = 1,2,...,n, se nazyva homogenni soustava k linedrnich rovnic
o n nezndmych nad ¢iselnym télesem 7.

Poznamka 10.2. Matici soustavy (10.1) opét zna¢ime A a rozsifenou matici soustavy (10.1)
znaéime A. Rozifend matice A vznikne z matice soustavy A pfidanim sloupce, ktery se sklada
ze samych nul, plati tedy vZdy h(A) = h(A) a podle Frobeniovy véty je homogenni soustava
vzdy fesSitelna.

Uspotddand n-tice (0,0,...,0) je vZdy feSenim homogenni soustavy (10.1). Toto feSeni se nazyva
nulové FeSeni. Homogenni soustava mé tedy bud’ jediné feSeni, a to feSeni nulové, nebo ma
nekonecné mnoho feSeni — nulové feSeni a nenulova feSeni.

Kritérium pro oba piipady uddva nasledujici véta.

Véta 10.3. Necht’(10.1) je homogenni soustava s matici soustavy A. Potom

1. soustava (10.1) md pouze nulové FeSeni <= h(A) = n,

2. soustava (10.1) md i nenulovd reSeni <= h(A) < n.

Diikaz. Obé tvrzeni plynou z pfedchozich dvah. 0

Pruvodce studiem

V pripadé, kdy pocet rovnic je roven poctu neznamych (k = n) ma homogenni soustava
pouze nulové feseni praveé tehdy, kdyz det A # 0 a ma i nenulova feseni prave tehdy, kdyz
det A=0.

Poznamka 10.4. Jiz dfive jsme si fekli, Ze feSeni soustavy linearnich rovnic o n nezndmych
nad ¢iselnym télesem 7" miZeme povaZovat za vektor z vektorového prostoru 7. MnoZina
W vSech feSeni této soustavy je potom podmnoZinou vektorového prostoru 77. V piipadé
nehomogenni soustavy neni nikdy podprostorem vektorového prostoru 7", protoZe neobsahuje
nulovy vektor. Nulovy vektor nikdy nemiiZe byt feSenim nehomogenni soustavy.

V pripadé homogenni soustavy mnozina feSeni W vzdy nulovy vektor obsahuje a je podpro-
storem vektorového prostoru 7™, jak ukazuje ndsledujici véta.

n nezndmych, k
rovnic



Véta 10.5. MnoZina W vSech FeSeni homogenni soustavy (10.1) je podprostorem ve vektorovém

prostoru T™ a plati
dim W = n - h(A).

Diikaz. V literatufe [Hor91]

Definice 10.6. Baze podprostoru W prostoru 7™ vsech feSeni homogenni soustavy (10.1) se

nazyva fundamentdlni systém reseni soustavy (10.1).

Pruvodce studiem

Pfi feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic hleddme obecné feSeni dané soustavy,
tedy mnoZinu vSech feSeni dané soustavy, a fundamentalni systém feSeni dané soustavy.
Pro urceni fundamentdlniho systému feSeni dané soustavy je nutné podle definice najit bazi
podprostoru feseni dané soustavy.

Pti praktickém hledédni baze podprostoru feSeni I je nejvyhodnéjsi postupovat tak, Ze

1. obecné vyjadiime feSeni dané soustavy,

2. (n—r) volnych neznamych zvolime (n—r) linedrné nezavislymi zptisoby a spo¢itdme
vektory baze podprostoru .

Je zfejmé, Ze bazi W je nekonecné mnoho.

Priklad 10.7. Naleznéte dva fundamentdlni systémy feSeni homogenni soustavy linedrnich

rovnic nad R

201+ 20 —x3+4x4 = 0
—2x1+x0+3x3+4x4 = 0
6.%'1 — T2 — 7.%'3 — 4.%'4 =0
6x1 4+ xo — dxg + 414 0.
Reseni: Hleddme nejdiive obecné feseni dané soustavy.
2 1 -1 4
-2 1 3 4
6 -1 -7 —4
6 1 -5 4
Matici pfevedeme na schodovity tvar
2 1 -1 4 21 -1 4
0o 2 2 8 0 2 28
0 -4 —4 -16 00 00
0 -2 -2 =8 00 00

Dimenze podprostoru fesSeni W dané soustavy je dim W = 2. Za dvé volné neznamé tedy

miZeme zvolit parametry. Zvolime x5 = r, x4 = s a vypocitame

1
To = 5(—2.%3 — 8x4) = —1 — 4s,

1 1
513125(—$2+$3—4$4):5(?"—1—484—?”—48):7“.

dimenze
podprostoru FeSeni
dané homogenni
soustavy je rovna
poctu volnych
nezndmych v této
soustavé

homogenni
soustava rovnic

matice dané
soustavy rovnic

prevedeni matice
soustavy na
schodovity tvar

vypocet obecného
reseni



Obecné feseni dané soustavy je vektor obecné reSent
(r,—r —4s,r;s), r,seR.

Kdyz zvolime r =1, s = 0ar = 0, s = 1, dostaneme jeden fundamentélni systém feSeni 1.fundamentdlni
systém reSeni
(1,-1,1,0), (0,—4,0,1)

Kdyz zvolime r = 0,s = 1ar = 1,s = 1, dostaneme druhy fundamentalni systém feSeni 2.fundamentdlni
systém reSeni

(0,-4,0,1), (1,-5,1,1)

Nyni se vratime k obecnym soustavam linearnich rovnic nad ¢iselnym télesem 7' a fekneme si
néco vice o mnoZiné feSeni takové soustavy.

Definice 10.8. Necht je ddna soustava linedrnich rovnic nad ¢iselnym télesem T nehomogenni
soustava
ai1-r1+ae -T2+ ... +ay, T, = b
Qo1 X1+ as - To+ ...+ a0, T, = by (10.2)

ap1 - T1+ ape - To+ ...+ apy - Ty = by.
Pak homogenni soustava linedrnich rovnic s tymiZ koeficienty u nezndmych, tj. homogenni
soustava
a1l -1+ a2 -T2+ ...+ aip - Tp
as1 X1 +asg -xo+...+as, -, = 0 (10.3)
ak1-T1+age T+ ...+ apn -y, = 0

se nazyva zhomogenizovand soustava k soustavé (10.2).

Véta 10.9. Necht’je ddna soustava linedrnich rovnic (10.2). Pak plati

1. soucet libovolného reseni soustavy (10.2) s libovolnym FeSenim k ni zhomogenizované
soustavy je reSenim soustavy (10.2),

2. rozdil libovolnych dvou rFeseni soustavy (10.2) je Fesenim k ni zhomogenizované soustavy.

Diikaz. 1. Nechtu = (uq,ug, ..., u,) je feSenim soustavy (10.2). To znamend, Ze plati
n
Zaij-uj :bi, 1= 1,2,...,k.
j=1
Necht' v = (v, va, ..., vk) je feSenim soustavy (10.3). To znamend, Ze plati
n
D ay v =0, i=1,2,..k.
j=1
Potom pro u + v = (uy + vy, us + va, ..., Uy + vy) plati
n n n
Zaij . (Uj —I—Uj) = Zaij C Uy +Zaij CV; = b;+0=0b;, 1=1,2,...,k.
j=1 j=1 j=1

To znamen4, Ze u + v je feSenim soustavy (10.2).



2. Necht u = (ug,ug, ..., up), w = (w1, ws, ..., wy,) jsou dvé feSeni soustavy (10.2). To
znamena, Ze plati

n

n
E:aij'“j:bia E ai;j-w; =b;, 1=1,2,..,k.
Jj=1 j=1

Potom pro u — w = (u; — wy, ug — wa, ..., Uy — Wy) plati

n n n
Zaij ~(uj—wj) :Zaij-uj —Zaij ~wj :bi—bi :0, = 1,2,...k.
7j=1 j=1 7j=1

u — w je tedy feSenim zhomogenizované soustavy (10.3).

O]

Véta 10.10. Necht’ (10.2) je resitelnd soustava linedrnich rovnic. Pak vSechna reseni sou-
stavy (10.2) obdrZime prictenim vSech feSeni zhomogenizované soustavy (10.3) k jednomu
pevnému reseni soustavy (10.2).

Diikaz. Oznalme M mnozinu vSech feSeni soustavy (10.2). Podle piedpokladu je M # (.
Necht' je ug € M pevné feSeni soustavy (10.2). Oznacme

M = {ug + v| v je pevné fesent soustavy (10.3)}.

Dokézeme, 7ze M = M.

» C“ Necht' u € M je libovolné feSeni soustavy (10.2) = u — ug je feSenim soustavy (10.3)
= u=ug+ (u—ug) € M.

=2 Plyne z 1.¢4sti predchozi véty. O

Priklad 10.11. Rozhodnéte, zda vektor v = (2,3,1,—1,0) je feSenim soustavy linedrnich

rovnic dand nehomogenni
soustava
T+ 3$2 — X4 + 2ZE5 = 12
—x] —2x9 — 23 +25 = —10
3x1 +8x9 +2x3 — 224 + 325 = 34
201+ dbxo+ 2203 — x4 + x5 = 22.

Pokud ano, pak pomoci vektoru u vyjadrfete vSechna feSeni z této soustavy.

Reseni: Presvédéime se nejdiive, ze vektor u je feSenim dané soustavy. matice soustavy
1 3 0 -1 2
-1 -2 -2 01
A= 3 8 2 -2 3
2 5 2 -11
b= (12,-10, 34,22) vektor absolutnich
Clenit
1 3 0 -1 2 3 12 " e
. 1 9 -9 01 ol 10 i Ze t?rujetresemm
= 3 3 9 _9 3 . = 34 = ane sousiavy
2 5 2 -11 0 22



prislusnd

zhomogenizovand
r1+3x2 —x4+225 = 0 soustava
—x1 — 29 —2x3+2x5 = 0
3r1 +8x9 +2x3 — 224 +3x5 = O
2x1 +0x0+2x3 —x4+25 = 0
Tuto soustavu nyni vyfeSime. prevedeme matici
soustavy na
1 3 0 -1 2 1 3 0 -1 2 13 0 -1 2 schodovity tvar
-1 -2 -2 0 1 o 1 -2 -1 3 01 -2 -1 3
3 8 2 -2 3 0o -1 2 1 =3 00 0 00
2 5 2 -1 1 0o -1 2 1 -3 00 0 00
obecné reSent
(—6r — 25+ Tt,2r + s — 3t,r, s,t) zhomogenizované
Fundamentélni systém feSeni zhomogenizované soustavy jsou napf. vektory soustavy
(—6,2,1,0,0),(—2,1,0,1,0), (7, —3,0,0,1) fundamentdini
systém reSeni
Reseni dané soustavy tedy miizeme vyjadiit ve tvaru zhomogenizované
soustavy
r=u+r-(-6,2,1,0,0)+s-(-2,1,0,1,0) +¢-(7,-3,0,0,1).
feseni dané
soustavy

Shrnuti

Homogenn{ soustava linedrnich rovnic je soustava s nulovym vektorem absolutnich ¢lend.
Homogenni soustava linedrnich rovnic je vZdy feSitelnd.

Nulovy vektor je feSenim kazdé homogenni soustavy linedrnich rovnic.

Dimenze podprostoru feSeni dané homogenni soustavy je rovna poctu volnych nezndmych
v této soustave.

Fundamentélni systém feSeni homogenni soustavy je badze podprostoru feSeni této soustavy.
Zhomogenizovand soustava k dané soustavé linearnich rovnic je homogenni soustava, kterd ma
stejné koeficienty jako dana soustava.

Pojmy k zapamatovani
e homogenni soustava linedrnich rovnic
e nulové feSeni
e obecné feSeni homogenni soustavy
o fundamentdlni systém feSeni homogenni soustavy

e zhomogenizovana soustava k dané soustavé

Kontrolni otazky
1. Je mozné, aby podprostor reSeni homogenni soustavy dvou linedrnich rovnic o péti
nezndmych (nad Q) mél dimenzi 2?
2. Je mozné, aby podprostor feSeni homogenni soustavy tiech linedrnich rovnic o ctyrech
nezndmych (nad Q) nemél Zddnou bdzi?
3. Necht’W je podprostor rFeseni homogenni soustavy c¢tyi linedrnich rovnic o Sesti neznd-
mych (nad R). Udejte, jakych vSech hodnot miiZe nabyvat dim W.



Cviceni
1. Naleznéte obecné feSeni a fundamentdlni systém feSeni zadané homogenni soustavy
linedrnich rovnic nad R.

T+ 229 + 523+ 34 =
2x1 + 2x9 +4x3 + 4y =
3rx1 —4xo+ 33 +8x4 =

3x1 + 16x9 + 2523 + 924 =

S O O O

2. Naleznéte obecné feSeni a fundamentalni systém feSeni zadané homogenni soustavy
linedrnich rovnic nad R.

201 + 22+ x4 + 225 =
1+ a2 —23+ 205 =

-1+ 229 — 33 — 14 =

o O O O

—x1+To —x3 — 205 =

3. V zdvislosti na parametru a feSte homogenni soustavu linedrnich rovnic nad R

1+ 2x0 —x3—2x4 = 0
201 +3x9 —x3—224 = 0
To+2x4 = 0

1+ 2x3+6x4 = 0
rT1—x2—3r3—a-xr4 = 0

4. Rozhodnéte, zda vektor u = (1,-1,1,1) je feSenim soustavy linedrnich rovnic

1 —2x0 +3x3 —4xry = 2
To—x3+xT4 = —1
201 + 229 — 224 = —2

xr1 —4x9 + bx3 — 64 = 4.

Pokud ano, pak pomoci vektoru u vyjadfete vSechna feSeni x této soustavy.

kaoly k textu

1. Udejte piiklad homogenni soustavy tif linedrnich rovnic o p&ti nezndmych (nad Q) tak,
7e jeji podprostor feSeni ma dimenzi 4.

2. Udejte piiklad homogenni soustavy linedrnich rovnic nad R tak, aby bézi jejtho pod-
prostoru feSeni byl vektor (1,1,1,1)

3. Udejte piiklad homogenni soustavy &ty linedrnich rovnic o Etyfech neznamych (nad Q)
tak, aby jeji podprostor feSeni nemél bazi.

4. Udejte priklad homogenni soustavy tif rovnic o ¢tyfech nezndmych x1, x2, x3, £4 nad
R tak, Ze za volné nezndmé nutno volit pravé nezndmé xs, 3




ReSeni
1. obecné feseni: (—3r,r, —r,2r),r € R,
fundamentdlni systém feSeni: napf. vektor (—3,1,—1,2)
2. obecné feseni: (—2s, —r + 2s, —r + 2s,7,5), 1,5 € R,
fundamentdlni systém fesent: (0, —1,—1,1,0),(-2,2,2,0,1)
3. pro a # 16 soustava md pouze nulové feSeni, pro a = 16 ma feSeni (2r, —2r, —4r, 1)
4. ano,x =u+r-(-1,1,1,0)+s-(2,-1,0,1),r,s € R



Reference

[Bec05] Becvar J.: Linedrni algebra. matfyzpress, Praha, 2005

[BicOO]  Bican L.: Linedrni algebra a geometrie. Academia, Praha, 2000

[EmKu07] Emanovsky P., Kiihr J.: Cvicent z algebry pro 1.roc¢nik I. Universita Palackého, Olomouc, 2007
[GaTa88] Garding L., Tambour T.: Algebra for computer science. Springer, New York, 1988
[Hor91] Hordk P.: Algebra a teoretickd aritmetika. Masarykova univerzita, Brno, 1991

[Hor06] Hordk P.: Cviceni z algebry a teoretické aritmetiky. Masarykova univerzita, Brno, 2006
[HoRa03] Hort D., Rachtinek J.: Algebra I. Universita Palackého, Olomouc, 2003

[Chaj03] Chajda L.: Okruhy a moduly. Universita Palackého, Olomouc, 2003

[Chaj05] Chajda L.: Uvod do algebry (grupoidy a grupy). Universita Palackého, Olomouc, 2005
[MoZa02] Motl L.,Zahradnik M.: Péstujeme linedrni algebru. Universita Karlova, Praha, 2002
[Rach05] Rachinek J.: Grupy a okruhy. Universita Palackého, Olomouc, 2005

[SzMo002] Szidarovszky F., Molnar S.: Introduction to Matrix Theory with Applications to Business and Economics.
World Scientific, New Jersey, 2002



