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Abstrakt

Ucebni text postupné seznamuje ¢tenare se zakladnimi typy Petriho siti a metodami analyzy jejich vlastnosti.
Petriho sité jsou zde prezentovany jako graficky a matematicky nastroj pro modelovani a navrh systémi s
paralelnimi procesy a hierarchickou strukturou. Dtraz je kladen na rozvoj schopnosti pfechazet od
vychoziho neformalniho slovniho popisu systému k jeho formalné presné a pritom nazorné (grafické, sitové)
reprezentaci s teoreticky zabezpeCenou bezespornosti a uplnosti. Text je doplnén ilustrativnimi piiklady z
oblasti zpracovani dat, paralelniho programovani, distribuovanych databazi a fizeni procestt vyrobnich
systému. Text nemtze nahradit rozsahlé monografie, ale m¢l by usnadnit orientaci pfi detailnéjSim studiu.

Cilova skupina

Text je primarn¢ urcen pro posluchace magisterského studijniho programu Informatika na Ptirodovédecké
fakulté Univerzity Palackého v Olomouci. Muze vSak slouzit komukoliv se zdjmem o danou problematiku.
Text predpoklada znalosti logiky 1. fadu, teorie grafli, teorie jazykli a automatd.
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1 Uvod do Petriho siti

Petriho sité patii k vyznamnym nastrojim pro modelovani paralelnich systémt a systémi
s diskrétnim casem. Diky své schopnosti snadno a srozumitelné vyjadrit paralelismus,
synchronizaci a kauzalitu udalosti jsou vhodnym modelem systémnl, jakymi jsou komunikacni
protokoly, pocCitacové sit¢ ¢i databazové systémy.

Studijni cile: V této kapitole se budeme vénovat zakladnim pojmim z oblasti modelovani
systémtl, a dale si neformalné¢ popiseme strukturu Petriho sit¢, uvedeme zakladni typy siti a
zminime se o vyhodach pouziti téchto siti pfi modelovani systémti.

Kli¢ova slova: Model systému, modelovani, simulace, Petriho sit.

Poti‘ebny ¢as: 60 minut

1.1 Modelovani a simulace

Modelovani je vyuzivano predevs§im pro ziskavani novych poznatkd o modelovaném systému.
Studium zaloZené na modelovani a modelech umoznuje soustfedit se na podstatné rysy systému
s ohledem na cil modelovani a 1épe pochopit studovany systém. Modelovani piedstavuje proces
vybéru modelu, jeho sestaveni, pretvaieni, hodnoceni a piechod od modelu zpét k realné
skutec¢nosti. Jedna se o specifickou formu experimentu, ktery umoziuje poznavat objektivni
zékonitosti sledovaného systému.

Oblast modelovani je Uzce spjata se simulaci. Simulace je provadéni experimentd s modelem za
ucelem lepsiho pochopeni chovani studovaného systému ¢i za ucCelem posouzeni rdznych
variant ¢innosti systému.

Model je systém, ktery vice ¢i méné zjednoduSené¢ napodobuje urCity realny systém, jeho
chovani, fyzikalni a chemické vlastnosti, geometrii, statické a dynamické vlastnosti atd.
Poznatky ziskané pii praci s modelem jsou posléze pouzity jako hypotézy o chovani vychoziho
(originalniho) realného systému.
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Obrazek 1.1: Proces modelovani

Kwvalitu navrzeného modelu daného systému lze posoudit podle riznych hledisek:
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o Ovéreni (verifikace) predstavuje proces kvalitativniho hodnoceni spravnosti modelu.
Ovétuje se, zda model prijateln€¢ zobrazuje systém, jak zhlediska struktury, tak
z hlediska chovani.

e  Proménlivost (variabilita) vyjadiuje moznost ptizpiisobeni modelu zménam ruznych
¢initeld, zejména v souvislosti s pozadavky strategie simula¢niho postupu.

e Prizpusobivost (adaptibilita) je schopnost modelu pracovat jako podsystém s jinym
modelovym podsystémem.

e Veérohodnost (validita) predstavuje kvalitativni stupeni souhlasu chovani modelu a
zkoumaného systému. Model je vérohodny, jestlize pti vSech uvazovanych podminkéach
zkoumani jeho chovani souhlasi v pfipustnych mezich s chovanim originalu. Jde o
pomérné subjektivni hodnoceni a nikoli o pfesnou provérku hypotéz.

e Platnost (valence) vyjadiuje obor uplatnéni modelu, v némz lze povazovat model za
veérohodny.

Dulezitou charakteristikou je casova a financni ndrocnost. Naklady se obvykle vyjadiuji
v zavislosti na pozadované piesnosti modelovani nebo na slozitosti ulohy.

Vyznam modelovani a simulace spo¢ivd v moznosti studovat charakter modelovaného systému
(originalu) nepfimo, pomoci modelu. Poznatky ziskané na modelu se pak stavaji hypotézami o
vlastnostech systému. Neméné vyznamna je i moznost experimentovani s vytvofenym
modelem. Experimentovani s redlnym systémem totiz ¢asto neni mozné, a to z nasledujicich
divodu:

e riziko zniceni origindlniho systému,
e vysoké naklady pro experimentovani na originalu,
e s nekterymi originalnimi systémy nelze viibec experimentovat.

Pocitacové modelovani a simulace pfinasi moznost mnohonasobnych experimentd, model tedy
lze prabézné optimalizovat. Diky modelu mtizeme piedvidat budouci chovani systému.
Vyuzitim c¢asové transformace je mozné urcity d€j oproti origindlu zrychlit, nebo zpomalit
(napf. zrychlit proces eroze).

1.2 Historie Petriho siti

Petriho sitémi [12, 14] je oznaCovana rozsahla tfida matematickych modeld, které umoznuji
specifickymi prostiedky popisovat fidici toky a informac¢ni zavislosti uvnitf modelovanych
systému. Jejich historie se datuje od 60. let minulého stoleti, kdy némecky matematik C. A.
Petri zavedl ve své disertaéni praci [13] nové koncepty popisu vzajemné zavislosti mezi
udalostmi a podminkami modelovaného systému. Tyto koncepty vysly z dekompozice systému
na podsystémy popisované konecnymi automaty, jez pracuji autonomné, avsak jejich Cinnost
mize byt v potfebné mife vzajemné koordinovana.

Pojem Petriho siti (PN) byl postupné obohacovan a zobeciiovan tak, aby jeho modelovaci
schopnost vyhovéla praktickym potfebam, ukazalo se totiz, Ze narazeji na dva zavazné
nedostatky. Prvnim problémem byl chybéjici datovy koncept. Modely byly velmi velké, protoze
vSechny operace s daty musely byt provadény piimo na struktufe sité. Druhym nedostatkem byl
jednotroviovy zplisob navrhovani a modelovani systému. Chybe¢l hierarchicky koncept. Nebylo
mozné postavit velky model pomoci nékolika mensich modelt s pfesné¢ definovanym
rozhranim.

V 80. letech zacal vyvoj Petriho siti vyssi urovné (angl. high-level Petri nets) [10], odstraiujici
vyse zminéné nedostatky. Vysledkem vyvoje byly barevné Petriho site zavedené K. Jensenem
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ruznych barev, coz v podstaté znamend zavedeni typt do Petriho siti. Jensen rozsituje Petriho
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sité i o dalsi prvky jako jsou proménné, deklarace typt, inskripcni vyrazy hran, straze a akce
prechodu.

Aby bylo mozné pomoci Petriho siti vytvaret rozsahlé modely, bylo nutné zavést do Petriho siti
hierarchicky zptisob navrhu systémt, ktery se vyznacuje rysy jako rozdéleni systému do dobie
definovanych komponent, moznost skryti vnitini struktury komponent pfi praci s komponentami
jako celkem, moznost navrhu systému metodou ,,shora doli“ i ,,zdola nahoru“, moznost
vicenasobného pouziti komponent pti navrhu systému, paralelni prace pfi navrhu a snadna
udrzba systému. Takto vznikla hierarchickd Petriho sit (Hierarchical Petri net), ktera je
¢aste¢né usporadanou mnozinou nehierarchickych Petriho siti, tzv. stranek. V tomto uspotadani
je stranka A pod strankou B, jestlize sit’ na strance A rozviji néktery prvek ze stranky B.

Petriho sité¢ se tak dostaly do poptedi zdjmu v souvislosti s aplikacemi pro modelovani a
teoretické zkoumani distribuovanych a paralelnich systémii, jako jsou komunika¢ni protokoly
[3], pocitacové sité ¢i databazové systémy. Diky své schopnosti snadno a srozumitelné vyjadrit
asynchronnost, paralelismus, synchronizaci a kauzalitu udalosti jsou vhodnym modelem téchto
typt systémd. V soucasné dob¢ jsou Petriho sit¢ predmétem zajmu Siroké védecké komunity [5,
6,7, 15].

1.3 Struktura a dynamika Petriho sité

Petriho sité vznikly rozsifenim modelovacich schopnosti koneénych automatt [8]. Zakladnimi
elementy Petriho sit€¢ jsou mista, ktera predstavuji podminku, a prechody, které reprezentuji
n¢jakou udalost. Mista (places) jsou graficky zobrazovéana kruznicemi a piechody (transitions)
useckami nebo obdélniky. Pocty mist i piechodid jsou konecné a s vyjimkou degenerovanych
pfipadi také nenulové. Mista a pfechody jsou vzajemné propojeny orientovanymi hranami
(arcs). Hrana spojuje bud’ misto s pfechodem nebo pfechod s mistem, nikdy vSak misto
s mistem nebo piechod s pfechodem. Jinymi slovy je Petriho sit’ bipartitnim orientovanym
grafem se dvéma typy uzld: misty a prechody.

Okamzity stav systému je definovan umisténim znacek - tokenit (tokens) v mistech, coz je
v grafu Petriho sité vyjadfeno pfislusnym poctem tecek v mistech. Pritomnost tokenu v misté
modeluje skuteCnost, Ze dany stav systému je momentalné aktualni. Petriho sité, s nimiz
budeme dale pracovat, umoziuji vyskyt libovolného poctu tokend v mistech.

Kazdy prechod ma definovanu mnozinu vstupnich a vystupnich mist. Vstupni a vystupni
podminky pfechodu urcuji pocty odebiranych a umistovanych tokend, coz je v grafu Petriho
sité specifikovano ohodnocenim orientovanych hran. Hrana, kterd neni v grafu sit¢ explicitné
ohodnocena, ma implicitn¢ vahu 1. Pfechod miize byt proveden v pfipadé, ze ma splnény
vSechny vstupni podminky, tj. v§echna jeho vstupni mista obsahuji ptislusné pocty tokenti. Na
nasledujicim obrazku je vidét provedeni ptechodu, kdy se v zavislosti na ohodnoceni
orientovanych hran odstrani tokeny ze vstupnich mist a umisti se nové tokeny do vystupnich
mist.

P10 P11 P12

Obrazek 1.2: Zména stavu po provedeni prechodu

Mista a
prechody



1.4 Typy Petriho siti

Pojem Petriho sité byl postupné obohacovan a zobecnovan tak, aby jeho modelovaci schopnost
vyhovéla praktickym potfebam. Pokusime se zde neformalné piedstavit nékolik zakladnich typi
Petriho siti a na ptikladech vysvétlit, jak funguji a k ¢emu mohou slouzit. Postupovat budeme

vvvvvv

C/E Petriho sit’ (Condition/Event Petri Net) je z hlediska vyjadiovaci sily nejslabsi. Odpovida
vyjadiovaci sile kone¢nych automati. Kazdé misto miize obsahovat nejvysSe jeden token.

P/T Petriho sit’ (Place/Transitions Petri Net) umoziiuje do kazdého mista umistit vice nez jeden
token.

Priklad 1.1.

Nasledujici obrazek jsou zobrazeny 2 modely Petriho sit¢ — C/E Petriho sit’ a P/T Petriho sit’.
Vyznam jednotlivych mist a ptechodt v ptipadé C/E Petriho sité¢ mtze byt nasledujici: misto PO
mize reprezentovat stav systému, kdy proces (token v PO, nepotiebuje pfistup ke zdroji,
nachazejicimu se v misté¢ P4. Pokud procesu vznikne pozadavek na ptid€leni zdroje (TO), piejde
token do P1, systém je ve stavu, kdy proces ¢eka na piidéleni zdroje. Je-li token v misté P2,
odpovida to situaci, kdy proces vyuziva zdroj. Je-li token v P3, znamena to, ze zdroj je vyuzivan
procesem. Token v mist¢ P4 predstavuje situaci, kdy zdroj neni vyuzivan. Pfechod Tl1
reprezentuje pocatek vyuzivani zdroje a prechod T2 ukonceni vyuzivani zdroje.

Obdobny vyznam mohou mit i mista a pfechody vuvedené P/T siti stim rozdilem, Ze v
jednotlivych mistech sit¢ mize byt vice nez jeden token. V tomto ptfipadé 5 procesti ¢as od Casu
sdili dva zdroje.

a) L]

Obrazek 1.3: Piiklad jednoduché C/E Petriho sité a P/T Petriho sité

Dalsi typy Petriho siti vznikly rozsitenim P/T siti:

e  Petriho sité s inhibicnimi hranami (Petri Nets with Inhibitors) - zavedeni inhibi¢nich hran
zvysilo vyjadiovaci silu Petriho siti na Groven Turingova stroje.

e Petriho sité s prioritami (Petri Nets with Priorities) — ke kazdému piechodu je navic
pfifazeno celé nezaporné Cislo udavajici tzv. prioritu ptechodu. Piiklad sité je mozno vidét
na obrazku 1.4. Jedna se o model komunikace v kruhové pocitacové siti, kde pravo ovladat
komunikaci v siti je cyklicky nabizeno kazdému terminalu sit€. Ma-li terminal zpravu k
odeslani, pak zpravu odesle, jinak pfeda pravo ovladani dal§imu.
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Casované Petriho sité (Timed Petri Nets) - obohatily aparat Petriho siti o pojem ¢asu a
moznost modelovat d&je spotfebovavajici vice ¢i méné cCasu. Timto obohacenim se
vyznamn¢ roz$ifuji modelovaci moznosti Petriho siti. Trvani déji muZzeme charakterizovat
bud’ deterministicky (konstantni doba trvani), stochasticky (ndhodna doba trvani) nebo
kombinovanym zplisobem (doby trvani pro nékteré piechody jsou konstanty a pro jiné
nahodné veliCiny).

Obrazek 1.4: Priklad PN sité& s prioritami

Barevné Petriho site¢ (Coloured Petri Nets) — v téchto sitich existuji riizné typy tokend.
V ramci daného typu mohou tokeny nabyvat riznych hodnot (barev). Pro zpracovani tokenti
riznych barev jsou Petriho sit€ rozsifeny o dalsi prvky jako proménné, deklarace typt,
inskripéni vyrazy hran ¢i straze a akce piechod. V mistech se mohou nachéazet
multimnoziny tokent rlznych barev, ale vzdy jen jediného typu, ktery je danému mistu
ptifazen. Pfechody mohou byt ohodnoceny podminkami, bez jejichz splnéni neni mozné
provedeni pfechodu. Hrany jsou ohodnoceny multimnoZzinami tokent, jejichz barvy patii do
mnoziny barev pfifazené mistu, které je s danou hranou incidentni.

Hierarchické Petriho sité (Hierarchical Petri Nets) — zavedly do Petriho sit¢ moznost
hierarchického strukturovani. Hierarchickd Petriho sit’ pfedstavuje castecné uspotadanou
mnozinu nehierarchickych Petriho siti, tzv. stranek (pages). Nehierarchické Petriho sité
mohou byt C/E, P/T, sit¢€ s inhibitory, s prioritami ¢i barevné). Pfi tomto rozvijeni prvku sité
lze pouzit tzv. hierarchiza¢ni konstrukty (hierarchy constructs) jakymi jsou substituce mist,
substituce piechodt, volani pfechodt (invocation of transitions), slu¢ovani mist (fusion of
places) a slu¢ovani prechodu.

Objektové Petriho sit¢ (Object-Oriented Petri Nets) - rozsifuji Petriho sit¢ o koncept
objektové orientace. Struktura téchto siti je opét tvofena misty a prechody, propojenych
hranami, které vyjadiuji vstupni a vystupni podminky pfechodii. Misto sit¢ miize obsahovat
tokeny, pricemz token muze reprezentovat primitivni objekt (Cislo, symbol, fetézec apod.),
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jméno objektu (neprimitivniho uzivatelem definovaného), jméno tfidy nebo n-tici z nich
slozenou. Hrany jsou ohodnoceny hranovymi vyrazy, které po navazani proménnych
reprezentuji multimnoziny prvkd univerza. Pfechod obsahuje straz a akci. Straz je tvotfena
vyrazy a je splnéna pravé tehdy, kdyz jsou vSechny tyto vyrazy vyhodnoceny jako true.
Akce je zaslani zpravy s moznosti prifadit vysledek do proménné. Zaslani zpravy v akci
prechodu se interpretuje za béhu podle typu adresata a selektoru zpravy bud’ jako primitivni
zaslani zpravy, nebo jako vytvofeni nového neprimitivniho objektu, nebo jako zadost o
provedeni operace objektu s ¢ekanim na vysledek.

1.5 Vyhody Petriho siti

Petriho sit’ je univerzalni graficky a matematicky nastroj pro navrh, modelovani a formalni
analyzu dynamickych systémtl. Vyhody pouziti Petriho siti jsou nesporné:

e PN jsou bipartitnimi orientovanymi grafy, kde uzly reprezentuji stavy a akce, zatimco hrany
popisuji, jakym zplisobem muze systém piejit z jednoho stavu do druhého provedenim
urcité akce. Diky této grafické reprezentaci jsou srozumitelné i Cloveéku, ktery neni
obeznamen s detaily teorie Petriho siti.

e PN jsou dostate¢né¢ obecné a mohou byt pouzity pro popis velkého mnozstvi rozlicnych
systémul.

e Petriho sit€ maji dobie definovanou sémantiku, ktera definuje chovani kazdé PN.
e Je mozné implementovat simulatory chovani PN a formulovat metody formalni analyzy.

e Umoznuji explicitni popis jak stavi, tak akei, coz je v kontrastu s vétSinou ostatnich jazykt
pro popis systémil, které popisuji jen stavy nebo jen akce a nikoli oboji.

e Nabizeji moznost hierarchického popisu, tzn. moznost konstruovat rozsdhlé PN modely
pomoci mensich PN modela.

e Pfi mensSich modifikacich modelovaného systému nemusime ménit kompletné strukturu PN
modelu.

e Nabizeji interaktivni simulaci, kde vysledky jsou prezentovany ptimo v PN diagramu.

e QGraf, kterym je Petriho sit’ popséna, dovoluje pomémé snadné vyjadieni jevi, jakymi jsou
synchronizace, vzajemné vylouceni, paralelni vypocty.

e VsouCasné dobé existuje cela skala typt Petriho siti sriiznou vyjadiovaci silou a

vvvvv

matematicky model Petriho sité.

S rostouci oblibou Petriho siti se zacala objevovat aplikacné specifickd rozsifeni Petriho siti,
jako je zavedeni Casu v ¢asovanych Petriho sitich, pravdépodobnosti ve stochastickych PN [1, 2,
11], fidicich signald v signalovych Petriho sitich nebo objektové orientace v objektove
orientovanych PN.

Shrnuti

Pojem modelovani oznacuje proces tvorby modelu. Model je zjednoduSenim realného systému.
Simulace je provadéni experimentii s modelem za ucelem lepSiho pochopeni chovani
studovaného systému.

Petriho sit’ je bipartitni orientovany graf se dvéma typy uzli: misty a pfechody. Misto je
znazornéno kruznici, pfechod tseckou nebo obdélnikem, vstupni funkce orientovanymi hranami
vedoucimi z mist do pfechodl. Mista a pfechody jsou vzajemné propojeny orientovanymi
hranami.
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Stav sit¢ je dan znacenim, tj. poCtem tokent v jednotlivych mistech. Zmény stavu nastavaji v
dasledku provadéni pfechodl. V daném stavu sité jsou jen nékteré prechody proveditelné.

Pojmy k zapamatovani

Modelovani,

model,

simulace,

kvalita modelu,
struktura Petriho sité.

Kontrolni otazky
1. Jak se posuzuje kvalita modelu?
2. Cim je v Petriho siti urcen okamZzity stav systemu?
3. Jaké jsou vyhody pouZiti Petriho siti pro modelovani dynamickych systémii?
Cviceni
1. Navrhnéte model C/E Petriho sité umoznujici vyuzivani sdileného zdroje dvéma
procesy.
ReSeni

1. Model C/E PN, kdy dvéma procesy vyuzivaji jeden zdroj.

Proces 1 Proces 2

Obrazek 1.5: Model C/E Petriho sité
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2 P/T Petriho sité

V této kapitole budou formalné definovany P/T Petriho sité a jejich vlastnosti. Pojem P/T sité je
zde zobecnén tak, Ze dovoluje pouzivani inhibi¢nich hran a neuvazuje kapacity mist, tj. v
mistech se mohou nachazet libovolné pocty tokent. Pokud v této kapitole hovofime o Petriho
sitich, mame tu vzdy na mysli P/T sité s uvedenym zobecnénim. Prvni zobecnéni je motivovano
tim, zZe zavedeni inhibi¢nich hran podstatné rozsifuje modelovaci moznosti Petriho siti. Druhé
pak je motivovano tim, Ze uzivani kapacitnich omezeni mist ponékud komplikuji analyzu
Petriho siti a pfitom nijak nerozsiiuji jejich modelovaci schopnost.

2.1 Struktura P/T siti

Studijni cile: Po prostudovani této podkapitoly bude studujici schopen formalné popsat
strukturu a systém Petriho site.

Klicova slova: Struktura Petriho sité, systém Petriho sité.
Poti'ebny ¢as: 30 minut

Staticka struktura Petriho sité¢ bude popséana na tfech urovnich abstrakce jako tzv.:
e struktura Petriho site,
e systém Petriho sité,
e parametrizovany systém Petriho siti.

Bude-li z kontextu ziejmé, na jaké abstrakcéni urovni se pohybujeme, pak budeme jednoduse
hovotfit o Petriho siti.

Definice 2.1.
Struktura Petriho sité (PN-struktura) je pétice <P,T,I,0,H>, kde Struktura
. “ . , Petriho site
e P je konecna mnozina mist,
e T je konecna mnozina prechodii, TNP=,

e [, O, H jsou zobrazeni typu T—>Pys, po fadé tzv. vstupni funkce, vystupni funkce a
vstupni inhibicni funkce.

Pums je mnozina vSech multimnozin nad mnozinou P.

Privodce studiem

PN-strukturu zobrazujeme diagramem, ve kterém mista znazornujeme kruznicemi,
prechody tseckami nebo obdélniky, vstupni funkce hranami mificimi do pfechodid
(pfitom orientované hrany zobrazujici vstupni inhibi¢ni funkci jsou opatfeny malym
krouzkem namisto Sipkou) a vystupni funkce hranami mificimi z prechodd.
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Casto je uvazovan specialni piipad, kdy inhibi¢ni funkce piifazuje viem piechodim teT
prazdnou multimnozinu z Pys. V tomto pfipadé neni tfeba inhibi¢ni funkci H v definici
struktury PN vlibec uvadeét.

Dale se budeme pouzivat oznaceni uvedena v nasledujici tabulce:

I(t) | multimnozina vstupnich mist pfechodu t

O(t) | multimnozina vystupnich mist pfechodu t

H(t) | multimnoZzina inhibi¢nich mist pfechodu t

I(t,p) | nasobnost prvku p v multimnozin¢ I(t), nasobnost hrany z mista p do pfechodu t

O(t,p) | nasobnost prvku p v multimnoziné O(t), nasobnost hrany z ptechodu t do mista p

H(t,p) | ndsobnost prvku p v multimnozin€ H(t), nasobnost inhibi¢ni hrany z mista p do
prechodu t

t mnozina vstupnich mist pfechodu t, *t = {peP: I(t,p)>0}

mnozina vystupnich mist pfechodu t, t'= {peP: O(t,p)>0}

°t mnozina vstupnich inhibi¢nich mist ptechodu t, °t= {peP: H(t,p)>0}

P mnozina vstupnich pfechodt mista p, *p = {teT: O(t,p)>0}

p mnozina vystupnich ptechodii mista p, p° = {teT: I(t,p)>0}

Mnoziny °t, t°, °t a mnoZziny *p, p° nemusi byt nutn¢ disjunktni. Na funkce I, O, H se lze téz
divat jako na matice I, O, H typu |T| x |P| s prvky I(t,p), O(t,p), H(t,p).

Definice 2.2.
Systém Petriho site (PN systém) je Sestice <P,T,I,0,H,My>, kde

e <P, T,I,0,H> je struktura Petriho sité,
e M, je zobrazeni typu P—N, tzv. pocdtecni znaceni , kde N = {0,1,2,...} je mnozina
prirozenych Cisel.

Zapisem My(p) rozumime pfirozené Cislo pfifazené mistu p a fikame, Ze misto p obsahuje Mo(p)
tokenii. Je-1i pocCet tokent pfifazeny danému mistu maly, zobrazujeme je tucnymi teCkami uvnitt
kruznice zobrazujici dané misto. Je-li pocet tokent vétsi, vpisujeme do kruznice ptimo ¢islo
Mo(p). Je-li specidlné My(p=0) pro vsechna peP, pak PN systém predstavu je pouze PN
strukturu. Obecné symbolem M oznaCujeme jakékoliv zobrazeni P—>N a symbolem M(p)
pfirozené Cislo pfifazené timto zobrazenim mistu peP. Znaceni sité lze také pojimat jako
nasledujici multimnozinu nad mnozinou mist:

2per M(p)'p = M(pl)' pl + M(p2)' p2 + ... + M(p[P|)' p|P|

Definice 2.3.
Parametrizovany systéem Petriho sité (parametrizovany PN systém) je osmice <P,T,[,O,H, PAR,

COND,MP>, kde
e <P, T,I,0,H> je struktura Petriho sité,
e PAR je mnozina parametrt,

e COND je mnozina podminek omezujicich obory, které mohou probihat hodnoty
parametrd,
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e MP je zobrazeni typu P>NUPAR, tzv. pocatecni parametrické znaceni, pfitazujici
kazdému mistu bud’ pfirozené ¢islo, nebo parametr, jehoz hodnota probiha néjakou
podmnozinu mnoziny piirozenych Cisel (podmnozinu vymezenou predikaty z PRED).

Je-li specidlné mnozina parametrti prazdna (PAR=(), pak definovani COND nema smyslu a
MP se redukuje na My. Parametrizovany systém pak predstavuje pouhy systém Petriho sité.

Privodce studiem

Parametrizovany systém je vlastné tfida systémd, jejichz pocate¢ni znaceni vyhovuje
danym podminkam. Na strukturu Petriho sit¢ se pak mizeme divat jako nejobecnéjsi
parametrizovany systém s prazdnou mnozinou podminek (vSechna pocatecni znaceni jsou
mozna).

Piiklad 2.1.

Na obrazku 2.1 je zobrazen jednoduchy parametrizovany PN systém. Predstavuje tfidu PN
systému s pocateénimi znacenimi: (3,0,0), (2,1,0), (2,0,1). Odmyslime-li si pocatecni znaceni,
dostavame PN strukturu. V tabulce 2.1 jsou zobrazeny vstupni, vystupni a vstupni inhibi¢ni
funkce I, O, H ve tvaru matic I(t,p), O(t,p), H(t,p). Z tabulek napft. vyplyva: 1(t3) = 2'p1, O(t3) =
1'p2 + 1'p3, H(t4)= 1'p2.

0 Pararnetry PAR:
rst

Predikaty PRED:
t3 r+s+t=3
s+t
B3 r.s t jgou celd, nezaporna

o ° Podatecni znaceni MP:
MipTI=r
t4 12 Mip2)=s:
Mip3)=t;

Obrazek 2.1: Parametrizovany PN systém

I |P1 P2 P3 O |Pl P2 P3 H Pl P2 P3
T1{1 0 O TI1{0 1 0 TI1{0 0 O
10 1 0 211 0 0 210 0 O
312 0 O )0 1 1 310 0 0
T4 0 0 1 T4 1 0 O 410 1 O

Tab.2.1: Vstupni, vystupni a vstupni inhibi¢ni funkce

2.2 Dynamika P/T siti
Studijni cile: Definovat dynamiku Petriho siti, tj. stanovit pravidla zmény stavu sité.

Klic¢ova slova: Provedeni pfechodu, mnozina dosazitelnosti, graf dosazitelnosti.
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Potiebny ¢as: 45 minut.

Stav sité¢ je dan zna¢enim, tj. poétem tokenl v jednotlivych mistech. Zmény stavu nastavaji v
dasledku provadéni prechodli. V daném stavu sit¢ jsou jen nekteré prechody proveditelné.
Dynamika Petriho siti je tedy popsana dvéma pravidly:

e pravidlo stanovujici podminky proveditelnosti pfechodu (enabling rule),

e pravidlo popisujici zménu stavu sit€ po provedeni prechodu (firing rule).

Definice 2.4.
Prechod t je proveditelny (enabled) pti znaceni M, jestlize plati

(Vpe™®) [M(p) 2 I(t,p)] A (Ype®t) [M(p)< H(t.p)].
Mnozinu ptechodt proveditelnych ptfi znaceni M oznacime jako E(M). Znaceni M, pii kterém
zadny ptechod neni proveditelny, tj. pro které plati E(M) = &, nazyvame uzamcenim
(deadlock).

Provedeni prechodu t (transition firing), proveditelného pti znaceni M, vede od znaceni M k
znaceni M' takovému, ze plati

M'=M + O(t) - (),
(M, M, O(t), I(t) jsou multimnoziny) neboli rozepsano
(VpeP) [M'(p) = M(p) + O(t,p) - I(t.p)] .

Priklad 2.2.
Na obrazku 2.2 a v tab.2.2 je ilustrovano pravidlo proveditelnosti a provedeni prechodu.

FO P1

Obrazek 2.2: Proveditelnost a provedeni pfechodu

M M’
x=M(P0) [ y=M(P1) | z=M(P2) | x' =M'(P0) | y'=M'(P1) | z' = M'(P2)
5 1 3 1 1 6
4 1 2 0 1 5
4 2 1 - - -

Tab.2.2:. Znaceni pfed a po provedeni piechodu

Pruvodce studiem

Skutecnost, ze provedeni (proveditelného) prechodu t vede od znaceni M ke znaceni
M’ zapisujeme struéné M[t>M’" nebo také M—' M’. Rikdme, Ze znateni M’ je
bezprostifedné dosazitelné (directly reachable) ze znaceni M.
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Zobecnénim pojmu provedeni piechodu je pojem provedeni posloupnosti prechodii.

Posloupnost prechodii 6 = t(), tp), ..., ) mize startovat ze znaeni M pravé tehdy, jestlize
existuje posloupnost znaeni M =My, Mz, ..., M1y = M' takova, ze proi=1,2,....k plati
M [to) > M-

Tuto skuteCnost oznaujeme M[o>M’ (nebo také M—° M") a fikdme, Ze znafeni M' je
dosazitelné (reachable) ze znaceni M.

VétSinou predpokladame, Ze PN-systém je navrzen tak, Ze provedeni dvou rGznych ptechodt
vede z daného stavu sit¢ k riiznym vyslednym stavim, tj.

M[t1>M1 A M[t2>M2 = M;#M,.

Definice 2.5.
Mnozina dosaZitelnosti (reachability set) PN systému <P,T,I,O,H,My>, je mnozina RS(My)
definovana induktivné takto:

o M() S RS(M())
e M e RS(My) A TteT){M[t>M"} = M" € RS(M,)
Vedle zapisu RS(My) byva také Casto pouzivan zapis [Mg>.

Pruvodce studiem

Induktivni definice mnoziny dosazitelnosti RS(My) predstavuje vlastné algoritmus
konstrukce této mnoziny. Postup:

(1) Polozime X={My}.

(2) Pridame k mnoziné X vSechna znaceni, kterd jsou bezprostiedné dosazitelna ze
znaceni, ktera jsou jiz v X obsazena.

(3) Zvétsila-li se mnozina X v kroku (2), pak se krok (2) opakuje. V opacném piipade
je RS(Mp)=X.

Grafickym zobrazenim popsané konstrukce mmnoziny dosazitelnosti je tzv. strom
dosazitelnosti (rechability tree).

Definice 2.6.
Graf dosazitelnosti (reachability graph) PN systému s mnozinou dosazitelnosti RS(M,) je
hranové ohodnoceny orientovany graf RG(M,) s nasledujicimi vlastnostmi:

e RG(M)y) je mnozina uzla grafu,

e mnozina hran A grafu je definovana takto:
0 AcCRSxRSxT,
0 <M;M;,t> e Ae MM,

e M, je pocatecni uzel grafu.

Pokud je M, pevné dano, budeme psat misto RG(My) jednoduse RG.
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Priuvodce studiem

Mnozina dosazitelnych zna¢eni mize byt nekonecna. To odpovida situaci, kdy neéktera
mista v siti mohou neomezené zvétSovat pocet tokenti v nich obsazenych. V tomto
ptipad¢ je nekonecny i graf dosazitelnosti. Tento nekonecny graf mize byt reprezentovan
s jistou ztratou informace, ale koneCnym zplsobem, pomoci tzv. stromu pokryti
(coverability tree), ktery vznikne ze stromu dosazitelnosti vypusténim téch znaceni (tj.
odpovidajicich vrcholii stromu), ktera pokryvaji nékteré jiné znaceni

Graf dosazitelnosti PN systému je reprezentaci ¢astecného konecného (nebo i nekonecného)

automatu, kde Konecny

automat
e MO je pocatecni stav,

e RS =RS(My) je mnozina stavi,

e T je vstupni abeceda,

e prechodova funkce 5 je caste¢né zobrazeni RS x T — RS definované takto:
d(M,t) =M' & M[t>M'.

Zobecnéna prechodova funkce & je &aste¢né zobrazeni RS x T — RS definované induktivng
takto:

e Jd(M,e) =M, kde ¢ je prazdné slovo nad T,
e 3 (M,to) =38"( 8(M.t), o), kde o je libovolné slovo nad T.

Slovo o, pro které je definovana ptechodova funkce 8'(My,o), nazyvame vypocetni posloupnosti
PN-systému (firing sequence). Mnozina vSech vypocetnich posloupnosti charakterizuje chovani
PN systému, podobné jako mnozina vSech dosazitelnych znaceni PN systému charakterizuje
mnozinu vSech jeho stavil).

Pruvodce studiem

Je-li posloupnost prechodii ¢ vypocetni posloupnosti daného PN-systému, pak také
kazdy pocatecni tisek posloupnosti o je jeho vypocetni posloupnosti. Kazda vypocetni
posloupnost PN-systému je v grafu dosazitelnosti jednozna¢né zobrazena orientovanou
cestou vychazejici z pocatecniho vrcholu.

Priklad 2.3.

Na obrazku 2.3 je zobrazen jednoduchy PN-systém. V tabulce 2.3 je uvedena mnozina
dosazitelnych znaceni. Tabulku vyplitujeme po sloupcich zleva doprava. V poslednim fadku
tabulky jsou uvedeny pfechody, které jsou v tom ¢i onom znaceni proveditelné a také nasledna
znaceni ke kterym provedeni piechodd vede. Na zéaklad¢ této tabulky je potom na obr.2.4.
zkonstruovan graf dosazitelnosti Petriho site.
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Obrazek 2.3: Priklad jednoduchého PN systému

MO M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
pl 3 2 1 1 0 2 0 1 0 0
p2 0 1 0 2 1 0 3 1 0 2
p3 0 0 2 0 2 1 0 1 3 1
t1->M1 | t1->M3 | t1-5>M4 | t15>M6 | 2—>M2 | t1 ->MT7 | 2>M3 | t15>M9 | t4—>M2 | 2—>M7
t3>M2 | 2>MO | t4>M5 | 2—>M1 t3—>M8 2—>MS5
t3—>M4 t4—>MO0

Tab.2.3: Mnozina dosazitelnych znaceni

t4

MO M5 M8
(3,0,0) (2,0,1) t3 (0,0,3)

Ml M7
(2,1,0) (1,1,1)
K
tl 2 tl L 2
A
M3 M9
(1,2,0) 0,2,1)
tl 2
Obrazek 2.4: Graf dosazitelnosti PN systému
Priklad 2.4.

Na obrazku 2.5 je zobrazen PN systém s nekone¢nou mnozinou dosazitelnych znaceni. Na
obrazku 2.6 je zobrazen nekone¢ny graf dosazitelnosti tohoto systému.
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Obrazek 2.5: PN systém s nekone¢nou mnozinou dosazitelnosti

tl tl tl tl
—
-«
2 2 2 2
Obrazek 2.6: Graf dosazitelnosti pro PN systém z obr.2.5

V dalsim zobecnime pojem proveditelnosti pfechodu zavedenim pojmu stupné proveditelnosti
pfechodu. To nam umozni definovat na mnoziné vSech pfechodd PN systému, proveditelnych
pfi daném znaceni M , tyto relace:

e piechody jsou v konfliktu,
e piechody jsou soubézné,
e piechody jsou v kauzalni zavislosti,

e piechody se vzajemné vylucuji.

Definice 2.7.
Stupen proveditelnosti (enabling degree) ED(t,M) prechodu t pti znaceni M je prirozené Cislo k
udavajici kolikrat je ptechod t proveditelny pfi znaceni M.

Je-li mnozina vstupnich mist pfechodu je disjunktni s mnozinou vystupnich mist (tj.*t"t"=2),
1ze skutecnost ED(t,M) = k vyjadfit formuli predikatové logiky:

(Vpe™d) [M(p) 2k - I(t.p)] A Gpe DIM(p) < (k+1) - I(t,p)] A (Vpe®t) [M(p) < H(t,p)].

Uvazujme dva riizné prechody t;, ty PN-systému. Piechod t; je v efektivnim konfliktu (effective
conflict) s pfechodem t; pfi znaceni M, jestlize plati

M[t>M' A (ED(t,M') < ED(t,M)).

Skutecnost, ze prechod t; je v efektivnim konfliktu s pfechodem t, pii znaceni M oznaCujeme
rela¢nim zapisem t; EC(M) ty.

Prechody t;, t, jsou ve strukturnim konfliktu (structural conflict), jestlize maji spole¢né vstupni
misto.

Pruvodce studiem

Proveditelny prechod je prechod se stupném proveditelnosti n> 1. Neproveditelny
prechod ma stupen proveditelnosti rovny 0.

Konflikt je situace, pifi které provedeni jednoho prechodu snizuje stupen
proveditelnosti druhého prechodu.

21

Stupen
proveditelnosti
prechodu



Konflikt (efektivni) je symetricky, jestlize provedeni kteréhokoliv ze dvou piechodi
snizuje stupen proveditelnosti druhého ptechodu.

Konflikt je asymetricky, jestlize provedeni jednoho prechodu snizuje stupen
proveditelnosti druhého prechodu, ale nikoliv naopak.

Priklad 2.5.

Na nasledujicim obrazku jsou zobrazeny typické priklady (efektivnich) konflikt mezi dvéma

prechody tl1, t2:

a) symetricky konflikt — provedeni pfechodu t1 snizuje stupen proveditelnosti t2 a provedeni
prechodu t2 snizuje stupeini proveditelnosti t1,

b) asymetricky konflikt podminény strukturou sit¢ — provedeni pfechodu t2 nesnizuje stupeii
proveditelnosti t1, provedeni t1 znemoznuje provedeni t2,

c) asymetricky konflikt podminény znaCenim sit¢ — provedeni pfechodu t2 sniZuje stupen
proveditelnosti t1, provedeni pfechodu tl nesnizuje stupen proveditelnosti t2 (pro znaceni
M: 2'p1+3'p2+1'p3 se stava konflikt symetrickym).

gl jal
1 2 t1
EDit1 M) =2, ED(t2 M) =2 EDit1 M) =1, EDt2 M) =inf2 EDit1 M) =2, EDt2M1=1
1 ED(M) t2 & zéroven t2 ED(M) t1 11 EDiM) 12, ale nikaliy 12 EDCM) 11 12 EDiM) t1 , ale nikaliv 11 EDCAM) 12
aymetricky konflikt asymetricky konflikt azymetricky konflikt

Obrazek 2.7: Konflikty symetrické a asymetrické

Definice 2.8.
Prechody t;, t, nazyvame soubézné (concurrent) pti znaceni M, jestlize

t, t € E(M) = —(tEC(M)t0) A — (EC(M),).

Soubéznost
prechodit

Pruvodce studiem

Prechody t;, ty jsou pii znaceni M soubézné, jestlize jsou oba proveditelné pti znaceni
M a pfitom nejsou v konfliktu. Na rozdil od konfliktu, je soubéznost charakterizovana
paralelismem Cinnosti.

Priklad 2.6.
Na nasledujicim obrazku je zobrazena Petriho sit’ se dvéma soubéznymi aktivitami tl, t2.
Prechody tl1. t2 jsou soub&zné, jsou oba proveditelné a nejsou v konfliktu.
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Obrazek 2.8: Soub&zné ¢innosti

Priklad 2.7.

Na obr. 2.9 je zobrazena situace, kde je soub&znost ptechodu t1,t2 kombinovana s konfliktem
prechodu t2,t3. Pii daném znaceni jsou ptfechody t1,t2 soubézné, piesto zalezi na tom, ktery z
nich bude proveden jako prvni. Takovou situaci oznacujeme jako konfuzi (confusion). Bude-li
proveden jako prvni ptechod tl, potom t2 je v konfliktu s t3. Bude-li jako prvy proveden
prechod t2, potom zadny konflikt nevznika.

P1 P2

P3 P4

Obrazek 2.9: Konfuze

Definice 2.9. oy
O prechodech t;, t; fikame, Ze jsou v kauzdlnim vztahu (causal connection) pfi znaCeni M a K,atfzalnl
znagime tCC(M)t, jestlize zavislost
M[ti>M' = ED(t,M') > ED(t,M).
Pritvodce studiem
Prechod t; je v kauzalnim vztahu s pfechodem ty, jestlize provedeni pfechodu t; zvySuje

stupen proveditelnosti prechodu t,.
Definice 2.10. . .
O ptrechodech t;, t, fikdme, Ze se vzdajemné vylucuji (transitions are mutually exclusive), jestlize VzZa] emne

vylucovani

— (3MeRS(My)) [ticE(M) A tye EMM)].
O mistech p;,px fikame, Ze se vzajemné vylucuji (places are mutually exclusive), jestlize

— (IMeRS(My)) [M(p)>0 A M(px)>0].
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Priuvodce studiem

Dva prechody se vzajemné vylucuji, jestlize neexistuje znaceni (dosazitelné z
pocatecniho znaceni), pti kterém by oba prechody byly soucasné proveditelné.

Dvé mista se vzajemné vylucuji, jestlize neexistuje znaceni (dosazitelné z pocateéniho
znaceni) pfi kterém by obé mista méla soucasné nenulova znaceni.

Relace vzajemné vylucnosti, na rozdil od drive diskutovanych relaci (konfliktu,
soubéznosti, konfiize a kauzalniho vztahu), neni relaci vztahujici se k jednotlivému
konkrétnimu znaceni PN systému, ale relaci vztahujici se ke vS§em moznym dosazitelnym
znacenim PN systému.

Shrnuti

Struktura Petriho sité se zobrazuje diagramem, kde misto je znazornéno kruznici, piechod
useckou nebo obdélnikem, vstupni funkce orientovanymi hranami vedoucimi z mist do
prechodd (orientované hrany inhibi¢ni funkce maji misto Sipky krouzek), vstupni inhibicni
funkce, vystupni funkce orientovanymi hranami miticimi z pfechodu do mist.

Stav sité je dan znaCenim, tj. poctem tokent v jednotlivych mistech. Zmény stavu nastavaji v
dasledku provadéni prechodli. V daném stavu sité jsou jen nékteré prechody proveditelné. Pri
daném znaceni M je mozné zjistovat stupen proveditelnosti daného piechodu.

Na mnozin¢ vSech prechodli PN systému, proveditelnych pfi daném znaceni M, je mozné
definovat relace mezi ptechody: konflikt prechodli, soub&znost, kauzalni zavislost a vzajemné
vylu€ovani prechodi.

Pojmy k zapamatovani

Struktura Petriho sité,

systém Petriho sit¢,

proveditelnost a provedeni pfechodu,
mnozina dosaZitelnych znaceni,

graf dosazitelnych znaceni,

stupen proveditelnosti ptechodu,
konflikt ptechodd,

soubéznost piechodu,

kauzalni zavislost,

vzajemné vylouceni pfechodu.

Kontrolni otazky

1. Z Ceho je tvorena struktura P/T Petriho sité?
2. Jak zkonstruujeme graf dosazitelnosti?

Cviceni

1. Navrhnéte Petriho sité k booleovskym operacim —A, AAB, AvB, A=B, A<B.
Reseni
1. Petriho sité k jednotlivym booleovskym operacim:
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Obrazek 2.10: Reseni cviteni - Petriho sité k booleovskym operacim

2.3 Vlastnosti a stavova analyza P/T siti

Studijni cile: Po prostudovani podkapitoly bude student schopen stanovit stavové vlastnosti
libovolné P/T sité.

Klic¢ova slova: Dosazitelné znaceni, reverzibilita, Zivost PN-systému, omezenost PN-systému.

Potiebny ¢as: 60 minut.

Vybér téchto vlastnosti je motivovan praktickymi potiebami pfi studiu diskrétnich systému
modelovanych Petriho sitémi. Dale je zde uvedena zakladni metoda oveéfovani téchto vlastnosti,
metoda stavové analyzy.

Definice 2.11.
Znaceni M' je dosazitelné (reachable) ze znaCeni M, jestlize existuje posloupnost piechodu, Dosatzitelné
ktera je proveditelna ve znaceni M, a ktera pievadi Petriho sit’ ze znaceni M do znaceni M, t;. znaceni

(GomeT*) [ M[oy>M' 1.

Znaceni M Petriho sit¢ <P, T,I,0,H,M0> se nazyva vzdy dosaZitelnym (home state marking),
jestlize je dosazitelné z kazdého dosazitelného znacenti, tj. plati-li

(VM' e RS(Mp)) [M € RS(M") ].
Pfipomenime, Ze RS(M) je mnozina vSech znaceni dosazitelnych ze znaceni M, tj.
RS(M) = {M': (JomeT*) [ M[om >M' ].

PN-systém <P,T,I,O,H,My> se nazyva reversibilni(reversible), je-li pocatecni znaceni vzdy
dosazitelné, tj. plati-li

(VM e RS(My)) [ My € RS(M) 1.
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Priuvodce studiem

V reversibilnim systému je libovolné dosazitelné znaceni dosazitelné z libovolného
dosazitelného znaceni: (V M' € RS(M)) [ M € RS(M") ].

Typickym problémem analyzy Petriho siti je problém dosazitelnosti: je dan PN-systém
a znaceni M a ptame se, zda znaceni M je dosazitelné, tj. zda plati MeRS(M)

Zobecnénim problému dosazitelnosti je problém pokryti (coverability problem): je dan
PN-systém a znaCeni M a ptame se, zda existuje dosazitelné znaceni, které znaceni M
pokryva, tj. zda existuje znaceni M'e RS(My) takové, ze M < M.

Definice 2.12.
PN-systém <P,T,I,O,H,My> se nazyva systéemem bez uzamceni (deadlock-free), jestlize z
pocatecniho znaceni M, neni dosaZzitelné zadné znaceni, ve kterém neni zadny piechod
proveditelny, tj. plati-li

—(3IM € RS(My)) [ EIM) = J].

Ptripomenime, ze E(M) je mnozina vSech pfechodl proveditelnych pii zna¢eni M.

Pruvodce studiem

Existence uzamceni je nékdy zadouci a jindy nezadouci. Naptiklad popisuje-li model
Petriho sit¢ program, o kterém se predpoklada, Zze skonci, pak je nejen zadouci, aby
uzamceni v systému existovalo, ale také aby bylo vzdy (tj. ze vSech znaceni) dosazitelné.

Jestlize model Petriho sité popisuje program nepfetrzit¢ bézici v redlném Case (napf.
operacni systém), pak je nepftijatelné, aby obsahoval uzamceni.

Obsahuje-li PN-systém uzamceni, pak:

PN-systém je reverzibilni <> pocateéni znaceni je uzamcenim.

Definice 2.13.
e Piechod t je mrtvy pri znaceni M, jestlize piechod neni proveditelny v zadném znaceni
dosazitelném ze znaceni M, tj. plati-li

(VM’ €[M>) [-M’ [t>], neboli (YM’e RS(M)) [ t ¢ E(M)].

e Prechod t je Zivy pii znaceni M, jestlize neni mrtvy v zadném znaceni dosazitelném ze
znaceni M, tj. plati-li

(YM’e[M>) (M’ e[M’>) [M’’[t>], neboli (VM’eRS(M)) (AIM*’eRS(M”)) [t € E (M*")].
e Prechod t je vdaném PN-systému mrtvy, je-li mrtvy pfi poCatecnim znacenti, tj. plati-li
(VM € [Mp>) [ = M[t>], neboli (VM’e RS(My)) [t ¢ E(M)].
e Prechod t je v daném PN systému zZivy, je-li zivy pti po¢atecnim znaceni, tj. plati-li

(VMe[Mg>) (3M’e [M>) [M’[t>], neboli (YM’e RS(My)) (3M’e RS(M")) [ t € E(M")].
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e  PN-systém je mrtvy, jsou-li vSechny jeho ptechody mrtvé,
(VteT) (VM e[Mp>) [ M[t>], neboli (VteT) (VMe RS(My)) [t ¢ EMM)].
e PN-systém je zivy, jsou-li vSechny jeho pfechody zivé, tj. plati-li
(VteT) (VM e[My>)(AM’ e[M>)[M’[t>], neboli
(VteT) (VM eRS(My))(IM’eRS(M))[te E(M”)]

Privodce studiem

PN-systém je zivy, jestlize pii vyvoji systému zadny prechod nikdy neztrdci moznost,
ze bude nékdy v budoucnu znovu proveden.

Pro kazdou PN-strukturu Ize definovat odpovidajici PN-systém, ktery neni zivy. Napf.
volbou nulového pocatecniho znaceni, které kazdému mistu pfifazuje nulovy pocet
tokenti.

Obsahuje-li PN-systém aspon jeden zivy prechod, pak neobsahuje uzamceni. Na druhé
strané neexistence uzamceni nezarucuje zivost PN-systému.

Pojem zivosti prechodu v PN-systému Ize zobecnit - Pfechod t PN-systému je k-zivy
(k-live), jestlize z kazdého dosazitelného znaceni je dosazitelné znacCeni, ve kterém je
prechod t alespon k-proveditelny, tj. plati-li (VM eRS(My))(IM'eRS(M))[ED(t,M")> k].
Prechod je zivy, je-li 1-zivy.

Definici zivosti PN-systému je mozné formulovat také takto: z kazdého dosazitelného
znaceni je mozné spustit vypocetni posloupnost obsahujici vS§echny prechody.

Definice 2.14.

Misto p PN-systému se nazyva k-omezené (k-bounded), jestlize pro kazdé dosazitelné znaceni je Omezenost

pocet tokenil v tomto misté¢ nanejvyse rovny k, tj. mista a PN-
(VM eRS(My)) [M(p) <K]. systemu

PN-systém se nazyva k-omezeny , jestlize vSechna jeho mista jsou k-omezena, tj. plati-li
(VpeP)(YMeRS(My)) [M(p) < kI.

PN-systémy se nazyvaji bezpeCnymi (safe), jestlize jsou 1-omezené.

Pruvodce studiem

Dilezitym diisledkem omezenosti PN-systému je kone¢nost jeho stavového prostoru
(mnoziny vSech dosazitelnych znaceni). Je-li |P| pocet mist k-omezeného PN-systému,
pak podet stavil (znaeni) nemiize piesahnout &islo (k+1)".

Omezenost, zivost a reversibilita jsou navzajem nezavislé (ortogonalni) vlastnosti.
Vsech 8 kombinaci téchto vlastnosti je moznych.

V naprosté vétSin€ piripadd pozadujeme omezenost PN-modelll. Bezpecnost
pozadujeme tehdy, kdy vSechna mista modeluji logické podminky.

Piiklad 2.8.
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Na naésledujicich obrazcich jsou zobrazeny PN-systémy se vSemi moznymi kombinacemi
vlastnosti omezenosti, Zivosti a reverzibility.

PO
T0

Po provedeni TO :
P

TO se stane mrtvym,
T1

M(P1) =1, M(P2) roste neomezené
P2
T2

Obrazek 2.11: Neomezeny, nezivy a nereverzibilni PN-systém

Piechod t4 je mrtvy

M(pl) + M(p3) = 1

provedeni t1 zvétSuje pocet tokent v p2

provedeni t2 zmensuje pocet tokenti v p2

Obrazek 2.12: Neomezeny, nezivy a reverzibilni PN-systém

P1

T
M(P2) roste neomezené

P2

T2

Obrazek 2.13: Neomezeny, zivy a nereverzibilni PN-systém
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(o) M(p1) + M(p3) = I

b provedeni t1 zvétSuje pocet tokent v p2

provedeni t2 zmensuje pocet tokentd v p2

Obrazek 2.14: Neomezeny, zivy a reverzibilni PN-systém

Obrazek 2.15: Omezeny, nezivy a nereverzibilni PN-systém

piechod t2 je mrtey

Obrazek 2.17: Omezeny, zivy a nereverzibilni PN-systém
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Obrazek 2.18: Omezeny, zivy a reverzibilni PN-systém

Metoda stavové analyzy PN-systému <P,T,[,O,H,My> je zalozena na konstrukci mnoziny
dosazitelnych znaceni RS(M,) a grafu dosazitelnosti RG. Algoritmus konstrukce grafu
dosazitelnosti je jednoduchy a byl popsan v kapitole 2.2.

V dal$im budeme ptedpokladat, ze algoritmus konstrukce grafu RG ukonéi svou praci po
konec¢ném poctu krokl a Ze tedy mnozina RS(My) i graf RG jsou konecné. V opacném piipadé
(existuje nekonecna mnozina znaCeni — stavl sité) nema vétSinou analyzovany PN-systém
prakticky vyznam.

Priuvodce studiem

Mame-li popsan PN-systém grafem dosazitelnosti, redukuje se problém analyzy PN-
systému na problém analyzy orientovaného grafu, coz ukazuje nasledujici véta.

Véta 2.1.

1.

Znaceni M' je v PN-systému dosazitelné ze znaceni M. < V grafu RG vede orientovana
cesta z uzlu M do uzlu M'".

2. ZnaCeni M je v PN-systému vzdy dosazitelnym stavem. <> Z kazdého uzlu grafu RG vede
orientovana cesta do uzlu M.

3. PN-systém <P,T,[,O,H,My> je reversibilni. <> V grafu RG vede z kazdého uzlu orientovana
cesta do uzlu My. << V RG grafu vede orientovana cesta z kazdého uzlu do kazdého (tj. graf
RG je siln¢ souvisly).

4. PN-systém neobsahuje uzamcéeni. << V RG grafu neexistuje uzel, ze kterého by nevedla
7adna hrana.

5. PN-systém je zivy. <> Pro vSechny koncové (finalni) silné souvislé komponenty RG grafu
plati, ze kazdy ptechod ohodnocuje aspoii jednu hranu komponenty.

6. PN-systém je omezeny. <> Graf RG je konecny.

Diikaz:

Vsechna tvrzeni vyplyvaji ihned z porovnani definic jednotlivych vlastnosti PN-systémi a
definice RG-grafu.

Pruvodce studiem
Metoda stavové analyzy, zalozend na konstrukci grafu dosazitelnosti, je v principu

jednoduchd metoda, ktera umoznuje snadno zjistit vSechny dualezité vlastnosti PN-
systéml. V mnoha praktickych ptipadech vSak byva mnozina RS(M,) natolik pocetna, ze
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pamétova a casova naroCnost konstrukce a nésledného studia RG-grafu presahuje
ptijatelné meze.

Podrobnéjsi prohlidka grafu dosazZitelnosti umoznuje také identifikovat vzajemnou
vyluénost mist, vzajemnou vyluénost prechodl, znaceni, pfi kterych vznikaji efektivni
konflikty a ne¢ktera dalsi fakta o situacich pii evoluci PN-systému.

Priklad 2.9.
PN-systém z piikladu 2.3 zadany diagramem zobrazku 2.3 a s grafem dosazitelnosti RG
zobrazenym uvedenym v kapitole 2.2 na obrazku 2.4 je podle vySe uvedené véty:

Obrazek 2.19: Priklad Petriho sité

e reversibilni, nebot’ z kazdého uzlu grafu RG vede orientovana cesta do uzlu M, a tedy
také do kazdého jiného uzlu (graf RG je silné souvisly),

e bez uzamceni, nebot’ v RG neexistuje uzel, ze kterého by nevedla zadna hrana,

e zivy, nebot graf RG je siln¢ souvisly a kazdy pfechod PN-systému je ohodnocenim
aspon jedné hrany grafu RG,

e omezeny, protoze graf RG je konec¢ny.

Z hodnot soufadnic dosazitelnych znaceni (viz obrazek 2.3 nebo tab.2.3) vyplyva, Ze systém je
3-omezeny.

Definice 2.15.

Strom dosazitelnosti (reachability tree) daného PN-systému (RT graf) je grafova reprezentace
mnoziny RS(My) daného PN-systému spolu s relaci bezprostiedni dosazitelnosti mezi prvky této
mnoziny. Tato grafova reprezentace je typu strom a jeji konstrukce probihd podle induktivni
definice mnoziny RS(My). Konstrukce kazdé vétve stromu je ukoncena, jakmile koncovy uzel
vétve ma znaceni shodné se znacenim nékteré¢ho predchoziho (diive ustanoveného) uzlu (véetné
kotfenu My).

Graf dosazitelnosti (reachability graph) daného PN-systému (RG graf) vznikne z RT grafu
odstranénim koncovych zdvojenych uzlu a jejich nahradou zpétnymi hranami dvojniktm.

Strom pokryti (coverability tree) daného PN-systému (CT graf) je zobecnéni pojmu RT grafu,
které umoziuje konecnou grafovou reprezentaci PN-systému a to i v ptipad€, kdy PN-systém je
neomezeny a mnozina dosazitelnych znaceni RS(Mg) nekonecna. Toho se dociluje rozkladem
nekone¢né mnoziny RS(M,) na konecny systém tfid takovy, Zze v kazdé tfidé se nachazeji
vSechna znaceni, ktera jsou pokryta (dominovana) n€jakym shora neomezenym znacenim (tj.
znacenim vyznacujicim se tim, ze v jednom nebo vice mistech se mtize vyskytovat neomezeny
pocet tokeni).
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Graf pokryti (coverability graph) dané¢ho PN-systému (CG graf) je alternativni zobrazeni stromu
pokryti, které ziskame ze stromu pokryti stejnym zplsobem jako graf dosazitelnosti ze stromu
dosazitelnosti, tj. odstranénim dublujicich koncovych uzll a jejich nahradou zpétnymi hranami
k uzlim dublovanym.

Pruvodce studiem

RT graf a RG graf jsou dvé navzijem ekvivalentni reprezentace mnoziny
dosazitelnych znac¢eni RS(M;) daného PN-systému a relace dosazitelnosti mezi prvky této
mnoziny. Tyto reprezentace jsou nekonecné v ptipadé neomezenych PN-systémd.

CT graf a CG graf jsou dvé navzajem ekvivalentni reprezentace mnoziny
dosazitelnych znac¢eni RS(M;) daného PN-systému a relace dosazitelnosti mezi prvky této
mnoziny. Tyto reprezentace jsou vzdy konecné (tj. i v piipadé neomezenych PN-
systémil).

CT a CG grafy jsou zobecnénim RT a RG graft. V pripadé omezenych PN-systému
prechazi CT a CG grafy automaticky v RT a RG grafy. Ttidy rozkladu mnoziny RS(Mj)
jsou pak jednoprvkové.

Uvedeme konstruktivni definici stromu pokryti (CT grafu). Nejprve pfipomenime nékolik
pojmii.

Znaceni PN-systému je dano vektorem M=(m,,m,...,mp)), kde [P| je poCetnost mnoZiny mist P.
Znaceni M dominuje (pokryva) znac¢eni N=(n;,n,,...,n|p)), jestlize

(Vi) [m; 2 n;] A (Fi) [m>ng] .

Jestlize pocet tokend v misté p; mize nabyvat libovolné velkych hodnot, pak klademe m;= .
Pro pocitani se symbolem ®, symbolizujici nekone¢no, plati:

(VK[ otk=o =w-k], (VK)[ ® > k], kde k je celé nezaporné Cislo.

Algoritmus konstrukce stromu pokryti:

1) Kofenem stromu ustanovime pocatecni znaceni M.
2) Pro kazdé nové ustanovené znaceni M provedeme:
a) Je-li E(M) = (4. neni-li ve znaceni M proveditelny Zadny pfechod, M je uzamcenim),
pak M je terminalnim uzlem (listem) stromu.
b) Je-li E(M) = &, pak pro vSechna te E(M) najdi bezprostiedné nasledujici uzly uzlu M
(se znacenimi M') podle téchto pravidel:
i) Jestlize m; = o pro néjaké ie {1,2,...,|P|}, pak také m'; = .
ii) Jestlize v dosud vytvofeném stromé na cesté od kofene (tj. uzlu M, a vcetné uzlu
M) do uzlu M' existuje uzel N, ktery je dominovan (pokryt) uzlem M', pak poloz
m'; = o pro vSechna ie{1,2,...,|P|} takova, ze m'; > n;.
iii) Jinak znaceni nového uzlu M' vypocti obvyklym zptisobem podle pravidla
provedeni pfechodu (firing rule), M[t>M".
3) Rozsitovani stromu se ukonci, jakmile v§echny koncové uzly jsou bud’ uzaméenim (dead), a

ey e

Priklad 2.10.
Konstrukce stromu pokryti k neomezené Petriho siti.
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(1,0)

w2 (Lw)

Obrazek 2.20: Neomezena Petriho sit’ a jeji strom pokryti

Shrnuti

ZnaCeni M' je dosazitelné ze znaCeni M, jestlize existuje posloupnost piechodl, ktera je
proveditelna ve znaceni M, a ktera pievadi Petriho sit’ ze znaeni M do znaceni M'. Znaceni M
Petriho sit¢ se nazyva vzdy dosazitelnym, jestlize je dosazitelné z kazdého dosazitelného
znaceni.

PN-systém je reversibilni, je-li po¢ate¢ni znaceni vzdy dosazitelné. V reversibilnim systému je
libovolné dosazitelné znaceni dosazitelné z libovolného dosazitelného znaceni.

Zobecnénim problému dosazitelnosti je problém pokryti.

PN-systém je systémem bez uzamdceni, jestlize z pocatecniho znaceni My neni dosazitelné zadné
znaceni, ve kterém neni zadny piechod proveditelny.

Ptechod t je mrtvy pfi znaceni M, jestlize pfechod neni proveditelny v Zzadném znaceni
dosazitelném ze znaceni M. PN-systém je mrtvy, jsou-li vSechny jeho pfechody mrtvé.

Prechod t je zivy pfi znaCeni M, jestlize neni mrtvy v zadném znaceni dosazitelném ze
znaceni M. PN-systém je zivy, jsou-li vSechny jeho ptechody Zivé.

Misto p je k-omezené, jestlize pro kazdé dosazitelné znaceni je pocet tokenti v tomto misté
nanejvySe rovny k. PN-systém je k-omezeny, jestlize vSechna jeho mista jsou k-omezena. PN-
systém je bezpeény, je-li 1-omezeny. Omezenost, Zivost a reversibilita jsou navzajem nezavislé
vlastnosti.

Metoda stavové analyzy PN-systému je zaloZena na konstrukci mnoziny dosazitelnych znaceni
RS(My) a grafu dosazitelnosti RG. Mame-li popsan PN-systém grafem dosazitelnosti, redukuje
se problém analyzy PN-systému na problém analyzy orientovaného grafu.

Pojmy k zapamatovani

Dosazitelné znaceni,

systém bez uzamceni,
omezenost, zZivost a reversibilita,
metoda stavové analyzy,

strom pokryti,

graf pokryti.

Kontrolni otazky
1. Co znamend, kdyz se rekne, Ze dany PN-systém je bez uzamceni?

2. Kdy je PN-systém k-omezeny?
3. Jaky je rozdil mezi stromem dosaZitelnosti a stromem pokryti?
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Cviceni

1. Zjistéte vlastnosti (zivost, omezenost, reverzibilita) nasledujici Petriho sité. Naleznéte
mnozinu dosazitelnych znaceni a nakreslete graf dosazitelnosti.

ReSeni
1. Uvedena Petriho sit’ neni Ziva, je omezend a je reverzibilni.
2. Je zifejmé, Ze uvedeny PN-systém je neomezeny: opakovanym provadénim piechodu t,
roste neomezen¢ pocet tokenll v misté p,. Provedenim ptechodu t; se nevratné méni
rezim inkrementace poc¢tu tokenli v mist¢ p, v rezim dekrementace. Opakované

provadéni prechodu t, dekrementuje pocet tokenli v misté p, az na nulu, kdy dochazi k
uzamceni systému.

(00— (10 5=2p! (120) 37
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Obrazek 2.21: Graf dosazitelnosti pro dany PN-systém
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2.4 Strukturni analyza P/T siti

Studijni cile: Seznamit se s metodami strukturni analyzy Petriho siti.
Kli¢ova slova: Inciden¢ni matice, p-invariant, t-invariant.
Potiebny ¢as: 90 minut

Studium struktury Petriho siti je zajimavé z toho divodu, Ze vSechny vlastnosti Petriho siti
dokazané pouze na zaklad¢ struktury jsou platné pro vSechny PN-systémy, které lze ziskat z
PN-struktury pfidanim libovolného pocateéniho znaceni. K strukturni analyze se uchylujeme
zejména v piipadech, kdy selhdva stavova analyza Petriho siti zalozena na pojmu grafu
dosazitelnosti. K takovému selhani dochézi ve dvou piipadech:

e PN-systém je neomezeny a mnozina dosazitelnych znaceni a tedy i graf dosazitelnosti
jsou nekonecné.

e PN-systém je omezeny, ale mnozina dosazitelnych znaceni je tak pocetna, Ze analyza
grafu dosazitelnosti je mimo moznosti soucasnych pocitaci (state explosion problem).

Metody strukturni analyzy lze rozd€lit do dvou skupin:
e metody linearni algebry (pracuji s maticovou reprezentaci PN-struktur),
e grafové metody (pracuji ptimo s grafovym popisem Petriho siti).
0 metody redukce PN-systémti
0 metody vyuzivajici vlastnosti zamku a pasti

0 studium vlastnosti specialnich typtt PN-struktur.

2.4.1 Algebraické metody strukturni analyzy

Nejprve se podivame na maticovou reprezentaci Petriho sité.

Definice 2.16.
Incidencni matice (incidence matrix, change matrix) PN-struktury <P,T,I,O,H> je matice
C={C(p,t)} typu [P|x |T|

c=0"-T",
kde O = {O(t,p)} aI= {I(t,p)} jsou matice typu |T| x |P| reprezentujici vstupni a vystupni funkci
o, L

Pruvodce studiem

Prvek C(p,t) matice C udava zménu poctu tokent (kladnou, zapornou nebo nulovou)
v misté¢ p pii provedeni prechodu t. Sloupec matice C udava zménu poctu tokent v
jednotlivych mistech sit& pii provedeni prechodu t. Radek matice C udava zménu znaceni
mista p pfi provedeni jednotlivych prechodi site.

Pti zobrazeni struktury Petriho sit€¢ pomoci incidencni matice mtize dochazet ke ztraté
informace a to v ptipad¢€ pouziti inhibi¢nich nebo testovacich hran:
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e Existence inhibi¢nich hran se nijak neprojevi na inciden¢ni matici. Strukturné rizné
PN-systémy na obrazku 2.22. maji stejnou inciden¢ni matici.

] P PO P O
O 5 0
P2 P2

Obrazek 2.22: PN-systémy se stejnou incidenéni matici — vliv inhibi¢nich hran

e Hrany (pa,to), (to,p2) na obrazku 2.23.a. jsou tzv. testovaci hrany - pomoci nich prechod t
testuje pritomnost tokenu v misté p, aniz by ménil pocet tokenli v tomto miste.
Strukturné rGzné PN-systémy na obrazku 2.23. maji stejnou incidencni matici -
existence "testovacich" hran se nijak neprojevi na inciden¢ni matici.

PO P FO P :
TO 0
P2 P2

Obrazek 2.23: PN-systémy se stejnou inciden¢ni matici — vliv testovacich hran

e Petriho sité, ve kterych se nevyskytuji jednoduché smycky typu p,-t zobrazené na
obrazku 2.23.a tj. sité, pro néz "t N t*= ), se nazyvaji cisté (pure). Struktura ¢istych siti
bez inhibi¢nich hran je incidencni matici popsana upln¢ a jednoznacné.

Priklad 2.11.
Uvazujme PN-strukturu zobrazenou na obrazku 2.24.

Obrazek 2.24: PN-struktura k ptikladu 2.11.

Incidenéni matice Petriho sité je

36



I -1 0 0 p,
0 0 2 -1 p,

0 1
CcC=0"-1"=|1 0
0 0

Radky v maticich O, resp. I, tj. sloupce v maticich O, resp. I' jsou tvofeny koeficienty
multimnozin O(t), resp. I(t).

Definice 2.17.

Uvazujme posloupnost (sekvenci) pfechodli 6 = t()t() ... ta chapanou jako slovo nad abecedou
T = {ti,t,...tm}, tj. o € T*. Charakteristickym vektorem (transition count vector) sekvence &
nazveme vektor

Charakteristicky
vektor
— T
Vo‘ - (V19V29-"7V\T|) s
kde v; oznacuje pocet vyskytl ptechodu t; v sekvenci G.

Charakteristicky vektor V je pro znaeni M realizovatelny (possible), existuje-li sekvence
spustitelna ze znaceni M takova, ze V=V.

Priuvodce studiem

Specialné charakteristickym vektorem prechodu t; je vektor V4 = (Vi,Va,...,vi)', s
jedinou nenulovou soutadnici vi=1 as v,= 0 pro vSechna k # i.

Stejné sekvence maji pfirozené tentyz charakteristicky vektor, ale témuz
charakteristickému vektoru mize odpovidat mnoho riznych sekvenci, z nichz nékteré
mohou byt realizovatelné a jiné nikoliv.

Véta 2.2.
Necht’ o je sekvence piechodu prevadéjici PN-systém ze zna¢eni M do znaceni M/, tj. M[c>M'.
Potom plati

M=M+CV,, (¥

kde znaceni M, M' chapeme jako matice typu |P| x 1 (sloupcové vektory), C je incidencni
matice typu |P| x |T| a charakteristicky vektor V4 jako matici typu |T| x 1 (sloupcovy vektor).
Vztah (¥) byva né€kdy nazyvan fundamentalni rovnici (fundamental equation, state equation,
marking equation).

Diikaz:

Diikaz provedeme matematickou indukci podle délky k posloupnosti G.

(1) Necht k =1, tj. o =t. V tomto pfipadé vztah (*) plati, nebot”:
M'=M+C(,t)=M+C-Vi=M+ C-V,

(2) Dokazeme, ze z platnosti tvrzeni pro sekvence délky k wvyplyva platnost tvrzeni pro
sekvence délky k+1. Uvazujme sekvenci t = ot délky k+1 prevadéjici PN-systém ze znaceni M
do znaceni M'. Pritom sekvence o délky k prevadi systém ze znaceni M do znaceni M" a
sekvence t délky 1 ze znaceni M"' do znaCeni M'. Plati

M'=M"+C.V=M+C-Vo+ C-V,=M+ C:(Vg + V) =M+ C-V,
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prikladu 2.12.

Priuvodce studiem

Platnost fundamentélni rovnice (*) je pouze nutnou podminkou pro dosazitelnost
M[o>M', nikoliv v§ak podminkou postacujici. Viz posledni odstavec textu nasledujiciho

Jsou-1i dvé rizné sekvence o, T se spole€nym charakteristickym vektorem V., = V.
spustitelné ze znaCeni M, pak provedeni obou sekvenci vede vzdy ke stejnému
kone¢nému znaceni M'.

Piiklad 2.12.

Na obrazku 2.25 je zobrazen jednoduchy PN-systém a jeho graf dosazitelnosti. Algebraicky
vypocet grafu dosazitelnosti (na zakladé inciden¢ni matice, tj. rovnice M' = M + C(,,t) je

proveden v tabulce 2.4.

p3

ps

p

tl [ 2| t3 | t4 | t5 MO M1 M2 M3

pl|-1]-1]0]0]1 1 0 0 0

p2| 1|0 |-1]0]0O0 0 1 0 0

p3|0|1]0]|-1]0 0 0 1 0

p4[ 0|1 |1]0]-1 0 0 1 1

ps5| 1100 1]-1 0 1 0 1
t1l->Ml1

Incidenéni matice C t3->M3 | t4>M3 | t5-5>M0O

2—>M2

PN systém je bezpecny, zivy a reversibilni. Pro vS§echna dosazitelna znaceni {My, M;, M,, M3}
ma rovnice M-M, = C-X feSeni (feSenim jsou charakteristické vektory sekvenci, které prevadéji

Tab.2.4: Inciden¢ni matice a dosazitelna znaceni

PN-systém z pocatecniho stavu My do stavu M).

Rovnice M-M, = C-X ma vs$ak casto feSeni i pro nedosazitelna znaceni. Tak napf. pro znaceni
M=(0,1,1,0,O)T, které neni dosazitelné, ma fundamentalni rovnice feSeni X=(1,1,O,0,1)T.

Definice 2.18.
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P-invariantem  struktury <P,T,[,O> (p-semiflow) nazyvame vektor Y=(y1,y2,...,y‘p‘)T,
yieN={0,1,2,...}, ktery anuluje zleva inciden¢ni matici C, tj. vektor, pro ktery plati

Y'.c=0".

P-invariant

Mnozina Py={p;eP: y;>0} se nazyva nosicem p-invariantu Y.

Je-li aspon jedno y;>0, pak p-invariant nazyvame netrivialnim. Trivialni nulovy invariant Y=0
nema zadny prakticky vyznam. Jsou-li vSechna y;e {0,1}, pak p-invariant nazyvame bindrnim.

Véta 2.3.
Necht’ Y},Y; jsou p-invarianty a ky,k, celd nezaporna Cisla. Potom plati:

(1) Linearni kombinace k;Y;+k,Y; je rovnéz p-invariantem a jeho nosicem je sjednoceni nosicu
p-invariant Y1,Y,.

(2) Je-li Y;-Y;, > 0, pak Y;-Y; je rovnéz p-invariantem.

Dikaz:
1. (k1Y1+k2Y2)T'C = (k1Y1T+k2Y2T)'C = lelTC +k2Y2TC = k101T+k202T = OT
2.(Y;-Y)'C=(Y,"-Y,)C=Y,"C-Y,')C=0"-0"=0"

Pruvodce studiem

Petriho sit’ je pokryta p-invarianty, jestlize kazdé misto patii do nosic¢e né&jakého p-
invariantu PN-struktury. Je-1i Petriho sit’ pokryta p-invarianty, pak existuje p-invariant,
ktery pokryva celou sit’ (jeho nosi¢em je mnozina vSech mist).

Mnozina vSech p-invariantti dané PN-struktury predstavuje specialni druh linearniho
(vektorového) prostoru, ve kterém koeficienty linearnich kombinaci mohou byt pouze
cela nezaporna Cisla.

P-invariant Y = (yl,yz,...,ym)T je v kanonickém tvaru, jestlize jeho soufadnice y; jsou nesoud€lné
(jejich nejvétsi spolecny delitel je 1). P-invariant Y = (yl,yz,...,y‘P‘)T je minimalni, jestlize
neexistuje zadny jiny p-invariant Y' (téze dané struktury) pro ktery by platilo Y'Y A Y'£Y.
Systém p-invariantd (dané struktury) je uplny, jestlize kazdy p-invariant (téZe dané struktury) je
vyjadrtitelny jako jejich linearni kombinace.

Algoritmus vypoc¢tu iplného systému minimalnich p-invariantu:
Vstup: Incidenéni matice C typu (m,n) = (|P|,|T)).
Vystup: Mnozina vSech minimalnich p-invariantd.
Stavova veli¢ina: sloZzena matice [A|B]
Postup:
1. Inicializace: A = C, B =1, (I, je jednotkova matice fddu m = |P)).
2. Proj=1,2,...,n (n=[T]|) provadej:

2.1. Pridej ke slozené matici [B|A] vSechny fadky, které jsou linearnimi kombinacemi
s prirozenymi koeficienty dvojic fadkl z matice [B|A] a které soucasné anuluji j-ty
sloupec matice A.
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2.2. Vyskrtej zmatice [B|A] vSechny fadky snenulovym prvkem v j-tém sloupci
matice A.

3. Vsechny fadky matice B pfeved do kanonického tvaru (tj. vydel kazdy fadek nejvétsim
spole¢nym délitelem vsech jeho prvki).

4. Odstran z matice B vSechny neminimalni p-invarianty (tj. vyskrtej z matice B vSechny
ty radky, které pokryvaji n¢jaky jiny fadek matice B).

5. Radky matice B predstavuji Gplny soubor minimalnich p-invarianti PN struktury
zadané inciden¢ni matici C.

Véta 2.4.

Necht Y je p-invariantem PN-struktury <P,T,[,O>. Potom pro vSechny PN-systémy
<P,T,I,0,M¢> plati:

(YMeRS(My) [Y'M = Y™M,].
Diikaz:
Podle véty 2.2 plati pro libovolna znaceni M, M' implikace
M[c>M' = M' = M+CV,,
neboli specialné také
My[c>M = M = My+CV, .
Vynasobime-li posledni maticovou rovnici vektorem (fadkovou matici) Y' dostaneme vztah
YM=YM,+Y'CV,.
Podle ptedpokladu véty je Y p-invariantem piislusné PN-struktury.

Plati tedy Y'C = 0" a posledni rovnice se redukuje na vztah Y'M = Y'M,, ktery mél byt
dokazan.

Definice 2.19.

Vztah Y'M = Y'M, platny podle véty 2.3 pro viechna znaeni M dosaZitelna z po¢ate¢niho
znaceni My, nazyvame p-invariantem PN-systému <P, T,1,O,My> (conservation law). P-invariant
Y prislusné struktury <P,T,[,O> ma zde vyznam vahového vektoru: jeho soufadnice y; jsou
konstanty, udavajici vahu znaeni m=M(p;) jednotlivych mist p;. Rozepsanim maticového
zapisu do skalarni podoby, dostavame vztah

Yy;m; = k, (sumace probiha pro i=1,2,...,|P|),
kde k je konstanta urcend vztahem
k= YTM() = Zyi-mOi .

Podsystém systému <P, T,I,0,My> indukovany nosi¢em p-invariantu Py se nazyva konzervativni
komponentou tohoto systému (spolu se vSemi misty z nosi¢e Py patii do komponenty také
vSechny prechody, které jsou bezprostfednimi sousedy téchto mist a také vSechny hrany
spojujici tato mista a prechody).

Systém <P, T,I,O,H,M¢> je konzervativni, jestlize existuje p-invariant takovy, ze Py = P. Systém
je striktné konzervativni, jestlize navic y;=1 pro vSechna i = 1,2,...,|P|.
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Priuvodce studiem

Je-li PN-systém konzervativni a je-li pocatecni znaceni konecné, pak je PN-systém
omezeny.

Priklad 2.13.
Uvazujme PN-systém zobrazeny na obrazku 2.26.a. V tabulce 2.5 je vypocCtena mnozina
dosazitelnych znaceni a na obrazku 2.26.b je zobrazen graf dosazitelnosti.

Obrazek 2.26: PN-systém a jeho graf dosazitelnosti

MO M1 M2 M3 M4
ml=M(pl) 1 0 0 0 0
m2=M(p2) 0 1 0 1 0
m3=M(p3) 0 1 1 0 0
m4=M(p4) 0 0 1 0 1
m5=M(p5) 0 0 0 1 1
tl->Ml tl->Ml t3—->M4 t2—M4 t4—>MO
t3—>M3

Tab.2.5: Mnozina dosazitelnych znaceni

Nejdiive nalezneme strukturni p-invarianty PN-systému zobrazenému na obrazku 2.25.a. a to
jako nezaporna feeni systému rovnic Y'-C = 0, tj. systému

-1 0 0 1) (0

1 -1 0 O 0
(Y1y2ysyays) | 1 0 =1 0 |=|0
o 1 0 -1 0
o o0 1 -1 0




tj. systému

-yityatys =0,
-yt tys =0,
-y3t tys=0,

Y1 -ya-ys =0.

Posledni rovnici netfeba uvazovat, protoze je linearni kombinaci prvych tfi. Ze zbylych rovnic
je patrno, Ze jejich feSenimi jsou vektory

Yl:(la 1 70: 1 30)T,

Y,=(1,0,1,0,1)"
a vSechna ostatni feSeni jsou tvaru k;Y;+k,Y>, ki, k€ {0,1,2,...}.
Ze slozenych p-invarianti je nejvyznamnéjsi

Y=Y+ Y=(2,1,1,1,1)".
Vsechny uvedené invarianty jsou v kanonickém tvaru. Invarianty Y, Y, jsou minimalni a tvofi
uplny systém minimalnich invariantl (tj. kazdy jiny invariant lze vyjadrit jako jejich linearni
kombinaci s celociselnymi nezapornymi koeficienty). Invariant Y; minimalni neni, protoze
napt. Y; 2Y;.

Vzhledem k tomu, Ze existuje p-invariant pokryvajici celou mnozinu P (Py;=P={pi,p2,ps,p4.ps}),
je PN-systém konzervativni, ale nikoliv striktné.

Strukturnim p-invariantim Y, Y,, Y3 odpovidaji systémové p-invarianty
Y/ 'M=Y,'M,, Y.’ M=Y,'M,, Y;'M =Y;'M,,
které 1ze rozepsat do nasledujicich rovnic
ml +m2 + + m4 =1,
ml + +m3 +mS=1,
2ml + m2 + m3 + m4 +mS =2.

Platnost uvedenych rovnic pro vSechna znaceni dosazitelna z pocatecniho znaceni My lze oveftit
z tabulky dosazitelnych znaceni 2.5, a nebo - diky jednoduchosti zvoleného ptikladu — ovéfit
pfimo z obrazku 2.26.

Definice 2.20.
T-invariantem struktury <P,T,,O> (t-semiflow) nazyvame vektor X=(x1,x2,...,x‘T‘)T,
x;€N={0,1,2,...}, ktery anuluje zprava inciden¢ni matici, tj. vektor pro ktery plati

CX=0.

Mnozina Tx = {t;eT: x>0} se nazyva nosicem t-invariantu X. Je-li asponn jedno x>0, pak
invariant nazyvame netrividalnim, jsou-li v§echna x;€ {0,1}, pak t-invariant nazyvame bindrnim.

Véta 2.5.
Necht X;,X; jsou t-invarianty a k; k, celd nezaporna ¢isla. Potom plati:

1. Linearni kombinace k;X;+k,X; je rovnéz t-invariantem a jeho nosi¢em je sjednoceni
nosicu invariantd X;,Xo.

2. Je-li X4-X> 0, pak X;-X, je rovnéz t-invariantem.
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Diikaz:
Obdobny k dikazu véty 2.2.

Privodce studiem

Petriho sit’ je pokryta t-invarianty, jestlize kazdé prechod patii do nosice néjakého t-
invariantu PN-struktury. Je-li Petriho sit’ pokryta t-invarianty, pak existuje t-invariant,
ktery pokryva celou sit’ (jeho nosi¢em je mnozina vSech prechodi).

Mnozina vSech t-invarianti dané PN-struktury predstavuje druh linearniho
(vektorového) prostoru, ve kterém jsou pripustné pouze celociselné a nezaporné linearni
kombinace vektord.

Pojmy kanonicky tvar invariantu, minimalni invariant, plny systém invariantd jsou
pro t-invarianty definovany stejnym zptsobem jako pro p-invarianty.

Vypocet uplného systému minimalnich t-invarianti lze prevést na vypocet uplného
systému minimalnich p-invariantti dualni PN-struktury.

Pro vypocet t-invariantl 1ze pouzit téhoz algoritmu jako pro vypocet p-invariantl, s jedinym
rozdilem - misto incidenéni matice C pouZijeme jeji transpozici C' (pfesnéji: v inicializaénim
kroku algoritmu klademe A = C", B =1, kde I, je jednotkové matice fadu n = [T]).

Véta 2.6.

Necht' X je t-invariantem PN-struktury <P,T.I,O>. Potom existuje PN-systém <P,T,[,0,My>
takovy Zze:

(o eT*)[Mo[c>My AVs=X]
Diikaz:
Podle véty 2.3.1 plati pro libovolna znaceni M, M' implikace
M[c>M' => M'=M + CV,,
neboli specialné také
My [6>M = M=M;,+CV,. *
Polozime-li V=X, pak CV,~=CX=0 (nebot’ X je t-invariant) a tedy M = M.

Implikaci v (*) nelze obratit a tedy nikoliv jakdkoliv posloupnost ptechodii ¢ s danym
charakteristickym vektorem V=X musi byt proveditelna pii jakémkoliv znaCeni M,y. S tim
souvisi pouziti existen¢nich kvantifikatord v tvrzeni véty.

Definice 2.21.

Posloupnost piechodli ceT* pro kterou plati My[c>M, nazyvame t-invariantem PN-systéemu
<P,T,I,0,M¢> (reproduction law).

Podsystém systému <P,T,[,0,M¢> indukovany nosi¢em t-invariantu Tx se nazyva repeticni
komponentou tohoto systému (spolu se vSemi prechody z nosice Tx patii do komponenty také
vSechna mista, které jsou bezprostiednimi sousedy téchto pfechodd a také vSechny hrany
spojujici tyto pfechody a mista).

Systém <P, T,I,O,H,M¢> je repeticni (konzistentni), jestlize existuje t-invariant takovy, ze Tx=T.
Systém je striktn€ repeticni, jestlize navic x;=1 pro vSechna i=1,2,...,|T|.
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Priklad 2.14.
Uvazujme PN-systém zobrazeny na obrazku 2.27.

Obrazek 2.27: Piiklad PN-systému

Nejdiive nalezneme strukturni t-invarianty PN-systému zobrazenému na obrazku 2.27.
Incidenéni matice je

-1 -2 1 1
cC=|1 0 -1 0
0o 2 0 -1

a t-invarianty nalezneme jako nezaporné celociselné feseni rovnice C-X = 0,
tj. systému rovnic
-X1-2X,+ X3+ x4 =0
X, x5+ =0
2X2 -X4 = 0

Prvni rovnici netfeba uvazovat, protoze je linearni kombinaci dalSich dvou. Ze zbylych rovnic je
ihned patrno, Ze feSenimi jsou vektory

X;=(1,0,1,0)",
X,=(0,1,0,2)"

a v8echny jejich linearni kombinace k;X;+k, X5, napf.
X;=2X,=(2,0,2,0)",
X,=X+Xo=(1,1,1,2)".

Strukturni t-invarianty X, X, jsou minimalni a mnozina {X;, X,} tvofi uplny systém. Invarianty
X3, X4 nejsou minimalni. Invarianty X;, X,, X4 jsou v kanonickém tvaru, invariant X5 v
kanonickém tvaru neni.

Systémovymi t-invarianty jsou napi. nasledujici posloupnosti piechodut:
e tt3 s charakteristickym vektorem X, (realizace strukturniho invariantu X;)
ettty s charakteristickym vektorem X, (realizace strukturniho invariantu Xj)
o tititsts, titstits s charakteristickym vektorem Xj; (realizace strukturniho invariantu X3)

o tit3trtyty, titotststy,...s charakteristickym vektorem X, (realizace struktur. invariantu Xy)
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Ze skutecnosti, ze existuje t-invariant pokryvajici celou mnozinu T (napf. systémovy invariant
titstatsty, realizujici strukturni invariant X,=(1,1,1,2)", vyplyva, e PN-systém je repetiéni
(konzistentni), nikoliv vSak striktné repeti¢ni.

Vzhledem k jednoduchosti uvazovaného PN-systému lze systémové t-invarianty odecitat ptimo
z obrazku 2.27.

Definice 2.22.
Predpokladejme PN-struktury bez inhibi¢nich hran. Potom PN-struktura <P',T',I',O"™ je dualni
ke struktuie <P,T,I,0>, jestlize plati:

P=T A T=P A I'=O0 A O=1

Pruvodce studiem

Dualni struktura vznikne z ptivodni vzajemnou zaménou mist a prechodii a zménou
orientace vSech hran pfi zachovani je jich nasobnosti.

Z definice vyplyva: je-li struktura <P',T',I',0™ duélni ke struktuie <P,T,[,0>, pak také
<P,T,I,0> je duélni k <P',T',I',0™>. Uveden¢ struktury jsou tedy dualni navzajem.

Véta 2.7.

Necht’ <P, T.I',0">, <P,T,I,0> jsou vz4ajemné dualni sité s inciden¢nimi maticemi C', C. Potom
plati:

1. ¢'=C"
2. p-invariant struktury <P,T,[,0> je t-invariantem struktury <P',T',I',0">,

3. t-invariant struktury <P,T,[,O> je p-invariantem struktury <P',T".I',0">.

Diikaz:
1. Plyne hned z definice.

2. Platii Y'C=0" < Y'O)'=00") © C'Y=0< C-Y=0.
Je-li tedy Y p-invariantem necCarkované struktury, pak je také t-invariantem cCarkované
struktury.

3. Platii CX=0< (CX)'=0" < X"C"=0" & X".C'=0".
Je-li tedy X t-invariantem necarkované struktury, pak je také t-invariantem Carkované
struktury.

Disledek:

Vypocet tplného systému minimalnich t-invariantii dané PN-struktury mtize byt proveden podle
téhoz algoritmu jako vypocet uplného systému minimalnich p-invariantl s jedinym rozdilem:
misto s incidenéni matici C pracujeme s jeji transpozici C" (tj. popsany algoritmus startujeme
nikolivs A=C, ales A =C").

Priklad 2.15.
Na nasledujicim obrazku je zobrazena dvojice navzajem dualnich struktur.
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Obrazek 2.28: Dvojice navzajem dudlnich struktur

Déle uvedeme incidenéni matice obou struktur (je patrno, ze C' = C'), p-invarianty a t-
invarianty obou struktur (jak je patrno, p-invariant jedné struktury je t-invariantem druhé).

Necarkovana struktura: Carkovana struktura:

-1 -2 1 1 -1 1 0

C= 1 0 -1 0 C = -2 0 2
0 2 0 -1 1 -1 0

1 0 -1

t-invarianty:
Xl = (1 505 1 5O)T
XZ = (0: 1 ,092)T

p-invarianty:
Yl' = (I,O,I,O)T
YZ' = (0319092)T

X3= Xi+Xo= (1,1,1,2)" Y3 =YY, =(1,1,1,2)"

p-invarianty:

Y, =(1,1,1)'

t-invarianty:

X' =(1,1,1)

2.4.2 Vyuziti invarianta p¥i analyze P/T siti

Nasledujici véta ukazuje nekteré moznosti vyuziti invariantl pti analyze P/T siti.

Véta 2.8.

1. (Postacujici podminka pro omezenost PN-systému). Existuje p-invariant pokryvajici
celou sit’ = PN-systém je omezeny.

2. (Nutna podminka pro zivost a omezenost PN-systému). PN-systém je zivy a omezeny
= Existuje t-invariant pokryvajici celou sit’.

3. (Nutnd podminka pro zivost PN-systému). Pro zivy PN-systém plati: Y je kladny
(netrivialni p-invariant = Y'-M, > 0.
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4.

Dikaz:
1.

(Dikaz nedosazitelnosti v daném PN-systému). Existuje p-invariant Y s vlastnosti
Y'M # Y'-M' = Znaceni M' neni dosaZitelné ze znaceni M.

Necht' Y je p-invariant, jehoz nosi¢ je mnozina vSech mist. Uvazujme libovolné
dosazitelné znaéeni MeRS(My). Pro p-invariant Y plati Y'-My = Y'-M > Y(p)-M(p),
kde p je libovolné misto z P. Protoze Y(p)>0, plati pro viechna p: M(p) < Y"-M, /Y(p)
a PN-systém je tedy omezeny.

Z ptedpokladu zivosti vyplyva, Ze existuji posloupnosti ptechodi ©i, o;, 03,... takové,
ze vSechna o©; obsahuji  vSechny piechody a Ze soucCasné plati
My[c>M;[c,>M;[05>M;, predpokladu omezenosti pak vyplyva, ze musi existovat
indexy 1<) takové, Ze M;=M,;. Charakteristicky vektor posloupnosti piechodi
Gi+10i+2...0j Je t-invariant, jehoZ nosi¢em je celd mnozina T.

Necht p je misto patfici do nosiCe p-invariantu Y, tj. pePy, a uvazujme pirechod ¢, ktery
je sousedni k mistu p, tj. t€’pup”’. Protoze PN-systém je zivy muze byt piechod ¢ vzdy
znovuuchopnén, tj. z kazdého dosazitelného znaceni je dosazitelné znaceni M ve kterém
je prechod t proveditelny. Jeho provedenim se PN-systém dostane do znaceni M', tj.
M[t>M". JelikoZ Y je p-invariant, musi platit Y'-M' = Y"-M = Y'-M,. Je-li nyni ¢t°p,
pak M'(p)>0, a protoze pePy je Y-M' >0 a tedy také Y'-My>0. Je-li tep®, pak M(p)>0,
a protoze pePy je Y'-M' >0 a tedy také Y'-My>0.

Diikaz sporem: necht znaceni M' je dosazitelné ze znaCeni M. Potom existuje
posloupnost piechodt ¢ takova, ze M[c>M'". Podle véty 2.3.1 pak plati fundamentalni
rovnice M' = M + CV,, odkud plyne Y'-M' = Y"-M + Y'CV,. Y je p-invariant a tedy
plati Y'C = 0". Odtud plyne Y"-M' = Y"-M, coZ je ve sporu s predpokladem.

Priklad 2.16.
Na obrazku 2.29 je zobrazen jednoduchy PN-systém se 2 procesy a jeho graf dosazitelnosti. Z
grafu dosazitelnosti vyplyva, ze PN-systém je bezpecny, zivy a reverzibilni.

Obrazek 2.29: PN-systém a jeho graf dosazitelnosti

Nyni budeme studovat vlastnosti daného PN-systému alternativnimi algebraickymi metodami
strukturni analyzy, tj. pomoci p- a t-invarianti pfislusné PN-struktury. Z obrazku odecteme
incidenéni matici C - viz nasledujici tabulka.

C= C(p,t) T] ty t3 t4
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P 1 -1 0 0
D> 11 0 0
D3 IS R |
P4 0 0 -1 1
ps 0 0 1 -1

Tab.2.6: Inciden¢ni matice PN-struktury

P-invarianty PN-struktury nalezneme jako nezaporna celociselna fesSeni maticové rovnice

Y'.C =0". Jejim rozepsanim dostdvame soustavu rovnic:

Yi-y2tys =0
Yity2-ys =0
Y3-Yatys=0
-y3tya-ys=0

2. rovnice je nasobkem 1. a 4. rovnice je nasobkem 3. Sta¢i tedy pracovat pouze s 1. a 3.
rovnici. Snadno nalezneme nasledujici feseni:

Y1=(1,1,0,0,0)"
Y2=(0,0,0,1,1)"
Y3=(0,1,1,1,0)"

P-invariantem je i kazda linearni kombinace Y = c¢;Y +c,Yo+c3Y3. Témto strukturnim p-
invariantim odpovidaji nasledujici systémové p-invarianty (m; = M(p;)):

m1+m2 =1
my + ms = 1 *)
m, +ms; + my =1

Slozenému strukturnimu p-invariantu Y= Y;+Y,+Y; odpovida systémovy p-invariant
m1+2m2+m3+2m4+m5:3 (**)

pokryvajici vSechna mista, tj. PN-systém je tedy konzervativni (ale nikoliv striktn€). Z (**)
vyplyva, ze PN-systém je omezeny (tvrzeni 1. véty 2.8) a z (*) navic, Ze je bezpecny (zadné mi
nemuze byt vétsi nez 1).
T-invarianty nalezneme jako nezaporna celoCiselnd feSeni maticové rovnice C-X = 0. Jejim
rozepsanim dostdvame soustavu rovnic:
X - X =0
-X;+ Xp =0
X -XotX3-X4 =0
X3 - X4 = 0
-X3+x4=0
Vylouc€enim zavislych rovnic dostdvame soustavu:
X1 - X2 =0
X3t x4=0

ze které vyplyva, ze nasledujici dvojice vektort
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Xl = (1:150a0)T:
X2 = (analal)Ty

tvofi uplny systém minimalnich t-invarianti. Strukturnim t-invariantem je také kazda jejich
linearni kombinace X = ¢, X;+¢, Xy, napt. X5= X, + X, = (l,l,l,l)T.

Strukturnim t-invariantim X;,X5,X; odpovidaji systémové t-invarianty (posloupnosti pfechodt
prevadgjici pocatecni znaceni opét v pocatecni znaceni):

X;: tot; ale nikoliv t;t;

X,: t4t3 ale nikoliv tsty

X3: ttityts, tatstot; ale nikoliv jiné permutace prechoda ty,t,,t3,t4

Protoze existuje t-invariant pokryvajici celou sit' (napf. totitst;) je PN-systém repeticni
(konzistentni) a to striktné (nebot’ X;=(1,1,1,1)").

Pruvodce studiem

Invarianty PN-systémti miizeme mnohdy stanovit pfimo ze zadani PN-systému bez
toho, Ze bychom byli nuceni formalné pocitat invarianty pfislusnych PN-struktur. To plati
(dobry navrh systému pocita s naslednou analyzou a je strukturovan tak, aby analyza byla
snadno proveditelnd, coz specialn¢ znamena, aby invarianty byly na prvy pohled

vvvvvv

prehlédnuty.

Priklad 2.17.

Uvazujme PN-systém zobrazeny grafovym diagramem na obrazku 2.30. Lze dokazat, Ze
mnozina dosazitelnych znaceni (stavil) tohoto systému ma 105 prvki a s rostoucim poctem
tokent v mistech p;, ps a p; dale prudce stoupa. Analyza metodou stavového prostoru (pomoci
grafu dosazitelnosti) je pracnd a postupné se stava prakticky nemoznou. Naproti tomu
strukturalni analyza pomoci p-invariantli a t-invariantt je podstatn¢ jednodussi a jeji pracnost je
stale stejna a nezavisla na poctu tokenti v mistech.

Obrazek 2.30: Model PN se 2 typy procest sdilejici 5 zdrojti

49



U tohoto PN-systému lze invarianty snadno odeéitat pfimo z obr. 2.30. Uplny systém
minimalnich p-invariantd je dan nasledujicimi tfemi rovnicemi:

m;+ mpt mj =3,
myt+ mst+ mg =6,
21’1’13 + 31’1’16 +m; = 5.

PN-systém obsahuje tedy tfi konzervativni komponenty s nosi¢i {pi,p2ps}, {P4DPsPs}>
{ps.ps-p7}. Tyto komponenty pokryvaji cely PN-systém. Sectenim uvedenych tiech rovnic
dostavame rovnici

m1+m2+3m3+m4+m5+4m6+m7=14,

ktera predstavuje konzervativni zdkon pro cely systém. PN-systém je tedy konzervativni, ale
nikoliv striktn€. Z konzervativnosti PN-systému vyplyva jeho omezenost. Analyzou vyse
uvedenych rovnic Ize odvodit dalsi poznatky, napf.

my, mp € {0’192’3}9 msz € {0,1,2}3 my, Ms € {09152"",6}’ me € {091}
(tj. misto pe je bezpecné).

Také t-invarianty lze odegitat bezprostiedné z grafového obrazku PN-systému. Uplny systém
minimalnich t-invariant je tvofen nasledujicimi dvéma posloupnostmi piechodl: titt;, tatste,
které predstavuji dvé repeticni komponenty s nosi¢i {ti,ty,t:}, {tsts,ts}. Tyto dvé repeticni
komponenty se kryji s vySe urCenymi konzervativnimi komponentami a pokryvaji cely PN-
systém. Repeticnimi posloupnostmi daného PN-systému (tj. PN-systému s danym pocatecnim
znacenim) jsou napf. posloupnosti piechodl titotstatsts, tatststitots, titstatststs, ... (ale nikoliv napf.
totitstatsts, titstatatsts,...). PN-systém je tedy repetiéni (a to striktné - ve striktné repeticni
posloupnosti se kazdy prechod vyskytuje pravé jednou). PN-systém je tedy také zivy.

2.4.3 Grafové techniky strukturni analyzy

Metoda redukce PN-systemii

Podstatou této metody je postupnd transformace daného PN-systému na PN-systémy stale
jednodussi az nakonec ziskdme PN-systém, jehoz stavova analyza je bud’ trivialni, nebo alespon
snadno zvladnutelna. Kazdy krok transformace spociva v pouziti néjakého redukéniho pravidla
(reduction rule) podle kterého nahrazujeme né&jaky podsystém daného systému jinym
jednodussim podsystémem, pricemz jsou zachovany nékteré vybrané vlastnosti PN-systému
(jako jsou omezenost, zivost, reverzibilita). Jestlize jsme pfi transformaci pouzivali pravidla,
ktera vSechna zachovavaji dany soubor vlastnosti, pak vysledny PN-systém tyto vlastnosti ma
také, pokud je mé vychozi systém.

Ukazka dvou jednoduchych redukénich pravidel, které evidentné zachovavaji omezenost a
zivost PN-systémt je na obrazku 2.31. Pfi analyze PN-systému nahrazujeme (zjednodusujeme)
levou stranu pravou stranou, pii syntéze nahrazujeme (rozvijime) pravou stranu stranou levou.
K pravidlu spojeni sekvence mist (fusion of series places) dodejme, ze kazda piipadnad dalsi
vstupni hrana mista p; je také vstupni hranou mista p;, a podobné také kazda dalsi vystupni
hrana mista p, je také vystupni hranou mista p;,. Navic pocet tokenil v misté p;, musi byt roven
souctu poctu tokend v mistech p; a p,. Pro pravidlo spojeni sekvence piechodt (fusion of series
transitions) plati tatdz pozndmka o pfipadnych dalSich vstupnich hranach piechodu t; a
vystupnich hranach ptechodu t,. V misté mezi obéma prechody se nesmi nachazet zadné tokeny.
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p t

P2 112
— Q —

Obrazek 2.31: Spojeni sekvence a) mist, b) piechodt

Piiklad 2.18.

Uvazujme PN-systém definovany v piiklad¢é 2.18 obrazkem 2.30. Pomoci pravidla o spojeni
sekvence mist transformujeme PN-systém z tohoto obrazku na PN-systém zobrazeny na
obrazku 2.32.a nasledné pomoci pravidla o spojeni sekvence pfechodii na PN-systém zobrazeny
na obrazku 2.32.b. Zatimco pivodni systtm ma 105 stavl (dosazitelnych znaceni), druhy
systém ma jiZ jen 5 stavl a konecny systém ma jiz jen 1 stav. Jeho analyza je tedy trivialni:
systém je zivy a omezeny (6-omezeny). Protoze transformacni (reduk¢ni) pravidla zachovavaji
omezenost 1 zivost, musi byt i vychozi systém z obrazku 2.30 omezeny a zivy.

Obrazek 2.32: Aplikace pravidla o spojeni sekvence pfechoda

Zamky a pasti

V této ¢asti predpokladame Petriho sité jen s jednoduchymi hranami (tj. jen s nasobnosti 1) a
bez inhibi¢nich hran. Pfedpokladame tedy obycejné Petriho sité (ordinary Petri nets).

Definice 2.23.
Podmnozinu Q mnoziny mist P ordinarni struktury <P,T,I,O> nazveme zdmkem (lock, siphon),
jestlize plati
QcQ.
Podmnozinu Q mnoziny mist P ordinarni struktury <P,T,I,O> nazveme pasti (trap), jestlize plati
Q' c'Q.
Kwvuli tplnosti dodejme, ze

‘Q=Upeot' P}, Q" =Upeotp’}, p= {teT: O(t,p)>0}, p’= {teT :1(t,p)>0}.

Piiklad 2.19.

Na obr. 2.33 jsou zobrazeny jednoduché zamky a na obrazku 2.34 jednoduché pasti. Zamky,
resp. pasti, jsou vzdy tvofeny vyznaenou mnozinou mist Q={p;,p.}. Pro zobrazené PN-
struktury plati:

51

Zamek a past



Obrazek 2.33.a,b: (1,2} =*Q c Q" = {tl,2,3}

Obrazek 2.33.c: (t1,2) =" Qc Q" = {t1,12}
Obrazek 2.34.a,b: (t1,£2,3} = Q' = °Q = {t1,12}
Obrazek 2.34.c: (t1,2} =Q° = *Q = {t1,12}

P1

*)

T2 T T2 T

Obrazek 2.33: Ptiklady zamki

T2 T
T2 Il

Obrazek 2.34: Piiklady pasti

Pruvodce studiem

Zamek je podmnozina mnoziny mist tvoirena misty, ktera kdyz ztrati tokeny, nemohou
je jiz nikdy ziskat. Naproti tomu past je podmnozina mnoZziny mist tvofena misty, ktera
kdyz ziskaji tokeny, nemohou je jiz nikdy ztratit.

Z posledni definice vyplyva, ze sjednoceni dvou zamka je zdmek a sjednoceni dvou
pasti je past. Pro Petriho sit’ mohou byt tedy definovany minimalni zamky a pasti.

Zamky a pasti lze vyuzit k analyze PN-systémt. Tak napf. obsahuje-li PN-struktura
zamek, ktery pfi pocatecnim znaceni neobsahuje zadny token, pak PN-systém neni zZivy.
Obsahuje-li PN-struktura past, ktera pii pocate¢nim znaceni obsahuje aspon jeden token,
pak PN-systém je bez uzamceni.

Shrnuti

Vsechny vlastnosti Petriho siti dokdzané pouze na zaklad¢ struktury jsou platné pro vSechny
PN-systémy, které lze ziskat z PN-struktury pfidanim libovolného pocateéniho znaceni. Ke
strukturni analyze se uchylujeme v ptipadech, kdy selhava stavova analyza Petriho siti zaloZzena
na pojmu grafu dosazitelnosti.

Mezi metody strukturni analyzy patfi metody linedrni algebry, pracujici s maticovou
reprezentaci PN-struktur, a grafové metody, pracujici ptimo s grafovym popisem Petriho siti.
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Prvek incidencni matice PN-struktury udava zménu poctu tokeniti v misté p pii provedeni
prechodu t. Sloupec matice predstavuje zménu poctu tokenti v jednotlivych mistech sité pii
provedeni pfechodu t. Radek matice reprezentuje zménu znaCeni mista p pii provedeni
jednotlivych prechodt sité. Pti zobrazeni struktury Petriho sité pomoci inciden¢ni matice mtize
dochazet ke ztraté informace. Existence inhibi¢nich hran se nijak neprojevi na inciden¢ni
matici.

Dualni struktura vznikne z piivodni vzajemnou zaménou mist a pfechodl a zménou orientace
vSech hran pii zachovani je jich nasobnosti.

Podstatou metody redukce PN-systému je postupna transformace daného PN-systému na PN-
systémy stale jednodussi az nakonec ziskame PN-systém, jehoZ stavova analyza je bud’ trivialni,
nebo alespont snadno zvladnutelnd. Kazdy krok transformace spociva v pouziti né&jakého
redukcéniho pravidla (reduction rule) podle kterého nahrazujeme néjaky podsystém daného
systému jinym jednodussim podsystémem, pficemz jsou zachovany nékteré vybrané vlastnosti
PN-systémi (jako jsou omezenost, Zivost, reverzibilita).

Pojmy k zapamatovani

Incidenc¢ni matice,
P-invariant,
T-invariant,
dualni struktura,
zamek,

past.

Kontrolni otazky
1. Jakym zpiisobem se v Petriho sitich zjistuji p-invarianty a t-invarianty?
2. Jak k puvodni PN-strukture vytvorime dualni strukturu?

Cviceni

1. Napiste matici incidence pro nasledujici Petriho sit’.

ReSeni

1. Matice incidence:
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-2 0 0 0 +1
+2 -1 0 -1 0
0O +1 +1 0 -1
0O 0 -2 +2 0

2.5 Podtridy Petriho siti

Studijni cile: Po prostudovani této podkapitoly bude studujici schopen rozlisit jednotlivé
podttidy Petriho siti.

Klicova slova: Automatova sit’, synchronizacni sit, sit’ s volnym vybérem.
Potiebny €as: 20 minut

Tato podkapitola je zaméefena na specialni typy Petriho siti, jakymi jsou automatové Petriho sité,
synchronizacni Petriho sité a sit€ s volnym vybérem. VSechny uvedené typy jsou specialnim
pfipadem tzv. obycejnych Petriho siti a ty opét speciadlnim pfipadem tzv. zobecnénych Petriho
siti.

Definice 2.5.1.

Zobecnena Petriho sit (generalized Petri net - GPN) je PN-systém <P,T,I,O,H,My> s prazdnou
mnozinou inhibi¢nich hran H=, tj. PN-systém <P,T,[,0,M¢>.

Obycejna Petriho sit’ (ordinary Petri net - OPN) je zobecnéna Petriho sit” <P,T,1,O,My>, kde
hodnotami vstupni a vystupni funkce I, O nejsou multimnoziny, ale mnoziny (tj. vSechny hrany
maji stejnou nasobnost 1).

Automatova sit (state-machine Petri net, P-system) je obycejnd Petriho sit, ve které kazdy
prechod ma prave jedno vstupni a prave jedno vystupni misto, tj.

(Ve[ = |t = 1].

Synchronizacni sit’ (marked graph, synchronization graph, T-system) je obycejna Petriho sit,
kde kazdé misto ma prave jeden vstupni a praveé jeden vystupni piechod, tj.

(VpeP)[I'p| =Ip°| = 1].

Sit' s volnym vybérem (volna sit,, free-choice Petri net) je obycejna Petriho sit’, ve které vSichni
predchtdci kazdého prechodu maji stejnou mnozinu néaslednikd, tj.

(VteT)(Vp,p'e)[’p=p"].

Pruvodce studiem

Vztahy mezi tfidami siti zobecnénych, obycejnych, volnych, automatovych a
synchronizac¢nich jsou zobrazeny na nasledujicim obrazku. Z predchozi definice vyplyva,
Ze automatova sit’ je dudlni siti k synchronizac¢ni siti a obracené. Dualni sit’ k volné siti je
opét volna sit’.

Automatové sit€¢ nejsou schopny vyjadrit paralelismus, synchroniza¢ni sité nejsou
schopny vyjadtit alternativu. Volné sité jsou schopny zobrazit oboji, i kdyz v omezeném
rozsahu. V linii od P/T siti (pfes zobecnéné a obycejné sité) k volnym sitim a dale k
synchroniza¢nim (nebo automatovym) sitim postupné klesd modelovaci sila siti, ale
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soucasn¢ se zlepSuji moznosti a snadnost jejich analyzy. Volné sité predstavuji idealni
kompromis mezi obéma protichiidnymi tendencemi.

Zobecnéné

PN

Obycejné

Voln¢ N
Synchroniza¢ni PN

Automatové

Obrazek 2.35: Vztahy mezi podtiidami Petriho siti

Definici volné sité 1ze ekvivalentnim zpisobem formulovat také takto:

Pro kazdou hranu (p,t) vedouci z mista p do ptechodu t, plati, Ze z kazdého mista p'e °t mifi
hrana do kazdého prechodu t'e p°.

Priklad 2.20.

Na nasledujicim obrazku je zobrazen piiklad vzajemné dudlnich Petriho siti - automatova sit’ a
synchroniza¢ni sit’. Zobrazeni pfechodli automatové sit€ je nadbyteéné - pomoci symbold
t1,t2,...,t6 miuzeme ohodnotit pifimo hrany spojujici mista. Ziskdme tak diagram konecného
automatu.

Autormatovd sit’ Syhchronizadni sit

Obrazek 2.36: Dualni Petriho sité — automatova a synchronizac¢ni sit

Priklad 2.21.
Na nasledujicim obrazku jsou zobrazeny sité¢ s volnym vybérem. Tyto sité¢ jsou navzajem dualni.
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Obrazek 2.37: Vzajemné dudlni sité s volnym vybérem

Shrnuti
Automatové sit€ nejsou schopny vyjadiit paralelismus. Synchronizacni sit¢ nejsou schopny
vyjadrit alternativu. Volné sité jsou schopny zobrazit oboji, i kdyZ v omezeném rozsahu.

V linii od P/T siti (pfes zobecnéné a obycejné sit€) k volnym sitim a dale k synchronizacnim
(nebo automatovym) sitim postupné klesd modelovaci sila siti, ale soucasné¢ se zlepSuji
moznosti a snadnost jejich analyzy. Volné sit€¢ predstavuji idedlni kompromis mezi obéma
protichiidnymi tendencemi.

Pojmy k zapamatovani

e Automatova sit’,

e synchronizacni sit,

e sit’ s volnym vybérem
Kontrolni otazky

1. Jakym je vztah mezi automatovymi a volnymi sitemi?
2. Jakym je vztah mezi synchronizacnimi a volnymi sitemi?
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3 Jazyky Petriho siti

3.1 Petriho sit’ a kone¢ny automat

Studijni cile: Pfipomenout si pojmy zteorie jazykll a automati, uvédomit si souvislost
s Petriho sitémi, naucit se k jazyku rozpoznavanému kone¢nym automatem nalézt znacenou
Petriho sit’.

Kli¢ova slova: Kone¢ny automat, ohodnocend Petriho sit’, jazyk rozpoznavany Petriho siti.
Potiebny ¢as: 30 minut.

V tvodu této podkapitoly bude nejprve piipomenuto nékolik zakladnich pojmi z teorie jazykt a
automattl.

Definice 3.1.

Jazyk L nad abecedou A je libovolné zvolena podmnozina mnoziny vSech slov nad touto
abecedou, tj. LcA”, kde A" = A"UA'UAUAU..., A’={e}.

Konecny automat FA (finite automaton) je pétice <Q,A,d,q0,F>, kde Q je neprazdna konecna
mnozina stavld, A neprazdna koneénd mnozina vngjSich symbolll (vné&jsi abeceda), O je
zobrazeni QxA—Q (piechodova funkce), qoeQ (pocatecni stav) a FcQ (mnozina koncovych
stavi).

Jazyk rozpoznavany konecnym automatem FA=<Q,A,5,qo,F> je podmnozina L(FA) mnoZiny
vSech slov nad abecedou A definovana takto:

L(FA)={weA": & (qo,w) €F},

kde 8" je zobrazeni QxA” —Q (zobecnéna prechodova funkce odpovidajici piechodové funkei).

Definice 3.2.

Ohodnocena Petriho sit’ (labeled PN - LPN) je ctvetfice <<P,T,[LO,My>AAMg>, kde
<P,T,I,O,M¢> je OPN nebo GPN (obycejnd nebo zobecnéna Petriho sit’), A je abeceda, tj.
neprazdna konecnd mnozina symbolli, A je zobrazeni T>Au{e} zvané ohodnoceni (labeling)
ptechodi a M cRS(M;) je podmnozina mnoziny dosazitelnych znaceni, tzv. mnozina
koncovych znaceni.

Jazyk rozpozndavany ohodnocenou Petriho siti LPN=<<P,T,[,O,M¢> A,A,M¢> je podmnozina
mnoziny vSech slov nad abecedou A definovana takto:

L(LPN)={weA": FoeT)AMeM)[ w=L"(c) A My[c>M ]},
kde 1* je zobecnéné zobrazeni, tj. zobrazeni T —A" definované takto:

je—li o= t(l)t(z)...t(k), pak }\,* (G) :7\,(1:(1)) 7\,(1:(2))... }\,(t(k)).

Pruvodce studiem

Mnozina vSech sekvenci (posloupnosti prechodl) spustitelnych z pocatecniho znaceni
predstavuje prefixovy jazyk nad abecedou T, rozpoznavany Petriho siti <P,T,[,O,My>.
Tento jazyk charakterizuje v§echna mozna chovani uvazované Petriho site.
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V souvislosti s rozpoznavanim jazykt Petriho sitémi vznikaji dvé ulohy:

1. K dané (znacené) Petriho siti nalézt jazyk, ktery je touto siti rozpoznavan, tj.
charakterizovat tento jazyk generativni gramatikou, regularnim vyrazem ¢i néjakym
jinym zptisobem.

2. K danému jazyku (charakterizovanému gramatikou, reguldrnim vyrazem, vyctem
vlastnosti) nalézt znacenou Petriho sit, ktera jej rozpoznava.

Nekteré specialni ptipady definice ohodnoceni prechodu:
e A=Ta A jeidentické zobrazeni.
e ) je obecné zobrazeni T—A (rtizné ptechody mohou mit i stejnd ohodnocenti).

0 A je injektivni zobrazeni T—A, tj. plati: t # t' = A(t) # A(t") (rdzné piechody
maji vZzdy riizna ohodnoceni).

e ) je obecné zobrazeni T>Au{e} (prechody mohou byt ohodnoceny zcela libovolné,
nekteré prechody mohou byt dokonce bez ohodnocenti).

Pokud ohodnocovaci funkce A(t) neni blize specifikovana, piedpokladame posledni nejobecnéjsi
pripad.

Nekteré specialni piipady definice mnoziny koncovych znaceni. Mnozina koncovych znaceni
M¢ neni libovoln€ zvolenou podmnozinou mnoziny RS(My) vSech dosazitelnych znaceni, ale
spliiuje jeste jistou dodate¢nou podminku.

o Jazyk typu G. Spolu s kazdym znacenim patii do koncové mnoziny M; i vSechna vétsi
znaceni, tj.

M'eMiA M">M' = M"eM;.

o Jazyk typu T. Mnozina koncovych znaceni je rovna mnoziné uzamceni (deadlocki)
Petriho sité, tj.

MeM; < EM) = .

e Jazyk typu P. Mnozina koncovych znaceni splyva s mnozinou vsSech dosazitelnych
znaceni, tj.

M; = RS(My).

Tento jazyk se vyznacuje vlastnosti uvelL = ueL (kde u, v jsou slova v abecedé A) a
nazyva se proto prefixovym jazykem.

e Pokud typ jazyka neni blize specifikovan, predpokladame obecny ptipad, kdy na
mnozinu koncovych stavi M¢ neklademe zadné podminky. V tomto pfipad¢€ hovotime o
Jjazyku typu L.

Rtzné alternativy ohodnoceni ptechodii se mohou libovolné kombinovat s riznymi
alternativami definice mnoziny koncovych znaceni.

P=
Pz

+—p e

Obrazek 3.1: Koneény automat a odpovidajici Petriho sit’
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Definice 3.3.
Standardni pocatecni znaceni ohodnocené Petriho sité¢ <<P,T.[,0,M¢>,A,A,M¢> je znaCeni My s
nasledujici vlastnosti

(FpseP)[Mo(ps)=1 A (Vpe (P-{ps}))[Mo(p)=01],
tj. pfi pocateénim znaceni M, existuje misto ps, které jako jediné obsahuje token (jediny),
zatimco vSechna ostatni mista jsou bez tokent.

Standardni mnozina koncovych znaceni ohodnocené Petriho sit¢ je pak mnozina Mf s
nasledujicimi vlastnostmi

Mi={Ms} A (EpseP)[Mi(p)=1 A ((Vpe (P-{p:}))[Mi(p)=0]],

tj. mnozina My koncovych znaceni obsahuje pouze jediné znaceni My, a to takové, Ze pii ném
jen jediné misto pr obsahuje token (jediny) a vSechna ostatni mista jsou bez tokent.

Ohodnocena Petriho sit’ je ve standardnim tvaru, jestlize jak jeji pocateni znacCeni, tak i
mnozina koncovych znaceni, jsou standardni.

Priklad 3.1.

Pomoci Petriho sit€¢ vyjadiime regularni jazyk nad abecedou A = {ab,c}, charakterizovany
regularnim vyrazem c(a‘cb’+(ab)’)c. Rozpoznavajici sit ve standardnim tvaru je na
nasledujicim obrazku.

Obrazek 3.2: Petriho sit’ pro dany regularni jazyk

3.2 Chomskeého hierarchie

Studijni cile: Uvédomit si vzajemny vztah PN-jazyki a jazykd podle Chomského hierarchie.
Kli¢ova slova: Gramatika, Chomského klasifikace, PN-jazyk.

Poti‘ebny ¢as: 45 minut.

Nejprve ptipomeneme nékolik zakladnich pojmi z teorie jazykda.

Definice 3.4.
Gramatika je ¢tvetice G = <N,T,S,P>, kde N a T jsou dv¢ disjunktni konecné abecedy, SeN a P
je koneéna podmnozina kartézského sou¢inu (NUT) N(NUT) x(NUT)".
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Mnozina N se nazyva abecedou neterminalnich symbolii (neterminalii, proménnych), mnozina
T abecedou termindlnich symbolii (terminalt, konstant) a S je pocdtecni symbol. Prvky mnoziny
P jsou prepisovaci pravidla gramatiky. Pfepisovaci pravidla maji tvar a—f, kde a,pe (NUT)*
pricemz obsahuje aspon jeden neterminal.

Jazyk 1(G) generovany gramatikou G je mnozina vsech slov v terminalni abecedé T, které Ize
odvodit z pocatecniho symbolu, tj.

L(G) = {weT: S="w}.

Podle Chomského klasifikujeme gramatiky a jimi generované jazyky v zavislosti na tvaru
prepisovacich pravidel takto: gramatiku G = <N, T,S,P> nazyvame

e neomezenou (typu 0), jestlize na mnozinu piepisovacich pravidel neklademe zadna
omezeni, tj. maji-li pfepisovaci pravidla tvar aXf — vy,

e kontextovou (typu 1), jestlize vSechna piepisovaci pravidla maji tvar a X3 — ayp, kde
[Y[>0 (jedinou vyjimkou muze byt pravidlo S—e, jehoz vyskyt v seznamu pravidel v§ak
znamena, Ze pocateéni symbol S se nesmi nachdzet na pravé strané Zzadného
prepisovaciho pravidla),

e bezkontextovou (typu 2), jestlize vSechna piepisovaci pravidla maji tvar X — v,
o regularni (typu 3), jestlize ptepisovaci pravidla maji tvar X — wY nebo X — w.

Piipomeiime, Ze X,Y €N, o.B,ye(NUT)", weT .

Priklad 3.2.
L,={a"b": n>0} ... bezkontextovy, ale nikoliv regularni jazyk,

L={ww": weA"} ... bezkontextovy, ale nikoliv regularni jazyk,
L;={a"b"c": n>0} ... kontextovy, ale nikoliv bezkontextovy jazyk,
Li={ww: weA"} ... kontextovy, ale nikoliv bezkontextovy jazyk,

Ls={a"b"c"d™: n>0, m>0} ... kontextovy, ale nikoliv bezkontextovy jazyk.

Definice 3.5.
PN-jazyk je jazyk, ke kterému existuje LPN (znaCend obycCejnad nebo zobecnéna Petriho sit),
ktera jej charakterizuje (rozpoznava ¢i generuje). PN-jazvk

Véta 3.1.
Kazdy regularni jazyk je PN-jazyk.

Diikaz:
Diuikaz lze vést trojim zpisobem podle zpisobu definice regularniho jazyka:

1. Regularni jazyk je jazyk, ktery lze ziskat z elementarnich jazyku (&,{e},{a}) pouZitim
kone¢ného poctu regularnich operaci (sjednoceni, zietézeni a iteraci).

2. Regularni jazyk je jazyk, ktery je rozpoznatelny konecnym automatem.
3. Regularni jazyk je jazyk, ktery je generovatelny reguldrni gramatikou.

Dukaz na zakladé 1. definice: Na obrazku 3.3 jsou zobrazeny LPN ve standardnim tvaru
vyjadiujici elementarni jazyky { }, {e}, {a} (prazdny jazyk, neprazdny jazyk tvoreny prazdnym
slovem, jazyk tvofeny jedinym jednopismennym slovem).
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Pz Ps

@ Ps

Pt

O

{1 (e} {a}

Obrazek 3.3: LPN vyjadiujici elementarni jazyky

Na obrazku 3.4 jsou zobrazeny tii zakladni operace, pomoci nichz lze konstruovat regularni
jazyky:

o zietézeni: L=L1L2={w: w=uv, uell, vel2}

e sjednoceni: L = L1UL2={w: welLl v welL2}

e iterace: L=L1*=L1°UL1'UL1*ULI’..={e}UL1'UL1*ULI"...

Ps Ps
Ps
L1 g
L2 L1
L1

L2 Pi e

Pf Pf

L=L1L2Z L=L1wlL2 L=L1*

Obrazek 3.4: Zakladni operace pro konstrukci regularnich jazyku

Véta 3.2.
Ne kazdy PN-jazyk je regularni, tj. existuje PN-jazyk, ktery neni regularni.
Diikaz:

Takovym jazykem je napf. jazyk L, = {a"b": n>0} nebo L,' = {a"b™ n>0}, kde n je libovolné
celé nezaporné Cislo. Tyto jazyky nejsou regularni, protoze nejsou rozpoznatelné zadnym
kone¢nym automatem. Na obrazku 3.5 jsou zobrazeny znacené Petriho sit€¢ ve standardnim
tvaru generujici jazyky L, a L.
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a a

2] =]
b b

e 15

Pf Pt

Obrazek 3.5: Znacené Petriho sité generujici jazyk Ly a L;'

Véta 3.3.

Ne kazdy bezkontextovy jazyk je PN-jazykem, tj. existuje bezkontextovy jazyk, ktery PN-
jazykem neni.

Dikaz:

Dokazeme, Ze takovym jazykem je jazyk L, = {ww": weA*}. Oznaéme |T| =m, |A| =k, [w| =T.
Pocet riznych slov délky r je k'. Ozna¢me symbolem RS (M,) mnozinu v8ech stavii (znaceni)
sit¢, které jsou dosazitelné z pocatecniho stavu M, provedenim sekvence piechodd o délce r.
Ma-li Petriho sit’ rozpoznéavat uvedeny jazyk, musi platit

IRS{(Mo)| =K', *)

nebot’ jinak by nebylo mozné, aby si sit’ zapamatovala pomoci rizného znaceni rizna slova w
délky r.

Zpracovani slova w délky r znamend provedeni sekvence prechodii ¢ = t)...t), kterd prevadi
Petriho sit’ ze stavu My do stavu M,. Tedy plati (fundamentalni rovnice)

M,.=M,+ C. Vg,
kde V=(V1,V2,...,Vm)T je charakteristicky vektor sekvence s vlastnosti v +v,+...+v,, = 1. Plati tedy:
RS.(My)| < (pocet charakteristickych vektort spliujici vztah vi+vyt+...+vy,=1)=
= (pocet rozkladl pfirozeného Cisla r na m pfirozenych sc¢itanct)=
= (r+m-1)-(r+m-2)...(r+1)/(m-1)-(m-2)...1 <
< (r+tm-1)-(r+tm-2)...(r+1) <
< (r+m)* <Kk

Posledni nerovnost interpretujeme ve smyslu (Vk,m) (3r) [(r+m)* < k'], coZ lze ov&fit pomoci
L'Hospitalova pravidla (exponencialni funkce roste rychleji nez mocninna funkce). Plati tedy

IRS{(Mo)| <K,

coz je ve sporu s (*). Pii dostatecné velké délce slova w nestaci si zddna PN si toto slovo
zapamatovat. Zadna PN (OPN resp.GPN) tedy nedokaZe rozpoznavat jazyk {ww": we A*}.

Véta 3.4.
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Existuje PN-jazyk, ktery neni bezkontextovy.
Diikaz:

Takovym jazykem je napf. jazyk L; = {a"b"c": n>0} nebo L;' = {a"b"c": n>0}. Kdyby jazyky L;
resp. L;' byly bezkontextové, pak by byly rozpoznatelné zasobnikovymi automaty, to vSak byt
nemohou. Na obrazku 3.6 je zobrazena znacena Petriho sit’ ve standardnim tvaru generujici
jazyk Ls, resp. Ls'".

Pz Pz

a e
a a

b &
b b

[ g
[ [

= =

Pf Pf

Obrazek 3.6: Znacena Petriho sit’ generujici jazyk L; a L'

Véta 3.5.

Kazdy PN-jazyk je kontextovy.

Diikaz:

Ukazme, ze jazyk L Petriho sité¢ N mtze byt piijiman linedrn¢ omezenym Turingovym strojem.

Necht paska Turingova stroje uchovava momentalni znaceni kazdého mista sit¢ N. Po precteni
vstupniho symbolu je simulovdno provedeni pfechodu, tj. zména znaceni nekterych mist.
Kvantifikujme vyuzivanou ¢ast pasky celkovym souctem S vSech znacek vSech mist a
zkoumejme, jak se tento soucet méni v zavislosti na délce vstupniho fetézce.

Necht’ vstupnimu fetézci délky &£ > 1 odpovidd vypocetni posloupnost 2, ... t provedenych
prechodu Petriho sit¢ N. Oznacme d, pocet znacCek, kterym piispiva piechod ¢ (jeho provedeni)
k celkovému poctu znacek sité. Ztejme plati:

dt: Zw(tap)_ ZW(Pat)

pet’ pe’t
Pak pocet znacek S po provedeni vypocetni posloupnosti #,...# 1ze vyjadrtit ve tvaru:

S=1+3d,

i=1

Z definice PN plyne existence maxima: m = maxd,
teT
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S jeho vyuzitim lze hodnoty S ohranicit v zavislosti na délce vypocetni posloupnosti £ a tudiz i
vstupniho fetézce funkci: S(k) < 1 + km, coZz je linearni funkce nezavislé proménné k a
prislusny Turingtv stroj je tedy linearné omezeny.

Vzajemny vztah PN-jazykt a jazykt podle Chomského hierarchie je zobrazen mnozinovym
diagramem na obrazku 3.7.

Neomezené
Kontextové :
PN-jazyky . jazyky
" Bezkontextové jazyky
a
Jazyky
Regularni
ab'e iazvky R
ww

Obrazek 3.7: Vztah PN-jazyku a jazykt podle Chomského hierarchie

Shrnuti

Mnozina vSech sekvenci (posloupnosti prechodil) spustitelnych z pocatecniho znaceni
predstavuje prefixovy jazyk rozpoznavany Petriho siti. Tento jazyk charakterizuje vSechna
mozné chovani uvazované Petriho sité.

V souvislosti s rozpoznavanim jazykt Petriho sitémi vznikaji dvé ulohy:

1. K dané (znacené) Petriho siti nalézt jazyk, ktery je touto siti rozpoznavan, tj. charakterizovat
tento jazyk generativni gramatikou, regularnim vyrazem ¢i né¢jakym jinym zptisobem.

2. K danému jazyku (charakterizovanému gramatikou, regularnim vyrazem, vyc¢tem vlastnosti)
nalézt zna¢enou Petriho sit, ktera jej rozpoznava.

Pojmy k zapamatovani

Ohodnocena Petriho sit’,

jazyk rozpoznavany ohodnocenou Petriho siti,
standardni pocatecni znaceni,

standardni mnozina koncovych znaceni,
PN-jazyk,

Chomského hierarchie.

Kontrolni otazky

Co vite o ohodnocené Petriho siti?

Cim je charakterizovin PN-jazyk?

Je kazdy PN-jazyk regularnim jazykem?

Jaky je vztah mezi PN-jazyky a jazyky Chomského hierachie?

N~
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Cviceni

1. Vytvoite Petriho sit, ktera bude charakterizovat jazyk vyrokové logiky, popsany
bezkontextovou gramatikou S — p | q | (=S) | (S=S).

ReSeni

1. Jazyk vyrokové logiky lze popsat nasledujici siti, sloZzenou ze 2 ¢asti. Prvni predstavuje
vychozi elementarni sit’ a druha reprezentuje piepisovaci pravidla.

Pz

Pt
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