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Abstrakt

Tento text se zabyvd zdkladnimi matematickymi pojmy a metodami, kterych se pouziva piti modelovani
riznych druhti kiivek a ploch. Navazuje na zakladni kurzy z geometrie, algebry a matematické analyzy. Vede
studenty k praktické realizaci iloh o modelovani kiivek a ploch na pocitaci pomoci dostupného software
nebo vlastnich programd.

Cilova skupina

Studenti informatickych oborti v riznych formach studia
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1 Souradnicové systémy, zakladni geometrické objekty,
transformace

Studijni cile: V této kapitole strucné pfipomeneme nékteré pojmy z linedrni algebry
a geometrie, se kterymi se studenti sezndmili béhem studia. Cilem bude procvicit zob-
razeni takovych geometrickych objektt, jejich transformaci a vlastnosti na obrazovce
pocitace.

Klic¢ova slova: souradnice, body, vektory, pfimky, roviny, vzajemna poloha,
geometrické transformace

Potirebny cas: 180 minut.

Pruvodce studiem

V zékladnich kurzech algebry, geometrie a matematické analyzy se pracuje s Cisly,
body zadanymi v rtznych soufadnicich, vektory, maticemi, funkcemi a rtiznymi
operacemi s nimi. Cilem této kapitoly je zopakovat si vlastnosti zejména linedrnich
objektli a operaci s nimi, naucit se zobrazovat takové objekty, jejich vlastnosti a

vvvvvv

dussich objektt a jejich transformacemi.

1.1 Kartézské souradnice, operace s vektory

Zakladni pojmy - opakovani

Kartézské soufadnice bodu A;, vektori a; ve 2D, 3D;

linedrni kombinace bodd, vektora - - - ZZ A

Konvexni kombinace bodd ---» ", ¢;A;; ¢, >0, > . ¢; = 1.

Lineéarni obal, konvexni obal bodii ( Matlab -funkce convhull, Maple - convexhull)
Linedrni zavislost a nezavislost vektora ve 2D, 3D - determinantové kriterium
Skalarni a vektorovy soucin vektori a, b, délka a norma vektoru

a=[a],b=[b], a-b=> a;-b=lalb|-cos(p), I=(a-a)"*=]a]

i j k
axb=|a a az|, [axbl| =]allb]sin(e)
bi by by

SmiSeny soucin vektori a, b, c

ap Gz as
[abc] =a-[bxc]=|0b by b3
€1 C2 C3
|[abc]| - - - objem rovnobé&znosténu (koplanarita vektort - nulovost soucinu).

Rovnice usecky, pfimky, smérovy vektor, normala; orientace piimky
p:a+t(b—a),te(O,l),(—oo,oo); n(p_a)zo

Poloha dvou primek - rovnobéznost, riznob&znost, prisecik; mimobéznost (3D).
Poloha bodu vzhledem k pfimce, usecce.



Vzddlenost bodu P = [xg,yo| od piimky (2D) az + by +c =10
d = |axg + byo + c|/Va? + b?;
ve (3D): P = [xg, Yo, 20], piimka (z —x1)/a1 = (y —v1)/a2 = (2 — 21)/as,
u = [rg— x1,Y — Y1, 20 — 21}, @ = [a1,as,a3], d=|ju x a||/|a]|
Vzddlenost dvou rovnobé&znych piimek (2D): d = (cy — ¢1)/Va® + b2
Vzdilenost dvou mimobéZzek (3D): r; +ta, ro +gb : d = |[rs —ry)ab]|/||a x b||
Svazek pifmek: y — yo = k;i(z — xp); Zle Ai(aiz +by+¢;) =0
Uhel mezi primkami a;x + by +¢; =0; +=1,2; y=kx+c¢:

ko — Ky

aby — G2bl‘ .
1+ kiks

tan(@) = m, tan(@)

Homogenni soufadnice (motivace: homogenni rovnice algebraickych kfivek,
maticovy zapis transformaci):

kartézské soufadnice bodu [X,Y, 7] < [z,y, z,w] homogenni soufadnice,
X=z/w,Y=y/w, Z=2z/w, w#0; --- vihabodu (Casto w = 1).
aX +bY +¢c=0 —ar+by+cw=0; (w=0--- nevlastni pifimka)

Rovnice roviny
- uréené tfemi body, jejich soufadnicemi |[x;, y;, z;] nebo vektory rq,ry,rs3:

z y z 1
Ty oy a1 1

=0, r—ry)(rg —ry)(rg—ry)| =0;
o (v = r1)(e — 1) (5 — 1)}
r3 Y3 z3 1

- uréené bodem a a dvéma smérovymi vektory b, c :

p=a+tb-—-a)+s(c—a), t,seR
- bodem a vektorem normaly k roviné: (p —a) -n=0
- isekovy tvar rovnice roviny: z/p+y/q+y/r = 1.
Vzddlenost bodu P = [x1, ¥, 21] od roviny

ar+by+cz+d=0: d=l|axy+ by + cz1 +d|/Va? + b2 + 2
Vzéijemna poloha dvou rovin:
- rovnobézné, totozné roviny ( n; = kny )
- riznobé&Zné roviny (spole¢na piimka - prisecnice, feSeni soustavy 2 rovnic s jednim
volnym parametrem)
Priklad: pro prisecnici rovin z +2y+y+3 =0, 20 —y+32—1 =0 po volbé
x =1 avyfeSeni této soustavy dvou rovnic dostaneme jeji parametricky tvar
r=t, y=—(t+10)/7, y = —(5t+1)/7 (zobrazte obé roviny a jejich prise¢nici !).
Uhel dvou rovin a;x + by 4 ¢;z + d; = 0 s normalami n; = [a;, by, ¢;],i = 1,2
cos(¢) = |ny - na|/(||n1]|||nz2]|); kolmost, rovnob&Znost
Vzdilenost dvou rovnobéznych rovin: d = |dy — di|/vVa? + b2 + 2 (a1 = ag, )
Svazek rovin Zle Nilax + by +ciz+d;) =0, MA#0
Trs rovin se spole¢nym bodem Zle Aiaix + by + ciz + d;) =0, M)A # 0.
Polohabodl P = [z1,y1, 21, Q = [x2, Y2, 22] vzhledem k roving ax+by+cz+d =0 :
- vypocet h; = ax; + by; + cz; + d;;

hihy > 0(< 0) = P, Q leZi ve stejné (opacné) poloroving;
- smérovy vektor prisecnice je kolinedrni s vektorovym soucinem jejich normélovych
vektord.
Paprsek (polopiimka): A = [ag, a1, as],q = [qo0, q1,¢2] : P=A+rq
Poloha paprsku vici dseéce P = B + t[C' — B], pfimce (soustava linedrnich rovnic)
Poloha paprsku P = A + tq vuciroviné ax +by+cz+d=0:
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, obr.1 svazek a trs rovin

- prusecik paprsku s rovinou (dosazenim do rovnice roviny)
t = —(aag + bay + cas + d)/(aqo + bg1 + cq2)
Prasecik paprsku a mnohouhelnika ve 3D - algoritmus:
1) Najit rovnici roviny, ve které leZzi mnohothelnik
2) Najit prisecik paprsku s touto rovinou
3) Pomoci testu zjistit, zda prisecik lezi uvniti mnohotuhelnika (pfimka prochazejici
prusecikem v roviné mnohothelnika ma lichy pocet prisecikil s hranami).

Plocha trojihelnika AABC, ctyfuhelnika LJABC'D v roving:

a; as 1
1 a; ap b1 by C1 Co dy
P=Z|b b, 1|;P=P+P=-
201021’ 1+22b1b2%—0162—’_d10b+a1

Obecny postup pfi vypoctu plochy polygonu: triangulace, soucet ploch trojihelniki.

Kontrolni otazky
1. Popiste zdkladni operace s body a vektory ve 2D, 3D.
2. Uvedte piiklady linedrnich a konvexnich obalii bodii, vektorii.
3. Uvedte formulaci kriteria linedrni zdvislosti a nezdvislosti vektorii.
4. Jak pozndme rovnobéZnost rovin zapsanych v kartézskych souradnicich ?
5. Odvodte parametrické rovnice priisecnice dvou rovin.
6. Odvodte formuli pro vypocet plochy pétiihelniku s danymi vrcholy.

Ijkoly k textu

1. Zobrazte na pocitaci pfimku a 20 bodd v roviné (pfipadné body ndhodné ge-
nerujte). Oznacte riznymi symboly body v opacnych polorovindch. Spocitejte
vzdalenosti jednotlivych bodd od pfimky a vyznacte v kazdé poloroviné bod
s nejvétsi vzddlenosti od piimky. Témito dvéma body vedte kolmice k pfimce -
spoctéte a oznacte jejich pruseciky. Zobrazte konvexni obal vychozich bodu.

2. Zobrazte dvé roviny se spole¢nou prusecnici. Vygenerujte ve zvoleném prostoru
40 bodi. Oznacte riznymi symboly body, které leZi v jednotlivych ¢tyfech polo-
prostorech. Spocitejte vzdalenosti jednotlivych bodl od kazdé roviny a oznacte
body s nejvétsimi vzdalenostmi.




3. Nakreslete v roviné dva polygony se spole¢nym prunikem. Vygenerujte na ob-
razovce 30-40 bodu a oznacte odlisné body které lezi
- uvniti kazdého z polygont,
- vné obou polygontl, v jejich spole¢né ¢asti.
Zobrazte konvexni obal téchto bodi, spoctéte plochu kazdého z polygonti.

4. Prostudujte moznosti pouZiti funkci
dsearch, convhull, inpolygon, polyarea, rand, patch v Matlabu,
pointplot, line, distance, plane, intersection, area, convexhull, randpoint v Maple
na realizaci a grafické zndzornéni feSeni uvadénych uloh.

1.2 Geometrické transformace ve 2D, 3D

Homogenn{ soufadnice bodu P = [z,y, z,w], (Castd volba w = 1).

Usec¢ka P, — P, = [T — 1,Y2 — Y1,Y2 — 21, 0] - vektor.

Obecna linearni transformace s matici A : P’ = AP.

Specidlni ptipady: (bod +vektor — posunuty vektor)

Posunuti (translace) bodu ve sméru vektoru d = [p;] ve 2D, 3D pomoci matic

1 00 D1

L0 01 0 p

T(P17P2)= 01 p |; T(pbpz,p?)): 00 1 ps
00 1 0 0 0 1

Plati: T~ (p1, p2) = T(=p1, —p2); T~ (p1,p2,p3) = T(—=p1, —p2, —p3)
Rotace kolem pocatku o tihel o ve 2D se realizuje nasobenim bodl objektu matici

cos(a) —sin(a) 0 cos(a) sin(a) 0
R(a) = | sin(a) cos(a) 0 |; R 'a)=R(—a)= | —sin(a) cos(a) 0
0 0 1 0 0 1

Rotace kolem jednotlivych os ve 3D pouziva rozsifenych variant predchozich matic
Otéaceni kolem obecné osy (viz [13], str. 547).
Zména méritka ve 2D, 3D se da provést ndsobenim diagondlnimi maticemi

s 00 T 00
S(suysy) =10 s, 0|, S(8z,88:) = 0 OZ 5. 0
0 01 0O 0 0 1

ZKkoseni ve sméru jednotlivych os (shearing) ve 2D s koeficienty sh,, sh, provedeme
pomoci matic

1 shy, 0 1 00
Sh,=|0 1 0|, Sh,=/|sh, 10
0 0 1 0 01

Pro zkoseni ve sméru roviny zy ve 3D pouZijeme matici (neméni soufadnice z )
1 0 sh,
Sh,, = | 0 1 sh,

0 0 1
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a podobné matice pouZijeme pro zkoseni ve sméru rovin 2y, xz .

Matice pro provedeni sloZenych transformaci dostaneme postupnym vyndsobenim sloZené
matic zdkladnich transformaci. Napiiklad pro zkoseni ve sméru roviny zy a nasledujici  transformace
zkoseni ve sméru roviny zy dostaneme matici

1+ shysh, 0 sh,
Sh,, - Sh,, = | sh, +shysh, 1 sh
sh, 0 1

Y

3+

>k

=

1+

—al

T T T

%g

-5 -4 -3 —2 —1 [o] a1 2 3 a

, obr. 2 rotace trojihelnika kolem pocatku

Kontrolni otazky

1. Provérte si pomoci pocitace zdkladni funkce uvedenych matic pro jednotlivé
transformace.

2. Odvodte matice pro sloZeni dalsich dvojic a trojic transformaci; ovéite na pri-
kladu.

kaoly k textu

1. Nakreslete mnohouhelnik v roviné (2D) a provedte jeho
- posunuti o jeden vektor , opakované posunuti ve sméru dals$iho vektoru;
- rotaci o zvoleny uhel, specidlné jeho posunuti do polohy symetrické k pocatku;
- zkoseni ve sméru nékteré ze souradnych os, obou 0s ;
- kombinaci takovych operaci.

2. Reste podobnou tilohu ve 3D - nakresleni mnohosténu nebo jiného objektu,
jednotlivé transformace a jejich sklddani.

Pri praci s Matlabem muZeme pouZit funkci rotate, rotate3d, view, pan, makehgtform.
Maple ma k dispozici funkce translation, rotation, reflection, RotatoryReflection, Gli-
deReflection, ScrewDisplacement.

Mathematica: GeometricTransformation - Translate, Scale, Rotate .



2 Rovinné krivky ve 2D

Studijni cile: V této kapitole si stru¢né zopakujeme zdkladni zptisoby zadani kiivek
v roviné - explicitni, implicitni, parametrické - jak je zndme z matematické analyzy
a geometrie, piripomeneme si nékteré hlavni skupiny kfivek a jejich vlastnosti. Uve-
deme rovnice te¢en, normdl, asymptot, délku kiivky, kfivost a polomér kiivosti, pojem
izogondlnich a ortogondlnich trajektorii.

Klicova slova: funkce, kiivka, explicitni a parametricky pfedpis, polarni soufadnice;
te¢na, normdla, singuldrni bod, délka kiivky, kfivost

Potiebny c¢as: 120 minut.

Pruvodce studiem

Rovinné kiivky predstavuji Sirokou Skdlu kiivek, které znazorniuji pohyby bodu
nebo kvantitativni pribéh riznych procest v technické praxi. Nejjednodussi z nich
muZeme popsat funkénim predpisem v kartézskych nebo jinych soutfadnicich, slo-
7itéj$i pak parametrickym pfedpisem pro jednotlivé slozky. V geometrii a diferen-
cidlni geometrii jsou studovany rizné vlastnosti a zpisoby konstrukce takovych
kiivek - jejich te¢ny, normaly, délka a kfivost, singularni body, vlastnosti riznych
soustav takovych kiivek (izogonédlni, ortogondlni trajektorie, obdlka soustavy kfi-
vek. Dnes nam pocitace velmi usnadiiuji kresleni riznych kiivek a tim rozpoznani
jejich vlastnosti.

Ziakladni zpusoby zadani kiivek v roviné
Rovinné kiivky vznikaji ¢asto popisem pohybu bodu v roviné, kde mizeme vidét
bohaté tvary, které se nedaji popsat jen klasickym funkénim pfedpisem y = f(z)
(ukazuji to 1 odliSné terminy: funkce - kiivka).
Kfivka v roving s kartézskymi souradnicemi muze byt proto zaddna
1) explicitnim pfedpisem y = f(x)
(pfiklady - elementarni funkce 2™, ab, trigonometrické funkce, In(x), ..
fetézovka y = (a/2)(exp(z/a) + exp(—z/a)) = acosh(z/a), ...

2) implicitnim ptedpisem F'(z,y) =0
kuZelosecky - jejich vlastnosti (vzddlenosti od ohnisek) a kanonické tvary
algebraické kiivky - priklady:
Descartv list 23 + y3 — 3azy = 0,
y2 —az’® = 0, y2 = x?)/(a N ZE),
lemniskata (22 + y?)? = a®(2? — y?), (stdly soucin vzddlenosti od dvou bodd),
strofoida z(2? + y?) — a(2* — y?) = 0.

3) parametricky - predpisem pro kazdou slozku
x=uxz(t), y=y(t),t € I s parametrem ¢ - napf.
kruZnice, elipsa;
kotdlnice (kruznice po pfimce, kruznice (R) po kruznici (1) ):
- cykloida (epi-,hypo-), x = rt — dsin(t), y = r —dcos(t), d =r(d > r,d <),
kardioida x = r(2cos(t) — cos(2t)), y = r(2sin(t) — sin(2t)), R =r;
nefroida = = r(3 cos(t) — cos(3t)), y = r(3sin(t) — sin(3t)), R = r/2;
asteroida = = r(3cos(t) + cos(3t)), y = r(3sin(t) — sin(3t)), R = r/4.

4) Polarni soufadnice p, bodu v roviné (délka pruvodice, jeho thel s osou z ) jsou
s jeho kartézskymi soutadnicemi [x,y] uréeny vztahy x = pcos(y), y = psin(p).
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V polarnich sooufadnicich jsou zaddvany zejména spirdly -
- Archimedova p = ayp,, hyperbolickd p = a/¢, logaritmickd p = aexp(by)
- ruzice p = asin(ky) ajiné kiivky vzniklé pfi rotaénim pohybu.

Rovnice kiivky v poldrnich soufadnicich miZe mit opét tvar explicitni p = f(y)
nebo implicitni  F'(¢, p) = 0.

Smérovy thel 6 te¢ny v bodé kiivky (ihel mezi privodic¢em a tecnou).

tan(f) = p/p’ 0< 0 <IL

S polérni osou svira te¢na kiivky v bodé P(p,0) thel ¢ + 6.

Tzv. ptirozenym parametrem kiivky je jeji délka (délka oblouku od vychoziho bodu).
Jeho aproximaci je délka aproximujiciho (dostate¢né piesného) polygonu.

V fadé piipadd miizeme jednu kiivku vyjadfit nékolika zpiisoby , nebo provést prevod
mezi jejim vyjadienim v riznych soufadnicich - naptiklad

- vypoctem jedné z proménnych v implicitnim tvaru (dostaneme tak i rizné explicitni
predpisy pro jednotlivé ¢asti kiivky),

- zavedenim vhodného parametru miizeme implicitni pfedpis pievést na parametricky:
pro Descartiv list = = 3at/(1 +t3), y = 3at?/(1 + 13);

u lemniskaty = = at(1+t%)/(1 +t*), y = at(1 — t2) /(1 + t*);

kardioida v polarnich soufadnicich ---p = 2r(1 — cos(p)).

Neékteré kiivky miZzeme popsat v§emi uvedenymi zpusoby - napiiklad miZeme zapsat

- ¢tvrtkruznici explicitng, implicitné, v polarnich soutfadnicich i parametricky:
r=1-1)/(1+*), y=2t/(1+1?)

- parabolu y = x? parametricky (x = ¢, y = at*) nebo p = sin(p)/(a — cos®(¥)) ;

- Descartiiv listi v poldrnich soutadnicich: p = (3a sin(¢) cos(p)/(sin’(p)+cos®(p)),

- lemniskatu v poldrnich soufadnicich p? = a? cos(2¢p),

- asteroidu /3 4 ¢?/3 = a2/3 parametricky x = acos®(t), y = asin®(t),

- strofoidu = = at(1 —t2)/(1+t%), y = at(1 —t?) /(1 +?); p = acos(2p)/ cos(p);

-kisoidu y? = 23/(a—2); x = at?/(1+t2),y = at3/(1+t?); p = asin®(¢)/ cos(y);

Kfivky harmonického kmitdni najdeme popsany napt. v [12], str. 152:

strofoida

1.5
[ t, sin(3t)*cos(t) ] 1+
90 1
0.5
ol
—o.5+
270
—1}
1.5 L L .
-1 —-0.5 (o] 0.5 1

obr. 3 kiivka a) v polédrnich soufadnicich b) parametrickd

- stejnd frekvence: asin(wt + ¢1) + bsin(wt + ¢a) = Asin(wt + ¢)

- stejné amplitudy: asin(wit) + asin(wat) = 2a cos(4542t) sin(“15<2¢)
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Kf¥ivky tlumeného kmitani, vynuceného kmitéani - viz [12],str.156.
Kfivky vyvoje, popsané diferencidlni rovnici (2’ = f(x),--- viz [12], str.159).

Singuldrni bod algebraické kiivky - bod, pro ktery plati F'(z,y) =0; F, =0, F, =0
- uzlovy bod (Descarttv list - pocatek), bod vratu 1., 2. druhu (spole¢né, rizné te¢ny);
Podobné - singuldrni bod parametrické kiivky ( 2’ = y' = 0).
Izolovany bod (v jeho okoli nelezi dalsi bod kfivky).
Priseciky kiivek (spolecné body) dostaneme obecné feSenim soustavy jejich rovnic:  priiseciky
- u explicitnich predpisii ve stejnych soufadnicich porovndme tyto funkeni predpisy; krivek
- u predpisti v riznych soutfadnicich zkusime je pfevést do stejnych soufadnic .
a) explicitni zadani - feSenim rovnice f(x) = g(z) , pfiklad: pfimka - parabola
b) explicitni + implicitni zadani: y = g(z), F(z,y) =0 — > F(x,g(x)) =0
¢) pri parametrickém piedpisu obou kiivek
r=x1(t), y=wmnt), t€l - -x=2x2(u), y=1y2(u), u € ly

vede tloha na soustavu rovnic x1(t) = xo(u), y1(t) = ya(u) pro (¢, u)
Priklady:
1) Pfimka - elipsa, asteroida - parabola (pfipady a), b) - provedte);
2) Cykloida - parabola: = = a(t — sin(t)), y = a(1 — cos(t)); y = bx?
Parametrizaci = = ¢, y = bt* po dosazeni dostaneme rovnici bt? = a(t — sin(t))? ;
3) Parabola - spirdly : y = ax?, p=bp — tan(yp)) = ab- ¢ - cos(p)) — z,y.

Piiklad kfivky urcené jinymi podminkami (interpolace, aproximace, kontrolni poly-
gon):

Parametrickd kubika z(t) = ay + byt + c1t? + dit?, y(t) = ag + bat + cot? + dot?
je urcena

a) hodnotami koeficientl - jednoznacné;

b) ¢tyfmi body, kterymi prochdzi (interpolant) - jeji tvar pak zdvisi na parametrizaci
(-(ne)ekvidistantni parametrizace , délka polygonu, délka intervalu, délka kiivky, ... );
vypocet 8 koeficientd z 8 rovnic - podminek interpolace v kazdé soufadnici.

Te¢na ke kiivce v bod€ (g, yo) - jeji rovnice pro riznd zadani kiivky:

y—1yo = f'(zo)(x —x) pro explicitni tvar y = f(x);

(F})o(y — vo) + (Fy)o(x — x) = 0 pro implicitni tvar F(z,y) = 0; tecna
(y —vo)/9o = (¥ — ) /To  pro parametrické zadani .

Normala ke kiivce v bodé [xg,yo] pro uvedené formy piedpisu

—yo(y—1o) = x—w0;  (F)o(y—2%0) = (Fg;)o(ﬁ—ﬁo); Zo(r—20)+Jo(y—yo) = 0. normdla
Te¢na, normdla z bodu ke kiivee F(x,y) = 0 (soustava rovnic - [12],str. 293).

Izogondlni trajektorie soustavy kiivek jsou kfivky, které protinaji kaZzdou kiivku této
soustavy pod stejnym dhlem.  ([12], str. 295)

Ortogondln{ trajektorie k soustavé kfivek F'(x,y,c) =0 jsou kfivky kolmé ke kazdé

kfivce této soustavy. Jejich rovnice miZzeme dostat

- feSenim soustavy F, + F,y' =0, F(z,y,c) = 0 (vyloucenim parametru c)

- feSenim diferencidlni rovnice (ODR) odvozené z ODR pro pivodni soustavu kiivek

(f(xayay/> =0-> f(xaya_l/y,) = 0)
U kiivek zadanych v polarnich soufadnicich - podobné pfes ODR ([12], str. 294).

Délkakrivky na intervalech (xl,x2> <t1,t2 <p1,<p2

s = f V314 (f'(x))?dx, s= j;l V()2 + g(t)2dt, - explicitni, implicitni,

= f:; VPE+ptde - parametrlcky predpls .
Délka kiivky je jejim pfirozenym parametrem; jeji aproximaci je délka interpolacniho
polygonu (provedte srovnani na piikladech).
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Kfivost rovinné kiivky v bodé¢ M:

K --- limita podilu (thel mezi tecnami/ délka oblouku N M) pfi N— > M

_ 2\3/2 ... _ 2 2 2 213/2

K =y"|(1+y?)2 - = [=(F)) F + 2P FyFy — (F)?Fy | [(F)? + ()T -
= (2§ — &) /(&% + 92)*2 - = (p* + 207 — pp") [ (0" + p?)*/?
Polomér kfivosti R = 1/K; oskulaéni kruznice v daném bodé kiivky se ji dotyka a
md polomér R .
Singularni body : inflexni ( ' = 0, kfivost méni znaménko), uzel (kfivka se protind) -
dvojndsobny bod (dvé tecny), bod vratu (dvojndsobny bod - jedna tecna) - izolovany
bod.
Piiklady - nakreslete jednotlivé typy na papir bez predpisu, uvedte piiklady s funk&nim
predpisem.
Uhel dvou kiivek: explicitni pfedpis f,g---tan(w) = (¢ — f)/(1 + f'¢");
implicitni u(z,y) =0, v(z,y) =0---tan(w) = (uyvy — uyvy)/(UgVs + Uyvy).
Asymptoty - tecny v nevlastnich bodech
Vertikdln{ asymptoty: f’(z) = +oo, parametrické kiivky - --g(t)/z(t) = +o0.
[12], I. (9.6) - specidlni piipady .
Obalova kiivka jednoparametrické soustavy kfivek  F(z,y,c) =0
vroviné (viz [12], str. 207, 283-) :
- dotyka se kazdé z krivek soustavy,
- kazdy jeji bod je bodem dotyku s nékterou kiivkou soustavy.

Plati: F € C?, FI.#0, det[F}, F);F” ., F” ] # 0— > existence obdlky,
vypolet ze soustavy  F(z,y,c¢) = 0, F.(z,y,c) = 0 (eliminaci parametru c
ze soustavy).

Pitklad - F(z,y,c) =y — (r —c)* = 0; obélkou je osa x .

Pitklad- F(z,y,c) = (y—c)?—(x—c)® = 0; obdlkou jsoupfimky y = x, y = v—4/27
Pfiklad - obédlkou soustavy piimek y = ¢(2 — cx) je hyperbola y = 1/z (obr. 4).
Evoluta kiivky (sestava ze stiedi kiivosti), evolventa kiivky (dualita s evolutou)

obalka soustavy primek y=c(2—cx) ... hyperbola y=1/x

obr. 4 hyperbola - obdlka soustavy pifimek

- viz nasledujici kapitola, ( [12], str. 288).

Piiklad: parabola y = 22 - -- evoluta y = 1/2 + 3(z/4)%/3
Evolventa kruznice -

z(t) = (r + d) cos(t) + rtsin(t), y(t) = (r + d)sin(t) — rt cos(t)
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d = 0 - kruhové evolventa ( R = rt, s = rt*/2), d = —r --- Archimedova spiréla
Piiklad definice kiivky pomoci vztahu mezi jejimi vlastnostmi: klotoida - - - R = a?/s.

Poznamka - pojem geometrické spojitosti:

U explicitné definovanych kiivek je hodnota derivace v bodé€ smérnici te¢ny
(fyzikdlné - smér a rychlost pohybu bodu kfivky). Jestlize pouZijeme pojem ” te¢ny
vektor” charakterizujici smér teCny a délku te¢ného vektoru, pak zjistime, Ze stejna
parametrickd kiivka mlize mit v riznych parametrizacich sice stejny smér, ale riiznou
délku te¢ného vektoru (rychlost pohybu). To je problémem pfi spojovani rtiznych
segmentd obloukil do jediné kiivky (napf. pii konstrukci sloZzenych Bezierovych
kfivek, splajnd a pod.). Proto byl kromé& pGvodniho pojmu C?- spojitosti zaveden
pojem ” geometrické spojitosti” ( geometric, visual continuity) kfivek, ktery pro
spojitost prvnich derivaci v daném bodé€ poZaduje jen spolecny smér tecny. (viz [12],
9.5; [13] - priklady).

Priklad :
Parametrickd kiivka = = z(t), y = y(t), t = [2(t),y(t)] - vektor teCny;
jeho délka zavisi na parametrizaci, expl. pfedpis .. f' = dy/dx nezavisi

Piimka y = kx +q---y = k;

V parametrizacich x =t, y =kt +q; x=2t, y=2kt+q

je v obou piipadech

y)x' =k, ale \/2?+y? =1+ k2 #£2V/1+ k2 = /(@2 + ?)

Podobné u paraboly y = kz? nebo cykloidy pii zméné parametrizace (spocitejte).

Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi pojmy : funkce jedné proménné - krivka v roviné ?
Jaké jsou zdkladni zpiisoby popisu rovinnych krivek ?
MuZe mit stejnd krivka riizné funkcni predpisy ?

Co a proc se oznacuje terminem prirozeny parametr krivky ?

ARSI

Uvedte dalsi priklady kfivek popisujicich pohyb bodu v riiznych situacich (na-
priklad znamé viastnosti kuzelosecek).

6. Které hodnoty koeficientii v obecné rovnici krivek
CLHIQ + 2a12xy + a22y2 + 2&13$ + 2a23y + ass = 0
odpovidaji elipse, hyperbole, parabole ?  ([12],str. 184)

7. Se kterymi velicinami je spojen pojem krivosti krivky ?
8. Jak je moZné chdpat terminy jednoduchd krivka, sloZend krivka, uzaviend krivka ?
9. Co jsou to tecny, normdly, asymptoty, singuldrni body krivky ?

10. Co rozumime pod pojmem iihel dvou krivek, jak jej vypocitdme ?

11. Jak pocitame souradnice priiseciku dvou krivek ?

12. Jaky je rozdil mezi klasickou a geometrickou C'-spojitosti ?
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ﬁkoly k textu

1. Vyzkousejte si na ptikladech kresleni rovinnych kiivek v riznych zadanich.
Jak kreslit kfivku s implicitnim pfedpisem, parametrickym predpisem ?

2. Pouzijte kiivky jako geometrické objekty a s pomoci rovinnych transformaci
utvorte z nich péknou mozaiku .

3. Pro nakreslenou kiivku na siti jejich bodt vykreslete sit tecen .

4. Ovéite si experimentélné, Ze koncové body normal stejné délky na dané kiivce
lezi na kfivce s ni rovnobézné.

5. Nazvolené kfivce k siti vybranych bodti nakreslete normaly a oskulacni kruznice.
6. Ke zvolené jednoparametrické soustavé kiivek najdéte a zobrazte jejich obalku.

7. Ke graftiim zvoleného systému kiivek nakreslete grafy kiivek piislusného
ortogonalniho nebo izogondlniho systému kfivek.

8. Co jsou to vrstevnice plochy a jak je miZeme vykreslit ?

Lze doporucit zkusit si napsat a ovéfit vlastni programy pro feSeni uvedenych tloh
(napt. v OpenGL).

V programovych profesiondlnich systémech mame dnes pro kresleni rtiznych druht
ktivek k dispozici fadu funkci - procvicte si jejich pouZivani:

Matlab - plot, contour, ezcontour,

Maple - plottools[curve], plot[polar],plot[parametric]

Mathematica - Plot, ParametricPlot, PolarPlot, ContourPlot, RegionPlot

Webové stranky, literatura - http://curvebank.clastatela.edu/famouscurves/famous.htm
(d€lano v Mathematice, nezavislé)
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3 Prostorové krivky

Studijni cile: V této kapitole si pfipomeneme zakladni formy zadani prostorovych
kiivek a pojmy, charakterizujici jejich tvar a vlastnosti - definice tec¢en, normal,
binormdl a odpovidajicich rovin (te¢nd, normélova, rektifikacni, oskulacni), pojmy
tykajici se kfivosti takovych kiivek. Vzdjemné vztahy mezi témito vlastnostmi jsou
popsany ve Frenetovych-Serretovych formulich.

Klicova slova: parametrické, implicitni zadani prostorové kiivky, zadani v cylin-
drickych a sférickych soufadnicich; te¢ny, normalovy vektor, binorméla; prvni a
druhd kiivost; rovina normélovd, rektifikaéni, oskulaéni; prvni a druhd kfivost;
Frenetovy-Serretovy formule

Potiebny cas: 120 minut.

Pruvodce studiem

Prostorové kiivky predstavuji Sirsi Skalu tvard, moznosti jejich generovani a zpt-
rovinnych. Jejich vlastnostmi se podrobnéji zabyva diferencidlni geometrie, kterd
s pomoci celé fady pojmt podrobnéji popisuje vlastnosti takovych kfivek a objektl
s nimi spojenych - Frenetliv trojhran a roviny jim generované v daném bodé¢, dva
druhy kfivosti a vzdjemné vztahy mezi takovymi pojmy.

U prostorovych kfivek prevladd parametricky predpis kiivky (parametrické rovnice

kiivky):

t - parametr definujici body na kfivce (pfirozeny parametr - délka kiivky);

z=ux(t), y=y(t), z=2(t), t € I; z,y,z € C'(I) (kromé& konecného poltu bodd).
Orientace kiivky je ur¢ena uspoifddanim jejich bodii podle ristu hodnot parametru.

Uzaviend kiivka - - - [ =< a,b >, z(a) = z(b), y(a) = y(b), z(a) = 2z(b).

Hladka kiivka - m4 vSude spojité i prvni derivace.

Cylindrické (vdlcové) soufadnice - pro kiivky na valcovych, rota¢nich plochéch: parametrické
Vztah mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi bodu zadadni
[z,y,2] = [p. 2] 1w =pceos(p), y = psin(p), 2=z

Piiklad: zdkladni Sroubovice = = acos(t), y = asin(t), z =bt; a > 0,0 # 0

[z = barctan(y/z)], leZi narotalni plose =z + y? = a?;

& = —asin(t), y = acos(t), Z="5b --- hladka kiivka.

b > 0 - pravotociva kiivka (ks > 0), b < 0 - levotociva kiivka .

Rozvijejici se Sroubovice: x = at cos(t), y = atsin(t), z = bt; podobnd parametricka

kiivka x = tsin(2t), y = tcos(3t),z = ¢ je na obr. 5.

2 + 9% + 22 > 0; - regulédrni - singuldrni bod kfivky.

Singularni bod - $picka, bod vratu, prisecik.

Parametricka kiivka mtize byt uréena také podminkami interpolace : napfiiklad kubicka
kiivka

C(](t) = a1+b1t+01t2+d1t3, y(t) = a2—|—62t+02t2—|—d2t3, Z(t) = a3+b3t—|—03t2+d3t3
s vektorovym zdpisem P(t) = A+ Bt + Ct? + Dt?, A = [ay, as, a3’ - -

muze byt uréena jak svymi koeficienty, tak i podminkami interpolace - ¢tyfmi body,
kterymi ma kiivka prochazet (12 koeficienti - 12 podminek interpolace: soustava
linearnich rovnic).

Vektorovy tvar r = r(t) = [z,y, z] = iz(t) + jy(t) + kz(t); - jiny zpisob zédpisu.
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X =tsin(2Y, y =tcos(31,z=t
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obr. 5 prostorové parametricka kiivka

Piipustnd transformace parametru ¢ = t(u) € C, dt/du # 0 a volba hodnot ¢;
muZe ovlivnit tvar interpolacni kfivky .

Implicitni zadéani k¥ivky - pranik ploch F(z,y,z) =0, G(z,y, z) = 0;

(vypocet eliminaci, numericky - napt. Newtonovou metodou ) ;

_predpoklad - spojitost parcidlnich derivaci, feSitelnost soustavy, alespoii v jednom
bod¢ feSeni je hodnost nasledujici matice rovna dvéma

mnk{Fx Ey Fz]z?

G, G, G,
Algebraické kiivky - maji algebraické rovnice v jejich predpisech ( [12], str. 254).
Raciondlni, transcendentni kfivky - v zadani jsou raciondlni, transcendentni funkce.

77
'..,:.l\<
y

Wy
1

THLEH
LA
LA
"""",'"",','r
g
s

oy,
o

o,
0

772
TZIAZTTTE
L7277

hy,

ly

ooy,

DI
T
7

[
Il',""

lhy,
i,
i

iy
l,,',l':

ONDMO @

obr. 6  prostorova kfivka jako prinik ploch

Rovinnd kiivka - prisec¢nice roviny s plochou (jedna z funkci F), G je rovnici roviny).
Pfiklad - kruznice 2z—2=0, 22 +¢y?+ 22 —a® = 0.

Priisecik pfimky s plochou - zptlisob vypoctu jeho soutradnic

Kfivka s vlastnosti - - - ax(t) + by(t) + cz(t) +d=0 Vtel

lezi v rovin€ ax +by +cz+d=0.

Délka oblouku s = s(t) = [} ds = [} /&% +¢° + 2%dt,

(ds - diferencial oblouku, linearni element).

Pfiklad - Sroubovice: x = acos(t), y = asin(t), y = bt;

délka jednoho zavitu s = ftzro Va? + bidt = 2mv/a? + b2
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Teény vektor kiivky r(t)-- -t = (dr/dt)

Jednotkovy teény vektor t = cf, ¢ =1/||f|| =1/VI -1

Rovnice teény v bod€ rg : R =r¢+ uty, (x —x0)/T0 = (y—v0)/% = (2 — 20) /20 tecny
vektor

Vektor hlavni normély ---t - n = 0 md smér vektoru t' = dt/ds v uvazovaném
bodé

ky= ||t =Vt -t/ = V& v = (&2 + 2+ 52— §%)Y/2/(5)% - - - prvni kiivost (flexe)
Rovnice hlavni normély
n = (cr’ +r')/\/(cx" + 1) - (ex + 1), c=1/V1 -1 normdla

binormdla
Binormala kfivky - jednotkovy vektor binormédly b =t x n (kladna orientace)
Vektory t,n, b tvori privodni (zakladni) trojhran kiivky ,
platitaké n=b xt, t=nxb privodni
Rovnice binormély kfivky r = r(t) v jejim bodé [z, y, z]: trojhran
Frenetovy-Serretovy formule
pro rovnice s pfirozenym parametrem s, obecnym parametrem t:
r=r(s) r =r(t)
t = ]Cll’l t= /{318.1’1
n = —klt + k?gb fl = —k?lé"t + kQSb
b’ = —kgl’l b= —]{5251'1
k1 - prvni kiivost (flexe): nulova pro piimky , k1 = 1/r pro kruZnici;
druha kiivost (torze) pro pfirozeny parametr krivost
x/ y/ Zl
kQ — det 1:// y// Z” /(IJIQ + y//2 + 2/12) (: [x/’ y//7 yl/l]/(x/l2 + yl/Q “‘[‘ y/lZ))
x/// ,yl// Z///

ko = 2,4, U]/[(8)?(&? + §* + 22 — §?))] pro parametr t ; ([, ), Y] --- determinant);
ko = 0 pro rovinné kfivky.

Normdlova rovina R = [X, Y Z] je tvofend vektory n, b (kolma k te¢né):
(X—2)t+ Y —y)y+(Z—2)=0,---(R—1)-t=0 roviny

Rektifika¢ni rovina (kolma k hlavni normdle - vektory t,b) ---(R—r) - n=0

Oskulaéni rovina (kolmd k binormale - vektory t,n)--- (R —1r)-b=0

Rovnice normélové roviny pro kiivku F(x,y,z) =0, G(z,y,2) =0 ([12], str. 262)
X—z Y-y Z—-z2

F, F, F. |=o0,
G. G, G,

rovnice oskula¢ni roviny pro parametrické zaddni - ( [12], str. 263 )
X—2 Y—2 Y—y

T Y z =0
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Priklad - Sroubovice ( [12], str. 265):

r =acos(t), y =asin(t), z = bt; & = —asin(t), y = acos(t), z = b;

te¢ny sviraji s osou konstantni thel w - - - cos(w) = / Va2 +b? = be,

s rovinou kolmou k ose tihel ¢---sin(p) = cos(w), tan(yp) =b/a

(spad Sroubovice).

Hlavni normély jsou kolmé k ose Sroubovice

Binormdly sviraji s osou konstantni tihel ¢ - - - cos(¢) = ac = a/va? + b?

Délka jednoho zdvitu s = t2:7rO Va? 4+ b?dt = 2mva? + b?

15| = Va2 +b* —  ky=0b/(a*+b*), ki =a/(a*+b?)

(- tato Sroubovice je jedind prostorova kiivka s konstantni prvni i druhou kfivosti),

b > 0 - pravotoCivéd kfivka (ks > 0), b <0 - levotodiva kiivka,

ks sin(w) — kq cos(w) = 0 - obecnd Sroubovice .

Problém: ze znamych predpist pro k1, ko urcit kiivku ( [12], str. 270);

ry = 1/k; - prvni polomér kfivosti

k1 = (1/a?®)s - rovinnd klotoida jiné
Rozklad vektoru zrychleni - [12], str. 266 problémy
Rad dotyku kiivek ([12], str. 272) - spolecnd tecnd rovina , hlavni norméla a prvni
kiivost

Oskulaéni kruZnice, stfed a polomér kiivosti.

Kf¥ivky rovnobézné (paralelni), spadové, evoluty, evolventy: [12]

Paralelni kfivky - maji spole¢né hlavni normdly (pfi vhodné parametrizaci):
ro(s) =ri(s) + en(s), ¢ = const
Prostorova krivka nemusi mit kiivku k sob€ rovnobéznou (Sroubovice - ma mnoho).
Kazda rovinna kiivka md nekonecné mnoho kfivek k sobé rovnobéznych -
pii parametrickém zadani = = x(t), y =y(t) —

v1=2(t) +cy/ a2+ 92, n(t) = —Cﬂf/\/r2+y

Kontrolni otazky
1. Co tvori souradnicové plochy (jedna z proménnych je konstantni) v kartézskych,
cylindrickych, sférickych souradnicich ?
2. Napiste parametricky predpis pro nékteré zndmé krivky ve slozZkdch,
ve vektorovém tvaru.
Uvedte pfiklady algebraickych 3D krivek, nakreslete jejich grafy.
Uvedte priklad kiivky jako priisecnice dvou ploch, ukaZte jeji graf.
Jak pocitame prakticky délku oblouku krivky ?
Napiste rovnice tecny, normdly, binormdly ke kfivce r(t).

Jak je definovdna rovina normdlovd, rektifikacni, oskulacni ?

o N DL AW

Cim se list pojem k¥ivosti u rovinnych a prostorovych krivek ?
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ﬁkoly k textu
1. Zobrazte ptiklady kifivek zadanych parametrickym predpisem.

2. Ukazte priklady kfivek se zaddanim v cylindrickych soufadnicich.
3. Uvedte a zobrazte ptiklady kiivek ve sférickych soufadnicich.

4. V nékolika bodech kiivky nakreslete Frenetiv trojhran.

5. Zobrazte kiivku ktera je priinikem dvou ploch.

6. Zobrazte soustavu soustavu rovnobéznych kiivek k dané ktivce.

7. Spocitejte délku oblouku nékolika prostorovych kfivek.

Pro realizaci takovych tdloh mizeme pouZit vlastni programy, nebo funkce

ezplot3, plot3, contour, ezcontour - v Matlabu,

plottools[curve], plot[polar], plot[parametric], plots[spacecurve], geom3d[intersection
- v Maple.

Mathematica - ListPointPlot, RegionPlot3D, ContourPlot3D, ParametricPlot3D,
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4 Aproximacni krivky

Studijni cile: Cilem této kapitoly je zopakovat si konstrukci polynomickych in-
terpolanti v jedné dimenzi, uvést konstrukci interpolacnich splajnd v lokalni (pp)
1 B-splajnové reprezentaci. Dale zopakovat si princip a realizaci metody nejmensich
¢tverct pro aproximaci funkce nebo diskretnich dat polynomem, splajnem. V posledn{
casti uvedeme nékteré konstrukce aproximacénich kifivek definovanych pomoci
kontrolniho polygonu (Beziere, Coons).

Klicova slova: Interpolace polynomy, splajny; aproximace metodou nejmensich
¢tvercli; Bezierovy a B-splajnové kiivky uréené kontrolnim polygonem.

Potirebny cas: 240 minut.

Pruvodce studiem

V predeslych kapitoldch jsme se zabyvali kiivkami, pro které jsme méli k dispozici
néjakou formu jejich funkéniho predpisu, nebo predpisy pro objekty (plochy) tyto
kiivky generujici.

V této kapitole se budeme zabyvat kfivkami, které aproximuji pfedpisy pro spo-
jité procesy, ke kterym mame k dispozici jen nékterd diskretni data (interpolace,
metoda nejmensich ¢tverci), nebo u kterych jejich slozity predpis chceme nahradit
jednodussim (zpravidla jako linedrni kombinaci vhodnych bazovych funkci podle
zvoleného kriteria- minimalizace odchylky vyjddiené podle typu problému). Cilem
jejich konstrukce je ziskat informaci o hodnotdch takové funkce i v ostatnich bo-
dech z nalezené aproximace. S témito druhy aproximace jsou studenti seznamovéani
jiz v kurzu numerickych metod. Dal§im -novym - typem aproximace (bez presné
formulace odchylky) jsou kfivky definované jejich kontrolnim polygonem. Jeho
zménou lze ovliviiovat tvar kiivky tak, aby odpovidal pozadavkiim a zkuSenostem
zadavatele.

4.1 Uloha interpolace diskretnich dat kiivkou ve 2D

Interpolace - obecna formulace problému:

Pro danou uspotfddanou mnozinu vzdjemné rtiznych bodi, funkénich hodnot v nich
a bazi interpolujicich funkci najit linedrni kombinaci bazovych funkci, kterd spliuje
podminky interpolace (kfivku, kterd prochdzi zadanymi body, interpoluje zadané hod-
noty).

Casto pouZivané prostory funkcf a jejich baze: polynomy, trigonometrické polynomy,
exponencidlni funkce, splajny.

Obecnéjsim problémem je interpolace funk¢nich hodnot i hodnot derivaci v danych
bodech interpolace (hermitovskd, lakunarni interpolace), ptipadné interpolace integral-
nich stfednich hodnot (histopolation) nebo interpolace obecnéjSich linearnich funkcio-
ndlid. O feSeni takovych tloh je moZno najit fadu praci v oblasti teorie interpolace.

20

interpolace



4.1.1 Interpolace polynomy P, (z) = > " ja;a’

Formalné nejjednodussim piistupem je vypocet koeficientl interpolujictho polynomu
v explicitnim tvaru metodou neur¢itych koeficientl pro zadand data {x;, g;,i = 0(1)n}
a jim odpovidajici stupeni polynomu n . Podminky interpolace

. interpolacni
(20,0} — Pua) =g < > aal =g, i=0(n. polynom
=0
predstavujf soustavu linedrnich rovnic pro vypocet koeficientd a;, j = 0(1)n.
Véta: Uloha polynomické interpolace je jednozna¢né fesitelnd  (viz napf. [9]).
Jiné techniky konstrukce interpola¢niho polynomu (explicitni formule): explicitni
formule

Lagrangeiv interpolac¢ni polynom s (lagrangeovskymi) koeficienty /;(x)

Zl )gi,  li(x) = [[(x =)/ (2 = 2)).
J#
Vlastnost lagrangeovych koeficienti : I;(z;) = d;5, i,7 = 0(1)n.
Pro chybu interpolace pfi ¢; = g(z;), g € C™" mezi uzly plati

n+1

— n+1
g(x)—L,(z) = Rpy1(z) = n +1 i g r—1x;), (x)—Ly(z)| (1) H |z—14],

| N

M1 = malg®) (a)].

Newtonuv interpolac¢ni polynom s pouzitim pomérnych diferenci
[l”i, $i+1]9 = (gi+l - gi)/(ﬂfiﬂ - xi);
[351‘, Tit1, iUi+2]9 = <[$i+17 9151‘+2]g - [l’z‘, xi+1]g) /(l’i+2 - xi)a T

Po(7) = go + (x — o) [0, 21]g + (7 — 20) (7 — 21)[70, 71, T2]g+

+(z — 20)(x — 1) (% — 2)[wo, 71, T2, w3]g + - -~
Specidlni pfipady - ekvidistantni sit; vyhoda - moZnost pfidavat nebo ubirat uzly
v potiebné ¢4sti).
Pro realizaci polynomické interpolace mdme v programovych prostiedcich k dispozici
rizné funkce
Matlab - polyfit, Basic Fitting
Maple - Curve Fitting[ Polynomiallnterpolation]
Mathematica - InterpolatingPolynomial, InterpolatingFunction

Hermitovska interpolace -
je interpolaci funkénich hodnot a derivaci v bodech interpolace; nejjednodussi tloha -  obecnéjsi

o - tilohy
data {z;, g;, g}, i =0(L)n: «—  Hopa(x) = Z (gihi(x) + gihi(x)) - interpolace

Vlastnosti bazovych funkci h;(x), hi(z) (polynomd stupné 2n + 1):
hi(a;) = 6, hix;) =05 hi(z;) =0, hix;) = dy

(najdéte jejich funkcni predpis, nakreslete graf).
Pfi zadani vysSich derivaci v uzlech se zvysuje stupeii interpolantu . Pfi zadani i vSech
druhych derivaci ma hermitovsky interpolant stupeni 3n + 2.
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Po castech hermitovska interpolace - prvni splajny (lokdlni charakter):

na kazdém intervalu [z;, z;,1] jeho hermitovskd data uruji kubicky polynom;
jejich spojenim dostaneme funkci se spojitymi prvnimi derivacemi .

V Matlabu provadi funkce interpl s argumentem pchip takovou hermitovskou interpo-
laci, kde nezndmé hodnoty derivaci v uzlech si program spocitd (pfiblizné) sdm pomoci
formuli numerické derivace ze zadanych funkénich hodnot.

Lakunarni interpolace - problém interpolace funkénich hodnot a rtiznych derivaci

iz

obr. 7 interpolace polygonem sl1, po ¢astech hermitovska (pchip), Pig

v bodech, kde jsou n€které derivace vynechdny. Takova tiloha nemusi mit obecné feSeni
- napiiklad dloha s tfemi body se zadanymi funkénimi hodnotami a druhymi deriva-
cemi.

Extrapolace - termin pro vypocet hodnot interpolantu vné sité uzld, technik pro vypocet

Vv,

pfesnéjSich hodnot pomoci vhodnych méné presnych formuli.

Interpolace trigonometrickymi polynomy, exponencialami

T (z) = % + 3 laxcos(ha) + bysin(ka)] - f(@) = D ¢ exp(a)

J

Vypocet koeficientii provedeme dosazenim podminek interpolace do hledaného tvaru
interpolantu - dostaneme tak soustavu rovnic pro vypocet nezndmych koeficientli (me-
toda neurcitych koeficientl; explicitni formule pro ekvidistantni uzly; nelinearni dlohy).

N 24

Jestlize body interpolace maji dat ve vysledku obecné;si parametrickou kfivku, pak
pouZijeme v kazdé sloZce napf. interpolaci parametrickymi polynomy, kde vysledny
tvar kifivky zdavisi také na volbé pametrizace (celo¢iselnd, délka kiivky, délka polygonu,
jednotkovy interval- viz podrobnéji v odst. 4.5).

K interpolaci polynomy médme ve vypocetnich prostfedcich fadu funkci:

Matlab - polyfit (vypisuje koeficienty interpolacniho polynomu pfi odpovidajici volbé
stupné),

Maple - CurveFitting[Polynomiallnterpolation] (vypisuje analyticky tvar interpolantu)
Mathematica - InterpolatingPolynomial (Newtonuv tvar), InterpolatingFunction (pro
jiné typy interpolantu).
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4.1.2 Polynomické interpolujici splajny

Pri vétsim poctu bodil interpolace maji polynomické interpolanty odpovidajicich stupriti
zpravidla velké oscilace v krajnich intervalech (a také vétsi chybu interpolace). Proto
ve 20. stoleti doslo ke konstrukci funkci, skladajicich se po ¢astech z polynomt nizkych
stupnd a spojenych s dostatec¢nou hladkosti - polynomickych splajnii.

Polynomické splajny S,q(x) na siti uzld splajnu z;,7 = 0(1)n  jsou funkce

slozené z polynomickych segment stupné n. v jednotlivych intervalech sité s defektem
(hladkosti) d, S,q € C™ 4.

Jeho lokdlni parametry (funkéni hodnoty, derivace) umoziuji zformulovat podminky  splajny
spojitosti vuzlech jako soustavu linedrnich rovnic pro tyto parametry a napf. pii zada-

nych funk¢nich hodnotach v uzlech spocitat prvni derivace v nich k dosazeni celkové
C2-spojitosti (viz [9]).

Srovnani aproximacnich vlastnosti splajnti s polynomy vyssich stupiiti ukazuje na méné

oscilaci u splajnti, dobré aproximace i pro vyssi derivace.

Linearni interpolujici splajn ~ S;; € C° - polygon ([9]).

Data {z;,0;}, =€ (viy,xi11), = (x —x3)/hi;, hi=xi1 —v; —
lokélni reprezentace jednotlivych segmenti a chyba interpolace

Su(zr) = (1= q)gi + 99415 (9 — Su)(x) = (1/2)9"(&)(z — 2:)(z — 7i41)

Aproximaéni vlastnosti -+ |[(g — S11(%)||ee < (1/8)H?||¢"||oo , H = max; h;.

Hermitovsky splajn Sz, € C1: interpoluje data  {z;,9;,9/}  (viz [9], str. 27)
Lokdlni reprezentace : pro = € (x;,%;i11), ¢ = (x — x;)/h; Say € C1

Ss2(7) = (1= 3¢” +2¢%)g; + ¢°(3 — 20)gi41 + haq(L — )[(L — 9)g; — 9941
(pouZity 4 ¢asti hermitovskych koeficientl h,, h; nenulovych v tomto intervalu )

Aproximaéni vlastnosti - - - ||(S329 — 9)V||ee < C;H*||gW |0, Co = 1/384

pro data z hladké funkce g(z), ¢; = g(z;), ¢. = ¢ (z;), H = max;h;.
Lokélni charakter interpolantu (zména ovlivni jen sousedni dva intervaly).

Kubické interpolujici splajny S5, € C? - maji spojité druhé derivace,

patii k nejpouzivanéjsSim splajnim  (podrobnéji viz [9]) .

Lokélni parametry (jedna moZzna forma - jind s druhymi derivacemi) Ss1 € C?
{zi,gi,m; =g, 1=0(1)n+ 1}, m; - nezndmé hodnoty prvni derivace .

Myslenka - najit je tak, aby v uzlech splajnu byly spojité i druhé derivace.

Lokdlni reprezentace pro x € (x;,x;11) (je stejnd jakou Ssg ) lokdlni
reprezentace,
Sz () = (1 = @)*(1 +29)gi + ¢°(3 = 20)gi1 + hag(1 = P[(1 — @) — qmap1]-  podminky
Spojitosti

Podminky spojitosti pro druhou derivaci (CC) dostaneme srovnanim hodnot druhych
derivaci pro sousedni segmenty ve spole¢ném uzlu z;, i = 1(1)n zleva, zprava:

(CC)  himi_y + 2(h; + hi1)m; + hi1mips = S[hi_lg”lh_ Ji | p, % }: i1
1 7—1

1 1
é(mi_l +4m; + miyq) = ﬁ(giﬂ —¢gi), i=1(1)n pro ekvidistantni uzly

(vaZeny pramér hodnot derivace spocitanych formuli numerické derivace).
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Dvé okrajové podminky (BC) (pocet parametri m; = pocet CC +2 ) - - - dopliiuji
soustavu (CC) k jednozna¢nému urceni hodnot m; a celého splajnu.

Typy (BC) - mgy, m,1; druhé derivace ; periodi¢nost; not-a-knot conditions
Aproximacni vlastnosti kubického interpolujiciho splajnu :

19519 = 9)Plloo < CH*gW |00, 7 =0(1)3, Co = 5/384
Lokalizovany vliv zmén dat ¢;, BC' (vyznamnéj$i zmény v nebliZ§ich intervalech).

Matlab - interp1(spline, pchip), csape;
SplineToolbox - csapi - umoziuje pocitani i se splajny vyssich stupiiil.

interpolace splajny, polynomem plO

data 1 T
ok spline -
— shape—preserving
10th degree

N

obr.8 interpolace kubickym splajnem, polynomem P

Kvadratické splajny Sy (z) € C* - maji spojité prvni derivace ( [9])
Jednoducha sit’ uzli (interpolace v uzlech splajnu) vede ke splajnim s netlumenym
Sifenim zmén (chyb). Lokdlni reprezentace

’ (LR) Sor(z) = (1 — q)2g; + ¢*gis1 + hiq(1 — @)my,  my; = Shy ()

s nezndmymi hodnotami derivaci m; vede srovnanim hodnot derivaci k podminkdm
spojitosti  (C'C) m; + mip1 = 2(giv1 — 9i)/hi, i = 1(1)n,
ze kterych miZeme - napf. pfi zvolené hodnoté m, - spocitat ostatni hodnoty derivaci.

Po oddéleni uzld splajnu x; a bodi interpolace ¢;, x; < t; < w11, d; = (t; — x;)/h;
a hodnotami ¢; = ¢(¢;) dostaneme lokdln{ reprezentaci splajnu

(LR) So1(w) = gi + hi(q — di)[mi + %(CI + di) (mig1 — my)],

s podminkami spojitosti prvnich derivaci

(cao) m;_1 + 6m; +m;1 = 8(g9; — gi—1)/h;  pro ekvidistantni sit}

pfidanim 2 BC do (CC) dosdhneme jednoznacnosti interpolujiciho splajnu.
Diagondlni dominance matice soustavy podminek (CC)+(BC) v tomto piipadé vede
k lokalizovanému vlivu zmén dat na pribéh celého splajnu.

Aproximaéni vlastnosti: ||g — Sg|lec < CK3||g" |00, K = max;{t;s1 — t;}.

Poznamky:
Pfi interpolaci integralnich stfednich hodnot kvadratickym splajnem (se vhodnou lo-
kalni reprezentaci - viz [9]) dostaneme opét diagondlni dominanci, lokalizaci vlivu
jejich zmén.
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Moznosti jinych lokélnich reprezentaci - viz [9].

Lokalni reprezentace splajni vyssich stupnid a odpovidajici podminky spojitosti -

viz [9].

Jiné ulohy - interpolace derivaci, obecnéji - hodnot linearnich funkcionali .

Pri obecné poloze bodu interpolace miizeme pouZit interpolaci parametrickym splaj-
nem (splajn pro kazdou slozku takové kiivky ve 2D, 3D - viz ddle).

Vyhody pouzivani lokdlnich reprezentaci pfi stdlém stupni splajnu - jednoduchost al-
goritmu.

Nevyhody - pii potiebé ménit stupeni splajnu (pro dosazeni potiebné presnosti, vhod-
nych tvart kfivky) je tieba pouZivat jiné algoritmy, odpovidajici zvolenému stupni.
Vzhledem k poctu koeficientd a podminek interpolace se ponékud lisi okrajové pod-
minky pro splajny sudych a lichych stupiiti ( viz [9]) .

Software pro interpolaci splajny:
V programovych systémech najdeme nejcastéji zabudovany tzv. pfirozené kubické software
splajny, které dopliiuji podminky interpolace nulovymi hodnotami druhych derivaci
na okrajich sité uzlia splajnu.
Matlab - interpl - spline, Basic Fitting; Spline Toolbox - csapi, csape, spapi; splinetool
Maple - CurveFitting -spline; pouziva kubické splajny, vypisuje jejich lokdlni Casti.
Mathematica - InterpolatingFunction, SplineFit

4.2 Bazové splajny = B-splajny

V priibéhu 20.stoleti byly nalezeny lokalni reprezentace splajnti 1.-10. stupné a odpo-
vidajici podminky spojitosti splajnu. Hledal se ovSem i jednotny pfistup ke konstrukci
splajnti riznych stuprtit - zkoumaly se ”cut powers” (z— xj)’f;, “fundamentalni splajny”
s vlastnosti lagrangeovych koeficientil - oboji ale byly spojeny s jistymi problémy v re-
alizaci potiebnych algoritmt. Vhodnym jednotym piistupem ke zpracovani algoritmut
pro pocitani se splajny rtiznych stupiia se ukdzaly byt B-splajny (zkratka pro bazové
splajny - C. de Boor, [1]), které pro zadanou neklesajici (a zpravidla vhodné rozsi-
fenou) posloupnost uzld splajnu {y;} (jejich ndsobnost zmensuje hladkost v daném
uzlu) a zvoleny stupei splajnti tvoii bazi prostoru vSech takovych splajnt (viz [1],

[9D .

Bazové splajny : Pdvodni definice C. de Boora s pomérnou diferenci “’cut powers”

(vhodnd k odvozeni fady vlastnosti B-splajnili) pouZiva termin

” spline order ~ fad splajnu = k£ = stupeii splajnu +1 7, &k > 2; definice
kazdému uzlu y;, ¢ € Z splajnu odpovidd B-splajn fadu £ > 2

sz@) = Yirk — Y)[Yis Yirr, 5 Yign) (8 — x)ﬁ_l

definovany pomociuzll y;, . . ., y;.x apomérné diference funkce (t—x)ffl vzhledem
k proménné ¢.

Kazdy takovy B-splajn je po ¢astech polynomickou funkci (pp funkci) a proto i kazda
jejich linedrni kombinace je pp-funkci.

Vlastnosti B-splajni vlastnosti

1. BF(z) € C*72, je to pp-funkce stupné nejvys k — 1,
jejim nosi¢em je interval (y;, y;ix)-

2. Bf(x) >0, >yBF(z)=1 Vo eR
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3. Linearni kombinaci B-splajnt stejného stupné na dané siti
dostaneme splajn téhoz stupné s(z) = ., b; BF ()
{BF(z)}, tvoif na dané siti uzli bazi linedrniho prostoru splajnii
fddu nejvyse k£ (stupné k — 1) . (Curry - Schoenberg)

4. Rekurzivni generovani B-splajnii rliznych stupiiti - zaklad implementaci

Lo 2 € (Y Yir)
1 _ s Ji+
Bi(x) = { 0o - jinak ’

=Y k-1 Yiek =L g1
(=) Yitk—1 — Yi (@) Yitk — Yit+1 +1( )

Pro celo¢iselnou ekvidistantni sit  y; =i, (B* = BE) plati

x k—x
Bk: — Bk:—l _Bk—l -1
(0) = B @) + T B = 1)
5. Derivaci (integraci) B-splajnu dostdvdme B-splajn niZ$iho (vyssiho) stupné

& R VA el
— > bBf b By by =+—"1
da? zl: (€)= ZZ: (). & Yitk—j — Vi

Podobné rekurentni vztahy plati i mezi B-splajnovymi koeficienty splajnu a ko-

eficienty jeho primitivni funkce ( [1] [9], str. 115).

Na celociselné siti uzld splajnu y; = j, 7 =0,1,2,--- dostaneme z definice

B*(x) = B(x) _1,2 () .

Ptiklady:
Pro kvadraticky a kubicky B-splajn na takové siti tak dostaneme explicitni predpisy
s’ z e (0,1)
1
sy ) 3(=227 —1—695—3) x € (1,2)
B(x) 13— z)? z € (2,3)
0 jinak
57’ € (0,1)
%u3—qx—nﬂ:%@—1m+dm¥—mﬂ €(1,2)
B'(x) = sl(4—2)* —4(3 — 2)’] € (2,3)
g(4—a)° € (3,4)
0 Jmak

Odtud miizeme spocitat napf.
B3(1/2)=1/8, B3(1)=1/2, B3(3/2)=3/4 asymetricky pro = = 2,5/2,
B*(1/2) =1/48, B*(1)=1/6,B*3/2) =23/48, B*(2)=2/3,--

Poznamka:

V literatufe najdeme Casto také jiné oznaceni bazovych splajnt :

N{(z) - bdzovy splajn stupné d , index i ~ stied nosice.

Pfiklad - linearni splajn na siti jednoduchych uzlti z;,i = 0(1)n + 1,
si(x) = >0, aiNj'(z), Nj(v)= B} (),

Matlab - Spline Toolbox (bsplidem ) - ptiklady B-splajnti na zvolené siti.
Maple - BSpline ,

Mathematica - SplineFit
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obr. 9  bazové splajny na celociselné siti a jejich segmenty

4.3 Interpolace B-splajny

Formulace ulohy: pfi zadanych datech
{y; }4F - uzly splajnu (rozsifen4 sit, ptipadné vhodné znasobené krajni uzly),
{ti, 9:}1_o - body interpolace (v obecné poloze), ptedepsané funkéni hodnoty

najit interpolacni splajn daného stupné v B-splajnové bazi, spliiujici podminky

(CI) — podminky interpolace s(t;) = g¢; - - - Z bij'.“(ti) =g, 1=01)n
J

9

Po vypoctu koeficienti b; miZeme k vysledny tvar najit a vykreslit napf. pomoci

funkce spcrv v Matlabu.

B-splajnova reprezentace umoZziiuje feSeni ulohy interpolace s obecnéj$im rozlozenim

bodi interpolace mezi uzly splajnu :

Véta (Schoenberg-Whitney): Nutnou a postacujici podminkou jednoznac¢né fesitelnosti

této dlohy (v zdvislosti na geometrii sit€ bodi interpolace a uzla splajnu) je ([1]) resitelnost

det[BE(t)] £ 04 BEE) 20 (& yi <t < g

Tvarové vlastnosti splajnti v B-splajnové bazi ( Variation diminishing property) :

Pocet znaménkovych zmén splajnu s(z) je mensi nebo roven poctu znaménkovych

zmén v posloupnosti {b;} jeho B-splajnovych koeficientd. tvarové
Pro kubicky splajn Ss3; : z monotonnosti posloupnosti {b;} plyne monotonnost splajnu  viastnosti

Pocitacové prostiedky:

Matlab - interpl, spline; SplineToolbox spapi, csapi, csape, ...

Maple - CurveFitting[spline], BSpline, BSplineCurve

Racionalni B-splajny

RY(x) = w;Bf () /(32 w; B} (x)), w; - - - vahové koeficienty

(umoZznuji lepsi vystiZzeni slozitéj$ich tvarti); pozivané u NURBS - kiivek  ( [4]).
Extremalni vlastnosti interpolacnich splajnu: a = x¢, b = z,,1;{9; = g(z;)}

S11g  minimalizuje oscilace fj(f’(x))zdx V- fz) = g

Ss30g  minimalizuje kiivost f;(f”(x))de V- flz) =g, [fl(z) =4 jiné
)

Ss1g  minimalizuje k¥ivost ff(f”(x) 2de Nf-- f(x) = g viastnosti

"

(pfirozeny splajn - S%,(a) = S, (b) =0, funkce spaps ve SplineToolboxu )
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So1(x ) minimalizuje Ik *(f/(z))*dx pfi interpolaci stfednich hodnot
= (1/hi) [, g(x)dz

Vyhlazovacn splajny - minimalizuji funkciondl (kombinace hladkosti a interpolace)
b
1= [ e + 3wl o)’

Jiné typy splajnd ([9]):
L-, Lg- splajny; trigonometrické , exponencidlni, hyperbolické splajny.

Varia¢ni teorie splajni (zaloZend na extremalnich vlastnostech, rozsifuje tfidy splajno-
vych funkci, vyZaduje znalosti funkciondlni analyzy).

Matlab - interpl- spline; Spline Toolbox - spapi, spape,spaps, csaps, bspline, spcrv ,
Curve Fitting Toolbox

Maple - BSpline, BSplineCurve, CurveFitting[ BSpline],

Mathematica - Splines Package (SplineFit, SplineFunction, Spline)

4.4 Aproximace metodou nejmensich étverci - MNC (LSQ)

Obecnd myslenka metody: aproximace ¢(x) minimalizuje stfednékvadratickou od-
chylku od vstupnich dat (diskretni data, funkce). Tato odchylka d je zpravidla defino-
véna pro diskretni data [z;, y;] nebo pro funkci f(x) na intervalu pfedpisy

- S ulgle) —ul = [ @) - f@)Fd

s vahovymi koeficienty w; > 0, vdhovou funkei w(z) > 0.
Obecny model v hilbertovském prostoru (viz [12], I, str. 622):
Symboly: skalarni sou¢in (f,g), norma | f| = (f, f)¥/?, w(x) - vahova funkce.
Diskretni data v, gi -+ (yi, 9i) = D vigis

NP b
spojity pfipad - - - (f,g) = [, w(x)f(v)g(z)dx.
Linedrni prostor funkei s bdzi {f;, i = 0(1)m}, aproximace ¢ =~ g, =Y . aifi,
sttedn&kvadratickd odchylka d* = ||g — g,,|| — min (jako funkce koeficientd a; ).
Minimalizace d? vede k vypoctu koeficientd a; z normdlni soustavy

n

Zai(fi7fj) (9, f;), 3 =0(1)m

i=0
Konkretni forma skaldrniho soucinu odpovida spojité, diskretni tloze.

MNC s pouzitim polynomi - Gasto pouzivany postup (linedrni regrese ve statistice).
Data {z;,y;},7 = 0(1)n; zvolend baze {27}, j =0(1)m <n
(m =mn--- interpolace)

(NS) Za,Zx”k Zy] xi,  k=0(1)m
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Priklad:

Pro aproximaci diskretnich dat [z;,y;], 7 = 0(1)n s vdhovymi koeficienty w; =1
linedrni funkci (pfimkou) g(x) = a + bx ve smyslu MNC dostaneme pro koeficienty
a, b normalni soustavu

(n+ 1)a+bZ:z:j = Zyj, aZ:cj +be? = ijyj.
=0 =0 =0 =0

Jj=0

Pro aproximaci funkce f(x) na intervalu (a,b) polynomem g(z) = a + bx + cz?
S Véhovou funkci w( ) mé normélni soustava tvar

a f dx + bf - adr + cf; w(z) - 2?dr = fabw(:c)f(x)dx,

afa :L’d:L‘-f-bfa (x) -xdeqchabw(x) cxddr = f;w(x) cx - f(x)dx

a fabw(x) - x?dx + bfabw(x) - a3dx + fabw(:v) catdr = f:w(ac) 2 f(x)dx

Vlastnosti matice (NS) pro polynomy: jejich Spatnd podminénost pro polynomy vyssiho
stupné vede k nepfesnym vypoctim koeficientd aproximace.

Pouziti OGS polynomt, funkci, B-splajnil vede na pasové matice, dobrou podminénost.
Matlab - polyfit pro polynomy, spap2, spaps - pro spojitou verzi, splajny.

Maple - CurveFitting[LeastSquares]

Mathematica - Fit (MNC se zvolenou bazi)

interpolace a aproximace funkce sin(x) polynomy p9, p5, p3

obr. 10 interpolant a aproximace MNC z 10 hodnot funkce sin(x)

Pouziti splajni v MNC - (pouZivd se bazovych splajni s rozsifenou siti):

Situzld {y;},i =0(1)m +k ---{BF(x)}, i=01)m, s(z)=>_alBF(x)
Normdlni soustava pro koeficienty B-splajnu aproximujiciho data (funkci) g
ve smyslu MNC (matice je pasovi - §itka souvisi se stupném splajnu)

: (NS) Za (BF,B¥) = (¢9,BY), j=01)m

v/ oz

(viz [1], [9]; Casto se pouziva tzv. normahzovanych B-splajnti ¢islovanych podle stiedu

nosice a stupné polynomu - napi. N? = B} ).
Postup vypoctu ve spojité verzi: vypocet prvkd matice soustavy (integrdly), vektoru
pravé strany soustavy, feSeni soustavy, splajn v B-splajnové bazi. (Matlab - spap?2)

Chyba aproximace:
lg = Saillo < CsH 9Pl llg = Sulla < CLH 19" l2
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Diskretni verze: Pfi zadanych uzlech splajnu a jeho stupni je tim uréena B-splajnova
baze prostoru splajnli (pocet jejich funkci). Pfi zadanych hodnotich t;,g; a jejich
rozmisténi pak skaldrni souciny (N;", Ni*) = > N™(t;)Ni"(¢;) se redukuji na
soucet soucinli hodnot v bodech ¢; leZicich v priniku nosi¢d N;”, N;" . Matice
normdlni soustavy je tedy opét pasova. Volbou uzli splajnu a jeho stupné tak mizeme
ovlivnit vysledny tvar aproximacéniho splajnu.

Poznamka: ve Spline Toolboxu Matlabu a jinych zdrojich najdeme i dal$i druhy
splajnd. Vyhlazovaci splajny (kombinace MNC a kriterii kfivosti) jsou v Matlabu
implementovany ve funkcich spaps, csaps.

4.5 Interpolace a aproximace parametrickymi kiivkami

Slozit€jsi kiivky ve 2D, kde jedné hodnoté proménné x mize odpovidat vice hodnot
y ( a mohou vzniknout smycky, priseciky), nebo kiivky ve 3D se nedaji popsat
explicitnim pfedpisem - popisuji se v jinych typech soufadnic, nebo (nejcastéji) jako
parametrické kiivky.

Interpolace

Chceme-li proloZit obecné rozloZenymi body v roviné nebo v prostoru kiivku, pak i pro
interpolant pouZijeme (pfi zvolenych bazovych funkcich) jeho parametrickou formu,
podobnou ve 2D, 3D.

Parametrickd kiivka ve vektorovém tvaru r(t) = [x(t),y(t), 2(t)], t € I

bude interpolantem v bodech s parametry {t;},i =0(1)n---P; = [z}, y;, 2],

jestliZe spliiuje podminky interpolace v kazdé slozce -

x(t;) =z, y(ts) = yiy 2(t;) = 2z, i =0(1)n.

Pouzivané tiidy interpolantd jsou opét polynomy, splajny, jiné vhodné funkce .

Po zvoleni vhodné baze pro interpolant pfedstavuji pak podminky interpolace soustavu
3(n + 1) rovnic pro vypocet stejného poctu koeficientli interpolanti v jednotlivych
slozkéch ( ve 2D to bude soustava 2(n+1) rovnic). Po vypoctu koeficientli interpolantu
pro kazdou slozku je pak mozné jej vykreslit jako parametrickou kiivku .

Vysledny tvar parametrické kiivky zavisi také na zvolené parametrizaci. Pouzivané
zpusoby jsou pfirozena parametrizace (délka oblouku - ¢asto ale nezndma)a jeji apro-
ximace - délka polygonu spojujiciho body interpolace od pocatecniho bodu; celo¢iselna
parametrizace posloupnosti bodi interpolace.

Uzavienou kiivku dostaneme ztotoZznénim prvniho a posledniho bodu interpolace.

Ve 2D miiZeme u explicitniho pfedpisu pouzit jednoduchou parametrizaci predpisu

y=[f(x): — x=t y=[(1)
nic, délky oblouku.
Ve 3D - nemdme explicitni pfedpis pro kiivku; nejcastéji jde o parametrické kiivky
(parametry mohu byt nékteré ze slozek ve sférickych, valcovych souradnicich).
Celkovy postup pfi interpolaci parametrickymi polynomy:

Ocislovani bodi interpolace, volba parametrizace, vypocet interpolantu pro kazdou

sloZku, vypocet jejich hodnot na dostate¢né husté siti hodnot parametru, vykresleni
parametrické kiivky.
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obr. 11 interpolace parametrickou kfivkou - rizné parametrizace

Priklady:

Interpolace parametrickymi polynomy ve 2D, 3D (stupeni = pocet bodii -1).

Na obr. 11 je polynomicky interpolant s celo¢iselnou parametrizaci bodl a s paramet-
rem délky polygonu. V obou piipadech se projevila Spatnd podminénost soustavy pii
vypoctu koeficienti.

Graf linearniho interpolujiciho splajnu dostaneme spojenim bodi interpolace tseckami.

Kvadraticky, kubicky interpolujici parametricky splajn: pomoci algoritmi v jedné pro-
ménné spocitdme parametrické sloZky (mdme moZznost volby okrajovych podminek),
z nich vykreslime 2D-3D kiivku .

Hermitliv parametricky splajn pro rovinnou kiivku  ([9], str. 177)

r(t) = [z(t),y(t)] s derivacemi ¥ = [&(t),y(t)] pfedstavuje dvojici splajnt
Sso(z,t), Sso(y,t) interpolujicich na siti ¢, P, = [z(¢;),y(¢t;)] hodnoty
[z, 2(t;)], [vi,9(t;)]. V intervalu (t;,¢;.;) miZeme tento splajn Sso(f) zapsat
vektorovou rovnici ( P} - vektor derivaci)

Sa2(t) == 1;(t) = u1(q)P; + u2(q)Pis1 + (tis1 — &) [v1(Q)P; + v2(q) Pl ],

)P
q=(t—t)/(tis1 —t;), wlq )—1+q (20 —3), wua2(q) = ¢*(3 —2q9),
v1(q) = q(1 — q)?, vg(q) = —¢*(1 —q) (hermitovské bazové funkce).

K interpolaci ve 2D jinymi typy funkci, hermitovské interpolaci mizeme pouZit pro-
stfedkll v systému Mathematica (InterpolatingFunction, InterpolatingPolynomial).
Metoda nejmenéich étvercﬁ (LSQ)

vhodné posoudit a zformulovat stfedné¢kvadratickou odchylku kiivky od dlskretmch
dat.

Jeden z moZnych postupti ve 2D: sestrojit parametricky interpolant slozky x(t) ,
aproximaci (MNC) pro slozku y(t) ve stejné parametrizaci. Vyslednou aproximacni
kiivkou bude parametricka kiivka [z(t),y(t)] (viz obr. 12).

Problémem bude v tomto piipadé€ najit uzavienou aproximacni kiivku.

Poznamka: Metoda nejmensich ¢tverci ve vice dimenzich je spojena s fadou
problémd. Jednou z jednodussich linedrnich tloh s aplikacemi napf. ve statistice a
linearni algebfe je nédsledujici problém s feSenim soustav linedrnich rovnic.
Aproximace prostorovych dat [x;,y;, z;] rovinou ax +by +cs+d=0
vede na feSeni preurcené soustavy linedrnich rovnic az; + by; + cz; +d = 0.
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aproximace polygonu polynomy p2, p3, p5
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obr. 12 interpolant x(t), aproximace MNC pro y(t) — P», Ps, Ps

Jejim feSenim ve smyslu MNC je vektor s minimdlni velikosti normy residua - ten
muiZeme najit prostfednictvim singularniho rozkladu matice této soustavy (SVD -
singular value decomposition), nebo napiiklad pouzitim zpétného lomitka x = A\ b
pro feSeni takovych soustav v Matlabu.

Kontrolni otazky

1

10.

11.

. Zformulujte iilohu interpolace dat krivkou ve 2D, 3D.
2. Jaké jsou zdkladni metody pro resent iilohy interpolace ?
3.
4

. Kdy zvolime k interpolaci dat trigonometricky polynom, kombinaci exponencidl-

Kterou 7 metod zvolime pro interpolaci dat uzavienou kiivkou ?

nich funkci ?

Zformulujte vilohu hermitovské interpolace a metodou neurcitych koeficientii
odvodte explicitni formule pro hermitovské koeficienty h;(x), h;(x).

Jakd je definice kubického splajnu a ¢im je takovy interpolujici splajn jedno-
znacné urcen ?

Aproximuje takovy kubicky splajn i prvni derivace, pokud jsou data vzata z hladké
funkce ?

Jak postupujeme pri feseni iilohy interpolace pomoci B-splajnii ?

Zformulujte ilohu aproximace diskretnich dat polynomem ve smyslu MNC.
Popiste podrobnéji postup pri vypoctu takové aproximace: data, predpis aproxi-
mace - stuperl polynomu; vypocet koeficientii v NS, jeji feSent, vypocet funkcnich
hodnot aproximace pro grafické zndzornéni, strednékvadratickd odchylka).

Zformulujte iilohu aproximace funkce definované na intervalu polynomem ve
smyslu MNC.
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10.

ﬁkoly k textu
1.

Pro diskretni data ze zvolené funkce nakreslete rovinnou interpolujici kfivku
(explicitni) a porovnejte jejich grafy v zavislosti na poc¢tu a rozloZeni bodu
interpolace a vlastostech zvolené funkce.

Pro slozitési parametrickou kfivku sestrojte jeji parametricky interpolant a po-
rovnejte jejich grafy v zdvislosti na volbé bodi interpolace .

. Pro obecné rozlozZeni bodi ve 2D, 3D porovnejte jejich parametrické interpolanty

v zavislosti na jejich uspofddani, na zvoleném zptisobu parametrizace.

Pomoci vhodnych bodi interpolace nakreslete jako interpolant pismeno, inicidly
jména (parametricka kiivka - vliv volby bodi ).

. Porovnejte pribéh interpolantt vétsitho poctu stejnych dat polynomem a kubic-

kym splajnem (pfipadné hermitovskym splajnem pomoci funkce interpl-pchip
v Matlabu).

Napiste explicitn{ definice B-splajnii B%(z), B5(x) na celo¢iselné siti.
Nakreslete jejich grafy.

Na stejnych datech srovnejte pouziti interpolace polynomy, splajny s rtiznou
parametrizaci.

Najd&te grafy aproximaci MNC stejnych dat linedrnim, kvadratickym, kubickym
polynomem, sledujte jejich odchylky.

Spocitejte a srovnejte pro zvolenou funkci jeji aproximace polynomy riznych
stupnd.

Vyzkousejte si konstrukci aproximaci diskretnich dat MNC ve 3D parametrickou
kfivkou.

Prostfedky: CurveFitting, Basic Fitting, Spline Toolbox, ... Matlab
Maple, Mathematica
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4.6 Bezierovy krivky - urc¢ené kontrolnim polygonem

Predeslé postupy konstrukce aproximacnich kiivek vychdzely z pfesné formulovanych
kriterii pro hledanou kfivku (interpolace, minimélni odchylka). V poslednich deseti-
letich se s vyvojem pocitaci zacaly realizovat algoritmy pro konstrukci kfivek jen na
zakladé jejich tvaru a vlastnosti viditelnych na obrazovce, s moZnosti jejich zmén pou-
zitim jednoduché interakce . Tento interaktivni pristup k tvorbé€ aproximacnich kiivek
(Casteljau, Beziere - konstrukce karoserii) nema pozadavek na interpolaci, minimali-
zaci odchylky (uplatiiuje se zkuSenost konstruktéra).

Dava moznost zmény tvaru kifivky zménou bodl kontrolniho polygonu v okoli poza-
dované zmény.

Tento pristup je realizovan v Cetnych grafickych systémech, které pak nepozaduji od
uzivatele podrobnéjsi znalosti vlastniho algoritmu a pouZitého matematického aparatu.

Bernstejnovy polynomy

Pti konstrukci Bezierovych kfivek a ploch se jako bdzovych funkci pouZiva Bernstej-
novych polynomt, které byly pouZity jiz koncem 19. stoleti v konstruktivnim diikazu
Weierstrassovy véty o nejlepsi aproximaci spojité funkce polynomem.

Bernstejnovy polynomy stupné n maji jednoduchy predpis

]

BlMt) = (77)#'(1 —t)"" i=0(1)n, te€]0,1].

Piiklady : B?(t) =2t(1—t), Bi(t)=1t* Bs(t)=3t*(1—1).

Vlastnosti Bernstejnovych polynomii (plynou snadno z definice):
Bi(t)>0, > BMt)=1 Vte(0,1];
i=0

Symetrie: B .(t) = BM1—1)

Rekurze: Bl t) = (1 —t)B! ' (t) + tB!\(t)

je generujici rekurzi (napt. B(t) = 3t(1 — ) = (1 —t) - 2t(1 — t) + t(1 — £)?),
kterd umoziuje efektivné pocitat funk¢éni hodnoty téchto polynomii.

Polynom B!'(t) md maximum v bodé ¢; =i/n. (viz Matlab, bsplinedem)
Piiklad: n =3---1,4/9,4/9,1 (vizobr. 13); n=4:---1,(3/4)%,3/8,(3/4)% 1.

Bezierova kiivka stupné n s kontrolnim (¥{dicim) polygonem {V;, i = 0(1)n}.
Kontrolni polygon v roviné generuje rovinnou kiivku, ve 3D pro prostorovou kiivku;
zpravidla predstavuje hruby obrys poZzadované kiivky.

Bezierova kfivka s timto kontrolnim polygonem je definovana parametrickym (vekto-
rovym) predpisem ( [4], [2],[6], [13], [11])

C'(t)=)Y_ B'(t)V:, t€[0,1], V;€2D,3D
=0

Vlastnosti Bezierovych krivek

1. Kf¥ivka zacind v bodé V, a konéi v bod€ V,, (end point interpolation);
leZi celd v konvexnim obalu kontrolnich bodid (convex hull property).
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Bernstejnovy polynomy Bi3
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obr. 13 BernS$tejnovy polynomy 3. stupné

Obecné neinterpoluje v kontrolnich bodech, jen zhruba sleduje pribéh kontrol-
ntho polygonu. Je invariantni viici afinni transformaci soufadnic (transformaci
kifivky miZeme provést transformaci kontrolniho polygonu a opakovanim algo-
ritmu pro jeji vykresleni).

’ acn acn

i), Vo [ =t
(smér te¢nych vektort na okrajich k¥ivky splyva s krajnimi dseckami polygonu
- end point tangent property).
Podobné vztahy plati i pro vyssi derivace (m-ta derivace v krajnim bod¢ zavisi
na poloze m sousednich bodil).

Tyto vztahy jsou disledkem formule pro prvni derivaci v obecném bodé

dC" = n—1 1 1
d Z B (t)V;, Vi =n(Vis1 —Vy)
=0

Vv,

a podobné (opakovanim) pro vyssi derivace (viz [11], str. 162).

3. Bezierova kiivka se ve svém priibéhu mimo okraje fidi zhruba svym kontrolnim
polygonem. Jsou-li vSechny vrcholy na piimce, je kiivkou tsecka.
Variation diminishing property: kazda ptimka protina tuto kiivku nejvys tolikrat,
kolikrat protind jeji kontrolni polygon .

4. Vliv zmény polohy jednoho kontrolniho bodu kles4 s rostouci vzdalenosti od né;.

5. Pfidani dalSich bodl uvnitf kontrolniho polygonu (zvySeni stupné polynomu)
umozni l1épe vystihnout poZadovany tvar; snizeni poctu kontrolnich bodi (stupné
polynomu) pii jednodussich tvarech sniZi pracnost vypolti (degree elevation,
reduction). Pfi zvySovéni stupné se kontrolni polygon a jeho Bezierova kiivka
k sobé& priblizuji.

Z:akladni konstrukce Bezierovych krivek - primy a rekurentni algoritmus

Kvadraticka rovinna Bezierova krivka s kontrolnimi body (polygonem)
V., = [x;,y], i = 0,1,2 (parametricka kfivka - vektorovy a maticovy zdpis vztahu
mezi polynomickou a Bezierovou reprezentaci kiivky)

1 0 0 To Yo
C(t)=(1—t)*Vo+2(1 =)tV +*Vy=[1,t,1*] | =2 2 0 T Y
1 -2 1 T2 Y2
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Pro vykresleni - na dostate¢né husté siti pro t € [0, 1] spoéitat soufadnice x,y ,
vykreslit jako parametrickou kiivku - parabolu.

Kubicka prostorova Bezierova krivka s kontrolnim polygonem V, Vi, V5 Vs
vektorovy zapis  C3(t) = (1 — )3V + 3(1 — )%V + 3(1 — £)t*Vy + 13V3,

1 0 0 O To Yo <o

-3 3 0 0 x Z

o B 5 3 1 Y1 2
C(t) = [x(),y(1), 2()] = [LEEET | 37 o 3 o] | 4, Y2 2
-1 3 =31 T3 Ys =3

(maticovy zapis: pozor na odliSny zapis formuli v literatufe pii opacném poradi mocnin
e [t37t27t7 1] )

UkaZte ptiklady takovych kiivek vypoctem podle predeslé definice nebo nasledujicim
algoritmem.

Pomoci odpovidajiciho tvaru kontrolniho polygonu madme moZnost vystiZzeni sloZit&j-
Sich tvard - smycky, $picky, inflexe.

<2 (® <2 (®

0
H
0

O P N W dM 0 O N 0O O
T T T T T T T T

obr. 14  Bezierovy kiivky 2. a 3. stupné

Generovani bodu Bezierovy krivky rekurzi ( algoritmus - de Casteljau):
Definujeme V(t) = V;, t € [0,1], i = 0(1)n,
postupné pro 7 = 0(1)n — 1, i = 0(1)n — r — 1 pocitdme rekurzivné

VIt = (L= ) V(1) + Vi, (1),

Pak pro bod kiivky plati C"(t) = Vy(t).

Vedlejsim vysledkem je rozdéleni kiivky na dvé ¢asti s kontrolnimi polygony
VIVE---Ve oa VeVt ve

(subdivision - umoZiiuje upravovat ddle jen jednu z ¢asti kiivky ).

Pouziti: kresleni Bezierovych kiivek pomoci uvedenych algoritmi (rendering)
na dostate¢né husté siti hodnot ¢ € (0,1) ;

moznost experimentovat - sledovat vliv rozloZeni kontrolnich bodi na tvar kfivky, vliv
zmény polohy jednoho bodu.
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Interpolace kubickou Bezierovou kfivkou:

C3(t) = (1 —t)3Vo+ 3t(1 — )2V + 3t2(1 — )V, + 13V

Uloha: pfi zadanych 4 bodech interpolace  P; = [(3), y(4), 2(5)], j = 0,1,2,3
hleddme nezndmé body kontrolniho polygonu, odpovidajici hodnotdm parametru
[to, t1, 2, t3] = [0,1,2,3]/3 (odpovidaji bodim extrémt B?(t) )

tak, aby byly splnény podminky interpolace v jednotlivych sloZkach

C(O) - VO = PO
C(é) = %Vo + §V1 + §V2 + %V:& =P
Ci)= 5VotsVi+5Va+ Vs =Py
C(l) == V3 == Pg

Pro kazdou slozku kiivky tak je tfeba fesit soustavu 4 rovnic se stejnou matici a pravou
stranou odpovidajici hodnotdm bodu interpolace v této sloZce (mozZno fesit maticove).

3D Bezierova krivka Coonsova kubika

obr. 15 a) prostorové Bezierova kiivka b) sloZzend Coonsova kubika

SloZené Bezierovy krivky

S rostoucim po¢tem kontrolnich bodii roste i stupeii polynomd v jednotlivych slozkdch ~ C-k#ivka
Bezierovy kiivky. To vede jak k vétsi vypocetni ndro¢nosti, tak i k pfipadnym oscilacim

kiivky. Proto se Casto pouzivé sloZzenych Bezierovych kiivek, které dostaneme sloZe-

nim celé kfivky z jejich jednodussich segmenti, vzniklych z odpovidajiciho rozdéleni

kontrolniho polygonu. SloZzena Bezierova kiivka je tedy specidlnim typem splajnu (tak

J1 uvadi napt. Mathematica ve funkci SplineFit).

SloZend kvadratickd Bezierova kiivka s lichym poctem kontrolnich bodui

V;, 1=0(1)2m vznikne rozdélenim kontrolniho polygonu na segmenty

{Var, Va1, Varaot. KdyZ v kazdém z nich sestrojime odpovidajici kvadraticky — C'-kFivka
Bezieriv polynom, pak spojenim téchto segmentii dostaneme (viz vlastnosti BP) po
¢astech kvadratickou, spojitou parametrickou kfivku. Spojitosti derivaci v bodech styku
segmentd dosdhneme, kdyZ bod Vs, bude stfedem tsecky V.1 Vari1 . Pro geo-
metrickou spojitost GC? (stejnd smérnice tecny) stadi, aby bod Vo lezel uvnitt této
usecky (jeho poloha ovSem lokaln€ ovlivni tvar kiivky) .

Takova sloZend kvadratickd Bezierova kfivka je tedy ur¢ena krajnimi body a vnitfnimi
body s lichymi indexy - ostatni se ur¢i z podminek spojitosti derivace ([9], [4])

Dalsi vlastnosti takové kiivky:

a) Jsou-li urcujici kontrolni body vrcholy konvexniho polygonu, je i kiivka konvexni.
b) LeZi-li nékolik sousednich kontrolnich bodu na pfimce, jsou i odpovidajici segmenty
pfimkové.
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SloZend kubickd Bezierova kiivka s kontrolnimi body V;,i = 0(1)3m

Na kazdém segmentu {Vj;---V3,,3} je definovdna jednoduchd Bezierova kiivka.
Jejich spojenim dostaneme jen spojitou kiivku v bodech styku. Spojitosti prvnich de-
rivaci mizeme dosahnout opét kolinearitou krajnich dsecek sousednich kontrolnich
polygont. Spojitosti druhych derivaci mizeme dosahnout dals$i podminkou na kon-
figuraci kontrolnich bodt (viz [9], str. 184) - celkové tak mGzeme volit jen m + 3
vrcholy kontrolniho polygonu, ostatni je tfeba spocitat z podminek spojitosti prvnich a
druhych derivaci.

Bezierova kfivka na intervalu t € (to,t;) - Uprava reparametrizaci ( [11], str. 168)
Uzavriené kiivky - jejich spojitosti a hladkosti 1ze dosahnout vhodnou volbou kontrol-
nich bodu (pfipadné jejich ndsobnosti).

Slozené kiivky je mozno sestrojit i ze segmentt rtiznych stupiiti.

4.7 Dalsi krivky urcené kontrolnim polygonem

Postupné byly na zdkladé jinych potiebnych vlastnosti zkonstruovdny i dalsi druhy
kiivek urcenych svym kontrolnim polygonem (zpravidla nesou jméno svého autora)-
uvedeme jen nékteré z nich.

Racionalni Bezierovy krivky - viz [13], [11] .

Idea - kazda kuZelosecCka se dd parametrizovat kvadratickou raciondlni funkci (parabola
- polynom, elipsa, hyperbola - racionalni funkce). Proto se za bazi pouZije funkci

RI(t) =w;B}(t)/ > w;Bl(t),  B(t)=> V,R/(t), V,eR’ R’
j=0 =0

(mdme moznost ovlivnit tvar kiivky volbou vdhovych koeficientd w; > 0.)
Vlastnosti raciondlnich Bezierovych kfivek:

Convex hull property , endpoint interpolation, tangent property .

Invariance under affine, projective transformations (using homogenneous coordinates).
Variation diminishing property

De Casteljau algorithm, derivatives ( [11],str.175, [9], str. 185 )

Jednoducha Coonsova kubické kiivka C(t) = .7, Ci(t)V;
s kontrolnim polygonem V7 - - -V, bazovymi funkcemi  Cj(t) > 0, Y. C;(t) =1,

1

C(t) == [(1 =)’V + (3> =6t + 4) Vo + (=3t° + 3> + 3t + 1) V3 + t°Vy]|, te€

6
ma nésledujici vlastnosti (odliSné od Bezierovy kiivky - napf. zacind v tzv. antitézisti)
1
6
1, C(0)=(V3—Vy/2, C(1)=(Vs—Vy)/2

C(0) =

> Cilt)

Algoritmus vypoctu bodi kfivky na (dostatecné husté) siti hodnot parametru ¢ :

(Vl +4Vqy + Vg), C(l) (Vg +4V3 + V4)

|

1 4 1 0 1 Y
-3 0 3 0 T2 Y2
3 —6 3 0 T3 Ys
-1 3 -3 1 Ty Yu

C(t) = [r(t),y(0)] = S[1,1, 7%,

- soustava predpist pro kazdou slozku parametrické kiivky (se stejnou matici).
Geometrickd interpretace - umoziuje snadnou konstrukci sloZzené kiivky.
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SloZend Coonsova kubika s kontrolnim polygonem V;---V, (obr. 15)

vznikne posouvanim kontrolniho polygonu vzdy o jeden vrchol [1-4,2-5, ..., (n-3)-n ]
a pouzitim algoritmu projednoduchou kiivku (koncovy bod segmentu je pocate¢nim
bodem nésledujiciho segmentu, stejnd smérnice teény) - vysledkem je kiivka se spojitou
druhou derivaci (splajn !), ktera lezi v konvexnim obalu kontrolnich vrcholi.
Moznost pouziti ndsobnych uzld, konstrukce uzaviené kiivky ( [13],str. 195).
Fergussonova kubika realizuje hermitovskou interpolaci ve 2D :

P(t) = PoFy(t) + P1Fy(t) + Py F3(t) + PyEL(E)
Fi(t) =22 =3t +1, K(t) = —224+3t%, F(t) =12 =22 +t, Fy(t) =1+
Vlastnosti této kiivky:

P(0) = Py, P(1) = Py, P'(0) = P, P'(1) = P},

Dalsi druhy pouzivanych funkei : uniformni kubicky B-splajn, NURBS

B-splajnové krivky (Integral B-spline Curves - [4], [2], [13])

Bernstejnovy polynomy B'(t) = (7)t'(1 — )"~ jsou specidlnim pfipadem
B-splajnt se dvéma (n + 1)-ndsobnymi uzly to =0, ¢t; = 1.

Podobn& tedy pro B-splajny N”(t) = B"*(t) , kontrolni polygon Vj,---,V,
a uspofddanou sit uzld ¢o---t, = 0,%p11, - ,lpin—1,tptn = =tpyop =1
je B-splajnovd kiivka SP(t) stupné p definovédna predpisem

SP(t) = anNg’(t)vi, telo,1].

Tato kiivka ma nasledujici vlastnosti:

1. Vzhledem k ndsobnosti uzli plati

SPO)= Vo 8(0) = (Vi ~ Vo) iy,
(1) =V T8(1) = p(V — Vi)~ tup)

2. Afinni transformace kfivky SP(t) (translaci, zménu méfitka, rotaci, projektivni
transformaci) mizeme provést tak, Ze této transformacipodrobime jen kontrolni
vrcholy a k nim pak sestrojime novou kiivku podle stejné formule (algoritmu -
afinni invariance).

3. Oblouk kiivky S”(t), t € [t;,t;41]leZi vkonvexnim obalu vrcholt V;_,,,--- V.

4. Kontrolni polygon predstavuje po ¢astech linedrni aproximaci kiivky SP(t); tuto
aproximaci miiZzeme vylep$it pfidanim novych vrcholl ( knot insertion), nebo
rozdélenim ktivky na ¢asti (subdivision) podobné jako u Bezierovych kiivek.

5. Uvedend metoda aproximace polygonu kiivkou md lokdlni charakter - zména
polohy jednoho kontrolniho vrcholu ovlivni jen p + 1 segmentd kiivky.

6. Vyslednd kiivka je v jednotlivych segmentech polynomem stupné p , v uzlech
se méni reprezentace splajnu (lokélni, B-splajnova) - vystupuje z ni jeden bazovy
splajn a vstupuje jiny (uzly ptsobi jako prepinac). V uzlech nasobnosti £
je takovy splajn (p — k)—krét diferencovatelny.
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7. Tvar kiivky SP(t) se f{di zhruba kontrolnim polygonem, vyhlazuji se jeho
oscilace a nepravidelnosti. Z4dnd rovina (3D) nebo pfimka (2D) nema s touto
kiivkou vice prisecikii nez s jejim kontrolnim polygonem ( variation diminishing
property).

8. B-splajnova kiivka bez vnitinich uzli je Bezierova kiivka.

Ve Spline Toolboxu v Matlabu je pro préci s B-splajnovymi kfivkami funkci spcrv.
Maple ma funkci BSplineCurve, kterd po zadani kontrolnich vrcholli a poZadovaného
stupné splajnu vypiSe predpisy pro jednotlivé segmenty kiivky a ndsledné umozni
vykreslit kontrolni polygon a odpovidajici B-splajnovou kiivku.

Podobné jako u Bezierovych kiivek se d4 s pomoci B-splajnovych kiivek fesit tloha
o interpolaci: dosazenim podminek interpolace do rovnice kifivky dostaneme pro ne-
zndmé soufadnice kontrolnich vrcholl soustavu linedrnich rovnic pro jednotlivé sou-
fadnice vrcholt (stejné matice soustavy).

V literatuie a nékterych grafickych systémech najdeme také dalsi typy specidlni splajni.
Beta -splajny, ... (dal§f volné parametry, GC? -spojitost).

NURBS ([11], str. 212), knot insertion, aplikace

Kontrolni otazky
1. Jaké jsou definice a vlastnosti Bezierovych kiivek ?
Jak spolu souvisi pocet kontrolnich bodui a stuperi Bezierovy krivky ?
Jak dostaneme Bezierovu kiivku se smyckou, uzavienou krivku ?
Jak sestrojujeme sloZené Bezierovy kfivky ( C°,C*) ?
Miizeme pouZit Bezierovu kiivku k interpolaci dat ?
Jak je definovdana Coonsova krivka (pripadné jiné takové krivky - Fergusson) ?
Cim se li§i pojmy B-splajn, B-splajnovd k¥ivka ?

Popiste konstrukci B-splajnové krivky, jeji viastnosti.

0V 0 NS RN

Miizeme sestrojit interpolant pomoci B-splajnové krivky ?

Ijkoly k textu

1. Nakreslete nékolik ptikladti Bernstejnovych polynomt, sledujte jejich vlastnosti.

2. Pro rizné tvary kontrolnich polygonii vykreslete Bezierovy kiivky stupiit
2,3,4.5.

3. Prorozséhlejsi kontrolni polygony nakreslete odpovidajici jednoduché a sloZené
Bezierovy kiivky hladkosti C°, C! - porovnejte jejich priib&hy.

4. Pro rozsédhlejsi kontrolni polygon nakreslete sloZzenou Coonsovu kiivku.
5. Pro stejny kontrolni polygon porovnejte pribéh kubiky Coonsovy a Bezierovy .

6. Pro rizné tvary kontrolnich polygonu porovnejte vlastnosti Bezierovych
a B-splajnovych kfivek uréenych stejnym kontrolnim polygonem.

7. UkaZzte konkretni piiklady interpolace kvadratickou Bezierovou kiivkou, obec-
nou Bezierovou kiivkou.
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S5 Plochy

Studijni cile: Zopakovat si stru¢né€ nékteré zakladni zplisoby analytického zadani
ploch, modelovani technickych ploch; naudit se zobrazovat takové plochy na obra-
zovce pocitace. Strucné uvést zdkladni pojmy z diferencidlni geometrie ploch a jejich
souvislosti (s odkazem na podrobné;jsi literaturu).

Klicova slova: rovnice ploch; te¢nd rovina, norméla, normalovy fez; zdkladni formy
plochy; kiivost, hladkost; pfimkovéa plocha; soufadnicové piimky a kiivky .
Potrebny cas: 180 minut.

Pruvodce studiem

V této kapitole si stru¢né pripomeneme rtizné tvary analytickych funkénich pred-
pist pro zadani ploch (explicitni, implicitni, parametrické). Pro zobrazeni takovych
ploch mdme dnes v softwarovych prostfedcich fadu pripravenych funkci, které si
vyzkousite, pfipadné zkusite jednodussi z nich naprogramovat. Déle strucné uve-
deme z4kladn{ poznatky diferencidlni geometrie o riiznych vlastnostech ploch. Rada
ploch pouzivanych v technice popisuje pohyb objekti - uvedeme piiklady piim-
kovych, translacnich, rota¢nich a Sroubovych ploch a nékteré metody pro jejich
vykresleni. Dalsi skupina ploch vznikd aproximaci plochy ze zndmych diskret-
nich (naptiklad naméfenych) dat pomoci interpolace nebo aproximace polynomy
a jinymi vhodnymi druhy funkcfi - to bude tématem Sesté kapitoly.

5.1 ZAkladni typy zadani a modelovani ploch

Z matematické analyzy a analytické geometrie jsou zndmé tfi zakladni typy funkénich
predpist pro zadani plochy.

Explicitni piedpis 2 = f(z,y), [r,y] € D C R

Piiklady: - -z = 23 — %, 2 =322 —2y?, 2= [z,y]Alr,y]" smatici A
Rovina: z = ax + by + ¢

Paraboloid elipticky z = 2%/(2p) + v*/(2q), pq > 0

Paraboloid hyperbolicky z = z%/(2p) — 4?/(2q), pq >0, 2= a+ bx + cy+ dxy

Implicitni predpis F(z,y,z) =0

Kvadriky a jejich klasifikace: elipsoid, hyperboloid (jednodilny, dvoudilny),
paraboloid (elipticky, hyperbolicky), elipticky kuZzel, elipticky a parabolicky vélec.
Kulovd plocha x?+y*+z2+ma+ny+pz+q=0; (z—x0)*+(y—yo)*+(2—2)? = r?
Trojosy elipsoid - - - z%/a® + y?/b* + 2%/c* = 1 (kanonické tvary)

Hyperboloid jednodilny - - - 2% /a? + y?/b* — 2%/c* = 1 (redlné poloosy x,y )

(dvé soustavy pfimek - pfimkova plocha )

Hyperboloid dvoudilny - - - 2% /a® + 3? /b* — 2% /c* = —1 (imaginérni poloosy z, ¥ )
Kvadratické plochy obecn& (kvadriky) — F(z,y,2) = >, i pcp Gijet'y’ 2" =0
Invarianty kvadratické plochy ([12], 6.3)

Algebraicka plocha - - - implicitni ptedpis, F(z,y,z) je polynom ;

jeji singulérni body splfiuji rovnice F, = I, = F, = 0.
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Parametrické zadani ploch: r(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)], [u,v] € Q C R?,
r=xz(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) po &astech spojité funkce, Q@ — R3
Predpoklad: hodnost matice [y, Yu, Yu; Tv, Yo, 2] j€ rovna dvéma

(az na kone¢ny pocet bodt - singularni body).

Parametricky piedpis (se specidlnimi pifipady parametrii v riznych soufadnicich) pied-
stavuje obecnéjsi zplisob zadani plochy, ktery zahrnuje pfedchozi zpiisoby a umoziiuje

vvvvvv

Priklady :

trojosy elipsoid - - - [a cos(#) sin(p), bsin(8) sin(y), ccos(p)], € € [0, 27], ¢ € [0, 7]
elipticky kuZzel: - - - [at cos(0), bt sin(0), ct], 6 € [0,27], t € (—o0, +00)
parabolicky vilec: - - - [au?, 2au,v], u,v € (—00,0)

sedlovéd plocha 2z = xy : -+ -r[u,v] = [u — v,u + v, u* — v?

parametricky tvar zadani zdkladnich typt kvadrik: [11], str. 230, [12], str. 204.

Parametrické kiivky plochy: r(ug,v)---u-kfivky, r(u,vp)--- — v-kfivky
tvori kiivo€aré soufadnice na ploSe ( ” drat€ny model plochy ”, [9], 12.1).
Te¢né vektory r, = [Ty, Yu, 2u), Tv = [Tv, Y, 2]  (jiné symboly: t,,t, )
Te¢na rovina 7'(p,q) = r + pr, + qr,

Zkrut r,, = [xuva Yuw,s Zuv]

Jednotkovéd normdla n = (r, X r,)/|r, X r,|

Kfivka na plose miZe byt urena predpisem u = u(t), v = v(t), t € I ([u,v] € Q)
- vektorové r = r(u(t),v(t)) - nebo implicitné f(u,v) = 0.

MozZnosti pfechodu mezi explicitnim, implicitnim a parametrickym zaddnim plochy .

Piimkové plochy jsou plochy s vlastnosti, Ze kazdym jejich bodem prochdzi pfimka,
ktera celd lezi v takové plose . Nékteré piiklady :
Vilcové plochy jsou generovany fidici kiivkou f(z,y) = 0 a soustavou pifmek
rovnobéznych s osou z (tubeplot). Jako specidlni pripady tak dostaneme dvojice:
elipsa - elipticky vdlec;
hyperbola - hyperbolicky vilec;
parabola - parabolicky vélec.
Kuzelové plocha je generovana bodem (vrcholem) a fidici kiivkou.
Piimkovou plochu dostaneme také spojovanim bodii dvou prostorovych kiivek -
pfi riznych orientacich téchto kiivek dostaneme rtizné plochy (sestrojte piiklady) .

Rotaéni plochy vzniknou rotaci kiivky kolem pevné osy; ptiklady takovych ploch:

- kiivka y = f(z2), osa z --- 22 + 4% = [f(2)]%

- f(y,2) =0, osa z -+~ f(y /22 + 12, 2) =

(napf. anuloid (\/2% + y% — a)* + 2% =12

Plochy transla¢ni dostaneme taZenim jedné kiivky po druhé (lofting, translational
swept surfaces)

Plochy Sroubové vznikaji rotaci kiivky prochéazejici osou rotace (surfaces of revolu-
tion). Priklad: plocha vznikl4 rotaci pohybujici se usecky kolem osy z .

Aproximacni plochy - vznikaji hlavné pfi zpracovani diskretnich dat (interpolace,
MNC(LSQ), kontrolni sit - viz kap. 6), nebo z jinych pozadavki a hledisek.

Plocha ur¢ena okrajem (jejimi vrcholy, pfipadné teCnymi vektory v nich nebo bazovymi
funkcemi, které urcuji okrajové kiivky platu - viz kap.6).

Pitklad: r = f7(u)Mf(v) (Coons, Gregory; M - tvarovd matice).

Plochy urcené obdélnikovou nebo trojuhelnikovou kontrolni siti budou popsény v po-
sledni kapitole.
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Ke kresleni analyticky zadanych ploch miizeme pozit fadu piikazii v pocitacovych
systémech:
Matlab - ezsurf, ezcontour, ezmesh, meshgrid, surf, surface
Maple - surfdata, plots[surfdata], plot3D

Mathematica - Plot3D, ListSurfacePlot3D, RegionPlot3D, ContourPlot3D, Poly-
hedronData.

5.2 Z diferencialni geometrie ploch

V této ¢4sti strucné uvedeme zdkladni pojmy a vztahy z diferencidlni geometrie ploch.

Tecna rovina v regularnim bodé€ plochy - tvofi ji te¢ny vSech kiivek na plose, pro-
chazejici danym bodem (vektorem plochy) [X, Y, Z]; v takovém bodé existuje jedina
tecnd rovina.

Pii explicitnim pfedpisu z = f(z,y) marovnici (X —z)f,+(Y —y)f,—(Z—=2) =0,
v implicitnim pfedpisu F(z,y,2) =0--- (X —2)F, + (Y —y)F, + (Z — 2)F, =0,
v parametrickém zadéani r(u,v) = [z(u,v), y(u,v), z(u,v)]

X — X Y — Yo Z — 20
det Ty Yu Yu =0
Ty Yo Yo

Priklad: pro kulovou plochu ve sférickych souradnicich (parametricky predpis)
x = rsin(u) cos(v), y = rsin(u) sin(v), z = rcos(u), u € [0,7],v € [0, 27]
jsou soutfadnicovymi kfivkami rovnobézky a poledniky ;

rovnice te¢né roviny v bodé [u, v] je

X sin(u) cos(v) + Y sin(u) sin(v) + Z cos(u) —r =0

Normala n je kolmice k te¢né roviné (smiSeny sou¢in [nr,ry| =n-(r, xr,) > 0).
Rovnice normdly plochy F(z,y,2) =0: (X —2)/F, = (Y —vy)/F,=(Z —2)/F,

Prvni zakladni (kvadraticka, metricka) forma plochy
NaploSe r = r(u,v) plati pro linedrni element délky kiivky u = u(t), v = v(t)

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

s koeficienty E = 22 + 42 + 22, F = 242y + Yulfo + Zuze, G = 22 + 2 + 22,
(vektorovy zdpis: K =r,-r,, F=r,-r,, G=r,-1,).

n=(r,xr,)/D, D= (EG— F?)Y? - diskriminant plochy .

Pro parametrické kfivky na ploSe

pro u = konst (v = konst) je ds*= Gdv?, (ds* = Edu?)

pro tihel mezi nimi plati cos(y) = F/v/EG; F =0 = kolmost kiivek

Pro element plochy v te¢né roving plati dP = Ddudv, P = [ [,V EG — F?dudv
Pfi explicitnim pfedpisu z = 2(v,y)--- D = /1 + 22+ 22, dP = Ddxdy.
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Druha zakladni (kvadraticka) forma plochy r = r(u,v) :
podél kiivky s pfirozenym parametrem s---u = u(s), v = v(s) plati
—dr - dn = Ldu® + 2Mdudv + Ndv*

L=-r,-n,, 2M =—(r, -n,+1r,-n,), N=—r, n,;

pii explicitnim zaddni y = y(x,y) je specidlné

D=T+22+22, L=z2/Q+z22+2)" M=22/D, N=2z2/D
(zékladni veli¢iny druhého tadu plochy).

Klasifikace bodi plochy:

LN — M? > 0--- elipticky bod plochy (expl. - - - forfyy — f2, > 0) klasifikace
LN — M? =0--- parabolicky bod plochy (expl. - - - fuofyy/f2, =0) bodii
LN — M? < 0--- hyperbolicky bod plochy (expl. --- fusfy, — f7, <0) plochy

Iy, - twist (zkrut) plochy v bodé
Rozvinutelné plochy (pfimkové plochy, jejich kazda te€na rovina se jich dotyka podél
celé ptfimky) maji jen parabolické body .

Normalovy Fez plochy je fez rovinou obsahujici normdlu plochy - rovinna kfivka.

Véta: Mezi normdlovymi fezy plochy v bodé P existuji alespon dva v rovinach k sobé

kolmych, Ze normalni kfivost jednoho je minimalni, druhého maximélni. [

(Oznaceni téchto kfivosti - k1, ko; pouZivané terminy - hlavni normalové fezy, hlavni

poloméry kiivosti Ry = 1/ky, Rs = 1/ky, hlavni sméry).

Pro normalni kfivost k, = 1/R v daném sméru v bodé P plochy r = r(u, v) plati Fezy,

krivost

1 Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

k = —_—
" R Edu? 4+ 2Fdudv + Gdv?

Dupinova indikatrix plochy v bod¢€ - elipsa, dvojice hyperbol, dvojice rovnobéznych
primek v tecné rovin€ - ukazuji vlastnost tohoto bodu (elipticky, hyperbolicky, parabo-
licky - R 318).

Hlavni poloméry kfivosti R;, R, a Gaussova (totalni) mira kiivosti K plochy
spliuji vztah

K = kiky = £1/(R1Ry) = (LN — M?)/(EG — F?) = (LN — M?)/D?;

H = (k1 + k2)/2 - je tzv. stfedn{ kiivost.

Vztahy mezi vektory n,,n, a r,,r, - jsou jistou analogii Frenetovych vztaha

pro kiivky ( [12], str. 321):

Weingarten - vztahy mezi n,,n,---r,,r, dalsi
Gauss (theorem egregium) : K --- E F, G; Tyy, Ty, Top - - - Ty, Ty 1D vztahy
Codazzi - Mainardi - - - vztahy mezi E, F,G--- L, M, N.

Geodetickd kfivost kfivky na plose (k,) je kfivost jejtho pravothlého primétu do
te¢né roviny plochy v daném bod¢.

Geodetickd kiivka plochy md vlastnost, Ze jeji oskula¢ni rovina prochdzi pfisluSnou
normdlou plochy. Jeji geodetickd kiivost je nulové v kazdém bod¢€ plochy, mé nejkratsi
oblouk ze vSech kifivek spojujicich dva dané body plochy.

Spadové kiivky jsou ortogondlnimi trajektoriemi k vrstevnicim plochy.
Pro plochu y = f(x, z) spliuji diferencidlni rovnici dy/dz = f,/f. .
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Hladkost spojeni dvou ¢asti plochy ([9], str. 192)

Pti generovani celkové plochy po ¢astech (platech) jsou riizné pozadavky na podminky
spojeni platli na spole¢né hranici - celkovou hladkost (spojitost - continuity).

C* - continuity : r(u, v) = [z(u,v),y(u,v), 2(u,v]; z,y, z, € CF, r,, 1, lin. nezdvislé
GC" - - . tangent plane continuity (spole¢né te¢né roviny podél spole¢né hranice)
GC?-.-GC' + spole¢na normélova kifivost &, (curvature continuity)

Kontrolni otazky

1. Jaké jsou rozdily mezi funkcnimi predpisy pro zdkladni zpiisoby zaddni ploch ?
Co jsou to vrstevnice plochy a jak je miiZeme vykreslit ?
Wysvétlete obsah terminit souradnicové primky, souradnicové krivky, u(v)-krivky.
Uvedte priklady rotacnich, translacnich, Sroubovych, primkovych ploch.
Jak jsou definovdny normdla, tecnd rovina, normdlovy ez plochy v jejim bodé ?

Popiste terminy souvisejici s pojmem krivosti plochy.

NS R WD

Jak se definuji pojmy souvisejici s hladkosti plochy ?

Ijkoly k textu

1. Uvedte konkretni piiklady funk&nich piedpisi pro rovinu, vélcovou plochu,
elipsoid.

2. Jakym pfedpisem je urcena algebraicka plocha ?

3. MiiZe mit stejna plocha rizné predpisy ?

4. Jak mlizeme popsat kuzelovou plochu ?

5. UkaZte na konkretnim ptikladu soufadnicové a parametrické kiivky plochy !
6. Napiste rovnice te¢né roviny a normaly plochy z = xy v daném bod¢ !

7. Co nam popisuje prvni kvadratickd forma plochy ?

8. Jak jsou klasifikovany body plochy pomoci koeficienti jeji druhé kvadratické
formy ?

9. Ktera plocha ma stejné oba hlavni poloméry kiivosti ?

10. Jakou hladkost ma povrch mnohosténu, jehlanu, kuzelova plocha ?
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6 Metody modelovani ploch

Studijni cile: Modelovani nékterych piimkovych ploch. Interpolace polynomy na ob-
délnikovych a trojuhelnikovych sitich, interpolace se zachovanim okraje.

Bezierovy plochy uréené kontrolni siti na obdélnikové a trojihelnikové rovnomérné
siti, B-splajnové plochy.

Klicova slova: interpolace na obdélnikovych a trojihelnikovych sitich,

plochy ur¢ené kontrolni siti

Potiebny cas: 240 minut.

Pruvodce studiem

Dalsi skupina ploch vznikd aproximaci plochy z jejich diskretnich (napfiklad na-
méfenych) dat pomoci interpolace polynomy nebo jinymi vhodnymi druhy funkeci.
deme proto jen znamy postup pro interpolaci dat na obdélnikové a na trojuhelnikové
siti. V zdvéru se budeme zabyvat konstrukci aproximacnich ploch uréenych kon-
trolni obdélnikovou a trojuhelnikovou siti, kterd umoZziiuje interaktivni zménou
kontrolni sité upravovat vysledny tvar aproximacéni plochy ( Bezierovy plochy,
B-splajnové plochy ).

6.1 Primkové plochy

Primkova plocha je plochou s vlastnosti, Zze kazdym jejim bodem prochazi alespon
jedna pfimka, kterd celd lezi na této ploSe. Pfiklad - plocha tvofend pfimkou, kterd se
spojité pohybuje v prostoru - po fidici kiivce, jako spojnice dvou kiivek a podobné).

Parametrické rovnice pfimkové plochy s jednou fidict kfivkou T(u), piimkou p(u) :

r(u,v) =T(u) +vp(u), p(u)=la(u),b(u),c(u)] pFimkové
z(u,v) = Z(u) + va(u), y(u,v) = g(u) + vb(u), z(u,v) = z(u) + ve(u) plochy
(funkce a,b, ¢ € C, a2 + b + ¢ > 0 urluji smér tvoficich pfimek plochy).

Ptiklady: Sroubova plocha (osa z, Sroubovice), valcové plochy.

Primkovd plocha vymezend spojnicemi ¢ty rohovych bodii

Poo, P10, P11.Po1; w,v € (0,1) ve 3D - ptimkova kvadrika (viz obr. 16 a) ):
Py Pou I-v
Py, Pn v
Okrajové kiivky pro u,v = 0,1 jsou spojnice bodu Py, P1g, P11, Pos.

P(u,v) = [1—u,u { } = [(1—=u)Poo+uPp](1—v)+[(1—u) Py +uPq;]v

Priklad (ukazuje zavislost na potfadi bodtl): pfimkova plocha s vrcholy

Py = [0,0,0], Poy = [0,0,1}, Py = [1,0,0], P1; = [0,1,0];

r=u(l—-v), y=uv, z=(1—wu)v jehyperbolickym paraboloidem s implicitni
rovnicif xz+xy+yz+y? —y=0,

pii zméné poradi Py, P11, x =u(l —v),y= (1 —u)v,z =uv

dostaneme plochu xy + zz + yz + y?> — 2 = 0 (ovéite !).

Bilinedrni Coonsova plocha s okrajovymi kiivkami P(u,0),P(u,1),P(0,v), P(1,v)

Pyw P(0,v) Py 1—w
C(u,v) =[1—-u,—1,u] | P(u,0) P(u,v) P(u,1) -1 |, wvel01]
P10 P(].,’U) P11 v
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zachovava tyto okrajové kiivky;

jsou-li dvé prot&jsi strany tsecky, dostaneme piimkovou plochu.

Piimkova plocha vznikld spojovanim bodd dvou parametrickych prostorovych kiivek
(obr. 16 b)) se stejnymi hodnotami parametru (ten probihd stejny interval) - jeji tvar

zavisi také na orientaci té€chto kiivek (souhlasnd, nesouhlasnd orientace da rizné
plochy).

Offset, ruled, translationally swept surfaces, lofted surfaces ([11], str. 232,241-245) -
jsou dalsi specidlni piipady ploch vznikajicich pohybem geometrickych objekt.

bilinearni

plocha

primkova plocha — kruznice

S KRS o
" s 0:00"1‘:“;\
- IO
N NN
SR AN
I’?[ ,' ,"3‘5:2'% > 2 E /// l‘ll\\ o )

obr.16 a) pfimkovéa plocha generovand 4 body b) generovand dvéma kruZnicemi

6.2 Interpolace funkce dvou proménnych na obdélnikové siti

Problém interpolace polynomy ve dvou proménnych na obecné siti bodl v roviné je
pomérné slozity a bylo mu vénovdno mnoho praci - obecné vSak nemusi mit feSeni.
¥ tomto textu uvedeme jen postup pro nalezeni jednoznacného interpolantu na dvou
zékladnich typech siti - obdélnikové a rovnomérné trojuhelnikové.

Problém interpolace ve 2D: na obdélnikové siti {[z;,y;], i = 0(1)n, j = 0(1)m}

s pfedepsanymi hodnotami {g;;} Vv jejich bodech najit interpolant ve vhodné t¥idé
funkci dvou proménnych (nej¢astéji - polynomy, splajny). Ten pak pouZivame k vypo-
¢tu hodnot v bodech uvnitf sité (interpolaci) nebo i vné sité (extrapolaci).

Polynomicka interpolace je iloha najit takové koeficienty polynomu

Pun(z,y) = >0 o Do ama™y', aby v bodech sité platilo

Pom(i,y;) = gij, 1 =0(1)n, j =0(1)m (podminky interpolace).

Explicitni reSent iilohy: s pouzitim 1D lagrangeovskych koeficientd v kazdém z uzld
[z;,y;] a techniky tzv. tenzorového soucinu dostaneme pro lagrangeovské koeficienty
a celkovy tvar interpolantu na obdélnikové siti explicitni predpisy

lij(w,y) = Li(@)j(y);  Lam(z,y) = le‘j(l’ay)gij

Priklad: bikubicka interpolace ve stiedu ¢tvercové sité x;,y;, 4, = 0(1)3

s jednodimenziondlnimi koeficienty (stejnymi v obou proménnych)

[ll(xo + Sh/2)]§=0 =1= [_17 9,9, _1]/16 = [lj (yo + 3h/2)]§=0

nam podle uvedeného pravidla umozni vypocitat matici lagrangeovych koeficientti
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L=[;]=1-1"=(1/16%)[1,-9,—9,1;—9,81,81,—9; —9,81,81,-9;1, -9, -9, 1]
pro jednotlivé uzly této sité. Pro vypocet interpolovanych hodnot ve stfedech na roz-
sahlejsi siti ji miZeme pouZit jako posuvnou $ablonu (zmény budou jen na okrajich,
kde nemame k dispozici potfebné uzly).

Uloha: napsat matice takovych koeficientl (3ablony) pro bilidrni, bikvadratickou, bi-
kubickou interpolaci na ekvidistantni siti (pouZiti - pfi zjemnéni kroku sit€ na polovinu
pro podrobnéjsi vykresleni plochy) .

Jiny postup (pro vypocet funk¢énich hodnot na jedné soutfadnicové kiivce):

Pfi konstantni hodnoté jedné proménné jde o interpolaci funkce ve druhé proménné
(1D) pomoci hodnot na soufadnicovych kifivkidch ve druhé proménné. K tomu
potfebujeme zndt hodnoty na okrajovych pfimkéch (hranici), které spocitime 1D
interpolaci v prvni proménné. Pak provedeme 1D interpolaci ve druhé proménné . Tak
muZeme opakované vypocitat funkéni hodnoty pro vykresleni soufadnicovych kiivek
na dostate¢né husté siti (stiidani sméra).

(Nakreslete si obrazek, ilustrujici tento postup).

Uloha: Napiste program (M-file) pro realizaci takového postupu pro interpolaci.

Intuitivni metoda - dosadit podminky interpolace do polynomu ve dvou proménnych
s nezndmymi koeficienty - vede na rozsahlé soustavy rovnic (je neefektivni pro roz-
sdhlejsi sité).

Interpolace splajny ve dvou proménnych na obdélnikové siti.

Bilinearni splajn na obdélnikové siti je bilinedrni funkci na jednotlivych obdélnicich
sité, ur¢enou jednoznacné funkénimi hodnotami v jejich vrcholech. Celkové je spojitou
funkeci.

Bikubicky splajn na obdélnikové siti je funkci, kterd je na jednotlivych obdélnicich
sité¢ bikubickym polynomem a celkové ma spojité vSechny druhé derivace. Je urcen
funkénimi hodnotami v bodech sité a napf. nékolika typy podminek na okraji celé sité
(viz napf. [9]). Typ takovych podminek si uzivatel zpravidla voli pomoci volitelnych
parametrd (nékteré informace jsou v napovédach takovych funkci).

Podobné jsou definovany méné pouzivané bikvadratické splajny na obdélnikové siti.

Uloha: Pro znamé funkéni hodnoty na obdélnikové siti mame najit interpolujici splajn
daného stupné a hladkosti (bilinedrni - C°, bikvadraticky - C* , bikubicky - C?),
abychom mohli pocitat jejich funkéni hodnoty v libovolném bodé oblasti (pro vykres-
leni grafu a pod.).

Algoritmus vypoctu potfebnych lokdlnich parametrt splajnu takové siti je zaloZen na
tom, Ze pfi fixované hodnoté jedné proménné je tato funkce jednodimenziondlnim
splajnem ve druhé proménné. Kromé bilinearniho piipadu neni takovy splajn hodno-
tami v bodech sité€ uréen jednoznacné (podobné jako v jedné proménné) - kromé nich je
mozno predepsat rizné typy okrajovych podminek v okrajovych bodech sité (pfipadné
je doplni néktery program sam).

Postup pfi vypoctu parametrti interpolantu muze byt podobny jako u polynomu -
technika stifidani smért pri pouziti lokdlni reprezentace umozni vypocet dal$ich po-
tiebnych lokdlnich parametrd (napf. potfebnych parcidlnich derivaci v bodech sité)
a pak funk¢énich hodnot na dostate¢né jemné siti souradnicovych kiivek pro jejich gra-
fické znazornéni (viz [9]).

Uloha: napiste algoritmus pro vykresleni soufadnicovych kfivek bilinedrniho, bikubic-
kého splajnu na siti s dostate¢né malym krokem.
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obr. 17  interpolace splajny na obdélnikové siti

Interpolace bikubickymi Hermitovymi splajny vyzaduje zadani funkcnich hodnot a hod-
not parcidlnich derivaci g, gy, 9.y, Ve vSech uzlech sit€ (celkem 4x4=16 hodnot
gfj’l, k,l = 0,1). Interpolant ma lokdlni charakter, je spojity a ma také spojité uvedené
derivace. Uvedenymi daty je tento splajn jednoznacné urcen. Je mozné také napsat jeho
explicitni tvar - ke kazdému uzlu a tam predepsané hodnoté prislusi bazova funkce,
ktera je souc¢inem odpovidajici varianty soucinu hermitovych koeficientl v jedné pro-
ménné (celkem 4 bazové funkce pro kazdy bod sité - jejich lokdlni tvar a maticovy
zapis lokdlniho interpolantu vhodny pro tvorbu programu najdete napt. v [9]).

Interpolace B-splajny zvoleného stupné na obdélnikové siti pouziva 2D bazovych B-
splajnii - vzniklych opét souc¢inem jednodimenzionalnich B-splajnti - pro interpolant
S(z,y) =32 >2; ¢iyBi(x) Bf"(y) s nezndmymi koeficienty c;; . Tyto je tfeba spocitat
z podminek interpolace, které po dosazeni do uvedeného tvaru interpolantu maji tvar
soustavy linedrnich rovnic pro neznamé koeficienty c;;. Pro jeji feSitelnost je tieba
vhodnym zptisobem rozsifit sit’ uzli splajnu podobné jako v jedné proménné.

Stupné B-splajnu v kazdé ze soufadnic (a tedy i zptisob rozsifeni sité uzli) mohou byt
razné.

Prostredky v systémech Maple,

Matlab (interp2, Spline Toolbox - spapi, spape, ... ),

Mathematica - InterpolatingPolynomial, Interpolation
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6.3 Interpolace na trojuhelnikovych sitich

V praxi - napf. pii zpracovani terénnich dat, pfi aplikaci metody kone¢nych prvki
(MKP) v technice, v pocitacové grafice - jsou interpolovana data Casto zaddna nepravi-
delné nebo na triangulaci néjaké oblasti (ta mize vzniknout také triangulaci chaotické
sité bodl). Nejjednodussimi spojitymi interpolanty jsou pak po ¢astech linedrni funkce,
definované jednoznacné hodnotami ve vrcholech kazdého trojihelnika takové triangu-
lace. Pro interpolanty vysSich stupid je tfeba mit dalsi data, lokalizovana zpravidla
ve vrcholech, ve stfedech stran a trojihelniktl (funkéni hodnoty, rizné derivace).
Pro podrobnéjsi vykresleni jednotlivych pléti takovych interpolantl nad trojihelniky
potfebujeme dalsi funkéni hodnoty ziskat napf. interpolaci na rovnomérné trojihelni-
kové siti kazdého trojihelnika (ta vznikne pravidelnym rozdélenim obvodu trojihelnika
na stejny pocet ¢asti a jejich spojenim se rozdéli cely trojuhelnik na podobné malé troj-
uhelniky).

Pro interpolaci na takové rovnomérné triangulaci trojuhelnikové oblasti se pouziva
nejcastéji barycentrickych soufadnic bodu vzhledem k vrcholiim trojihelnika a tzv.
totdlni stuperi polynomu v barycentrickych soufadnicich, uréeny nejvétSim souctem
stupnd mocnin tfi barycentrickych soufadnic v kazdém ¢lenu polynomu (na rozdil od
tzv. totdlniho stupné polynomu v kartézskych souradnicich na obdélnikovych oblas-
tech).

Vypocet barycentrickych soufadnic [ti, ta, 3] probod P = [z,y] € T = [Vi, V4, V3]
muZeme provést ze soustavy rovnic

tll’l + t2$2 + t3133 =X, t1y1 + t2y2 + tgyg =Y, tl + tQ + tg =1

(konvexni kombinace kartézskych soufadnic vrcholli; geometrickd interpretace - pomér
ploch trojihelnikd PV;V;, T t; = A(APV,V3) JA(AVIVLVE) -+ -, (A - area).

Uloha: nakreslete rovnomérnou sit’ trojihelnika se 2,3,4 segmenty na kazdé strané
trojuhelnika a spocitejte barycentrické souradnice jednotlivych bodi této sité.
Napiste program pro vykresleni takové sité.

Pro funkéni hodnoty zadané v bodech rovnomérné sité trojihelnika je znam explicitni
tvar interpolantu pro obecny stupeni (Lagrangeova forma, koeficienty v barycentrickych
soufadnicich- viz [9], str. 202). Zde uvedeme vektorovou interpolaéni formuli jen pro
linearni, kvadraticky, kubicky interpolant (Lagrangetv typ) :

Linearni interpolant: P,(t) =,V + .V, + 3V,
Kvadraticky interpolant :  (viz obr. 18)

Pg(t) = tl (2t1 — 1)V1 + t2<2t2 — 1)V2 +t3(2t3 — 1)V3 -+ 4[t1t283 + tltgsg + tgtgsl]

(S;, ©=1,2,3 jsou stiedy stran, ¢islované podle protéjsiho vrcholu) .

Kubicky interpolant:  (viz obr. 19)

Na rovnomérné siti pro n = 3 (s barycentrickymi soufadnicemi vrcholi
[1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], stfedu trojdhelnika [1,1,1]/3 ) jsou lagrangeovské ko-
eficienty pro interpolant P3(¢) v bodé o soufadnicich [t1, 5, t3] pro vrcholy , stied
trojihelnika a ostatni body sité (celkem 10 bodi)

27 1 2 27 1
—ti(ti — =)t — =), 27ttit,, —t;(t;— =)t;
6 ( 3)< 3) jltk 2 ( 3) J

JestliZe na dané triangulaci vétsi oblasti provedeme interpolaci polynomem stejného
stupné v kazdém trojihelniku nezavisle, pak na spole¢né hranici dvou platd se pouzije
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kvadraticky interpolant na trojuhelniku

NOHN&AU’IO’

obr. 18  kvadraticky interpolant na rovnomérné siti trojihelnika

kubicky interpolant na trojuhelniku

obr. 19  kubicky interpolant na rovnomérné siti trojihelnika

stejnych hodnot a formuli - tyto platy maji spole¢nou hrani¢ni kiivku. Vysledna plocha
je tedy spojita.

Jestlize mame k dispozici jen hodnoty funkce, jejich derivaci (nebo smérovych deri-
vaci) ve vrcholech , piipadné normélovych derivaci ve stfedech stran, miZeme najit
interpolanty pro tato data. Podrobnéji se témto problémim vénuje teorie interpolace
v tzv. metodé konecnych prvkd (problémy celkové spojitosti, konstrukce sloZenych
prvku - [12], kap. 24).

Prostfedky pro pfimou realizaci interpolace ve 2D:
Matlab: interp2, patch, delaunay, trisurf
M-files (autor JK): trdelta, s2trp, trint3

6.4 Obecnéjsi metody interpolace

Dosud jsme pod tlohou interpolace uvaZovali jen o interpolantech, které nabyvaji
v bodech interpolace pfedepsanych funkénich hodnot nebo derivaci. Obecnéjsi tilohy
pozaduji zachovani celych kiivek na kraji platu nebo jinych vlastnosti.

Plochy zadané okrajem, platovani  ([6], [4], [3], [5], [8], [11], [13])

Pri feSeni problémd pii dostateéné jemném vykresleni ploch, kde mame k dispozici jen
jeji hrubou sit’ soutfadnicovych kiivek nebo jen diskretni data (funkéni hodnoty a deri-
vace v bodech sité) byla vypracovéna fada technik pro jejich feSeni. Nesou zpravidla
oznaceni metody platovani - se zachovanim okraje, z diskretnich dat ve vrcholech s po-
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uzitim funkci tvaru plochy (blended functions) . Uvedme si jen dva piiklady takovych
ploch.

Bikubicky Coonsuv plat C(u,v): Pro okraje pldtu s parametrickymi rovnicemi
P(u,0),P(u,1),P(0,v),P(1,v), wu,ve(0,1)

a vhodné& vybranymi funkcemi Fi(t) = 2t® — 3t? + 1, Fy(t) = —2t> + 3t*

tento bikubicky plédt definovany maticovym zapisem

POO P(O, ’U) P01
C(u,v) = | P(u,0) P(u,v) P(u,1) | [Fi(v), -1, Fy(v)]"
P P(1,v) Py

obsahuje dany okraj P(u,0),P(u,1), P(0,v),P(1,v) a md nulové zkruty . Coons

Jiné podobné techniky najdeme v literatuie pod nazvy Boolean sum interpolation,
blended interpolation, transfinite elements .

Ptiklad plochy zadané diskretnimi ddaji o hodnotich r,r,,r,,r,, ve vrcholech platu
v matici M (mapa plochy, mapovaci matice; rozméry 4x4 ([9], str.195 ):

r(u,v) = fT(u)Mf<U>u f = [foo, for, fro, fn]T

fij(t) - jsou funkce tvaru plochy.

Pii jejich volbé jako hermitovskych koeficientd, t.j.

foo(t) =1 =32+ 23, for(t) = —2t3 + 3t2,

fot) =t =222+, fu(t)=->+1°

se dostane tzv. Sestndctivektorovy Coonsiv pldt se spojitymi prvnimi derivacemi .
Jiné konstrukce takovych platt jsou spojeny se jmény Coons, Fergusson, Gregory.

Teorie interpolace v metodé kone¢nych prvki (FEM) pouziva hermitovskych dat
(funkéni hodnoty, smérové derivace ve sméru hran) ve vrcholech, piipadné stfedu
trojihelnika (Zlamal, Ciarlet - viz [12], kap. 24).

Znim4 véta (prof. Zenisek, VUT Brno) ¥ikd, Ze pro interpolant s celkovou hladkosti
C" je tfeba mit interpolant stupné n > 4r + 1.

Teorie interpolace na triangulacich v roviné a prostoru, otdzky dimenze prostoru tako-
vych interpolantti a jejich konstrukce byly pfedmétem intenzivniho vyzkumu posled-
nich let.

Funkce pro realizaci interpolace ve dvou proménnych na obdélnikovych, nepravidel-
nych sitich -

Matlab: interp2 , griddata,

Maple: surfdata

Mathematica: ListSurfacePlot, TriangularSurfacePlot
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6.5 Plochy ur¢ené obdélnikovou siti kontrolnich bodu

Bezierovy plochy na obdélnikové siti  ( [3], [4], [5], [6], [8], [11], [13])

Pro kontrolni sit' bodi ve 3D -- - {V;;, i = 0(1)m, j = 0(1)n, u,v € [0,1] x [0,1]}
a Bernstejnovy polynomy B;"(u), B} (v) mizeme definovat Beziertiv pldt paramet-
rickym pfedpisem

S(u,v) =) Z B"(u)B}'(v)Vy; = Z B™(u) Z B} (v) V.

7

Takovy plat ma za okrajové kiivky pfisluSné rovinné Bezierovy kiivky uréené kontrol-
nimi body na hranici. Vnitfni parametrické kiivky tohoto platu jsou také Bezierovymi
kfivkami s modifikovanym kontrolnim polygonem na hranici (odpovidajici bod na hra-
ni¢ni kiivce). Obecné tento plat interpoluje jen ve ¢tyfech rohovych vrcholech sité, kde
tecny okrajovych kiivek maji smér odpovidajicich segmentt sité. Derivace podle druhé
proménné v bodech na okrajové kiivce zavisi jen na prvnich dvou fadach bodi kon-
troln{ sité (vyplyva to z vlastnosti Bezierovych kfivek). K vypoctu funkénich hodnot
uvnitt sit€¢ mizeme (opakované) pouzit jednodimenziondlnich algoritm.

Priklad: pro n = m = 2 muzeme bikvadraticky Beziertiv plat zapsat vektoroveé

Voo, Voi, Vo Bg (v)
S*(u,v) = [B3(u), B (u), Bs(u)] | Vio, Vi1, Via B} (v)
Voo, Vai, Vo B% (U)

Uloha: Napiste formule pro parametrické kiivky s u,v = 0,1/4,1/2,3/4,1.

Nakreslete kontrolni sit’ a odpovidajici plat. Na obr. 20 je takovd kontrolni sit’

s jedendcti soufadnicovymi kiivkami v kazdé proménné.

bikvadraticky Bezieruv plat

obr. 20

bikvadraticky Beziertv plat

Pro n = m = 3 dostaneme bikubicky Bezierav pldt pro u,v € [0, 1] x [0, 1]

Voo, Voi, Vo2, Vo3 BS(U)
Vi, Vii, Via, V B3(v
$%(u0) = [B3(u), Bi(u), Bi(a), Bi(w)] | 1 2y G| | B
Vio, V31, Vi, Vg Bg’(v)

Nakreslete kontrolni sit’ a odpovidajici plat! Ptiklad takové sité a z ni generovaného
bikubického pléatu se sedmi soufadnicovymi kifivkami je na obr. 21.
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obr. 21  bikubicky Bezieriv plat se sedmi soufadnicovymi kiivkami

v, o2

Pfi spojovani sousednich platl na Sirs{ siti (slozena Bezierova plocha) maji sousedni
platy spole¢ny hrani¢ni kontrolni polygon - tedy také spole¢nou okrajovou kiivku:
vysledn4 plocha je tedy spojita. K dosazeni C! -spojitosti je tfeba splnit dal$i poZzadavky
na konfiguraci kontrolni sit€ - napf. kolinedrnost segmentti kontrolni sit¢ dvou platd ve
spole¢nych hrani¢nich bodech.

Viastnosti Bezierovych pldtii :

Cely plat lezi v konvexnim obalu svych vrchold.

Zména vrcholu se projevi v celém plétu (nejvice v okoli takového bodu).

Vztah mezi body kontroln{ sit¢ a Bezierovym pldtem je afinn€ invariantni (pfipadnou
transformaci grafu plochy je mozno provést transformaci kontrolni sité a vykresleni
pak provést stejnym algoritmem).

Na rozdil od Bezierovych kiivek pro Bezierovy plochy obecné neplati vlastnost
“variation diminishing property”.

Uloha: Napiste program pro sestrojeni kontroln{ sit& bikvadratického a bikubického
Bezierova platu, pro vykresleni jeho drdténého modelu, dostatecné husté sité soufad-
nicovych kfivek.
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6.6 Trojuhelnikové Bernstejnovy-Bezierovy platy

Také pro trojuhelnikové sité byla vyvinuta technika konstrukce ploch pomoci kontrolni
sit€¢ bodl ve vrcholech takové triangulace, pfipadné na rovnomérném zjemnéni trian-
gulace (de Casteljeau, 1963; Farin 1986; [4], [9]).

Pro trojihelnik 7' = [V;15V3] mizeme jeho pravidelnou triangulaci (kazda strana je
rovnomérné body sité€ rozd€lena na n ¢asti, kazdy bod je spojen s odpovidajicimi dvéma
body na ostatnich stranéch trojuhelnika - s celkovym poctem %(n +1)(n+2) bodl)
popsat pomoci vektorit m = [my, my, mg], m; € {0,1,---n} svdzanymi podminkou
lm| = >, m; = n (viz obr. 22 pro n=3). Kazdy bod této sité¢ odpovidd néjakému
takovému vektoru a ma barycentrické soufadnice vzhledem k vrcholim trojihelnika
rovny (1/n)m. Na takové siti jsme uz ukazovali techniku feSeni tlohy interpolace
linedarnim, kvadratickym a kubickym polynomem (totdlniho stupné v barycentrickych

soutadnicich) v kap. 6.3 .

Na obdélnikové siti jsme definovali BernsStejnovy polynomy technikou tenzorového
soucinu Berns$tejnovych polynomi v jedné proménné. Na trojihelnikové siti s bary-
centrickymi soufadnicemi bodu t = [t1, to, t3] jsou Bernstejnovy polynomy stupné n
definovany pro kazdy bod sité predpisem

|
B (t) = %t?lt’;%gﬂa im| = n, m! = m;lmylms!.

Jsou to ¢leny trinomického rozvoje 1" = (t; + t2 + t3)" a z toho plynou jejich
nasledujici vlastnosti (podobné vlastnostem takovych polynomi v jedné a dvou
proménnych):

1. B (t) >0 pro t; >0 (pro body trojihelnika 7").
2. Y imj=n Bm(t) =1 (tvoii rozklad jednotky) .

3. B" = Zle t;Bpm, (t), |m| = n (rekurentni vztah).

4. B (t) m4jediné maximum v bodé t = (1/n)m.

Mgjme v kazdém bodé m sité na trojihelniku 7" zadanu hodnotu by,. Bod [(1/n)m, by,
pak tvori kontrolni vrchol Bezierovy sité na 7", kterd vytvafi linedrni interpolant téchto
bodd. Pomoci této sité pak definujeme na 1" Bernstejniiv-Bezieriiv polynom (ve zkratce
BB-polynom) vztahem

b'(t) = Y bmB(t)

|m|=n

ProtoZe Bernstejnovy polynomy definované na rovnomérné siti tvoii bazi vSech po-
lynomil odpovidajiciho celkového (totdlniho) stupné na trojihelniku 77, jsou naopak
pro kazdy takovy polynom jeho koeficienty b, ur¢eny jednoznacné. Okrajové kiivky
ptislusného trojihelnikového platu jsou rovinné Bezierovy kiivky, jejichZ kontrolni
sité tvofi hranice kontrolni sité¢ nad 7. Podobné jako u kiivek je moZno zvySovat stupein
polynomu b"(t) definovanim husts{ sité pro stejnou plochu (degree elevation). P¥i opa-
kovan{ tohoto procesu bude posloupnost kontrolnich siti konvergovat k plose 5" (t).
Pro polynomy b"(t) plati také generujici rekurze, kterd umozni vypocitat jeho hodnotu
pomoci hodnot polynomu niz§ich stupiiti.

Vzorce pro vypocet derivaci ve sméru jednotlivych stran trojuhelnika najdeme v [4],

[9].
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Dva BB-polynomy na trojihelnicich se spole¢nou stranou maji tam spole¢nou okra-
jovou kiivku a vytvéreji tak spojitou plochu. Pro spojitost prvnich derivaci na této
spolec¢né hranici je tfeba, aby trojihelniky kontrolni sité se spole¢nou stranou na této
siti byly koplanarni. Pro vyssi hladkost spojeni jednotlivych plata je tieba splnit dalsi
podminky na kontrolni sit’ ( [4], [9]).

Cely BB-plat lezi v konvexnim obalu svych kontrolnich vrcholii. Obecné opét neplati
mezi kontrolnf siti a jejim BB-platem vlastnost “’variation diminishing property” .

Priklad 6.1. Pro kvadraticky plat na trojihelniku 7" = [V1V5V3] s rovnomérnou
sitfi a s vrcholy jeji kontrolni sit€ V,j;, ¢ + j + k = 3 urCenymi barycentrickymi
soufadnicemi bodli rovnomérné sité a v nich predepsanymi hodnotami b;;, ma jeho
funk&ni predpis v barycentrickych soufadnicich t = [t1,¢5,13] bodu trojihelnika
parametricky tvar

52(t) = t%VQOO —+ 2t1t2V110 + t%VOQO -+ 2t1t3V101 + 2t2t3V011 + t?),VOOQ.

Pro soufadnicové kiivky rovnob&Zné se stranou V,V3, (t; = p € (0,1)) probihd
parametr ¢, interval (0, 1—p), t3 = 1—p—t?, funk&ni hodnoty na dostatecn& jemné siti
pocitdme z funkéniho predpisu. Podobné na ostatnich dvou systémech soutfadnicovych
kiivek (nakreslete si obrazek !).

Napiste program pro vykresleni takového platu,

dvou sousednich platd C°, C! spojitych.

Priklad 6.2.  Kubicky plat na rovhomérné siti trojihelnika s kontrolnf siti
Vijk, i+j+k = 3 md v barycentrickych soufadnicich vektorovy parametricky pfedpis

S3(t) = 7 V00 + 13 Voso + t3voos + 6t1tats Vo +

+3 [t1t2Va10 + t115 Vizo + tit3Vaor + t5t3 Va1 + t1t3 Vigs + tat; Vora)

Napiste algoritmus a program pro vykresleni kontrolni sité a sité souradnicovych kiivek
takového platu, pro konstrukci sit€ pro C° C'— spojeni takovych platd. Piiklad
kubického plétu s 13 soufadnicovymi kiivkami v kazdé barycentrické souradnici je na
obr. 22.

10

obr. 22 kubicky Beziertv plat na rovnhomérné siti trojihelnika

K vykresleni tohoto obrazku byl pouzit autoriv M-file trbez3.m .
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6.7 B-splajnové plochy urcené siti kontrolnich vrcholia

U kiivek uréenych kontrolnim polygonem jsme k jejich konstrukci pouZili jak Bern-
Stejnovych polynomt, tak i B-splajnti, které generuji hladkou kiivku bez zvlastnich
pozadavkil na konfiguraci kontroln{ sité. Podobny postup miiZeme uplatnit i pfi kon-
strukci ploch ur€enych kontrolni siti bodii na obdélnikové oblasti.

Na obdélnikové siti bodd {[u;, v;], i = 0(1)m, j = 0(1)n} a s bazemi normovanych
jednodimenzionalnich B-splajnii N/ (u), N¥(v) v kazdé proménné (obecné riiznych
stupiiti k,p ) mizeme utvofit bazi Bj;(u,v) = N/ (u)N}(v) dvoudimenzionilnich
splajnd . Pro body kontrolni sit¢ V;; miZeme pak B-splajnovou plochu (po vhodném
rozsiteni sité€ pro generovani bazovych splajnti) definovat piedpisem

m n

S (u,v) =Y Y NFu)NP(0)Viy, w0 € (0,1).

i=0 j=0

Parametrickymi kfivkami takové plochy (jeden z parametrti je konstantni) jsou B-
splajnové kiivky. Napiiklad pro konstantni hodnotu u = g € (0, 1)
je takovou kiivkou

C(v) = SkpUOa ZNkUO N( ZNP ZN ug)Vij) =

— ZN Q] uo kde Q] Uo ZNk UO ijs

- tedy B-splajnova kfivka s kontrolnimi vrcholy Q;(uy).
Nejcastéji se pouziva pro vhodné rozsifeni sit€¢ nasobnych krajnich uzld w,v = 0,1
a rovnomérného déleni intervalu (0, 1) , jindy stejnomérné celociselné sité.

Vlastnosti B-splajnovych ploch urcenych siti kontrolnich bodii

1. Pfi ndsobnych krajnich uzlech (ndsobnost zavisi na stupni splajnit) splyvaji ro-
hové kontrolni body sité s rohovymi body plochy, parcidlni derivace ve sméru
okrajové parametrické kiivky tam maji stejny smér jako derivace okrajové kiivky.

2. Afinni invariance - afinn{ transformace plochy S(u,v) je B-splajnovou plochou
na stejné transformované siti.

3. Pro u € [uy,upy1], v € [vs,0541] lezi S(u,v) v konvexnim obalu vrchold
Vij,r—k>1i>r, s—p>j>s -vyraznési lokalizujici vlastnost nez
u Bezierovych ploch.

4. Kontrolni sit’ tvofi po vhodné triangulaci po ¢4stech linearni aproximaci plochy
S(u,v).

5. Zména vrcholu V;; ovlivni plochu S jenv obdélniku [u;, w;t+1] X [V}, Vjrpt1]-

6. V j-ndsobném uzlu w;(v;) splajnu je tato plocha (k — j)-krat diferencovatelnd
podle proménné u, (p — j)-krat podle proménné v.

7. Na rozdil od vlastnosti B-splajnovych kiivek obecné u B-splajnovych ploch
nedochdzi k vyhlazovani kontrolni sité (variation diminishing property) - jsou
zndmy negativni vysledky.
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8. Vypocet funkénich hodnot S(u,v) je mozno provést opakovanym uZitim jed-

v

nich

nodimenziondlnich algoritml. Problém interpolace funk¢nich hodnot zadanych
v bodech obdélnikové sité B-splajnovou plochou je moZno fesit vypoctem vr-
cholt odpovidajici kontroln{ sité .

Vv s

B-splajni (NURBS plochy - viz [9], [13]).

Kontrolni otazky

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

Jakou zdkladni viastnost maji primkové plochy a jak je muZeme modelovat ?

Jak je definovdna iiloha polynomické interpolace na obdélnikové siti a jakymi
zpuisoby muZeme hledat takovy interpolant ?

Jak je definovdn bikubicky interpolujici splajn na obdélnikové siti - je urcen
jednoznacné zaddnim funkcnich hodnot v bodech sité ?

Jakd jsou vstupni data pro bikubicky Hermitiiv splajn a jeho vyslednd hladkost ?
Jaky je rozdil ve vystupu algoritmu pri resSeni iilohy interpolace bikubickym
splajnem a pomoct kubickych B-splajnit ?

Jaky je rozdil mezi mezi predpisem pro bikubicky polynom na obdélniku a kubic-
kym polynomem na trojithelnikové siti (v barycentrickych souradnicich) ?
Popiste kontrolni sit’pro bikvadraticky a bikubicky pldt na obdélnikové siti !
Jak jsou definovdny (a jak miiZeme spocitat) barycentrické souradnice bodu
vzhledem k danému trojiihelniku ? Jaké jsou jejich vlastnosti ?

Jaky je rozdil mezi Bernstejnovymi polynomy pro obdélnikovou a trojiihelnikovou
oblast ?

Jak je definovdn BB-polynom na pravidelné obdélnikové siti jednoho trojiihel-
nika ?

Jakou viastnost musi mit kontrolni sit¢ sousednich trojithelnikii pro dosaZeni
spojitosti, spojitych prvnich derivaci jejich BB-pldtit ?

Co maji spolecné a ¢im se lisi Bezierovy a B-splajnové plochy na obdélnikové
siti ?

Jak bychom charakterizovali jednoduchou a sloZenou Bezierovu plochu ?

Jaké vlastnosti md mit kontrolni sit’' pro dosaZeni C- spojitosti na obdélnikové
siti, na trojihelnikové siti ?

1.

Ukoly k textu

. Reste stejnou tlohu pomoci funkce interp2 v Matlabu (pifipadné podobnych

Napiste program pro vykresleni pfimkové plochy generované dvéma prostoro-
vymi kifivkami .

Popiste postup feSeni dlohy interpolace na siti 3x3 (4x4) bodu bikubickym
(bikvartickym) polynomem metodou neurcitych koeficienta.

funkci v jinych systémech) a porovnejte vysledky.

Porovnejte vysledky interpolace na obdélnikové siti pomoci polynomt, bikubic-
kych splajnli a Hermitovych splajni (véetné vypocetni naro¢nosti).
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. Nakreslete pravidelnou sit pro polynomy 3. a 4. stupné na trojuhelniku a vypiste
pro kazdy jeji bod odpovidajici Bernstejntiv polynom.

. Popiste hlavni kroky algoritmu pro vykresleni plochy interpolantu na predcho-
zich sitich.

. Popiste a realizujte algoritmus pro vykresleni kontrolni sit€¢ bodd na obdélnikové
a trojuhelnikové siti.

. Sestrojte kontroln{ sit& pro sloZzenou C*-spojitou kvadratickou a kubickou Bez-
ierovu plochu na ctverci rozdéleném na Ctyfi ¢tverce nebo trojihelniky.

. Pro zadanou kontrolni sit' popiSte hlavni kroky algoritmu pro vykresleni do-
state¢ného poctu souradnicovych kfivek Bezierovych ploch na obdélnikové a
trojuhelnikové siti.
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