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Abstrakt

Tento text se zabývá základnı́mi matematickými pojmy a metodami, kterých se použı́vá při modelovánı́
různých druhů křivek a ploch. Navazuje na základnı́ kurzy z geometrie, algebry a matematické analýzy. Vede
studenty k praktické realizaci úloh o modelovánı́ křivek a ploch na počı́tači pomocı́ dostupného software
nebo vlastnı́ch programů.

Cı́lová skupina

Studenti informatických oborů v různých formách studia
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1 Souřadnicové systémy, základnı́ geometrické objekty,
transformace

Studijnı́ cı́le: V této kapitole stručně připomeneme některé pojmy z lineárnı́ algebry
a geometrie, se kterými se studenti seznámili během studia. Cı́lem bude procvičit zob-
razenı́ takových geometrických objektů, jejich transformacı́ a vlastnostı́ na obrazovce
počı́tače.
Klı́čová slova: souřadnice, body, vektory, přı́mky, roviny, vzájemná poloha,
geometrické transformace
Potřebný čas: 180 minut.

Průvodce studiem

V základnı́ch kurzech algebry, geometrie a matematické analýzy se pracuje s čı́sly,
body zadanými v různých souřadnicı́ch, vektory, maticemi, funkcemi a různými
operacemi s nimi. Cı́lem této kapitoly je zopakovat si vlastnosti zejména lineárnı́ch
objektů a operacı́ s nimi, naučit se zobrazovat takové objekty, jejich vlastnosti a
operace s nimi na obrazovce počı́tače, vytvářet složitějšı́ objekty skládánı́m jedno-
duššı́ch objektů a jejich transformacemi.

1.1 Kartézské souřadnice, operace s vektory

Základnı́ pojmy - opakovánı́
Kartézské souřadnice bodů Ai, vektorů ai ve 2D, 3D;
lineárnı́ kombinace bodů, vektorů · · ·

∑
i ciAi ;

Konvexnı́ kombinace bodů · · ·
∑

i ciAi; ci ≥ 0,
∑

i ci = 1.
Lineárnı́ obal, konvexnı́ obal bodů ( Matlab -funkce convhull, Maple - convexhull)
Lineárnı́ závislost a nezávislost vektorů ve 2D, 3D - determinantové kriterium
Skalárnı́ a vektorový součin vektorů a, b, délka a norma vektoru

a = [ai],b = [bi], a · b =
∑

i

ai · bi = |a||b| · cos(ϕ), l = (a · a)1/2 = ‖a‖

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ , ‖a× b‖ = ‖a‖‖b‖ sin(ϕ)

Smı́šený součin vektorů a,b, c

[abc] = a · [b× c] =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
|[abc]| · · · objem rovnoběžnostěnu (koplanarita vektorů - nulovost součinu).

Rovnice úsečky, přı́mky, směrový vektor, normála; orientace přı́mky

p = a+ t(b− a), t ∈ 〈0, 1〉, (−∞,∞); n · (p− a) = 0

Poloha dvou přı́mek - rovnoběžnost, různoběžnost, průsečı́k; mimoběžnost (3D).
Poloha bodu vzhledem k přı́mce, úsečce.
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Vzdálenost bodu P = [x0, y0] od přı́mky (2D) ax+ by + c = 0 :
d = |ax0 + by0 + c|/

√
a2 + b2;

ve (3D): P = [x0, y0, z0], přı́mka (x− x1)/a1 = (y − y1)/a2 = (z − z1)/a3,
u = [x0 − x1, y0 − y1, z0 − z1], a = [a1, a2, a3], d = ‖u× a‖/‖a‖
Vzdálenost dvou rovnoběžných přı́mek (2D): d = (c2 − c1)/

√
a2 + b2

Vzdálenost dvou mimoběžek (3D): r1 + ta, r2 + qb : d = |[r2 − r1)ab]|/‖a× b‖
Svazek přı́mek: y − y0 = ki(x− x0);

∑2
i=1 λi(aix+ biy + ci) = 0

Úhel mezi přı́mkami aix+ biy + ci = 0; i = 1, 2; y = kix+ ci :

tan(θ) =
a1b2 − a2b1
a1a2 + b1b2

; tan(θ) =
k2 − k1
1 + k1k2

.

Homogennı́ souřadnice (motivace: homogennı́ rovnice algebraických křivek,
maticový zápis transformacı́):
kartézské souřadnice bodu [X,Y, Z] ↔ [x, y, z, w] homogennı́ souřadnice,
X = x/w, Y = y/w, Z = z/w, w 6= 0; · · · váha bodu (často w = 1).
aX + bY + c = 0 → ax+ by + cw = 0; ( w = 0 · · · nevlastnı́ přı́mka)

Rovnice roviny
- určené třemi body, jejich souřadnicemi [xi, yi, zi] nebo vektory r1, r2, r3 :∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, [(r− r1)(r2 − r1)(r3 − r1)] = 0;

- určené bodem a a dvěma směrovými vektory b, c :
p = a+ t(b− a) + s(c− a), t, s ∈ R

- bodem a vektorem normály k rovině: (p− a) · n = 0
- úsekový tvar rovnice roviny: x/p+ y/q + y/r = 1.
Vzdálenost bodu P = [x1, y1, z1] od roviny

ax+ by + cz + d = 0 : d = |ax1 + by1 + cz1 + d|/
√

a2 + b2 + c2

Vzájemná poloha dvou rovin:
- rovnoběžné, totožné roviny ( n1 = kn2 )
- různoběžné roviny (společná přı́mka - průsečnice, řešenı́ soustavy 2 rovnic s jednı́m
volným parametrem)
Přı́klad: pro průsečnici rovin x + 2y + y + 3 = 0, 2x − y + 3z − 1 = 0 po volbě
x = t a vyřešenı́ této soustavy dvou rovnic dostaneme jejı́ parametrický tvar
x = t, y = −(t+10)/7, y = −(5t+1)/7 (zobrazte obě roviny a jejich průsečnici !).
Úhel dvou rovin aix+ biy + ciz + di = 0 s normálami ni = [ai, bi, ci], i = 1, 2 :
cos(φ) = |n1 · n2|/(‖n1‖‖n2‖); kolmost, rovnoběžnost
Vzdálenost dvou rovnoběžných rovin: d = |d2 − d1|/

√
a2 + b2 + c2 (a1 = a2, · · · )

Svazek rovin
∑2

i=1 λi(aix+ biy + ciz + di) = 0, λ1λ2 6= 0
Trs rovin se společným bodem

∑3
i=1 λi(aix+ biy + ciz + di) = 0, λ1λ2λ3 6= 0.

Poloha bodů P = [x1, y1, z1], Q = [x2, y2, z2] vzhledem k rovině ax+by+cz+d = 0 :
- výpočet hi = axi + byi + czi + di;

h1h2 > 0(< 0)⇒ P, Q ležı́ ve stejné (opačné) polorovině;
- směrový vektor průsečnice je kolineárnı́ s vektorovým součinem jejich normálových
vektorů.
Paprsek (polopřı́mka): A = [a0, a1, a2],q = [q0, q1, q2] : P = A+ rq
Poloha paprsku vůči úsečce P = B + t[C −B], přı́mce (soustava lineárnı́ch rovnic)
Poloha paprsku P = A+ tq vůči rovině ax+ by + cz + d = 0 :
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- průsečı́k paprsku s rovinou (dosazenı́m do rovnice roviny)
t = −(aa0 + ba1 + ca2 + d)/(aq0 + bq1 + cq2)

Průsečı́k paprsku a mnohoúhelnı́ka ve 3D - algoritmus:
1) Najı́t rovnici roviny, ve které ležı́ mnohoúhelnı́k
2) Najı́t průsečı́k paprsku s touto rovinou
3) Pomocı́ testu zjistit, zda průsečı́k ležı́ uvnitř mnohoúhelnı́ka (přı́mka procházejı́cı́
průsečı́kem v rovině mnohoúhelnı́ka má lichý počet průsečı́ků s hranami).

Plocha trojúhelnı́ka ∆ABC, čtyřúhelnı́ka �ABCD v rovině:

P =
1
2

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 1
b1 b2 1
c1 c2 1

∣∣∣∣∣∣ ; P = P1+P2 =
1
2

[∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ c1 c2
d1 d2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ d1 d2
a1 a2

∣∣∣∣]
Obecný postup při výpočtu plochy polygonu: triangulace, součet ploch trojúhelnı́ků.

Kontrolnı́ otázky
1. Popište základnı́ operace s body a vektory ve 2D, 3D.
2. Uved’te přı́klady lineárnı́ch a konvexnı́ch obalů bodů, vektorů.
3. Uved’te formulaci kriteria lineárnı́ závislosti a nezávislosti vektorů.
4. Jak poznáme rovnoběžnost rovin zapsaných v kartézských souřadnicı́ch ?
5. Odvod’te parametrické rovnice průsečnice dvou rovin.
6. Odvod’te formuli pro výpočet plochy pětiúhelnı́ku s danými vrcholy.

Úkoly k textu

1. Zobrazte na počı́tači přı́mku a 20 bodů v rovině (přı́padně body náhodně ge-
nerujte). Označte různými symboly body v opačných polorovinách. Spočı́tejte
vzdálenosti jednotlivých bodů od přı́mky a vyznačte v každé polorovině bod
s největšı́ vzdálenostı́ od přı́mky. Těmito dvěma body ved’te kolmice k přı́mce -
spočtěte a označte jejich průsečı́ky. Zobrazte konvexnı́ obal výchozı́ch bodů.

2. Zobrazte dvě roviny se společnou průsečnicı́. Vygenerujte ve zvoleném prostoru
40 bodů. Označte různými symboly body, které ležı́ v jednotlivých čtyřech polo-
prostorech. Spočı́tejte vzdálenosti jednotlivých bodů od každé roviny a označte
body s největšı́mi vzdálenostmi.
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3. Nakreslete v rovině dva polygony se společným průnikem. Vygenerujte na ob-
razovce 30-40 bodů a označte odlišně body které ležı́
- uvnitř každého z polygonů,
- vně obou polygonů, v jejich společné části.
Zobrazte konvexnı́ obal těchto bodů, spočtěte plochu každého z polygonů.

4. Prostudujte možnosti použitı́ funkcı́
dsearch, convhull, inpolygon, polyarea, rand, patch v Matlabu,
pointplot, line, distance, plane, intersection, area, convexhull, randpoint v Maple
na realizaci a grafické znázorněnı́ řešenı́ uváděných úloh.

1.2 Geometrické transformace ve 2D, 3D

Homogennı́ souřadnice bodu P = [x, y, z, w], (častá volba w = 1 ).
Úsečka P2 − P1 = [x2 − x1, y2 − y1, y2 − z1, 0] - vektor.
Obecná lineárnı́ transformace s maticı́ A : P ′ = AP.
Speciálnı́ přı́pady: (bod +vektor→ posunutý vektor)
Posunutı́ (translace) bodu ve směru vektoru d = [pi] ve 2D, 3D pomocı́ matic

T (p1, p2) =

 1 0 p1
0 1 p2
0 0 1

 ; T (p1, p2, p3) =


1 0 0 p1
0 1 0 p2
0 0 1 p3
0 0 0 1


Platı́: T−1(p1, p2) = T (−p1,−p2); T−1(p1, p2, p3) = T (−p1,−p2,−p3)
Rotace kolem počátku o úhel α ve 2D se realizuje násobenı́m bodů objektu maticı́

R(α) =

 cos(α) −sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0
0 0 1

 ; R−1(α) = R(−α) =

 cos(α) sin(α) 0
− sin(α) cos(α) 0
0 0 1


Rotace kolem jednotlivých os ve 3D použı́vá rozšı́řených variant předchozı́ch matic
Otáčenı́ kolem obecné osy (viz [13], str. 547).
Změna měřı́tka ve 2D, 3D se dá provést násobenı́m diagonálnı́mi maticemi

S(sx, sy) =

 sx 0 0
0 sy 0
0 0 1

 , S(sx, sy, sz) =


sx 0 0 0
0 sz 0 0
0 0 sz 0
0 0 0 1


Zkosenı́ ve směru jednotlivých os (shearing) ve 2D s koeficienty shx, shy provedeme
pomocı́ matic

Shx =

 1 shx 0
0 1 0
0 0 1

 , Shy =

 1 0 0
shy 1 0
0 0 1


Pro zkosenı́ ve směru roviny xy ve 3D použijeme matici (neměnı́ souřadnice z )

Shxy =

 1 0 shx

0 1 shy

0 0 1


7



a podobné matice použijeme pro zkosenı́ ve směru rovin zy, xz .
Matice pro provedenı́ složených transformacı́ dostaneme postupným vynásobenı́m složené

transformacematic základnı́ch transformacı́. Napřı́klad pro zkosenı́ ve směru roviny zy a následujı́cı́
zkosenı́ ve směru roviny xy dostaneme matici

Shxy · Shyz =

 1 + shxshz 0 shx

shy + shyshz 1 shy

shz 0 1

 .

,

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

, obr. 2 rotace trojúhelnı́ka kolem počátku

Kontrolnı́ otázky
1. Prověřte si pomocı́ počı́tače základnı́ funkce uvedených matic pro jednotlivé

transformace.
2. Odvod’te matice pro složenı́ dalšı́ch dvojic a trojic transformacı́; ověřte na přı́-

kladu.

Úkoly k textu

1. Nakreslete mnohoúhelnı́k v rovině (2D) a proved’te jeho
- posunutı́ o jeden vektor , opakované posunutı́ ve směru dalšı́ho vektoru;
- rotaci o zvolený úhel, speciálně jeho posunutı́ do polohy symetrické k počátku;
- zkosenı́ ve směru některé ze souřadných os, obou os ;
- kombinaci takových operacı́.

2. Řešte podobnou úlohu ve 3D - nakreslenı́ mnohostěnu nebo jiného objektu,
jednotlivé transformace a jejich skládánı́.

Při práci s Matlabem můžeme použı́t funkcı́ rotate, rotate3d, view, pan, makehgtform.
Maple má k dispozici funkce translation, rotation, reflection, RotatoryReflection, Gli-
deReflection, ScrewDisplacement.
Mathematica: GeometricTransformation - Translate, Scale, Rotate .
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2 Rovinné křivky ve 2D

Studijnı́ cı́le: V této kapitole si stručně zopakujeme základnı́ způsoby zadánı́ křivek
v rovině - explicitnı́, implicitnı́, parametrické - jak je známe z matematické analýzy
a geometrie, připomeneme si některé hlavnı́ skupiny křivek a jejich vlastnosti. Uve-
deme rovnice tečen, normál, asymptot, délku křivky, křivost a poloměr křivosti, pojem
izogonálnı́ch a ortogonálnı́ch trajektoriı́.
Klı́čová slova: funkce, křivka, explicitnı́ a parametrický předpis, polárnı́ souřadnice;
tečna, normála, singulárnı́ bod, délka křivky, křivost
Potřebný čas: 120 minut.

Průvodce studiem

Rovinné křivky představujı́ širokou škálu křivek, které znázorňujı́ pohyby bodů
nebo kvantitativnı́ průběh různých procesů v technické praxi. Nejjednoduššı́ z nich
můžeme popsat funkčnı́m předpisem v kartézských nebo jiných souřadnicı́ch, slo-
žitějšı́ pak parametrickým předpisem pro jednotlivé složky. V geometrii a diferen-
ciálnı́ geometrii jsou studovány různé vlastnosti a způsoby konstrukce takových
křivek - jejich tečny, normály, délka a křivost, singulárnı́ body, vlastnosti různých
soustav takových křivek (izogonálnı́, ortogonálnı́ trajektorie, obálka soustavy kři-
vek. Dnes nám počı́tače velmi usnadňujı́ kreslenı́ různých křivek a tı́m rozpoznánı́
jejich vlastnostı́.

Základnı́ způsoby zadánı́ křivek v rovině
Rovinné křivky vznikajı́ často popisem pohybu bodu v rovině, kde můžeme vidět
bohaté tvary, které se nedajı́ popsat jen klasickým funkčnı́m předpisem y = f(x)
(ukazujı́ to i odlišné termı́ny: funkce - křivka).
Křivka v rovině s kartézskými souřadnicemi může být proto zadána způsoby

zadánı́
křivek

1) explicitnı́m předpisem y = f(x)
(přı́klady - elementárnı́ funkce xm, abcx, trigonometrické funkce, ln(x), ..
řetězovka y = (a/2)(exp(x/a) + exp(−x/a)) = a cosh(x/a), ...

2) implicitnı́m předpisem F (x, y) = 0
kuželosečky - jejich vlastnosti (vzdálenosti od ohnisek) a kanonické tvary
algebraické křivky - přı́klady:

Descartův list x3 + y3 − 3axy = 0,
y2 − ax3 = 0, y2 = x3/(a− x),
lemniskata (x2+ y2)2 = a2(x2− y2), (stálý součin vzdálenostı́ od dvou bodů),
strofoida x(x2 + y2)− a(x2 − y2) = 0.

3) parametricky - předpisem pro každou složku
x = x(t), y = y(t), t ∈ I s parametrem t - např.

kružnice, elipsa;
kotálnice (kružnice po přı́mce, kružnice (R) po kružnici (r) ):

- cykloida (epi-,hypo-), x = rt− d sin(t), y = r − d cos(t), d = r(d > r, d < r),
kardioida x = r(2 cos(t)− cos(2t)), y = r(2 sin(t)− sin(2t)), R = r;
nefroida x = r(3 cos(t)− cos(3t)), y = r(3 sin(t)− sin(3t)), R = r/2;
asteroida x = r(3 cos(t) + cos(3t)), y = r(3 sin(t)− sin(3t)), R = r/4.

4) Polárnı́ souřadnice ρ, ϕ bodu v rovině (délka průvodiče, jeho úhel s osou x ) jsou
s jeho kartézskými souřadnicemi [x, y] určeny vztahy x = ρ cos(ϕ), y = ρ sin(ϕ).
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V polárnı́ch soouřadnicı́ch jsou zadávány zejména spirály -
- Archimedova ρ = aϕ,, hyperbolická ρ = a/ϕ, logaritmická ρ = a exp(bϕ)
- růžice ρ = a sin(kϕ) a jiné křivky vzniklé při rotačnı́m pohybu.

Rovnice křivky v polárnı́ch souřadnicı́ch může mı́t opět tvar explicitnı́ ρ = f(ϕ)
nebo implicitnı́ F (ϕ, ρ) = 0.
Směrový úhel θ tečny v bodě křivky (úhel mezi průvodičem a tečnou).
tan(θ) = ρ/ρ′ 0 < θ < Π.
S polárnı́ osou svı́rá tečna křivky v bodě P (ρ, θ) úhel ϕ+ θ.

Tzv. přirozeným parametrem křivky je jejı́ délka (délka oblouku od výchozı́ho bodu).
Jeho aproximacı́ je délka aproximujı́cı́ho (dostatečně přesného) polygonu.

V řadě přı́padů můžeme jednu křivku vyjádřit několika způsoby , nebo provést převod
mezi jejı́m vyjádřenı́m v různých souřadnicı́ch - napřı́klad
- výpočtem jedné z proměnných v implicitnı́m tvaru (dostaneme tak i různé explicitnı́
předpisy pro jednotlivé části křivky),
- zavedenı́m vhodného parametru můžeme implicitnı́ předpis převést na parametrický:
pro Descartův list x = 3at/(1 + t3), y = 3at2/(1 + t3);
u lemniskaty x = at(1 + t2)/(1 + t4), y = at(1− t2)/(1 + t4);
kardioida v polárnı́ch souřadnicı́ch · · · ρ = 2r(1− cos(ϕ)).

Některé křivky můžeme popsat všemi uvedenými způsoby - napřı́klad můžeme zapsat
- čtvrtkružnici explicitně, implicitně, v polárnı́ch souřadnicı́ch i parametricky:

x = (1− t2)/(1 + t2), y = 2t/(1 + t2)
- parabolu y = x2 parametricky (x = t, y = at2) nebo ρ = sin(ϕ)/(a− cos2(ϕ)) ;
- Descartův list i v polárnı́ch souřadnicı́ch: ρ = (3a sin(ϕ) cos(ϕ)/(sin3(ϕ)+cos3(ϕ)),
- lemniskatu v polárnı́ch souřadnicı́ch ρ2 = a2 cos(2ϕ),
- asteroidu x2/3 + y2/3 = a2/3 parametricky x = a cos3(t), y = a sin3(t),
- strofoidu x = at(1− t2)/(1+ t2), y = at(1− t2)/(1+ t2); ρ = a cos(2ϕ)/ cos(ϕ);
- kisoidu y2 = x3/(a−x); x = at2/(1+t2), y = at3/(1+t2); ρ = a sin2(ϕ)/ cos(ϕ);
Křivky harmonického kmitánı́ najdeme popsány např. v [12], str. 152:
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obr. 3 křivka a) v polárnı́ch souřadnicı́ch b) parametrická

- stejná frekvence: a sin(ωt+ ϕ1) + b sin(ωt+ ϕ2) = A sin(ωt+ ϕ)

- stejné amplitudy: a sin(ω1t) + a sin(ω2t) = 2a cos(ω1−ω2
2 t) sin(ω1+ω2

2 t)
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Křivky tlumeného kmitánı́, vynuceného kmitánı́ - viz [12],str.156.

Křivky vývoje, popsané diferenciálnı́ rovnicı́ ( x′ = f(x), · · · viz [12], str.159).

Singulárnı́ bod algebraické křivky - bod, pro který platı́ F (x, y) = 0; F ′
x = 0, F

′
y = 0

- uzlový bod (Descartův list - počátek), bod vratu 1., 2. druhu (společné, různé tečny);
Podobně - singulárnı́ bod parametrické křivky ( x′ = y′ = 0).
Izolovaný bod (v jeho okolı́ neležı́ dalšı́ bod křivky).
Průsečı́ky křivek (společné body) dostaneme obecně řešenı́m soustavy jejich rovnic: průsečı́ky

křivek- u explicitnı́ch předpisů ve stejných souřadnicı́ch porovnáme tyto funkčnı́ předpisy;
- u předpisů v různých souřadnicı́ch zkusı́me je převést do stejných souřadnic .
a) explicitnı́ zadánı́ - řešenı́m rovnice f(x) = g(x) , přı́klad: přı́mka - parabola
b) explicitnı́ + implicitnı́ zadánı́: y = g(x), F (x, y) = 0 − > F (x, g(x)) = 0
c) při parametrickém předpisu obou křivek

x = x1(t), y = y1(t), t ∈ I1 · · ·x = x2(u), y = y2(u), u ∈ I2
vede úloha na soustavu rovnic x1(t) = x2(u), y1(t) = y2(u) pro (t, u)

Přı́klady:
1) Přı́mka - elipsa, asteroida - parabola (přı́pady a), b) - proved’te);
2) Cykloida - parabola: x = a(t− sin(t)), y = a(1− cos(t)); y = bx2

Parametrizacı́ x = t, y = bt2 po dosazenı́ dostaneme rovnici bt2 = a(t− sin(t))2 ;
3) Parabola - spirály : y = ax2, ρ = bϕ → tan(ϕ)) = ab · ϕ · cos(ϕ))→ x, y.

Přı́klad křivky určené jinými podmı́nkami (interpolace, aproximace, kontrolnı́ poly-
gon):
Parametrická kubika x(t) = a1 + b1t+ c1t

2 + d1t
3, y(t) = a2 + b2t+ c2t

2 + d2t
3

je určena
a) hodnotami koeficientů - jednoznačně;
b) čtyřmi body, kterými procházı́ (interpolant) - jejı́ tvar pak závisı́ na parametrizaci
(-(ne)ekvidistantnı́ parametrizace , délka polygonu, délka intervalu, délka křivky, ... );
výpočet 8 koeficientů z 8 rovnic - podmı́nek interpolace v každé souřadnici.

Tečna ke křivce v bodě (x0, y0) - jejı́ rovnice pro různá zadánı́ křivky:
y − y0 = f ′(x0)(x− x0) pro explicitnı́ tvar y = f(x);
(F ′

y)0(y − y0) + (F ′
x)0(x− x0) = 0 pro implicitnı́ tvar F (x, y) = 0; tečna

(y − y0)/ẏ0 = (x− x0)/ẋ0 pro parametrické zadánı́ .

Normála ke křivce v bodě [x0, y0] pro uvedené formy předpisu
−y′0(y−y0) = x−x0; (F ′

x)0(y−y0) = (F ′
y)0(x−x0); ẋ0(x−x0)+ẏ0(y−y0) = 0. normála

Tečna, normála z bodu ke křivce F (x, y) = 0 (soustava rovnic - [12],str. 293).

Izogonálnı́ trajektorie soustavy křivek jsou křivky, které protı́najı́ každou křivku této
soustavy pod stejným úhlem. ([12], str. 295)
Ortogonálnı́ trajektorie k soustavě křivek F (x, y, c) = 0 jsou křivky kolmé ke každé
křivce této soustavy. Jejich rovnice můžeme dostat
- řešenı́m soustavy Fx + Fyy

′ = 0, F (x, y, c) = 0 (vyloučenı́m parametru c)
- řešenı́m diferenciálnı́ rovnice (ODR) odvozené z ODR pro původnı́ soustavu křivek
( f(x, y, y′) = 0− > f(x, y,−1/y′) = 0 )
U křivek zadaných v polárnı́ch souřadnicı́ch - podobně přes ODR ([12], str. 294).

Délka křivky na intervalech 〈x1, x2〉, 〈t1, t2〉, 〈ϕ1, ϕ2〉
s =

∫ x2
x1

√
1 + (f ′(x))2dx, s =

∫ t2
t1

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt, - explicitnı́, implicitnı́,

s =
∫ ϕ2

ϕ1

√
ρ2 + ρ′2dϕ - parametrický předpis .

Délka křivky je jejı́m přirozeným parametrem; jejı́ aproximacı́ je délka interpolačnı́ho
polygonu (proved’te srovnánı́ na přı́kladech).
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Křivost rovinné křivky v bodě M :
K · · · limita podı́lu (úhel mezi tečnami/ délka oblouku NM ) při N− > M křivost

K = y′′/(1+y′2)3/2 · · · = [−(F ′
y)
2F ′′

xx+2F
′
xF

′
yF

′′
xy−(F ′

x)
2F ′′

yy]/[(F
′
x)
2+(F ′

y)
2]3/2 · · ·

= (ẋÿ − ẍẏ)/(ẋ2 + ẏ2)3/2 · · · = (ρ2 + 2ρ′2 − ρρ′′)/(ρ2 + ρ′2)3/2

Poloměr křivosti R = 1/K; oskulačnı́ kružnice v daném bodě křivky se jı́ dotýká a
má poloměr R .

Singulárnı́ body : inflexnı́ ( K = 0, křivost měnı́ znaménko), uzel (křivka se protı́ná) -
dvojnásobný bod (dvě tečny), bod vratu (dvojnásobný bod - jedna tečna) - izolovaný
bod.
Přı́klady - nakreslete jednotlivé typy na papı́r bez předpisu, uved’te přı́klady s funkčnı́m
předpisem.

Úhel dvou křivek: explicitnı́ předpis f, g · · · tan(ω) = (g′ − f ′)/(1 + f ′g′);
implicitnı́ u(x, y) = 0, v(x, y) = 0 · · · tan(ω) = (uxvy − uyvx)/(uxvx + uyvy).

Asymptoty - tečny v nevlastnı́ch bodech
y = f(x) · · · k = limx→∞ f(x)/x, q = limx→∞[f(x)− kx] · · · y = kx+ q asymptoty

Vertikálnı́ asymptoty: f ′(x) = ±∞, parametrické křivky · · · ẏ(t)/ẋ(t) = ±∞.
[12], I. (9.6) - speciálnı́ přı́pady .

Obalová křivka jednoparametrické soustavy křivek F (x, y, c) = 0
v rovině (viz [12], str. 207, 283-) :
- dotýká se každé z křivek soustavy,
- každý jejı́ bod je bodem dotyku s některou křivkou soustavy.

Platı́: F ∈ C2, F ′′
cc 6= 0, det[F ′

x, F
′
y;F”cx, F”cy] 6= 0− > existence obálky,

výpočet ze soustavy F (x, y, c) = 0, F ′
c(x, y, c) = 0 (eliminacı́ parametru c

ze soustavy).
Přı́klad - F (x, y, c) = y − (x− c)4 = 0 ; obálkou je osa x .

Přı́klad - F (x, y, c) = (y−c)2−(x−c)3 = 0; obálkou jsou přı́mky y = x, y = x−4/27

Přı́klad - obálkou soustavy přı́mek y = c(2− cx) je hyperbola y = 1/x (obr. 4).
Evoluta křivky (sestává ze středů křivosti), evolventa křivky (dualita s evolutou)

,
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obálka  soustavy  prímek   y=c(2−cx)  ...  hyperbola   y=1/x

obr. 4 hyperbola - obálka soustavy přı́mek

- viz následujı́cı́ kapitola, ( [12], str. 288).
Přı́klad: parabola y = x2 · · · evoluta y = 1/2 + 3(x/4)2/3

Evolventa kružnice -
x(t) = (r + d) cos(t) + rt sin(t), y(t) = (r + d) sin(t)− rt cos(t)
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d = 0 - kruhová evolventa ( R = rt, s = rt2/2), d = −r · · · Archimedova spirála
Přı́klad definice křivky pomocı́ vztahu mezi jejı́mi vlastnostmi: klotoida · · ·R = a2/s.

Poznámka - pojem geometrické spojitosti:
U explicitně definovaných křivek je hodnota derivace v bodě směrnicı́ tečny geometrická

spojitost(fyzikálně - směr a rychlost pohybu bodu křivky). Jestliže použijeme pojem ” tečný
vektor” charakterizujı́cı́ směr tečny a délku tečného vektoru, pak zjistı́me, že stejná
parametrická křivka může mı́t v různých parametrizacı́ch sice stejný směr, ale různou
délku tečného vektoru (rychlost pohybu). To je problémem při spojovánı́ různých
segmentů oblouků do jediné křivky (např. při konstrukci složených Bezierových
křivek, splajnů a pod.). Proto byl kromě původnı́ho pojmu C1- spojitosti zaveden
pojem ” geometrické spojitosti” ( geometric, visual continuity) křivek, který pro
spojitost prvnı́ch derivacı́ v daném bodě požaduje jen společný směr tečny. (viz [12],
9.5; [13] - přı́klady).
Přı́klad :
Parametrická křivka x = x(t), y = y(t), t = [ẋ(t), ẏ(t)] - vektor tečny;
jeho délka závisı́ na parametrizaci, expl. předpis .. f ′ = dy/dx nezávisı́

Přı́mka y = kx+ q · · · y′ = k;
V parametrizacı́ch x = t, y = kt+ q; x = 2t, y = 2kt+ q
je v obou přı́padech
y′/x′ = k, ale

√
x′2 + y′2 =

√
1 + k2 6= 2

√
1 + k2 =

√
(ẋ2 + ẏ2)

Podobně u paraboly y = kx2 nebo cykloidy při změně parametrizace (spočı́tejte).

Kontrolnı́ otázky
1. Jaký je rozdı́l mezi pojmy : funkce jedné proměnné - křivka v rovině ?
2. Jaké jsou základnı́ způsoby popisu rovinných křivek ?
3. Může mı́t stejná křivka různé funkčnı́ předpisy ?
4. Co a proč se označuje termı́nem přirozený parametr křivky ?
5. Uved’te dalšı́ přı́klady křivek popisujı́cı́ch pohyb bodu v různých situacı́ch (na-

přı́klad známé vlastnosti kuželoseček).
6. Které hodnoty koeficientů v obecné rovnici křivek

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0
odpovı́dajı́ elipse, hyperbole, parabole ? ([12],str. 184)

7. Se kterými veličinami je spojen pojem křivosti křivky ?
8. Jak je možné chápat termı́ny jednoduchá křivka, složená křivka, uzavřená křivka ?
9. Co jsou to tečny, normály, asymptoty, singulárnı́ body křivky ?

10. Co rozumı́me pod pojmem úhel dvou křivek, jak jej vypočı́táme ?
11. Jak počı́táme souřadnice průsečı́ku dvou křivek ?
12. Jaký je rozdı́l mezi klasickou a geometrickou C1-spojitostı́ ?
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Úkoly k textu

1. Vyzkoušejte si na přı́kladech kreslenı́ rovinných křivek v různých zadánı́ch.
Jak kreslit křivku s implicitnı́m předpisem, parametrickým předpisem ?

2. Použijte křivky jako geometrické objekty a s pomocı́ rovinných transformacı́
utvořte z nich pěknou mozaiku .

3. Pro nakreslenou křivku na sı́ti jejı́ch bodů vykreslete sı́t’tečen .

4. Ověřte si experimentálně, že koncové body normál stejné délky na dané křivce
ležı́ na křivce s nı́ rovnoběžné.

5. Na zvolené křivce k sı́ti vybraných bodů nakreslete normály a oskulačnı́ kružnice.

6. Ke zvolené jednoparametrické soustavě křivek najděte a zobrazte jejich obálku.

7. Ke grafům zvoleného systému křivek nakreslete grafy křivek přı́slušného
ortogonálnı́ho nebo izogonálnı́ho systému křivek.

8. Co jsou to vrstevnice plochy a jak je můžeme vykreslit ?

Lze doporučit zkusit si napsat a ověřit vlastnı́ programy pro řešenı́ uvedených úloh
(např. v OpenGL).
V programových profesionálnı́ch systémech máme dnes pro kreslenı́ různých druhů
křivek k dispozici řadu funkcı́ - procvičte si jejich použı́vánı́:
Matlab - plot, contour, ezcontour,
Maple - plottools[curve], plot[polar],plot[parametric]
Mathematica - Plot, ParametricPlot, PolarPlot, ContourPlot, RegionPlot
Webové stránky, literatura - http://curvebank.clastatela.edu/famouscurves/famous.htm
(děláno v Mathematice, nezávislé)
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3 Prostorové křivky

Studijnı́ cı́le: V této kapitole si připomeneme základnı́ formy zadánı́ prostorových
křivek a pojmy, charakterizujı́cı́ jejich tvar a vlastnosti - definice tečen, normál,
binormál a odpovı́dajı́cı́ch rovin (tečná, normálová, rektifikačnı́, oskulačnı́), pojmy
týkajı́cı́ se křivosti takových křivek. Vzájemné vztahy mezi těmito vlastnostmi jsou
popsány ve Frenetových-Serretových formulı́ch.
Klı́čová slova: parametrické, implicitnı́ zadánı́ prostorové křivky, zadánı́ v cylin-
drických a sférických souřadnicı́ch; tečný, normálový vektor, binormála; prvnı́ a
druhá křivost; rovina normálová, rektifikačnı́, oskulačnı́; prvnı́ a druhá křivost;
Frenetovy-Serretovy formule
Potřebný čas: 120 minut.

Průvodce studiem

Prostorové křivky představujı́ širšı́ škálu tvarů, možnostı́ jejich generovánı́ a způ-
sobů zápisu než křivky rovinné. Proto i jejich analýza je složitějšı́ než u křivek
rovinných. Jejich vlastnostmi se podrobněji zabývá diferenciálnı́ geometrie, která
s pomocı́ celé řady pojmů podrobněji popisuje vlastnosti takových křivek a objektů
s nimi spojených - Frenetův trojhran a roviny jı́m generované v daném bodě, dva
druhy křivosti a vzájemné vztahy mezi takovými pojmy.

U prostorových křivek převládá parametrický předpis křivky (parametrické rovnice
křivky):
t - parametr definujı́cı́ body na křivce (přirozený parametr - délka křivky);
x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ I; x, y, z ∈ C1(I) (kromě konečného počtu bodů).
Orientace křivky je určena uspořádánı́m jejı́ch bodů podle růstu hodnot parametru.
Uzavřená křivka · · · I =< a, b >, x(a) = x(b), y(a) = y(b), z(a) = z(b).
Hladká křivka - má všude spojité i prvnı́ derivace.
Cylindrické (válcové) souřadnice - pro křivky na válcových, rotačnı́ch plochách: parametrické

zadánı́Vztah mezi kartézskými a sférickými souřadnicemi bodu
[x, y, z]↔ [ρ, ϕ, z] : x = ρ cos(ϕ), y = ρ sin(ϕ), z = z.
Přı́klad: základnı́ šroubovice x = a cos(t), y = a sin(t), z = bt; a > 0, b 6= 0
[z = b arctan(y/x)], ležı́ na rotačnı́ ploše x2 + y2 = a2;
ẋ = −a sin(t), ẏ = a cos(t), ż = b · · · hladká křivka.
b > 0 - pravotočivá křivka (k2 > 0), b < 0 - levotočivá křivka .
Rozvı́jejı́cı́ se šroubovice: x = at cos(t), y = at sin(t), z = bt; podobná parametrická
křivka x = t sin(2t), y = t cos(3t), z = t je na obr. 5.
ẋ2 + ẏ2 + ż2 ≥ 0; - regulárnı́ - singulárnı́ bod křivky.

Singulárnı́ bod - špička, bod vratu, průsečı́k.

Parametrická křivka může být určena také podmı́nkami interpolace : napřı́klad kubická
křivka
x(t) = a1+b1t+c1t

2+d1t
3, y(t) = a2+b2t+c2t

2+d2t
3, z(t) = a3+b3t+c3t

2+d3t
3

s vektorovým zápisem P (t) = A+Bt+ Ct2 +Dt3, A = [a1, a2, a3]T , · · ·
může být určena jak svými koeficienty, tak i podmı́nkami interpolace - čtyřmi body,
kterými má křivka procházet (12 koeficientů - 12 podmı́nek interpolace: soustava
lineárnı́ch rovnic).
Vektorový tvar r = r(t) = [x, y, z] = ix(t) + jy(t) + kz(t); - jiný způsob zápisu.
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obr. 5 prostorová parametrická křivka

Přı́pustná transformace parametru t = t(u) ∈ C, dt/du 6= 0 a volba hodnot ti
může ovlivnit tvar interpolačnı́ křivky .

Implicitnı́ zadánı́ křivky - průnik ploch F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0;
(výpočet eliminacı́, numericky - např. Newtonovou metodou ) ;
předpoklad - spojitost parciálnı́ch derivacı́, řešitelnost soustavy, alespoň v jednom implicitnı́

předpisbodě řešenı́ je hodnost následujı́cı́ matice rovna dvěma

rank

[
Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

]
= 2

Algebraické křivky - majı́ algebraické rovnice v jejich předpisech ( [12], str. 254).
Racionálnı́, transcendentnı́ křivky - v zadánı́ jsou racionálnı́, transcendentnı́ funkce.
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obr. 6 prostorová křivka jako průnik ploch

Rovinná křivka - průsečnice roviny s plochou (jedna z funkcı́ F, G je rovnicı́ roviny).
Přı́klad - kružnice z − x = 0, x2 + y2 + z2 − a2 = 0.
Průsečı́k přı́mky s plochou - způsob výpočtu jeho souřadnic
Křivka s vlastnostı́ · · · ax(t) + by(t) + cz(t) + d = 0 ∀ t ∈ I
ležı́ v rovině ax+ by + cz + d = 0 .

Délka oblouku s = s(t) =
∫ t

t0
ds =

∫ t

t0

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2dt,

(ds - diferenciál oblouku, lineárnı́ element). délka
obloukuPřı́klad - šroubovice: x = a cos(t), y = a sin(t), y = bt;

délka jednoho závitu s =
∫ 2π

t=0

√
a2 + b2dt = 2π

√
a2 + b2.

16



Tečný vektor křivky r(t) · · · ṙ = (dr/dt)
Jednotkový tečný vektor t = cṙ, c = 1/‖ṙ‖ = 1/

√
ṙ · ṙ

Rovnice tečny v bodě r0 : R = r0 + uṙ0, (x− x0)/ẋ0 = (y − y0)/ẏ0 = (z − z0)/ż0 tečný
vektor

Vektor hlavnı́ normály · · · t · n = 0 má směr vektoru t′ = dt/ds v uvažovaném
bodě

k1 = ‖t′‖ =
√
t′ · t′ =

√
r′′ · r′′ = (ẍ2+ ÿ2+ z̈2− ṡ2)1/2/(ṡ)2 · · · prvnı́ křivost (flexe)

Rovnice hlavnı́ normály
n = (cr′′ + c′r′)/

√
(cr′′ + c′r′) · (cr′′ + c′r′), c = 1/

√
r′ · r′ normála

binormála
Binormála křivky - jednotkový vektor binormály b = t× n (kladná orientace)
Vektory t,n,b tvořı́ průvodnı́ (základnı́) trojhran křivky ,
platı́ také n = b× t, t = n× b průvodnı́

trojhranRovnice binormály křivky r = r(t) v jejı́m bodě [x, y, z]:
(X − x)/[ẏ, z̈] = (Y − y)/[ẏ, ẍ] = (Z − z)/[ẋ, ÿ], [ẋ, ÿ] = ẋÿ − ẋẏ, · · ·

Frenetovy-Serretovy formule
pro rovnice s přirozeným parametrem s, obecným parametrem t:
r = r(s) r = r(t)
t′ = k1n ṫ = k1ṡn
n′ = −k1t + k2b ṅ = −k1ṡt + k2ṡb
b′ = −k2n ḃ = −k2ṡn
k1 - prvnı́ křivost (flexe): nulová pro přı́mky , k1 = 1/r pro kružnici;
druhá křivost (torze) pro přirozený parametr křivost

k2 = det

 x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′

x′′′ y′′′ z′′′

 /(x′′2 + y′′2 + z′′2)
(
= [x′, y′′, y′′′]/(x′′2 + y′′2 + y′′2)

)

k2 = [ẋ, ÿ,
...
y ]/[(ṡ)2(ẍ2 + ÿ2 + z̈2 − s̈2))] pro parametr t ; ([ẋ, ÿ,

...
y ] · · · determinant);

k2 ≡ 0 pro rovinné křivky.

Normálová rovina R = [X, Y, Z] je tvořená vektory n,b (kolmá k tečně):
(X − x)ẋ+ (Y − y)ẏ + (Z − z)ż = 0, · · · (R− r) · t = 0 roviny

Rektifikačnı́ rovina (kolmá k hlavnı́ normále - vektory t,b ) · · · (R− r) · n = 0

Oskulačnı́ rovina (kolmá k binormále - vektory t,n) · · · (R− r) · b = 0

Rovnice normálové roviny pro křivku F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 ([12], str. 262)∣∣∣∣∣∣
X − x Y − y Z − z

Fx Fy Fz

Gx Gy Gz

∣∣∣∣∣∣ = 0,
rovnice oskulačnı́ roviny pro parametrické zadánı́ - ( [12], str. 263 )∣∣∣∣∣∣

X − x Y − z Y − y
ẋ ẏ ż
ẍ ÿ z̈

∣∣∣∣∣∣ = 0
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Přı́klad - šroubovice ( [12], str. 265):
x = a cos(t), y = a sin(t), z = bt; ẋ = −a sin(t), ẏ = a cos(t), ż = b;
tečny svı́rajı́ s osou konstantnı́ úhel ω · · · cos(ω) = b/

√
a2 + b2 = bc ,

s rovinou kolmou k ose úhel ϕ · · · sin(ϕ) = cos(ω), tan(ϕ) = b/a
(spád šroubovice).
Hlavnı́ normály jsou kolmé k ose šroubovice
Binormály svı́rajı́ s osou konstantnı́ úhel ϕ · · · cos(ϕ) = ac = a/

√
a2 + b2

Délka jednoho závitu s =
∫ 2π

t=0

√
a2 + b2dt = 2π

√
a2 + b2

‖ṡ‖ =
√

a2 + b2 → k2 = b/(a2 + b2), k1 = a/(a2 + b2)
(- tato šroubovice je jediná prostorová křivka s konstantnı́ prvnı́ i druhou křivostı́),
b > 0 - pravotočivá křivka (k2 > 0), b < 0 - levotočivá křivka,
k2 sin(ω)− k1 cos(ω) = 0 - obecná šroubovice .

Problém: ze známých předpisů pro k1, k2 určit křivku ( [12], str. 270);
r1 = 1/k1 - prvnı́ poloměr křivosti
k1 = (1/a2)s - rovinná klotoida jiné

problémyRozklad vektoru zrychlenı́ - [12], str. 266
Řád dotyku křivek ([12], str. 272) - společná tečná rovina , hlavnı́ normála a prvnı́
křivost
Oskulačnı́ kružnice, střed a poloměr křivosti.

Křivky rovnoběžné (paralelnı́), spádové, evoluty, evolventy: [12]

Paralelnı́ křivky - majı́ společné hlavnı́ normály (při vhodné parametrizaci):
r2(s) = r1(s) + cn(s), c = const

Prostorová křivka nemusı́ mı́t křivku k sobě rovnoběžnou (šroubovice - má mnoho).
Každá rovinná křivka má nekonečně mnoho křivek k sobě rovnoběžných -
při parametrickém zadánı́ x = x(t), y = y(t) − >
x1 = x(t) + cẏ/

√
ẋ2 + ẏ2, y1(t) = y(t)− cẋ/

√
ẋ2 + ẏ2

Kontrolnı́ otázky
1. Co tvořı́ souřadnicové plochy (jedna z proměnných je konstantnı́) v kartézských,

cylindrických, sférických souřadnicı́ch ?
2. Napište parametrický předpis pro některé známé křivky ve složkách,

ve vektorovém tvaru.
3. Uved’te přı́klady algebraických 3D křivek, nakreslete jejich grafy.
4. Uved’te přı́klad křivky jako průsečnice dvou ploch, ukažte jejı́ graf.
5. Jak počı́táme prakticky délku oblouku křivky ?
6. Napište rovnice tečny, normály, binormály ke křivce r(t).
7. Jak je definována rovina normálová, rektifikačnı́, oskulačnı́ ?
8. Čı́m se lišı́ pojem křivosti u rovinných a prostorových křivek ?
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Úkoly k textu

1. Zobrazte přı́klady křivek zadaných parametrickým předpisem.

2. Ukažte přı́klady křivek se zadánı́m v cylindrických souřadnicı́ch.

3. Uved’te a zobrazte přı́klady křivek ve sférických souřadnicı́ch.

4. V několika bodech křivky nakreslete Frenetův trojhran.

5. Zobrazte křivku která je průnikem dvou ploch.

6. Zobrazte soustavu soustavu rovnoběžných křivek k dané křivce.

7. Spočı́tejte délku oblouku několika prostorových křivek.

Pro realizaci takových úloh můžeme použı́t vlastnı́ programy, nebo funkce
ezplot3, plot3, contour, ezcontour - v Matlabu,
plottools[curve], plot[polar], plot[parametric], plots[spacecurve], geom3d[intersection
- v Maple.
Mathematica - ListPointPlot, RegionPlot3D, ContourPlot3D, ParametricPlot3D,
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4 Aproximačnı́ křivky

Studijnı́ cı́le: Cı́lem této kapitoly je zopakovat si konstrukci polynomických in-
terpolantů v jedné dimenzi, uvést konstrukci interpolačnı́ch splajnů v lokálnı́ (pp)
i B-splajnové reprezentaci. Dále zopakovat si princip a realizaci metody nejmenšı́ch
čtverců pro aproximaci funkce nebo diskretnı́ch dat polynomem, splajnem. V poslednı́
části uvedeme některé konstrukce aproximačnı́ch křivek definovaných pomocı́
kontrolnı́ho polygonu (Beziere, Coons).
Klı́čová slova: Interpolace polynomy, splajny; aproximace metodou nejmenšı́ch
čtverců; Bezierovy a B-splajnové křivky určené kontrolnı́m polygonem.
Potřebný čas: 240 minut.

Průvodce studiem

V předešlých kapitolách jsme se zabývali křivkami, pro které jsme měli k dispozici
nějakou formu jejich funkčnı́ho předpisu, nebo předpisy pro objekty (plochy) tyto
křivky generujı́cı́.
V této kapitole se budeme zabývat křivkami, které aproximujı́ předpisy pro spo-
jité procesy, ke kterým máme k dispozici jen některá diskretnı́ data (interpolace,
metoda nejmenšı́ch čtverců), nebo u kterých jejich složitý předpis chceme nahradit
jednoduššı́m (zpravidla jako lineárnı́ kombinaci vhodných bázových funkcı́ podle
zvoleného kriteria- minimalizace odchylky vyjádřené podle typu problému). Cı́lem
jejich konstrukce je zı́skat informaci o hodnotách takové funkce i v ostatnı́ch bo-
dech z nalezené aproximace. S těmito druhy aproximace jsou studenti seznamováni
již v kurzu numerických metod. Dalšı́m -novým - typem aproximace (bez přesné
formulace odchylky) jsou křivky definované jejich kontrolnı́m polygonem. Jeho
změnou lze ovlivňovat tvar křivky tak, aby odpovı́dal požadavkům a zkušenostem
zadavatele.

4.1 Úloha interpolace diskretnı́ch dat křivkou ve 2D

Interpolace - obecná formulace problému:
Pro danou uspořádanou množinu vzájemně různých bodů, funkčnı́ch hodnot v nich interpolace

a bázi interpolujı́cı́ch funkcı́ najı́t lineárnı́ kombinaci bázových funkcı́, která splňuje
podmı́nky interpolace (křivku, která procházı́ zadanými body, interpoluje zadané hod-
noty).
Často použı́vané prostory funkcı́ a jejich báze: polynomy, trigonometrické polynomy,
exponenciálnı́ funkce, splajny.
Obecnějšı́m problémem je interpolace funkčnı́ch hodnot i hodnot derivacı́ v daných
bodech interpolace (hermitovská, lakunárnı́ interpolace), přı́padně interpolace integrál-
nı́ch střednı́ch hodnot (histopolation) nebo interpolace obecnějšı́ch lineárnı́ch funkcio-
nálů. O řešenı́ takových úloh je možno najı́t řadu pracı́ v oblasti teorie interpolace.
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4.1.1 Interpolace polynomy Pn(x) =
∑n

j=0 ajx
j

Formálně nejjednoduššı́m přı́stupem je výpočet koeficientů interpolujı́cı́ho polynomu
v explicitnı́m tvaru metodou neurčitých koeficientů pro zadaná data {xi, gi, i = 0(1)n}
a jim odpovı́dajı́cı́ stupeň polynomu n . Podmı́nky interpolace

interpolačnı́
polynom{xi, gi}ni=0, −→ Pn(xi) = gi ↔

n∑
j=0

ajx
j
i = gi, i = 0(1)n.

představujı́ soustavu lineárnı́ch rovnic pro výpočet koeficientů aj, j = 0(1)n.

Věta: Úloha polynomické interpolace je jednoznačně řešitelná (viz např. [9]).

Jiné techniky konstrukce interpolačnı́ho polynomu (explicitnı́ formule): explicitnı́
formuleLagrangeův interpolačnı́ polynom s (lagrangeovskými) koeficienty li(x)

Ln(x) =
n∑

i=0

li(x)gi, li(x) =
∏
j 6=i

(x− xj)/(xi − xj).

Vlastnost lagrangeových koeficientů : li(xj) = δij, i, j = 0(1)n.
Pro chybu interpolace při gi = g(xi), g ∈ Cn+1 mezi uzly platı́

g(x)−Ln(x) = Rn+1(x) =
gn+1(ξ)
(n+ 1)!

n∏
i=0

(x−xi), |g(x)−Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!

n∏
j=0

|x−xi|,

Mn+1 = max|g(n+1)(x)|.
Newtonův interpolačnı́ polynom s použitı́m poměrných diferencı́
[xi, xi+1]g = (gi+1 − gi)/(xi+1 − xi);
[xi, xi+1, xi+2]g = ([xi+1, xi+2]g − [xi, xi+1]g) /(xi+2 − xi), · · ·

Pn(x) = g0 + (x− x0)[x0, x1]g + (x− x0)(x− x1)[x0, x1, x2]g+

+(x− x0)(x− x1)(x− x2)[x0, x1, x2, x3]g + · · ·
Speciálnı́ přı́pady - ekvidistantnı́ sı́t’; výhoda - možnost přidávat nebo ubı́rat uzly
v potřebné části).

Pro realizaci polynomické interpolace máme v programových prostředcı́ch k dispozici
různé funkce
Matlab - polyfit, Basic Fitting
Maple - Curve Fitting[PolynomialInterpolation]
Mathematica - InterpolatingPolynomial, InterpolatingFunction

Hermitovská interpolace -
je interpolacı́ funkčnı́ch hodnot a derivacı́ v bodech interpolace; nejjednoduššı́ úloha - obecnějšı́

úlohy
interpolacedata {xi, gi, g

′
i}, i = 0(1)n : ←→ H2n+1(x) =

∑
i

(
gihi(x) + g′ih̄i(x)

)
.

Vlastnosti bázových funkcı́ hi(x), h̄i(x) (polynomů stupně 2n+ 1 ):

hi(xj) = δij, h′i(xj) = 0; h̄i(xj) = 0, h̄′i(xj) = δij

(najděte jejich funkčnı́ předpis, nakreslete graf).
Při zadánı́ vyššı́ch derivacı́ v uzlech se zvyšuje stupeň interpolantu . Při zadánı́ i všech
druhých derivacı́ má hermitovský interpolant stupeň 3n+ 2.
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Po částech hermitovská interpolace - prvnı́ splajny (lokálnı́ charakter):
na každém intervalu [xi, xi+1] jeho hermitovská data určujı́ kubický polynom; jiné

problémyjejich spojenı́m dostaneme funkci se spojitými prvnı́mi derivacemi .
V Matlabu provádı́ funkce interp1 s argumentem pchip takovou hermitovskou interpo-
laci, kde neznámé hodnoty derivacı́ v uzlech si program spočı́tá (přibližně) sám pomocı́
formulı́ numerické derivace ze zadaných funkčnı́ch hodnot.
Lakunárnı́ interpolace - problém interpolace funkčnı́ch hodnot a různých derivacı́

,
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pchip

obr. 7 interpolace polygonem s11 , po částech hermitovská (pchip), P10

v bodech, kde jsou některé derivace vynechány. Taková úloha nemusı́ mı́t obecně řešenı́
- napřı́klad úloha s třemi body se zadanými funkčnı́mi hodnotami a druhými deriva-
cemi.
Extrapolace - termı́n pro výpočet hodnot interpolantu vně sı́tě uzlů, technik pro výpočet
přesnějšı́ch hodnot pomocı́ vhodných méně přesných formulı́.

Interpolace trigonometrickými polynomy, exponenciálami

Tn(x) =
a0
2
+

∑
i

[ak cos(kx) + bk sin(kx)] f(x) =
∑

j

cj exp(ajx)

Výpočet koeficientů provedeme dosazenı́m podmı́nek interpolace do hledaného tvaru
interpolantu - dostaneme tak soustavu rovnic pro výpočet neznámých koeficientů (me-
toda neurčitých koeficientů; explicitnı́ formule pro ekvidistantnı́ uzly; nelineárnı́ úlohy).

Jestliže body interpolace majı́ dát ve výsledku obecnějšı́ parametrickou křivku, pak
použijeme v každé složce např. interpolaci parametrickými polynomy, kde výsledný
tvar křivky závisı́ také na volbě pametrizace (celočı́selná, délka křivky, délka polygonu,
jednotkový interval- viz podrobněji v odst. 4.5).

K interpolaci polynomy máme ve výpočetnı́ch prostředcı́ch řadu funkcı́:
Matlab - polyfit (vypisuje koeficienty interpolačnı́ho polynomu při odpovı́dajı́cı́ volbě
stupně),
Maple - CurveFitting[PolynomialInterpolation] (vypisuje analytický tvar interpolantu)
Mathematica - InterpolatingPolynomial (Newtonův tvar), InterpolatingFunction (pro
jiné typy interpolantu).
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4.1.2 Polynomické interpolujı́cı́ splajny

Při většı́m počtu bodů interpolace majı́ polynomické interpolanty odpovı́dajı́cı́ch stupňů
zpravidla velké oscilace v krajnı́ch intervalech (a také většı́ chybu interpolace). Proto
ve 20. stoletı́ došlo ke konstrukci funkcı́, skládajı́cı́ch se po částech z polynomů nı́zkých
stupňů a spojených s dostatečnou hladkostı́ - polynomických splajnů.

Polynomické splajny Snd(x) na sı́ti uzlů splajnu xi, i = 0(1)n jsou funkce
složené z polynomických segmentů stupně n v jednotlivých intervalech sı́tě s defektem
(hladkosti) d, Snd ∈ Cn−d .
Jeho lokálnı́ parametry (funkčnı́ hodnoty, derivace) umožňujı́ zformulovat podmı́nky splajny

spojitosti vuzlech jako soustavu lineárnı́ch rovnic pro tyto parametry a např. při zada-
ných funkčnı́ch hodnotách v uzlech spočı́tat prvnı́ derivace v nich k dosaženı́ celkové
C2-spojitosti (viz [9]).
Srovnánı́ aproximačnı́ch vlastnostı́ splajnů s polynomy vyššı́ch stupňů ukazuje na méně
oscilacı́ u splajnů, dobré aproximace i pro vyššı́ derivace.

Lineárnı́ interpolujı́cı́ splajn S11 ∈ C0 - polygon ([9]).
Data {xi, gi}, x ∈ (xi, xi+1), q = (x− xi)/hi, hi = xi+1 − xi −→
lokálnı́ reprezentace jednotlivých segmentů a chyba interpolace
S11(x) = (1− q)gi + qgi+1; (g − S11)(x) = (1/2)g′′(ξi)(x− xi)(x− xi+1)

Aproximačnı́ vlastnosti · · · ‖(g − S11(x)‖∞ ≤ (1/8)H2‖g′′‖∞ , H = maxi hi.

Hermitovský splajn S32 ∈ C1 : interpoluje data {xi, gi, g
′
i} (viz [9], str. 27)

Lokálnı́ reprezentace : pro x ∈ 〈xi, xi+1〉, q = (x− xi)/hi S32 ∈ C1

S32(x) = (1− 3q2 + 2q3)gi + q2(3− 2q)gi+1 + hiq(1− q)[(1− q)g′i − qg′i+1]

(použity 4 části hermitovských koeficientů hi, h̄i nenulových v tomto intervalu )

Aproximačnı́ vlastnosti · · · ‖(S32g − g)(j)‖∞ ≤ CjH
4−j‖g(4)‖∞, C0 = 1/384

pro data z hladké funkce g(x), gi = g(xi), g′i = g′(xi), H = maxi hi .
Lokálnı́ charakter interpolantu (změna ovlivnı́ jen sousednı́ dva intervaly).

Kubické interpolujı́cı́ splajny S31 ∈ C2 - majı́ spojité druhé derivace,
patřı́ k nejpoužı́vanějšı́m splajnům (podrobněji viz [9]) .
Lokálnı́ parametry (jedna možná forma - jiná s druhými derivacemi) S31 ∈ C2

{xi, gi, mi = g′i, i = 0(1)n+ 1}, mi - neznámé hodnoty prvnı́ derivace .
Myšlenka - najı́t je tak, aby v uzlech splajnu byly spojité i druhé derivace.
Lokálnı́ reprezentace pro x ∈ 〈xi, xi+1〉 (je stejná jako u S32 ) lokálnı́

reprezentace,
podmı́nky
spojitosti

S31(x) = (1− q)2(1 + 2q)gi + q2(3− 2q)gi+1 + hiq(1− q)[(1− q)mi − qmi+1].

Podmı́nky spojitosti pro druhou derivaci (CC) dostaneme srovnánı́m hodnot druhých
derivacı́ pro sousednı́ segmenty ve společném uzlu xi, i = 1(1)n zleva, zprava:

(CC) himi−1 + 2(hi + hi−1)mi + hi−1mi+1 = 3[hi−1
gi+1 − gi

hi

+ hi
gi − gi−1

hi−1
],

1
6
(mi−1 + 4mi +mi+1) =

1
2h
(gi+1 − gi), i = 1(1)n pro ekvidistantnı́ uzly

(vážený průměr hodnot derivace spočı́taných formulı́ numerické derivace).
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Dvě okrajové podmı́nky (BC) (počet parametrů mi = počet CC +2 ) · · · doplňujı́
soustavu (CC) k jednoznačnému určenı́ hodnot mi a celého splajnu.
Typy (BC) - m0, mn+1; druhé derivace ; periodičnost; not-a-knot conditions
Aproximačnı́ vlastnosti kubického interpolujı́cı́ho splajnu :

‖(S31g − g)(j)‖∞ ≤ CjH
4−j‖g(4)‖∞, j = 0(1)3, C0 = 5/384

Lokalizovaný vliv změn dat gi, BC (významnějšı́ změny v nebližšı́ch intervalech).
Matlab - interp1(spline, pchip), csape;
SplineToolbox - csapi - umožňuje počı́tánı́ i se splajny vyššı́ch stupňů.

,
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data 1
   spline
   shape−preserving
   10th degree

p10

shape

spline

obr.8 interpolace kubickým splajnem, polynomem P10

Kvadratické splajny S21(x) ∈ C1 - majı́ spojité prvnı́ derivace ( [9] )
Jednoduchá sı́t’ uzlů (interpolace v uzlech splajnu) vede ke splajnům s netlumeným
šı́řenı́m změn (chyb). Lokálnı́ reprezentace

S21(x) ∈ C1

(LR) S21(x) = (1− q)2gi + q2gi+1 + hiq(1− q)mi, mi = S ′21(xi)

s neznámými hodnotami derivacı́ mi vede srovnánı́m hodnot derivacı́ k podmı́nkám
spojitosti (CC) mi +mi+1 = 2(gi+1 − gi)/hi, i = 1(1)n,
ze kterých můžeme - např. při zvolené hodnotě m0 - spočı́tat ostatnı́ hodnoty derivacı́.

Po oddělenı́ uzlů splajnu xi a bodů interpolace ti, xi < ti < xi+1, di = (ti − xi)/hi

a hodnotami gi = g(ti) dostaneme lokálnı́ reprezentaci splajnu

(LR) S21(x) = gi + hi(q − di)[mi +
1
2
(q + di)(mi+1 −mi)],

s podmı́nkami spojitosti prvnı́ch derivacı́
(CC) mi−1 + 6mi +mi+1 = 8(gi − gi−1)/hi pro ekvidistantnı́ sı́t’;
přidánı́m 2 BC do (CC) dosáhneme jednoznačnosti interpolujı́cı́ho splajnu.
Diagonálnı́ dominance matice soustavy podmı́nek (CC)+(BC) v tomto přı́padě vede
k lokalizovanému vlivu změn dat na průběh celého splajnu.

Aproximačnı́ vlastnosti: ‖g − Sg‖∞ ≤ CK3‖g′′′‖∞, K = maxi{ti+1 − ti}.

Poznámky:
Při interpolaci integrálnı́ch střednı́ch hodnot kvadratickým splajnem (se vhodnou lo-
kálnı́ reprezentacı́ - viz [9]) dostaneme opět diagonálnı́ dominanci, lokalizaci vlivu
jejich změn.
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Možnosti jiných lokálnı́ch reprezentacı́ - viz [9].
Lokálnı́ reprezentace splajnů vyššı́ch stupňů a odpovı́dajı́cı́ podmı́nky spojitosti -
viz [9].
Jiné úlohy - interpolace derivacı́, obecněji - hodnot lineárnı́ch funkcionálů .
Při obecné poloze bodů interpolace můžeme použı́t interpolaci parametrickým splaj-
nem (splajn pro každou složku takové křivky ve 2D, 3D - viz dále).
Výhody použı́vánı́ lokálnı́ch reprezentacı́ při stálém stupni splajnu - jednoduchost al-
goritmu.
Nevýhody - při potřebě měnit stupeň splajnu (pro dosaženı́ potřebné přesnosti, vhod-
ných tvarů křivky) je třeba použı́vat jiné algoritmy, odpovı́dajı́cı́ zvolenému stupni.
Vzhledem k počtu koeficientů a podmı́nek interpolace se poněkud lišı́ okrajové pod-
mı́nky pro splajny sudých a lichých stupňů ( viz [9]) .

Software pro interpolaci splajny:
V programových systémech najdeme nejčastěji zabudovány tzv. přirozené kubické software

splajny, které doplňujı́ podmı́nky interpolace nulovými hodnotami druhých derivacı́
na okrajı́ch sı́tě uzlů splajnu.
Matlab - interp1 - spline, Basic Fitting; Spline Toolbox - csapi, csape, spapi; splinetool
Maple - CurveFitting -spline; použı́vá kubické splajny, vypisuje jejich lokálnı́ části.
Mathematica - InterpolatingFunction, SplineFit

4.2 Bázové splajny = B-splajny

V průběhu 20.stoletı́ byly nalezeny lokálnı́ reprezentace splajnů 1.-10. stupně a odpo-
vı́dajı́cı́ podmı́nky spojitosti splajnu. Hledal se ovšem i jednotný přı́stup ke konstrukci
splajnů různých stupňů - zkoumaly se ”cut powers” (x−xj)k+, ”fundamentálnı́ splajny”
s vlastnostı́ lagrangeových koeficientů - obojı́ ale byly spojeny s jistými problémy v re-
alizaci potřebných algoritmů. Vhodným jednotým přı́stupem ke zpracovánı́ algoritmů
pro počı́tánı́ se splajny různých stupňů se ukázaly být B-splajny (zkratka pro bázové
splajny - C. de Boor, [1]), které pro zadanou neklesajı́cı́ (a zpravidla vhodně rozšı́-
řenou) posloupnost uzlů splajnu {yi} (jejich násobnost zmenšuje hladkost v daném
uzlu) a zvolený stupeň splajnů tvořı́ bázi prostoru všech takových splajnů (viz [1],
[9]) .

Bázové splajny : Původnı́ definice C. de Boora s poměrnou diferencı́ ”cut powers”
(vhodná k odvozenı́ řady vlastnostı́ B-splajnů) použı́vá termı́n
” spline order ' řád splajnu = k = stupeň splajnu +1 ” , k ≥ 2; definice

každému uzlu yi, i ∈ Z splajnu odpovı́dá B-splajn řádu k ≥ 2

Bk
i (x) = (yi+k − yi)[yi, yi+1, · · · , yi+k](t− x)k−1+

definovaný pomocı́ uzlů yi, . . . , yi+k a poměrné diference funkce (t−x)k−1+ vzhledem
k proměnné t.
Každý takový B-splajn je po částech polynomickou funkcı́ (pp funkcı́) a proto i každá
jejich lineárnı́ kombinace je pp-funkcı́.

Vlastnosti B-splajnů vlastnosti

1. Bk
i (x) ∈ Ck−2, je to pp-funkce stupně nejvýš k − 1,

jejı́m nosičem je interval 〈yi, yi+k〉.

2. Bk
i (x) ≥ 0,

∑
i B

k
i (x) = 1 ∀x ∈ R
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3. Lineárnı́ kombinacı́ B-splajnů stejného stupně na dané sı́ti
dostaneme splajn téhož stupně s(x) =

∑
i biB

k
i (x)

{Bk
i (x)}ni=0 tvořı́ na dané sı́ti uzlů bázi lineárnı́ho prostoru splajnů

řádu nejvýše k ( stupně k − 1) . (Curry - Schoenberg)

4. Rekurzivnı́ generovánı́ B-splajnů různých stupňů - základ implementacı́ rekurze

B1i (x) =

{
1 · · · x ∈ 〈yi, yi+1〉
0 · · · jinak ,

Bk
i (x) =

x− yi

yi+k−1 − yi

Bk−1
i (x) +

yi+k − x

yi+k − yi+1
Bk−1

i+1 (x)

Pro celočı́selnou ekvidistantnı́ sı́t’ yi = i, (Bk = Bk
0 ) platı́

Bk(x) =
x

k − 1
Bk−1(x) +

k − x

k − 1
Bk−1(x− 1)

5. Derivacı́ (integracı́) B-splajnu dostáváme B-splajn nižšı́ho (vyššı́ho) stupně

dj

dxj

∑
i

biB
k
i (x) =

∑
i

bj
iB

k−j
i (x), bj

i =
bj−1
i − bj−1

i−1

yi+k−j − yi

Podobné rekurentnı́ vztahy platı́ i mezi B-splajnovými koeficienty splajnu a ko-
eficienty jeho primitivnı́ funkce ( [1], [9], str. 115).

Na celočı́selné sı́ti uzlů splajnu yj = j, j = 0, 1, 2, · · · dostaneme z definice

Bk(x) = Bk
0 (x) =

1
(k − 1)!

k∑
j=0

(−1)j
(

k

j

)
(k − j)k−1+ .

Přı́klady:
Pro kvadratický a kubický B-splajn na takové sı́ti tak dostaneme explicitnı́ předpisy

B3(x) =


1
2x
2 x ∈ 〈0, 1〉

1
2(−2x

2 + 6x− 3) x ∈ 〈1, 2〉
1
2(3− x)2 x ∈ 〈2, 3〉
0 jinak

B4(x) =



1
6x
3 x ∈ 〈0, 1〉

1
6 [x
3 − 4(x− 1)3] = 1

6(4− 12x+ 12x
2 − 3x3) x ∈ 〈1, 2〉

1
6 [(4− x)3 − 4(3− x)3] x ∈ 〈2, 3〉

1
6(4− x)3 x ∈ 〈3, 4〉
0 jinak

Odtud můžeme spočı́tat např.
B3(1/2) = 1/8, B3(1) = 1/2, B3(3/2) = 3/4 a symetricky pro x = 2, 5/2,
B4(1/2) = 1/48, B4(1) = 1/6, B4(3/2) = 23/48, B4(2) = 2/3, · · ·

Poznámka:
V literatuře najdeme často také jiné označenı́ bázových splajnů :
Nd

i (x) - bázový splajn stupně d , index i ' střed nosiče.
Přı́klad - lineárnı́ splajn na sı́ti jednoduchých uzlů xi, i = 0(1)n+ 1,
s1(x) =

∑n
i=1 aiN

1
i (x), N1i (x) = B2i−1(x),

Matlab - Spline Toolbox (bsplidem ) - přı́klady B-splajnů na zvolené sı́ti.
Maple - BSpline ,
Mathematica - SplineFit
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obr. 9 bázové splajny na celočı́selné sı́ti a jejich segmenty

4.3 Interpolace B-splajny

Formulace úlohy: při zadaných datech
{yi}n+k

i=0 - uzly splajnu (rozšı́řená sı́t’, přı́padně vhodně znásobené krajnı́ uzly),
{ti, gi}ni=0 - body interpolace (v obecné poloze), předepsané funkčnı́ hodnoty
najı́t interpolačnı́ splajn daného stupně v B-splajnové bázi, splňujı́cı́ podmı́nky

(CI)− podmı́nky interpolace s(ti) = gi · · ·
∑

j

bjB
k
j (ti) = gi, i = 0(1)n

Po výpočtu koeficientů bj můžeme k výsledný tvar najı́t a vykreslit např. pomocı́
funkce spcrv v Matlabu.
B-splajnová reprezentace umožňuje řešenı́ úlohy interpolace s obecnějšı́m rozloženı́m
bodů interpolace mezi uzly splajnu :
Věta (Schoenberg-Whitney): Nutnou a postačujı́cı́ podmı́nkou jednoznačné řešitelnosti
této úlohy (v závislosti na geometrii sı́tě bodů interpolace a uzlů splajnu) je ([1]) řešitelnost

det[Bk
j (ti)] 6= 0⇔ Bk

i (ti) 6= 0 ( ⇔ yi < ti < yi+k)

Tvarové vlastnosti splajnů v B-splajnové bázi ( Variation diminishing property) :
Počet znaménkových změn splajnu s(x) je menšı́ nebo roven počtu znaménkových
změn v posloupnosti {bi} jeho B-splajnových koeficientů. tvarové

vlastnostiPro kubický splajn S31 : z monotonnosti posloupnosti {bi} plyne monotonnost splajnu

Počı́tačové prostředky:
Matlab - interp1, spline; SplineToolbox spapi, csapi, csape, ...
Maple - CurveFitting[spline], BSpline, BSplineCurve

Racionálnı́ B-splajny

Rk
i (x) = wiB

k
i (x)/(

∑
j wjB

k
j (x)), wi · · · váhové koeficienty

(umožňujı́ lepšı́ vystiženı́ složitějšı́ch tvarů); požı́vané u NURBS - křivek ( [4] ).

Extremálnı́ vlastnosti interpolačnı́ch splajnů: a = x0, b = xn+1; {gi = g(xi)}
S11g minimalizuje oscilace

∫ b

a
(f ′(x))2dx ∀f · · · f(xi) = gi

S32g minimalizuje křivost
∫ b

a
(f ′′(x))2dx ∀f · · · f(xi) = gi, f ′(xi) = g′i jiné

vlastnostiS31g minimalizuje křivost
∫ b

a
(f ′′(x))2dx ∀f · · · f(xi) = gi

(přirozený splajn - S ′′31(a) = S ′′31(b) = 0, funkce spaps ve SplineToolboxu )
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S21(x) minimalizuje
∫ b

a
(f ′(x))2dx při interpolaci střednı́ch hodnot

gi = (1/hi)
∫ xi+1

xi
g(x)dx

Vyhlazovacı́ splajny - minimalizujı́ funkcionál (kombinace hladkosti a interpolace)

J(f) =
∫ b

a

[f (m)(x)]2dx+
∑

i

wi(gi − f(xi))
2

Jiné typy splajnů ([9]):
L-, Lg- splajny; trigonometrické , exponenciálnı́, hyperbolické splajny.

Variačnı́ teorie splajnů (založená na extremálnı́ch vlastnostech, rozšiřuje třı́dy splajno-
vých funkcı́, vyžaduje znalosti funkcionálnı́ analýzy).

Matlab - interp1- spline; Spline Toolbox - spapi, spape,spaps, csaps, bspline, spcrv ,
Curve Fitting Toolbox
Maple - BSpline, BSplineCurve, CurveFitting[BSpline], software

Mathematica - Splines Package (SplineFit, SplineFunction, Spline)

4.4 Aproximace metodou nejmenšı́ch čtverců - MNČ (LSQ)

Obecná myšlenka metody: aproximace g(x) minimalizuje středněkvadratickou od-
chylku od vstupnı́ch dat (diskretnı́ data, funkce). Tato odchylka d je zpravidla defino-
vána pro diskretnı́ data [xi, yi] nebo pro funkci f(x) na intervalu předpisy princip

MNČ

d2 =
∑

i

wi[g(xi)− yi]
2, d2 =

∫ b

a

w(x)[g(x)− f(x)]2dx

s váhovými koeficienty wi ≥ 0, váhovou funkcı́ w(x) ≥ 0.

Obecný model v hilbertovském prostoru (viz [12], II, str. 622):
Symboly: skalárnı́ součin (f, g), norma ‖f‖ = (f, f)1/2, w(x) - váhová funkce.
Diskretnı́ data yi, gi · · · (yi, gi) =

∑
yigi;

spojitý přı́pad · · · (f, g) =
∫ b

a
w(x)f(x)g(x)dx.

Lineárnı́ prostor funkcı́ s bázı́ {fi, i = 0(1)m}, aproximace g ' gm =
∑m
0 aifi,

středněkvadratická odchylka d2 = ‖g − gm‖ → min (jako funkce koeficientů ai ).
Minimalizace d2 vede k výpočtu koeficientů ai z normálnı́ soustavy

n∑
i=0

ai(fi, fj) = (g, fj), j = 0(1)m

Konkretnı́ forma skalárnı́ho součinu odpovı́dá spojité, diskretnı́ úloze. normálnı́
soustavaMNČ s použitı́m polynomů - často použı́vaný postup (lineárnı́ regrese ve statistice).

Data {xi, yi}, i = 0(1)n; zvolená báze {xj}, j = 0(1)m < n
( m = n · · · interpolace)

(NS)
m∑

i=0

ai

n∑
j=0

xi+k
j =

n∑
j=0

yjx
k
j , k = 0(1)m
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Přı́klad:
Pro aproximaci diskretnı́ch dat [xj, yj], j = 0(1)n s váhovými koeficienty wi = 1
lineárnı́ funkcı́ (přı́mkou) g(x) = a+ bx ve smyslu MNČ dostaneme pro koeficienty
a, b normálnı́ soustavu

(n+ 1)a+ b
n∑

j=0

xj =
n∑

j=0

yj, a

n∑
j=0

xj + b

n∑
j=0

x2j =
n∑

j=0

xjyj.

Pro aproximaci funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 polynomem g(x) = a + bx + cx2

s váhovou funkcı́ w(x) má normálnı́ soustava tvar
a

∫ b

a
w(x)dx+ b

∫ b

a
w(x) · xdx+ c

∫ b

a
w(x) · x2dx =

∫ b

a
w(x)f(x)dx,

a
∫ b

a
w(x) · xdx+ b

∫ b

a
w(x) · x2dx+ c

∫ b

a
w(x) · x3dx =

∫ b

a
w(x) · x · f(x)dx,

a
∫ b

a
w(x) · x2dx+ b

∫ b

a
w(x) · x3dx+

∫ b

a
w(x) · x4dx =

∫ b

a
w(x) · x2 · f(x)dx.

Vlastnosti matice (NS) pro polynomy: jejich špatná podmı́něnost pro polynomy vyššı́ho
stupně vede k nepřesným výpočtům koeficientů aproximace.
Použitı́ OGS polynomů, funkcı́, B-splajnů vede na pásové matice, dobrou podmı́něnost.
Matlab - polyfit pro polynomy, spap2, spaps - pro spojitou verzi, splajny. software
Maple - CurveFitting[LeastSquares]
Mathematica - Fit (MNČ se zvolenou bázı́)
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obr. 10 interpolant a aproximace MNČ z 10 hodnot funkce sin(x)

Použitı́ splajnů v MNČ - (použı́vá se bázových splajnů s rozšı́řenou sı́tı́):
Sı́t’uzlů {yi}, i = 0(1)m+ k · · · {Bk

i (x)}, i = 0(1)m, s(x) =
∑

ak
i B

k
i (x)

Normálnı́ soustava pro koeficienty B-splajnu aproximujı́cı́ho data (funkci) g
ve smyslu MNČ (matice je pásová - šı́řka souvisı́ se stupněm splajnu)

(NS)
m∑

i=0

ak
i (B

k
i , Bk

j ) = (g,Bk
j ), j = 0(1)m

(viz [1], [9]; často se použı́vá tzv. normalizovaných B-splajnů čı́slovaných podle středu
nosiče a stupně polynomu - např. N3i = B4i−2 ).
Postup výpočtu ve spojité verzi: výpočet prvků matice soustavy (integrály), vektoru
pravé strany soustavy, řešenı́ soustavy, splajn v B-splajnové bázi. (Matlab - spap2)

Chyba aproximace:

‖g − S31‖2 ≤ C3H
4‖g(4)‖2, ‖g − S11‖2 ≤ C1H

2‖g′′‖2
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Diskretnı́ verze: Při zadaných uzlech splajnu a jeho stupni je tı́m určena B-splajnová
báze prostoru splajnů (počet jejı́ch funkcı́). Při zadaných hodnotách tj, gj a jejich
rozmı́stěnı́ pak skalárnı́ součiny (Nm

i , Nm
k ) =

∑
j Nm

i (tj)N
m
k (tj) se redukujı́ na

součet součinů hodnot v bodech tj ležı́cı́ch v průniku nosičů Nm
i , Nm

k . Matice
normálnı́ soustavy je tedy opět pásová. Volbou uzlů splajnu a jeho stupně tak můžeme
ovlivnit výsledný tvar aproximačnı́ho splajnu.

Poznámka: ve Spline Toolboxu Matlabu a jiných zdrojı́ch najdeme i dalšı́ druhy
splajnů. Vyhlazovacı́ splajny (kombinace MNČ a kriteriı́ křivosti) jsou v Matlabu
implementovány ve funkcı́ch spaps, csaps.

4.5 Interpolace a aproximace parametrickými křivkami

Složitějšı́ křivky ve 2D, kde jedné hodnotě proměnné x může odpovı́dat vı́ce hodnot
y ( a mohou vzniknout smyčky, průsečı́ky), nebo křivky ve 3D se nedajı́ popsat
explicitnı́m předpisem - popisujı́ se v jiných typech souřadnic, nebo (nejčastěji) jako
parametrické křivky.
Interpolace
Chceme-li proložit obecně rozloženými body v rovině nebo v prostoru křivku, pak i pro
interpolant použijeme (při zvolených bázových funkcı́ch) jeho parametrickou formu,
podobnou ve 2D, 3D.
Parametrická křivka ve vektorovém tvaru r(t) = [x(t), y(t), z(t)], t ∈ I
bude interpolantem v bodech s parametry {ti}, i = 0(1)n · · ·Pi = [xi, yi, zi],
jestliže splňuje podmı́nky interpolace v každé složce -
x(ti) = xi, y(ti) = yi, z(ti) = zi, i = 0(1)n.
Použı́vané třı́dy interpolantů jsou opět polynomy, splajny, jiné vhodné funkce .
Po zvolenı́ vhodné báze pro interpolant představujı́ pak podmı́nky interpolace soustavu
3(n + 1) rovnic pro výpočet stejného počtu koeficientů interpolantů v jednotlivých
složkách ( ve 2D to bude soustava 2(n+1) rovnic). Po výpočtu koeficientů interpolantu
pro každou složku je pak možné jej vykreslit jako parametrickou křivku .

Výsledný tvar parametrické křivky závisı́ také na zvolené parametrizaci. Použı́vané
způsoby jsou přirozená parametrizace (délka oblouku - často ale neznámá)ů jejı́ apro-
ximace - délka polygonu spojujı́cı́ho body interpolace od počátečnı́ho bodu; celočı́selná
parametrizace posloupnosti bodů interpolace.
Uzavřenou křivku dostaneme ztotožněnı́m prvnı́ho a poslednı́ho bodu interpolace.
Ve 2D můžeme u explicitnı́ho předpisu použı́t jednoduchou parametrizaci předpisu
y = f(x) : ←→ x = t, y = f(t).
U složitějšı́ch křivek - podle parametrického předpisu křivky, odpovı́dajı́cı́ch souřad-
nic, délky oblouku.
Ve 3D - nemáme explicitnı́ předpis pro křivku; nejčastěji jde o parametrické křivky
(parametry mohu být některé ze složek ve sférických, válcových souřadnicı́ch).

Celkový postup při interpolaci parametrickými polynomy:
Očı́slovánı́ bodů interpolace, volba parametrizace, výpočet interpolantu pro každou postup

složku, výpočet jejich hodnot na dostatečně husté sı́ti hodnot parametru, vykreslenı́
parametrické křivky.
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obr. 11 interpolace parametrickou křivkou - různé parametrizace

Přı́klady:
Interpolace parametrickými polynomy ve 2D, 3D (stupeň = počet bodů -1).
Na obr. 11 je polynomický interpolant s celočı́selnou parametrizacı́ bodů a s paramet-
rem délky polygonu. V obou přı́padech se projevila špatná podmı́něnost soustavy při
výpočtu koeficientů.

Graf lineárnı́ho interpolujı́cı́ho splajnu dostaneme spojenı́m bodů interpolace úsečkami.

Kvadratický, kubický interpolujı́cı́ parametrický splajn: pomocı́ algoritmů v jedné pro-
měnné spočı́táme parametrické složky (máme možnost volby okrajových podmı́nek),
z nich vykreslı́me 2D-3D křivku .

Hermitův parametrický splajn pro rovinnou křivku ([9], str. 177)
r(t) = [x(t), y(t)] s derivacemi ṙ = [ẋ(t), ẏ(t)] představuje dvojici splajnů
S32(x, t), S32(y, t) interpolujı́cı́ch na sı́ti ti, Pi = [x(ti), y(ti)] hodnoty
[xi, ẋ(ti)], [yi, ẏ(ti)]. V intervalu 〈ti, ti+1〉 můžeme tento splajn S32(t) zapsat
vektorovou rovnicı́ ( P1i - vektor derivacı́)

S32(t) := ri(t) = u1(q)Pi + u2(q)Pi+1 + (ti+1 − ti)
[
v1(q)P1i + v2(q)P1i+1

]
,

q = (t− ti)/(ti+1 − ti), u1(q) = 1 + q2(2q − 3), u2(q) = q2(3− 2q),
v1(q) = q(1− q)2, v2(q) = −q2(1− q) (hermitovské bázové funkce).

K interpolaci ve 2D jinými typy funkcı́, hermitovské interpolaci můžeme použı́t pro-
středků v systému Mathematica (InterpolatingFunction, InterpolatingPolynomial).

Metoda nejmenšı́ch čtverců (LSQ)
Obecný problém aproximace dat parametrickou křivkou je složitějšı́ v tom, jak tam
vhodně posoudit a zformulovat středněkvadratickou odchylku křivky od diskretnı́ch
dat.
Jeden z možných postupů ve 2D: sestrojit parametrický interpolant složky x(t) ,
aproximaci (MNČ) pro složku y(t) ve stejné parametrizaci. Výslednou aproximačnı́
křivkou bude parametrická křivka [x(t), y(t)] (viz obr. 12).
Problémem bude v tomto přı́padě najı́t uzavřenou aproximačnı́ křivku.

Poznámka: Metoda nejmenšı́ch čtverců ve vı́ce dimenzı́ch je spojena s řadou
problémů. Jednou z jednoduššı́ch lineárnı́ch úloh s aplikacemi např. ve statistice a
lineárnı́ algebře je následujı́cı́ problém s řešenı́m soustav lineárnı́ch rovnic.
Aproximace prostorových dat [xi, yi, zi] rovinou ax+ by + cs+ d = 0
vede na řešenı́ přeurčené soustavy lineárnı́ch rovnic axi + byi + czi + d = 0.
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obr. 12 interpolant x(t), aproximace MNČ pro y(t)− P2, P3, P5

Jejı́m řešenı́m ve smyslu MNČ je vektor s minimálnı́ velikostı́ normy residua - ten
můžeme najı́t prostřednictvı́m singulárnı́ho rozkladu matice této soustavy (SVD -
singular value decomposition), nebo napřı́klad použitı́m zpětného lomı́tka x = A \ b
pro řešenı́ takových soustav v Matlabu.

Kontrolnı́ otázky
1. Zformulujte úlohu interpolace dat křivkou ve 2D, 3D.
2. Jaké jsou základnı́ metody pro řešenı́ úlohy interpolace ?
3. Kterou z metod zvolı́me pro interpolaci dat uzavřenou křivkou ?
4. Kdy zvolı́me k interpolaci dat trigonometrický polynom, kombinaci exponenciál-

nı́ch funkcı́ ?
5. Zformulujte úlohu hermitovské interpolace a metodou neurčitých koeficientů

odvod’te explicitnı́ formule pro hermitovské koeficienty hi(x), h̄i(x).

6. Jaká je definice kubického splajnu a čı́m je takový interpolujı́cı́ splajn jedno-
značně určen ?

7. Aproximuje takový kubický splajn i prvnı́ derivace, pokud jsou data vzata z hladké
funkce ?

8. Jak postupujeme při řešenı́ úlohy interpolace pomocı́ B-splajnů ?
9. Zformulujte úlohu aproximace diskretnı́ch dat polynomem ve smyslu MNČ.

10. Popište podrobněji postup při výpočtu takové aproximace: data, předpis aproxi-
mace - stupeň polynomu; výpočet koeficientů v NS, jejı́ řešenı́, výpočet funkčnı́ch
hodnot aproximace pro grafické znázorněnı́, středněkvadratická odchylka).

11. Zformulujte úlohu aproximace funkce definované na intervalu polynomem ve
smyslu MNČ.
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Úkoly k textu

1. Pro diskretnı́ data ze zvolené funkce nakreslete rovinnou interpolujı́cı́ křivku
(explicitnı́) a porovnejte jejich grafy v závislosti na počtu a rozloženı́ bodů
interpolace a vlastostech zvolené funkce.

2. Pro složitějšı́ parametrickou křivku sestrojte jejı́ parametrický interpolant a po-
rovnejte jejich grafy v závislosti na volbě bodů interpolace .

3. Pro obecné rozloženı́ bodů ve 2D, 3D porovnejte jejich parametrické interpolanty
v závislosti na jejich uspořádánı́, na zvoleném způsobu parametrizace.

4. Pomocı́ vhodných bodů interpolace nakreslete jako interpolant pı́smeno, iniciály
jména (parametrická křivka - vliv volby bodů ).

5. Porovnejte průběh interpolantů většı́ho počtu stejných dat polynomem a kubic-
kým splajnem (přı́padně hermitovským splajnem pomocı́ funkce interp1-pchip
v Matlabu).

6. Napište explicitnı́ definice B-splajnů B2(x), B5(x) na celočı́selné sı́ti.
Nakreslete jejich grafy.

7. Na stejných datech srovnejte použitı́ interpolace polynomy, splajny s různou
parametrizacı́.

8. Najděte grafy aproximacı́ MNČ stejných dat lineárnı́m, kvadratickým, kubickým
polynomem, sledujte jejich odchylky.

9. Spočı́tejte a srovnejte pro zvolenou funkci jejı́ aproximace polynomy různých
stupňů.

10. Vyzkoušejte si konstrukci aproximacı́ diskretnı́ch dat MNČ ve 3D parametrickou
křivkou.

Prostředky: CurveFitting, Basic Fitting, Spline Toolbox, ... Matlab
Maple, Mathematica
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4.6 Bezierovy křivky - určené kontrolnı́m polygonem

Předešlé postupy konstrukce aproximačnı́ch křivek vycházely z přesně formulovaných
kriteriı́ pro hledanou křivku (interpolace, minimálnı́ odchylka). V poslednı́ch deseti-
letı́ch se s vývojem počı́tačů začaly realizovat algoritmy pro konstrukci křivek jen na
základě jejich tvaru a vlastnostı́ viditelných na obrazovce, s možnostı́ jejich změn pou-
žitı́m jednoduché interakce . Tento interaktivnı́ přı́stup k tvorbě aproximačnı́ch křivek interaktivnı́

přı́stup(Casteljau, Beziere - konstrukce karoseriı́) nemá požadavek na interpolaci, minimali-
zaci odchylky (uplatňuje se zkušenost konstruktéra).
Dává možnost změny tvaru křivky změnou bodů kontrolnı́ho polygonu v okolı́ poža-
dované změny.
Tento přı́stup je realizován v četných grafických systémech, které pak nepožadujı́ od
uživatele podrobnějšı́ znalosti vlastnı́ho algoritmu a použitého matematického aparátu.

Bernštejnovy polynomy
Při konstrukci Bezierových křivek a ploch se jako bázových funkcı́ použı́vá Bernštej-
nových polynomů, které byly použity již koncem 19. stoletı́ v konstruktivnı́m důkazu
Weierstrassovy věty o nejlepšı́ aproximaci spojité funkce polynomem.
Bernštejnovy polynomy stupně n majı́ jednoduchý předpis Bn

i (t)

Bn
i (t) =

(
n

i

)
ti(1− t)n−i, i = 0(1)n, t ∈ [0, 1].

Přı́klady : B21(t) = 2t(1− t), B30(t) = t3, B32(t) = 3t
2(1− t).

Vlastnosti Bernštejnových polynomů (plynou snadno z definice):

Bn
i (t) ≥ 0,

n∑
i=0

Bn
i (t) ≡ 1 ∀t ∈ [0, 1];

Symetrie: Bn
n−i(t) = Bn

i (1− t)

Rekurze: Bn
i (t) = (1− t)Bn−1

i (t) + tBn−1
i−1 (t)

je generujı́cı́ rekurzı́ (např. B31(t) = 3t(1− t)2 = (1− t) · 2t(1− t) + t(1− t)2 ),
která umožňuje efektivně počı́tat funkčnı́ hodnoty těchto polynomů.

Polynom Bn
i (t) má maximum v bodě ti = i/n. (viz Matlab, bsplinedem)

Přı́klad: n = 3 · · · 1, 4/9, 4/9, 1 (viz obr. 13); n = 4 : · · · 1, (3/4)3, 3/8, (3/4)3, 1.

Bezierova křivka stupně n s kontrolnı́m (řı́dı́cı́m) polygonem {Vi, i = 0(1)n}.
Kontrolnı́ polygon v rovině generuje rovinnou křivku, ve 3D pro prostorovou křivku; definice

zpravidla představuje hrubý obrys požadované křivky.
Bezierova křivka s tı́mto kontrolnı́m polygonem je definována parametrickým (vekto-
rovým) předpisem ( [4], [2],[6], [13], [11] )

Cn(t) =
n∑

i=0

Bn
i (t)Vi, t ∈ [0, 1], Vi ∈ 2D, 3D

Vlastnosti Bezierových křivek vlastnosti

1. Křivka začı́ná v bodě V0 a končı́ v bodě Vn (end point interpolation);
ležı́ celá v konvexnı́m obalu kontrolnı́ch bodů (convex hull property).
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obr. 13 Bernštejnovy polynomy 3. stupně

Obecně neinterpoluje v kontrolnı́ch bodech, jen zhruba sleduje průběh kontrol-
nı́ho polygonu. Je invariantnı́ vůči afinnı́ transformaci souřadnic (transformaci
křivky můžeme provést transformacı́ kontrolnı́ho polygonu a opakovánı́m algo-
ritmu pro jejı́ vykreslenı́).

2. [
dCn

dt

]
t=0

= n(V1 −V0),
[
dCn

dt

]
t=1

= n(Vn −Vn−1)

(směr tečných vektorů na okrajı́ch křivky splývá s krajnı́mi úsečkami polygonu
- end point tangent property).
Podobné vztahy platı́ i pro vyššı́ derivace (m-tá derivace v krajnı́m bodě závisı́
na poloze m sousednı́ch bodů).
Tyto vztahy jsou důsledkem formule pro prvnı́ derivaci v obecném bodě

dCn

dt
=

n−1∑
i=0

Bn−1
i (t)V1i , V1i = n(Vi+1 −Vi)

a podobně (opakovánı́m) pro vyššı́ derivace (viz [11], str. 162).

3. Bezierova křivka se ve svém průběhu mimo okraje řı́dı́ zhruba svým kontrolnı́m
polygonem. Jsou-li všechny vrcholy na přı́mce, je křivkou úsečka.
Variation diminishing property: každá přı́mka protı́ná tuto křivku nejvýš tolikrát,
kolikrát protı́ná jejı́ kontrolnı́ polygon .

4. Vliv změny polohy jednoho kontrolnı́ho bodu klesá s rostoucı́ vzdálenostı́ od něj.

5. Přidánı́ dalšı́ch bodů uvnitř kontrolnı́ho polygonu (zvýšenı́ stupně polynomu)
umožnı́ lépe vystihnout požadovaný tvar; snı́ženı́ počtu kontrolnı́ch bodů (stupně
polynomu) při jednoduššı́ch tvarech snı́žı́ pracnost výpočtů (degree elevation,
reduction). Při zvyšovánı́ stupně se kontrolnı́ polygon a jeho Bezierova křivka
k sobě přibližujı́.

Základnı́ konstrukce Bezierových křivek - přı́mý a rekurentnı́ algoritmus
Kvadratická rovinná Bezierova křivka s kontrolnı́mi body (polygonem)
Vi = [xi, yi], i = 0, 1, 2 (parametrická křivka - vektorový a maticový zápis vztahu
mezi polynomickou a Bezierovou reprezentacı́ křivky)

C2(t) = (1− t)2V0 + 2(1− t)tV1 + t2V2 = [1, t, t2]

 1 0 0
−2 2 0
1 −2 1

 x0 y0
x1 y1
x2 y2


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Pro vykreslenı́ - na dostatečně husté sı́ti pro t ∈ [0, 1] spočı́tat souřadnice x, y , maticový
zápisvykreslit jako parametrickou křivku - parabolu.

Kubická prostorová Bezierova křivka s kontrolnı́m polygonem V0,V1,V2,V3 :
vektorový zápis C3(t) = (1− t)3V0 + 3(1− t)2tV1 + 3(1− t)t2V2 + t3V3,

C3(t) = [x(t), y(t), z(t)] = [1, t, t2, t3]


1 0 0 0
−3 3 0 0
3 −6 3 0
−1 3 −3 1




x0 y0 z0
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3


(maticový zápis: pozor na odlišný zápis formulı́ v literatuře při opačném pořadı́ mocnin
· · · [t3, t2, t, 1] )

Ukažte přı́klady takových křivek výpočtem podle předešlé definice nebo následujı́cı́m
algoritmem.
Pomocı́ odpovı́dajı́cı́ho tvaru kontrolnı́ho polygonu máme možnost vystiženı́ složitěj-
šı́ch tvarů - smyčky, špičky, inflexe.
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obr. 14 Bezierovy křivky 2. a 3. stupně

Generovánı́ bodu Bezierovy křivky rekurzı́ ( algoritmus - de Casteljau):
Definujeme V0i (t) = Vi, t ∈ [0, 1], i = 0(1)n,
postupně pro r = 0(1)n− 1, i = 0(1)n− r − 1 počı́táme rekurzivně

rekurzivnı́
algoritmusVr+1

i (t) = (1− t)Vr
i (t) + tVr

i+1(t).

Pak pro bod křivky platı́ Cn(t) = Vn
0 (t).

Vedlejšı́m výsledkem je rozdělenı́ křivky na dvě části s kontrolnı́mi polygony
V00V

1
0 · · ·Vn

0 a Vn
0V

n−1
1 · · ·V0n

(subdivision - umožňuje upravovat dále jen jednu z částı́ křivky ).

Použitı́: kreslenı́ Bezierových křivek pomocı́ uvedených algoritmů (rendering)
na dostatečně husté sı́ti hodnot t ∈ 〈0, 1〉 ;
možnost experimentovat - sledovat vliv rozloženı́ kontrolnı́ch bodů na tvar křivky, vliv
změny polohy jednoho bodu.

36



Interpolace kubickou Bezierovou křivkou:
C3(t) = (1− t)3V0 + 3t(1− t)2V1 + 3t2(1− t)V2 + t3V3
Úloha: při zadaných 4 bodech interpolace Pj = [x(j), y(j), z(j)], j = 0, 1, 2, 3
hledáme neznámé body kontrolnı́ho polygonu, odpovı́dajı́cı́ hodnotám parametru
[t0, t1, t2, t3] = [0, 1, 2, 3]/3 (odpovı́dajı́ bodům extrémů B3j (t) )
tak, aby byly splněny podmı́nky interpolace v jednotlivých složkách

C(0) = V0 = P0
C(13) =

8
27V0 +

4
9V1 +

2
9V2 +

1
27V3 = P1

C(23) =
1
27V0 +

2
9V1 +

4
9V2 +

8
27V3 = P2

C(1) = V3 = P3

Pro každou složku křivky tak je třeba řešit soustavu 4 rovnic se stejnou maticı́ a pravou
stranou odpovı́dajı́cı́ hodnotám bodů interpolace v této složce (možno řešit maticově).
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obr. 15 a) prostorová Bezierova křivka b) složená Coonsova kubika

Složené Bezierovy křivky
S rostoucı́m počtem kontrolnı́ch bodů roste i stupeň polynomů v jednotlivých složkách C0-křivka
Bezierovy křivky. To vede jak k většı́ výpočetnı́ náročnosti, tak i k přı́padným oscilacı́m
křivky. Proto se často použı́vá složených Bezierových křivek, které dostaneme slože-
nı́m celé křivky z jejı́ch jednoduššı́ch segmentů, vzniklých z odpovı́dajı́cı́ho rozdělenı́
kontrolnı́ho polygonu. Složená Bezierova křivka je tedy speciálnı́m typem splajnu (tak
ji uvádı́ např. Mathematica ve funkci SplineFit).

Složená kvadratická Bezierova křivka s lichým počtem kontrolnı́ch bodů
Vi, i = 0(1)2m vznikne rozdělenı́m kontrolnı́ho polygonu na segmenty
{V2k,V2k+1,V2k+2}. Když v každém z nich sestrojı́me odpovı́dajı́cı́ kvadratický C1-křivka
Bezierův polynom, pak spojenı́m těchto segmentů dostaneme (viz vlastnosti BP) po
částech kvadratickou, spojitou parametrickou křivku. Spojitosti derivacı́ v bodech styku
segmentů dosáhneme, když bod V2k bude středem úsečky V2k−1V2k+1 . Pro geo-
metrickou spojitost GC1 (stejná směrnice tečny) stačı́, aby bod V2k ležel uvnitř této
úsečky (jeho poloha ovšem lokálně ovlivnı́ tvar křivky) .
Taková složená kvadratická Bezierova křivka je tedy určena krajnı́mi body a vnitřnı́mi
body s lichými indexy - ostatnı́ se určı́ z podmı́nek spojitosti derivace ([9], [4])
Dalšı́ vlastnosti takové křivky:
a) Jsou-li určujı́cı́ kontrolnı́ body vrcholy konvexnı́ho polygonu, je i křivka konvexnı́.
b) Ležı́-li několik sousednı́ch kontrolnı́ch bodů na přı́mce, jsou i odpovı́dajı́cı́ segmenty
přı́mkové.
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Složená kubická Bezierova křivka s kontrolnı́mi body Vi, i = 0(1)3m
Na každém segmentu {V3i · · ·V3i+3} je definována jednoduchá Bezierova křivka.
Jejich spojenı́m dostaneme jen spojitou křivku v bodech styku. Spojitosti prvnı́ch de-
rivacı́ můžeme dosáhnout opět kolinearitou krajnı́ch úseček sousednı́ch kontrolnı́ch
polygonů. Spojitosti druhých derivacı́ můžeme dosáhnout dalšı́ podmı́nkou na kon-
figuraci kontrolnı́ch bodů (viz [9], str. 184) - celkově tak můžeme volit jen m + 3
vrcholy kontrolnı́ho polygonu, ostatnı́ je třeba spočı́tat z podmı́nek spojitosti prvnı́ch a
druhých derivacı́.
Bezierova křivka na intervalu t ∈ 〈t0, t1〉 - úprava reparametrizacı́ ( [11], str. 168)
Uzavřené křivky - jejich spojitosti a hladkosti lze dosáhnout vhodnou volbou kontrol-
nı́ch bodů (přı́padně jejich násobnostı́).
Složené křivky je možno sestrojit i ze segmentů různých stupňů.

4.7 Dalšı́ křivky určené kontrolnı́m polygonem

Postupně byly na základě jiných potřebných vlastnostı́ zkonstruovány i dalšı́ druhy
křivek určených svým kontrolnı́m polygonem (zpravidla nesou jméno svého autora)-
uvedeme jen některé z nich.
Racionálnı́ Bezierovy křivky - viz [13], [11] .
Idea - každá kuželosečka se dá parametrizovat kvadratickou racionálnı́ funkcı́ (parabola
- polynom, elipsa, hyperbola - racionálnı́ funkce). Proto se za bázi použije funkcı́

Rn
i (t) = wiB

n
i (t)/

n∑
j=0

wjB
n
j (t), B(t) =

n∑
i=0

ViR
n
i (t), Vi ∈ R2, R3

(máme možnost ovlivnit tvar křivky volbou váhových koeficientů wi ≥ 0.)
Vlastnosti racionálnı́ch Bezierových křivek:
Convex hull property , endpoint interpolation, tangent property .
Invariance under affine, projective transformations (using homogenneous coordinates).
Variation diminishing property
De Casteljau algorithm, derivatives ( [11],str.175, [9], str. 185 )

Jednoduchá Coonsova kubická křivka C(t) =
∑4

i=1Ci(t)Vi

s kontrolnı́m polygonem V1 · · ·V4, bázovými funkcemi Ci(t) ≥ 0,
∑

i Ci(t) = 1, Coons

C(t) =
1
6

[
(1− t)3V1 + (3t3 − 6t2 + 4)V2 + (−3t3 + 3t2 + 3t+ 1)V3 + t3V4

]
, t ∈ [0, 1]

má následujı́cı́ vlastnosti (odlišné od Bezierovy křivky - např. začı́ná v tzv. antitěžišti)

C(0) =
1
6
(V1 + 4V2 +V3), C(1) =

1
6
(V2 + 4V3 +V4).∑

Ci(t) ≡ 1, C′(0) = (V3 −V1)/2, C′(1) = (V4 −V2)/2

Algoritmus výpočtu bodů křivky na (dostatečně husté) sı́ti hodnot parametru t :

C(t) = [x(t), y(t)] =
1
6
[1, t, t2, t3]


1 4 1 0
−3 0 3 0
3 −6 3 0
−1 3 −3 1




x1 y1
x2 y2
x3 y3
x4 y4


- soustava předpisů pro každou složku parametrické křivky (se stejnou maticı́).
Geometrická interpretace - umožňuje snadnou konstrukci složené křivky.
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Složená Coonsova kubika s kontrolnı́m polygonem V1 · · ·Vn (obr. 15)
vznikne posouvánı́m kontrolnı́ho polygonu vždy o jeden vrchol [1-4,2-5, ..., (n-3)-n ]
a použitı́m algoritmu projednoduchou křivku (koncový bod segmentu je počátečnı́m
bodem následujı́cı́ho segmentu, stejná směrnice tečny) - výsledkem je křivka se spojitou
druhou derivacı́ (splajn !), která ležı́ v konvexnı́m obalu kontrolnı́ch vrcholů.
Možnost použitı́ násobných uzlů, konstrukce uzavřené křivky ( [13],str. 195).
Fergussonova kubika realizuje hermitovskou interpolaci ve 2D :

Fergusson
P(t) = P0F1(t) +P1F2(t) +P′0F3(t) +P

′
1F4(t)

F1(t) = 2t
3−3t2+1, F2(t) = −2t3+3t2, F3(t) = t3−2t2+ t, F4(t) = t3− t2

Vlastnosti této křivky:
P(0) = P0, P(1) = P1, P′(0) = P′0, P

′(1) = P′1

Dalšı́ druhy použı́vaných funkcı́ : uniformnı́ kubický B-splajn, NURBS

B-splajnové křivky (Integral B-spline Curves - [4], [2], [13])
Bernštejnovy polynomy Bn

i (t) =
(

n
i

)
ti(1− t)n−i jsou speciálnı́m přı́padem

B-splajnů se dvěma (n+ 1)-násobnými uzly t0 = 0, t1 = 1.
Podobně tedy pro B-splajny Np

i (t) = Bp+1
i (t) , kontrolnı́ polygon V0, · · · ,Vn

a uspořádanou sı́t’uzlů t0 · · · tp = 0, tp+1, · · · , tp+n−1, tp+n = · · · = tn+2p = 1
je B-splajnová křivka Sp(t) stupně p definována předpisem B-splajnová

křivka
Sp(t) =

n∑
i=0

Np
i (t)Vi, t ∈ [0, 1].

Tato křivka má následujı́cı́ vlastnosti:
vlastnosti

1. Vzhledem k násobnosti uzlů platı́

SP (0) = V0;
d

dt
Sp(0) = p(V1 −V0)/tp+1,

Sp(1) = Vn;
d

dt
Sp(1) = p(Vn −Vn−1)/(1− tn−p−1)

2. Afinnı́ transformace křivky Sp(t) (translaci, změnu měřı́tka, rotaci, projektivnı́
transformaci) můžeme provést tak, že této transformacipodrobı́me jen kontrolnı́
vrcholy a k nim pak sestrojı́me novou křivku podle stejné formule (algoritmu -
afinnı́ invariance).

3. Oblouk křivky Sp(t), t ∈ [tj, tj+1] ležı́ v konvexnı́m obalu vrcholů Vj−p, · · ·Vj.

4. Kontrolnı́ polygon představuje po částech lineárnı́ aproximaci křivky Sp(t); tuto
aproximaci můžeme vylepšit přidánı́m nových vrcholů ( knot insertion), nebo
rozdělenı́m křivky na části (subdivision) podobně jako u Bezierových křivek.

5. Uvedená metoda aproximace polygonu křivkou má lokálnı́ charakter - změna
polohy jednoho kontrolnı́ho vrcholu ovlivnı́ jen p+ 1 segmentů křivky.

6. Výsledná křivka je v jednotlivých segmentech polynomem stupně p , v uzlech
se měnı́ reprezentace splajnu (lokálnı́, B-splajnová) - vystupuje z nı́ jeden bázový
splajn a vstupuje jiný (uzly působı́ jako přepı́nač). V uzlech násobnosti k
je takový splajn (p− k)−krát diferencovatelný.
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7. Tvar křivky Sp(t) se řı́dı́ zhruba kontrolnı́m polygonem, vyhlazujı́ se jeho
oscilace a nepravidelnosti. Žádná rovina (3D) nebo přı́mka (2D) nemá s touto
křivkou vı́ce průsečı́ků než s jejı́m kontrolnı́m polygonem ( variation diminishing
property).

8. B-splajnová křivka bez vnitřnı́ch uzlů je Bezierova křivka.

Ve Spline Toolboxu v Matlabu je pro práci s B-splajnovými křivkami funkci spcrv.
Maple má funkci BSplineCurve, která po zadánı́ kontrolnı́ch vrcholů a požadovaného
stupně splajnu vypı́še předpisy pro jednotlivé segmenty křivky a následně umožnı́
vykreslit kontrolnı́ polygon a odpovı́dajı́cı́ B-splajnovou křivku.

Podobně jako u Bezierových křivek se dá s pomocı́ B-splajnových křivek řešit úloha
o interpolaci: dosazenı́m podmı́nek interpolace do rovnice křivky dostaneme pro ne-
známé souřadnice kontrolnı́ch vrcholů soustavu lineárnı́ch rovnic pro jednotlivé sou-
řadnice vrcholů (stejné matice soustavy).
V literatuře a některých grafických systémech najdeme také dalšı́ typy speciálnı́ splajnů.
Beta -splajny, ... (dalšı́ volné parametry, GC2 -spojitost).
NURBS ([11], str. 212), knot insertion, aplikace

Kontrolnı́ otázky
1. Jaké jsou definice a vlastnosti Bezierových křivek ?
2. Jak spolu souvisı́ počet kontrolnı́ch bodů a stupeň Bezierovy křivky ?
3. Jak dostaneme Bezierovu křivku se smyčkou, uzavřenou křivku ?
4. Jak sestrojujeme složené Bezierovy křivky ( C0, C1) ?
5. Můžeme použı́t Bezierovu křivku k interpolaci dat ?
6. Jak je definována Coonsova křivka (přı́padně jiné takové křivky - Fergusson) ?
7. Čı́m se lišı́ pojmy B-splajn, B-splajnová křivka ?
8. Popište konstrukci B-splajnové křivky, jejı́ vlastnosti.
9. Můžeme sestrojit interpolant pomocı́ B-splajnové křivky ?

Úkoly k textu

1. Nakreslete několik přı́kladů Bernštejnových polynomů, sledujte jejich vlastnosti.

2. Pro různé tvary kontrolnı́ch polygonů vykreslete Bezierovy křivky stupňů
2,3,4,5.

3. Pro rozsáhlejšı́ kontrolnı́ polygony nakreslete odpovı́dajı́cı́ jednoduché a složené
Bezierovy křivky hladkosti C0, C1 - porovnejte jejich průběhy.

4. Pro rozsáhlejšı́ kontrolnı́ polygon nakreslete složenou Coonsovu křivku.

5. Pro stejný kontrolnı́ polygon porovnejte průběh kubiky Coonsovy a Bezierovy .

6. Pro různé tvary kontrolnı́ch polygonů porovnejte vlastnosti Bezierových
a B-splajnových křivek určených stejným kontrolnı́m polygonem.

7. Ukažte konkretnı́ přı́klady interpolace kvadratickou Bezierovou křivkou, obec-
nou Bezierovou křivkou.
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5 Plochy

Studijnı́ cı́le: Zopakovat si stručně některé základnı́ způsoby analytického zadánı́
ploch, modelovánı́ technických ploch; naučit se zobrazovat takové plochy na obra-
zovce počı́tače. Stručně uvést základnı́ pojmy z diferenciálnı́ geometrie ploch a jejich
souvislosti (s odkazem na podrobnějšı́ literaturu).
Klı́čová slova: rovnice ploch; tečná rovina, normála, normálový řez; základnı́ formy
plochy; křivost, hladkost; přı́mková plocha; souřadnicové přı́mky a křivky .
Potřebný čas: 180 minut.

Průvodce studiem

V této kapitole si stručně připomeneme různé tvary analytických funkčnı́ch před-
pisů pro zadánı́ ploch (explicitnı́, implicitnı́, parametrické). Pro zobrazenı́ takových
ploch máme dnes v softwarových prostředcı́ch řadu připravených funkcı́, které si
vyzkoušı́te, přı́padně zkusı́te jednoduššı́ z nich naprogramovat. Dále stručně uve-
deme základnı́ poznatky diferenciálnı́ geometrie o různých vlastnostech ploch. Řada
ploch použı́vaných v technice popisuje pohyb objektů - uvedeme přı́klady přı́m-
kových, translačnı́ch, rotačnı́ch a šroubových ploch a některé metody pro jejich
vykreslenı́. Dalšı́ skupina ploch vzniká aproximacı́ plochy ze známých diskret-
nı́ch (napřı́klad naměřených) dat pomocı́ interpolace nebo aproximace polynomy
a jinými vhodnými druhy funkcı́ - to bude tématem šesté kapitoly.

5.1 Základnı́ typy zadánı́ a modelovánı́ ploch

Z matematické analýzy a analytické geometrie jsou známé tři základnı́ typy funkčnı́ch
předpisů pro zadánı́ plochy.

Explicitnı́ předpis z = f(x, y), [x, y] ∈ D ⊂ R2.
Přı́klady: · · · z = x3 − y3; z = 3x2 − 2y2, z = [x, y]A[x, y]T s maticı́ A z = f(x, y)

Rovina: z = ax+ by + c
Paraboloid eliptický z = x2/(2p) + y2/(2q), pq > 0
Paraboloid hyperbolický z = x2/(2p)− y2/(2q), pq > 0, z = a+ bx+ cy + dxy

Implicitnı́ předpis F (x, y, z) = 0
Kvadriky a jejich klasifikace: elipsoid, hyperboloid (jednodı́lný, dvoudı́lný), F (x, y, z) = 0

paraboloid (eliptický, hyperbolický), eliptický kužel, eliptický a parabolický válec.
Kulová plocha x2+y2+z2+mx+ny+pz+q = 0; (x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2 = r2

Trojosý elipsoid · · · x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1 (kanonické tvary)
Hyperboloid jednodı́lný · · ·x2/a2 + y2/b2 − z2/c2 = 1 (reálné poloosy x, y )
(dvě soustavy přı́mek - přı́mková plocha )
Hyperboloid dvoudı́lný · · ·x2/a2 + y2/b2 − z2/c2 = −1 ( imaginárnı́ poloosy x, y )
Kvadratické plochy obecně (kvadriky) F (x, y, z) =

∑
i+j+k≤2 aijkx

iyjzk = 0
Invarianty kvadratické plochy ( [12], 6.3)
Algebraická plocha · · · implicitnı́ předpis, F (x, y, z) je polynom ;
jejı́ singulárnı́ body splňujı́ rovnice Fx = Fy = Fz = 0.
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Parametrické zadánı́ ploch: r(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)], [u, v] ∈ Ω ⊂ R2,
x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) po částech spojité funkce, Ω→ R3 r(u, v)

Předpoklad: hodnost matice [xu, yu, yu;xv, yv, zv] je rovna dvěma
(až na konečný počet bodů - singulárnı́ body).
Parametrický předpis (se speciálnı́mi přı́pady parametrů v různých souřadnicı́ch) před-
stavuje obecnějšı́ způsob zadánı́ plochy, který zahrnuje předchozı́ způsoby a umožňuje
popsat formálně ještě složitějšı́ tvary ploch.

Přı́klady :
trojosý elipsoid · · · [a cos(θ) sin(ϕ), b sin(θ) sin(ϕ), c cos(ϕ)], θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [0, π]
eliptický kužel: · · · [at cos(θ), bt sin(θ), ct], θ ∈ [0, 2π], t ∈ (−∞,+∞)
parabolický válec: · · · [au2, 2au, v], u, v ∈ (−∞,∞)
sedlová plocha z = xy : · · · r[u, v] = [u− v, u+ v, u2 − v2]
parametrický tvar zadánı́ základnı́ch typů kvadrik: [11], str. 230, [12], str. 204.

Parametrické křivky plochy: r(u0, v) · · ·u-křivky, r(u, v0) · · · − v-křivky
tvořı́ křivočaré souřadnice na ploše ( ” drátěný model plochy ” , [9], 12.1). u, v -křivky

Tečné vektory ru = [xu, yu, zu], rv = [xv, yv, zv] (jiné symboly: tu, tv )
Tečná rovina T (p, q) = r+ pru + qrv
Zkrut ruv = [xuv, yuv, zuv]
Jednotková normála n = (ru × rv)/|ru × rv|
Křivka na ploše může být určena předpisem u = u(t), v = v(t), t ∈ I ([u, v] ∈ Ω)
- vektorově r = r(u(t), v(t)) - nebo implicitně f(u, v) = 0.

Možnosti přechodu mezi explicitnı́m, implicitnı́m a parametrickým zadánı́m plochy .

Přı́mkové plochy jsou plochy s vlastnostı́, že každým jejich bodem procházı́ přı́mka,
která celá ležı́ v takové ploše . Některé přı́klady :
Válcové plochy jsou generovány řı́dı́cı́ křivkou f(x, y) = 0 a soustavou přı́mek jiné

plochyrovnoběžných s osou z (tubeplot). Jako speciálnı́ přı́pady tak dostaneme dvojice:
elipsa - eliptický válec;
hyperbola - hyperbolický válec;
parabola - parabolický válec.

Kuželová plocha je generována bodem (vrcholem) a řı́dı́cı́ křivkou.
Přı́mkovou plochu dostaneme také spojovánı́m bodů dvou prostorových křivek -
při různých orientacı́ch těchto křivek dostaneme různé plochy (sestrojte přı́klady) .

Rotačnı́ plochy vzniknou rotacı́ křivky kolem pevné osy; přı́klady takových ploch:
- křivka y = f(z), osa z · · ·x2 + y2 = [f(z)]2;
- f(y, z) = 0, osa z · · · f(

√
x2 + y2, z) = 0

(např. anuloid (
√

x2 + y2 − a)2 + z2 = r2. )

Plochy translačnı́ dostaneme taženı́m jedné křivky po druhé (lofting, translational
swept surfaces)
Plochy šroubové vznikajı́ rotacı́ křivky procházejı́cı́ osou rotace (surfaces of revolu-
tion). Přı́klad: plocha vzniklá rotacı́ pohybujı́cı́ se úsečky kolem osy z .

Aproximačnı́ plochy - vznikajı́ hlavně při zpracovánı́ diskretnı́ch dat (interpolace,
MNČ(LSQ), kontrolnı́ sı́t’- viz kap. 6), nebo z jiných požadavků a hledisek.
Plocha určená okrajem (jejı́mi vrcholy, přı́padně tečnými vektory v nich nebo bázovými
funkcemi, které určujı́ okrajové křivky plátu - viz kap.6).
Přı́klad: r = fT (u)Mf(v) (Coons, Gregory; M - tvarová matice).
Plochy určené obdélnı́kovou nebo trojúhelnı́kovou kontrolnı́ sı́tı́ budou popsány v po-
slednı́ kapitole.
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Ke kreslenı́ analyticky zadaných ploch můžeme požı́t řadu přı́kazů v počı́tačových
systémech:
Matlab - ezsurf, ezcontour, ezmesh, meshgrid, surf, surface
Maple - surfdata, plots[surfdata], plot3D

Mathematica - Plot3D, ListSurfacePlot3D, RegionPlot3D, ContourPlot3D, Poly- kreslenı́
počı́tačemhedronData.

5.2 Z diferenciálnı́ geometrie ploch

V této části stručně uvedeme základnı́ pojmy a vztahy z diferenciálnı́ geometrie ploch.

Tečná rovina v regulárnı́m bodě plochy - tvořı́ ji tečny všech křivek na ploše, pro-
cházejı́cı́ daným bodem (vektorem plochy) [X, Y, Z]; v takovém bodě existuje jediná
tečná rovina.
Při explicitnı́m předpisu z = f(x, y) má rovnici (X−x)fx+(Y −y)fy−(Z−z) = 0,
v implicitnı́m předpisu F (x, y, z) = 0 · · · (X − x)Fx + (Y − y)Fy + (Z − z)Fz = 0,
v parametrickém zadánı́ r(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]

det

 X − x0 Y − y0 Z − z0
xu yu yu

xv yv yv

 = 0
Přı́klad: pro kulovou plochu ve sférických souřadnicı́ch (parametrický předpis)
x = r sin(u) cos(v), y = r sin(u) sin(v), z = r cos(u), u ∈ [0, π], v ∈ [0, 2π]
jsou souřadnicovými křivkami rovnoběžky a polednı́ky ;
rovnice tečné roviny v bodě [u, v] je
X sin(u) cos(v) + Y sin(u) sin(v) + Z cos(u)− r = 0

Normála n je kolmice k tečné rovině (smı́šený součin [nrurv] = n · (ru × rv) > 0).
Rovnice normály plochy F (x, y, z) = 0 : (X − x)/Fx = (Y − y)/Fy = (Z − z)/Fz

Prvnı́ základnı́ (kvadratická, metrická) forma plochy
Na ploše r = r(u, v) platı́ pro lineárnı́ element délky křivky u = u(t), v = v(t)

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

s koeficienty E = x2u + y2u + z2u, F = xuxv + yuyv + zuzv, G = x2v + y2v + z2v , základnı́
formy(vektorový zápis : E = ru · ru, F = ru · rv, G = rv · rv ).

n = (ru × rv)/D, D = (EG− F 2)1/2 - diskriminant plochy .

Pro parametrické křivky na ploše
pro u = konst (v = konst) je ds2 = Gdv2, (ds2 = Edu2)
pro úhel mezi nimi platı́ cos(ϕ) = F/

√
EG; F = 0⇒ kolmost křivek

Pro element plochy v tečné rovině platı́ dP = Ddudv, P =
∫ ∫
Ω

√
EG− F 2dudv

Při explicitnı́m předpisu z = z(x, y) · · ·D =
√
1 + z2x + z2y , dP = Ddxdy.
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Druhá základnı́ (kvadratická) forma plochy r = r(u, v) :
podél křivky s přirozeným parametrem s · · ·u = u(s), v = v(s) platı́

−dr · dn = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

L = −ru · nu, 2M = −(ru · nv + rv · nu), N = −rv · nv;
při explicitnı́m zadánı́ y = y(x, y) je speciálně
D =

√
1 + z2x + z2y , L = z2xx/(1 + z2x + z2y)

1/2, M = z2xy/D, N = z2yy/D

(základnı́ veličiny druhého řádu plochy).

Klasifikace bodů plochy:
LN −M2 > 0 · · · eliptický bod plochy ( expl. · · · fxxfyy − f 2xy > 0 ) klasifikace

bodů
plochy

LN −M2 = 0 · · · parabolický bod plochy (expl. · · · fxxfyy/f
2
xy = 0 )

LN −M2 < 0 · · · hyperbolický bod plochy (expl. · · · fxxfyy − f 2xy < 0)
ruv - twist (zkrut) plochy v bodě
Rozvinutelné plochy (přı́mkové plochy, jejich každá tečná rovina se jich dotýká podél
celé přı́mky) majı́ jen parabolické body .

Normálový řez plochy je řez rovinou obsahujı́cı́ normálu plochy - rovinná křivka.
Věta: Mezi normálovými řezy plochy v bodě P existujı́ alespoň dva v rovinách k sobě
kolmých, že normálnı́ křivost jednoho je minimálnı́, druhého maximálnı́. �
(Označenı́ těchto křivostı́ - k1, k2; použı́vané termı́ny - hlavnı́ normálové řezy, hlavnı́
poloměry křivosti R1 = 1/k1, R2 = 1/k2, hlavnı́ směry).
Pro normálnı́ křivost kn = 1/R v daném směru v bodě P plochy r = r(u, v) platı́ řezy,

křivost

kn =
1
R
=

Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

Dupinova indikatrix plochy v bodě - elipsa, dvojice hyperbol, dvojice rovnoběžných
přı́mek v tečné rovině - ukazujı́ vlastnost tohoto bodu (eliptický, hyperbolický, parabo-
lický - R 318).
Hlavnı́ poloměry křivosti R1, R2 a Gaussova (totálnı́) mı́ra křivosti K plochy
splňujı́ vztah
K = k1k2 = ±1/(R1R2) = (LN −M2)/(EG− F 2) = (LN −M2)/D2;
H = (k1 + k2)/2 - je tzv. střednı́ křivost.

Vztahy mezi vektory nu,nv a ru, rv - jsou jistou analogiı́ Frenetových vztahů
pro křivky ( [12], str. 321):
Weingarten - vztahy mezi nu,nv · · · ru, rv dalšı́

vztahyGauss (theorem egregium) : K · · ·E, F, G; ruu, ruv, rvv · · · ru, rv,n
Codazzi - Mainardi · · · vztahy mezi E, F, G · · ·L, M, N.

Geodetická křivost křivky na ploše (kg) je křivost jejı́ho pravoúhlého průmětu do
tečné roviny plochy v daném bodě.
Geodetická křivka plochy má vlastnost, že jejı́ oskulačnı́ rovina procházı́ přı́slušnou
normálou plochy. Jejı́ geodetická křivost je nulová v každém bodě plochy, má nejkratšı́
oblouk ze všech křivek spojujı́cı́ch dva dané body plochy.

Spádové křivky jsou ortogonálnı́mi trajektoriemi k vrstevnicı́m plochy.
Pro plochu y = f(x, z) splňujı́ diferenciálnı́ rovnici dy/dx = fy/fx .
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Hladkost spojenı́ dvou částı́ plochy ([9], str. 192)
Při generovánı́ celkové plochy po částech (plátech) jsou různé požadavky na podmı́nky hladkost
spojenı́ plátů na společné hranici - celkovou hladkost (spojitost - continuity).
Ck - continuity : r(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v]; x, y, z,∈ Ck, ru, rv lin. nezávislé
GC1 · · · tangent plane continuity (společné tečné roviny podél společné hranice)
GC2 · · ·GC1 + společná normálová křivost kn (curvature continuity)

Kontrolnı́ otázky
1. Jaké jsou rozdı́ly mezi funkčnı́mi předpisy pro základnı́ způsoby zadánı́ ploch ?
2. Co jsou to vrstevnice plochy a jak je můžeme vykreslit ?
3. Vysvětlete obsah termı́nů souřadnicové přı́mky, souřadnicové křivky, u(v)-křivky.
4. Uved’te přı́klady rotačnı́ch, translačnı́ch, šroubových, přı́mkových ploch.
5. Jak jsou definovány normála, tečná rovina, normálový řez plochy v jejı́m bodě ?
6. Popište termı́ny souvisejı́cı́ s pojmem křivosti plochy.
7. Jak se definujı́ pojmy souvisejı́cı́ s hladkostı́ plochy ?

Úkoly k textu

1. Uved’te konkretnı́ přı́klady funkčnı́ch předpisů pro rovinu, válcovou plochu,
elipsoid.

2. Jakým předpisem je určena algebraická plocha ?

3. Může mı́t stejná plocha různé předpisy ?

4. Jak můžeme popsat kuželovou plochu ?

5. Ukažte na konkretnı́m přı́kladu souřadnicové a parametrické křivky plochy !

6. Napište rovnice tečné roviny a normály plochy z = xy v daném bodě !

7. Co nám popisuje prvnı́ kvadratická forma plochy ?

8. Jak jsou klasifikovány body plochy pomocı́ koeficientů jejı́ druhé kvadratické
formy ?

9. Která plocha má stejné oba hlavnı́ poloměry křivosti ?

10. Jakou hladkost má povrch mnohostěnu, jehlanu, kuželová plocha ?
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6 Metody modelovánı́ ploch

Studijnı́ cı́le: Modelovánı́ některých přı́mkových ploch. Interpolace polynomy na ob-
délnı́kových a trojúhelnı́kových sı́tı́ch, interpolace se zachovánı́m okraje.
Bezierovy plochy určené kontrolnı́ sı́tı́ na obdélnı́kové a trojúhelnı́kové rovnoměrné
sı́ti, B-splajnové plochy.
Klı́čová slova: interpolace na obdélnı́kových a trojúhelnı́kových sı́tı́ch,
plochy určené kontrolnı́ sı́tı́
Potřebný čas: 240 minut.

Průvodce studiem

Dalšı́ skupina ploch vzniká aproximacı́ plochy z jejı́ch diskretnı́ch (napřı́klad na-
měřených) dat pomocı́ interpolace polynomy nebo jinými vhodnými druhy funkcı́.
Ve dvou proměnných je řešitelnost úlohy interpolace složitějšı́m problémem - uve-
deme proto jen známý postup pro interpolaci dat na obdélnı́kové a na trojúhelnı́kové
sı́ti. V závěru se budeme zabývat konstrukcı́ aproximačnı́ch ploch určených kon-
trolnı́ obdélnı́kovou a trojúhelnı́kovou sı́tı́, která umožňuje interaktivnı́ změnou
kontrolnı́ sı́tě upravovat výsledný tvar aproximačnı́ plochy ( Bezierovy plochy,
B-splajnové plochy ).

6.1 Přı́mkové plochy

Přı́mková plocha je plochou s vlastnostı́, že každým jejı́m bodem procházı́ alespoň
jedna přı́mka, která celá ležı́ na této ploše. Přı́klad - plocha tvořená přı́mkou, která se
spojitě pohybuje v prostoru - po řı́dı́cı́ křivce, jako spojnice dvou křivek a podobně).

Parametrické rovnice přı́mkové plochy s jednou řı́dı́cı́ křivkou r̄(u), přı́mkou p(u) :
r(u, v) = r̄(u) + vp(u), p(u) = [a(u), b(u), c(u)] přı́mkové

plochyx(u, v) = x̄(u) + va(u), y(u, v) = ȳ(u) + vb(u), z(u, v) = z̄(u) + vc(u)
(funkce a, b, c ∈ C1, ȧ2 + ḃ2 + ċ2 > 0 určujı́ směr tvořı́cı́ch přı́mek plochy).
Přı́klady: šroubová plocha (osa z, šroubovice), válcové plochy.

Přı́mková plocha vymezená spojnicemi čtyř rohových bodů
P00,P10,P11.P01; u, v ∈ 〈0, 1〉 ve 3D - přı́mková kvadrika (viz obr. 16 a) ):

P(u, v) = [1−u, u]

[
P00 P01
P10 P11

] [
1− v

v

]
= [(1−u)P00+uP10](1−v)+[(1−u)P01+uP11]v

Okrajové křivky pro u, v = 0, 1 jsou spojnice bodů P00,P10,P11,P01.

Přı́klad (ukazuje závislost na pořadı́ bodů): přı́mková plocha s vrcholy
P00 = [0, 0, 0],P01 = [0, 0, 1],P10 = [1, 0, 0],P11 = [0, 1, 0];
x = u(1 − v), y = uv, z = (1 − u)v je hyperbolickým paraboloidem s implicitnı́
rovnicı́ xz + xy + yz + y2 − y = 0 ,
při změně pořadı́ P01,P11, x = u(1− v), y = (1− u)v, z = uv
dostaneme plochu xy + xz + yz + y2 − z = 0 (ověřte !).

Bilineárnı́ Coonsova plocha s okrajovými křivkami P(u, 0),P(u, 1),P(0, v),P(1, v)

C(u, v) = [1− u,−1, u]

 P00 P(0, v) P01
P(u, 0) P(u, v) P(u, 1)
P10 P(1, v) P11

 1− v
−1
v

 , u, v ∈ [0, 1]
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zachovává tyto okrajové křivky;
jsou-li dvě protějšı́ strany úsečky, dostaneme přı́mkovou plochu.

Přı́mková plocha vzniklá spojovánı́m bodů dvou parametrických prostorových křivek
(obr. 16 b)) se stejnými hodnotami parametru (ten probı́há stejný interval) - jejı́ tvar
závisı́ také na orientaci těchto křivek (souhlasná, nesouhlasná orientace dá různé
plochy).

Offset, ruled, translationally swept surfaces, lofted surfaces ([11], str. 232,241-245) -
jsou dalšı́ speciálnı́ přı́pady ploch vznikajı́cı́ch pohybem geometrických objektů.

,
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obr.16 a) přı́mková plocha generovaná 4 body b) generovaná dvěma kružnicemi

6.2 Interpolace funkce dvou proměnných na obdélnı́kové sı́ti

Problém interpolace polynomy ve dvou proměnných na obecné sı́ti bodů v rovině je
poměrně složitý a bylo mu věnováno mnoho pracı́ - obecně však nemusı́ mı́t řešenı́.
V tomto textu uvedeme jen postup pro nalezenı́ jednoznačného interpolantu na dvou
základnı́ch typech sı́tı́ - obdélnı́kové a rovnoměrné trojúhelnı́kové.

Problém interpolace ve 2D: na obdélnı́kové sı́ti {[xi, yj], i = 0(1)n, j = 0(1)m}
s předepsanými hodnotami {gij} v jejı́ch bodech najı́t interpolant ve vhodné třı́dě
funkcı́ dvou proměnných (nejčastěji - polynomy, splajny). Ten pak použı́váme k výpo-
čtu hodnot v bodech uvnitř sı́tě (interpolaci) nebo i vně sı́tě (extrapolaci).

Polynomická interpolace je úloha najı́t takové koeficienty polynomu
Pnm(x, y) =

∑n
k=0

∑n
l=0 aklx

kyl , aby v bodech sı́tě platilo
Pnm(xi, yj) = gij, i = 0(1)n, j = 0(1)m (podmı́nky interpolace).

Explicitnı́ řešenı́ úlohy: s použitı́m 1D lagrangeovských koeficientů v každém z uzlů
[xi, yj] a techniky tzv. tenzorového součinu dostaneme pro lagrangeovské koeficienty
a celkový tvar interpolantu na obdélnı́kové sı́ti explicitnı́ předpisy

Lagrange
lij(x, y) = li(x)lj(y); Lnm(x, y) =

∑
i,j

lij(x, y)gij

Přı́klad: bikubická interpolace ve středu čtvercové sı́tě xi, yj, i, j = 0(1)3
s jednodimenzionálnı́mi koeficienty (stejnými v obou proměnných)
[li(x0 + 3h/2)]3i=0 = l = [−1, 9, 9,−1]/16 = [lj(y0 + 3h/2)]3j=0 matice

koeficientůnám podle uvedeného pravidla umožnı́ vypočı́tat matici lagrangeových koeficientů
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L = [lij] = l · lT = (1/162)[1,−9,−9, 1;−9, 81, 81,−9;−9, 81, 81,−9; 1,−9,−9, 1]
pro jednotlivé uzly této sı́tě. Pro výpočet interpolovaných hodnot ve středech na roz-
sáhlejšı́ sı́ti ji můžeme použı́t jako posuvnou šablonu (změny budou jen na okrajı́ch,
kde nemáme k dispozici potřebné uzly).

Úloha: napsat matice takových koeficientů (šablony) pro biliárnı́, bikvadratickou, bi-
kubickou interpolaci na ekvidistantnı́ sı́ti (použitı́ - při zjemněnı́ kroku sı́tě na polovinu
pro podrobnějšı́ vykreslenı́ plochy) .

Jiný postup (pro výpočet funkčnı́ch hodnot na jedné souřadnicové křivce):
Při konstantnı́ hodnotě jedné proměnné jde o interpolaci funkce ve druhé proměnné
(1D) pomocı́ hodnot na souřadnicových křivkách ve druhé proměnné. K tomu
potřebujeme znát hodnoty na okrajových přı́mkách (hranici), které spočı́táme 1D
interpolacı́ v prvnı́ proměnné. Pak provedeme 1D interpolaci ve druhé proměnné . Tak
můžeme opakovaně vypočı́tat funkčnı́ hodnoty pro vykreslenı́ souřadnicových křivek
na dostatečně husté sı́ti (střı́dánı́ směrů).
(Nakreslete si obrázek, ilustrujı́cı́ tento postup). střı́dánı́

směrůÚloha: Napište program (M-file) pro realizaci takového postupu pro interpolaci.

Intuitivnı́ metoda - dosadit podmı́nky interpolace do polynomu ve dvou proměnných
s neznámými koeficienty - vede na rozsáhlé soustavy rovnic (je neefektivnı́ pro roz-
sáhlejšı́ sı́tě).

Interpolace splajny ve dvou proměnných na obdélnı́kové sı́ti.
Bilineárnı́ splajn na obdélnı́kové sı́ti je bilineárnı́ funkcı́ na jednotlivých obdélnı́cı́ch
sı́tě, určenou jednoznačně funkčnı́mi hodnotami v jejich vrcholech. Celkově je spojitou
funkcı́.
Bikubický splajn na obdélnı́kové sı́ti je funkcı́, která je na jednotlivých obdélnı́cı́ch
sı́tě bikubickým polynomem a celkově má spojité všechny druhé derivace. Je určen
funkčnı́mi hodnotami v bodech sı́tě a např. několika typy podmı́nek na okraji celé sı́tě
(viz např. [9]). Typ takových podmı́nek si uživatel zpravidla volı́ pomocı́ volitelných
parametrů (některé informace jsou v nápovědách takových funkcı́).
Podobně jsou definovány méně použı́vané bikvadratické splajny na obdélnı́kové sı́ti.

Úloha: Pro známé funkčnı́ hodnoty na obdélnı́kové sı́ti máme najı́t interpolujı́cı́ splajn
daného stupně a hladkosti (bilineárnı́ - C0, bikvadratický - C1 , bikubický - C2),
abychom mohli počı́tat jejich funkčnı́ hodnoty v libovolném bodě oblasti (pro vykres-
lenı́ grafu a pod.).
Algoritmus výpočtu potřebných lokálnı́ch parametrů splajnu takové sı́ti je založen na
tom, že při fixované hodnotě jedné proměnné je tato funkce jednodimenzionálnı́m
splajnem ve druhé proměnné. Kromě bilineárnı́ho přı́padu nenı́ takový splajn hodno-
tami v bodech sı́tě určen jednoznačně (podobně jako v jedné proměnné) - kromě nich je
možno předepsat různé typy okrajových podmı́nek v okrajových bodech sı́tě (přı́padně
je doplnı́ některý program sám).
Postup při výpočtu parametrů interpolantu může být podobný jako u polynomu - okrajové

podmı́nkytechnika střı́dánı́ směrů při použitı́ lokálnı́ reprezentace umožnı́ výpočet dalšı́ch po-
třebných lokálnı́ch parametrů (např. potřebných parciálnı́ch derivacı́ v bodech sı́tě)
a pak funkčnı́ch hodnot na dostatečně jemné sı́ti souřadnicových křivek pro jejich gra-
fické znázorněnı́ (viz [9]).
Úloha: napište algoritmus pro vykreslenı́ souřadnicových křivek bilineárnı́ho, bikubic-
kého splajnu na sı́ti s dostatečně malým krokem.
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obr. 17 interpolace splajny na obdélnı́kové sı́ti

Interpolace bikubickými Hermitovými splajny vyžaduje zadánı́ funkčnı́ch hodnot a hod-
not parciálnı́ch derivacı́ gx, gy, gxy ve všech uzlech sı́tě (celkem 4x4=16 hodnot
gk,l

ij , k, l = 0, 1 ). Interpolant má lokálnı́ charakter, je spojitý a má také spojité uvedené
derivace. Uvedenými daty je tento splajn jednoznačně určen. Je možné také napsat jeho 31

explicitnı́ tvar - ke každému uzlu a tam předepsané hodnotě přı́slušı́ bázová funkce,
která je součinem odpovı́dajı́cı́ varianty součinu hermitových koeficientů v jedné pro-
měnné (celkem 4 bázové funkce pro každý bod sı́tě - jejich lokálnı́ tvar a maticový
zápis lokálnı́ho interpolantu vhodný pro tvorbu programu najdete např. v [9]).

Interpolace B-splajny zvoleného stupně na obdélnı́kové sı́ti použı́vá 2D bázových B-
splajnů - vzniklých opět součinem jednodimenzionálnı́ch B-splajnů - pro interpolant
S(x, y) =

∑
i

∑
j cijB

n
i (x)B

m
j (y) s neznámými koeficienty cij . Tyto je třeba spočı́tat

z podmı́nek interpolace, které po dosazenı́ do uvedeného tvaru interpolantu majı́ tvar
soustavy lineárnı́ch rovnic pro neznámé koeficienty cij . Pro jejı́ řešitelnost je třeba
vhodným způsobem rozšı́řit sı́t’uzlů splajnu podobně jako v jedné proměnné.
Stupně B-splajnu v každé ze souřadnic (a tedy i způsob rozšı́řenı́ sı́tě uzlů) mohou být B-splajny
různé.
Prostředky v systémech Maple,
Matlab (interp2, Spline Toolbox - spapi, spape, ... ),
Mathematica - InterpolatingPolynomial, Interpolation
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6.3 Interpolace na trojúhelnı́kových sı́tı́ch

V praxi - např. při zpracovánı́ terénnı́ch dat, při aplikaci metody konečných prvků
(MKP) v technice, v počı́tačové grafice - jsou interpolovaná data často zadána nepravi-
delně nebo na triangulaci nějaké oblasti (ta může vzniknout také triangulacı́ chaotické
sı́tě bodů). Nejjednoduššı́mi spojitými interpolanty jsou pak po částech lineárnı́ funkce,
definované jednoznačně hodnotami ve vrcholech každého trojúhelnı́ka takové triangu-
lace. Pro interpolanty vyššı́ch stupňů je třeba mı́t dalšı́ data, lokalizovaná zpravidla
ve vrcholech, ve středech stran a trojúhelnı́ků (funkčnı́ hodnoty, různé derivace).
Pro podrobnějšı́ vykreslenı́ jednotlivých plátů takových interpolantů nad trojúhelnı́ky
potřebujeme dalšı́ funkčnı́ hodnoty zı́skat např. interpolacı́ na rovnoměrné trojúhelnı́-
kové sı́ti každého trojúhelnı́ka (ta vznikne pravidelným rozdělenı́m obvodu trojúhelnı́ka
na stejný počet částı́ a jejich spojenı́m se rozdělı́ celý trojúhelnı́k na podobné malé troj-
úhelnı́ky).
Pro interpolaci na takové rovnoměrné triangulaci trojúhelnı́kové oblasti se použı́vá sı́t’

nejčastěji barycentrických souřadnic bodu vzhledem k vrcholům trojúhelnı́ka a tzv.
totálnı́ stupeň polynomu v barycentrických souřadnicı́ch, určený největšı́m součtem
stupňů mocnin třı́ barycentrických souřadnic v každém členu polynomu (na rozdı́l od
tzv. totálnı́ho stupně polynomu v kartézských souřadnicı́ch na obdélnı́kových oblas-
tech).
Výpočet barycentrických souřadnic [t1, t2, t3] pro bod P = [x, y] ∈ T = [V1, V2, V3] stupeň

polynomumůžeme provést ze soustavy rovnic
t1x1 + t2x2 + t3x3 = x, t1y1 + t2y2 + t3y3 = y, t1 + t2 + t3 = 1 barycentrické

souřadnice(konvexnı́ kombinace kartézských souřadnic vrcholů; geometrická interpretace - poměr
ploch trojúhelnı́ků PViVj, T : t1 = A(4PV2V3)/A(4V1V2V3) · · · , ( A - area ).

Úloha: nakreslete rovnoměrnou sı́t’ trojúhelnı́ka se 2,3,4 segmenty na každé straně
trojúhelnı́ka a spočı́tejte barycentrické souřadnice jednotlivých bodů této sı́tě.
Napište program pro vykreslenı́ takové sı́tě.

Pro funkčnı́ hodnoty zadané v bodech rovnoměrné sı́tě trojúhelnı́ka je znám explicitnı́
tvar interpolantu pro obecný stupeň (Lagrangeova forma, koeficienty v barycentrických
souřadnicı́ch- viz [9], str. 202). Zde uvedeme vektorovou interpolačnı́ formuli jen pro
lineárnı́, kvadratický, kubický interpolant (Lagrangeův typ) : interpolanty

Lineárnı́ interpolant: P1(t) = t1V1 + t2V2 + t3V3.

Kvadratický interpolant : (viz obr. 18)

P2(t) = t1(2t1− 1)V1+ t2(2t2− 1)V2+ t3(2t3− 1)V3+4[t1t2S3+ t1t3S2+ t2t3S1]

( Si, i = 1, 2, 3 jsou středy stran, čı́slované podle protějšı́ho vrcholu) .

Kubický interpolant: (viz obr. 19)
Na rovnoměrné sı́ti pro n = 3 (s barycentrickými souřadnicemi vrcholů
[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], středu trojúhelnı́ka [1, 1, 1]/3 ) jsou lagrangeovské ko-
eficienty pro interpolant P3(t) v bodě o souřadnicı́ch [t1, t2, t3] pro vrcholy , střed
trojúhelnı́ka a ostatnı́ body sı́tě (celkem 10 bodů)

27
6

ti(ti −
1
3
)(ti −

2
3
), 27titjtk,

27
2

ti(ti −
1
3
)tj .

Jestliže na dané triangulaci většı́ oblasti provedeme interpolaci polynomem stejného
stupně v každém trojúhelnı́ku nezávisle, pak na společné hranici dvou plátů se použije
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obr. 18 kvadratický interpolant na rovnoměrné sı́ti trojúhelnı́ka
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obr. 19 kubický interpolant na rovnoměrné sı́ti trojúhelnı́ka

stejných hodnot a formulı́ - tyto pláty majı́ společnou hraničnı́ křivku. Výsledná plocha
je tedy spojitá.

Jestliže máme k dispozici jen hodnoty funkce, jejı́ch derivacı́ (nebo směrových deri-
vacı́) ve vrcholech , přı́padně normálových derivacı́ ve středech stran, můžeme najı́t
interpolanty pro tato data. Podrobněji se těmto problémům věnuje teorie interpolace
v tzv. metodě konečných prvků (problémy celkové spojitosti, konstrukce složených
prvků - [12], kap. 24).

Prostředky pro přı́mou realizaci interpolace ve 2D:
Matlab: interp2, patch, delaunay, trisurf
M-files (autor JK): trdelta, s2trp, trint3

6.4 Obecnějšı́ metody interpolace

Dosud jsme pod úlohou interpolace uvažovali jen o interpolantech, které nabývajı́
v bodech interpolace předepsaných funkčnı́ch hodnot nebo derivacı́. Obecnějšı́ úlohy
požadujı́ zachovánı́ celých křivek na kraji plátu nebo jiných vlastnostı́.
Plochy zadané okrajem, plátovánı́ ([6], [4], [3], [5], [8], [11], [13] )
Při řešenı́ problémů při dostatečně jemném vykreslenı́ ploch, kde máme k dispozici jen
jejı́ hrubou sı́t’souřadnicových křivek nebo jen diskretnı́ data (funkčnı́ hodnoty a deri-
vace v bodech sı́tě) byla vypracována řada technik pro jejich řešenı́. Nesou zpravidla
označenı́ metody plátovánı́ - se zachovánı́m okraje, z diskretnı́ch dat ve vrcholech s po-
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užitı́m funkcı́ tvaru plochy (blended functions) . Uved’me si jen dva přı́klady takových
ploch.

Bikubický Coonsův plát C(u, v): Pro okraje plátu s parametrickými rovnicemi
P(u, 0),P(u, 1),P(0, v),P(1, v), u, v ∈ 〈0, 1〉
a vhodně vybranými funkcemi F1(t) = 2t3 − 3t2 + 1, F2(t) = −2t3 + 3t2
tento bikubický plát definovaný maticovým zápisem

C(u, v) =

 P00 P(0, v) P01
P(u, 0) P(u, v) P(u, 1)
P10 P(1, v) P11

 [F1(v),−1, F2(v)]T
obsahuje daný okraj P(u, 0),P(u,1), P(0, v),P(1, v) a má nulové zkruty . Coons

Jiné podobné techniky najdeme v literatuře pod názvy Boolean sum interpolation,
blended interpolation, transfinite elements .

Přı́klad plochy zadané diskretnı́mi údaji o hodnotách r, ru, rv, ruv ve vrcholech plátu
v matici M (mapa plochy, mapovacı́ matice; rozměry 4x4 ([9], str.195 ):

r(u, v) = fT (u)Mf(v), f = [f00, f01, f10, f11]T

fij(t) - jsou funkce tvaru plochy.
Při jejich volbě jako hermitovských koeficientů, t.j.
f00(t) = 1− 3t2 + 2t3, f01(t) = −2t3 + 3t2,
f10(t) = t− 2t2 + t3, f11(t) = −t2 + t3

se dostane tzv. šestnáctivektorový Coonsův plát se spojitými prvnı́mi derivacemi .
Jiné konstrukce takových plátů jsou spojeny se jmény Coons, Fergusson, Gregory.

Teorie interpolace v metodě konečných prvků (FEM) použı́vá hermitovských dat
(funkčnı́ hodnoty, směrové derivace ve směru hran) ve vrcholech, přı́padně středu
trojúhelnı́ka (Zlámal, Ciarlet - viz [12], kap. 24).
Známá věta (prof. Ženı́šek, VUT Brno) řı́ká, že pro interpolant s celkovou hladkostı́
Cr je třeba mı́t interpolant stupně n ≥ 4r + 1 .

Teorie interpolace na triangulacı́ch v rovině a prostoru, otázky dimenze prostoru tako-
vých interpolantů a jejich konstrukce byly předmětem intenzivnı́ho výzkumu posled-
nı́ch let.

Funkce pro realizaci interpolace ve dvou proměnných na obdélnı́kových, nepravidel-
ných sı́tı́ch -
Matlab: interp2 , griddata,
Maple: surfdata
Mathematica: ListSurfacePlot, TriangularSurfacePlot
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6.5 Plochy určené obdélnı́kovou sı́tı́ kontrolnı́ch bodů

Bezierovy plochy na obdélnı́kové sı́ti ( [3], [4], [5], [6], [8], [11], [13] )
Pro kontrolnı́ sı́t’bodů ve 3D · · · {Vij, i = 0(1)m, j = 0(1)n, u, v ∈ [0, 1]× [0, 1]}
a Bernštejnovy polynomy Bm

i (u), Bn
j (v) můžeme definovat Bezierův plát paramet- kontrolnı́

sı́t’rickým předpisem

S(u, v) =
∑

i

∑
j

Bm
i (u)B

n
j (v)Vij =

∑
i

Bm
i (u)

∑
j

Bn
j (v)Vij.

Takový plát má za okrajové křivky přı́slušné rovinné Bezierovy křivky určené kontrol-
nı́mi body na hranici. Vnitřnı́ parametrické křivky tohoto plátu jsou také Bezierovými plát
křivkami s modifikovaným kontrolnı́m polygonem na hranici (odpovı́dajı́cı́ bod na hra-
ničnı́ křivce). Obecně tento plát interpoluje jen ve čtyřech rohových vrcholech sı́tě, kde
tečny okrajových křivek majı́ směr odpovı́dajı́cı́ch segmentů sı́tě. Derivace podle druhé
proměnné v bodech na okrajové křivce závisı́ jen na prvnı́ch dvou řadách bodů kon-
trolnı́ sı́tě (vyplývá to z vlastnostı́ Bezierových křivek). K výpočtu funkčnı́ch hodnot
uvnitř sı́tě můžeme (opakovaně) použı́t jednodimenzionálnı́ch algoritmů.

Přı́klad: pro n = m = 2 můžeme bikvadratický Bezierův plát zapsat vektorově

S2(u, v) = [B20(u), B
2
1(u), B

2
2(u)]

 V00, V01, V02V10, V11, V12
V20, V21, V22

 B20(v)
B21(v)
B22(v)


Úloha: Napište formule pro parametrické křivky s u, v = 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. bikvadratický

Nakreslete kontrolnı́ sı́t’ a odpovı́dajı́cı́ plát. Na obr. 20 je taková kontrolnı́ sı́t’
s jedenácti souřadnicovými křivkami v každé proměnné.
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obr. 20 bikvadratický Bezierův plát

Pro n = m = 3 dostaneme bikubický Bezierův plát pro u, v ∈ [0, 1]× [0, 1] bikubický

S3(u, v) = [B30(u), B
3
1(u), B

3
2(u), B

3
3(u)]


V00, V01, V02, V03
V10, V11, V12, V13
V20, V21, V22, V23
V30, V31, V32, V33




B30(v)
B31(v)
B32(v)
B33(v)


Nakreslete kontrolnı́ sı́t’ a odpovı́dajı́cı́ plát! Přı́klad takové sı́tě a z nı́ generovaného
bikubického plátu se sedmi souřadnicovými křivkami je na obr. 21.
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obr. 21 bikubický Bezierův plát se sedmi souřadnicovými křivkami

Při spojovánı́ sousednı́ch plátů na širšı́ sı́ti (složená Bezierova plocha) majı́ sousednı́
pláty společný hraničnı́ kontrolnı́ polygon - tedy také společnou okrajovou křivku:
výsledná plocha je tedy spojitá. K dosaženı́ C1 -spojitosti je třeba splnit dalšı́ požadavky
na konfiguraci kontrolnı́ sı́tě - např. kolineárnost segmentů kontrolnı́ sı́tě dvou plátů ve
společných hraničnı́ch bodech.

Vlastnosti Bezierových plátů :
Celý plát ležı́ v konvexnı́m obalu svých vrcholů. vlastnosti

Změna vrcholu se projevı́ v celém plátu (nejvı́ce v okolı́ takového bodu).
Vztah mezi body kontrolnı́ sı́tě a Bezierovým plátem je afinně invariantnı́ (přı́padnou
transformaci grafu plochy je možno provést transformacı́ kontrolnı́ sı́tě a vykreslenı́
pak provést stejným algoritmem).
Na rozdı́l od Bezierových křivek pro Bezierovy plochy obecně neplatı́ vlastnost
”variation diminishing property”.

Úloha: Napište program pro sestrojenı́ kontrolnı́ sı́tě bikvadratického a bikubického
Bezierova plátu, pro vykreslenı́ jeho drátěného modelu, dostatečně husté sı́tě souřad-
nicových křivek.
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6.6 Trojúhelnı́kové Bernštejnovy-Bezierovy pláty

Také pro trojúhelnı́kové sı́tě byla vyvinuta technika konstrukce ploch pomocı́ kontrolnı́
sı́tě bodů ve vrcholech takové triangulace, přı́padně na rovnoměrném zjemněnı́ trian-
gulace (de Casteljeau, 1963; Farin 1986; [4], [9]).
Pro trojúhelnı́k T = [V1V2V3] můžeme jeho pravidelnou triangulaci (každá strana je
rovnoměrně body sı́tě rozdělena na n částı́, každý bod je spojen s odpovı́dajı́cı́mi dvěma
body na ostatnı́ch stranách trojúhelnı́ka - s celkovým počtem 1

2(n+ 1)(n+ 2) bodů )
popsat pomocı́ vektorů m = [m1, m2, m3], mi ∈ {0, 1, · · ·n} svázanými podmı́nkou
|m| =

∑
i mi = n (viz obr. 22 pro n=3). Každý bod této sı́tě odpovı́dá nějakému sı́t’

takovému vektoru a má barycentrické souřadnice vzhledem k vrcholům trojúhelnı́ka
rovny (1/n)m. Na takové sı́ti jsme už ukazovali techniku řešenı́ úlohy interpolace
lineárnı́m, kvadratickým a kubickým polynomem (totálnı́ho stupně v barycentrických
souřadnicı́ch) v kap. 6.3 .

Na obdélnı́kové sı́ti jsme definovali Bernštejnovy polynomy technikou tenzorového
součinu Bernštejnových polynomů v jedné proměnné. Na trojúhelnı́kové sı́ti s bary-
centrickými souřadnicemi bodu t = [t1, t2, t3] jsou Bernštejnovy polynomy stupně n
definovány pro každý bod sı́tě předpisem Bernštejnovy

polynomy
Bn
m(t) =

n!
m!

tm11 tm22 tm33 , |m| = n, m! = m1!m2!m3!.

Jsou to členy trinomického rozvoje 1n = (t1 + t2 + t3)n a z toho plynou jejich
následujı́cı́ vlastnosti (podobné vlastnostem takových polynomů v jedné a dvou
proměnných):

1. Bn
m(t) ≥ 0 pro ti ≥ 0 (pro body trojúhelnı́ka T ).

2.
∑

|m|=n Bn
m(t) ≡ 1 (tvořı́ rozklad jednotky) .

3. Bn
m =

∑3
i=1 tiB

n−1
m−ti(t), |m| = n (rekurentnı́ vztah).

4. Bn
m(t) má jediné maximum v bodě t = (1/n)m.

Mějme v každém bodě m sı́tě na trojúhelnı́ku T zadánu hodnotu bm. Bod [(1/n)m, bm]
pak tvořı́ kontrolnı́ vrchol Bezierovy sı́tě na T , která vytvářı́ lineárnı́ interpolant těchto
bodů. Pomocı́ této sı́tě pak definujeme na T Bernštejnův-Bezierův polynom (ve zkratce
BB-polynom) vztahem BB-polynom

bn(t) =
∑
|m|=n

bmBn
m(t)

Protože Bernštejnovy polynomy definované na rovnoměrné sı́ti tvořı́ bázi všech po-
lynomů odpovı́dajı́cı́ho celkového (totálnı́ho) stupně na trojúhelnı́ku T , jsou naopak
pro každý takový polynom jeho koeficienty bm určeny jednoznačně. Okrajové křivky
přı́slušného trojúhelnı́kového plátu jsou rovinné Bezierovy křivky, jejichž kontrolnı́
sı́tě tvořı́ hranice kontrolnı́ sı́tě nad T . Podobně jako u křivek je možno zvyšovat stupeň
polynomu bn(t) definovánı́m hustšı́ sı́tě pro stejnou plochu (degree elevation). Při opa-
kovánı́ tohoto procesu bude posloupnost kontrolnı́ch sı́tı́ konvergovat k ploše bn(t).
Pro polynomy bn(t) platı́ také generujı́cı́ rekurze, která umožnı́ vypočı́tat jeho hodnotu
pomocı́ hodnot polynomů nižšı́ch stupňů.
Vzorce pro výpočet derivacı́ ve směru jednotlivých stran trojúhelnı́ka najdeme v [4],
[9].
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Dva BB-polynomy na trojúhelnı́cı́ch se společnou stranou majı́ tam společnou okra-
jovou křivku a vytvářejı́ tak spojitou plochu. Pro spojitost prvnı́ch derivacı́ na této
společné hranici je třeba, aby trojúhelnı́ky kontrolnı́ sı́tě se společnou stranou na této hladkost
sı́ti byly koplanárnı́. Pro vyššı́ hladkost spojenı́ jednotlivých plátů je třeba splnit dalšı́
podmı́nky na kontrolnı́ sı́t’( [4], [9]).

Celý BB-plát ležı́ v konvexnı́m obalu svých kontrolnı́ch vrcholů. Obecně opět neplatı́
mezi kontrolnı́ sı́tı́ a jejı́m BB-plátem vlastnost ”variation diminishing property” .

Přı́klad 6.1. Pro kvadratický plát na trojúhelnı́ku T = [V1V2V3] s rovnoměrnou
sı́tı́ a s vrcholy jejı́ kontrolnı́ sı́tě Vijk, i + j + k = 3 určenými barycentrickými
souřadnicemi bodů rovnoměrné sı́tě a v nich předepsanými hodnotami bijk má jeho
funkčnı́ předpis v barycentrických souřadnicı́ch t = [t1, t2, t3] bodů trojúhelnı́ka
parametrický tvar

S2(t) = t21V200 + 2t1t2V110 + t22V020 + 2t1t3V101 + 2t2t3V011 + t23V002.

Pro souřadnicové křivky rovnoběžné se stranou V2V3, (t1 = p ∈ 〈0, 1〉) probı́há
parametr t2 interval 〈0, 1−p〉, t3 = 1−p−t2, funkčnı́ hodnoty na dostatečně jemné sı́ti
počı́táme z funkčnı́ho předpisu. Podobně na ostatnı́ch dvou systémech souřadnicových
křivek (nakreslete si obrázek !).
Napište program pro vykreslenı́ takového plátu,
dvou sousednı́ch plátů C0, C1 spojitých.

Přı́klad 6.2. Kubický plát na rovnoměrné sı́ti trojúhelnı́ka s kontrolnı́ sı́tı́
Vijk, i+j+k = 3 má v barycentrických souřadnicı́ch vektorový parametrický předpis

S3(t) = t31V300 + t32V030 + t33v003 + 6t1t2t3V003+

+3
[
t21t2V210 + t1t

2
2V120 + t21t3V201 + t22t3V021 + t1t

2
3V102 + t2t

2
3V012

]
Napište algoritmus a program pro vykreslenı́ kontrolnı́ sı́tě a sı́tě souřadnicových křivek
takového plátu, pro konstrukci sı́tě pro C0, C1− spojenı́ takových plátů. Přı́klad
kubického plátu s 13 souřadnicovými křivkami v každé barycentrické souřadnici je na
obr. 22.
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obr. 22 kubický Bezierův plát na rovnoměrné sı́ti trojúhelnı́ka

K vykreslenı́ tohoto obrázku byl použit autorův M-file trbez3.m .
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6.7 B-splajnové plochy určené sı́tı́ kontrolnı́ch vrcholů

U křivek určených kontrolnı́m polygonem jsme k jejich konstrukci použili jak Bern-
štejnových polynomů, tak i B-splajnů, které generujı́ hladkou křivku bez zvláštnı́ch
požadavků na konfiguraci kontrolnı́ sı́tě. Podobný postup můžeme uplatnit i při kon-
strukci ploch určených kontrolnı́ sı́tı́ bodů na obdélnı́kové oblasti.

Na obdélnı́kové sı́ti bodů {[ui, vj], i = 0(1)m, j = 0(1)n} a s bázemi normovaných
jednodimenzionálnı́ch B-splajnů Nk

i (u), N
p
j (v) v každé proměnné (obecně různých

stupňů k, p ) můžeme utvořit bázi Bij(u, v) = Nk
i (u)N

p
j (v) dvoudimenzionálnı́ch báze

splajnů . Pro body kontrolnı́ sı́tě Vij můžeme pak B-splajnovou plochu (po vhodném
rozšı́řenı́ sı́tě pro generovánı́ bázových splajnů) definovat předpisem

Skp(u, v) =
m∑

i=0

n∑
j=0

Nk
i (u)N

p
j (v)Vij, u, v ∈ 〈0, 1〉.

Parametrickými křivkami takové plochy (jeden z parametrů je konstantnı́) jsou B- plocha
splajnové křivky. Napřı́klad pro konstantnı́ hodnotu u = u0 ∈ 〈0, 1〉
je takovou křivkou

C(v) = Skp(u0, v) =
∑
i,j

Nk
i (u0)N

p
j (v)Vij =

∑
j

Np
j (v)(

∑
i

Nk
i (u0)Vij) =

=
∑

j

Np
j (v)Qj(u0), kde Qj(u0) =

∑
i

Nk
i (u0)Vij,

- tedy B-splajnová křivka s kontrolnı́mi vrcholy Qj(u0).
Nejčastěji se použı́vá pro vhodné rozšı́řenı́ sı́tě násobných krajnı́ch uzlů u, v = 0, 1
a rovnoměrného dělenı́ intervalu 〈0, 1〉 , jindy stejnoměrné celočı́selné sı́tě.

Vlastnosti B-splajnových ploch určených sı́tı́ kontrolnı́ch bodů
vlastnosti

1. Při násobných krajnı́ch uzlech (násobnost závisı́ na stupni splajnů) splývajı́ ro-
hové kontrolnı́ body sı́tě s rohovými body plochy, parciálnı́ derivace ve směru
okrajové parametrické křivky tam majı́ stejný směr jako derivace okrajové křivky.

2. Afinnı́ invariance - afinnı́ transformace plochy S(u, v) je B-splajnovou plochou
na stejně transformované sı́ti.

3. Pro u ∈ [ur, ur+1], v ∈ [vs, vs+1] ležı́ S(u, v) v konvexnı́m obalu vrcholů
Vij, r − k ≥ i ≥ r, s − p ≥ j ≥ s - výraznějšı́ lokalizujı́cı́ vlastnost než
u Bezierových ploch.

4. Kontrolnı́ sı́t’tvořı́ po vhodné triangulaci po částech lineárnı́ aproximaci plochy
S(u, v).

5. Změna vrcholu Vij ovlivnı́ plochu S jen v obdélnı́ku [ui, ui+k+1]×[vj, vj+p+1].

6. V j-násobném uzlu ui(vi) splajnu je tato plocha (k− j)-krát diferencovatelná
podle proměnné u, (p− j)-krát podle proměnné v.

7. Na rozdı́l od vlastnostı́ B-splajnových křivek obecně u B-splajnových ploch
nedocházı́ k vyhlazovánı́ kontrolnı́ sı́tě (variation diminishing property) - jsou
známy negativnı́ výsledky.
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8. Výpočet funkčnı́ch hodnot S(u, v) je možno provést opakovaným užitı́m jed-
nodimenzionálnı́ch algoritmů. Problém interpolace funkčnı́ch hodnot zadaných
v bodech obdélnı́kové sı́tě B-splajnovou plochou je možno řešit výpočtem vr-
cholů odpovı́dajı́cı́ kontrolnı́ sı́tě .

Pro modelovánı́ složitějšı́ch tvarů ploch na obdélnı́kových sı́tı́ch se podobným (o něco
složitějšı́m) způsobem v grafických systémech použı́vá dvoudimenzionálnı́ch racionál-
nı́ch B-splajnů (NURBS plochy - viz [9], [13]).

Kontrolnı́ otázky
1. Jakou základnı́ vlastnost majı́ přı́mkové plochy a jak je můžeme modelovat ?
2. Jak je definována úloha polynomické interpolace na obdélnı́kové sı́ti a jakými

způsoby můžeme hledat takový interpolant ?
3. Jak je definován bikubický interpolujı́cı́ splajn na obdélnı́kové sı́ti - je určen

jednoznačně zadánı́m funkčnı́ch hodnot v bodech sı́tě ?
4. Jaká jsou vstupnı́ data pro bikubický Hermitův splajn a jeho výsledná hladkost ?
5. Jaký je rozdı́l ve výstupu algoritmu při řešenı́ úlohy interpolace bikubickým

splajnem a pomocı́ kubických B-splajnů ?
6. Jaký je rozdı́l mezi mezi předpisem pro bikubický polynom na obdélnı́ku a kubic-

kým polynomem na trojúhelnı́kové sı́ti (v barycentrických souřadnicı́ch) ?
7. Popište kontrolnı́ sı́t’pro bikvadratický a bikubický plát na obdélnı́kové sı́ti !
8. Jak jsou definovány (a jak můžeme spočı́tat) barycentrické souřadnice bodu

vzhledem k danému trojúhelnı́ku ? Jaké jsou jejich vlastnosti ?
9. Jaký je rozdı́l mezi Bernštejnovými polynomy pro obdélnı́kovou a trojúhelnı́kovou

oblast ?
10. Jak je definován BB-polynom na pravidelné obdélnı́kové sı́ti jednoho trojúhel-

nı́ka ?
11. Jakou vlastnost musı́ mı́t kontrolnı́ sı́tě sousednı́ch trojúhelnı́ků pro dosaženı́

spojitosti, spojitých prvnı́ch derivacı́ jejich BB-plátů ?
12. Co majı́ společné a čı́m se lišı́ Bezierovy a B-splajnové plochy na obdélnı́kové

sı́ti ?
13. Jak bychom charakterizovali jednoduchou a složenou Bezierovu plochu ?
14. Jaké vlastnosti má mı́t kontrolnı́ sı́t’pro dosaženı́ C1- spojitosti na obdélnı́kové

sı́ti, na trojúhelnı́kové sı́ti ?

Úkoly k textu

1. Napište program pro vykreslenı́ přı́mkové plochy generované dvěma prostoro-
vými křivkami .

2. Popište postup řešenı́ úlohy interpolace na sı́ti 3x3 (4x4) bodů bikubickým
(bikvartickým) polynomem metodou neurčitých koeficientů.

3. Řešte stejnou úlohu pomocı́ funkce interp2 v Matlabu (přı́padně podobných
funkcı́ v jiných systémech) a porovnejte výsledky.

4. Porovnejte výsledky interpolace na obdélnı́kové sı́ti pomocı́ polynomů, bikubic-
kých splajnů a Hermitových splajnů (včetně výpočetnı́ náročnosti).
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5. Nakreslete pravidelnou sı́t’pro polynomy 3. a 4. stupně na trojúhelnı́ku a vypište
pro každý jejı́ bod odpovı́dajı́cı́ Bernštejnův polynom.

6. Popište hlavnı́ kroky algoritmu pro vykreslenı́ plochy interpolantu na předcho-
zı́ch sı́tı́ch.

7. Popište a realizujte algoritmus pro vykreslenı́ kontrolnı́ sı́tě bodů na obdélnı́kové
a trojúhelnı́kové sı́ti.

8. Sestrojte kontrolnı́ sı́tě pro složenou C1-spojitou kvadratickou a kubickou Bez-
ierovu plochu na čtverci rozděleném na čtyři čtverce nebo trojúhelnı́ky.

9. Pro zadanou kontrolnı́ sı́t’ popište hlavnı́ kroky algoritmu pro vykreslenı́ do-
statečného počtu souřadnicových křivek Bezierových ploch na obdélnı́kové a
trojúhelnı́kové sı́ti.
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[9] Kobza J.: Splajny. VUP Olomouc, 1993

[10] Krupka M.: Geometrie pro informatiky. Text KMI PřF UP (ESF)
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Computer Press , Brno 2004. ISBN 80-251-0454-0

[14] Open GL Programming Guide. Addison-Wesley Publishing Company
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