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Abstrakt

Tento text distančnı́ho vzdělávánı́ je věnován integrálnı́mu počtu funkcı́ jedné proměnné. Po zavedenı́ pou-
žı́vané symboliky jsou uvedeny pojmy primitivnı́ funkce, neurčitý integrál a jejich vlastnosti. V dalšı́m jsou
uvedeny a procvičovány základnı́ metody jejich výpočtu. V následujı́cı́ch kapitolách je uvedena definice
určitého Riemannova integrálu, metody jeho výpočtu a aplikace v různých oborech.
V jednotlivých kapitolách jsou odkazy na možnosti využitı́ programových systémů Maple, Matlab, Mathe-
matica pro kontrolu ručnı́ch výpočtů, řešenı́ složitějšı́ch úloh.

Cı́lová skupina

Text je primárně určen pro studenty distančnı́ho studia. Je vhodný též pro studenty internı́ho studia infor-
matiky.
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4.3 Délka rovinné křivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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1 Neurčitý integrál

Studijnı́ cı́le: V této kapitole zavedeme pojmy primitivnı́ funkce a neurčitý integrál,
uvedeme metody jejich výpočtu pro některé třı́dy funkcı́
Klı́čová slova: primitivnı́ funkce, neurčitý integrál;
výpočet - z definice, pomocı́ tabulky derivacı́ elementárnı́ch funkcı́.
Potřebný čas: 180 minut.

1.1 Primitivnı́ funkce - definice, základnı́ vlastnosti

Průvodce studiem

V diferenciálnı́m počtu jsme k dané funkci hledali jejı́ derivaci. Ta geometricky
určovala směrnici tečny ke grafu funkce v daném bodě. Pro funkci popisujı́cı́
pohyb tělesa představovala derivace rychlost tohoto pohybu v daném bodě. V počtu
integrálnı́m se budeme nejprve zabývat úlohou opačnou (inverznı́): k dané funkci
f(x) najı́t takovou funkci F (x), jejı́ž derivacı́ je funkce f(x) (t.j. F ′(x) = f(x)).
Tedy při známém funkčnı́m předpisu pro směrnici tečny najı́t rovnici odpovı́dajı́cı́
křivky, pro známý předpis pro rychlost pohybu najı́t formuli pro polohu tělesa.

Definice 1.1. Necht’interval I ⊆ R , funkce f(x) : I → R . Funkce F (x) je primitivnı́
funkcı́ k funkci f(x), jestliže ∀x ∈ I platı́ F ′(x) = f(x) (v přı́padě uzavřeného
intervalu v krajnı́ch bodech se zde rozumı́ odpovı́dajı́cı́ jednostranná derivace). �

Přı́klad 1.2. Z uvedené definice a známých výsledků pro derivaci elementárnı́ch funkcı́
plyne, že např.
- k funkci xn+1/(n+ 1) je primitivnı́ funkcı́ xn + c, ∀x, c ∈ R, n ∈ Z+ ;
- k funkci 1/(1 + x) je primitivnı́ funkcı́ ln(1 + x) + c, ∀x ∈ (−1,+∞), c ∈ R;
- k funkci sin(2x) můžeme primitivnı́ funkci najı́t ve formálně různých předpisech -
např. −12 cos(2x), 1−

1
2 cos(2x),

1
2(3− cos(2x)) (I = R).

Z uvedených přı́kladů je vidět, že primitivnı́ funkce k dané funkci nenı́ určena jedno-
značně - konkretnı́ funkce je určena až hodnotou aditivnı́ konstanty, která může být
určena dalšı́ podmı́nkou na primitivnı́ funkci (např. bodem, kterým má jejı́ graf prochá-
zet). Přirozeně vzniká také řada otázek - jak spolu souvisı́ vlastnosti funkce a funkce
k nı́ primitivnı́, zda ke každé funkci existuje primitivnı́ funkce.
Přı́klad funkce f(x) = c1 pro x ∈ (−∞, 0), f(x) = c2 6= c1 pro x ∈ 〈0,+∞)
která nemá derivaci v bodě x = 0 ukazuje, že primitivnı́ funkce nemusı́ existovat pro
každou funkci v celém jejı́m definičnı́m oboru. základnı́

vlastnosti
Věta 1.3.

1. Je-li funkce F (x) primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x) na intervalu I ,
pak {F (x) + c|c ∈ R} je množinou primitivnı́ch funkcı́ k f(x) na intervalu I .

2. Je-li funkce f(x) spojitá na intervalu I , potom k nı́ na tomto intervalu existuje
primitivnı́ funkce.

3. Je-li funkce F (x) primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x) na intervalu I ,
pak je funkce F (x) na tomto intervalu spojitá.
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Platnost prvnı́ho a třetı́ho tvrzenı́ plyne jednoduše z definice a vlastnostı́ derivace.
Platnost druhého tvrzenı́ si ověřı́me v dalšı́ kapitole (integrál jako funkce hornı́ meze).

Definice 1.4. Množinu všech primitivnı́ch funkcı́ k funkci f(x) nazveme jejı́m
neurčitým integrálem a označujeme ji symbolem

∫
f(x)dx ;

pro funkci f(x) se použı́vá termı́nů integrand, integrovaná funkce, pro proměnnou x
integračnı́ proměnná; proces nalezenı́ (výpočtu) primitivnı́ funkce integracı́ funkce.
Výsledek výpočtu se zapisuje ve tvaru∫

f(x)dx = F (x) + c (dx - diferenciál proměnné, c - integračnı́ konstanta) (1.1)

(v tabulkách integrálů a počı́tačových programech se integračnı́ konstanta někdy nevy-
pisuje - tento způsob často použijeme i v tomto textu). �

Z definice primitivnı́ funkce a pravidel pro operaci derivovánı́ plynou následujı́cı́
vlastnosti primitivnı́ch funkcı́, kterých použı́váme pro jejich výpočet.

Věta 1.5. Jestliže na intervalu I existujı́ integrály
∫

f(x)dx,
∫

g(x)dx,
pak na tomto intervalu existuje i integrál z funkce c1f(x) + c2g(x) a platı́∫

[c1f(x) + c2g(x)]dx = c1

∫
f(x)dx+ c2

∫
g(x)dx, ∀c1, c2 ∈ R (1.2)

Tuto vlastnost může formulovat také tak, že množina všech funkcı́, které majı́ na daném
intervalu primitivnı́ funkci, tvořı́ lineárnı́ prostor.

Přı́klad 1.6.
a) S použitı́m definice primitivnı́ funkce a tabulky pro derivace elementárnı́ch funkcı́
si můžeme utvořit základnı́ tabulku integrálů elementárnı́ch funkcı́ (proved’te!).
b) Pro integrál F (x) =

∫
xpdx, p ∈ R platı́ výsledek F (x) = xp+1/(p+ 1) + c

obecně jen pro p 6= −1, x > 0. Prodiskutujte !
c) Pro p = −1 dostaneme z definice výsledek

∫
(1/x)dx = ln(x) + c pro x > 0,∫

(1/x)dx = ln(−x) + c pro x < 0; oba výsledky se zpravidla zapisujı́ společně
ve tvaru

∫
(1/x)dx = ln(|x|) + c, x 6= 0.

Přı́klad 1.7. S použitı́m tabulky integrálů elementárnı́ch funkcı́ a Věty 1.5
spočı́táme integrály∫

(x2 − 2x)2dx =
∫
(x4 − 4x3 + 4x2)dx =

1
5
x5 − x4 +

4
3
x3 + c, I = R,

∫
1− x2

x3 − x2
dx =

∫
(1− x)(1 + x)

x2(x− 1)
dx = −

∫
1
x2

dx−
∫
1
x
dx =

1
x
−ln(|x|)+c, I = (0,+∞),∫

1

cos2(x) sin2(x)
dx =

∫
sin2(x) + cos2(x)

cos( x) sin2(x)
dx =

∫ (
1

cos2(x)
+

1

sin2(x)

)
dx =

= tan(x)− cot(x) + c, I = (0, π/2) (obecněji I = (kπ/2, (k + 1)π/2)).
Derivovánı́m si ověřı́me, že platı́∫

dx

cos(x)
= ln

∣∣∣tan(π
4
) +

x

2

∣∣∣ ,
∫

dx

cos3(x)
=
sin(x)
2 cos2(x)

+
1
2
ln
(∣∣∣tan(π

4
) +

x

2

∣∣∣) .
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Kontrolnı́ otázky
1. Jak je definována primitivnı́ funkce (neurčitý integrál) k funkci f(x) ?
2. Ke kterým elementárnı́m funkcı́m znáte jejich primitivnı́ funkci ?
3. Existuje primitivnı́ funkce k funkci sign(x) ?

Úkoly k textu

Najděte primitivnı́ funkce k následujı́cı́m funkcı́m
1) (1− x2)−1/2; 2) ax, a > 0; 3) sinh(x); 4)

√
x

5) 1/
√

x; 6) x2
√

ax; 7) [3− 2 cot2(x)]/ cos2(x);
8) (x2 − 1)/(1 + x2); 9) 2 sin(x) cos(x); 10) 3x/

√
1 + x2.

Řešenı́
1) arcsin(x); 2) ax/ ln(a); 3) cosh(x); 4) 23x

3/2;
5) 2

√
x; 6) 27

√
a x7/2; 7) 3 tan(x) + 2 cot(x).

8) x− 2 arctan(x); 9) sin2(x); 10) (3/2)
√
1 + x2.

Poznámka 1.8. Systém Maple použı́vá k výpočtu neurčitého integrálu funkci prostředky
symbolic
computing

int(expr,x), kde
- expr představuje funkčnı́ předpis integrandu,
- x označenı́ integračnı́ proměnné (k odlišenı́ od jiných přı́padných konstant).
Tato funkce má i dalšı́ parametry pro výpočet pomocı́ řad nebo pro výpočet určitého
integrálu.
Po zadánı́ napřı́klad int(x/(x3 − 1), x) dostaneme výstup
1
3 ln(x)−

1
6 ln(x

2 + x+ 1) +
√
3
3 arctan(

1
3(2x+ 1)

√
3).

Na výstupu se mohou objevit i tzv. speciálnı́ funkce - definované jako součet řady
funkcı́, pro který nemáme vyjádřenı́ pomocı́ elementárnı́ch funkcı́ a jeho funkčnı́
hodnota se vyčı́sluje pomocı́ speciálnı́ch algoritmů (s řadami funkcı́ a jejich součty se
seznámı́te v přı́štı́m semestru).
Napřı́klad po zadánı́ int(exp(−x2), x); dostaneme na výstupu
1
2

√
πerf(x) se speciálnı́ funkcı́ erf(x).

Podobnou funkci pro výpočet neurčitého integrálu najdeme také v Symbolic Computing
Toolboxu v Matlabu nebo v systému Mathematica.
Tyto výpočetnı́ prostředky nám dnes umožňujı́ počı́tat neurčitý integrál i pro dost složité
explicitnı́ předpisy funkcı́ - základnı́ techniky pro jejich výpočet uvedeme v následujı́cı́
kapitole.
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2 Výpočet primitivnı́ funkce metodou per partes
a substitučnı́ metodou

Studijnı́ cı́le: Tak jako neumı́me napsat explicitnı́ předpis pro každou funkci, jejı́ž graf
si načrtneme v rovině, tak také neumı́me spočı́tat explicitně primitivnı́ funkci ke každé
takové funkci, nebo dokonce ani ke každé funkci se známým funkčnı́m předpisem. Pro
celou řadu třı́d funkcı́ jsou ale známy postupy, jak spočı́tat jejich primitivnı́ funkce. Vy-
užı́vá se v nich známých výsledků z diferenciálnı́ho počtu.Počı́tače s prostředky Sym-
bolic Computing (Mathematica, Maple, Matlab) nám dnes dovedou spočı́tat primitivnı́
funkce i k funkcı́m s dost složitým funkčnı́m předpisem a odpovı́dajı́cı́m výsledkem.
Klı́čová slova: integrace metodou per partes, metodou substituce, jejich kombinacı́
Potřebný čas: 180 minut.

Průvodce studiem

K základnı́m metodám výpočtu integrálů patřı́ metoda substituce a metoda inte-
grace per partes (integrace po částech), kterým se budeme věnovat v této kapitole.
Tyto metody použı́vajı́ definice primitivnı́ funkce a známých vztahů z diferenciál-
nı́ho počtu pro derivaci součinu a složené funkce. Obě metody můžeme použı́vat
opakovaně i je vzájemně kombinovat.

2.1 Integrace per partes

Z formule pro derivovánı́ součinu dvou funkcı́ (uv)′ = u′v + uv′, u, v ∈ C1(a, b)
po úpravě uv′ = (uv)′ − u′v a integraci obou stran dostaneme
pravidlo pro integraci per partes základnı́

pravidlo
metody pp

∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx. (2.1)

To použijeme v situacı́ch, jestliže rozpoznáme v integrandu na levé straně člen v′(x)
a integrál na pravé straně bude jednoduššı́ pro výpočet. I tam však můžeme opakovaně
použı́t metodu per partes. Tradičně se zapisuje při ručnı́m výpočtu volba funkcı́ u, v′

a dopočı́távané funkce u′, v tak, jak je ukázáno v následujı́cı́ch přı́kladech.

Přı́klad 2.1. a)
∫

xexdx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = ex v = ex

∣∣∣∣ = xex −
∫

exdx = ex(x− 1) + c

b)
∫

x cos(x)dx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v′ = cos(x) v = sin(x)

∣∣∣∣ = x sin(x)−
∫
sin(x)dx =

= x sin(x) + cos(x) + c.

c)
∫
ln(x)dx =

∣∣∣∣ u = ln(x) u′ = 1/x
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ = x ln(x)−
∫
1
x
xdx = x ln(x)− x+ c.

Při složitějšı́m integrandu můžeme někdy metodu integrace per partes použı́t opako-
vaně. Tak napřı́klad při výpočtu integrálů

a)
∫

x2 cos(x)dx, b)
∫

x2 sin(2x)dx, c)
∫

x3 sin(x)dx
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(vyskytujı́ se při výpočtu tzv. Fourierových koeficientů rozvoje funkcı́ x2, x3 )
dostaneme tı́mto způsobem (postupně u′ = x2, u′ = x ) výsledky

a) (x2 − 2) sin(x) + 2x cos(x), b) − 1
4
(2x2 − 1) cos(2x) + 1

2
x sin(2x)

c) (3x2 − 6) sin(x)− (x3 − 6x) cos(x)

Jiné možnosti pro použitı́ metody per partes nám ukážı́ následujı́cı́ přı́klady.

J =
∫ ln(x)

x
dx =

∣∣∣∣ u = ln(x) u′ = 1/x
v′ = 1/x v = ln(x)

∣∣∣∣ = ln2(x)− ∫ ln(x)x
dx.

Pro hledaný integrál tak výpočtem z této rovnice dostaneme J = 1
2 ln

2(x) + c.
V jiných přı́padech nám metoda per partes umožnı́ najı́t rekurzivnı́ vztah pro primi-
tivnı́ funkci s celočı́selným parametrem a při znalosti počátečnı́ch hodnot tak snadněji
odvodit jejı́ tvar pro obecné hodnoty takového parametru. Napřı́klad integrál

Kn =
∫

1
(x2 + 1)n

dx =

∣∣∣∣ u = (x2 + 1)−n u′ = −2xn(x2 + 1)−n−1

v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ =
=

x

(x2 + 1)n
+2n

∫
1

(x2 + 1)n
dx−2n

∫
1

(x2 + 1)n+1
dx =

x

(x2 + 1)n
+2nKn−2nKn+1.

Po úpravě tedy vidı́me, že pro veličiny Kn platı́ rekurzivnı́ vztah rekurze
pro integrál
s parametremKn+1 =

x

2n(x2 + 1)n
+
2n− 1
2n

Kn. (2.2)

Protože pro n = 1 známe tabulkový integrál K1 =
∫
(1 + x2)−1dx = arctan(x), mů-

žeme z uvedené rekurze bez dalšı́ch integracı́ spočı́tat K2, K3, · · · . Podobně můžeme
vypočı́tat

∫
x2 exp(px)dx = exp(px)(x2/p− 2x/p2 + 2/p3) a najı́t rekurzi∫

xm exp(px)dx =
1
p
xm exp(px)− m

p

∫
xm−1 exp(px)dx

(pro výpočet Laplaceovy transformace funkcı́ xm ).

Úkoly k textu

Vypočtěte integrály
a)
∫

x · ln(x)dx, b)
∫

x · arctan(x)dx, c)
∫

x · ln2(x)dx,

d)
∫

x · tan2(x)dx, e)
∫
(x2 + 6x+ 3) · cos(2x)dx,

f) Sn =
∫

dx
sinn(x) , g) Jn =

∫
dx

(x2+a2)n , h) In =
∫
sinn(x)dx.

i)
∫

x2

exp(x)dx, j)
∫
arcsin(x)dx, k)

∫
x

cos2(x)dx

l)
∫

xex sin(x)dx, m)
∫

xn ln(x)dx, n)
∫
sin2(x)dx,

o)
∫
sinn(x)dx, p)

∫
cosn(x)dx q)

∫
x3 exp(−ax2)dx

r)
∫

eaxPn(x)dx (Pn(x) · · · polynom stupně n ).
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Řešenı́

a)
1
2
x2 ln(x)− 1

4
x2, b)

1
2
(x2+1) arctan(x)− 1

2
x, c)

1
2
x2(ln2(x)−ln(x)+1

2
)

d)x·tan(x)+ln(|cos(x)|)−1
2
x2, e)

1
4
(2x2+12x+5) sin(2x)+

1
2
(x+3) cos(2x),

f) Sn =
−1

n− 1
· cos(x)
sinn−1(x)

+
n− 2
n− 1

Sn−2, S2 = −cotg(x).

g) J1 =
1
a
arctan(

x

a
) + c, Jn =

1
2(n− 1)a2

[
x

(x2 + a2)n−1
+ (2n− 3)Jn−1

]
h) In = −

1
n
cos(x) · sinn−1(x)+

n− 1
n

In−2, I1 = − cos(x), I2 =
x

2
− sin(2x)

4

i) − x2 + 2x+ 2
ex

, j) x · arcsin(x) +
√
1− x2, k) x · tan(x) + ln(| cos(x)|)

l)
1
2
ex[x(sin(x)− cos(x)) + cos(x)], m)

xn+1

(n+ 1)2
[(n+ 1) ln(x)− 1],

n)
1
2
x− 1
4
sin(2x), o) − 1

n
cos(x) · sinn−1(x) +

n− 1
n

∫
sinn−2(x)dx

p)
1
n
sin(x) cosn−1(x)− n− 1

n

∫
cosn−2(x)dx q) − 1

2a2
e−ax2(ax2 + 1);

r) eax(Pn(x)/a− P ′n(x)/a
2 + P ′′n (x)/a

3 + · · ·+ (−1)nP (n)n (x)/a
n+1).

2.2 Substitučnı́ metoda

Substitučnı́ metoda patřı́ k nejobecnějšı́m metodám integrace a můžeme ji použı́t ve
dvou základnı́ch situacı́ch.
1) V symbolu integrálu je symbol f(x)dx diferenciálem funkce f(x). Pro diferenciál
složené funkce F (g(x)) s primitivnı́ funkcı́ F k funkci f platı́ podle pravidla o derivaci
složené funkce dF (g(x)) = F ′(g(x))dx = f(g(x)).g′(x)dx. Jestliže tedy v integrandu
poznáme takový tvar se spojitými funkcemi f(g(x)), g′(x), pak substitucı́ g(x) = t
a integracı́ dostaneme po zpětné substituci základnı́

formule∫
f(g(x)).g′(x)dx =

∫
f(t)dt = F (t) + c = F (g(x)) + c. (2.3)

Napřı́klad pro některé integrály spočı́tané v předchozı́ části metodou per partes
můžeme použı́t i substitučnı́ metodu∫
cos2(x) ·sin(x)dx =

∣∣∣∣ cos(x) = t
− sin(x)dx = dt

∣∣∣∣ = − ∫ t2dt = −13t
3+c = −13 cos

3(x)+c.∫ ln(x)
x

dx =

∣∣∣∣ t = ln(x)
dt = 1/x

∣∣∣∣ = ∫ tdt = 1
2t
2 + c = 1

2 ln
2(x) + c.
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Jednoduchým použitı́m substitučnı́ metody vypočı́táme také následujı́cı́ integrály přı́klady∫
x

x2 − 3
dx =

∣∣∣∣ t = x2 − 3
dt = 2xdx

∣∣∣∣ = 12 ln(|x2 − 3|) + c,

∫
dx

x · ln(x)
=

∣∣∣∣ t = ln(x)
dt = dx/x

∣∣∣∣ = ∫ dt

t
= ln(| ln(x)|) + c∫

cos(x)

sin2(x)
dx =

∣∣∣∣ t = sin(x)
dt = cos(x)dx

∣∣∣∣ = −1/ sin(x) + c,∫
x√
3 + x2

dx =

∣∣∣∣ t = 3 + x2

dt = 2xdx

∣∣∣∣ = √3 + x2 + c,∫
(1+

√
x− 2)dx = x+

2
3
(x−2)3/2+c,

∫
1

(a+ bx)n
dx = − 1

(n− 1)b
(a+bx)1−n, n 6= −1.

Použitı́m substitučnı́ metody také dokážeme, že na odpovı́dajı́cı́ch intervalech platı́ pro
integrály s integrandem obecnějšı́ch tvarů pravidla∫

f ′(x)
f(x)

dx = ln(|f(x)|) + c,

∫
f(ax+ b)dx =

1
a
F (ax+ b) + c, (F ′ = f) (2.4)

2) Jestliže naopak po vhodné substituci x = g(t) s diferenciálem dx = g′(t)dt se jiná
pravidlaspojitými funkcemi f(x), g′(x) známe primitivnı́ funkci G(t) k funkci f(g(t)).g′(t),

pak při monotonnosti funkce g(x) (zajišt’uje existenci inverznı́ funkce g−1(x) ) platı́∫
f(x)dx =

∫
f(g(t)).g′(t)dt = G(t) + c = G(g−1(x)) + c. (2.5)

Přı́klad 2.2.∫
1

(1− x2)3/2
dx =

∣∣∣∣ x = sin(t)
dx = cos(t)dt

∣∣∣∣ = ∫ cos(t)
(cos2(t))3/2

dt =
∫

dt

cos2(t)
=

= − tan(t) = − sin(t)
cos(t)

= − x√
1− x2

;∫ √
1− x2dx =

∣∣∣∣ x = sin(t)
dx = cos(t)dt

∣∣∣∣ = ∫ cos2(t)dt =
1
2

∫
[1 + cos(2t)]dt =

=
1
4
[2t+ sin(2t)] =

1
2
[arcsin(x) + x

√
1− x2];∫ √

(x− a)(b− x)dx =

∣∣∣∣ x− a = (b− a) sin2(t)
dx = 2(b− a) sin(t) cos(t)dt

∣∣∣∣ =
=
2x− (a+ b)

4

√
(x− a)(b− x) +

(b− a)2

4
arcsin

(√
x− a

b− a

)
;∫

dx

sin(x)
=
∫

sin(x)
1− cos2(x)

dx =

∣∣∣∣ cos(x) = t
− sin(x)dx = dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

(t− 1)(t+ 1)
=

=
1
2

[∫
dt

t− 1
−
∫

dt

1 + t

]
= ln

√
1− t

1 + t
= ln

√∣∣∣∣1− cos(x)1 + sin(x)

∣∣∣∣ = ln(tan(x2 )).
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Ověřte si výsledky pomocı́ definice primitivnı́ funkce - jejı́m derivovánı́m !

Při výpočtu integrálů složitějšı́ch funkcı́ se často dajı́ kombinovat v jednotlivých krocı́ch
obě metody - per partes i substituce. kombinace

metod pp,
substitučnı́Přı́klad 2.3.∫

arcsin(x)√
1 + x

dx =

∣∣∣∣ u′ = (1 + x)−1/2 u = 2
√
1 + x

v = arcsin(x) v′ = (1− x2)−1/2

∣∣∣∣ =
= 2

√
1 + x− 2

∫
dx√
1− x

= 2
√
1 + x = 4

√
1− x+ C

( po použitı́ metody per partes a úpravách použita metoda substitučnı́).

Kontrolnı́ otázky
1. Na jakém principu je založena metoda per partes pro výpočet primitivnı́ funkce ?
2. Jaké jsou jednotlivé varianty a fáze výpočtu primitivnı́ funkce metodou substi-

tuce ?

Úkoly k textu

Substitučnı́ metodou vypočtěte integrály

a)
∫
sin2(x)dx, b)

∫
cos2(x)dx, c)

∫
tan3(x)dx,

d)
∫

sin(x)
1 + 3 cos(x)

dx, e)
∫

x2

(1− x3)2
dx, f)

∫
e2x√
ex − 1

dx,

g)
∫
1
x

√
1 + ln(x)dx, h)

∫ √
3− 2x2dx, i)

∫
dx√

a2 + x2
dx,

j)
∫

e2x√
ex − 1

dx, k)
∫

dx

x ln(x2)
, l)

∫
xdx√
1− x

.

Řešenı́

a)
1
4
(2x− sin(2x)), b)

1
4
(2x+ sin(2x)), c)

1
2
tan2(x) + ln(| cos(x)|),

d) − 1
3
ln(|1 + 3 cos(x)|), e)

1
3(1− x3)

, f)
2
3

√
ex − 1(ex + 2),

g)
2
3
(1+ln(x))

√
1 + ln(x), h)

3
√
2
4
arcsin(

x
√
6
3
)+

x

2

√
3− 2x2, i) ln(x+

√
a2 + x2)

j)
2
3

√
ex − 1

(
ex − 1
3
+ 1

)
, k)

1
2
ln(ln(x2)), l) − 2

3
(2 + x)

√
1− x.
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2.3 Integrace některých třı́d funkcı́

V dlouhém vývoji integrálnı́ho počtu byly nalezeny metody výpočtu primitivnı́ch
funkcı́ pro celou řadu funkcı́ - výsledky najdeme v přehledných přı́ručkách, tabulkách
a monografiı́ch. Mnoho z nich bylo implementováno do prostředků Symbolic Compu-
ting (Mathematica, Maple, Matlab), kterých můžeme dnes použı́t ve složitějšı́ch přı́-
padech, kdy ručnı́ výpočet by byl náročný. K často se vyskytujı́cı́m typům integrandů
patřı́ (kromě základnı́ tabulky integrálů) racionálnı́ funkce lomené a trigonometrické
funkce.

2.3.1 Integrace racionálnı́ch lomených funkcı́

Racionálnı́ lomená funkce je podı́lem dvou polynomů: R(x) = Pm(x)/Qn(x).
Při m > n ji operacı́ dělenı́ polynomů můžeme upravit na součet polynomu
Nm−n(x) a ryze lomené racionálnı́ funkce (m < n) se stejným jmenovatelem Qn(x).
Ten můžeme při znalosti jeho kořenů a jejich násobnosti pomocı́ základnı́ věty algebry
rozložit na součin lineárnı́ch a kvadratických faktorů a ryze lomenou racionálnı́ funkci
rozložit na součet částečných zlomků typů

Ai

(x− xi)j
, j < n,

Bx+ C

(x2 + px+ q)k
, p2 − 4q < 0

(indexy j, k rostou od jedné po násobnost reálného či komplexnı́ho kořene, koeficienty
A, B, C se počı́tajı́ srovnánı́m koeficientů u stejných mocnin na levé a pravé straně
rozkladu po vynásobenı́ jmenovatelem Qn(x) - viz [10], učebnı́ texty z algebry).
S použitı́m substituce t = x−xi spočı́táme primitivnı́ funkce pro prvnı́ typ částečných
zlomků. Napřı́klad∫

dx

x2(a+ bx)
= − 1

a2

∫
dx

x
+
1
a

∫
dx

x2
+

b2

a2

∫
dx

a+ bx
=

b

a2
ln |a+ bx

x
| − 1

ax
.

U kvadratických faktorů po jejich úpravě na tvar (x−a)2+b2 použijeme opět substituce∫
Bx+ C

[(x− a)2 + b2]k
dx =

B

2

∫
2x− 2a

[(x− a)2 + b2]k
dx+

∫
aB + C

[(x− a)2 + b2]k
dx.

∫
2x− 2a

[(x− a)2 + b2]k
dx =

∣∣∣∣ (x− a)2 + b2 = t
(2x− 2a)dx = dt

∣∣∣∣ = ∫ dt

tk
=

= { ln(|(x− a)2 + b2|) pro k = 1
(1− k)−1[(x− a)2 + b2]1−k pro k 6= 1 } (2.6)

Pro integrál s konstantnı́m čitatelem dostaneme (po vytknutı́ této konstanty)∫
dx

[(x− a)2 + b2]k
=

∣∣∣∣ x− a = bt
dx = bdt

∣∣∣∣ = 1
b2k−1

∫
dt

(t2 + 1)k
=
1

b2k−1
Kk

(
x− a

b

)
,

(2.7)
kde pro integrál Kk jsme odvodili rekurzivnı́ formuli (2.2) v předešlém odstavci 2.1.

Poznámka 2.4. Pro dělenı́ polynomů a rozklad jejich podı́lu na částečné zlomky
(partial fractions)
má Maple funkce rem(a, b, x,′ q′), divide(a, b,′ q′), convert(f, parfrac, x).
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Přı́klad 2.5.∫
x2 − 3x+ 1

x3 + x2 − x+ 15
dx =

∫
x2 − 3x+ 1

(x+ 3)(x2 − 2x+ 5)
dx =

19
20

∫
dx

x+ 3
+
1
20

∫
x− 25

x2 − 2x+ 5
dx =

=
19
20
ln(|x+ 3|) + 1

20

∫ (
1
2
2x− 2

x2 − 2x+ 5
− 24 1

x2 − 2x+ 5

)
dx =

=
19
20
ln(|x+ 3|) + 1

40
ln(x2 − 2x+ 5)− 6

5

∫
dx

(x− 1)2 + 4
=

=
19
20
ln(|x+ 3|) + 1

40
ln(x2 − 2x+ 5)− 3

5
arctan(

x− 1
2
).

Úkoly k textu

Vypočtěte integrály (ručnı́m výpočtem, přı́padně s pomocı́ počı́tače):

a)
∫

x3

x− 2
dx, b)

∫
2x2 − 3x− 1

x3 − 2x2 − x− 2
dx, c)

∫
dx

x4 − 1
dx,

d)
∫

ax+ b

cx+ d
dx, e)

∫
dx

x3 + 1
, f)

∫
dx

sin2(x) cos(x)
,

g)
∫

5
x2 − 9x+ 14

dx, h)
∫

dx

ex − e−x
, k)

∫
xdx

(x2 + 2x+ 2)2

l)
∫

xdx

x3 − 3x+ 2
, m)

∫
x11

x8 + 3x4 + 2
dx,

n)
∫

x9

x7 + 3x6 − x5 − 4x4 + 5x3 − x2 − 5x+ 2
dx.

Řešenı́

a)
1
3
x3+x2+4x+8 ln(|x−2|), b)−2 ln(|x+1|)−1

3
ln(|x−1|)+13

3
ln(|x+2|),

c)
1
4
ln(

∣∣∣∣x− 1x+ 1

∣∣∣∣)− 12 arctan(x), d)
a

c
x+

bc− ad

c2
ln(|cx+ d|),

e)
1
6
ln(
(x+ 1)3

x3 + 1
) +

1√
3
arctan(

2x− 1√
3
), f) − 1

sin(x)
+ ln(

1 + sin(x)
| cos(x)|

),

g) ln(|x− 7
x− 2

|), h) ln(

√
ex − 1
ex + 1

, k) − 1
2

[
x+ 2

x2 + 2x+ 2
+ arctan(x+ 1)

]
,

l) − 2
9
ln(x+ 2)− 1

3
1

x− 1
+
2
9
ln(x− 1),

m)
1
4
x4 − ln(x4 + 2) +

1
4
ln(x4 + 1),

n) vypočı́tejte pomocı́ počı́tače (rozklad, integrál, zkontrolujte derivacı́).
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2.3.2 Integrace iracionálnı́ch funkcı́

Termı́nem iracionálnı́ funkce se označujı́ funkce, v jejichž funkčnı́ch předpisech se
vyskytujı́ odmocniny (mocniny s racionálnı́m exponentem). Pokud má integrand tvar
racionálnı́ lomené funkce z různých odmocnin stejné lineárnı́ nebo lineárnı́ lomené
funkce, pak je vhodné použı́t substituce s odmocninou, která je nejmenšı́m společným
násobkem těchto odmocnin . Typický postup si ukážeme na následujı́cı́ch přı́kladech.

Přı́klad 2.6.

1)
∫

1

x
√
1 + x

dx =

∣∣∣∣ 1 + x = t2

dx = 2tdt

∣∣∣∣ = 2∫ 1
t2 − 1

dt =

=
∫

1
t− 1

dt−
∫

1
t+ 1

dt = ln |t− 1
t+ 1

| = ln (
√
1 + x− 1)2

|x|
.

2)
∫

3
√

x

x+
√

x
dx =

∣∣∣∣ t = x1/6

dx = 6t5dt

∣∣∣∣ = 6∫ t4

t3 + 1
dt =

=
∫ (
6t+

2
t+ 1

− 2t− 1
t2 − t+ 1

− 3
t2 − t+ 1

)
dt =

= 3t2 + 2 ln(|t+ 1|)− ln(t2 − t+ 1)− 2
√
3 arctan(

2t− 1√
3
) =

= 3 3
√

x+ ln(
( 6
√

x+ 1)2
3
√

x− 6
√

x+ 1
)− 2

√
3 arctan(

2 6
√

x− 1√
3
) .

3)
∫ √

1 + x

1− x
· 1
(1− x)(1 + x)2

dx =
∣∣∣ t =

√
1+x
1−x

, x = t2−1
t2+1 , dx = 4t

(t2+1)2dt
∣∣∣

=
∫

t
(t2 + 1)
2

(t2 + 1)2

4t4
4t

(t2 + 1)2
dt =

∫
t2 + 1
2t2

dt =

=
t

2
− 1
2t
=
1
2

(√
1 + x

1− x
−
√
1− x

1 + x

)
.

4)
∫

1√
3− 2x− 5x2

=

√
5
4

∫ [
1−

(
5
4
x+
1
4

)2]−1/2
dx =

=

∣∣∣∣ t = 5x/4 + 1/4
dt = 5dx/4

∣∣∣∣ = √
5
5
arcsin

(
5
4
x+
1
4

)
.

Přı́klad 2.7. Při výpočtu integrálů ze složitějšı́ch iracionálnı́ch funkcı́ jsou výsledky
zpravidla velmi komplikované - napřı́klad už při výpočtu integrálu z funkce
f(x) =

√
(x− 1)/(x3 − 2x2 + x+ 1) je výstup z Maple na dvou stránkách a obsahuje

i imaginárnı́ složky a speciálnı́ eliptické funkce.
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Úkoly k textu

Vypočtěte integrály

a)
∫

dx√
x+ 3

√
x
, b)

∫
dx√

(a− x)(b− x)
, c)

∫ √
x

2− x
dx,

d)
∫

4
√

x

1 +
√

x
dx, e)

∫ √
x+ a

x+ b
dx, f)

∫
dx√

ax2 + bx+ c

g)
∫

dx

x
√

x2 + x+ 1
, h)

∫
dx

(x2 − 4)
√

x+ 1
,

i)
∫
1
x

√
1− x

1 + x
dx, j)

∫ √
x

2− x
dx.

k)
∫

x3

1 + 2x− x2
dx, l)

∫
xdx

(x− 1)2
√
1 + 2x− x2

.

( Integrály e), l) jsou náročnějšı́ na výpočet - použijte počı́tač, kontrolu výsledku;
k výpočtu úlohy f) se použı́vá některé z variant tzv. Eulerovy substituce
t =

√
ax2 + bx+ c± x

√
a, a > 0 ).

Řešenı́

a) −
√

x/2− 3
√

x/3 + 6 6
√

x− 6 ln( 6
√

x+ 1), b) 2 ln(
√

a− x−
√

b− x),

c) 2 arcsin(
√

x/2)−
√
2x− x2, d) 4

(
4
√

x3

x
+ 4
√

x+ arctan( 4
√

x)

)
,

e)
√
(x+ a)(x+ b)− (a− b) ln(

√
x+ a+

√
x+ b),

f)
1√
a
ln(|2ax+ b+ 2

√
a
√

ax2 + bx+ c|), a > 0,

g) − arcsin(2− x

x
√
5

, h)
−1
2
arctan(

√
x+ 1) +

1

4
√
3
ln
(
√

x+ 1− 3)2

|x− 2|
,

i) 2 arctan(

√
1− x

1 + x
)+ln(

(
√
1 + x−

√
1− x)2

|2x|
), j) 2 arcsin(

√
x/2)−

√
x(2− x),

k)
1
6
(19 + 5x+ 2x2)

√
1 + 2x− x2 − 4 arcsin(1− x√

2
),

l)

√
1 + 2x− x2

2(1− x)
− 1√
2
ln(|

√
2 +

√
1 + 2x− x2

1− x
|).
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2.3.3 Integrace trigonometrických funkcı́

Při použitı́ trigonometrických substitucı́ při výpočtu integrálů často dostáváme složenou
racionálnı́ lomenou funkci v těchto funkcı́ch. Pokud se tam vyskytujı́ obě funkce
sin(x), cos(x), lze často použı́t jednu ze substitucı́ t = cos(x), t = sin(x),
t = tan(x), t = tan(x/2) na převedenı́ původnı́ho integrálu z iracionálnı́ funkce
na integrál z racionálnı́ lomené funkce v proměnné t. Ukážeme si typický postup
takového výpočtu na následujı́cı́ch přı́kladech - použı́vá se v nich známých vztahů
mezi trigonometrickými funkcemi.

1)
∫
sin3(x)
1 + cos(x)

dx =
∫
1− cos2(x)
1 + cos(x)

sin(x)dx =

∣∣∣∣ t = cos(x)
dt = − sin(x)dx

∣∣∣∣ =
= −

∫
1− t2

1 + t
dt = −t+

1
2
t2 = − cos(x) + 1

2
cos2(x).

2)
∫

sin(2x)

sin2(x) + 2 cos2(x)
dx =

∣∣∣∣ t = tan(x) sin(x) = t/
√
1 + t2

dx = dt/(1 + t2) cos(x) = 1/
√
1 + t2

∣∣∣∣ =
=
∫

2t
(1 + t2)(2 + t2)

dt = ln(
1 + tan2(x)
2 + tan2(x)

) = − ln(1 + cos2(x)).

3) S použitı́m ”univerzálnı́ goniometrické substituce”
t = tan(x/2), dx = 2dt/(1 + t2), dt = dx/[2 cos2(x/2)]

a vztahů sin(x) = 2t/(1 + t2), cos(x) = (1− t2)/(1 + t2) spočı́táme integrál∫
dx

4 sin(x)− 7 cos(x)− 7
=
∫

dt

4t− 7
=
1
4
ln(|4 tan(x/2)− 7|) =

=
1
4
ln(

∣∣∣∣ 4 sin(x)1 + cos(x)
− 7
∣∣∣∣) = 14 ln(|4 sin(x)− 7 cos(x)− 7|)− 14 ln(1 + cos(x)).

Úkoly k textu

Vypočı́tejte následujı́cı́ integrály

a)
∫

dx

1 + sin(x)
, b)

∫
cos(2x) sin(2x)dx, c)

∫
cos3(x)

sin4(x)
dx;

d)
∫
1 + cos2(x)
cos4(x)

dx, e)
∫

dx

sin(x) cos(x)
; f)

∫
tan3(x)dx.

Řešenı́

a)
−2

1 + tan(x/2)
, b)

1
4
sin2(2x) = −1

4
cos2(2x), c) − 1

3 sin3(x)
+

1
sin(x)

d) 2 tan(x)+
1
3
tan3(x), e) ln(| tan(x)|), f)

1
2
tan2(x)+ln(| cos(x)|).
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Poznámka 2.8. Ukázali jsme zatı́m postup při výpočtu primitivnı́ch funkcı́ k několika
třı́dám funkcı́. V průběhu 17.-20. stoletı́ byly odvozeny výsledky a postupy pro
výpočet neurčitých integrálů pro mnoho třı́d funkcı́, které byly publikovány v řadě
sbı́rek úloh, monografiı́ a tabulek integrálů (např. Děmidovič [1], Rektorys [10],
Bronštejn-Semend’ajev, Hlaváček [6], Prudnikov-Bryčkov-Maričko). Řada těchto
algoritmů výpočtu primitivnı́ funkce byla implementována do současných prostředků
pro symbolické výpočty (Mathematica, Maple, Matlab), které dovedou najı́t i dost
složité primitivnı́ funkce. Stručná informace o funkci int(expr,x) pro výpočet primitivnı́
funkce v systému Maple je uvedena v závěru prvnı́ kapitoly, podrobnějšı́ informace
poskytuje jeho nápověda (Help).

Máme-li zadánu pro primitivnı́ funkci nějakou dalšı́ podmı́nku, hledáme z nı́ takovou
hodnotu aditivnı́ konstanty, aby tato podmı́nka byla splněna. Napřı́klad pro funkci
F (x) =

∫
cos(x)dx = sin(x) + c podmı́nka F (0) = 2 je splněna pro c = 2.

I když vı́me, že primitivnı́ funkce existuje ke každé spojité funkci na daném intervalu,
obecně nelze napsat v konečném (explicitnı́m) tvaru primitivnı́ funkce k takovým
funkcı́m s poměrně jednoduchým předpisem jako jsou funkce

exp(−x2), sin(x)/x, cos(x)/x, exp(x)/x, 1/ ln(x), tan(x)/x,

x/ sin(x), cos(x)/x2, x · tan(x), ln(sin(x)), ex · ln(x).

Takové primitivnı́ funkce je pak nutno hledat pomocı́ jiných prostředků (rozvoje
integrandů v řady jednoduššı́ch funkcı́ - např. Maclaurinovy, Taylorovy a jiné rozvoje).

Přı́klad 2.9. Při použitı́ základnı́ funkce v systému Maple pro výpočet primitivnı́
funkce dostaneme napřı́klad výsledek int(sin(x)/x, x) = Si(x) se speciálnı́ funkcı́
Si(x). Pro objasněnı́ jejı́ struktury použijeme následujı́cı́ postup:
Integracı́ Maclaurinova rozvoje sin(x)/x = 1− x2/6 + x4/120− x6/5040 + · · ·
dostaneme aproximaci jejı́ primitivnı́ funkce∫

sin(x)
x

dx ' x− 1
18

x3 +
1
600

x5 − 1
35280

x7 + · · · .

Přı́klad 2.10. Podobně pro primitivnı́ funkci k funkci x/ sin(x) dostaneme integracı́
jejı́ho Maclaurinova rozvoje x/ sin(x) ' 1 + (1/6)x2 + (7/360)x4 + · · ·∫

x

sin(x)
dx ' x+

1
18

x3 +
7
1800

x5 +
31
105840

x7 + · · · .

S pomocı́ přı́kazu int(series(ln(sin(x)), x = 0, 6), x); v systému Maple dostaneme
Maclaurinovým rozvojem a jeho integracı́ výsledek∫

ln(sin(x))dx ' x · ln(x)− x− 1
18

x3 − 1
900

x5 +O(x7).
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Úkoly k textu

Vypočtěte podobným způsobem aproximaci primitivnı́ funkce k funkcı́m

a) exp(−x2), b) exp(x)/x, c) tan(x)/x, d) 1/ ln(x).

Řešenı́

a)
∫
exp(−x2)dx ' x− 1

3
x3 +

1
10

x5 − 1
42

x7 + · · · ;

b)
ex

x
' 1

x
+1+

1
2
x+
1
6
x2+

1
24

x3 · · · ,

∫
ex

x
dx ' ln(x)+x =

1
4
x2+

1
18

x3+
1
96

x4+· · · ,

c)
tan(x)

x
' 1+1

3
x2+

2
15

x4+
17
314

x6+· · · ;
∫
tan(x)

x
dx ' x+

1
9
x3+

2
75

x5+· · · ,

d)
1

ln(x
' 1

x− 1
+
1
2
− 1
12
(x− 1)2 + 19

720
(x− 1)3 + · · · ,∫

dx

ln(x)
' ln(x− 1) + 1

2
(x− 1) + 1

24
(x− 1)2 − 19

720
(x− 1)3 + · · · .

Poznámka 2.11. V průběhu 19.-20. stoletı́ tak bylo prostudováno (a často podle au-
torů pojmenováno) mnoho tzv. ”speciálnı́ch funkcı́, vyššı́ch transcendentnı́ch funkcı́”,
se kterými se také setkáme v tabulkách integrálů nebo na výstupech z uvedených po-
čı́tačových prostředků. Pro výpočet hodnot takové speciálnı́ funkce je pak třeba mı́t
k dispozici odpovı́dajı́cı́ algoritmus (nebo použı́t prostředků počı́tače - funkce evalf a
podobné).

Kontrolnı́ otázky

1. Jak postupujeme při výpočtu integrálu z racionálnı́ lomené funkce ?
2. Jakých metod použı́váme při výpočtu integrálů z iracionálnı́ch funkcı́ ?
3. Jakých metod můžeme použı́t při integraci trigonometrických funkcı́ ?
4. Jaké přibližné metody můžeme použı́t pro výpočet integrálu z funkce, ke které

neznáme explicitnı́ tvar primitivnı́ funkce ?
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3 Riemannův určitý integrál

Studijnı́ cı́le: Ukážeme myšlenku konstrukce definice Riemannova určitého integrálu
z jeho geometrické interpretace, výpočet určitého integrálu pomocı́ odpovı́dajı́cı́ primi-
tivnı́ funkce (Newton - Leibniz), jeho vlastnosti a pravidla výpočtu, aplikace v různých
oblastech přı́rodnı́ch věd.
Klı́čová slova: určitý integrál jako limita integrálnı́ch součtů, jeho vlastnosti;
integrál jako funkce hornı́ meze, Newtonova - Leibnizova věta;
metody výpočtu integrálu - per partes, substitučnı́ metoda; věty o střednı́ hodnotě;
aplikace integrálu na výpočet délky křivky, povrchu a objemu těles; nevlastnı́ integrál.
Potřebný čas: 240 minut. vývoj

pojmu
integrálPrůvodce studiem

Geometrické představy pojmu určitého integrálu jako metody výpočtu plochy pod
danou křivkou vznikaly již v antickém Řecku (Archimedes -sčı́tánı́ nekonečně
malých veličin). Pojem funkce a jejı́ derivace byl podrobněji studován až v 16.-
18. stoletı́ a otázka inverznı́ho přı́stupu k této problematice vedla Newtona (teorie
fluxı́) a Leibnize (autor termı́nů diferenciál, integrál) k formulaci pravidla výpočtu
určitého integrálu pomocı́ integrálu neurčitého. To vedlo je i řadu dalšı́ch vědců
k aplikacı́m počtu diferenciálnı́ho a integrálnı́ho v geometrii, mechanice a fyzice
(Cavalieri, Lagrange, Euler). Intuitivnı́ geometrická definice určitého integrálu spo-
jité funkce byla postupně zpřesňována a zobecňována (Cauchy, Riemann, Dirichlet)
v 19. stoletı́. Dalšı́ rozvoj matematiky (teorie mı́ry, funkcionálnı́ analýza) a jejı́ch
aplikacı́ v 19.-20. stoletı́ vedl k dalšı́m zobecněnı́m pojmu integrálu (Lebesgue, Dar-
boux, Stieltjes, Young, Radon, Perron) pro širšı́ třı́dy funkcı́. Tato zobecněnı́ však
vesměs jen rozšiřujı́ klasické výsledky pro Riemannův integrál a jeho aplikace,
kterými se budeme zabývat v tomto textu.

3.1 Riemannova definice určitého integrálu

Geometrická idea určitého integrálu spojité kladné funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 -
který by měl představovat velikost plochy vymezené osou x a grafem funkce f(x) -
je založena na následujı́cı́m limitnı́m procesu.
Rozdělme interval 〈a, b〉 na n subintervalů stejné délky h = (b−a)/n s krajnı́mi body integrál -

velikost
plochy

xi, i = 0(1)n a v každém z nich zvolme např. střed ξi = xi + h/2 s funkčnı́ hodnotou
f(ξi). Součin hf(ξi) představuje plochu jednoho obdélnı́čku , součet

∑
i hf(ξi) pak

při dostatečně malém h dává přibližnou velikost celé uvedené plochy (tato myšlenka je
realizována např v metodě střednı́ch obdélnı́ků pro numerický výpočet takového inte-
grálu). Přesnou hodnotu takové plochy (integrálu) dostaneme konstrukcı́ posloupnosti
takových integrálnı́ch součtů s určenı́m jejich limity při h → 0 (tedy pro n → +∞).
Pokud funkce f(x) nabývá kladných i záporných hodnot, potom velikost plochy vy-
mezené jejı́m grafem, osou x a přı́mkami x = a, x = b (v obvyklém smyslu velikosti
plochy) je určena integrálem z funkce |f(x)|.

Přı́klad 3.1. Pro funkci f(x) = x2 rozdělme interval 〈0, b〉 na n podintervalů délky
h = b/n s dělı́cı́mi body xi = ih = ib/n, i = 0(1)n. Jestliže v každém intervalu
vezmeme za reprezentanta jeho levý (resp. pravý) krajnı́ bod, pak dostaneme dva
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integrálnı́ součty Sl, Sr (formule levých a pravých obdélnı́ků), pro které s použitı́m
známé formule

∑n
i=1 i

2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6 dostaneme pro levé a pravé součty

Sl(Dn, x
2) =

n−1∑
i=0

(ih)2b/n =
b3

n3

n−1∑
i=0

i2 = b3
(
1− 1

n

)(
2− 1

n

)
/3,

Sr(Dn, x
2) =

n∑
i=1

(ih)2b/n =
b3

n3

n∑
i=1

i2 = b3
(
1 +
1
n

)(
2 +
1
n

)
/3.

Oba tyto součty majı́ při n → +∞ stejnou limitu rovnou b3/3. Protože funkce
f(x) = x2 je na intervalu 〈0, b〉 rostoucı́ funkcı́, pak pro libovolný výběr reprezentantů
ξi ∈ (xi, xi+1) bude pro odpovı́dajı́cı́ součet S(Dn, x

2) platit nerovnost
Sl(Dn, x

2) < S(Dn, x
2) < Sr(Dn, x

2) a každý takový součet má tedy stejnou limitu
rovnou b3/3, která je hledaným integrálem (jiná geometrická interpretace: velikost
plochy obrazce pod grafem funkce x3 je jednou třetinou velikosti plochy obdélnı́ka
o stranách b, b2 na našem grafu). Na obr.1 je znázorněn pravý součet pro interval 〈0, 4〉
s pomocı́ funkce rsums(′x2′, 0, 4) ze Symbolic Computing Toolboxu v Matlabu, kde
na dolnı́ liště můžeme měnit krok sı́tě uzlů a nahoře dostáváme odpovı́dajı́cı́ hodnotu
integrálnı́ho součtu - můžeme tak sledovat konvergenci součtů při zjemňovánı́ normy
dělenı́.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

2

4

6

8

10

12

14

x.^2  :  21.301775

13

obr. 1 - Riemannův pravý součet pro funkci x2

Maple umožňuje grafické zobrazenı́ levých, pravých i střednı́ch integrálnı́ch součtů
pomocı́ přı́kazů leftbox, rightbox, middlebox a symbolický tvar takových součtů
v přı́kazech middlesum, ... .

Střednı́ Riemannův součet pro funkci f(x) = (0.5 + x)2 na sı́ti s krokem h = 0.5 je
ilustrován na obr. 2 (bez uvedenı́ jeho hodnoty).

Pro konstrukci určitého integrálu na obecnějšı́ třı́dě funkcı́ a vyšetřovánı́ jeho existence
použil Riemann poněkud obecnějšı́ konstrukci, kde se použı́vá obecně nerovnoměr-
ného dělenı́ výchozı́ho intervalu a body ξi jsou libovolnými body uvnitř (přı́padně
i na okrajı́ch) dı́lčı́ch intervalů .
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
Riemannuv soucet

obr. 2 - Riemannův střednı́ součet pro funkci (0.5 + x)2

Definice 3.2. Necht’f(x) : 〈a, b〉 → R je ohraničená funkce,
body a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b jsou dělı́cı́mi body tohoto intervalu.
Pro dělenı́ intervalu Dn =

⋃
i〈xi−1, xi〉 označme ν(Dn) = maxi=1,n(xi − xi−1)

normu dělenı́ Dn. Pro takové dělenı́ a body ξi ∈ 〈xi−1, xi〉 ( výběr reprezentantů)
nazveme čı́slo definice

Riemannova
integráluS(Dn, f) =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) integrálnı́m součtem funkce f(x) s dělenı́m Dn .

(3.1)
Jestliže pro každou posloupnost dělenı́ Dn s vlastnostı́ lim

n→∞
ν(Dn) = 0

(nulovou posloupnost dělenı́) a každý výběr reprezentantů {ξi} platı́

lim
n→∞

S(Dn, f) = I, (stejná limita) (3.2)

pak řı́káme, že funkce f(x) je na intervalu 〈a, b〉 riemanovsky integrovatelná a tuto
limitu nazýváme jejı́m Riemannovým integrálem , který označujeme symbolem

I =
∫ b

a

f(x)dx s vlastnostı́
∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Množinu všech riemannovsky integrovatelných funkcı́ na intervalu 〈a, b〉
označı́me R(a, b). � množina

R(a, b)
Poznámka 3.3.
1. Pomocı́ ε, δ - symboliky můžeme definici integrálu I formulovat takto:

ε− δ
definicef ∈ R(a, b)⇔ (∀ε > 0 ∃δ > 0 takové, že ∀{Dn|ν(Dn) < δ} ⇒ |S(Dn, f)− I| < ε)

(3.3)
2. V symbolu určitého integrálu se použı́vá termı́nů
- integrand pro funkci f(x), integračnı́ proměnná pro proměnnou x ,
- dolnı́, hornı́ mez integrálu pro okraje intervalu a, b .
3. Určitý integrál tedy definuje čı́slo, které nezávisı́ na označenı́ integračnı́ proměnné.
Z jeho definice plyne, že pro kladnou funkci na daném intervalu bude toto čı́slo kladné,
pro zápornou funkci záporné. Pro funkci která nabývá na daném intervalu střı́davě
kladných i záporných hodnot, představuje jejı́ integrál rozdı́l mezi celkovou velikostı́
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ploch mezi jejı́m grafem a osou x v intervalech s kladnými a zápornými hodnotami.
4. Riemannův integrál nemusı́ existovat pro každou ohraničenou funkci - typickým
přı́kladem je tzv. Dirichletova funkce χ(x), nabývajı́cı́ hodnoty 0(1) pro x iracionálnı́
(racionálnı́), která má tedy nekonečně mnoho bodů nespojitosti i na každém konečném
intervalu. Na každém intervalu a jeho dělenı́ můžeme pak vhodnou volbou reprezen-
tantů ξi (iracionálnı́, racionálnı́ čı́sla) dostat integrálnı́ součty s hodnotami nula i jedna
- společná limita tedy neexistuje.
5. Protože Newton a Riemann formulovali pojem integrálu poněkud odlišně, najdeme
v podrobnějšı́ch textech termı́ny Newtonův integrál, Riemannův integrál, které se mo-
hou lišit na některých složitějšı́ch třı́dách funkcı́. Pojem integrálu byl i dále zobecňován
(Darboux, Lebesgue, ...), ale pro funkce spojité a po částech spojité jsou hodnoty tako-
vých integrálů i pravidla jejich výpočtu shodné.

Věta 3.4. Existence určitého integrálu
Má-li ohraničená funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 pouze konečný počet bodů nespojitosti,
pak existuje jejı́ určitý integrál

∫ b

a
f(x)dx .

existence
integráluPoznámka 3.5.

1) Pro funkce neohraničené na takovém intervalu - i s konečným počtem bodů ne-
spojitosti - nemusı́ určitý integrál existovat; tento přı́pad s body nespojitosti 2. druhu
budeme diskutovat v kapitole 5 o nevlastnı́ch integrálech.
2) Funkce ohraničená s konečným počtem bodů nespojitosti 1. druhu -
funkce po částech spojitá - je na takovém intervalu integrovatelná. Takový integrál
můžeme vypočı́tat jako součet integrálů na intervalech spojitosti (plyne z definice Ri-
emannova integrálu).
3) Je-li f ∈ R(a, b), pak platı́ též |f | ∈ R(a, b).

Úkoly k textu

1. Pomocı́ definice vypočtěte integrál z funkce f(x) = ax+b na intervalu < 0, 5 >.
Ověřte výsledek pomocı́ geometrické interpretace (plocha).

2. Pomocı́ ideje Riemannova integrálu (a vzorce pro součet geometrické řady)
vypočtěte pomocı́ definice integrál

∫ 1
0 axdx.

3. Na intervalu 〈a, b〉, 0 < a < b s pomocı́ reprezentantů ξi =
√

xi−1xi na sı́ti {xi}
vypočı́tejte

∫ b

a
(1/x2)dx.

4. V systému Maple se seznamte s funkcı́ student[middlesum], která demonstruje
tzv. pravidlo střednı́ch obdélnı́ků pro přibližný výpočet integrálů (integrálnı́
součty s reprezentanty ve střednı́ch bodech intervalů dělenı́).
Grafickou ilustraci této metody tam můžeme zı́skat pomocı́ funkce
middlebox(f(x), x=a..b,...),
pro levé a pravé součty podobnými funkcemi leftbox, rightbox.

Řešenı́
1) 25a/2 + 5b 2) (a− 1)/ ln)a) 3) ln(a/b).
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3.2 Vlastnosti určitého integrálu

Z definice Riemannova integrálu snadno plynou jeho následujı́cı́ vlastnosti:

Věta 3.6.
Pro funkce f, g ∈ R(a, b) platı́ následujı́cı́ tvrzenı́ (použı́vaná při výpočtu integrálů)

1 )
∫ b

a

f(x)dx =
∫ c

a

f(x)dx+
∫ b

c

f(x)dx, ∀c ∈ (a, b).

základnı́
vlastnosti2 )

∫ b

a

(c1f(x) + c2g(x)) dx = c1

∫ b

a

f(x)dx+ c2

∫ b

a

g(x)dx, ∀c1, c2 ∈ R

3 )

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx; f(x) ≤ g(x), x ∈ (a, b)⇒
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

4) Pro sudou funkci f(x) a lichou funkci g(x) na intervalu 〈−a, a〉 platı́∫ a

−a

f(x)dx = 2
∫ a

0
f(x)dx,

∫ a

−a

g(x)dx = 0

5) Pro periodickou funkci f s periodou T platı́∫ c+T

c

f(x)dx =
∫ d+T

d

f(x)dx [c, c+ T, d, d+ T ∈ 〈a, b〉].

6) Jestliže g(x) 6= 0 , pak platı́ f(x)/g(x) ∈ R(a, b).
7) Pro monotonnı́ ohraničené funkce f, g platı́ : f, g ∈ R(a, b)⇒ f · g ∈ R(a, b).

Prvnı́ tvrzenı́ této věty ukazuje na aditivitu určitého integrálu - můžeme je zobecnit na
rozdělenı́ intervalu na konečný počet částı́. Druhá vlastnost ukazuje, že funkce z pro-
storu R(a, b) tvořı́ lineárnı́ prostor. Z třetı́ho tvrzenı́ pak plyne platnost následujı́cı́ho
odhadu hodnoty určitého integrálu a výraz pro jeho integrálnı́ střednı́ hodnotu: integrálnı́

střednı́
hodnotaVěta 3.7. Necht’ funkce f(x) ∈ R(a, b) a platı́ m ≤ f(x) ≤ M ∀x ∈ (a, b).

Pak platı́ m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ M(b− a). (3.4)

Je-li f ∈ C(a, b), pak ∃ ξ ∈ (a, b) takové, že f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx = µ (3.5)

Čı́slo µ se nazývá integrálnı́ střednı́ hodnota funkce f(x) na intervalu (a, b) - jeho
geometrickou interpretacı́ pro kladnou funkci je, že plocha velikosti µ·(b−a) obdélnı́ka
o výšce f(ξ) nad tı́mto intervalem je rovna ploše pod grafem funkce na intervalu 〈a, b〉.
Takový přı́klad je ukázán na obr. 3a), kde je vidět, že takových bodů x = ξ může být
v uvažovaném intervalu vı́ce.
Pro nespojitou funkci z R(a, b) věta o integrálnı́ střednı́ hodnotě nemusı́ platit - takový
přı́klad je ilustrován na obr. 3b). Zde je integrálnı́ střednı́ hodnota na intervalu 〈−1, 1〉
rovna 1.5 - nenı́ ale pro nespojitost funkce jejı́ funkčnı́ hodnotou v žádném bodě tohoto
intervalu. Pro každou funkci f(x) ∈ R(a, b) ležı́ však jejı́ integrálnı́ střednı́ hodnota
v intervalu 〈m, M〉.
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obr. 3 a),b)- ilustrace věty o integrálnı́ střednı́ hodnotě

Prvnı́ tvrzenı́ této věty můžeme použı́t také k odhadu hodnoty integrálu -
např. pro x ∈ 〈0, 2〉 a funkci 1

10+
√

x2+4
platı́

1
10 + 3

<
1

10 +
√

x2 + 4
<
1
10
⇒ 2
13

<

∫ 2
0

dx

10 +
√

x2 + 4
<
1
5
.

V jednoduchých přı́kladech můžeme polohu bodu ξ nalézt výpočtem - v přı́kladu 6.3
jsme spočı́tali, že

∫ 2
0 x2dx = 8/3. Pro integrálnı́ střednı́ hodnotu zde tedy platı́

µ = 4/3, ξ = 2/
√
3.

Je známa i obecnějšı́ varianta věty o integrálnı́ střednı́ hodnotě :

Věta 3.8. Necht’f, g ∈ R(a, b), f(x) ∈ C(a, b), g(x) neměnı́ znaménko na tomto
intervalu . Pak

∃ ξ ∈ (a, b) takové, že
∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)
∫ b

a

g(x)dx. (3.6)

Přı́klad 3.9. Výpočtem snadno ověřı́me, že platı́

15
4
=
∫ 2
−1

x3dx =
∫ 2
−1

x · x2dx =
5
4

∫ 2
−1

x2dx =
5
4
· 3.

Poznámka 3.10. Když použijeme v definici Riemannova integrálu na jednotlivých
intervalech dělenı́ Dn intervalu 〈a, b〉 jako reprezentanty body ξi ∈ (xi, xi+1) z věty 3.7
a jejich integrálnı́ střednı́ hodnoty, bude mı́t takový integrálnı́ součet hodnotu přesně
rovnou hodnotě integrálu. Tedy histogram takové po částech konstantnı́ funkce bude
mı́t stejnou velikost plochy jako plocha s grafem funkce f(x).
Inverznı́ úlohou by bylo najı́t k danému histogramu spojitou funkci, jejı́ž integrálnı́
střednı́ hodnoty na takovém dělenı́ jsou stejné jako plochy obdélnı́ků histogramu (úloha
interpolace integrálnı́ch střednı́ch hodnot).
Integrálnı́ střednı́ hodnoty se použı́vajı́ napřı́klad také v počı́tačové grafice k plošnému
vzorkovánı́ obrazu (viz např. [11]).
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3.3 Určitý integrál jako funkce hornı́ meze,
Newtonova-Leibnizova formule

Pro funkci f ∈ R(a, b), x, x+ h ∈ (a, b) vyšetřeme funkci Φ s hodnotami

Φ(x) =
∫ x

a

f(t)dt, Φ(x+ h) =
∫ x+h

a

f(t)dt.

Tato funkce je tedy funkcı́ hornı́ meze integrálu funkce f(x).
∫ x

a
f(t)dt

Limitnı́m přechodem ve vztahu Φ(x+ h)− Φ(x) ≈ hf(x) dostaneme

f(x) = lim
h→0

Φ(x+ h)− Φ(x)
h

= Φ′(x).

To nám ukazuje, že taková funkceΦ(x) představuje vlastně jednu z primitivnı́ch funkcı́
k funkci f(x) s vlastnostı́ Φ(a) = 0.

Věta 3.11. Jestliže funkce f : C(a, b) → R je v okolı́ bodu x ∈ (a, b) spojitá, pak
funkce hornı́ meze jejı́ho integrálu má v tomto bodě derivaci a platı́ Φ′(x) = f(x)
- je tedy primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x).

Podobně bychom mohli také uvažovat o určitém integrálu jako funkci dolnı́ meze.
Přı́kladem funkcı́ definovaných integrálem s proměnnou hornı́ mezı́ jsou funkce
(pro které neexistujı́ funkčnı́ předpisy v explicitnı́m tvaru) známé pod označenı́m nové

funkce
Si(x) =

∫ x

0

sin(t)
t

dt, erf(x) =
2√
π

∫ x

0
exp(−t2)dt, li(x) =

∫ x

0

dt

ln(t)
, 0 < x < 1.

S použitı́m vlastnosti (Si(x))′ = sin(x)
x

a známé techniky pro hledánı́ extrémů funkce
tak najdeme, že funkce Si(x)má maxima v bodech xk = (2k+1)π, minima v bodech
xj = 2jπ, k, j ∈ N.
Funkce erf(x) je rostoucı́ a ohraničenou funkcı́ na intervalu {0,+∞), protože
(erf(x))′ = 2√

π
exp(−x2)dt > 0.

Počı́tat hodnotu určitého integrálu podle jeho definice by i v jednoduchých přı́padech
bylo pracné. Známe-li pro integrand jeho primitivnı́ funkci v explicitnı́m tvaru, pak pro
jeho výpočet můžeme použı́t následujı́cı́ základnı́ formuli integrálnı́ho počtu.

Věta 3.12. (Newton-Leibniz) základnı́
formuleJestliže f ∈ C〈a, b〉 a v tomto intervalu je F (x) funkcı́ k nı́ primitivnı́,

pak pro hodnotu integrálu z funkce f(x) platı́∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) {obvyklý zápis
∫ b

a

f(x)dx = [F (x)]ba = F (a)− F (b)}.
(3.7)

Důkaz. Pro spojitou funkci f(x) je odpovı́dajı́cı́ funkce hornı́ meze Φ(x) jednou
z jejı́ch primitivnı́ch funkcı́ a pro každou jinou primitivnı́ funkci F (x) platı́
Φ(x) = F (x) + c. Konstantu c vypočı́táme z podmı́nky

Φ(a) =
∫ a

a

f(t)dt = 0 = F (a) + c ⇒ c = −F (a).

Odtud plyne Φ(x) = F (x)− F (a), a speciálně pro x = b tvrzenı́ věty.
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Pomocı́ této formule a tabulky základnı́ch neurčitých integrálů můžeme snadno spočı́-
tat plochy vymezené krajnı́mi body intervalu, osou x a grafem elementárnı́ch funkcı́.
S použitı́m techniky výpočtu neurčitých integrálů (per partes, substituce, jejich kom-
binace) tak můžeme spočı́tat hodnoty určitých integrálů na konečných intervalech,
kde integrand splňuje podmı́nky použitých vět. Podrobněji se tomu budeme věnovat
v dalšı́ch částech textu.

Přı́klad 3.13.

1)
∫ b

a

xkdx =
1

k + 1
[xk+1]ba =

1
k + 1

[bk+1 − ak+1], k 6= −1.

2)
∫ π/2

0
cos(x)dx = [sin(x)]π/2

0 = 1− 0 = 1,
∫ π

0
cos(x)dx = 0.

3)
∫ b

1

dx

x
= [ln(x)]b1 = ln(b), b > 1,

∫ π/4

0

dx

cos2(x)
dx = [tan(x)]π/4

0 = 1.

Úkoly k textu

1. Vyšetřete průběh funkce li(x).

2. Vypočtěte plochu vymezenou grafy následujı́cı́ch funkcı́ na uvedených interva-
lech:
a) ex, 〈a, b〉; b) x · sin(x), 0 < x < kπ; c) x · cos(x), x ∈ 〈0, 2π〉;
d) 1/xk, 〈1, b〉; e) x · cos(x), 〈0, 2π〉, f) 2x exp(−x2), 〈0, n〉.

Řešenı́

1. Definičnı́ obor 0 < x < 1, li(x) je klesajı́cı́ a konkávnı́ funkcı́.
2. a) eb − ea; b) (−1)k−1kπ; c) 0;

d) (1− b1−k)/(k − 1), k 6= 1; e) 0; f) 1− exp(−n2).

Poznámka 3.14. Když aproximujeme funkci exp(−x2) jejı́m Maclaurinovým
rozvojem, dostaneme pro jejı́ primitivnı́ funkci následujı́cı́ rozvoj∫ x

0
exp(−t2)dt = x− x3

3 · 1!
+

x5

5 · 2!
− x7

7 · 3!
+ · · ·

Kontrolnı́ otázky

1. Jaká je idea konstrukce a definice Riemannova integrálu ?
2. Pro které funkce existuje Riemannův integrál, jaké má vlastnosti ?
3. Jaké metody a pravidla máme zatı́m pro výpočet Riemannova integrálu ?
4. Jak je definována integrálnı́ střednı́ hodnota funkce, jaký je jejı́ geometrický

význam ?
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3.4 Metody per partes a substituce pro určité integrály

Z výpočtu primitivnı́ funkce metodou per partes a Newtonovy-Leibnizovy formule
plyne platnost následujı́cı́ formulace metody per partes pro výpočet určitého integrálu. metoda

pp
Věta 3.15. Jestliže funkce u, v ∈ C1〈a, b〉, pak∫ b

a

u(x)v′(x)dx = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

u′(x)v(x)dx. (3.8)

Použitı́ metody per partes pro výpočet určitého integrálu je tedy podobné jako u neurči-
tého integrálu, jen je třeba uplatnit meze integrálu v obou členech (integračnı́ konstanta
se v rozdı́lu vynuluje).

Přı́klad 3.16. Použijeme-li volbu funkcı́ u, v z Přı́kladu 2.4 , dostaneme∫ 2
0

xexdx = [xex]20 −
∫ 2
0

exdx = [ex(x− 1)]20 = e2 + 1.

∫ 2π
0

x cos(x)dx = [x sin(x)]2π0 −
∫ 2π
0
sin(x)dx = 0.∫ b

1
ln(x)dx = [x ln(x)]51 −

∫ 5
1

1
x
xdx = 5(ln(5)− 1)− 1.

S použitı́m metody per partes na výpočet integrálu

In =
∫ π/2

0
sinn(x)dx = (n−1)

∫ π/2

0
sinn−2(x) cos2(x)dx = (n−1)In−2− (n−1)In

dostaneme pro jeho výpočet rekurzivnı́ formuli In = n−1
n

In−2 , která po výpočtu rekurze
pro výpočet
integrálu

integrálů I0 = π/2, I1 = 1 nám generuje explicitnı́ formule

I2k =
(2k + 1)(2k − 3) · · · 3 · 1
2k(2k − 2) · · · 4 · 2

· π

2
, I2k+1 =

2k(2k − 2) · · · 4 · 2
(2k + 1)(2k − 1) · · · 5 · 3

.

Podobně použijeme k výpočtu určitého integrálu i obě varianty metody substitučnı́ -
zde je ovšem třeba uplatnit změny mezı́ integrálu při použité substituci. matoda

substitučnı́
Věta 3.17. 1. Jestliže funkce f(g(x)), g′(x) ∈ C〈a, b〉 , pak se substitucı́ g(x) = t
platı́ ∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx =
∫ g(b)

g(a)
f(t)dt. (3.9)

2. Jestliže f(x) ∈ C〈a, b〉, x = g(t) ∈ C1〈α, β〉, g(α) = a, g(β) = b,
(a, b) ⊂ Im(g), pak ∫ b

a

f(x)dx =
∫ β

α

f(g(t))g′(t)dt. (3.10)

Použijeme-li prvnı́ postup na některé integrály z odst. 2.2, dostaneme∫ 5
2

x

x2 − 3
dx =

∣∣∣∣ t = x2 − 3
t ∈ 〈1, 22〉

∣∣∣∣ = 12
∫ 22
1

dt

t
=
1
2
ln(22).
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∫ 8
2
(1 +

√
x− 2)dx =

∣∣∣∣ √x− 2 = t− 1
t ∈ 〈1, 3〉

∣∣∣∣ = 2∫ 3
1
(t2 − t)dt = 9

1
3
.

Podobně použijeme druhé varianty substitučnı́ metody na integrály (srovnejte s přı́kla-
dem výpočtu primitivnı́ funkce v 2.2)∫ 1

0

√
x(1− x)dx =

∣∣∣∣ x = sin2(t)
t ∈ 〈0, π/2〉

∣∣∣∣ = 2∫ π/2

0
sin2(t) · cos2(t)dt =

=
1
2

∫ π/2

0
sin2(2t))dt =

∣∣∣∣ u = sin(2t)
v′ = sin(2t)

∣∣∣∣ = π

8
.

Kontrolnı́ otázky

1. Čı́m se lišı́ metody per partes a substitučnı́ při výpočtu určitého a neurčitého
integrálu ?

2. Je třeba pro použitı́ vztahu (3.10) vyžadovat monotonnost funkce g(x) ?

3. Můžeme pro výpočet
∫ 2
0 xdx použı́t substituce x = cos(t) ?

Úkoly k textu

1) Opakovánı́m metody per partes ukažte, že∫ b

a
uv′′dx = [uv′ − u′v]ba +

∫ b

a
u′vdx.

2) Odvod’te formuli pro výpočet integrálu z polynomu Pn(x) v intervalu 〈a, b〉.
3) Metodou per partes a pomocı́ rozkladu spočı́tejte integrály

a)
∫ π/2

0
x · cos(x)dx, b)

∫ 2
0

x2 exp(x)dx, c)
∫ 1
0
ln(x+ 1)dx,

d)
∫ 1
0
arctan(x)dx, e)

∫ 1
0
arcsin(x)dx, f)

∫ 3
1

dx

x+ x2

4) Substitučnı́ metodou (přı́padně kombinacı́ metod) vypočtěte integrály

a)
∫ π/4

0

sin(x)
cos2(x)

dx, b)
∫ 1
0

ex

1 + e2x
dx, c)

∫ π/4

0
tan(x)dx,

d)
∫ π/2

−π/2
sin2(x)dx, e)

∫ e

1

ln2(x)
x

dx, f)
∫ π/2

0
sin2(x) cos3(x)dx

Řešenı́

3) a) π/2− 1, b) 2(e2 − 1), c) ln(4)− 1
d) π/4− ln(

√
2), e) π/2− 1, f) ln(3/2)

4) a)
√
2− 1, b) arctan(e)− π/4, c) ln(2)/2

d) π/2, e) 1/3, f) 2/15.
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4 Aplikace určitého integrálu

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se budeme zabývat aplikacemi určitého integrálu na vý-
počet velikosti objemů a povrchů těles, výpočet délky křivek, na jeho aplikace ve fy-
zikálnı́ch, technických a informatických oborech.
Klı́čová slova: délka křivky, velikost plochy rovinného obrazce, velikost plochy a ob-
jem tělesa, pohybové zákony v mechanice.
Potřebný čas: 120 minut.

Průvodce studiem

Limitnı́ proces vedoucı́ k definici určitého integrálu byl diskutován od starověku
v souvislosti s výpočtem veličin spjatých s mı́rou vlastnostı́ geometrických objektů
(délka křivky, objem tělesa, velikost povrchu) a později pro výpočty spjaté s me-
chanikou těles a tekutin, s jejich spojitými pohyby. Integrály majı́ důležitou roli
v teorii zpracovánı́ signálů; aparát diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu je použı́ván
v teorii zpracovánı́ obrazu a v řadě technických oborů.

4.1 Obsah rovinné oblasti

1) V odstavci o definici Riemannova integrálu jsme uvedli, že velikost plochy oblasti
vymezené grafem funkce f(x) , osou x a přı́mkami x = a, x = b je dána hodnotou
integrálu

∫ b

a
|f(x)|dx. Zobecněnı́m této základnı́ geometrické interpretace

je následujı́cı́ tvrzenı́ o velikosti plochy vymezené dvěma křivkami.

Věta 4.1. Velikost plochy oblasti vymezené grafy funkcı́ f, g ∈ C〈a, b〉
a přı́mkami x = a, x = b je rovna P =

∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx.

V přı́padě protı́nánı́ grafů těchto křivek rozdělı́me tedy při takovém výpočtu původnı́
interval na několik intervalů se stejným znaménkem rozdı́lu funkčnı́ch hodnot.

Přı́klad 4.2. Vypočtěme velikost plochy oblasti vymezené grafy funkcı́
f(x) ≡ 2, g(x) = sin(x) na intervalu 〈0, π〉. (Nakreslete obrázek !)

P =
∫ π

0
[2− sin(x)]dx = [2x+ cos(x)]π0 = 2π − 1− 0− 1 = 2(π − 1).

Přı́klad 4.3. Při výpočtu plochy vymezené křivkami x = 2, x− 2y2 = 0
(nakreslete si obrázek !) můžeme výslednou plochu spočı́tat
a) jako integrál z funkce proměnné x : P = 2

∫ 2
0

√
x/2 dx = 8/3;

b) jako plochu mezi křivkami x = 2, x = 2y2; P = 4−
∫ 1
−1 2y

2dy = 4− 4/3 = 8/3.
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Jestliže má hraničnı́ křivka oblasti v některých částech různé funkčnı́ předpisy, je třeba
vhodně rozdělit interval integrace a použı́t vlastnostı́ integrálu z Věty 3.6 .

Přı́klad 4.4. Při výpočtu plochy vymezené křivkami
y = 0, x+ y = 2, y = 4x− x2 − 2

(křivočarý trojúhelnı́k - nakreslete obrázek !) si spočı́táme jejich průsečı́ky
s osou x (· · ·x = 2−

√
2, 2) a souřadnice jejich průsečı́ku v bodě [1, 1].

Pro výpočet velikosti plochy pak rozdělı́me oblast na dvě části a celkově dostaneme

P =
∫ 1
2−
√
2
(4x− x2 − 2)dx+

∫ 2
1
(2− x)dx =

9
2
.

2) Je-li křivka zadána parametricky pomocı́ funkcı́ x = x(t), y = y(t), t ∈ 〈t1, t2〉
a představuje graf funkce, pak z pravidla o substituci dostaneme pro velikost takové
plochy čı́slo P =

∫ t2
t1

y(t)x′(t)dt ;
pro velikost plochy uzavřené křivkou s kladnou orientacı́ (proti směru hodinových
ručiček) formuli (odvozeno opět z geometrické interpretace) P =

∫ t2
t1

x(t)y′(t)dt.
Ověřı́me si to napřı́klad na výpočtu plochy kruhu o poloměru jedna, zadaného parame-
trickými rovnicemi kružnice x = cos(t), y = sin(t), t ∈ 〈0, 2π〉,
kde (kladná orientace, průběh hodnot proměnné x pro t ∈ 〈0, 2π〉 )∫ 2π
0

y(t)x′(t)dt = −
∫ 2π
0
sin2(t)dt = −π,

∫ 2π
0

x(t)y′(t)dt =
∫ 2π
0
cos2(t)dt = π.

Přı́klad 4.5.

a) Plocha vymezená osou x a jednı́m obloukem cykloidy s parametrickými
rovnicemi x = a(t− sin(t)), y = a(1− cos(t)), a > 0, t ∈ 〈0, 2π〉 je

P =
∫ 2π
0

a(1− cos(t)) · a(1− cos(t))dt = a2
∫ 2π
0
(1− 2 cos(t) + cos2(t))dt =

= a2
[
t− 2 sin(t) + 1

2
t+
1
4
sin(2t)

]2π
0

= 3πa2.

b) Pro plochu elipsy s parametrickými rovnicemi x = a cos(t), y = b sin(t),
t ∈ 〈0, 2π〉 tak dostaneme hodnotu

S =
∫ 2π
0

a cos(t) · b cos(t)dt = ab

∫ 2π
0
cos2(t)dt = ab

[
1
2
t+
1
4
sin(2t)

]2π
0

= πab.

Speciálně tak dostaneme známý vzorec pro plochu kruhu o poloměru r = a = b.

3) Formuli pro obsah rovinné plochy vymezené křivkou zadanou v polárnı́ch
souřadnicı́ch θ, ρ(θ), θ ∈ 〈α, β〉 dostaneme tak, že nahradı́me přibližně jejı́ výseč
s malým úhlem dθ a poloměrem ρ kruhovou výsečı́ se stejným úhlem a poloměrem,
pro jejı́ž velikost plochy platı́ přibližně dP = 1

2ρ
2(θ)dθ. Limitnı́m přechodem pak

dostaneme pro celkovou velikost plochy formuli P = 1
2

∫ β

α
ρ2(θ)dθ.

Přı́klad 4.6. Pro velikost plochy čtyřlı́stku, vymezené křivkou o rovnici
ρ = a sin(2θ), a > 0, θ ∈ 〈0, 2π〉 (nakreslete si graf !)
dostaneme podle uvedené formule hodnotu

P =
1
2

∫ 2π
0

a2 sin2(2θ)dθ =
a2

4

∫ 2π
0
(1− cos(4θ)) dθ =

a2

16
[4θ − sin(4θ)]2π0 =

1
2
πa2.

(Plocha všech čtyř lı́stků je tedy polovinou plochy kruhu o poloměru a .)
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Úkoly k textu

Vypočı́tejte velikost plochy vymezené křivkami

a) y = xn, y = xm, y = 0, x = 0, x = b; b)y = x2, x = y2;

c) y =
a

2

(
exp(

x

a
) + exp(

−x

a
)

)
, y = 0, x = 0, x = b řetězovka;

d) x = a cos3(t), y = a sin3(t), t ∈ 〈0, 2π〉 astroida;

e) x = a(t− sin(t)), t = a(1− cos(t)), t ∈ 〈0, 2π〉, y = 0 cykloida;

f) ρ = a(1 + cos(θ)), θ ∈ 〈0, 2π〉 kardioida;

g) ρ = a sin(3θ), θ ∈ 〈0, 2π〉 trojlı́stek.

i) Ukažte, že plocha vymezená parabolou f(x) = ax2 + bx+ c,
b2/4ac < 0, a > 0 (jejı́ graf ležı́ nad osou x )
a osou x v intervalu < x1, x2 > má velikost

P =
∫ x2

x1

(ax2 + bx+ c)dx =
b− a

6
[f(x1) + 4f

(x1 + x2
2

)
+ f(x2)];

této formule se použı́vá k aproximaci integrálu obecné funkce f(x) jejı́m kva-
dratickou aproximacı́ - interpolantem (Simpsonova formule).
j) Pomocı́ parametrického vyjádřenı́ ( y = tx) vypočı́tejte obsah plochy

ohraničené křivkou x4 + y4 = ax2y .
k) Přechodem k polárnı́m souřadnicı́m vypočtěte obsah plochy ohraničené

křivkou x4 + y4 = a2(x2 + y2) .

Řešenı́

a) | bn+1

n+ 1
− bm+1

m+ 1
|; b)1/3; c)

a2

2

(
exp(

b

2
− exp(−b

2
)

)
;

d)
3
8
πa2; e) 3πa2; f)

3
2
πa2; g)

1
4
πa2;

j) πa2/(8
√
2; k) 3πa2

√
3.
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4.2 Objem tělesa

1) Rotacı́ grafu spojité rovinné křivky y = f(x), x ∈ 〈a, b〉 kolem osy x dosta-
neme plášt’rotačnı́ho tělesa. Jeho objem můžeme vyjádřit pomocı́ podobného limitnı́ho
přechodu jako v přı́padě výpočtu ploch. Provedeme dělenı́ Dn intervalu a přı́čné řezy
tělesa rovinami x = xi (viz obr. 6a); elementy objemu mezi jednotlivými řezy aproxi-
mujeme objemy válců dV = π[f(xi)]2dx, dx = xi+1−xi (přı́padně dV = π[f(ξi)]2dx
s reprezentanty ξi ∈ (xi, xi+1) ). Po limitnı́m přechodu v integrálnı́m součtu dostaneme
pro objem takového tělesa formuli V = π

∫ b

a
[f(x)]2dx.

Podobnou formuli dostaneme pro objem rotačnı́ho tělesa, které dostaneme rotacı́ grafu
funkce kolem osy y (odvod’te!).
V obecnějšı́ situaci pak z předchozı́ho odvodı́me platnost následujı́cı́ho tvrzenı́.

Věta 4.7. Jestliže rotačnı́ těleso vznikne rotacı́ plochy mezi křivkami f1(x), f2(x)
kolem osy x a platı́ f1(x) ≥ f2(x), ∀x ∈ 〈a, b〉,
pak pro jeho objem platı́ V = π

∫ b

a
[f 21 (x)− f 22 (x)] dx.

Přı́klad 4.8. a) Objem tělesa, které vznikne rotacı́ křivky y = sin(x), x ∈ 〈0, π〉
kolem osy x spočı́táme jako

V = π

∫ π

0
sin2(x)dx =

π

2

∫ π

0
(1− cos(2x))dx =

π

4
[2x− sin(2x)]π0 =

1
2
π2.

b) Objem tělesa mezi kuželovými plášti vzniklými rotacı́ přı́mek y = 2x, y = 3x,
x ∈ 〈0, b〉 kolem osy x spočı́táme jako

V = π

∫ b

0
(9x2 − 4x2)dx =

[
3x3 − 4

3
x3
]b

0

=
5
3
b3.

2) Je-li křivka zadána parametricky, použijeme pro výpočet objemu stejné formule
a substituce dx = x′(t)dt .

Přı́klad 4.9. Objem tělesa vytvořeného rotacı́ plochy vymezené osou x a cykloidou
x = a(t− sin(t)), y = a(1− cos(t)), t ∈ 〈0, 2π〉 je

V = π

∫ 2π
0

a2(1− cos(t))2 · a(1− cos(t))dt =

= πa3
∫ 2π
0
[1− 3 cos(t) + 3 cos2(t)− cos3(t)]dt = 5π2a3.

3) Je-li křivka zadána v polárnı́ch souřadnicı́ch, pak objem tělesa, které vznikne rotacı́
plochy {0 ≤ α ≤ θ ≤ β ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ ρ(θ)} kolem polárnı́ osy (θ = 0) je roven

V =
2π
3

∫ β

α

ρ3(θ) sin(θ)dθ.

( Element objemu po rozřezánı́ má jehlanovitý tvar o celkové ploše základny
2πρ sin(θ) · ρdθ a výšce ρ.)

Přı́klad 4.10. Kardioida (srdcovka) je křivka určená v polárnı́ch souřadnicı́ch
předpisem ρ = a(1 + cos(θ)), θ ∈ 〈0, 2π〉. Jejı́ rotacı́ kolem polárnı́ osy dostaneme
těleso o objemu

V =
2π
3

∫ 2π
0

a3[1 + cos(θ)]3 sin(θ)dθ =
8
3
πa3.

32



3) Obecnějšı́ úloha je vypočı́tat objem prostorového tělesa, jehož průmětem do osy
x je interval 〈a, b〉, a pro které známe v každém bodě x ∈ 〈a, b〉 velikost plochy
průřezu S(x) tohoto tělesa rovinou kolmou k ose x v tomto bodě (viz přı́klady). Pak
pro element (diferenciál) objemu platı́

dV = S(x)dx a celkový objem tělesa je V =
∫ b

a

S(x)dx. (4.1)

Podobně dostaneme vzorec pro známou plochu řezu rovinou kolmou k osám y, z .

Přı́klad 4.11.
1) Objem šikmého hranolu o výšce h , jehož každý průřez rovinou kolmou k ose z

je obdélnı́k o stranách a, b můžeme spočı́tat formulı́ V =
∫ h

0 a · bdz = abh - je tedy
stejný jako objem kolmého hranolu o stejné základně a výšce (demonstruje to známý
Cavalieriho princip pro výpočet objemů takových těles).
2) Pro těleso, jehož plášt’ dostaneme spojenı́m bodů kružnice ležı́cı́ v rovině z = c
a splňujı́cı́ch rovnici x2 + y2 = r2 s body na ose x o stejné souřadnici x ∈ 〈−r, r〉
jsou řezy rovinami kolmými k ose x rovnoramenné trojúhelnı́ky o výšce c a základně
délky 2

√
r2 − x2. Pro velikost plochy takového řezu tedy platı́ S(x) = c

√
r2 − x2

a pro objem tohoto tělesa (vzhledem k symetrii - viz obr. 4)

V =
∫ r

−r

c
√

r2 − x2dx = 2c
∫ r

0

√
r2 − x2dx =

1
2
πr2c.
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2

x

objem telesa s primkovym plastem

y

z

obr. 4 : objem tělesa s přı́mkovým pláštěm a kruhovou plošinou

3) Jestliže vedeme válcem o poloměru r šikmý řez vedoucı́ středem základny pod
úhlem α (viz obr. 5), pak pro plochu řezu tohoto klı́nu rovinou kolmou k hraně
v základně ve vzdálenosti x od středu (je to pravoúhlý trojúhelnı́k) platı́
S(x) = 1

2 tan(α)(r
2 − x2). Jeho celkový objem tedy je

V =
∫ r

−r

S(x)dx =
1
2
tan(α)

∫
−r

r(r2− x2)dx =
2
3
r3 tan(α) =

2
3
r2h, h = r tan(α).

(Stejný výsledek dostaneme i s použitı́m obdélnı́kových řezů rovinami kolmými k před-
chozı́m.)
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obr. 5 : objem klı́nu vzniklého při řezu válcem

4) Toroid je kruhovité těleso, které vznikne rotacı́ kružnice (x− a)2 + z2 = r2 ležı́cı́
v rovině x, z se středem v bodu [a, 0, 0] a o poloměru r kolem osy z. Jeho řezy rovinou
procházejı́cı́ osou rotace jsou kruhy o poloměru r a ploše velikosti S(θ) = πr2.
Objem řezu pro element ds kružnice o celkové délce 2πa je dV = πr2ds a celkový
objem toroidu je tedy

V =
∫ 2πa

0
πr2ds = πr2

∫ 2πa

0
ds = 2π2ar2.

Takový postup při výpočtu objemu můžeme použı́t i v obecnějšı́ch přı́padech.
Prvnı́ Guldinova věta:
Objem tělesa vzniklého rotacı́ rovinné oblasti kolem osy která ji neprotı́ná je roven
součinu plochy této oblasti a délky kružnice, kterou opisuje při rotaci jejı́ těžiště.

Úkoly k textu

Vypočı́tejte objemy následujı́cı́ch těles
a) rotačnı́ho kužele , b) koule, c) kulové úseče s výškou v,
d) rotačnı́ho elipsoidu e) komolého kužele,
f) komolého čtyřbokého jehlanu s rovnoběžnými obdélnı́kovými plochami

hornı́ a dolnı́ základny o rozměrech a, b, c, d a výškou h ,
g) klı́novitého stanu s obdélnı́kovou základnou o rozměrech a, b, výškou h

a délkou hornı́ hrany c .
h) Ověřte, že objem tělesa vzniklého rotacı́ rovinné křivky y = f(x),

x ∈ 〈a, b〉 kolem osy y je V = 2π
∫ b

a
x · f(x)dx .

Řešenı́

c)
1
3
πv2(3r − v), d)

4
3
πab2,

f) h[(2a+ c)b+ (a+ 2c)d]/6, g) bh(2a+ c)/6.
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4.3 Délka rovinné křivky

Při zkoumánı́ metod pro výpočet délky rovinné křivky pomocı́ limitnı́ho přechodu po-
sloupnosti jejı́ch aproximacı́ po částech lineárnı́mi aproximacemi bylo třeba překonat
některé problémy, které můžeme demonstrovat na následujı́cı́m přı́kladu.
V trojúhelnı́ku ABC (obr. 6b) proved’me posloupnost jeho rovnoměrných triangulacı́,
kde každá z nich rozdělı́ každý trojúhelnı́k v předchozı́ triangulaci na čtyři stejné trojú-
helnı́ky. součtu délek úseček AB, AC. Opakovánı́m tohoto postupu zjistı́me, že délka
spojité lomené čáry z bodu A do bodu B sestávajı́cı́ ze stran trojúhelnı́ků přiléhajı́cı́ch
k úsečce AB, jejichž body se k nı́ stejnoměrně přibližujı́ s rostoucı́m počtem dělenı́, má
stále stejnou délku rovnou součtu délek úseček AB, AC. Ta ovšem závisı́ na poloze
bodu C a může proto nabývat libovolných kladných hodnot - tedy posloupnost tako-
vých aproximacı́ délky strany AB nemá limitu ! To souvisı́ s tı́m, že úhly které svı́rajı́
jednotlivé segmenty takové aproximace s aproximovanou křivkou jsou stále stejné.
Vedlo to k poznatku, že vhodné aproximace by měly aproximovat také směrnice tečny
vyšetřované křivky (napřı́klad pomocı́ sečen) - tedy souviset s derivacı́ takové funkce.
Na obr. 6a) vidı́me, že pro takovou aproximacı́ elementu oblouku ds křivky
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C

obr. 6a) - ds ... element délky křivky 6b) - nevhodná aproximace ds

y = f(x), x ∈ C1(a, b) platı́ podle Pythagorovy věty

ds2 ∼= dx2 + dy2 = (1 + [f ′(x)]2)(dx)2 a tedy délka s =
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.

(4.2)
Podobně dostaneme pro délku oblouku křivky zadané parametricky (substitucı́ za
dx, dy) nebo v polárnı́ch souřadnicı́ch (geometricky nebo z parametrického zápisu
polárnı́ch souřadnic x = ρ cos(θ), y = ρ sin(θ), (ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 ) formule

s =
∫ t2

t1

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt, s =

∫ β

α

√
ρ2(θ) + [ρ′(θ)]2dθ (4.3)

Přı́klad 4.12.
1) Délka logaritmické křivky ln(x), x ∈ 〈1, b〉 je

s =
∫ b

1

√
1 +

1
x2

dx =
∫ b

1

√
1 + x2

dx

x
=

∣∣∣∣ 1 + x2 = t2 t ∈ 〈
√
2,
√
1 + b2〉

dx
x
= t

t2−1dt c =
√
1 + b2

∣∣∣∣ =
=
∫ c

√
2

t2

t2 − 1
dt =

∫ c

√
2

[
1 +
1
2
1

t− 1
− 1
2
1

t+ 1

]
dt =
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=

[
t+
1
2
ln(

t− 1
t+ 1

)

]c

√
2

=
√
1 + b2 −

√
2 +
1
2
ln

(√
1 + b2 − 1√
1 + b2 + 1

·
√
2 + 1√
2− 1

)
.

2) Délku jednoho oblouku cykloidy x = r(t− sin(t)), y = r(1− cos(t)),
t ∈ 〈0, 2π〉 vypočı́táme podle uvedené formule jako

s =
∫ 2π
0

√
r2(1− cos2(t)) + r2 sin2(t)dt = 2r

∫ 2π
0

√
1− cos(t)
2

dt =

= 2r
∫ 2π
0
sin(

t

2
)dt = 2r

[
−2 cos( t

2

]2π
0

= 8r.

3) Délka oblouku Archimedovy spirály s rovnicı́ v polárnı́ch souřadnicı́ch
ρ = aθ, a > 0, θ ∈ 〈0, 2π〉 je tedy podle (4.3)

s =
∫ 2π
0

√
a2θ2 + a2dθ = a

∫ 2π
0

θ2 + 1√
θ2 + 1

dθ =
a

2

[
θ
√

θ2 + 1 + ln(θ +
√

θ2 + 1)
]2π
0
=

=
a

2
[2π
√
4π2 + 1 + ln(2π +

√
4π2 + 1)] ' a

2
· 42, 5126.

Úkoly k textu

Vypočı́tejte délky následujı́cı́ch křivek (přı́p. s pomocı́ počı́tače)
a) mocnin axk, sinusovky, logaritmu, exponenciály, elipsy,
b) délku a plochu řetězovky y = a(ex/a + e−x/a)/2 v intervalu 〈b, c〉;
c) astroidy x = a · cos3(t), y = a · sin3(t); kardioidy r = a(1 + cos(ϕ)) ,

čtyřlı́stku r = a · sin(2θ);
d) evolventy kružnice x = a(cos(t) + t sin(t)), y = a(sin(t)− t cos(t)),

t ∈ 〈0, T 〉,
e) délku a plochu hypocykloidy x = 2a cos(t) + a cos(2t),

y = a[2 sin(t)− sin(2t)], t ∈ 〈0, 2π〉 .
f) délku oblouku logaritmické spirály r = c · exp(aθ), θ ∈ 〈α, β〉;

Řešenı́
a) Pro délku křivky f(x) = 2x2, x ∈< 0, 2 > dostaneme
s =

√
17− 1

4 ln(−4 +
√
17) ' 4.65 ,

při vyššı́ch mocninách patřı́ počı́tané integrály do třı́d speciálnı́ch funkcı́
a jejich hodnoty můžeme spočı́tat v Maple pomocı́ funkce evalf(..),
nebo obecně pomocı́ metod numerické integrace;
ln(x), x ∈ 〈1, 5〉 · · · s ' 4.3675; exp(x), x ∈ 〈−1, 2〉 · · · s ' 7.98
x ∈ 〈−2, 2〉 · · · s ' 9.01; x ∈ 〈0, 2〉 · · · s ' 6.79;
b) a = 1, x ∈ 〈−2, 2〉 · · · s ' 15.645, a = 3, x ∈ 〈−2, 2〉 · · · s ' 33.29
c) 6a, 8a, 4a · 2, 422... d) 12aT 2, T > 0.
e) s = 16a, P = 2πa2; f) c

√
1 + a2(eaβ − eaα)/a.
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4.4 Plochy rotačnı́ch těles

Problém výpočtu velikosti povrchu těles pomocı́ aproximace povrchu rovinnými seg-
menty se potýká s podobnými problémy jako výpočet délky křivek. Ukažme si jen
jednoduchou ideu výpočtu velikosti povrchu pláště tělesa, které vznikne rotacı́ křivky
kolem osy x - viz obr. 6a) (podobný výsledek platı́ i pro rotaci kolem osy y ). Provedeme-
li pro funkci f ∈ C1〈a, b〉 dělenı́ intervalu Dn a přı́čné řezy v jeho bodech xi, pak povrch
jednoho segmentu pláště představuje pásek o šı́řce přibližně ds =

√
1 + [f ′(x)]2dx

a délce 2πf(ξi), ξi ∈ (xi, xi+1). Součet povrchů těchto segmentů a limitnı́ přechod
při ν(Dn, f)→ 0 nám dá následujı́cı́ výsledek :

Věta 4.13. Plocha pláště rotačnı́ho tělesa vzniklého rotacı́ křivky y = f(x),
f ∈ C1(a, b) má velikost

S = 2π
∫ b

a

|f(x)|ds = 2π
∫ b

a

|f(x)|
√
1 + [f ′(x)]2dx (4.4)

Diferenciál ds můžeme opět vyjádřit i pro křivku v parametrickém vyjádřenı́ nebo
v polárnı́ch souřadnicı́ch (viz předchozı́ kap. 4.3 ) a pro velikosti těchto ploch pak platı́

S = 2π
∫ t2

t1

y(t)
√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt, S = 2π

∫ β

α

r · sin(θ) ·
√

r2 + [r′]2dθ.

(4.5)

Přı́klad 4.14.
1) Velikost plochy povrchu tělesa vzniklého rotacı́ sinusoidy kolem osy x v intervalu
〈0, π〉 vypočı́táme jako hodnotu integrálu

S = 2π
∫ π

0
sin(x)

√
1 + cos2(x)dx =

∣∣∣∣ cos(x) = t t1 = 1
sin(x)dx = −dt t2 = −1

∣∣∣∣ =
= 2π

∫ 1
−1

√
1 + t2dt = 2π

∫ 1
−1

1 + t2√
1 + t2

dt = 2π[
√
2 + ln(

√
2 + 1)] ' 2π · 2, 2956.

2) Pro velikost plochy povrchu tělesa vzniklého rotacı́ cykloidy
x = a(t− sin(t)), y = a(1− cos(t)), a > 0, t ∈ 〈0, 2π〉 kolem osy x
jsme už při výpočtu jejı́ délky spočı́tali, že diferenciál ds = 2a sin(t/2)dt .
Proto velikost plochy bude rovna

S = 2π
∫ 2π
0

a(1− cos(t)) · 2a sin( t
2
)dt = 8πa2

∫ 2π
0
sin3(

t

2
)dt =

= 8πa2
∫ 2π
0
sin(

t

2

(
1− cos2( t

2
)

)
dt =

∣∣∣∣ cos( t
2) = z

sin( t
2)dt = −2zdz

∣∣∣∣ =
= 16πa2

∫ 1
−1
(1− z2)dz = 16πa2

[
z − z3

3

]1
−1
=
64
3

πa2.

3) Pro výpočet velikosti povrchu tělesa vytvořeného rotacı́ kardioidy
r = 2a(1− cos(ϕ)), a > 0 kolem polárnı́ osy spočı́táme (r′)2 = 4a2 sin2(ϕ)
a z výrazu pro diferenciál ds dostaneme
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S = 2π
∫ π

0
2a(1− cos(ϕ)) sin(ϕ) · 2a

√
(1− cos(ϕ))2 + sin2(ϕ)dϕ =

= 8πa2
∫ π

0
(1− cos(ϕ)) sin(ϕ)

√
2(1− cos(ϕ)dϕ =

= 64πa2
∫ π

0
sin3(

ϕ

2
) sin(

ϕ

2
) cos(

ϕ

2
)dϕ =

∣∣∣∣ sin2(ϕ/2) = t
t1 = 0, t2 = 1

∣∣∣∣ =
= 64πa2

∫ 1
0

t
√

tdt = 64πa2 · 2
5
[t5/2]10 =

128
5

πa2.

Poznámka 4.15. Zobecněnı́m předchozı́ch postupů pro výpočet velikosti ploch vznik-
lých rotacı́ rovinné křivky kolem osy dostaneme následujı́cı́ výsledek.
Druhá Guldinova věta: Velikost povrchu plochy vzniklé rotacı́ rovinné křivky kolem osy
která ji neprotı́ná je rovna součinu délky této křivky a délky kružnice opsané těžištěm
křivky.

Úkoly k textu

1. Vypočtěte velikost povrchů ploch, vzniklých rotacı́ mocniny axk, tangenty,
exponenciály, řetězovky kolem osy x na zvoleném intervalu.

2. Vypočtěte velikost povrchů ploch, vzniklých rotacı́ cykloidy, astroidy kolem
osy y.

3. Vypočtěte velikost povrchu koule, elipsoidu, toroidu.

Řešenı́

1. y = x2/2, x ∈ 〈0, 1〉 · · ·S ' 1, 32; x ∈ 〈0, 2〉 · · ·S ' 15, 24;
x ∈ 〈0, 3〉 · · ·S ' 70.1;
y = x3/5, x ∈ 〈0, 1〉 · · ·S ' 0.34, x ∈ 〈0, 2〉 · · ·S ' 9.64;
y = x4, x ∈ 〈0, 1〉 · · ·S ' 3.44, x ∈ 〈0, 2〉 · · ·S ' 805.7;
y = tan(x), x ∈ 〈0, π/4〉 · · ·S ' 3.84, x ∈ 〈0, 3π/8〉 · · · 19.55;
y = exp(x), x ∈ 〈0, 1〉 · · ·S ' 22.94, x ∈ 〈0, 2〉 · · ·S ' 174;
y = (exp(x) + exp(−x))/2, x ∈ 〈0, 1〉 · · ·S ' 8.84,
x ∈ 〈0, 2〉 · · ·S ' 49.15

2. cykloida · · · 2πr · 12, 57; astroida · · · 3πa2/8

3. koule 4πR2, elipsoid 4πab, toroid 4π2Rr.

(V obtı́žnějšı́ch přı́padech použijte počı́tač !)

38



4.5 Aplikace ve fyzice, technice, informatice

Vývoj diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu byl silně svázán s potřebou formulovat
pohybové zákony ve fyzice a astronomii. Pojem derivace funkce souvisı́ s pojmem
okamžité rychlosti, druhá derivace s mechanickým pojmem zrychlenı́ pohybu. Při stu-
diu pohybových zákonů v mechanice se setkáme s pojmy těžiště, statické momenty pro
křivky, plochy a tělesa, ve kterých vystupujı́ integrály (jednoduché, dvojné, trojné).
O vztazı́ch mezi polohou těžiště, délkami křivek a velikostı́ odpovı́dajı́cı́ch rotačnı́ch
ploch platı́ prvnı́ Guldinova věta, mezi plochou rotujı́cı́ oblasti a objemem vzniklého
rotačnı́ho tělesa druhá Guldinova věta. Jejich zněnı́ najdeme v odst. 4.2, 4.4, odvozenı́
např. ve [4] (Fichtengolc II, str.351).
Na výpočet integrálů vedou také úlohy na výpočet délky dráhy tělesa při známé závis-
losti jeho rychlosti na čase, nebo výpočet velikosti vykonané práce v silovém poli.
Délka křivky je tzv. ” přirozeným parametrem ” u parametricky zadaných křivek při
formulaci jejich vlastnostı́ v diferenciálnı́ a počı́tačové geometrii.
Diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu se široce použı́vá v teorii i praktických výpočtech
v oblasti mechaniky tekutin (prouděnı́), elektromagnetismu a elektrodynamiky .
Diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu se použı́vá při zpracovánı́ obrazů v počı́tačové
grafice (ostřenı́ obrazu, plošné vzorkovánı́ (použı́vá integrálnı́ střednı́ hodnoty), gene-
rovánı́ odstı́nů, osvětlovánı́, mı́chánı́ barev (váhy barev s daným spektrálnı́m rozlože-
nı́m), průhlednost, zobrazovánı́ objemů, pohlcovánı́ světla).
V teorii zpracovánı́ signálů (signal processing) se použı́vá integrálů při rozkladu a sklá-
dánı́ signálů pomocı́ jejich frekvenčnı́ch komponent (výpočet Fourierových koeficientů
dané funkce, skládánı́ signálu z jeho komponent - Fourierova analýza) i nevlastnı́ch
integrálů (viz následujı́cı́ kapitola) při realizaci Fourierovy transformace a konvoluce
funkcı́.
Pro rekonstrukci spojité funkce se také použı́vá varianty speciálnı́ funkce
sinc(x) = sin(πx)/(πx) (označovanéjako ”sinc filtr”).

Kontrolnı́ otázky

1. Jak se vypočı́tá velikost plochy vymezené křivkami zadanými v různých souřad-
nicı́ch ?

2. Jaká je idea výpočtu objemu těles a odpovı́dajı́cı́ formule ?
3. Jak si odvodı́me vztah pro velikost elementu délky křivky v různých souřadnicı́ch ?
4. Jak vznikne výraz pro diferenciál povrchu plochy ?
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5 Nevlastnı́ integrály

Studijnı́ cı́le: Definice Riemannova určitého integrálu předpokládala konečnost a uza-
vřenost intervalu integrace a omezenost integrované funkce v tomto intervalu. Definice
určitého integrálu jako funkce hornı́ (resp. dolnı́) meze ovšem dává prostor k úvahám
o vyšetřovánı́ limitnı́ho procesu, kdy taková mez se blı́žı́ k nekonečnu nebo k vlastnı́mu
bodu, ve kterém má funkce nevlastnı́ limitu. V geometrické interpretaci tedy řešit pro-
blém, zda neohraničená oblast může mı́t konečnou velikost plochy, objemu - přı́padně
za jakých podmı́nek.
Klı́čová slova: neohraničený interval, nevlastnı́ limita, nevlastnı́ integrál prvnı́ho a dru-
hého druhu (vlivem meze, vlivem nevlastnı́ limity ve vlastnı́m bodě).
Potřebný čas: 60 minut.

5.1 Nevlastnı́ integrály 1. druhu (vlivem meze integrace)

S poznatky z odstavce o určitém integrálu jako funkci hornı́ (dolnı́) meze, jeho
vlastnostech a výpočtu prodiskutujeme nynı́ možnosti a výsledky limitnı́ch procesů,
ve kterých taková hornı́ (dolnı́) mez se blı́žı́ k nevlastnı́m bodům +∞(−∞).

Definice 5.1. Jestliže funkce f(x) je definována v intervalu 〈a,+∞) , riemanovsky
integrovatelná v každém intervalu 〈a, x〉, x > a a existuje konečná limita

lim
x→+∞

∫ x

a

f(t)dt pak pı́šeme lim
x→+∞

∫ x

a

f(t)dt =
∫ +∞
0

f(t)dt (5.1)

a tuto limitu nazveme nevlastnı́m integrálem 1. druhu této funkce a řı́káme, že tento
integrál konverguje. Jestliže taková limita neexistuje nebo je nevlastnı́, řı́káme že tento
integrál diverguje. �

Poznámka 5.2. Analogickou definicı́ a s použitı́m aditivity určitého integrálu můžeme
definovat nevlastnı́ integrály∫ b

−∞
f(t)dt,

∫ +∞
−∞

f(t)dt =
∫ a

−∞
f(t)dt+

∫ +∞
a

f(t)dt.

Přı́klad 5.3.

1)
∫ +∞
0
exp(−x)dx = lim

x→+∞
[− exp(−t)]x0 = lim

x→+∞
[−e−x + e0] = 0 + 1 = 1.

2)
∫ +∞
1

dx

x
= lim

x→+∞

∫ x

1

dt

t
= lim

x→+∞
[ln(x)− ln(1)] = +∞.

3)
∫ +∞
1

dx

xm
= lim

x→+∞

x1−m

1−m
=

1
1−m

pro m > 1, integrál diverguje pro m ≤ 1.

4)
∫ +∞
−∞

dx

(x− 1)2 + 4
= lim

x→+∞

∫ x

−x

dt

(t− 1)2 + 4
= lim

x→+∞

[
1
2
arctan(

t− 1
2
)

]x

−x

= π/2.
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Poznámka 5.4. Když se v integrandu vyskytne kromě integračnı́ proměnné ještě dalšı́
parametr, je hodnota takového integrálu závislá na tomto parametru - je jeho funkcı́.
Lze pak vyšetřovat vlastnosti takové funkce a různé operace s nı́ (v přı́padě vlastnı́ch
i nevlastnı́ch integrálů). U nevlastnı́ch integrálů 1. druhu jsou takovými funkcemi
napřı́klad∫ +∞

0
exp(−a2x2)dx =

√
π

2
1
a
, a > 0,

∫ +∞
0
exp(−ax) cos(bx)dx =

a

a2 + b2
.

V řadě přı́padů ovšem neznáme explicitnı́ formu takových funkcı́ - napřı́klad u funkcı́

Γ(x) =
∫ +∞
0

exp(−t)tx−1dx, B(p, q) =
∫ 1
0

tp−1(1− t)q−1dt =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q)

.

5.2 Nevlastnı́ integrály 2. druhu - z neohraničené funkce

Pro funkce s nevlastnı́mi limitami ve vlastnı́ch bodech definičnı́ho oboru můžeme
vyšetřovat podobný limitnı́ proces s integrálem jako funkcı́ hornı́ (dolnı́) meze.

Definice 5.5. Necht’funkce f(x) je definována v intervalu 〈a, b) , neohraničená v okolı́
bodu b a riemannovsky integrovatelná v každém intervalu 〈a, x〉, a < x < b .
Jestliže existuje konečná limita zleva

lim
x→b−

∫ x

a

f(t)dt = I, pak ji značı́me symbolem I =
∫ b

a

f(x)dx (5.2)

a nazýváme ji nevlastnı́m integrálem 2.druhu (se singularitou v hornı́ mezi) . Řı́káme
také, že tento integrál konverguje. V přı́padě neexistence takové limity řı́káme, že
takový integrál diverguje. �
Podobně definujeme nevlastnı́ integrál se singularitou v dolnı́ mezi (přı́padně v dolnı́
i hornı́ mezi). Pokud je v intervalu integrace vı́ce bodů s nevlastnı́mi limitami, můžeme
jeho rozdělenı́m na dı́lčı́ intervaly opakovaně použı́t předchozı́ch výsledků (integrál
bude konvergentnı́ v přı́padě konvergence všech dı́lčı́ch integrálů).

Přı́klad 5.6.

a)
∫ 1
0

2dx√
1− x

= lim
x→1−

∫ x

0

2dt√
1− t2

= 4 lim
x→1−

(1−
√
1− x) = 4.

b)
∫ 1
0

1
xm

dx konverguje (diverguje) pro 0 ≤ m < 1 (m > 1).

c)
∫ π

0

dx

1 + 2 cos(x)
,

∫ 1
−1

1
x
dx... divergujı́

Poznámka 5.7. V podrobnějšı́ch textech (napřı́klad lit. [1,4,7]) najdeme srovnávacı́
kriteria pro rozhodovánı́ o konvergenci či divergenci nevlastnı́ch integrálů, která nám
někdy zjednodušı́ takové rozhodovánı́. Je tam také zaveden absolutně konvergentnı́ho
nevlastnı́ho integrálu (existuje integrál z funkce i jejı́ absolutnı́ hodnoty - nepatřı́ tam
např. konvergentnı́ integrál

∫∞
a
sin(x)

x
dx, a > 0. )

Také tam najdeme diskusi tzv. ” hlavnı́ch hodnot (valeur principal)” nevlastnı́ch inte-
grálů.
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Poznámka 5.8. Pomocı́ Maclaurinova rozvoje můžeme dostat jeho integracı́ pro ne-
vlastnı́ integrál (Fresnel)∫ x

0

cos(t)√
t

dt = 2
√

x

(
1− x2

5 · 2!
+

x4

9 · 4!
− x6

13 · 6!
+ · · ·

)
, x > 0.

Kontrolnı́ otázky

1. Pro které funkce a jak je definován nevlastnı́ integrál 1. nebo 2. druhu ?
2. Jak zjistı́me konvergenci či divergenci nevlastnı́ch integrálů a jejich hodnotu ?
3. Pro které hodnoty parametru m konvergujı́ či divergujı́ nevlastnı́ integrály∫ +∞

1 x−mdx,
∫ 1
0 x−mdx ?

Úkoly k textu

a) Vypočı́tejte objem tělesa vzniklého rotacı́ hyperboly
xy = 1, x > 1 kolem osy x.

b) Vypočı́tejte
∫ 1
−1 x

−2/3dx .
c) Vyšetřete konvergenci integrálů∫ 4

0

dx

(x− 2)2
,

∫ π/2

0
tan(x)dx.

d) Vypočı́tejte délku lemniskaty ( r2 = a2cos(2ϕ) ) .

Řešenı́

a) π, b) 0, c) divergujı́
d) 4a

∫ π/4
0

dϕ√
cos(2ϕ)

' a · 5, 244.
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[1] I. Černý - M. Rokyta, Differential and Integral Calculus of one Real Variable.
Praha, Karolinum 1998, ISBN 80-7184-661-9
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