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Abstrakt

Tento text distancniho vzd€lavani je vénovan integralnimu poctu funkci jedné proménné. Po zavedeni pou-
Zivané symboliky jsou uvedeny pojmy primitivni funkce, neurcity integral a jejich vlastnosti. V dalSim jsou
uvedeny a procvicovany zdkladni metody jejich vypoctu. V nésledujicich kapitoldch je uvedena definice
ur¢itého Riemannova integralu, metody jeho vypoctu a aplikace v riiznych oborech.

V jednotlivych kapitolach jsou odkazy na moZnosti vyuZiti programovych systémi Maple, Matlab, Mathe-

vvvvvv

matica pro kontrolu ru¢nich vypocti, feseni slozitéjsich uloh.

Cilova skupina

Text je primarné urcen pro studenty distanc¢niho studia. Je vhodny téZ pro studenty interniho studia infor-
matiky.
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1 Neurdity integral

Studijni cile: V této kapitole zavedeme pojmy primitivni funkce a neurcity integral,
uvedeme metody jejich vypoctu pro nékteré tiidy funkci

Klic¢ova slova: primitivni funkce, neurcity integral;

vypocet - z definice, pomoci tabulky derivaci elementéarnich funkci.

Potrebny cas: 180 minut.

1.1 Primitivni funkce - definice, zakladni vlastnosti

Pruvodce studiem

V diferencidlnim poctu jsme k dané funkci hledali jeji derivaci. Ta geometricky
uréovala smérnici teCny ke grafu funkce v daném bodé€. Pro funkci popisujici
pohyb télesa predstavovala derivace rychlost tohoto pohybu v daném bodé€. V poctu
integralnim se budeme nejprve zabyvat ilohou opa¢nou (inverzni): k dané funkci
f(z) najit takovou funkci F'(x), jejiz derivaci je funkce f(x) (tj. F'(z) = f(x)).
Tedy pfi zndmém funkénim predpisu pro smérnici teCny najit rovnici odpovidajici
ktivky, pro zndmy predpis pro rychlost pohybu najit formuli pro polohu télesa.

Definice 1.1. Necht'interval / C R, funkce f(x) : [ — R . Funkce F'(x) je primitivni
funkci k funkci  f(z), jestlize Vo € I plati F'(z) = f(z) (v pfipadé uzavieného
intervalu v krajnich bodech se zde rozumi odpovidajici jednostranna derivace). [

Priklad 1.2. Z uvedené definice a zndmych vysledk pro derivaci elementarnich funkci
plyne, Ze napf.

- k funkci 2" /(n + 1) je primitivni funkci 2 + ¢, Vx, c€ R, n € Z, ;

- k funkci 1/(1 + ) je primitivni funkef In(1 4+ x) + ¢, Vo € (—1,+00), c € R;

- k funkci sin(2x) miZeme primitivn{ funkci najit ve formalné riznych piedpisech -
napf. —3 cos(2x),1 — 3 cos(2x), £(3 — cos(2z)) (I = R).

Z uvedenych piikladu je vidét, Ze primitivni funkce k dané funkci neni urcena jedno-
znaéné - konkretni funkce je urcena aZ hodnotou aditivni konstanty, kterd mtiZze byt
urcena dal$i podminkou na primitivni funkci (napt. bodem, kterym ma jeji graf procha-
zet). Prirozené vznik4 také fada otdzek - jak spolu souvisi vlastnosti funkce a funkce
k ni primitivni, zda ke kazdé funkci existuje primitivni funkce.

Priklad funkce  f(z) =¢; prox € (—00,0), f(z) =c2# 1 proz € (0,+00)
kterd nema derivaci v bodé x = 0 ukazuje, Ze primitivni funkce nemusi existovat pro
kazdou funkci v celém jejim defini¢nim oboru.

Véta 1.3.

1. Je-li funkce F(x) primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu I,
pak {F(x) + c|c € R} je mnoZinou primitivnich funkci k f(x) na intervalu I.

2. Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni na tomto intervalu existuje
primitivai funkce.

3. Je-li funkce F(x) primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu I,
pak je funkce F'(x) na tomto intervalu spojitd.

4
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Platnost prvniho a tietiho tvrzeni plyne jednoduSe z definice a vlastnosti derivace.
Platnost druhého tvrzeni si ovéfime v dal$i kapitole (integral jako funkce horni meze).

Definice 1.4. MnozZinu vSech primitivnich funkei k funkci f(z) nazveme jejim
neurcitym integrdlem a oznaCujeme ji symbolem [ f(z)dx

pro funkci f(x) se pouziva termind integrand, integrovand funkce, pro proménnou z
integracni proménnd; proces nalezeni (vypoctu) primitivni funkce integraci funkce.
Vysledek vypoctu se zapisuje ve tvaru

/ f(z)dr = F(x) + ¢ (dx - diferencidl proménné, c - integrani konstanta) (1.1)

(v tabulkach integrald a pocitacovych programech se integracni konstanta nékdy nevy-
pisuje - tento zplisob Casto pouZijeme i v tomto textu). 0

Z. definice primitivni funkce a pravidel pro operaci derivovani plynou nasledujici
vlastnosti primitivnich funkci, kterych pouzivame pro jejich vypocet.

Véta 1.5. Jestlize na intervalu I existuji integrdly [ f(x)dz, [ g(x)dx
pak na tomto intervalu existuje i integrdl z funkce c1 f(x) + cog(x) a plati

/[clf( )+ cag(x /f dm—l—@/ (x)dx, Vei,c0 €R (1.2)

Tuto vlastnost mize formulovat také tak, Ze mnoZzina vSech funkci, které maji na daném
intervalu primitivni funkci, tvofi linedrni prostor.

Priklad 1.6.

a) S pouzitim definice primitivni funkce a tabulky pro derivace elementarnich funkci
si mliZeme utvofit zékladni tabulku integralti elementéarnich funkci (provedte!).

b) Prointegrdl F(z) = [aPdz, p € R plati vysledek F(z) = 2™ /(p+1) + ¢
obecné jen pro p 7£ —1 x > 0. Prodiskutujte !

¢) Prop = -1 dostaneme z definice vysledek [(1/z)dx = In(z) + ¢ pro x > 0,
J(1/z)dx = In(—z) + ¢ pro x < 0; oba vysledky se zpravidla zapisuji spole¢n&

ve tvaru [(1/z)dx = In(|z|) + ¢,  # 0.

Priklad 1.7. S pouzitim tabulky integrali elementarnich funkci a Véty 1.5

spocitdme integraly

1 4
/(w2 —22)%dr = /(174 — 42® 4 42*)dx = 5m5 —zt gmg +ec, [ =R,

/%dfb:/(l;g(—l / ol / di'f———ln (lz])+e, I =(0,+00),

[ o= | ey = | (v * i) -

= tan(z) — cot(z) + ¢, I =(0,7/2) (obecn&ji I = (kn/2,(k+ 1)7/2)).
Derivovéanim si ovéfime, Ze plati

/ coig(cx) = )ta,n(g) - g‘ ’

/cojjzx) - Qil(zls(jé)x) +%ln <‘tan(%) * g)) '




Kontrolni otazky
1. Jak je definovdna primitivni funkce (neurcity integrdl) k funkci f(x) ?
2. Ke kterym elementdrnim funkcim zndte jejich primitivni funkci ?

3. Existuje primitivni funkce k funkci sign(zx) ?

Ukoly k textu

Najdéte primitivni funkce k nédsledujicim funkcim
1) (1 — 2?)~/2 2) a*,a > 0; 3) sinh(z); 4) \/z
5) 1/VE  6) a®aw  7) [3—2coti(x)]/ cost(a);
8) (2 —1)/(1 + z?); 9) 2sin(z) cos(x); 10) 3z/v/1 + 2.

Reseni
1) arcsin(z); 2) a*/In(a); 3) cosh(x); 4) 22%/%;
5) 2v/x; 6) 2y/a /% 7) 3tan(x) + 2 cot(x).
8) x — 2arctan(z); 9) sin®(z); 10) (3/2)v1 + a2

Poznamka 1.8. Systém Maple pouziva k vypoctu neurcitého integralu funkci
int(expr,x), kde

- expr predstavuje funkcni predpis integrandu,

- x oznaceni integrani proménné (k odliSeni od jinych pfipadnych konstant).
Tato funkce md i dal$i parametry pro vypocet pomoci fad nebo pro vypocet ur¢itého
integrélu.

Po zaddni naptiklad int(x/(z® —1),x) dostaneme vystup

tin(z) —iln(2® + o+ 1) + \/Tg arctan((2z + 1)v/3).

Na vystupu se mohou objevit i tzv. specidlni funkce - definované jako soucet fady
funkci, pro ktery nemame vyjadfeni pomoci elementdrnich funkci a jeho funkéni
hodnota se vycisluje pomoci specidlnich algoritmi (s fadami funkci a jejich soucty se
seznamite v priStim semestru).

Napiiklad po zadéani int(exp(—2z?),r); dostaneme na vystupu

sv/merf(z)  sespecidlni funkef erf(z).

Podobnou funkci pro vypocet neurcitého integrdlu najdeme také v Symbolic Computing
Toolboxu v Matlabu nebo v systému Mathematica.

Tyto vypocetni prostfedky ndm dnes umoziiuji pocitat neurcity integral i pro dost sloZité
explicitni pfedpisy funkci - zdkladni techniky pro jejich vypocet uvedeme v nasledujici
kapitole.

prostredky
symbolic
computing



2 Vypocet primitivni funkce metodou per partes
a substitu¢ni metodou

Studijni cile: Tak jako neumime napsat explicitni pfedpis pro kazdou funkci, jejiz graf
si nacrtneme v roving, tak také neumime spocitat explicitné primitivni funkci ke kazdé
takové funkci, nebo dokonce ani ke kazdé funkci se zndimym funkénim predpisem. Pro
celou fadu tfid funkci jsou ale zndmy postupy, jak spocitat jejich primitivni funkce. Vy-
uziva se v nich znamych vysledki z diferencidlniho poctu.Pocitace s prostfedky Sym-
bolic Computing (Mathematica, Maple, Matlab) ndim dnes dovedou spocitat primitivni
funkce 1 k funkcim s dost slozitym funkénim ptfedpisem a odpovidajicim vysledkem.
Klicova slova: integrace metodou per partes, metodou substituce, jejich kombinaci
Potirebny cas: 180 minut.

Pruvodce studiem

K zakladnim metodam vypoctu integrald patii metoda substituce a metoda inte-
grace per partes (integrace po ¢astech), kterym se budeme vénovat v této kapitole.
Tyto metody pouZzivaji definice primitivni funkce a znamych vztaht z diferencial-
ntho poctu pro derivaci soucinu a slozené funkce. Obé metody miiZeme pouZivat
opakované i je vzdjemné kombinovat.

2.1 Integrace per partes

Z formule pro derivovéani soucinu dvou funkei  (uv) = v'v +uwv’, u,v € C'(a,b)
po tpravé uv’ = (uv)’ — w'v aintegraci obou stran dostaneme
pravidlo pro integraci per partes

/u@)v’(m)das = u(z)v(x) — /u'(az)v(m)dx. (2.1)

To pouzijeme v situacich, jestlize rozpozndme v integrandu na levé strané ¢len v'(z)
a integral na pravé strané bude jednodussi pro vypocet. I tam v§ak miiZzeme opakované
pouZzit metodu per partes. Tradi¢né se zapisuje pfi rué¢nim vypoctu volba funkei u, v’
a dopocitavané funkce u’, v tak, jak je ukdzéano v nasledujicich piikladech.

uw =1
T

Piiklad 2.1. a) [ze“dx = o — ot =ze® — [e*dr=e"(z—1) +c

- " o UI:; = xsin(x) — | sin(x)dz =
b) [ cos(z)dx = U/—cos(a:) v = sin(x) ’_ (z) — [ sin(z)dz =
= rsin(z) + cos(x) +
¢) fln(x)dx:‘ (@) o = 1/a

=1 V=2

=zln(z) — [lode =zIn(z) —z+c

N 3

Pii slozité¢jsim integrandu mizeme nékdy metodu integrace per partes pouZit opako-
vané. Tak napfiklad pfi vypoctu integrali

a) / eos(z)dr,  b) / Psin(20)de, o / 2 sin(z)dz

zdkladni
pravidlo
metody pp



(vyskytuji se pii vypoctu tzv. Fourierovych koeficientti rozvoje funkei 22, 23 )
dostaneme timto zplisobem (postupné u' = 2, v’ = ) vysledky

a) (2? — 2)sin(z) + 2z cos(z), b) — i(?xQ — 1) cos(2x) + %x sin(2x)

¢) (3z* — 6)sin(z) — (2* — 6x) cos(w)
Jiné moZnosti pro pouZziti metody per partes nam ukazi nésledujici priklady.

In(z u=In(z) v =1/x 9 In(a

J= [k S =1)r v—1In(x) = In?(z) — [ 2@ g,

Pro hledany integrél tak vypoctem z této rovnice dostaneme J = 1 In*(z) + c.

V jinych pfipadech ndim metoda per partes umozni najit rekurzivni vztah pro primi-
tivni funkci s celo¢iselnym parametrem a pii znalosti pocate¢nich hodnot tak snadnéji
odvodit jeji tvar pro obecné hodnoty takového parametru. Napiiklad integral

1
K — _— —
" / (22 + 1)”d$

xT 1 1 €T
— 2 —  dr—2 ————dr = ———+2nK,—2nK, 1.
@1 n/(x2+1)” v n/(x2+1)”+1 T @y e e

u=(2+1)™" u' = —2xn(z?+1)""!
v =1 v=21x

Po dpravé tedy vidime, Ze pro veli¢iny K, plati rekurzivni vztah rekurze
pro integrdl
z 2n —1
Ky = K,. (2.2) S parametrem

2n(x? 4 1)n * 2n

ProtoZe pro n = 1 zndme tabulkovy integrdl K7 = [(1 + 2?)~'dx = arctan(x), mi-
Zeme z uvedené rekurze bez dalSich integraci spocitat K5, K3, - - - . Podobné miizeme
vypocitat [ 2% exp(px)dx = exp(px)(a?/p — 2x/p* + 2/p?) a najit rekurzi

1
/xm exp(pr)dr = —z™ exp(px) — [ gmt exp(pz)dx
p p

(pro vypocet Laplaceovy transformace funkci =™ ).

kaoly k textu
Vypoététe integraly
a) [z-In(z)dz, b) [z-arctan(z)dz, c) [z -In®(z)dz
d) [z-tan®(z)dz, e) [(2®+ 6z + 3) - cos(2x)dz,
f) Sn =Iﬁw), 9) I = [ ez, h) L, = [sin"()da.
i fexp j) [arcsin(z)dz, k) [—E— OLL
1) [ xe® sm( ydz, m fx"lnxdx, n fsm (x)dx
[sin™(z)dx, p) [cos™(z)dx q) [a®exp(—az?)dx
[ %" P, (x)dx (Pn(x) .-+ polynom stupné n ).

)
)
0)
)

r




ReSeni

1, 1, 1., 1 (P 1
a) 5% In(x) 25 b) z(x +1) arctan(z) 5T c) 5% (In*(z) ln(x)+2)
1, 1., . 1
d) x-tan(x)+ln(|cos(x)|)—§x , € Z(Zx +122+5) Sln(2$)+§(l’+3) cos(2x),
-1 cos(z) n—2
Sy = : Sn—2, SS9 = —cotg(z).
1) n—1 sin"Hz) n-1 2 2 cotg(z)
1 T 1 T
g) 1= - arctan(a) +c, Jy= 2D | @ a7 +(2n —3)J,1
1 -1 in(2
h) I, = - cos(z) - sin™ "t (z) + t In_o, 1 = —cos(z), I = g - Smi 7)

242 2
i) — M, j) x-arcsin(z) + V1 — 22, k) x-tan(z) + In(] cos(z)]|)

l) %ez[w(sin(x) —cos(z)) 4 cos(z)], m) %[(n + 1) In(x) — 1],
n) %x - isin(Qx), 0) — %COS(:L‘) -sin™ ! (x) + n ; ! /Sin”_Z(x)dx
D) %sin(x) cos" 1 (z) — n ; ! /cos"_2(x)dx q) — 2—226_‘”2(ax2 +1);

r) e (Pu(z)/a— P,(x)/a® + B(x)/a® + - + (=1)" P (2) fa" ).

2.2 Substituc¢ni metoda

Substitu¢ni metoda patii k nejobecnéjsim metodam integrace a miZeme ji pouZit ve
dvou zékladnich situacich.

1) V symbolu integrélu je symbol f(z)dz diferencidlem funkce f(z). Pro diferencial
slozené funkce F'(g(x)) s primitivni funkei F' k funkci f plati podle pravidla o derivaci
slozené funkce dF'(g(x)) = F'(g(x))dz = f(g(x)).g'(x)dx. Jestlize tedy v integrandu
pozndme takovy tvar se spojitymi funkcemi f(g(x)), ¢’(x), pak substituci g(x) =t
a integraci dostaneme po zpétné substituci

/ F(9(2))-g'(@)dz = / [t = F(t) +c= F(g@) +e.  (23)

Naptiklad pro nckteré integraly spocitané v predchozi C4sti metodou per partes
muiZeme pouZit i substitu¢ni metodu

feos(asinote = | SO0

‘ = — [3dt = —3t*+c = —% cos® () +c.

t = In(z)

In(@) 700 —
J du 'dtzl/x

T

‘:ftdt:%t2+c:%ln2(x)+c.

zdkladni
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Jednoduchym pouZitim substitu¢ni metody vypocitdme také ndsledujici integraly priklady

x t=x%-3 1 9
/962—_365“7:' dt = 22dz |~ 3T =30 +e

2
[ =] aih | = [ § = mme e
scfé(f;)> do = ’ dtt:ciig(%)dx = —1/sinfz) + o,
/@dx: ‘ el B Er
/(1+x/ﬁ)d:p = x+§(x—2)3/2+c, /mda: = —ﬁ(a—l—bx)l_", n# —1.

Pouzitim substitu¢ni metody také dokdZeme, Ze na odpovidajicich intervalech plati pro

integrély s integrandem obecnéjsich tvarti pravidla

P) B T
/f(x)dx—lﬂf( ) +e /f( FO)dr = F(ar +0) 4o, (F'= ) 24)

2) Jestlize naopak po vhodné substituci x = ¢(t) s diferencidlem dx = ¢'(t)dt se jind
spojitymi funkcemi f(x), ¢’(x) zndme primitivni funkci G(t) k funkei f(g(t)).¢'(t),  pravidla
pak pfi monotonnosti funkce g(x) (zajiStuje existenci inverzni funkce g~!(z) ) plati

[1we= [ 16@)g0a =GO +e=cla ey +e. @
Priklad 2.2.
/ ﬁd - ' ir = csész;dt ’ - / %dt - / coita) -
)
/mda‘ = ’ v =sin(?) ‘ = /cos2(t)dt = %/[1 + cos(2t)]dt =

dx = cos(t)dt

= —tan(t) = —

= }L[Qt + sin(2t)] = %[arcsin(a:) +ov1 - 2?];

v —a=(b—a)sin’(t)

[V = | 4, T et |-
)




Ovétte si vysledky pomoci definice primitivni funkce - jejim derivovanim !

vvvvvv

obé metody - per partes 1 substituce.
Priklad 2.3.
u=(1+2)"Y2 u=2/1+z

v =arcsin(z) v = (1—2?)71/2

arcsin(x)

Vv1+zx
—o0/1+z—2 \/Ilgi_x:%/l—i—mzélx/l—x—i—(]

( po pouziti metody per partes a tpravach pouZzita metoda substitu¢ni).

dr =

Kontrolni otazky
1. Na jakém principu je zaloZena metoda per partes pro vypocet primitivni funkce ?

2. Jaké jsou jednotlivé varianty a fdze vypoctu primitivni funkce metodou substi-
tuce ?

Ijkoly k textu

Substituéni metodou vypoctéte integraly

o) / sin?(z)dz, b) / cos(z)dz, c) / tan® (z)dz,

0 [ i o [ 1) [
o [T w [V b [

j)/%dx, k)/#&), 0) %.

ReSeni

a) ;1(2x —sin(2x)), b) i(Qx +sin(2x)), ¢) %tanQ(x) + In(| cos(x)]),

1

EORrORNRCEE A

d) —%ln(|1+3€0s(x)|), ) £

Wl N

kombinace
metod pp,
substitucni

9) g(H—ln(a:))\/ 1+ In(x), h) %ﬁ arcsin(%a)-kg\/m7 i) In(z+va2 + 22)

7) ew—1(em3_1+1), k)%ln(ln(xz)), ) —;(2—}—@\/1—,@.

Wl N
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2.3 Integrace nékterych trid funkci

V dlouhém vyvoji integralniho poctu byly nalezeny metody vypoctu primitivnich
funkci pro celou fadu funkci - vysledky najdeme v prehlednych ptiruc¢kach, tabulkdch
a monografiich. Mnoho z nich bylo implementovano do prostiedkti Symbolic Compu-
ting (Mathematica, Maple, Matlab), kterych mlizeme dnes pouZit ve slozitéjSich pfi-
padech, kdy ru¢ni vypocet by byl naro¢ny. K ¢asto se vyskytujicim typtim integrandt
patii (kromé& zdkladni tabulky integrdlii) racionalni funkce lomené a trigonometrické
funkce.

2.3.1 Integrace racionalnich lomenych funkci

Raciondln{ lomena funkce je podilem dvou polynomt: R(x) = P, (z)/Qn(x).

Pii m > n ji operaci déleni polynomli miizeme upravit na soucet polynomu
Ny—n(z) aryze lomené raciondlni funkce (m < n) se stejnym jmenovatelem Q,(z).
Ten mlZeme pfi znalosti jeho kofend a jejich ndsobnosti pomoci zakladni véty algebry
rozlozit na soucin linearnich a kvadratickych faktort a ryze lomenou raciondlni funkci
rozloZit na soucet ¢aste¢nych zlomku typa

(v — 2;)7 J (22 + px +q)

2
= p”—4¢ <0

(indexy 7, k rostou od jedné po nasobnost redlného ¢i komplexniho kofene, koeficienty
A, B, C se pocitaji srovnanim koeficientl u stejnych mocnin na levé a pravé strané
rozkladu po vyndsobeni jmenovatelem @, () - viz [10], uebni texty z algebry).

S pouZitim substituce ¢ = x — x; spocitdme primitivni funkce pro prvni typ ¢astecnych
zlomkd. Napriklad

/ dx 1 fde 1 [dx + b2 dx b a+ bx 1
—_ n
22(a + bx) a2) x a) a? atbr a x ax

U kvadratickych faktorti po jejich tipravé na tvar (x —a)?+b* pouZijeme opét substituce

Bz +C 75 20 — 2a . aB+C N
/[<x—a>2+b21kdf“‘ 2/[(x—a)2+62]’“d +/[(x—a)2+62]’“d'

2x — 2a (x —a) +b2—t _[dt
/[(x_a)ubzk (22 — 2a)dz = dt /t_k_
B ln(|(x—a) +0?) prok=1
L@+ 0t prok£1 ) 2.6)

Pro integral s konstantnim citatelem dostaneme (po vytknuti této konstanty)

dz lrz—a=0bt| 1 e 1K r—a
[(x —a)2+ b2k | de=bdt | p2k-1 | (124 1)k  p2k-1 k b ,

(2.7)
kde pro integrdl K jsme odvodili rekurzivni formuli (2.2) v pfedeSlém odstavci 2.1.

Poznamka 2.4. Pro dé€leni polynomil a rozklad jejich podilu na ¢aste¢né zlomky
(partial fractions)
ma Maple funkce rem(a, b, z,' q¢'), divide(a,b,’ q"), convert(f, parfrac,z).

12



Priklad 2.5.
/ 2 —3r+1 J / r? —3r+1 d 19 dx +1/ x — 25 d
€r = T = — _— —aAr =
B+ —r+15 (x +3)(22 =22 +5) 20/ z+3 20/ 22—2x+5
19 1 1 2z-2 1
=—1 — = —24 dr =
20 n(|x+3’)+20/<2x2—2x+5 x2—2x+5) v

19 1 6 dz
— 7 (2 -2 S
50 n(]$+3])+40 n(x r+5) 5/($_1>2+4

).

r—1

19 1 3
= 2—Oln(|x +3|) + m In(2? — 2z +5) — 5 arctan(

Ukoly k textu

Vypoctéte integraly (ru¢nim vypoctem, piipadn€ s pomoci pocitace):

z3 222 — 3z —1 dx
d b d d
a)/x—Q & )/x3—2x2—a:—2 = C)/x‘l—lx’
ax +b dx dx
d d —_ —_—
)/cx+d - °) /x3+1’ /) /sinQ(x)cos(x)’
) dx rdx
—d h — k
g)/x2—9:c—|—14 s )/er—e—m’ )/(:c2+2x—|—2)2

rdx 11
) /:c3—3:1:+2’ ) /:c8+33:4+2dx’
1'9

dx.
) /x7+3x6—x5—4x4+5x3—x2—5m+2 v

ResSeni

1 1 1
a) §x3+x2+4x+8ln(|x—2|)7 b) —2 ln(]m+1|)—§ ln(|x—1|)+§3 In(|z+2]),

—1 1 bc — ad
C)Zln(i_i_l‘)—iarctan(:c), d) %x—l— ccza

1. (x+1)3 1 2r —1 1 1 + sin(x)

e) éln( | )+ﬁarctan( 7 ), f) — In(

x =7 er —1 1 T+ 2
1 h) 1 K — = | ——— t 1
D W(EZGD WS B < |y et 4 D).

2 1 1 2
-2 2) — = Zln(z —1

In(|cz + d|),

sin(x) | cos(z)|

1 1
m) Zx‘l — In(z* +2) + 1 In(z* + 1),

n) vypocitejte pomoci pocitace (rozklad, integrél, zkontrolujte derivaci).

13



2.3.2 Integrace iracionalnich funkci

Terminem iraciondlni funkce se oznaCuji funkce, v jejichz funk¢nich predpisech se

vyskytuji odmocniny (mocniny s raciondlnim exponentem). Pokud mé integrand tvar

raciondlni lomené funkce z rGznych odmocnin stejné linedrni nebo linedrni lomené

funkce, pak je vhodné pouzit substituce s odmocninou, kterd je nejmensim spole¢nym

ndsobkem téchto odmocnin . Typicky postup si ukdZeme na nasledujicich ptikladech.
' 1+x=t

1 1
1)/—33 —dv=| 0" :2/t2_1dt:
1 1 t—1 (VIta—1)?

Priklad 2.6.

= [ ——dt— | ——dt =1n| | =1In
t—1 t+1 t+1 ||
_ 1/6 t4
N L e
x—i—\/_ dz = 6t°dt B3 +1
2 2t —1 3
= 6t — — dt =
/( +t+1 2—t+1 t2—t—|—1)
2t — 1

=3t + 2In(Jt + 1]) — In(#* — t + 1) — 2v/3 arctan( /3 )=

3T A arctan(2VE L
_3\/5+1n(\%_%+1) 2v/3 arctan( NI

1+ 1 _ _ 11z _ 21 _
3)/ 1_x(1_w)(1+x)2dl’—‘t— 11—z’ x—m, dl‘ t2+1) dt

2 +1)(t2+ 1) 4t 2 +1
:/t<+)(+) dt:/;dt:

2 4 (12 +1)? 22

_ _1 1+x 11—z
N ot 2\ V1

/m f/[ (“i)

:'t:5x/4+1/4’ V5 .GH})_

dt = 5dr/4 | 5 W 4

~1/2
dr =

vvvvvv

Priklad 2.7.  Pfi vypoctu integralt ze slozitéjsich iraciondlnich funkci jsou vysledky
zpravidla velmi komplikované - naptiklad uz pfi vypoctu integralu z funkce

f(z) = /(z —1)/(23 — 222 + = + 1) je vystup zMaple na dvou strdnkdch a obsahuje
1 imagindrni sloZky a specidlni eliptické funkce.

14



Ijkoly k textu

Vypoctéte integraly

) [ 0 e O Ve
d)/1+f /\/ﬁ N[ v

e s LI ety ==t

) [l 0 [y

") /m ) /(x—l)\/m'

dm

N 24

k vypoctu ulohy f) se pouZzivd nékteré z variant tzv. Eulerovy substltuce

t =+vVax?+br+c+x/a, a>0).

ReSeni

a) —Vr)2—Yr/3+6¥r—6In(Yr+1), b)) 2In(va—z—Vb—1),

c) 2arcsin(\/x/2) —V2x —22, d) 4 (@ + vz + arctan({*/i)) :

) V(r+a)(r+b)—(a—b) (Ve +a+Va+b),
£ L |20z 1 b+ 2v/avar T bz v el), a > 0,

\/a
. 2—x -1 1 (Vz+1—3)2
q9) —arcsm(gg—\/g, h) Taum‘can(\/:z:—l—1)—1—4\/g In P
, 1—x W1l+z—V1—-2)? . _
i) 2 arctan(4/ 1+x)+ln( o ), 7)2aresin(y/z/2)—/z(2 —
k) é(19+5$+2x2)\/1+2$—x2—4arcsin(1\;;),
; V1422 — 22 1 | V24 V1 + 22 — 22
) 2(1 —l’) - E Il<| 1— 7z D
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2.3.3 Integrace trigonometrickych funkci

Pri pouziti trigonometrickych substituci pii vypoctu integrald Casto dostavame sloZzenou
raciondlni lomenou funkci v téchto funkcich. Pokud se tam vyskytuji obé funkce
sin(x), cos(z), 1ze Casto pouZzit jednu ze substituci ¢ = cos(z), t = sin(x),

t = tan(x), t = tan(x/2) na pfevedeni pivodniho integralu z iraciondlni funkce
na integrdl z raciondlni lomené funkce v proménné ¢. Ukazeme si typicky postup
takového vypoctu na ndsledujicich piikladech - pouZziva se v nich zndmych vztaht
mezi trigonometrickymi funkcemi.

1) /ﬂdx = /ﬂsm(@dx _ t:: cos(z)

1+ cos(x) 1 + cos(x) dt = —sin(z)dx

1— ¢t 1 1
= —/ l—i—tdt: —t—|—§t2 = —cos(x)—l—gcosZ(a:).

sin(2x) t = tan(x) sin(z) = t/v1+ 2
2) 2 dr = 2 2
sin®(z) + 2 cos?(x) de =dt/(1+1t*) cos(z)=1/V/1+1t
2t 1 + tan?(z) )
= dt =In(m——=) = —In(1 :
/ Aroer et PG =~ +eos@)
3) S pouZitim “univerzalni goniometrické substituce”
t =tan(z/2), dr =2dt/(1+t?), dt = dx/[2cos?(z/2)]
avztahl sin(x) = 2t/(1 +t?), cos(z) = (1 — t?)/(1 + t?) spocitdme integral

dx dt 1
/4sin(x) — Tcos(x) =7 - / 4 — 7 Zln(|4tan(x/2) = 7)) =

_ lln( 4sin(x)
4 |1+ cos(x)

— 7‘) = iln(|4sin(x) — Tcos(x) —7|) — }lln(l + cos(z)).

Ijkoly k textu

Vypocitejte nasledujici integraly
i cos®(x)

W 21) sin(2z)d dz;

a) /1+Sin(:ﬂ)’ )/cos( x) sin(2z)dz, c) /Sin4(x) x;

d>/1?fTﬁ§% N v B

ReSeni

1 n 1
3sin®(z)  sin(z)

—2 1 1
b)) Zin?(27) = —Z cos?(2 —
T+ tan(z/2)’ )4sm(x) 4cos(x), c)

a)

d)2tan(x)+%tan3(x), ¢) In(| tan(z)|). f)%tan2(x)—|—ln(|cos(x)|).
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Poznamka 2.8. Ukdzali jsme zatim postup pii vypoctu primitivnich funkci k nékolika
tiidam funkci. V pribéhu 17.-20. stoleti byly odvozeny vysledky a postupy pro
vypocet neurCitych integrali pro mnoho tfid funkci, které byly publikovany v fadé
sbirek udloh, monografii a tabulek integralti (napf. Démidovi¢ [1], Rektorys [10],
Bronstejn-Semendajev, Hlavacek [6], Prudnikov-Bry&kov-Mari¢ko). Rada téchto
algoritml vypoctu primitivni funkce byla implementovana do soucasnych prostredki
pro symbolické vypocty (Mathematica, Maple, Matlab), které dovedou najit i dost
sloZité primitivni funkce. Stru¢nd informace o funkci int(exprx) pro vypocet primitivni

vevs

poskytuje jeho napovéda (Help).

Mame-li zaddnu pro primitivni funkci néjakou dal$i podminku, hledame z ni takovou
hodnotu aditivni konstanty, aby tato podminka byla splnéna. Naptiklad pro funkci
F(z) = [ cos(x)dx = sin(x) + ¢ podminka F'(0) =2 je spln€na pro ¢ = 2.

I kdyZ vime, Ze primitivni funkce existuje ke kazdé spojité funkci na daném intervalu,
obecné nelze napsat v kone¢ném (explicitnim) tvaru primitivni funkce k takovym
funkcim s pomérné jednoduchym piedpisem jako jsou funkce

exp(—2?), sin(x)/z, cos(x)/x, exp(z)/z, 1/In(x), tan(x)/z,
x/sin(x), cos(x)/x?, x -tan(x), In(sin(z)), e - In(z).

Takové primitivni funkce je pak nutno hledat pomoci jinych prostiedkli (rozvoje
integrandu v fady jednodussich funkci - napf. Maclaurinovy, Taylorovy a jiné rozvoje).

Priklad 2.9.  Pfi pouziti zakladni funkce v systému Maple pro vypocet primitivni
funkce dostaneme napiiklad vysledek int(sin(x)/z,z) = Si(x) se specidlni funkci
Si(x). Pro objasnéni jeji struktury pouzijeme nésledujici postup:
Integraci Maclaurinova rozvoje sin(z)/z =1 — 2%/6 + z*/120 — 25/5040 + - - -
dostaneme aproximaci jeji primitivni funkce

/ sin(x) g 1 1 . 1

~y __3 — —_— —
p TET TRt 0T T 3ma80” T

Priklad 2.10.  Podobné pro primitivn{ funkci k funkci x/ sin(z) dostaneme integraci
jejtho Maclaurinova rozvoje x/sin(z) ~ 1+ (1/6)z% + (7/360)z* + - - -

31

7 .« o e
105840°

/ T ot it oy
r~r4 —a’+ ——x
sin(z) 18 1800

S pomoci pitkazu int(series(In(sin(x)),z = 0,6),x); v systému Maple dostaneme
Maclaurinovym rozvojem a jeho integraci vysledek

/ln(sin(x))dx ~x-In(r) -1 — —2° — —2° + O(2").

17



ﬁkoly k textu

Vypoctéte podobnym zplisobem aproximaci primitivni funkce k funkcim

a) exp(—z?), b) exp(z)/z, c) tan(z)/z, d)1/In(x).

Reseni
a) /exp( )dmNa:—laz +1—103:—%x~|—
b)ij 1—|—1+;x+éx —l——x /—dx ~ In(x x —|—118x —|—9—16x4+- .
C)tar;(x) o~ 1+%x2+%x4+%$6+- s /tal;(m)d$ o~ x+éx3+%$5+- o
d)ﬁ:xil—ké—%(x—l) +71790(x—1) T
/thi)21n(w—1)+%(z—1)+i(m—1)2—71790(x—1)3+---

Poznamka 2.11. V pribéhu 19.-20. stoleti tak bylo prostudovéno (a ¢asto podle au-
torlt pojmenovano) mnoho tzv. ’specidlnich funkci, vyssich transcendentnich funkci”,
se kterymi se také setkdme v tabulkéach integralG nebo na vystupech z uvedenych po-
¢itaCovych prostfedkt. Pro vypocet hodnot takové specialni funkce je pak tfeba mit
k dispozici odpovidajici algoritmus (nebo pouzit prostiedkil pocitace - funkce evalf a
podobné).

Kontrolni otazky

Jak postupujeme pri vypoctu integrdlu z raciondlni lomené funkce ?
Jakych metod pouzivdame p¥i vypoctu integrdlu z iraciondlnich funkci ?

Jakych metod miZeme pouZit pri integraci trigonometrickych funkci ?

A Db~

Jaké pribliZné metody miiZeme pouZit pro vypocet integrdlu z funkce, ke které
nezndme explicitni tvar primitivni funkce ?

18



3 Riemannuv urcity integral

Studijni cile: UkdZeme myslenku konstrukce definice Riemannova ur¢itého integralu
z jeho geometrické interpretace, vypocet urcitého integralu pomoci odpovidajici primi-
tivni funkce (Newton - Leibniz), jeho vlastnosti a pravidla vypoctu, aplikace v riznych
oblastech prirodnich véd.

Klic¢ova slova: urcity integral jako limita integralnich souctu, jeho vlastnosti;
integrdl jako funkce horni meze, Newtonova - Leibnizova véta;

metody vypoctu integrédlu - per partes, substitu¢ni metoda; véty o sttedni hodnoté¢;
aplikace integralu na vypocet délky kiivky, povrchu a objemu téles; nevlastni integral.
Potiebny cas: 240 minut.

Pruvodce studiem

Geometrické predstavy pojmu urcitého integralu jako metody vypoctu plochy pod
danou kfivkou vznikaly jiz v antickém Recku (Archimedes -s¢itani nekone¢né
malych veli¢in). Pojem funkce a jeji derivace byl podrobnéji studovédn az v 16.-
18. stoleti a otdzka inverzniho pfistupu k této problematice vedla Newtona (teorie
flux{) a Leibnize (autor termint diferencial, integral) k formulaci pravidla vypoctu
urcitého integralu pomoci integralu neurcitého. To vedlo je i fadu dalSich védct
k aplikacim poctu diferencidlniho a integralniho v geometrii, mechanice a fyzice
(Cavalieri, Lagrange, Euler). Intuitivni geometricka definice urcitého integralu spo-
jité funkce byla postupné zpfesiiovdna a zobeciiovdna (Cauchy, Riemann, Dirichlet)
v 19. stoleti. Dalsi rozvoj matematiky (teorie miry, funkciondlni analyza) a jejich
aplikaci v 19.-20. stoleti vedl k dal$im zobecnénim pojmu integralu (Lebesgue, Dar-
boux, Stieltjes, Young, Radon, Perron) pro S§irsi tfidy funkci. Tato zobecnéni vSak

vvvvv

kterymi se budeme zabyvat v tomto textu.

3.1 Riemannova definice urcitého integralu

Geometrickd idea urcitého integrélu spojité kladné funkce f(z) na intervalu (a,b) -
ktery by mél predstavovat velikost plochy vymezené osou = a grafem funkce f(x) -
je zaloZena na nésledujicim limitnim procesu.

Rozdélme interval (a, b) na n subintervalt stejné délky h = (b — a)/n s krajnimi body
z;,1 = 0(1)n a v kazdém z nich zvolme napt. stfed &; = x; + h/2 s funkéni hodnotou
f(&). Soucin hf(&;) predstavuje plochu jednoho obdélnicku , soucet Y. hf(;) pak
pfi dostate¢né malém h ddva pribliznou velikost celé uvedené plochy (tato myslenka je
realizovana napt v metod¢ stfednich obdélnikl pro numericky vypocet takového inte-
grilu). Pfesnou hodnotu takové plochy (integrdlu) dostaneme konstrukci posloupnosti
takovych integralnich souctd s uréenim jejich limity pfi & — 0 (tedy pro n — +o0).
Pokud funkce f(x) nabyvd kladnych i zapornych hodnot, potom velikost plochy vy-
mezené jejim grafem, osou x a pifimkami x = a,x = b (v obvyklém smyslu velikosti
plochy) je urcena integrdlem z funkce | f(x)|.

Piiklad 3.1.  Pro funkci f(z) = 2% rozd€lme interval (0, b) na n podintervald délky
h = b/n s délicimi body x; = ih = ib/n,i = 0(1)n. Jestlize v kazdém intervalu
vezmeme za reprezentanta jeho levy (resp. pravy) krajni bod, pak dostaneme dva
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integralni soucty S;, S, (formule levych a pravych obdélniki), pro které s pouZzitim

n

zndmé formule Y 7> =n(n+1)(2n + 1)/6 dostaneme pro levé a pravé soulty

(D, 22) = ni(ih)?b/n _ 2—2522 Sy (1 - %) (2 - %) /3,

=0 i=0

R = PO N, 1 1
S (Dy, 27) = ;(m) b/n = EZZIZ =b (1 - ﬁ) (2+ ﬁ> /3.
Oba tyto soucty maji pfi n — -+oo stejnou limitu rovnou /3. ProtoZe funkce
f(x) = x* je na intervalu (0, b) rostouci funkci, pak pro libovolny vybér reprezentantd
& € (z4,7i41) bude pro odpovidajici soucet S(D,,z?*) platit nerovnost

Si(Dy,, x%) < S(D,,1?) < S.(D,,z*) akazdy takovy soucet m4 tedy stejnou limitu
rovnou b®/3, kterd je hledanym integrdlem (jind geometrickd interpretace: velikost
plochy obrazce pod grafem funkce 23 je jednou tietinou velikosti plochy obdélnika
o stranach b, b* na naSem grafu). Na obr.1 je zndzornén pravy soucet pro interval (0, 4)
s pomoci funkce rsums('z*;0,4) ze Symbolic Computing Toolboxu v Matlabu, kde
na dolni 1list€ mizeme ménit krok sit€ uzld a nahote dostdvame odpovidajici hodnotu
integralniho souctu - mizeme tak sledovat konvergenci souctll pfi zjeminovani normy
déleni.

x.~2 1 21.301775
T T T

obr. 1 - Riemanniv pravy soudet pro funkci 2

Maple umozniuje grafické zobrazeni levych, pravych i stfednich integralnich soucti
pomoci piikazi leftbox, rightbox, middlebox a symbolicky tvar takovych souctt
v ptikazech middlesum, ... .

Stfedni Riemanndv souget pro funkci f(z) = (0.5 + x)? nasiti s krokem h = 0.5 je
ilustrovan na obr. 2 (bez uvedeni jeho hodnoty).

Pro konstrukci urcitého integralu na obecnéjsi tfidé funkei a vySetfovéni jeho existence
pouzil Riemann ponékud obecnéjsi konstrukci, kde se pouzivd obecné nerovnomér-
ného déleni vychoziho intervalu a body &; jsou libovolnymi body uvnitt (piipadné
i na okrajich) dil¢ich intervalil .
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Riemannuv soucet
T

obr. 2 - Riemannv stfedni soudet pro funkci (0.5 + )3

Definice 3.2. Necht f(z): (a,b) — R je ohrani¢end funkce,

bodya =29 <21 < - <21 <, =b jsoudeélicimi body tohoto intervalu.

Pro déleni intervalu D, = |J,(xi—1, ;) ozna¢me v(D,) = max;—1,(z; — x;_1)

normu déleni D,,. Pro takové déleni a body &; € (x;_1,x;) (vybér reprezentantii)

nazveme Cislo definice
Riemannova

S(Dy, f) = Z (&) (i — xi_1) integrdlnim souctem funkce f(x) s délenim D,,.  integrdlu
i=1

(3.1)
Jestlize pro kazdou posloupnost déleni D,, s vlastnosti lim v(D,) =0
(nulovou posloupnost déleni) a kazdy vybér reprezentantd {;} plati
lim S(D,, f) =1, (stejnd limita) (3.2)

n—o0

pak fikdme, Ze funkce f(z) je na intervalu (a,b) riemanovsky integrovatelnd a tuto
limitu nazyvame jejim Riemannovym integrdlem , ktery oznacujeme symbolem

I = /abf(x)dx s vlastnosti /ba f(z)dz = — /ab f(z)dz.

MnozZinu v§ech riemannovsky integrovatelnych funkci na intervalu {(a, b)
oznacime R(a,b). O mnoZina

) R(a,b)
Poznamka 3.3.

1. Pomoci €, - symboliky mizeme definici integrdlu I formulovat takto: c_s

f € R(a,b) < (Ve > 035 > 0 takové, 7e V{D,|v(D,) < 6} = |S(D,, f) — I| <€) definice
(3.3)

2. V symbolu urcitého integralu se pouziva termint

- integrand pro funkci f(z), integracni proménnd pro proménnou x ,

- dolni, horni mez integrdlu pro okraje intervalu a, b .

3. Urcity integral tedy definuje ¢7slo, které nezavisi na oznaceni integra¢ni proménné.

Z jeho definice plyne, Ze pro kladnou funkci na daném intervalu bude toto ¢islo kladné,

pro zdpornou funkci zadporné. Pro funkci kterd nabyvd na daném intervalu stfidavé

kladnych 1 zdpornych hodnot, predstavuje jeji integrél rozdil mezi celkovou velikosti
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ploch mezi jejim grafem a osou x v intervalech s kladnymi a zdpornymi hodnotami.
4. Riemannuv integrdl nemusi existovat pro kazdou ohrani¢enou funkci - typickym
piikladem je tzv. Dirichletova funkce x(z), nabyvajici hodnoty 0(1) pro x iraciondlni
(raciondlni), kterd ma tedy nekone¢né€ mnoho bodi nespojitosti i na kazdém kone¢ném
intervalu. Na kazdém intervalu a jeho déleni miZeme pak vhodnou volbou reprezen-
tanti &; (iraciondlni, raciondlni ¢isla) dostat integralni soucty s hodnotami nula i jedna
- spole¢nd limita tedy neexistuje.

5. ProtoZe Newton a Riemann formulovali pojem integrdlu ponékud odli$né€, najdeme
v podrobnéjsich textech terminy Newtoniiv integrdl, Riemannitv integrdl, které se mo-
hou liSit na nékterych slozitéjSich tfidach funkci. Pojem integrdlu byl i ddle zobecniovan
(Darboux, Lebesgue, ...), ale pro funkce spojité a po ¢astech spojité jsou hodnoty tako-
vych integrall i pravidla jejich vypoctu shodné.

Véta 3.4. Existence urcitého integralu
Md-li ohranicend funkce f(x) na intervalu (a, b) pouze konecny pocet bodii nespoyjitosti,
pak existuje jeji urcity integrdl fab f(x)dx .

Poznamka 3.5.

1) Pro funkce neohrani¢ené na takovém intervalu - i s kone¢nym poctem bodl ne-
spojitosti - nemus{ urcity integral existovat; tento pfipad s body nespojitosti 2. druhu
budeme diskutovat v kapitole 5 o nevlastnich integréalech.

2) Funkce ohrani¢ena s kone¢nym pocétem bodt nespojitosti 1. druhu -

funkce po cdstech spojitd - je na takovém intervalu integrovatelnd. Takovy integral
muiZeme vypocitat jako soucet integrald na intervalech spojitosti (plyne z definice Ri-
emannova integralu).

3) Je-li f € R(a,b), pakplati téz |f| € R(a,b).

Ijkoly k textu

1. Pomoci definice vypoctéte integrdl z funkce f(z) = ax+b naintervalu < 0,5 >.
Oveéfte vysledek pomoci geometrické interpretace (plocha).

2. Pomoci ideje Riemannova integrdlu (a vzorce pro soucet geometrické fady)
vypoctéte pomoci definice integrél fol a®dz.

3. Naintervalu (a,b), 0 < a < bs pomoci reprezentanti &; = /7,12, nasiti {z;}
vypocitejte f:(l/m2)d:v.

4. V systému Maple se seznamte s funkci student/middlesum], kterd demonstruje
tzv. pravidlo stfednich obdélnikii pro priblizny vypocet integralii (integralni
soucty s reprezentanty ve stfednich bodech intervald délent).

Grafickou ilustraci této metody tam miZeme ziskat pomoci funkce
middlebox(f(x), x=a..b,...),
pro levé a pravé soucty podobnymi funkcemi leftbox, rightbox.

Reseni
1) 25a/2 + 5b 2) (a—1)/In)a) 3) In(a/b).
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3.2 Vlastnosti urcitého integralu

Z definice Riemannova integrdlu snadno plynou jeho nasledujici vlastnosti:

Véta 3.6.
Pro funkce f,g € R(a,b) plati ndsledujici tvrzeni (pouZivand pri vypocltu integrdlii)

1 /f dx_/f d:v+/f dr, Yee (ab).
zdkladni

b .
2) / (crf(z) + cag(x)) dx = 01/ f(z)dz + 02/ g(x)dz, Vey, e €R vlastnosti

9| [ 1w < [l 10 <o), ve @i = [ [ o

4)  Pro sudou funkci f(x) a lichou funkci g(z) na intervalu (—a, a) plati

/_ flz)dz = 2/: f(z)da, /_ o()dz = 0

5)  Pro periodickou funkci [ s periodou T’ plati

c+T d+T
/ f(x)dz :/ f@)dz (et T.dd+T € (b))
c d

6) Jestlize g(x) # 0, pak plati  f(x)/g(x) € R(a,b).
7) Pro monotonni ohranicené funkce f,gplati:  f,g € R(a,b) = f-g € R(a,b).

Prvni tvrzeni této véty ukazuje na aditivitu urcitého integrdlu - miizeme je zobecnit na
rozdéleni intervalu na konecny pocet ¢asti. Druhd vlastnost ukazuje, Ze funkce z pro-
storu R(a, b) tvoii linedrni prostor. Z tietiho tvrzeni pak plyne platnost ndsledujiciho

odhadu hodnoty urcitého integralu a vyraz pro jeho integrdlni stredni hodnotu: integrdlni
stredni
Véta 3.7. Necht’ funkce f(z) € R(a,b) aplatim < f(x) < M Vz € (a,b). hodnota

b
Pak plati m(b—a) < / flz)dz < M(b—a). (3.4)

Je-li f € C(a,b), pak 3¢ € (a,b) takové, Ze [(&) =

b
. / f()dz = (3.5)

Cislo p se nazyva integrdlni stiedni hodnota funkce f(x) na intervalu (a,b) - jeho
geometrickou interpretaci pro kladnou funkci je, Ze plocha velikosti - (b—a) obdélnika
o vySce f(&) nad timto intervalem je rovna ploSe pod grafem funkce na intervalu (a, b).
Takovy priklad je ukdzan na obr. 3a), kde je vidét, Ze takovych bodi x = ¢ mize byt
v uvazovaném intervalu vice.

Pro nespojitou funkci z R(a, b) véta o integralni stfedni hodnoté nemusi platit - takovy
piiklad je ilustrovén na obr. 3b). Zde je integralni stfedni hodnota na intervalu (—1, 1)
rovna 1.5 - nenf ale pro nespojitost funkce jeji funkéni hodnotou v zddném bod¢ tohoto
intervalu. Pro kazdou funkci f(z) € R(a,b) leZi vSak jeji integrdlni stfedni hodnota
v intervalu (m, M).
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stredni hodnota sin(x), <O,pi> neplatnost pro nespojitou funkci
3

obr. 3 a),b)- ilustrace véty o integralni sttedni hodnoté

Prvni tvrzeni této véty mizeme pouzit také k odhadu hodnoty integrélu -
napf. pro x € (0,2) a funkci ﬁm plati

L 1 12 /2 dx 1

1043 " 104+vV22+4 10 13 " Jy 10+vV22+4 5
V jednoduchych prikladech miizeme polohu bodu £ nalézt vypoctem - v piikladu 6.3
jsme spoditali, Ze f02 x?dx = 8/3. Pro integrdlni stfedni hodnotu zde tedy plati

n=4/3, £ =2/V3.

Je zndma i obecnéjsi varianta véty o integrélni stfedni hodnot¢ :

Véta 3.8. Necht’ f,g € R(a,b), f(z) € C(a,b), g(x) neméni znaménko na tomto
intervalu . Pak

b b
3¢ € (a,b) takové, Ze / f(z)g(z)dx = f(f)/ g(x)dx. (3.6)

YV,

Priklad 3.9. Vypoctem snadno ovéiime, Ze plati

15 2 2 5 [ 5
—:/xgdx:/m-x2dx:—/ vidr = = - 3.
R . 1), 4

Poznamka 3.10. KdyZ pouZijeme v definici Riemannova integralu na jednotlivych
intervalech déleni D,, intervalu (a, b) jako reprezentanty body &; € (z;, z;11) z véty 3.7
a jejich integrélni stfedni hodnoty, bude mit takovy integrdlni soucet hodnotu pfesné
rovnou hodnoté integralu. Tedy histogram takové po Castech konstantni funkce bude
mit stejnou velikost plochy jako plocha s grafem funkce f(x).

Inverzni dlohou by bylo najit k danému histogramu spojitou funkci, jejiz integralni
stfedni hodnoty na takovém déleni jsou stejné jako plochy obdélniki histogramu (iloha
interpolace integrdlnich stfednich hodnot).

Integrélni stiedni hodnoty se pouZivaji napiiklad také v pocitacové grafice k ploSnému
vzorkovéni obrazu (viz napft. [11]).
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3.3 Urcity integral jako funkce horni meze,
Newtonova-Leibnizova formule

Pro funkci f € R(a,b), x,z + h € (a,b) vySetieme funkci ® s hodnotami

T z+h
:/ F)t, <I>(x+h):/ ()t

Tato funkce je tedy funkci horni meze integrdlu funkce f(z). [7 f(t)dt
Limitnim pfechodem ve vztahu ®(x + h) — ®(z) ~ hf(x) dostaneme

() :}Lig(l)q)(x—l—h})l—

2@ _ g(a).

To ndm ukazuje, Ze takové funkce ®(x) pfedstavuje vlastné jednu z primitivnich funkci
k funkei f(z) s vlastnosti ®(a) = 0.

Véta 3.11.  Jestlize funkce f : C(a,b) — R je v okoli bodu x € (a,b) spojitd, pak
funkce horni meze jejiho integrdlu md v tomto bodé derivaci a plati ®'(x) = f(z)
- je tedy primitivni funkci k funkci f(x).

Podobné bychom mohli také uvaZzovat o urcitém integrélu jako funkci dolni meze.
Piikladem funkci definovanych integrdlem s proménnou horni mezi jsou funkce

(pro které neexistuji funkéni predpisy v explicitnim tvaru) zndmé pod oznacenim nové

Si(x) :/ sin(t >dt / exp(—t?)dt, li(z) = /9C dt 0<z<l. Jkee
0 G o In(t)’

S pouzitim vlastnosti (Si(x)) = Sm(x) a znamé techniky pro hledéni extrémi funkce

tak najdeme, Ze funkce Si(x) ma maxima v bodech x = (2k + 1)7, minima v bodech
x;=2jm, k,j € N.

Funkce erf(x) je rostouci a ohrani¢enou funkci na intervalu {0,+o0c0), protoZe
(erf(z)) = fexp( z?)dt > 0.

Pocitat hodnotu urcitého integrédlu podle jeho definice by 1 v jednoduchych ptipadech
bylo pracné. Zname-li pro integrand jeho primitivni funkci v explicitnim tvaru, pak pro
jeho vypocet miizeme pouzit nasledujici zdkladni formuli integrdlniho poctu.

Véta 3.12. (Newton-Leibniz) zdkladni
Jestlize f € C(a,b) avtomto intervaluje F(x) funkcik ni primitivni, formule
pak pro hodnotu integrdlu z funkce f(x) plati

b b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) {obvykly zdpis / flx)dz = [F(x))° = F(a) — F(b)}.
(3.7)

Diikaz.  Pro spojitou funkci f(x) je odpovidajici funkce horni meze ®(z) jednou
z jejich primitivnich funkei a pro kazdou jinou primitivni funkci F'(x) plati
®(z) = F(x) + c. Konstantu ¢ vypo&itdme z podminky

/f F(a)+¢ = c¢=—F(a).
Odtud plyne ®(x) = F(x) — F(a), aspecidlné pro x =b tvrzeni véty. O
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Pomoci této formule a tabulky zdkladnich neurcitych integrdlti miZeme snadno spoci-
tat plochy vymezené krajnimi body intervalu, osou x a grafem elementarnich funkci.
S pouzitim techniky vypoctu neurcitych integralii (per partes, substituce, jejich kom-
binace) tak miZeme spocitat hodnoty urcitych integrali na konecnych intervalech,
kde integrand spliiuje podminky pouZitych vét. Podrobnéji se tomu budeme vénovat
v dalSich ¢astech textu.

Priklad 3.13.

’ k 1 k+11b 1
D J =l =

[ — a1k #£ -1
w/2 T
%) / cos(x)da = [sin(@)]7/> = 1—0 = 1, / cos(z)dz = 0.
0 0

tdr _ b _ ”/4—dx z = [tan(z)]}* =
3) /1 — = [In(2)]; =1In(b), b> 1, /0 Cos2(w)d = [tan(x)]y’” = 1.

kaoly k textu

1. VySetfete pribéh funkce [i(z).

2. Vypoctéte plochu vymezenou grafy nésledujicich funkci na uvedenych interva-
lech:
a) e, (a,b); b)x-sin(z), 0 <z <km c¢)x-cos(x), z € (0,2m);
d) 1/2%, (1,b); e)x-cos(x), (0,27), f)2zxexp(—2?), (0,n).

ReSeni

1. Defini¢ni obor 0 < z < 1, li(x) je klesajici a konkdvni funkei.
2. a) e —ey b)  (—1)FLkm; c) 0
d) 1=b"F)/(k=1),k#1; e 0, f) 1—exp(—n?).
Pozniamka 3.14. KdyZ aproximujeme funkci exp(—z?) jejim Maclaurinovym
rozvojem, dostaneme pro jeji primitivni funkci ndsledujici rozvoj

a3 x® x’

—tH)dt =z — —
/OeXp( Jt=e -t T T

Kontrolni otazky

Jakd je idea konstrukce a definice Riemannova integrdlu ?
Pro které funkce existuje Riemannitv integrdl, jaké md vlastnosti ?

Jaké metody a pravidla mdme zatim pro vypocet Riemannova integrdlu ?

N Lo~

Jak je definovdna integrdlni stredni hodnota funkce, jaky je jeji geometricky
vyznam ?
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3.4 Metody per partes a substituce pro urcité integraly

Z vypoctu primitivni funkce metodou per partes a Newtonovy-Leibnizovy formule
plyne platnost ndsledujici formulace metody per partes pro vypocet ur€itého integralu.  metoda

Véta 3.15. Jestlize funkce u,v € C'(a,b), pak bp

/ w(z)' (z)de = [u(z)v(z))’ —/ o' (z)v(x)dx. (3.8)

Pouziti metody per partes pro vypocet urcitého integralu je tedy podobné jako u neurci-
tého integrélu, jen je tfeba uplatnit meze integralu v obou ¢lenech (integracni konstanta
se v rozdilu vynuluje).

Priklad 3.16. Pouzijeme-li volbu funkci u, v z Pfikladu 2.4 , dostaneme

2 2
/ vetdr = [re*]s — / e“dr = [e"(x — 1) =€* + 1.
0 0
2T 27
/ z cos(z)dr = [rsin(z)]3" — / sin(x)dx = 0.
0 0

X

b 5
1
/ In(z)dz = [zIn(z)]] — / —xzdr =5(In(5) — 1) — 1.
1 1
S pouZzitim metody per partes na vypocet integralu
w/2 w/2
I, = / sin”(z)dxr = (n—1) / sin"?(z) cos?*(z)dx = (n— 1)1, o — (n—1)1,
0 0

dostaneme pro jeho vypocet rekurzivni formuli [, = ”T_lln,g , kterd po vypoltu rekurze
integrdld Iy = w/2, I; = 1 ndm generuje explicitni formule pro vypocet
integrdlu
(2k+1)(2k—3)---3-1
2k(2k —2)---4-2

2%k(2k —2)---4.-2
2% +1)(2k —1)---5-3

™
2k 9 ; 2k+1 (

Podobné pouZzijeme k vypoctu urcitého integrdlu i obé varianty metody substitucni -
zde je ovSem tfeba uplatnit zmény mezi integrdlu pfi pouZzité substituci. matoda

substitucni
Véta 3.17. 1. Jestlie funkce f(g(x)),¢'(z) € C{a,b) , pak se substituci g(x) =t

plati
b g(b)
/ﬂmmvm:/ F(t)dt. (3.9)
a g(a)

2. Jestlize f(z) € Cla,b), x = g(t) € CYa, B), gla) = a, g(B) =b,
(a,b) C Im(g), pak

b 5]
/fmmzfﬂwmww (3.10)

PouZijeme-li prvni postup na nékteré integraly z odst. 2.2, dostaneme
5 2 22
T t=x-3 1 dt 1
— " dr = = - — = —1In(22).
/2:c2—3x ‘te<1722>‘ 2/1 t 2n( )
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/2(1+\/x—2)dx: th_eilz’;_l :2/1 (tz—t)dt:9%.

Podobné pouZzijeme druhé varianty substituéni metody na integraly (srovnejte s prikla-

dem vypoctu primitivni funkce v 2.2)
— qin2 /2
v = sin’(t) ‘ = 2/ sin®(t) - cos®(t)dt =
0

A Vall =z)de =1 c g 7o)

1 w/2
:5/ §in2(21))dt
0

Kontrolni otazky

1. Cim se lisi metody per partes a substitucni p¥i vypoctu urcitého a neurcitého
integrdlu ?
2. Je tieba pro pouZiti vztahu (3.10) vyZadovat monotonnost funkce g(x) ?

oy oy 2 .. .
3. MuiiZeme pro vypocet fo xdx pouZit substituce x = cos(t) ?

Ukoly k textu

1) Opakovanim metody per partes ukaZzte, Ze

f; w"dr = [uv' — u'v]? + fab wodz.
2) Odvodte formuli pro vypocet integralu z polynomu P, (z) v intervalu (a,b).
3) Metodou per partes a pomoci rozkladu spocitejte integraly

/2 2 1
a) / x - cos(z)dx, b) / z? exp(z)dz, c) / In(x + 1)dz,
0 0 0

3 dx

d) /Olarctan(:r)dx, e) /Olarcsin(l’)dx, f) /1 R

4) Substitué¢ni metodou (piipadné kombinaci metod) vypoctéte integraly

w/4 1 z w/4
a) / sin(z) dx, b) / e—dx, c) / tan(z)dz,
o cos®(x) o 1+e? @

d) /W/2 sin®(z)dz, e) /16 o {a) dz, f) /Oﬂ/2 sin®(z) cos®(x)dx

—7/2 T

ResSeni

3) a) m/2—1, b) 2(e2—1), ¢) In(4)—-1

d) m/4—1In(v2), e) 7/2—1, f) In(3/2)

4) a) V2 -1, b) arctan(e) — /4, ¢) In(2)/2
d) m/2, e) 1/3, f) 2/15.
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4 Aplikace urcitého integralu

Studijni cile: V této kapitole se budeme zabyvat aplikacemi urcitého integralu na vy-
pocet velikosti objemt a povrcha téles, vypocet délky kiivek, na jeho aplikace ve fy-
zikdlnich, technickych a informatickych oborech.

Klicova slova: délka kiivky, velikost plochy rovinného obrazce, velikost plochy a ob-
jem télesa, pohybové zdkony v mechanice.

Potiebny ¢as: 120 minut.

Pruvodce studiem

Limitni proces vedouci k definici urcitého integrdlu byl diskutovan od starovéku
v souvislosti s vypocétem veli¢in spjatych s mirou vlastnosti geometrickych objektt
(délka kiivky, objem télesa, velikost povrchu) a pozdéji pro vypocty spjaté s me-
chanikou téles a tekutin, s jejich spojitymi pohyby. Integrdly maji diilezitou roli
v teorii zpracovani signdll; aparat diferencidlniho a integrdlniho poctu je pouzivan
v teorii zpracovani obrazu a v fadé€ technickych obort.

4.1 Obsah rovinné oblasti

1) V odstavci o definici Riemannova integrdlu jsme uvedli, Ze velikost plochy oblasti
vymezené grafem funkce f(z) , osou x a pffmkami z = a, z = b je ddna hodnotou
integrdlu f; |f(z)|dz. Zobecnénim této zdkladni geometrické interpretace

je nasledujici tvrzeni o velikosti plochy vymezené dvéma kiivkami.

Vétad.1.  Velikost plochy oblasti vymezené grafy funkci f,g € C{a,b)
a pfimkami v =a, xt =b jerovna P = fab |f(z) — g(x)|dx.
V piipad¢ protinani grafi téchto kiivek rozdélime tedy pfti takovém vypoctu pivodni
interval na nékolik intervali se stejnym znaménkem rozdilu funkénich hodnot.
Priklad 4.2. Vypoctéme velikost plochy oblasti vymezené grafy funkci
f(z) =2, g(x) =sin(z) naintervalu (0, 7). (Nakreslete obrazek !)

P= / 2 —sin(z)]de = 22 + cos(z)]g =2n —1—-0—1=2(7 — 1).

0

Priklad 4.3.  Pfi vypoctu plochy vymezené kiivkami z = 2, z — 2y? = 0
(nakreslete si obrazek !) miZeme vyslednou plochu spoditat

a) jako integral z funkce proménné z: P =2 f02 V)2 dv = 8/3;

b) jako plochu mezi kifivkami z = 2, x = 2y*; P =4 — f_ll 2y%dy =4—4/3 = 8/3.
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JestliZze ma hrani¢ni kiivka oblasti v nékterych ¢astech rizné funkéni predpisy, je tfeba
vhodné rozdélit interval integrace a pouZzit vlastnosti integralu z Véty 3.6 .

Priklad 4.4. Pri vypoctu plochy vymezené kiivkami
y=0, v+y=2, y=4r — 22 -2
(kfivocary trojihelnik - nakreslete obrazek !) si spo¢itame jejich priseciky
sosou z (---2 =2 — /2, 2) asoufadnice jejich priise¢iku v bodé [1,1].
Pro vypocet velikosti plochy pak rozdélime oblast na dvé Casti a celkové dostaneme

1 2

P:/ (4x—x2—2)d:p—|—/(2—x)dx:—.
2—V2 1

2)  Je-li kffivka zaddna parametricky pomoci funkei = = x(t), y = y(t), t € (t1,t2)

a pfedstavuje graf funkce, pak z pravidla o substituci dostaneme pro velikost takové

plochy &islo P = fttf y(t)x'(t)dt ;

pro velikost plochy uzaviené kifivkou s kladnou orientaci (proti sméru hodinovych

rui¢ek) formuli (odvozeno opét z geometrické interpretace) P = j;tf x(t)y'(t)dt.

Ovéfime si to napfiklad na vypoctu plochy kruhu o poloméru jedna, zadaného parame-

trickymi rovnicemi kruznice x = cos(t), y = sin(t), t € (0,2m),

kde (kladn4 orientace, prabéh hodnot proménné z pro t € (0,2m) )

2 27 2 2

/ y(t)x’(t)dt:—/ sin?(t)dt = —, / x(t)y’(t)dt:/ cos?(t)dt = .
0 0 0 0

Priklad 4.5.

a) Plocha vymezend osou z a jednim obloukem cykloidy s parametrickymi
rovnicemi = = a(t —sin(t)), y = a(1 — cos(t)), a > 0, t € (0,27) je

P = /0 ' a(l — cos(t)) - a(l — cos(t))dt = a2/0 W(l — 2cos(t) + cos?(t))dt =

2

1 1
=a® |t —2sin(t) + =t + ~sin(2t)| = 37wa’.
2 1 ,

b) Pro plochu elipsy s parametrickymi rovnicemi x = a cos(t), y = bsin(t),
t € (0,27) tak dostaneme hodnotu

2

27 2m 1 1
S = / acos(t) - beos(t)dt = ab/ cos?(t)dt = ab [515 +7 Sin(Qt)] = mab.
0 0 0

Specidlné tak dostaneme zndmy vzorec pro plochu kruhu o poloméru r = a = b.

3) Formuli pro obsah rovinné plochy vymezené krivkou zadanou v poldrnich
souradnicich 6,p(0), 0 € («,3) dostaneme tak, Ze nahradime pfiblizné jeji vysec
s malym thlem df a polomérem p kruhovou vyseci se stejnym dhlem a polomérem,
pro jejiz velikost plochy plati pfiblizné dP = %pz(H)dG. Limitnim pfechodem pak
dostaneme pro celkovou velikost plochy formuli P = % | f p*(0)d6.

Priklad 4.6. Pro velikost plochy ctyflistku, vymezené kiivkou o rovnici
p = asin(260), a > 0, 6 € (0, 27) (nakreslete si graf !)
dostaneme podle uvedené formule hodnotu
1 21 2 27 2 1
P= —/ a® sin®(260)df = a_/ (1 — cos(40)) df = & 40 — sin(40)]2" = —ma®.
2 Jo 4 /o 16 2

(Plocha vsech ¢tyf listki je tedy polovinou plochy kruhu o poloméru a .)
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ﬁkoly k textu

Vypocitejte velikost plochy vymezené kiivkami

(GXP(E) + eXp(_—x)) ,y=0,2=0,x =0 Tfetézovka;
a a
x

=acos®(t), y = asin®(t), t € (0,27) astroida;
e) x = a(t —sin(t)), t = a(l — cos(t)), t € (0,2m), y =0 cykloida;
f)p=a(l+cos(h)), 6 €(0,2r) Kkardioida;

g) p=asin(36), 0 € (0,2m) trojlistek.

i) Ukazte, Ze plocha vymezend parabolou f(r) = az? + bx + c,
b%/4ac < 0, a > 0 (jeji graf leZ{ nad osou z)
aosou z vintervalu < xy,xo > ma velikost

b—a T1+ T

2

T2
P:/ (az® + bx + c)dx =

x1

(o) +4f (522) + fa))

dratickou aproximaci - interpolantem (Simpsonova formule).

J) Pomoci parametrického vyjadieni ( y = tx) vypocitejte obsah plochy
ohrani¢ené kiivkou z* 4+ y* = az?y .

k) Pfechodem k polarnim soufadnicim vypoctéte obsah plochy ohrani¢ené
kiivkou z* + y* = a?(2? + ¢?) .

této formule se pouzivd k aproximaci integrdlu obecné funkce f(x) jejim kva-

ReSeni

anrl bm+1 a2 b —b
O 1 g G (el - en3)

d) §7TCL2; e) 3ra* f)

oW N
™)

—

N

7) ma?/(8V2; k) 3ma?V/3.
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4.2 Objem télesa

1) Rotaci grafu spojité rovinné kiivky y = f(z),z € (a,b) kolem osy x dosta-
neme plast rotacniho télesa. Jeho objem miiZzeme vyjadrit pomoci podobného limitniho
prechodu jako v pripadé vypoctu ploch. Provedeme déleni D,, intervalu a pricné fezy
télesa rovinami x = x; (viz obr. 6a); elementy objemu mezi jednotlivymi fezy aproxi-
mujeme objemy vélci dV = «|[f(z;)|*dx, dx = x;,1 —x; (piipadn& dV = «[f(&;)])?dz
s reprezentanty &; € (z;, x;11) ). Po limitnim pfechodu v integrdlnim sou¢tu dostaneme
pro objem takového télesa formuli V' = 7 fab [f(z)]?dx.

Podobnou formuli dostaneme pro objem rota¢niho télesa, které dostaneme rotaci grafu
funkce kolem osy y (odvodte!).

vevs

Véta 4.7. Jestlize rotacni téleso vznikne rotaci plochy mezi kiivkami  f1(z), fa(x)
kolem osy x aplati f1(x) > fo(z), Va € (a,b),
pak pro jeho objem plati V=mn fab [f2(x) — f2(z)] dx.

Priklad 4.8. a) Objem télesa, které vznikne rotaci kiivky y = sin(z), = € (0, 7)
kolem osy = spocitdme jako
Ty T [T T , ~ 15
V=m[ sin(x)de =< [ (1—cos(2z))dx = — 2z — sin(2z)]; = =7°.
; 2 J, 4 2
b) Objem télesa mezi kuzelovymi plasti vzniklymi rotaci piimek y = 2z, y = 3z,
x € (0,b) kolem osy x spocitame jako
b

’ 4
V= 7T/ (92% — 42?)dx = [3x3 — —9[:3} = ~b%
0 3 1, 3

2) Je-li kfivka zaddna parametricky, pouzijeme pro vypocet objemu stejné formule
a substituce dx = 2/(t)dt .

Priklad 4.9. Objem télesa vytvoreného rotaci plochy vymezené osou z a cykloidou
z = a(t —sin(t)), y = a(1 — cos(t)), t € (0,27) je

V= 7T/0 ' a®(1 — cos(t))? - a(l — cos(t))dt =

2
= 7ra3/ [1 — 3cos(t) + 3cos?(t) — cos®(t)]dt = 5ma®.
0

3) Je-li kiivka zaddna v polédrnich soutfadnicich, pak objem télesa, které vznikne rotaci
plochy {0 <a <0 <3 <7, 0<p<pd)} kolem polarni osy (6 = 0) je roven

_27r g

v
3

P (6) sin(6)db.

( Element objemu po roziezdni ma jehlanovity tvar o celkové plose zdkladny
2mpsin(f) - pdf a vysce p.)

Priklad 4.10. Kardioida (srdcovka) je kfivka urcend v polarnich soufadnicich

predpisem p = a(1 + cos(f)), 6 € (0,2m). Jeji rotaci kolem polarni osy dostaneme
téleso o objemu

_27r 2 8

Vv a*[1 + cos(9)]® sin(0)df = —ma®.
3/, 3
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Yeve o,

3) Obecnéjsi iiloha je vypocitat objem prostorového télesa, jehoz primétem do osy
x je interval (a,b), a pro které zndme v kazdém bodé z € (a,b) velikost plochy
prifezu S(x) tohoto télesa rovinou kolmou k ose = v tomto bodé (viz piiklady). Pak
pro element (diferencidl) objemu plati

b
dV = S(z)dx a celkovy objem télesa je V= / S(z)dx. 4.1)

Podobné dostaneme vzorec pro znamou plochu fezu rovinou kolmou k osdm vy, 2 .

Priklad 4.11.

1) Objem Sikmého hranolu o vysce h , jehoz kazdy prifez rovinou kolmou k ose z
je obdélnik o strandch a,b muZeme spocitat formuli V' = foh a - bdz = abh - je tedy
stejny jako objem kolmého hranolu o stejné zdkladné a vySce (demonstruje to zndmy
Cavalieriho princip pro vypocet objemt takovych téles).

2) Pro téleso, jehoz plast dostaneme spojenim bodl kruznice lezici v roviné z = ¢
a spliiujicich rovnici 2 + y?> = r? s body na ose x o stejné soufadnici z € (—r,r)
jsou fezy rovinami kolmymi k ose x rovnoramenné trojihelniky o vySce ¢ a zdkladné
délky 2v/r? — z2. Pro velikost plochy takového fezu tedy plati S(z) = cvr? — 22
a pro objem tohoto télesa (vzhledem k symetrii - viz obr. 4)

T I8 1
V = / cVr? — 22dx = 20/ Vr?2 — x2dy = §7rr20.
—r 0

objem telesa s primkovym plastem

obr. 4 : objem télesa s pfimkovym pl4stém a kruhovou ploSinou

3) Jestlize vedeme védlcem o poloméru r Sikmy fez vedouci stfedem zakladny pod
thlem o (viz obr. 5), pak pro plochu fezu tohoto klinu rovinou kolmou k hrané
v zdkladné ve vzdélenosti x od stfedu (je to pravouhly trojihelnik) plati

1

S(x) = 5 tan(a)(r? — 2®). Jeho celkovy objem tedy je

" 1 2 2
V= / S(x)dxr = §tan(oz)/ r(r? — 2?)dz = grg tan(a) = 57’2/1, h = rtan(a).

—r —r

(Stejny vysledek dostaneme i s pouzitim obdélnikovych fezii rovinami kolmymi k pred-
chozim.)
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objem klinu

obr. 5 : objem klinu vzniklého pii fezu valcem

4) Toroid je kruhovité t&leso, které vznikne rotaci kruznice (z — a)? + 22 = r? leZici
v roviné z, z se sttedem v bodu [a, 0, 0] a 0 poloméru r kolem osy z. Jeho fezy rovinou
prochézejici osou rotace jsou kruhy o poloméru r a plose velikosti S(0) = 772,
Objem fezu pro element ds kruznice o celkové délce 2wa je dV = mrids a celkovy
objem toroidu je tedy

2ma 2ma
V= / mrids = 7r7“2/ ds = 21%ar?.
0 0

Takovy postup pii vypocétu objemu miizeme pouzit i v obecnéjSich piipadech.

Prvni Guldinova véta:

Objem télesa vzniklého rotaci rovinné oblasti kolem osy kterd ji neprotind je roven
soucinu plochy této oblasti a délky kruZnice, kterou opisuje pri rotaci jeji téZiste.

Ijkoly k textu

Vypocitejte objemy nésledujicich téles

a) rotaniho kuzele, b) koule, c¢) kulové usece s vyskou v,

d) rotacniho elipsoidu e) komolého kuzele,

f) komolého ¢tyfbokého jehlanu s rovnobéZznymi obdélnikovymi plochami
horni a dolni zdkladny o rozmérech a,b,c,d a vyskou h

g) klinovitého stanu s obdélnikovou zdkladnou o rozmérech a, b, vyskou h
a délkou horni hrany c.

h) Ovéite, Ze objem télesa vzniklého rotaci rovinné kiivky y = f(x),
r € {a,b) kolemosy y je V =27 fab:v - f(z)dx .

ReSeni
1 4
c) —m*(3r —v), d) —mab?,

3 3
f) hl(2a+ ¢)b+ (a +2¢)d]/6, g) bh(2a+ c)/6.
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4.3 Délka rovinné krivky

Pfi zkoumani metod pro vypocet délky rovinné kiivky pomoci limitniho pfechodu po-
sloupnosti jejich aproximaci po ¢astech linedrnimi aproximacemi bylo tfeba piekonat
nékteré problémy, které miizeme demonstrovat na nasledujicim piikladu.

V trojtihelniku ABC (obr. 6b) provedme posloupnost jeho rovnomérnych triangulact,
kde kazda z nich rozdé€li kazdy trojihelnik v pfedchozi triangulaci na Ctyfi stejné troju-
helniky. souctu délek usecek AB, AC. Opakovanim tohoto postupu zjistime, ze délka
spojité lomené ¢ary z bodu A do bodu B sestavajici ze stran trojihelnika pfiléhajicich
k usecce AB, jejichz body se k ni stejnomérné priblizuji s rostoucim poétem déleni, ma
stale stejnou délku rovnou souctu délek usecek AB, AC. Ta ovSem zavisi na poloze
bodu C' a mtize proto nabyvat libovolnych kladnych hodnot - tedy posloupnost tako-
vych aproximaci délky strany AB nema limitu ! To souvisi s tim, Ze Ghly které sviraji
jednotlivé segmenty takové aproximace s aproximovanou kiivkou jsou stéle stejné.
Vedlo to k poznatku, Ze vhodné aproximace by mély aproximovat také smérnice tecny
vysetiované kiivky (naptiklad pomoci secen) - tedy souviset s derivaci takové funkce.
Na obr. 6a) vidime, Ze pro takovou aproximaci elementu oblouku ds kiivky

obr. 6a) - ds ... element délky kiivky 6b) - nevhodna aproximace ds

y = f(x), x € C*(a,b) plati podle Pythagorovy véty

b
ds® = dz® + dy? = (14 [f'(z)]*)(dz)* atedy délka s = / V14 [f(2)]2d.

' (4.2)

Podobné dostaneme pro délku oblouku kiivky zadané parametricky (substituci za

dx,dy) nebo v poldrnich soutfadnicich (geometricky nebo z parametrického zapisu
poléarnich soufadnic x = pcos(d), y = psin(0), (ds)* = (dr)? + r?*(df)? ) formule

3—/ VI/( t)]2dt, 5—/ N 0)]2d6 (4.3)

Priklad 4.12.
1) Délka logaritmické kfivky In(z), x € (1,b) je

/ 1—|—x =12 te(V2,V1+b?)
dy — v/ 5 ) —
s—/ 1+x2dx / 1+ 22— =t gy c— VIT IR

2 ¢ 1 1 1 1
:/ 5 dt—/ [1+— — }dt:
e tt—1 NG 2t—1 Zt—l—l
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1. t—1]° 1 Vi+2—1 V2+1
— [t+=-In — V14022 —VvV2+-In : .
{ 2 (t+1>1ﬂ 2 <\/1+b2+1 \/5—1>

2) Délku jednoho oblouku cykloidy = = r(t — sin(t)), y = r(1 — cos(t)),
t € (0,27) vypocitime podle uvedené formule jako

s = /O27r \/7"2(1 — cos?(t)) + r2sin*(t)dt = 2r /027r \/ 1_CTOS(t)alt =

2

27 . t t
=2r sin(=)dt =2r |—2cos(=| = 8r.
; 2 2

0

3) Délka oblouku Archimedovy spirdly s rovnici v polarnich soufadnicich
p=af, a>0,60¢c(0,2nm) jetedy podle (4.3)

27 2 92+1 a o
5= \/@292+a2d0:a/ df == 10vV02+1+In(0+v6O02+1 =
/o o VH2+1 2[ ( )0

- %[2wx/47r2 1+ In(27 + Var? + 1)) ~ g - 42,5126.

ﬁkoly k textu

Vypocitejte délky nasledujicich kiivek (pfip. s pomoci pocitace)

a) mocnin az®, sinusovky, logaritmu, exponencidly, elipsy,

b) délku a plochu fetézovky y = a(e®/® + e~%/%)/2 v intervalu (b, c);

¢) astroidy x = a - cos®(t), y = a - sin®(¢); kardioidy 7 = a(1 + cos(p)) ,
Ctyflistku 7 = a - sin(26);

d) evolventy kruznice x = a(cos(t) + tsin(t)), y = a(sin(t) — t cos(t)),
te€(0,T),

e) délku a plochu hypocykloidy = = 2a cos(t) + a cos(2t),
y = a[2sin(t) — sin(2t)], t € (0,27) .

f) délku oblouku logaritmické spirdly r = ¢ - exp(af), 0 € («, 5);

ReSeni
a) Pro délku kiivky f(z) = 22?%, z €< 0,2 > dostaneme
s =17 —3In(—4+ V17) ~ 4.65,
pfi vysSich mocnindch patii pocitané integrély do tfid specidlnich funkci
a jejich hodnoty mizeme spocitat v Maple pomoci funkce evalff..),
nebo obecné pomoci metod numerické integrace;
In(x), x € (1,5)---s ~4.3675; exp(x), z € (—1,2)---5~7.98
r € (—2,2)---s~9.01; z€(0,2) ---5~6.79;
b) a=1,z€(-2,2)---s~15.645, a=3, v € (—2,2)---5~33.29
¢) 6a, 8a, 4a-2,422.. d) 3aT? T >0.
e) s=16a, P =2ma® f) cv/1+a%(e?’ —e™)/a.
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4.4 Plochy rotacnich téles

Problém vypoctu velikosti povrchu téles pomoci aproximace povrchu rovinnymi seg-
menty se potykd s podobnymi problémy jako vypocet délky kiivek. Ukazme si jen
jednoduchou ideu vypoctu velikosti povrchu plasté télesa, které vznikne rotaci kiivky
kolem osy x - viz obr. 6a) (podobny vysledek plati i pro rotaci kolem osy ¥ ). Provedeme-
li pro funkci f € C*{a, b) déleniintervalu D,, apfti¢né fezy vjeho bodech z;, pak povrch
jednoho segmentu plasté piedstavuje pasek o Sifce piiblizné ds = /1 + [f'(z)]?dz
adélce 27 f (&), & € (wi, xit1). Soudet povrchi téchto segmentd a limitni prechod
pfi v(D,, f) — 0 ndm dé nasledujici vysledek :

Véta 4.13. Plocha pldsté rotacniho télesa vzniklého rotaci krivky y = f(x),
f € C'a,b) md velikost

b b
s=2 [ If@)ds =2 [ |f(@)VI+ [F)Pds (4.4

Diferencidl ds miiZeme opét vyjddrit i pro krivku v parametrickém vyjddreni nebo
v poldrnich souradnicich (viz predchozi kap. 4.3 ) a pro velikosti téchto ploch pak plati

to 3
S = 2”/ y(O)V/ [ ()7 + [y (1)]2dt, S = 27T/ r-sin(f) - /r? + [r']2d6.

t1
4.5)

Priklad 4.14.
1) Velikost plochy povrchu télesa vzniklého rotaci sinusoidy kolem osy x v intervalu
(0, ) vypocitaime jako hodnotu integralu

S =27 sin(x)y/1 + cos?(x)dx =

0

cos(x) =t tp =1
sin(x)dx = —dt ty = —1

D14 ¢2

\/_

2) Pro velikost plochy povrchu télesa vzniklého rotaci cykloidy

z = a(t —sin(t)), y = a(1 — cos(t)), a > 0, t € (0, 27) kolem osy x
jsme uZ pfi vypoctu jeji délky spoditali, Ze diferencidl ds = 2asin(t/2)dt
Proto velikost plochy bude rovna

1
= 277/ V1+2dt = 2n = 271[V2 4+ In(V/2 + 1)] ~ 27 - 2, 2956.
-1

2T 2T
5:%/ a(1 = cos(t)) - 2asin(- )dt—87ra/ sin ()t =
0 0

= 87a’ /27r sin(z 1— cosz(z) dt =
; 2 2

1
= 167ra2/ (1 — 2?)dz = 167a? {z — —} = —7Ta2

1

(%)

sm(%) = —dez

3) Pro vypocet velikosti povrchu télesa vytvoreného rotaci kardioidy
r = 2a(1 — cos()), a > 0 kolem polérn{ osy spo&itime (r')? = 4a®sin’(y)
a z vyrazu pro diferencidl ds dostaneme
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S = 27r/ 2a(1 — cos(yp)) sin(y) - 2a\/(1 — cos(p))? + sin®(p)dp =
0
:87Ta2/ (1 — cos(ip)) sin(¢)/2(1 — cos(p)dp =
0

T i 02 —
= 647ra2/ sing(g)sin(g)cos( Ydp = sin’(p/2) =t ‘ -
0

bo=0,ty =1
1
2 128
= 647?@2/ tVtdt = 64ma® - 5[t5/2](1) = ?Waz.
0

Poznamka 4.15. Zobecnénim predchozich postupt pro vypocet velikosti ploch vznik-
lych rotaci rovinné kiivky kolem osy dostaneme néasledujici vysledek.
Druhd Guldinova véta: Velikost povrchu plochy vzniklé rotaci rovinné krivky kolem osy

Vv

kterd ji neprotind je rovna soucinu délky této krivky a délky kruZnice opsané téZistem

krivky.

kaoly k textu

1. Vypoctéte velikost povrchli ploch, vzniklych rotaci mocniny az, tangenty,
exponencidly, fetézovky kolem osy x na zvoleném intervalu.

2. Vypoctéte velikost povrcht ploch, vzniklych rotaci cykloidy, astroidy kolem
osy y.

3. Vypoctéte velikost povrchu koule, elipsoidu, toroidu.

. S~1,32 2€(0,2)- S~ 1524;
8 ~034, z€(0,2)---5~9.64;
oS~ 3.44, IE(O,2>---S:805.7;

0,7/4) - S ~ 3.84, 0,37/8) - - - 19.55:
0,1 >

)
y = tan(z), x € (
( S~ 174;

y = exp(a), 7 €

2. cykloida - - - 277 - 12,57;  astroida - - - 3wa?/8

3. koule 47R?%, elipsoid 4rwab, toroid 472Rr.

//////
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4.5 Aplikace ve fyzice, technice, informatice

Vyvoj diferencidlniho a integrdlntho poctu byl siln€ svazan s potfebou formulovat
pohybové zdkony ve fyzice a astronomii. Pojem derivace funkce souvisi s pojmem
okamZité rychlosti, druhd derivace s mechanickym pojmem zrychleni pohybu. Pfi stu-
diu pohybovych zdakontl v mechanice se setkame s pojmy t€7isté, statické momenty pro
ktivky, plochy a télesa, ve kterych vystupuji integrdly (jednoduché, dvojné, trojné).
ploch plati prvni Guldinova véta, mezi plochou rotujici oblasti a objemem vzniklého
rotacniho télesa druhd Guldinova véta. Jejich znéni najdeme v odst. 4.2, 4.4, odvozeni
napt. ve [4] (Fichtengolc II, str.351).

Na vypocet integralti vedou také ulohy na vypocet délky drahy télesa pfi zndmé zavis-
losti jeho rychlosti na ¢ase, nebo vypocet velikosti vykonané prace v silovém poli.
Délka kiivky je tzv. ” pfirozenym parametrem ~ u parametricky zadanych kiivek pfi
formulaci jejich vlastnosti v diferencidlni a pocitatové geometrii.

Diferencidlniho a integrdlniho poctu se Siroce pouziva v teorii i praktickych vypoctech
v oblasti mechaniky tekutin (proudéni), elektromagnetismu a elektrodynamiky .
Diferencidlniho a integralniho poctu se pouZiva pri zpracovani obrazi v pocitacové
grafice (ostfeni obrazu, ploSné vzorkovani (pouzivé integralni stfedni hodnoty), gene-
rovani odstini, osvétlovani, michani barev (vdhy barev s danym spektrdlnim rozloze-
nim), prihlednost, zobrazovani objemt, pohlcovani svétla).

V teorii zpracovani signdll (signal processing) se pouziva integrall pii rozkladu a skla-
dan{ signald pomoci jejich frekven¢nich komponent (vypocet Fourierovych koeficientt
dané funkce, sklddéani signdlu z jeho komponent - Fourierova analyza) i nevlastnich
integraltl (viz nasledujici kapitola) pfi realizaci Fourierovy transformace a konvoluce
funkei.

Pro rekonstrukci spojité funkce se také pouZziva varianty specidlni funkce

sinc(x) = sin(mzx)/(rz)  (oznalovanéjako sinc filtr”).

Kontrolni otazky

1. Jak se vypocitd velikost plochy vymezené kiivkami zadanymi v riiznych sourad-
nicich ?

2. Jakd je idea vypoctu objemu téles a odpovidajici formule ?

3. Jak si odvodime vztah pro velikost elementu délky krivky v ruznych souradnicich ?

4. Jak vznikne vyraz pro diferencidl povrchu plochy ?
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5 Nevlastni integraly

Studijni cile: Definice Riemannova urcitého integrdlu predpoklddala kone¢nost a uza-
vienost intervalu integrace a omezenost integrované funkce v tomto intervalu. Definice
urcitého integrilu jako funkce horni (resp. dolni) meze ovSem dava prostor k uvahdm
o vySetfovani limitniho procesu, kdy takovd mez se bliZi k nekone¢nu nebo k vlastnimu
bodu, ve kterém ma funkce nevlastni limitu. V geometrické interpretaci tedy feSit pro-
blém, zda neohranicend oblast mize mit konecnou velikost plochy, objemu - pfipadné
za jakych podminek.

Klicova slova: neohrani¢eny interval, nevlastni limita, nevlastni integral prvniho a dru-
hého druhu (vlivem meze, vlivem nevlastni limity ve vlastnim bod¢).

Potiebny ¢as: 60 minut.

5.1 Nevlastni integraly 1. druhu (vlivem meze integrace)

S poznatky z odstavce o urCitém integralu jako funkci horni (dolni) meze, jeho
vlastnostech a vypoctu prodiskutujeme nyni moznosti a vysledky limitnich procest,

P

ve kterych takova horni (doln{) mez se bliZ{ k nevlastnim bodim +oo(—o0).

Definice 5.1. Jestlize funkce f(z) je definovdna v intervalu (a,+00) , riemanovsky
integrovatelnd v kazdém intervalu (a, x), © > a a existuje kone¢nd limita

T x +00
liIE / f(t)dt pak piSeme ligl / ft)dt = f(t)dt (5.1)
T— 100 a T— 100 a 0

a tuto limitu nazveme nevlastnim integrdlem 1. druhu této funkce a tikdme, Ze tento
integrdl konverguje. JestliZze takov4 limita neexistuje nebo je nevlastni, fikdme Ze tento
integrdl diverguje. 0

Poznamka 5.2. Analogickou definici a s pouZzitim aditivity urcitého integralu mizeme
definovat nevlastni integraly

/_ Ft)t, joo F(t)dt = /_ rd+ [ F@ae

o0

Piiklad 5.3.

+oo
1) / exp(—z)dr = lim [—exp(—t)]f = lim [-e ™ +e’]=0+1=1.
0

T——+400 Tr—400

2) /1+OO dv _ lim St = lim [In(z) —In(1)] = +oo.

X T—+00 1 t T——+00

T dx ) pl—m 1 ) . )
3) — = lim — = prom > 1, integrdl diverguje prom < 1.
. =40l —m 1—m

oo dx e dt 1 t—1.1"
o[ 2 gim [ % jm [Pactan( 2] =2
) /_ (x—1)2+4 :v—1>r-l{100/w (t—1)2+4 x—1>r—&I-loo {2 arctan( 2 )} y ™/

o0 -

40



Poznamka 5.4. Kdyz se v integrandu vyskytne kromé integracni proménné jesté dalsi
parametr, je hodnota takového integralu zdvisld na tomto parametru - je jeho funkci.
Lze pak vySetfovat vlastnosti takové funkce a rtizné operace s ni (v piipadé vlastnich
i nevlastnich integrali). U nevlastnich integrald 1. druhu jsou takovymi funkcemi
napiiklad

a

a? + b2’

o0 1 400
/ exp(—a’z?)dr = g—, a>0, / exp(—ax) cos(bx)dr =
0 a 0

V fadé piipadl ov§em nezname explicitni formu takovych funkci - naptiklad u funkei

L(p)L'(q)

P(x):/o ooexp(—t)tffldx, B(Z%Q):/O (1=t dt = T(p+q)

5.2 Nevlastni integraly 2. druhu - z neohranicené funkce

Pro funkce s nevlastnimi limitami ve vlastnich bodech defini¢niho oboru muZeme
vySetfovat podobny limitni proces s integralem jako funkci horni (dolni) meze.

Definice 5.5. Necht funkce f(z) je definovdna v intervalu (a, b) , neohrani¢end v okoli
bodu b a riemannovsky integrovatelnd v kazdém intervalu (a,x), a <z <b.
Jestlize existuje kone¢nd limita zleva

b
lim f(t)dt = I, pak ji zna¢ime symbolem [ :/ f(z)dzx (5.2)

a nazyvame ji nevlastnim integrdlem 2.druhu (se singularitou v horni mezi) . Rikime
také, ze tento integrdl konverguje. V piipadé neexistence takové limity fikdme, Ze
takovy integrdl diverguje. 0

Podobné definujeme nevlastni integral se singularitou v dolni mezi (pfipadné€ v dolni
i horni mezi). Pokud je v intervalu integrace vice bodul s nevlastnimi limitami, miZeme
jeho rozdélenim na dil¢i intervaly opakované pouzit predchozich vysledka (integral
bude konvergentni v piipadé konvergence vsech dil¢ich integrald).

Priklad 5.6.
L odx T odt

= lim

a _ .
) o V1—=x z—1= [, 1—¢2 z—1-

1
1
b) / x—mdm konverguje (diverguje) pro 0 <m <1 (m > 1).
0

T d '
c) / —x’ / —dx... diverguji
o 1+ 2cos(x) L

Poznamka 5.7. V podrobnéjsich textech (napftiklad lit. [1,4,7]) najdeme srovndvaci
kriteria pro rozhodovani o konvergenci ¢i divergenci nevlastnich integrald, kterd ndm
nékdy zjednodusi takové rozhodovani. Je tam také zaveden absolutné konvergentniho
nevlastniho integrdlu (existuje integrdl z funkce i jeji absolutni hodnoty - nepatii tam
v ;- 1 o0 sin(z)

napi. konvergentni integral fa ——dzr, a>0.)

Také tam najdeme diskusi tzv. ” hlavnich hodnot (valeur principal)” nevlastnich inte-
gral.
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Poznamka 5.8. Pomoci Maclaurinova rozvoje miZeme dostat jeho integraci pro ne-
vlastni integrél (Fresnel)

/COS()dtzz\/E(l— SR +) x> 0.
0

NG 5-2 9.4 13-6!

Kontrolni otazky

1. Pro které funkce a jak je definovdn nevlastni integrdl 1. nebo 2. druhu ?
2. Jak zjistime konvergenci ¢i divergenci nevlastnich integrdlii a jejich hodnotu ?
3. Pro které hodnoty parametru m konverguji ¢i diverguji nevlastni integrdly

[ e, fol x"dx ?

1

kaoly k textu

a) Vypocitejte objem télesa vzniklého rotaci hyperboly
xy =1, > 1 kolem osy z.

b) Vypocitejte fj1 r=23dz

c¢) Vysetiete konvergenci integrald

4 dr /2
/0 m, /0 tan(x)da:

d) Vypocitejte délku lemniskaty (72 = acos(2¢) ) .

ResSeni

a) m, b) 0, c)diverguji

d) 4a f”/“—LNa 5, 244.
cos(2¢p)
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