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Abstrakt

Tento text distancniho vzdélavani si klade za cil pfedstavit Ctendfi zdkladni discipliny teoretické informatiky, konkrétné
formalni jazyky, automaty, vycislitelnost a sloZitost. Vzhledem k omezenému rozsahu textu jsou v ném zahrnuty pouze
nejzakladnéjsi informace z doty¢énych disciplin. Pro pochopeni latky je nezbytna znalost zakladi teorie mnoZin, algebry
a vyrokové logiky véetn€ odpovidajici matematické notace.

Cilova skupina

Text je uréen poslucha¢tim bakalarského studijniho programu Aplikovana informatika, provozovanému v kombinované
formé na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci.
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1 Formalni jazyky a automaty

V tomto oddilu se ¢tenaf dozvi o velmi dzce souvisejicich pojmech, a sice formalnich jazycich
a automatech.

Formdln{ jazyk, jak napovidad samotny nizev, predstavuje formalizaci pojmu jazyk, ktery je
béZné chapan jako prostfedek komunikace mezi lidmi. Tato formalizace je natolik obecnd, Ze
zahrnuje rovnéZ popis programovacich jazykd, stadif ristu rostlin, apod.

Automat si Ize predstavit jako mechanicky ¢i abstraktn{ stroj, ktery na zdkladé vnéjSiho pod-
nétu dokdzZe ménit sviij vnitfni stav. K tomu pristupuji nasledujici omezeni. Druhd pisobicich
podnétt je pouze kone¢ny pocet a vnitfnich stavl, v nichZ se automat miZe nachazet, je také
konec¢né mnoho.

Teorie automatt nachazi ptisobivé uplatnéni napt. pfi strojovém (tj. pocitacovém) prekladu
kédu programovaciho jazyka do strojového kédu.

1.1 Zakladni pojmy

Studijni cile: Po prostudovéni kapitoly bude studujici schopen formalné popsat jazyk, grama-
tiku a zptsob, jakym gramatika generuje jazyk.

Klicova slova: Abeceda, jazyk, gramatika.

Potiebny ¢as: 60 minut.

Pri formalizaci pojmi jazyk ¢i gramatika se pochopitelné vychdzi ze znalosti ziskanych studiem
pfirozenych jazyki (Toto oznacen{ je uzivano pro jazyky jako jsou ¢estina, angli¢tina, arabstina,
apod.). V nejobecnéjsi podobé lze kazdy jazyk ztotoZnit s (pfipadné nekonecnou) mnoZinou
veét, z nichZ kazda se sklada z kone¢né mnoha niZsich jednotek. Souhrn vSech téchto niZsich
jednotek bude tvofit tzv. abecedu, nad niZ je dany jazyk definovan. (Poznamenejme, Ze nékteré
terminy zndmé z klasické lingvistiky se v teorii formalnich jazykt vazi k odlisSnym objekttim.)

Definice 1.1. Abecedou nazveme libovolnou kone¢nou neprazdnou mnozinu. Jeji prvky nazy-
vame symboly.

Definice 1.2. Retézem (slovem) v nad abecedou X rozumime libovolnou konenou posloupnost
symboltiz X, tj.v = ay - - - ap.kde ay, .. ., a, € X.Cislo n nazyvime délkou Fetézu v a piseme
|v| = n.JestliZe a; =a € X pro i € {1,2,...,n}, piSeme obvykle a" misto ajaz - - - a,.
Pro fetézy zavadime operaci zietézeni: Jestlize u = ay---a,, a v = by - - - by, jsou fetézy
nad abecedou X, pak zFetézenim u a v rozumime fetéz ay - - - amby - - - by; ozn. jej u - v nebo
struénéji uv.
Jestlize w, v, w, z jsou fetézy takové, Ze w = uxv, pak x nazyvame podretézem fetézu w.
Prdazdnym retézem nazyvame fetéz délky 0; znacime jej €.

Priklad 1.3. Nad abecedou X = {a, b} miZeme sestavit napiiklad fetézy u = abab,
v = ba,
w = €.

Vsechny podfetézy fetézu u jsou: €, a, b, ab, ba, aba, bab, abab.

Ziejmé je |u| = 4, |v| =3 a |w| = 0.

Uvedme namiétkou nékterd zietézeni: uv = abab?a,

wu = abab.
Plati: |uv| =7 = |u| + |v],
lwul =4 = |w| + |ul.

Automaty slouZi
Jjako ucinny ndstroj
pro prdci

s formdlnimi
Jjazyky.



Poznamka 1.4. Pro libovolnou abecedu X afetézy u,v nad X zfejmé plati
o Juv| = [u] + o],

® UE = EU = U.

Definice 1.5. Mnozinu vSech fet€zi nad abecedou X znafime X* a nazyviame uzdvérem
mnoZiny X. Jestlize z X™* odebereme prazdny fet€z, dostaneme pozitivni uzdvér mnoZiny X;
ozn. jej X.

Priklad 1.6. Uvazme abecedu X = {0, 1}. Pak je zfejmé
X" =10,1,00,01,10,11,000,...},
X* = {¢,0,1,00,01, 10, 11, 000, .. .}.

Definice 1.7. Jazykem L nad abecedou X nazyvame libovolnou podmnoZinu mnoZiny X*.
Rikdme, Ze jazyk L je — prdzdny, jestlize L = (),

— konecny, jestlize obsahuje kone¢né mnoho slov,

— nekonecny, jestlize obsahuje nekone¢né mnoho slov.

Priklad 1.8. Nasledujici mnoziny jsou jazyky nad abecedou X = {a, b}.

a) L1 = {6},

b) Lo = {a,bba, abbaa, baaab},

¢) L3 = {a®; pje prvodislo},

d) Ly = {w € {a,b}*; w obsahuje stejny polet a jako b}.

Piiklad 1.9. Cestina zfejmé predstavuje jazyk nad abecedou tvofenou viemi Eeskymi slovnimi  Abeceda a slovo

tvary (tj. Jana, Jany, Jané, piSe, psala, jarni, jarniho, jarnimu, ...) a interpunk¢énimi znaménky —  jsou v teorii

neni tézké ovéfit, Ze jde o abecedu. Tento jazyk obsahuje vSechny spravné utvoiené Ceské véty  formdlnich jazykii

neboli jisté fetézy prvki pravé popsané abecedy. Jjiné pojmy nez v
klasické

V piipadé nekone&nych jazyki je zdsadni otdzkou zpiisob jejich reprezentace. V predchozich ~Jazykovéde.

prikladech byla piislusnost fetézu k nekonecnému jazyku vZdy podminéna splnénim konkrétni

podminky (prvociselnost, pocty vyskyti symboll abecedy nebo gramaticka spravnost). Pravé na

prikladu Cestiny je zfeteln€ vidét, Ze nékteré podminky se oveiuji obtizné — jisté si lze predstavit

celou fadu vét, u nichZ se budou dva fundovani odbornici rozchdzet v nizoru, zda jde o spravné

Ceské véty ¢inikoliv. PfestoZe do schémat formalnich jazykt zapadaji pfirozené jazyky ponékud  Pro konecnou
komplikované, davaji nam metody vyvinuté pro zkoumani pfirozenych jazykt konkrétni ndvod,  reprezentaci

jak nekonecné jazyky popsat pomoci jednoduchych pravidel: Sestavit piislusnou gramatiku!!  nekonecnych
Jjazykii se pouZivaji
gramatiky

a automaty.

Pted vlastni definici formdlni gramatiky nejdiive zavedeme pojem zietézeni mnoZzin.

Definice 1.10. Jsou-li A, B mnoziny fetézi nad abecedou X, pak zretézenim A a B nazyvame
mnozinu
AB={we ¥ 3uec A, FJve B: w=uv}.

Pruvodce studiem

Ztetézeni mnoZin (¢i jazykl) A a B obsahuje v§echny mozné fetézy vzniklé vzdy zietézenim
jednoho fetézu z A a jednoho fetézu z B v tomto poradi.

"Pozdgji si ukdzeme i systémové odli§ny zptisob popisu nekoneéného jazyka — pomoci automatu.



Priklad 1.11. Uvazme mnoziny A = {Eva, Jan, zajic} a B = {spi, b&Zi}. Potom AB =
{Evaspi, Janspi, zajicspi, Evab&Zi, Janb&Zi, zajicbézi}.

Definice 1.12. Gramatikou nazyvame usporadanou ¢tvefici G = (N, X, P, S), kde

N je abeceda se symboly zvanymi netermindly,
Y je abeceda se symboly zvanymi termindly, splitujici podminku N N3 = (),
PC (NUX)*N(NUX)* x (N UZX)* je kone¢nd mnoZina pravidel,
jeji prvky tvaru («v, 3) piSeme obvykle jako o — (3 (a ¢teme ,,«v se piepisuje na 3°),
S € N je pocdtecni symbol (netermindl).

Pruvodce studiem

Pojem termindl bude oznacovat (v souladu s anglickou terminologif) koncovy nebo z4vé-
re¢ny prvek, zatimco netermindl bude znacit prvek, ktery koncovy nenf a je zapotiebi s nim
gramatikou. Midzeme piedeslat, Ze tento jazyk bude obsahovat pouze fetézy terminalnich
symbolii; neterminély budou hrét roli pomocnych symbold (ov§em s nezastupitelnou rolf).
Proto je také v definici gramatiky pozadavek, aby mnoziny termindld a netermindlii neob-
sahovaly zadny spolecny prvek.

Ponékud delsi popis mnoZiny pravidel P Ize slovné vyjadrit tak, Ze v kazdém pravidle
o — 3 € P jsou i (3 fetézy, v nichZ se mohou vyskytovat jak netermindly tak terminaly.
U fetézu « je navic poZadavek, Ze musi obsahovat alesponi jeden netermindlni symbol.
Odtud vyplyva, Ze napiiklad € — S nemize byt pravidlo v Zddné gramatice.

Pfi préci s gramatikami je ¢asto pouzivdna nésledujici konvence:

e Netermindly jsou obvykle oznaCovany velkymi pismeny ze zacatku latinské abecedy,
tji. A,B,C,...

e Termindly jsou obvykle oznaCovany malymi pismeny ze zaCatku latinské abecedy,
tj.a,b,c,...

e Retézy nad abecedou N U X jsou &asto oznacovany malymi pismeny ze zalatku fecké
anebo konce latinské abecedy, tj. «, 8,7, 2, y, x, apod.

e Skupina pravidel o — (;
o — [

a — ﬁTL
je Casto zapisovdna ve zkracené podobé jako o — (1 | B2 | ... | Bn.

Poznamka 1.13. Na zdkladé pravé uvedené konvence byva Casto popis gramatiky redukovan
na vycet pravidel, kterd obsahuje. Mlcky se predpokladd, Ze dana gramatika zahrnuje pocatecni
netermindl S, mnozina netermindlt ddle obsahuje vSechny symboly, jeZ jsou v mnoziné pravidel
oznaceny velkymi pismeny latinské abecedy, podobné se ziskd mnoZina termindlti.

Definice gramatiky by ndm nebyla mnoho platnd bez dal§iho vysvétleni, jak se pouZiva pro
popis (pfesnéji pro generovani) jazyka. Tomuto vysvétleni vénujeme zbytek kapitoly.

Definice 1.14. Jestlize (N, 3, P, S) je gramatika, pak na mnoziné (N UX.)* definujeme bindrn{
relaci piimého odvozeni (pFimé derivace; ozn. ji =) nasledovné. Pro libovolné o, € (NUX)*
klademe av = 3, pravé kdyz existujiu, v € (NUX)*ay — x € Ptak, Ze « = uyv a3 = uxv.
Rikdme, Ze fetdz 3 je pfimo odvozen z fetézu o (anebo Ze z fetézu « se piimo derivuje fetéz ().

Casté zpiisoby
oznacovani
termindli,
netermindlii a
obecnych Fetézui

Gramatika byvd
casto zaddna
pouhym vyctem
pravidel.



Pruvodce studiem

Piimé odvozeni fetézu (§ z fetézu o znamena existenci pravidla y — =z takového, Ze
nahradime-li néktery podietéz fet€zu o rovny y fetézem x, dostaneme misto « fetéz 3. Aniz
bychom ¢tenare zatéZovali formalni definici pfepisovaciho systému, miZeme konstatovat,
Ze gramatika spolu se zpisobem odvozovani fetézi reprezentuje konkrétni pipad takového
prepisovaciho systému.

Vzhledem k tomu, Ze se v textu opakované setkdme s béZnym algebraickym pojmem uzavér
bindrni relace, radéji si jej pfipometime definici.

Definice 1.15. Necht r je bindrn{ relace na mnoZiné X .

1) Reflexivnim uzdvérem r nazveme relaci v’ spliiujici vlastnosti:

a) Pro vSechna z € X plati (z,z) € 7/,
b) Pro viechnaz,y € X, = # y, plati (z,y) € v, pravé kdyZ (x,y) € r.

2) Tranzitivnim uzdvérem r nazveme relaci v’ definovanou induktivné:

a) Provsechnaz,y € X, (x,y) € r, plati (z,y) € r”,
b) Proviechnaz,y,z € X, (z,y) € r”, (y,z) € r”, plati (z,z2) € r".

3) Reflexivnim a tranzitivnim uzdvérem r nazveme relaci 7 vzniklou sjednocenim relaci /
"
ar’.

Pruvodce studiem

Bod 2) piedeslé definice 1ze chdpat tak, Ze relaci 7/ miiZeme postupné sestavovat zahrnutim
vSech prvki relace r a opakovanym ,,pfiddvanim“ prvka (z, z) € X x X, k nimZ existuji
prvky (z,y), (y, z) z doposud zkonstruované (chdpej nehotové) relace (¢ili mnoZziny) r”.
V pripadé€ nekone¢né mnoZiny X bychom sice mohli dostat nekonecny proces, ale dd se na
to nahliZet také obracené: r” obsahuje kromé& prvki r pouze prvky, k nimZ lze dojit konecng
mnoha kroky pravé popsaného procesu.

Priklad 1.16. Podivejme se na bindrni relaci r = {(a,b), (b, c), (¢,d)}. Grafy na obr. 1 zné-
zoriuji postupné relaci r, tranzitivni uzavér r a reflexivni a tranzitivni uzavér r.

relace r tranzitivni uzaver relace r reflexivni a tranzitivni uzaver relace r
Obrazek 1: Ukazky uzavért relaci

Definice 1.17. Reflexivni a tranzitivni uzavér relace = nazyvame relaci odvozeni (relaci
derivace) a znatime =*. Tranzitivni uzavér relace = oznacujeme ="

7

Pripomenuti
uzdavéru relact



Priklad 1.18. V piipadé gramatiky obsahujici pravidla S — aSS | ab zfejmé plati

S = aSS = aSab = aabab.

Lze tedy napt. psit S =" 5,
S =* aSab,
aSS =71 aabab.

Nyni mdme k dispozici v§echny pojmy potiebné k popisu generovani jazyka gramatikou. Do
takového jazyka zahrneme vSechny termindlni fetézy odvoditelné z pocatecniho symbolu pro-
sttednictvim pravidel dané gramatiky. Formalné tuto skute¢nost popisuje ndsledujici definice.

Definice 1.19. Jazykem generovanym gramatikou G = (N, X, P, S) nazyvdme mnoZinu

L(G) ={we X" S =" w}.

Priklad 1.20. Uvazme gramatiku G = (N, X, P, S), kde
N ={S,C},
2 ={-01,...,9}
a P obsahuje pouze pravidla S — —C'|C,
C—CCl|o|1]...]9.

Pak jsou v gramatice G moZna napiiklad nasledujici odvozeni:

S=-C=-CC=-00CC = -30C = -32C = —329,
S=0C=*"CCC =*152.

Neni t€zké ovéfit, Ze jazyk generovany gramatikou GG zahrnuje mnoZinu vSech zépisu celych
¢isel v dekadické Ciselné soustaveé (véetné ,,nadbytecnych® nul na zacatku Cisel, tj. napi 0025).

Priklad 1.21. Mé&jme gramatiku G, jejiZ mnozina pravidel P obsahuje pouze pravidla

S —e|ASB,
AB — BA,
A—a, B—b.

(Zbyvajici slozky popisu gramatiky G, tj. N, 3, S, ziskdme na zdkladé poznamky 1.13.)

Pouzivame-li opakované pravidla 1. skupiny, pak miZeme dospét bud k derivaci
S=c¢

anebo k derivacim
S=*A"SB", S =* A"B™, kden € N.

Tj. pocet netermindli A je v odvozovanych fetézech stejny jako pocet netermindlt B.

Pravidlo 2. skupiny pouze zaménuje poradi netermindli A a B v derivovanych fetézech.
Pravidla 3. skupiny pak pievadéji neterminédly A, B na termindly a, b.

To, Ze napr. pravidla 1. skupiny mohou byt pouzita i po pravidlech 2. ¢i 3. skupiny, zfejmé nic
nemeéni na skutecnosti, Ze gramatika GG generuje jazyk obsahujici vyhradné fetézy se stejnymi
pocty symboli a a symbold b. Odtud

L(G) = {w € {a,b}"; w obsahuje stejny pocet a jako b}.



Shrnuti

Abeceda znamend kone¢nou neprdzdnou mnoZinu.

Ret&z (slovo) nad abecedou X je kone&nd posloupnost symbold z X.

Podfetéz fetézu sestdvajiciho z posloupnosti symbolii (a;)}* ; je tvofen libovolnou (i prazdnou)
podposloupnosti.

Ztetézeni fetézGi a1 - - -a,, a by - - - by, davatet€z ay - - - a b1 - - - by,

Prazdny fetéz ¢ je fetéz nulové délky, tj. neobsahuje zaddny symbol.

Uzédvér mnoZiny X obsahuje vSechny fetézy nad X.

Pozitivni uzavér mnoziny X obsahuje vSechny fetézy kladnych délek nad X.

Kazd4 podmnoZina uzdvéru abecedy X je jazykem nad X.

Prazdny jazyk neobsahuje Zadny fetéz a (ne)konec¢ny jazyk obsahuje (ne)kone¢né mnoho fetézt.
Ztetézeni mnoZin A a B obsahuje vSechna existujici zfetézen{ uv, kdeu € Aav € B.
Gramatika je tvofena abecedou neterminalil (z nichZ jeden je vyznacen jako pocatecni — zpra-
vidla jej oznacujeme symbolem .5), abecedou termindlt a kone¢nou mnoZinou piepisovacich
pravidel. Prepisovaci pravidlo m4 levou stranu tvofenu fetézem obsahujicim libovolny pocet
termindld a libovolny kladny pocet neterminald. Prava strana kazdého ptepisovaciho pravidla
je tvofena fetézem obsahujicim libovolné pocty termindll a neterminali.

Piimym odvozenim fetézu 3 z fet€zu « (pomoci pravidel dané gramatiky), oznaCovanym
o = (3, rozumime to, Ze s pomoci nékterého pravidla prepiSeme néjaky podietéz fetézu o
a dostaneme (3. Pfepisem pomoci pravidla y — & mame na mysli ndhradu y fetézem x.
Odvozenim fetézu (3 z Fetézu « (znaeno o =* [3) rozumime to, Ze bud’ 5 = « anebo existuje
n > 1 a posloupnost fetézi (v;)7_, takovd, Ze y1 = a, v, = [ a y; = ;41 pro vSechna
ie{l,...,n—1}.

Jazyk generovany gramatikou sestava ze vSech terminalnich fetézi, jeZ 1ze odvodit z pocatec-
niho symbolu pomoci pravidel dané gramatiky.

Pojmy k zapamatovani
e Abeceda,
o fetéz (prazdny, délka, zfetézeni),
e podietéz,
e jazyk nad abecedou (prazdny, konecny, nekonecny),
e zietézeni jazyk,
e bindrni relace (pfimého odvozeni, odvozeni, reflexivni a tranzitivni uzavér),
e gramatika,
e netermindl,
e termindl,

e pocitecni symbol,

jazyk generovany gramatikou.

Kontrolni otazky
1. Tvoii mnoZina vSech Fetézii nul a jednicek abecedu?

2. Uvazme libovolnou abecedu X (tj. konecnou a neprdzdnou mnozinu). Je pozitivni uzd-
vér X konecnd nebo nekonecnd mnoZina?

3. Jaky je rozdil mezi prazdnym jazykem a jazykem L = {€}?
4. Je zFetézeni mnoZin komutativni operace, tj. plati AB = BA pro libovolné mnoZiny
A, B?

Alternativni popis
odvozeni



Cviceni

1.

Uréete mnoZiny A, B takové, ze AB = {ba?b, ba®b, ba’b} a kazdy fetézz Aiz B m4
délku nejméné 2.

2. Najdéte gramatiku, ktera generuje prazdny jazyk.

3. Najdéte gramatiku, kterd generuje jazyk L = {c}.

4. Najdéte gramatiku, kterd generuje jazyk L = {b?, b3, b%a, b3a, ab?, ab®}.

1.

Ukoly k textu

. Gramatiky jsou zavadény pro popis jazyki. Objasnéte diivod, pro¢ je vyZzadovana ko-

. Zjistéte, jak by vypadaly generativni mozZnosti gramatiky, kdybychom v jeji definici

Jiz vite, Ze gramatika je obecné definovana s ohledem na jazyk, ktery ma generovat. Roz-
myslete si, jaké disledky pro definici gramatiky G coby uspotrddané ¢tvefice (N, X, P, S)
by mélo vynechéni pozadavku w € ¥* obsaZeného v definici jazyka generovaného gra-
matikou G.

necnost jednotlivych slozek gramatiky.

misto poZadavku S € N vyZzadovali S € X.

Zméiite pravidla gramatiky z prikladu 1.20 tak, aby generovany jazyk reprezentoval
mnoZinu vSech celych cisel a pfitom neobsahoval Zadny fetéz s prvnim symbolem
rovnym 0 a Zadny fetéz s podietézem —0.

ResSeni

1.

Retéz ba?b vznikl jistd zietézenim ba a ab, protoZe napf. b a a?b nespliiuji podminku
délky nejméné 2. Odtud ba € A, ab € B. To spolu se vztahem ba’b € AB vede
k moZnostem
a) ba’ € A a a’b ¢ B,
b) ba®> & A a a®b € B,
¢) ba® € A a a®’b € B.
Vztah ba*b € AB div4 v pfipadé
a) vysledek A = {ba,ba? ba®} a B = {ab},
b) vysledek A = {ba} a B = {ab, ab, a®b},
¢) vysledek A = {ba,ba’} a B = {ab, a’b}.
PoZadovana gramatika nesmi mit Zidnou moZnost odvozeni terminalniho fetézu z poca-
te¢niho symbolu. Existuje nekone¢né mnoho gramatik s touto vlastnosti. Bud’ ji spliiuji
trividlné tim, Ze maji prazdnou mnozinu pravidel, anebo netrividlné¢ — napiiklad
a) P obsahuje pouze pravidlo S — aS,
b) P obsahuje pouze pravidla
S — aAl|A,
A — aS|S,

apod.

Staci vzit z predchoziho prikladu libovolnou gramatiku, kterd nemd na pravé strané
Zadného svého pravidla pocatecni symbol .S, a obohatit ji o pravidlo S — ¢.

4. 1 zde existuje nekone¢né mnoho vyhovujicich gramatik — napf.

a) S — b?|b®|b%a|bdalab?|ab’| AaA,
A— SAS.

b) S — A|Aa|aA,
A— b2 | b3
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1.2 Chomského hierarchie gramatik

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici umét klasifikovat formaln{ jazyky a gra-
matiky.

Klicova slova: Reguldrni jazyk, bezkontextovy jazyk, kontextovy jazyk, jazyk typu 0, regularn{
gramatika, bezkontextova gramatika, kontextovd gramatika, gramatika typu 0.

Potiebny cas: 30 minut.

N e

Nejzndmé;jsi klasifikaci gramatik predstavuje Chomského? (éti ¢omského) hierarchie. V této
klasifikaci jsou gramatiky odliSovany na zdklad€ omezeni stanovenych pro tvar pravidel. Na
jednom konci této hierarchie budou omezeni zna¢né volnd, na opaéném konci pak omezeni
velmi svazujici.

Pruvodce studiem

Je pochopitelné, Ze gramatika s mensim mnozstvim pravidel (podléhajicim prisnéjsim po-
Zadavklim) je schopna vygenerovat méné fetézd, a tedy také ,,chudsi* jazyk, nez gramatika
s veétSim mnoZstvim pravidel. Pozdéji se vSak dozvite, Ze ony ,,chudsi* jazyky lze zpraco-

X7

vavat pomoci jednodussich automatti nez jazyky ,,bohatsi “. Pokud nas tedy feSeni néjakého
problému (napiiklad problému sestaveni prekladace pro neéktery programovaci jazyk) do-
vede k teorii formélnich jazykt, nas§im prvofadym cilem je vybrat z klasifikace jazyku
,nejbliZ§1 vétsi typ jazyka — vétsi proto, aby zahrnoval vSechny moZzné piipady feseného

vl

problému, nejbliZsi proto, aby se k feSeni dal pouZit co nejjednodussi typ automatu.

V nasledujici definici i poznamce né€kolikrat pouZijeme symbol () pro dovétek: ,,s eventualni

vyjimkou pravidla S — ¢, pfi¢emz pak se S nesmi vyskytovat na pravé strané zddného pravidla
gramatiky G*“.

Definice 1.22 (Chomského hierarchie).

a) VySe definované gramatiky nazyvame gramatikami typu O.

Necht G = (N, X, P, S) je gramatika.

b) JestliZze pro vSechna pravidla « — [ € P plati
a=yAvaf="y0y2 ®,kdev,2€ (NUX)*, Ae N, e (NUX)T,
pak G se nazyva gramatikou typu 1 nebo kontextovou gramatikou.

c¢) Jestlize pro vSechna pravidla o — 3 € P plati
aeENafBe(NUXD)T &,
pak G se nazyva gramatikou typu 2 nebo bezkontextovou gramatikou.

d) JestliZe pro vSechna pravidla « — (3 € P plati
aeNapfeXUX - N (®,
pak G se nazyva gramatikou typu 3 nebo reguldrni gramatikou.

Pruvodce studiem

Kontextova gramatika ma sviij nazev podle zptisobu piepisovani odvozovanych fetézd —
pokud se netermindl A vyskytuje obklopeny fetézy v; a 2 (¢ili v kontextu v, y2), muze
byt pfepsan na fetéz ¢ (samozfejmé se zachovanim okolntho kontextu 7, 2). VSimnéte si,
Ze kontext muze byt tvofen i prazdnymi fetézy ¢, tj. kontextova gramatika mizZe obsahovat
pravidla umoZnujici piepis neterminélu bez ohledu na sousedni symboly (Ci fetézy).

Podle véhlasného amerického lingvisty Noama Chomského.
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Bezkontextova gramatika obsahuje vyhradné ,,bezkontextova“ pravidla, z nichZ kazdé
mize byt pouzito k prepisu netermindlu umisténého kdekoliv v pfepisovaném fetézu.

Regularni gramatika obsahuje s vyjimkou pfipadného pravidla S — € pouze pravidla,
na jejichz pravych stranédch jsou pouze fetézy délky 1 (1 termindl) anebo délky 2 (termindl
nasledovany netermindlem).

13

Poznamka 1.23. Kontextovou gramatiku je mozné &asto najit s odlisnou definici®: Kazdé
pravidlo « — 3 € P musi spliiovat podminku |«| < |3] ). Takto definovand gramatika je
obcas priléhavé nazyvana monoténni gramatikou. Dikaz toho, Ze tfidy jazykid generovanych
kontextovymi a monoténnimi gramatikami jsou stejné, Ize nalézt napiiklad v [Chy82].

Véta 1.24. Necht’i € {1,2,3}. Kazdd gramatika typu i je také gramatikou typu i — 1.

Diikaz. Tvrzeni piimo vyplyva z definic piislusnych gramatik. O

Priklad 1.25. Zjistéte, o kterou gramatiku se jedna:

a)
b)

c)

d)

(1 obsahuje pouze pravidla S — bSb]|a,

(G5 obsahuje pouze pravidla S — aA |e,
A — aB|a,
B — dA,

('3 obsahuje pouze pravidla S — Aa|bA,
Aa — bAa | ba,
bA — bAa | ba,

G4 obsahuje pouze pravidla S — aS | b,
b — Sa.

ReSenti:

a)

b)

c)

d)

(GG1 neni reguldrni gramatikou, protoZe pravidlo S — bSb md na pravé strané fetéz
délky 3. G je gramatikou bezkontextovou, nebot’ u kazdého pravidla je leva strana
tvofena prave jednim netermindlem a prava strana fetézem kladné délky.

(72 je regularni gramatikou, protoZe u kazdého pravidla je leva strana tvofena praveé
jednim netermindlem a prava strana je (s vyjimkou pravidla S — &; vSimnéte si, Ze
S nefiguruje na pravé strané zddného pravidla) tvofena bud’ jednim termindlem anebo
fetézem délky 2, kde je termindl ndsledovan netermindlem.

(3 neni ani reguldrni ani bezkontextovou gramatikou, nebot néktera pravidla neobsa-
huji na levych stranidch pouze jeden netermindl. Jde o gramatiku kontextovou, kterd
kromé& bezkontextovych pravidel S — Aa|bA obsahuje rovnéZ kontextové pravidla
Aa — bAa | ba s kontextem tvofenym fetézy ¢, a a kontextovd pravidla bA — bAa | ba
s kontextem tvofenym fetézy b, €.

(G4 nespliiuje definici gramatiky, protoZe ,,pravidlo® b — Sa nema na levé strané Zadny
neterminal.

3V literatufe Ize narazit na odli¥né definice u vice typt gramatik. Obvykle jde o vicemén& drobnou modifikaci
anebyvd obtizné dokdzat, Ze tfida generovanych jazykd je stejnd, popf. se li$i jenom nepfitomnosti prazdnych fetéza
v téchto jazycich, coZ pfedstavuje snadno odstranitelny rozdil.
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Definice 1.26. Necht i € {0, 1,2, 3}. Rikdme, Ze jazyk je typu i, pravé kdyZ existuje gramatika
typu ¢, kterd jej generuje. Pouzivime také nazvy:

kontextovy jazyk (misto jazyka typu 1),
bezkontextovy jazyk (misto jazyka typu 2),
reguldrni jazyk (misto jazyka typu 3).

Véta 1.27. Necht’i € {1,2,3}. Kazdy jazyk typu i je také jazykem typu i — 1.

Diikaz. Jde o primy disledek véty 1.24. O

Poznamka 1.28. Predchozi véta ndm nic nefikd o odliSitelnosti jazykl typu ¢ od jazykul
typu ¢ — 1. D4 se ovSem dokdzat existence jazyka typu ¢ — 1 (pro kazdé i € {1,2,3}), ktery
neni jazykem typu ¢. Pfislusné diikazy by ovSem neimérné zvétsily rozsah tohoto textu, a proto

Mev s

Shrnuti

Chomského hierarchie pfedstavuje klasickou klasifikaci gramatik i jazyki.

Gramatika typu 0 ma na levé stran€ kazdého svého pravidla fetéz obsahujici alesponi jeden
netermindl, na pravé strané fetéz libovolné délky.

Kontextova gramatika ma na levé stran¢ kaZzdého svého pravidla netermindl ,,obklopeny*
kontextem tvofenym fetézy libovolnych délek, na pravé strané fetéz kladné délky ,,obklopeny*
timtéZ kontextem.

Bezkontextova gramatika mé levou stranu kazdého svého pravidla tvofenu jednim netermind-
lem, pravou stranu fetézem kladné délky.

Regularni gramatika m4 levou stranu kazdého svého pravidla tvofenu jednim netermindlem,
pravou stranu jednim termindlem anebo fetézem délky 2 obsahujicim termindl a netermindl
v tomto potadi.

Kvili tomu, aby zminované gramatiky mohly vygenerovat prazdny fetéz e, pridivame k de-
finicim kontextové, bezkontextové a reguldrni gramatiky moznost vyskytu pravidla S — ¢
s omezenim, Ze v takovém piipadé gramatika nesmi mit pocatecni symbol S na pravé strané
Zadného svého pravidla.

KaZdy jazyk typu O je generovan gramatikou typu 0. Podobné je kaZdy kontextovy (bezkon-
textovy, reguldrni) jazyk generovan kontextovou (bezkontextovou, reguldrni) gramatikou.
Oznacime-li symboly Ly, L1, L2 a L3 postupné tfidu jazyki typu O, typu 1 (tj. kontextovych),
typu 2 (tj. bezkontextovych) a typu 3 (tj. regularnich), pak plati vztahy: L3 C Lo C L1 C Ly.

Pojmy k zapamatovani
e Reguldrni jazyk,
e bezkontextovy jazyk,
e kontextovy jazyk,

jazyk typu O,

reguldrni gramatika,

bezkontextovd gramatika,

kontextova gramatika,

gramatika typu 0.

Kontrolni otazky
1. Je kaZdy reguldrni jazyk kontextovym jazykem?
2. Existuje bezkontextovy jazyk, ktery neni reguldrni?
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3. Co muiZete prohldsit o jazyku generovaném gramatikou s pravidly S — aSSb|b,
aS — Sb,
bS — S§5857

Cviceni
1. Ovéite, Ze jazyk L = {e} je reguldrni.
2. Oveéifte, 7e jazyk L = {b"ab™; n € N} je bezkontextovy.
3. Dokazte, ze kazdy konecny jazyk je regularni.

Ijkoly k textu

1. Promyslete podrobné diikaz véty 1.24 pro jednotliva i.

2. Zjistéte, pro¢ dovétek (*) neni pripojen k definici gramatiky typu 0.

Reseni
1. Jazyk je generovan regularni gramatikou s jedinym pravidlem: S — «.
2. Jazyk je generovan napriklad bezkontextovou gramatikou, kterd obsahuje pouze pravidla
S — bSb|bab.
3. Uvazme libovolnou abecedu X. Kazdy fetéz nad abecedou X lze vygenerovat pomoci
kone¢né mnoha ,,reguldrnich* pravidel:
a) ¢ lze generovat pomoci S — ¢,
b) a € X lze generovat pomoci S — a,
¢) ay---ap, € ¥, kde n > 1, lze generovat pomoci

S =" Ag — a1 As,

Ap_2 — ap_145_1,
Ap_1 — ap,
kde A; # A pro vSechnai,j € {0,...,n —1},i # j.

Kazdy konec¢ny jazyk L C ¥* obsahuje kone¢né mnoho fetézt. Bez ijmy na obecnosti
Ize jisté predpoklddat, Ze netermindly vyskytujici se v pravidlech popsanych vyse jsou
s vyjimkou S pro libovolné dva riizné fetézy z L pokazdé jiné. MnoZina P vSech pravidel
sestavenych dle bodt a), b), ¢) pro vSechny fetézy z L je tedy kone¢nd. Gramatika G =
(N, X, P,S), kde N je mnoZina viech neterminald vyskytujicich se v P (pokud P = 0),
klademe N = {S}), je podle definice regularni gramatikou. Ztejmé L = L(G). Jazyk L
je proto reguldrni.

1.3 Konec¢né automaty

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici schopen formalné popsat kone¢ny au-
tomat v deterministické i nedeterministické varianté€ a zpdsob, jakym prijima jazyk. Dale bude
umét dokdzat, Ze tiida deterministickych i tfida nedeterministickych kone¢nych automatti ma
stejnou vypocetni silu. RovnéZ by mél byt schopen objasnit vztah mezi konecnymi automaty
a regularnimi gramatikami.

Klicova slova: Kone¢ny automat, nedeterministicky koneény automat.

Potiebny ¢as: 120 minut.
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Pruvodce studiem

Zatimco gramatiky predstavuji generativni zafizeni, tj. umoziluji vygenerovat cely jazyk,
opacény pfistup, tzv. analyticky, reprezentuji automaty: automat ,,analyzuje* fet€z predlo-
Zeny na jeho vstupu — v pripadé piislusnosti tohoto fetézu k jazyku automat signalizuje
tuto skute¢nost dohodnutym zpisobem. Rozdilnost téchto piistupd vynikne zejména pii
feSeni dlohy, zda konkrétni slovo w patii do zadaného jazyka L. Pokud je L zad4n napf.
gramatikou G typu 0, ktera jej generuje, jediny obecné pouzitelny postup spociva v po-
stupném generovani slov z jazyka L(G) a jejich porovndvani s w. Pokud je v§ak L uréen
automatem A, staci dat slovo w automatu A na jeho vstup a ¢ekat, jestli bude akceptovano.

V celém textu si postupné popiSeme tfi rizné typy automatd: kone¢né automaty, zasob-
nikové automaty a Turingovy stroje. Kazdy z nich pfedstavuje jisty vypocetni model, tj.
abstraktni zafizenti, které v§ak miZe byt s vétsi ¢i mensi dspésnosti realizovano konkrétnim
vypocetnim systémem. Zdkladni rozdil mezi jednotlivymi typy spo¢ivd v moZnosti vyuZivat
néjaky druh pamétového zarfizeni, ptipadné v jeho usporadani a zpisobu prace s uloZzenymi
daty.

Vv

Nejjednodussim automatem je konecny automat, ktery neni vybaven Zadnym specidlnim pa-
métovym zafizenim. Jde o stroj, ktery se miZe nachazet v nékterém z kone¢né mnoha stavt,
na zédkladé plisobiciho podnétu (jednoho z kone¢né mnoha) bud’ piejde do stavu jiného anebo
setrvd v aktudlnim stavu, pfi¢emz dvojici aktudlni stav a pdsobici podnét pokazdé odpovida
tentyz vysledny stav.

S pravé popsanou charakteristikou se miizeme setkat v béZném Zivoté na mnoha mistech. Uve-
dené tvrzeni budeme demonstrovat na velmi jednoduchém piikladu automaticky ovladanych
dvefi béZné umistovanych pfi vstupu do obchodi, bank, apod. Tyto dvefe byvaji vybaveny
fotobuiikou na vnitini i vn&jii strang. Mohou se nachézet v jednom ze stavii OTEVRENO,
ZAVRENO a pisobicimi podnéty jsou: pohyb signalizovany aspoii jednou fotobuiikou a zadny
pohyb. Jak jiZ bylo uvedeno, na zdkladé nového podnétu pfechdzi systém z aktudlniho stavu
do stavu nového, nebo systém setrvd v aktudlnim stavu. Tak napf. pohyb pied dvefmi, jez jsou
ve stavu ZAVRENO (OTEVRENO) vede ke stavu OTEVRENO (OTEVRENO). Uplny vycet
vSech ,,pfechodi* ddava tabulka 1, kde v pruseciku kazdého fadku s aktudlnim stavem a sloupce
s pusobicim podnétem najdete novy stav.

Pusobici podnét

pohyb Zadny pohyb
Aktuilni | OTEVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO
v | 7AVRENO | OTEVRENO | ZAVRENO

Tabulka 1: Vycet vSech prechodd dvefi ovladanych fotobuiikou

N e

Ponékud komplikovanéj$imi zafizenimi, jeZ lze simulovat pomoci kone¢ného automatu, jsou
napiiklad
e rychlovarna konvice
e auti¢ko s jednoduchym ddlkovym ovlddanim
e vytah
e nipojovy automat
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Pti simulaci se vSak nemusime omezovat pouze na technickd zafizeni. Se stejnym dspéchem
Ize kone¢ny automat pouZit napf. i na jednoduché modely
e chovani rostlin
— mozné pisobici podnéty: rizné kombinace svétla, tepla a vlihkosti,
— mozné stavy: rust, stagnace, uvadani, dhyn,
e chovanfi skupin lidi
— mozné plisobici podnéty: rizné kombinace uspokojovani Zivotnich a socidlnich
potfieb,
— moZné stavy: spokojenost, lhostejnost, nervozita, panika.

Pro konkrétni pfedstavu miZeme koneény automat chapat jako zafizeni z obr. 2 skladajici se
e 7 fidici jednotky, kterd se miize nachazet v nékterém z kone¢né mnoha stavi,
e ze vstupni pasky, na niz bude zapsan fetéz symbol predstavujicich posloupnost podnéti,
jejichz ptisobeni (ve stejném poradi jako jsou na pasce) bude kone¢ny automat vystaven,
e ze Cteciho zafizeni, s jehoZ pomoci bude fidici jednotka ¢ist symbol z pasky, ktery je
pravé ,.na radé*; vlastni ¢teni bude zprostfedkovavat tzv. Cteci hlava.

lajc|c]alc]a] ... vstupnipaska

¢teci hlava
Ridici jednotka

Obrazek 2: Ilustrace kone¢ného automatu

Jak bude probihat ¢innost tohoto zatizeni?

Vychozi predpoklady:

1) Na vstupni pasce bude zapsano tzv. vstupni slovo tvoiené ze symboli abecedy
kone¢ného automatu (nazyvané vstupni abecedou). P4ska (délend na jednotliva
policka) bude mit na kazdém policku pravé jeden symbol a délka pasky bude
stejnd jako délka vstupniho slova, tj. paska je konecné délky a na jejim konci
nejsou Zadna nevyuZzitd policka.

2) Cteci hlava je umisténa nad prvnim (tj. nejlev&j§im) polickem pésky (a je tedy
nachystdna ke ¢teni 1. symbolu).

3) Konecny automat se nachdzi ve vyznaceném, takzvaném pocatecnim stavu.

Pribéh vypoctu: Vypocet probihd v jednotlivych krocich, pficemZ v kazdém kroku kone¢ny
automat

a) precte symbol pod ¢teci hlavou a posune ¢teci hlavu o jedno policko doprava,

b) na zédkladé ptfecteného vstupniho symbolu a aktudlniho stavu piejde do stavu
nového, nebo setrvd v aktudlnim stavu. Informace o tom, jak se ma konkrétné
zachovat, musi byt soucésti popisu kazdého kone¢ného automatu; jinymi slovy,
soucasti popisu kazdého kone¢ného automatu bude tzv. pfechodova funkce, kterd
jednoznacéné pfifazuje kazdé dvojici (stav, symbol vstupni abecedy) konkrétni stav.

Vyhodnoceni vypoctu: Po precteni vstupniho slova zfejmé skoncil kone¢ny automat v néjakém
stavu — pokud ptijde o néjaky ze stavi, jeZ budeme nazyvat koncovymi, pak budeme tento
vysledek chdpat tak, Ze kone¢ny automat piislusné vstupni slovo prijal (akceptoval).
Pokud konecny automat skon¢{ svou ¢innost mimo koncovy stav, budeme to chépat jako
zamitnuti vstupniho slova.
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Pfejdéme nyni k formdlni, a tedy exaktni definici kone¢ného automatu.

Definice 1.29. Konecnym automatem (ozn. KA) nazyvame uspofadanou pétici (@, X, 9, qo, F),
kde

@ je konecna neprazdnd mnozina s prvky zvanymi stavy,
3. je abeceda; fikame ji vstupni abeceda,

0:Q x X — @ je prechodovd funkce,

qo € Q je poldtecni stav,

F C @ je mnoZina koncovych stavii.

Pruvodce studiem

V predchozi definici byl zaveden pojem koncového stavu. Nezaméniujte jej prosim s ,,konec- Zavddime pojem
nym‘ stavem — ten jsme si nezavedli a ani tak neuc¢inime — jeho ,,dopliikem* by byl zfejmé koncového stavu,
»~hekonecny stav*, tj. stav, ktery nema konecnou velikost(??) anebo ktery obsahuje neko- nikoliv konecného
nec¢né mnoho ... ¢eho vlastné??? Jinou interpretaci kone¢ného stavu by byl zavérecny stav, stavu.

tj. stav, v némZ se KA nachazi po skonceni své prace. AvSak pravé u té€chto stavi potiebu-
jeme rozliSeni mezi stavy ,,pfiznivymi* (v nasi terminologii koncovymi) a ,,nepfiznivymi‘
(tj. nekoncovymi).

U prechodové funkce & neprehlédnéte fakt, Ze jde o zobrazeni celé mnoziny () x 3 do @),
tj. funkce ¢ je definovana pro kazdou dvojici stav a symbol.

Poznamka 1.30. KA byva misto vyctu prvkd @, >, F' a prechodt funkce § Casto zndzor-

novan pomoci takzvaného stavového diagramu, ktery je predstavovan mirn¢ modifikovanym  Stavovy diagram
orientovanym grafem, kde popisuje KA

L . L nejprehlednéji.
e kazdému stavu odpovidd pravé jeden uzel — oznaeny ndzvem tohoto stavu,

e mezi uzly oznacenymi stavy p a g vede hrana oznafend symbolem a, pravé kdyz
5(29 ) a) =4q,

kaZdy uzel odpovidajici koncovému stavu je zndzornén dvojitym krouzkem,

do uzlu odpovidajicitho pocateCnimu stavu mifi Sipka bez jakéhokoliv oznaleni, tj.

,

a
v ptipadé d(p,a) = ¢ a d(p,b) = g se misto dvojice hran Q—o
b

obvykle kresli hrana jedina: ° a,b .

Ukdzku stavového diagramu si miiZete prohlédnout na obrazku 3.

Podobné jako jsme u gramatik formalné popisovali zpisob, jak z poc¢ate¢niho symbolu generuji
vysledny fetéz, tak i u KA musime byt schopni formalizovat zpiisob prace.

Pruvodce studiem

Leckdo by se mohl domnivat, zZe formalni popis m4 jediny cil: Zbytecné komplikovat studu-
jicim Zivot. Pochopitelné tomu tak neni. Kdybyste chtéli dokazat néjaka tvrzeni o systémech
popsanych pouze neformélné (slovné), rychle byste zjistili, Ze Vam bud’ chybi dostate¢na
presnost, nebo je dikaz neimérné dlouhy a velmi neptfehledny. Mate-li o tom sebemensi
pochybnosti, zkuste si sepsat napt. dikaz véty 1.43 bez pouziti jakéhokoliv formalismu.

Vypocet KA délime na jednotlivé kroky vypoctu, jak bylo jiz popsdno v ¢asti predchazejici
posledni definici. Kroky vypoctu postupné méni situaci, v niZ se KA nachdzi. Situace bude
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jednoznacné charakterizovdna stavem KA a obsahem dosud nepfectené vstupni pasky; misto
situace budeme pouZzivat termin ,,konfigurace kone¢ného automatu®. Vypocet tak Ize popsat
pomoci posloupnosti konfiguraci, kde
— prvni konfigurace je charakterizovana pocate¢nim stavem KA a dosud nectenym vstup-
nim slovem na vstupni pdsce automatu, tj. Cteci hlava je nad 1. symbolem vstupniho
slova,
— posledni konfigurace je charakterizovéna ,,pfectenim vstupniho slova®, tj. dosud nectend
¢ast vstupniho slova je rovna prazdnému fetézu e,
— prechod od kazdé konfigurace ke konfiguraci bezprostiedné nasledujici je zprostiedko-
van krokem vypoctu respektujicim prechodovou funkci.

Formalné€ popsano:

Definice 1.31. M¢&jme libovolny KA A = (Q,%, 6, qo, F'). Kazdou uspofadanou dvojici
(g, w) € Q x ¥* nazveme konfiguraci konecného automatu A.

Krok vypoctu A definujeme jako binarni relaci F (na mnoziné vSech konfiguraci) takto: Pro
viechnap,q € Q,a € X,z € ¥* je (p,ax) b (q,x), pravé kdyZ 6 (p, a) = q.

Symbolem H* budeme oznaCovat reflexivni a tranzitivni uz4vér relace -, symbolem "
tranzitivni uzaveér relace .

Vypocet konecného automatu definujeme prostfednictvim relace -*.

Pruvodce studiem

Pozorujete soulad mezi formaln{ definici kroku vypoctu a jeho neformalnim popisem? Snad
je zietelné, Ze z konfigurace (p, ax), kdy je KA ve stavu p, jeho ¢teci hlava ¢te symbol a
a prechodova funkce prikazuje prechod do stavu g, skute¢né KA prfechdzi do stavu ¢
a posouva ¢teci hlavu napravo za symbol a neboli pfechézi do konfigurace (g, x).

Definice 1.32. Rekneme, 7¢ KA A = (Q,X%,9,q0, F) prijimd slovo w € ¥*, pravé kdyz
(g0, w) =" (g5,€) a g5 € F.

Pruvodce studiem

Vsimnéte si, Ze slovo w € X* je pfijato kone¢nym automatem A jediné tehdy, kdyz se A
po jeho pieéteni nachdzi v nékterém ze svych koncovych stavd.

Definice 1.33. Jazyk L prijimany (rozpozndvany, akceptovany) konecnym automatem A =
(Q,%,0,qo, F) zna¢ime L(A) a definujeme ndsledovné:

L(A) = {w € *; KA A piijimd w}.

Priklad 1.34. Uvazme KA A = (Q, X%, 4, qo, F), kde
Q - {q07 q1,492, Q3}7

¥ ={0,1},
F = {qo}

a prechodova funkce J je popsana vztahy:
6(q0,0) = g2 d(q2,0) = qo
(q0,1) = @1 6(q2,1) = g3
(q1,0) = g3 6(g3,0) = q1
6(q1,1) = qo (a3, 1) = g2

Stavovy diagram automatu A je zndzornén na obrazku 3.
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Ukdzka stavového
diagramu KA

Obrazek 3: Stavovy diagram kone¢ného automatu z prikladu ¢. 1.34

Podivejme se na vypolty A pro vstupni slova wy; = 0100 a wo = 1100. Vypocet pro vstupni
slovo wy probiha prostfednictvim nasledujicich vypocetnich kroku:

(g0, w1) = (go,0100) F (g2, 100) F (g3,00) F (g1,0) - (g3, €).

Pruvodce studiem

Krok (go,0100) F (g2, 100) je umoznén tim, Ze §(go, 0) = g2. Nasledujici krok odpovida:
d(g2,1) = g3. Déle je pouzito 6(g3,0) = q1 a d(q1,0) = gs.

ProtoZe vypocet skonc¢il mimo koncovy stav (¢35 € F'), slovo wi nepatii do jazyka piijimaného
kone¢nym automatem A. Vypocet A pro vstupni slovo ws:

(g0, w2) = (qo,1100) I (g1, 100) = (g0, 00) = (g2, 0) I (o, €)-

Tento vypocet skonéil v koncovém stavu gp € F, je tedy we € L(A).

Promyslime-li si s pomoci stavového diagramu z obrazku 3 moZnosti vypoctd A, zjistime, Ze
pouze pro vstupni slova sudych délek (véetné nulové délky), kterd obsahuji sudy pocet jednicek,
vypocty konc¢i v koncovém stavu qg € F'. Odtud

L(A) = {w € {0,1}"; w md sudou délku a obsahuje sudy pocet jednicek}.

1.3.1 Nedeterministické kone¢né automaty

V definici kone&ného automatu jsme poZadovali tzv. determinismus. Slo o pozadavek, aby byl Determinismus
stavem a ¢tenym symbolem jednoznac¢né urcen stav, do n€jZ mé automat prejit. Zajimavym  versus

a uzitecnym zobecnénim, s nimZ se setkame i u dalSich typd automatd, je nedeterminismus. nedeterminismus
U nedeterministického kone¢ného automatu nepozadujeme, aby stavem a Ctenym symbolem

byl urcen jediny novy stav, ale pfipoustime existenci celé (pfipadné i prazdné) mnoZiny stavi,

z nichZ mus{ automat v piislusném kroku vypoctu jeden vybrat.

Pruvodce studiem

Na vypocet nedeterministického kone¢ného automatu 1ze nahliZet né€kolika zptsoby. Jeden
z nich spoéivd v predstavé, Ze kdykoliv md stroj na vybér z nékolika stavi, rozdéli se
na stejny pocet identickych stroji, z nichZ kazdy piejde do jiného z nabizenych stavi.
Jakmile m4 kterdkoli z té€chto kopii pfi ¢teni nového symbolu podle prechodové funkce
opét na vybér z nékolika stavti, dochazi k novému ,,dé€leni*. Jestlize nékteré z kopii pro
jeji stav a ¢teny novy symbol nabizi pfechodova funkce prazdnou mnoZinu stavd, pak tato

kopie zanikne. Pokud se nékterd z kopii po pfecteni vstupniho slova ocitne v nékterém
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z koncovych stavii, budeme to chépat tak, Ze nedeterministicky kone¢ny automat toto
slovo pfijal. V ramci uvedené interpretace je patrné urychleni vypocti nedeterministickym
strojem vucéi stroji deterministickému. Zminéné urychleni ma zfejmé exponencialni narast
zplisobeny postupné nardstajici paralelizaci.

Jin4d moZn4 interpretace nahliZi na vypocet nedeterministického stroje, jako kdyby tento
stroj védél, kterou cestou se vydat, aby doSel ke kyZenému cili — dospét po precteni vstupniho
slova do nékterého koncového stavu.

Mite-li pochybnosti o uZite€nosti takto abstraktniho stroje, pak vézte, Ze nalézt k za-
danému jazyku nedeterministicky konecny automat, ktery tento jazyk pfijima, je vétSinou
snazsi, neZ nalézt odpovidajici deterministicky kone¢ny automat. To, Ze kazdy nedetermi-
nisticky konecny automat lze prevést na deterministicky konecny automat pfijimajici tentyz
jazyk, si ukdZzeme pozdéji.

Definice 1.35. Nedeterministickym konecnym automatem (zkracené ozn. NKA) rozumime uspo-
fadanou pétici (Q, X, 9, qo, F'), kde

@ je kone¢na neprazdna mnoZina stavu,

3. je vstupni abeceda,

§:Q x ¥ — 29 je pfechodovi funkce,

qo € @ je pocatecni stav,

F C @ je mnozina koncovych stavi.

Pruvodce studiem

Pfipometime si, Ze 2% oznaluje poten¢ni mnoZinu mnoziny @, tj. 2¢ = {M; M C Q}.

Navazujici definice se aZ na krok vypoctu formalné nelisi od definic piislusnych ke kone¢nému
automatu.

Definice 1.36. Mé&jme libovolny NKA A = (Q, X%, 6, qo, F'). Kazdou usporddanou dvojici
(¢, w) € Q x ¥* nazveme konfiguraci nedeterministického konecného automatu A.

Krok vypoctu A definujeme jako bindrni relaci - (na mnoziné vSech konfiguraci) takto: Pro
vSechnap,q € Q,a € ¥,z € ¥* je (p,ax) F (q, z), pravé kdyz (p, a) obsahuje q.

Symbolem H* budeme oznacovat reflexivni a tranzitivni uzavér relace +, symbolem ++
tranzitivni uzavér relace .

Vypocet nedeterministického konecného automatu definujeme prostfednictvim relace .

Pruvodce studiem

Vsimnéte si, Ze v piipadé 0(p, a) = {q1,q2, g3} jsou v binarni relaci - nasledujici dvojice
konfiguraci:

(p,az) - (qu, ),
(p,az) & (g2, ),
(p,ax) F (g3, x).

Vypoclet obsahujici konfiguraci (p,ax) bude tedy zahrnovat téi ,,vétve vypoctu®,
z nichz kazdd pokracuje po konfiguraci (p,ax) jinou konfiguraci z mnoZiny

{(QI’$)7 (qux)’ (Q?n:E)}'

Definice 1.37. Rekneme, 7e NKA A = (Q, X, 6, qo, F) pfijimd slovo w € ¥*, pravé kdyz
(90, w) F* (gqy,€) a g5 € F.
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Pruvodce studiem

Volné feceno, slovo je pfijato nedeterministickym koneénym automatem A, pravé kdyz pro
né existuje prijimajici vypocet A.

Definice 1.38. Jazyk L prijimany (rozpozndvany, akceptovany) nedeterministickym konecnym
automatem A = (Q, %, 9, qo, F') znacime L(A) a definujeme nésledovné:

L(A) = {w € &*; NKA A piijim4 w}.

Pruvodce studiem

Nenechte se zmdst moZnosti, Ze pro slovo z jazyka L(A) mizZe existovat ,,nepfijimajici
vétev* vypoctu. Jde-li skute¢né o slovo z L(A), pak pro né nutné existuje i ,,pfijimajici
vétev* vypoctu.

Priklad 1.39. Najdéte NKA, ktery piijima jazyk L = {w € {0, 1}*; w obsahuje podfetéz 00
anebo podietéz 111}.

Zadani zfejmé vyhovuje NKA, jehoZ stavovy diagram je na obr. 4.

;qoé 0
0,1

Obrazek 4: Stavovy diagram nedeterministického kone¢ného automatu z ptikladu ¢. 1.39

Vsimnéte si nedeterminismu stroje ve stavu o pii ¢teni symbolu 0 nebo 1, konkrétné 6(qp, 0) =
{QO7 QI} a (5((]07 1) - {q07 q3}

1.3.2 Vzajemny vztah nedeterministickych a deterministickych kone¢nych automatua

Poznamka 1.40. Dosud jsme definovali KA a NKA, pozdéji budou nasledovat nedeterminis-
ticky zasobnikovy automat, deterministicky a nedeterministicky Turinglv stroj; v§e budeme
oznaCovat souhrnnym ndzvem stroj. V tuto chvili mame definovan jazyk L(A) pouze pro de-
terministicky a nedeterministicky kone¢ny automat, pro ostatni stroje budou definice L(A) do
jisté miry obdobné.

Definice 1.41. O strojich Ay, Ay fekneme, Ze jsou ekvivalentni, pravé kdyz L(A;1) = L(Az).
Definice 1.42. Dvé tfidy strojii nazveme vypocetné stejné silnymi, pravé kdyz ke kazdému stroji
z prvni tfidy existuje ekvivalentni stroj z tfidy druhé a naopak (tj. ke kazdému stroji z druhé

tfidy existuje ekvivalentni stroj z tfidy prvni).

Véta 1.43. Ke kaZdému NKA existuje ekvivalentni KA.

Diikaz. Necht A = (Q, %, 9, qo, F) je libovolny NKA. Sestrojime KA A’ takovy, ze L(A’) =
L(A).
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Pruvodce studiem

Zakladni myslenka piislusné konstrukce bude zaloZena na slouéeni vSech stavli z mnoZiny
d(p, a) do stavu jediného. Tim docilime toho, Ze at NKA A prejde ze stavu p pii ¢teni a do
kteréhokoliv z ,,pifpustnych* stavii, zkonstruovany KA A’ bude tento krok vypo&tu A simu-
lovat (deterministickym!) pfechodem do prislusného jediného stavu. Naznacené slouceni
Ize provést mnoZzinové, tj. u KA A’ budou roli jednotlivych stavi hrdt mnoZiny obsahujici
stavy automatu A.

Stadi polozit A" = (Q', %, ¢, q, F'), kde

Q' =29 ... tzn. prvky @’ jsou tvofeny mnozinami prvkii z Q,

% = {9}

F'={KeQ; KNF #0},

&' definujeme ndsledovné: Pro viechna K, K € Q' a viechna a € ¥ klademe

§'(K,a) = K, pravé kdyz |J 0(q,a) = K.
qeEK

Pruvodce studiem

Viimnéte si, Ze 0’ (K, a) pfedstavuje podle definice pfechodové funkce kone&ného automatu
konkrétni jeden stav z mnoZiny Q' ¢ili dle definice @’ jde o mnoZinu stavi z . Na dru-
hou stranu je podle definice pfechodové funkce nedeterministického kone¢ného automatu
(g, @) mnozinou stavi z Q). Definice ¢’ je tedy korektni.

Nyni ovéfime, ze L(A’) = L(A).
1) e € L(A'), pravé kdyz ¢, € F'. To je ekvivalentni se vztahem ¢y € F ¢ili € € L(A).
2) Necht w € ¥, tj. w = ay ---ax, kde aq,...,a, € X a k € N. Oznaéime-li Kg = q6,
pak jsou ekvivalentni nasledujici tvrzeni, pti¢emz s vyjimkou piipadi c) a d) (coz bude
rozvedeno niZe) zminéné ekvivalence plynou piimo z pfislusnych definic.
a) we L(A"), 4. a1 ---ax € L(A").
b) Existuji stavy K1,..., Ky € Q' tak, Ze
' (qp, a1) = Ki,
5’(K1,a2) = K2,
5’(Kk_1,ak) =K, a Ki € F.
¢) Existuji stavy Ki,..., K € Q' tak, Ze
U d(g;a1) = K1 (§. (g0, a1) = K1),

q<q)

qeKy

U 5(q,ak):Kk aKkEF/.
q€EK;—1

d) Existuji stavy q1,...,qrx € Q tak, Ze
q1 € 0(qo, a1),
q2 € 6(q1,a2),

qk € 6(qr—1,ar) a g € F.
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e) Existuji stavy qi,...,qx € Q tak, Ze
(qo,w) = (qo,a1---ag) F (q1,a2---ag) F ... (qr,e) a g € F.
f) we L(A).
Nynf k ekvivalenci mezi c) a d). V pfipadé k = 1 je ovéfeni trividlni. UvaZujme proto
nadédle k£ > 1.

e Necht plati tvrzeni d). Tvrzeni c) pak bude splnéno, poloZime-li
K1 =46(q0,01), K2 = U 9d(q,a2), ..., Kp= U 6(q,a). Potom

qeKy qEKK 1
q1 € K,
q2 € K3, nebot'qs € 6(q1,a2) ad(qi,a2) € |J 6(q,a2) = K>
qeEKy

na zdkladé vztahu q; € K7,

qx € Ky, mnebot'q. € 0(qr—1,ar) ad(qr-1,a:) € U (g, ar) = Ky
q€Ky_1

na zdkladé vztahu q,_1 € K;_1.
ProtoZe je navic g € F, dostdvame ¢ € K NF, coz znamend, ze KiyNF # (),
atedy K € F'.

e Necht plati tvrzeni c). Potom ze vztahu K} € F’ plyne podle definice mno-
ziny F', 7e K} a F maji neprazdny prinik. Oznaéme symbolem g libovolny
prvek tohoto priniku. Pak g € F a g € K= |J 9(q, ax). Druhy vztah znamena

qeEK)_1
existenci takového stavu (ozname jej gr—1), pro n&jz plati d(qx—1,ar) > qx

a qr—1 € Ky_1. V ptipadé k > 2 je tedy qx—1 € | (g, ar—1). Opakujeme-li
qe€Ky_2
uvedeny postup, dostdvame posloupnost qx,qx—1, - - - , g1 Vyhovujici tvrzeni d).]

Dusledek 1.44. TFida nedeterministickych konecnych automatii md stejnou vypocetni silu jako ~ Nedeterministické
tfida konecnych automatii. konecné automaty
maji stejnou

vypocetni silu jako
konecné automaty.

Diikaz. Ke kazdému NKA existuje ekvivalentni KA podle véty 1.43. To, Ze plati i obracené
tvrzeni (tj. ke kazdému KA existuje ekvivalentni NKA), plyne z prosté tivahy, Ze kazdy KA mtize
byt chdpan jako specidlni pfipad NKA, a sice NKA s pfechodovou funkci, jejimz vysledkem je
pro libovolnou dvojici (stav, symbol) jednoprvkova mnoZina. O

1.3.3 Vztah kone¢nych automati k regularnim jazykum

Pruvodce studiem

v,

Jak jiz bylo uvedeno v pasazi vénované Chomského hierarchii, jednodussi formalni jazyky
lze zpracovdvat pomoci jednodussich automatd neZ jazyky slozitéjsi. Nejjednodussimi
jazyky z Chomského hierarchie jsou regularni jazyky — jejich protipdlem ve Skale automatt
budou pravé koneéné automaty. Diky disledku 1.44 je dokonce nepodstatné, zda vzdjemny
vztah regularnich jazykd ke koneCnym automatim budeme zkoumat prostiednictvim KA

nebo NKA.

Véta 1.45. Ke kazdé reguldrni gramatice G existuje NKA M takovy, Ze L(G) = L(M).

Diikaz. Necht G = (N, X, P,S) je libovolné zvolend reguldrni gramatika. Sestrojime nyn{
NKA M = (Q, %, 4, qo, F), ktery piijima jazyk L(G).
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Pruvodce studiem

Zékladni idea konstrukce bude spocivat ve ztotoznéni netermindli gramatiky G se stavy
automatu M. Vygenerovani termindlniho symbolu v jednom odvozovacim kroku G bude
u M odpovidat precteni téhoz (tentokrat vstupniho) symbolu v jednom vypocetnim kroku.
V této souvislosti je ziejmé, Ze kdyZ G konc{ své odvozeni, neni v odvozeném fetézu Zadny
netermindl; této situaci v§ak musi u automatu M odpovidat n¢jaky koncovy stav — obecné
nemuze jit o Zadny stav totoZny s n€jakym neterminalem, ale jako jediny bude zaveden

nove.
Polozime
Q = NU{A}, kde A ¢ N (4. A je nové dodany symbol),
q =S,
o { {A,S}, pravékdyzS —eec P
{A} jinak.

Dale pro vSechna B € Q,a € ¥
1) polozime §(B,a) = () (pfipomeiite si, Ze definice pfechodové funkce NKA ptipousti
tuto moZzZnost),
2) pro kazdé pravidlo B — aC' € P rozifime mnoZinu 6(B,a) o stav C,
3) vpfipadé B — a € P roz§ifime mnozinu 6(B,a) o stav A.

Nyni ovéiime, Zze L(G) = L(M).
1) € € L(G), pravé kdyz S — € € P. To je podle definice mnoziny F’ ekvivalentni vztahu
S e F dili qo € F, coz nastava, pravé kdyz ¢ € L(M).
2) Necht a € X. Potom je a € L(G), pravé kdyZz S — a € P. To je podle definice
mnoziny d(S,a) ekvivalentni vztahu A € 0(S,a) neboli (qo,a) = (S,a) F (4,¢),
coz plati, pravé kdyz a € L(M).
3) Necht w € X7 je délky alespoii 2, tj. w = ay---ay, kde ay,...,a, € ¥ a k > 2.

N 2s

Oznacme navic S = By. Pak jsou na zdklad¢ ptislusnych definic ekvivalentni nasledujici

tvrzeni.
a) w e L(G).
b) S=%ai---a; (Cili By =* ay---ag).
¢) V mnoziné N existuji netermindly By, ..., Bi_1 takové, Ze
S:Bo =>aBi1=...= a1 -ap_1Br_1 = a1 a.
d) V mnoziné P existujl’ pravidla BO —>alBl, ce ,Bk_g —>ak_13k_1, Bk:—l — Q.
e) V mnoziné () existuji stavy By, ..., By_1 takové, Ze

By € 6(Bo,a1),. .., Br-1 € 0(Bg—2,a5-1), A € 0(Bg-1, a).
f) UNKA M existuje posloupnost kroki vypoctu

(S,al---ak) = (Bo,al---ak) F (Bl,ag---ak) F...F (Bk_l,ak) F (A,{-:).
g) w e L(M). O

Pii prechodu od KA k regularni gramatice budeme vyuZzivat nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 1.46. Necht’ G = (N, X, P, S) je gramatika obsahujici pouze pravidla
a)A— B, kde Ac N a 3 € SUSN,
b)S — e.

Pak existuje reguldrni gramatika G' takovd, Ze L(G) = L(G").

Pruvodce studiem

Vsimnéte si, Ze gramatika G by spliiovala definici regularni gramatiky, pokud by nepfi-
poustéla moznost vyskytu .S na pravych stranach svych pravidel.
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Diikaz. Z libovolné gramatiky G = (N, X, P, S) spliujici pfedpoklady lemmatu lze vytvorit
poZadovanou regularni gramatiku G’ ndsledovng.
1) K mnoZiné neterminald pfidime novy pocatedni netermindl S’ a pro kazdé pravidlo
S — « € P rozsifime mnoZinu pravidel o S" — «.
Té&mito dpravami budeme mit zajiSténu existenci pravidla S’ — ¢ a navic se novy
pocéteéni symbol S” nebude vyskytovat na pravé strané zadného pravidla.

2) Z mnoziny pravidel odstranime S — ¢ a naopak ke kazdému pravidlu A — aS
pfidame pravidlo A — a.
Provedené upravy zarucuji splnéni podminek poZadovanych po pravidlech regularni
gramatiky.

Zbyvé ovéfit, Ze jazyky generované gramatikami G' a G’ jsou stejné. Toto ovéfeni lze provést
stejnym zpusobem, jaky je pouzit v diikazu véty 1.45. O

Véta 1.47. Ke kazdému KA M existuje reguldrni gramatika G takovd, Ze L(M) = L(G).

Diikaz. Necht M = (Q, X, 9, qo, F') je KA. V prvni fézi sestrojime k M gramatiku G, kterd
bude generovat jazyk L(M) a kterd nebude z pozadavki kladenych na reguldrni gramatiku
spliovat pouze absenci pocatecnich netermindlti S na pravych stranich pravidel navzdory pfi-
tomnosti pravidla S — <. Pfevod na pozadovanou reguldrni gramatiku ndm zajisti lemma 1.46.

Pruvodce studiem

Z4kladn{ idea konstrukce G bude spocivat ve ztotoznéni netermindld gramatiky G se stavy
automatu M. Precteni vstupniho symbolu v jednom kroku vypoctu automatu M bude
uG odpovidat vygenerovani t€hoz (tentokrat terminalniho) symbolu v jednom odvozova-
cim kroku. Zakonceni vypoctu M, indikovanému prechodem do nékterého z koncovych
stavid, musi pochopitelné odpovidat pouziti pravidla bez jakéhokoliv netermindlu na pravé
strané — tim je znemoZnéno pokracovani derivace, nebot’ v odvozovaném fetézu pak chybi
netermindl, ktery by bylo mozno dale prepisovat.

Polozme G = (N,%, P, S), kde
N=Q,
S = qo,
P={B—aC;aeX, B,CeQ: §B,a)=C}U
{B—a;aeX, BeQ: §B,a)e F}U{S —¢e SeF}
Ov&ime, 7e L(G) = L(G):
1) e € L(M), pravé kdyz g9 € F neboli S € F. To je podle definice mnoziny P

ekvivalentni vztahu S — ¢ € P, coZ nastava (viz pravidla z P), pravé kdyz ¢ € L(G).

2) Necht a € X. Potom je a € L(M), pravé kdyz (qo,a) = (S,a) F (X,e) a X € F
neboli §(S,a) € F. To je podle definice mnoZiny P ekvivalentni vztahu S — a € P,
coz plati, pravé kdyz a € L(G).

3) Necht w € X7 je délky alespofi 2, tj. w = ay---ag, kde ay,...,a € X a k > 2.
Oznacme navic S = By. Pak jsou na zdklad¢ ptislusnych definic ekvivalentni nasledujici
tvrzeni.

a) we L(M).
b) U konecného automatu M existuje vypocet
(qo,al---ak) = (Bo,a1~--ak) F (Bl,a2~--ak) F...F (Bk,é‘) aBpeF.

¢) V mnoziné () existuji stavy By, ..., By takové, Ze
5((]0, al) = (5(30, al) = B,..., 5(Bk_1, ak) =ByaB,eF.
d) V mnoZing P existuji pravidla By —a1B1,...,Bx_9—axr_1By—1, Bx—1— ag.
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e) S= B()~:>* aip - ag.
f) w e L(G).

Vzhledem k tomu, Ze gramatika G mize mit pocatecni symbol S (= ¢g) na pravych strandch
svych pravidel a obsahuje pravidlo S — &, nemusi jit obecné o reguldrni gramatiku. Spliluje
vSak predpoklady lemmatu 1.46. Existuje tedy regularni gramatika G' generujici stejny jazyk.
Timto jazykem je L(M) a dikaz je hotov. O

Dusledek 1.48. Trida reguldrnich jazykii je rovna tiidé jazykii prijimanych konecnymi auto-
maty.

Diikaz. Jde o primy dusledek vét 1.45, 1.47 a disledku 1.44. O

Shrnuti

KA je zafizeni vybavené konecnéstavovou fidici jednotkou, ¢teci hlavou a vstupni paskou
konecné délky. Kazdy KA je jednoznacné urcen

— mnozinou stavi (v nichZ se mtize nachazet fidici jednotka),

— vstupni abecedou X (slova nad X slouZi jako jediné moZné vstupy pro dany KA),

— pfechodovou funkei § (kterd kazdé dvojici stav a symbol vstupni abecedy prifazuje stav),

— jednim vyznacenym stavem (tzv. pocateCnim stavem — v ném bude fidici jednotka pted
zahdjenim prace daného KA, at’ je na vstupu jakékoli vstupni slovo),

— vyznacenou podmnozinou mnoziny stavt (tzv. mnozinou koncovych stavi — pokud se
KA po ,,pecteni* vstupniho slova bude nachdzet v nékterém z koncovych stavi, budeme
fikat, Zze dané vstupni slovo je automatem pfijato).

Vypocet kazdého KA je tvoren posloupnosti krokli vypoctu — v kazdém z nich KA precte
symbol pod ¢teci hlavou, posune ¢teci hlavu o jedno policko doprava a piejde do stavu uréeného
pfechodovou funkeci (kterd dvojici vychozi stav a pfecteny symbol pfifazuje ,,novy* stav).

V pribéhu vypoctu se méni tzv. konfigurace KA, tj. situace, v nizZ se KA nachdzi a ktera je
charakterizovdna aktudlnim stavem a dosud nepiectenou ¢asti vstupniho slova. Kazdy vypocet
zacind v pocatecni konfiguraci, kterd je ur¢ena pocateCnim stavem a vstupnim slovem na pasce
(se Cteci hlavou nad 1. symbolem tohoto slova). Vypocet kon¢i v okamzZiku, kdy byl proveden
posledni moZny krok vypoctu, tj. kdyZ byl pfecten posledni symbol vstupniho slova. Vyslednd
konfigurace je charakterizovana dvojici stav a prazdny fetéz. Pokud je stav KA ve vysledné
konfiguraci jednim z koncovych stavi, fikdme, Ze KA pfijal své vstupni slovo. MnozZina vSech
slov, jeZ jsou prijimana, tvofi jazyk pfijimany kone¢nym automatem.

NKA se od KA odliSuje v nésledujicich ohledech: Pfechodovéd funkce NKA zobrazuje
kazdou dvojici stav a vstupni symbol na mnozinu ,,pfipustnych® stavii. Krok vypoctu NKA pak
znamend prechod z aktudlniho stavu na zdkladé ¢teného symbolu do nékterého z ,,ptipustnych*
stavl, pri¢emZ mnoZina ,,piipustnych* stavi je urcena pfechodovou funkci. Vypocet NKA se
tak v nékterych okamzicich mdZe vétvit do vice variant. Pokud pro zadané vstupni slovo existuje
alespori jedna varianta, kdy skoné¢i NKA sviij vypocet v nékterém z koncovych stavi, fikdme,
7ze NKA pfijimé dané slovo. MnoZina vSech slov nad vstupni abecedou, jeZ jsou pfijiména,
tvori jazyk pfijimany nedeterministickym koneénym automatem.

Ttida vSech nedeterministickych kone¢nych automatti ma stejnou vypocetni silu jako téida
vSech koneénych automatd, tj. ke kazdému NKA existuje KA pfijimajici tentyZ jazyk a naopak.

Ttida vSech jazyki pfijimanych konecnymi automaty je rovna tfidé regularnich jazykd, tj.
tiid€ vsech jazykl generovatelnych regularnimi gramatikami.

Pojmy k zapamatovani
o Konecny automat (KA),
e nedeterministicky kone¢ny automat (NKA),
e stav,

e vstupni abeceda,
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e prechodova funkce,

e pocitecni stav,

e mnozina koncovych stavd,
e konfigurace,

e krok vypoctu,

e vypocet,

e jazyk pfijimany KA a NKA,
e ckvivalence stroju,

e stejnd vypocetni sila tfid stroju.

Kontrolni otazky

1. MiiZe byt pocdtecni stav KA (NKA) obsaZen v mnoZiné koncovych stavii?
2. Jaky je rozdil mezi stavem a konfiguraci KA (NKA)?
3. Kolik riiznych jazyki miiZe nejvyse prijimat jediny KA (NKA)?

Cviceni

1. Najdéte KA pfijimajici jazyk a) L = (),

b) L = {e},
¢) L = {w € {1}; |w| nen{ délitelnd 3},
d) L =3%"

2. Najdéte KA i NKA piijimajici jazyk L = {w € {a,b}*; Jv € {a,b}* : w = vbb}.
3. S vyuZitim dikazu véty 1.43 sestavte KA prfijimajici tentyZ jazyk jako NKA s nasleduji-

cim stavovym diagramem:
OBL

b||ab

Ukoly k textu

1. Zjistéte, zda je v souladu s definici NKA to, Ze ve stavovém diagramu na obrdzku 4 neni
napf. ve stavu g3 vyznacen zadny pfechod pro symbol 0.

2. Dokoncete dukaz lemmatu 1.46.

3. V nékterych knihéch Ize nalézt odliSnou definici KA:

Neni vyzadovano, aby byla prechodové funkce definovédna pro libovolnou dvojici
stav a vstupni symbol. V piipadé, Ze takto definovany KA A’ pfi vypoctu nad n&jakym
vstupnim slovem nemd v nékterém okamziku definovdn krok vypoctu, je toto slovo
zamitnuto, tj. nepatii do jazyka pfijimaného KA A’.

Dokazte, ze vypocetni sila konecnych automatli podle této i nasi definice zdstava
stejna.
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Reseni

1. a) Zadani vyhovuje napt. kazdy KA s prazdnou mnoZinou koncovych stavi.

b) Napt. KA se stavovym diagramem —> 1 @‘ 1

1

d) Zadani spliiuje napt. kazdy KA s mnoZinou koncovych stavii rovnou celé mnozZing stavu.

¢) Napr. KA se stavovym diagramem

2. Uvedeny jazyk pfijima napf.

b b
b) NKA se stavovym diagramem do @ .

3. K NKA ze zadéni bude ekvivalentni KA A’ = (Q', X, ¥, ¢, F'), kde
Q" =A{0,{1},{2},{1,2}},
Y ={a,b},
piechodova funkce ¢’ je definovana:

}
§5'({1,2},a) = {1,2} (nebot 6(1,a)U5(2,a) = {1,2}),
§5'({1,2},b) = {1,2} (nebot 5(1,b) Ud(2,b) = {1,2}),
q = {1},

F' = {{1},{1,2}}.

Uvedeny KA A’ piehledné popisuje stavovy diagram:

28



1.4 Regularni vyrazy

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici umét definovat regularni vyrazy i jim
prislusné jazyky. Bude znat vztah mezi reguldrnimi vyrazy a reguldrnimi jazyky. Déle ziska
ramcovou predstavu o vzdjemnych pfevodech mezi regularnimi vyrazy a konenymi automaty.

Klicova slova: Regularni vyraz.

Potiebny c¢as: 60 minut.

Dosud jsme si uvedli dva formalismy vedouci k reguldrnim jazykdm: regularni gramatiky
a kone¢né automaty. Nyni si uvedeme formalismus tfeti, a sice regularni vyrazy. Jeho vyraznou
prednosti bude velikd nazornost, co se tyCe tvaru slov popisovaného regularniho jazyka. Tato
vyhoda vede k Castému pouZivani regularnich vyrazii zejména v pocitaCovém zpracovavani
textd.

Definice 1.49. Necht ¥ je abeceda neobsahujici symboly e, 0, +, -, *, (, ). Rekneme, Ze R je
reguldrni vyraz nad %, jestlize je R rovno nékterému z nasledujicich symboli ¢i vyrazi:

0,
g,
a, kde a € 3,

(R1 + R2), kde Ry, Ro jsou reguldrni vyrazy,
(Ry - R2), kde Rjp, Ry jsou regularni vyrazy,
(

R1)*,kde R; je regularni vyraz.

Pruvodce studiem

Neprikladejte v tuto chvili Zddny konkrétni vyznam symbolim pouZitym v definici re-
guldrnich vyrazl. Tzn. regularni vyraz € je vyraz tvofeny symbolem &, nikoliv tvofeny
prazdnym fetézem. Podobné reguldrni vyraz (). RozliSujte tedy mezi jmény objektd a ob-
jekty vlastnimi. Reguldrni vyrazy jsou tak posloupnosti symbold. Zanedlouho se dozvite,
jak kazdou takovou posloupnost interpretovat €ili jaky jazyk ji prifadit.

Priklad 1.50. Necht ¥ = {a,b}. Uvedme nékolik pifipadd reguldrnich vyrazi nad abece-
dou 3:

(a+b)",

((e+(b-a))*-a).

Nisledujici posloupnosti nejsou Zddnymi reguldrnimi vyrazy, nebot nemaji pozadovanou syn-
taxi:

® +0b,
e (a+10)).

Velké mnozstvi zdvorek v regularnich vyrazech dle definice 1.49 zpisobuje zna¢nou nepie-
hlednost, a proto jsou béZn¢ vynechdviny stejné jako symbol - . Toto vynechdni v§ak musi byt
doplnéno o informaci, jakou prioritu mame pfisuzovat symboltim +, - a *, jeZ budou odpovidat
mnozinovym operacim sjednocent, zietézeni a uzavéru. Pouzivana priorita bude: * ma prednost
pied - a - md prednost pred +. Napt. a konvenéné oznacuje (a),
a*+ ab konvenéné oznacuje ((a)* + (a-b)).
V piipadé dvou nebo vice po sobé jdoucich symboli + (nebo -) se zdvorky sdruzuji doleva. Tj.
napf.
a+ b+ ¢ zkracuje zdpis ((a+b) + ¢).

Pied definici jazyka pfifazeného reguldrnimu vyrazu si zavedme pojem uzavéru jazyka.
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Definice 1.51. Necht' X je abeceda a L je jazyk nad 3. Uzdvér jazyka znacime L* a definujeme  Uzdvér jazyka L je

nasledovné: roven sjednoceni
+o0 v . .
; de vSech nezdpornych
=, kde L9 (e}, 1 pecaporny
= celych mocnin
i=

L% 1. pro viechna i > 0. Jjazyka L.

Pruvodce studiem

Li=!. L oznaluje zfetézeni jazykl (mnoZin) L'~! a L zavedené v kapitole 1.1.

Priklad 1.52. Uvazme jazyk L = {a,b?}. Potom

L0 = {¢},

L'=1I1° L ={e} {a,b®} = {a,b?},

L?=L'- L ={a,b*} {a,b?} = {a?, ab?, b%a, b},

L3 = L2 L = {a? ab? b%a,b*} - {a,b?} = {a3,a?b?, ab?a, ab*, b%a?, b?ab?, b'a, b5},
atd.

Podle definice je L* = L°U L' U L2 U L3 U ... V naSem piipadé tedy L* obsahuje viechny
fetézy nad abecedou {a, b}, jeZ mohly vzniknout zietézenim jakychkoli poctii fetézli €, a a b?
v libovolném poradi, a Zddné jiné.

Definice 1.53. Necht' ¥ je abeceda. Pak kazdy regularni vyraz R nad abecedou ¥ popisuje
Jjazyk L(R) nad ¥ definovany rekurzivng:

0, jestlize R = (),

{e}, jestlize R =¢,

{a}, jestlize R =a, kde a € 3,

L(R1) U L(R3), jestlize R = R1 + Ry, kde Ry, Rs jsou reguldrni vyrazy nad X,
L(Ry) - L(Ry), jestlize R = Ry - Ry, kde Ry, Rs jsou reguldrni vyrazy nad ¥,
[L(R1)]", jestlize R = (R1)*, kde Ry je reguldrni vyraz nad .

L(R) =

Priklad 1.54. Necht R = ab(a + b)* je reguldrni vyraz nad abecedou {a, b}. Pak je ziejmé
L(R) = L(Ry) - L(R2) - L(R3),
kde

Ry =a, 4. L(Rl) = {a},
Ry = b, tj. L(Ry) = {b},
Rs3 = (a+b)*, §j. L(R3) = ({a} U {b})* = {a, b}*".

Odtud
L(R) = {w € {a,b}*; v € {a,b}* : w = abv}.

(Tzn L(R) neobsahuje zadny fetéz nad abecedou {a, b}, ktery nezacind podfetézem ab.)

Priklad 1.55. Regularni vyraz (a? + b)c* zfejmé popisuje jazyk zahrnujici viechna slova
za¢inajici podietézem a? nebo b nisledovanym libovolnym (i nulovym) poétem c.

Pruvodce studiem

Populédrné feceno, pfi zjisStovani slov jazyka popsaného regularnim vyrazem si stacf uvédo-
mit, Ze symbol 4 znamena vybér z poskytnutych moznosti a * znamend moznost libovolného
(i nulového) poctu opakovani.
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Véta 1.56. Trida reguldrnich jazykii je rovna tridé jazykii popsatelnych reguldrnimi vyrazy.

Duikaz. Presny a tplny dikaz je zdlouhavy (viz napt. [Sip97] nebo [Chy82]). Proto si uvedeme
jen ideje, s jejichZ pomoci jej 1ze provést. Popis rozdélime do dvou ¢asti. Vzhledem k véte 1.48,
podle niZ je tfida regularnich jazykt rovna tfidé jazykd pfijimanych kone¢nymi automaty, staci
umét prevést kazdy reguldrni vyraz na NKA reprezentujici tentyZ jazyk a umét prevést kazdy
KA na odpovidajici reguldrni vyraz.
I. Prevod regularniho vyrazu R na odpovidajici NKA:
NKA pfijimajici jazyk L(R) bude popsdn stavovym diagramem sestavenym posloup-
nosti nasledujicich krok.

1) Sestavime orientovany graf se dvéma uzly oznacenymi = a ¥y, z uzlu =
vede do uzlu y hrana oznacend vychozim regularnim vyrazem R a uzel y
je znédzornén dvojitym krouZkem. Navic pfidime Sipku mifici do uzlu z:

R
O, O
2) Postupné budeme rozklddat regularni vyraz R na jednotlivé sloZky, z nichZ je
sestaven. Rozklad doprovazime zménami grafu podle nasledujicich pravidel.

@ AB @ nahradime @ A @ B @
@ A+B @ nahradime @) . ((D

A

@ A @ nahradime @ ¢ 8 ¢ @

3) Odstranime hrany oznacené () a upravime vysledek tak, aby neobsahoval Zddné
hrany oznacené <. Tj. napft.

prepiSeme na

Demonstrace uvedeného postupu pro piipad R = (ab)*(aa + bb)(a + b)*:

2) @ (a-b)*(aa+bb)(a+b)* @

b) @ (a-b)* @ aa+bb @ (a+b)* @
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d)

II. Pfevod KA A na odpovidajici regularni vyraz:

Postupné budeme upravovat stavovy diagram kone¢ného automatu A, dokud neziskdme

R
mirné modifikovany orientovany graf tvaru @ @ , kde hrana

mezi uzly x a y je oznaena reguldrnim vyrazem R popisujicim pravé jazyk L(A).

Pruvodce studiem

Zde se nabizi obraceny postup k ¢asti I. Ne vzdy vSak budete mit zaruceno, Ze ze stavového
diagramu KA dospéjete k vychozi situaci ¢asti I. Viz napf.

@

Zarucenou, i kdyZ del§i metodu naleznete niZe.

Pouzijeme posloupnost nasledujicich tprav.

1) Ke stavovému diagramu A pfidime novy pocate¢ni uzel x, z néj vedeme do
pivodniho pocate¢niho uzlu gy hranu s oznacenim ¢ a do vSech ostatnich uzli
vedeme hrany s oznacenim (). Ddle pfiddime novy koncovy uzel s oznacenim v,
do néj vedeme ze vSech plivodnich koncovych uzld hrany s oznacenim ¢ a ze
viech ostatnich uzlid do n&j vedeme hrany s oznacenim (). Posléze pfeznatime
diagram tak, aby byl z (y) jedinym pocate¢nim (koncovym) uzlem. Viz napft.
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nahradime

2) S vyjimkou uzli x,y doplnime piipadné chybéjici hrany mezi kazdymi dvéma
uzly i piipadné chybé&jici smycky. Nové dodané hrany ozna¢ime symbolem ().
Napt.

1% €
a1 10,1
€ %)
nahradime X do @
j %)
%) %)
3) Oznaceni kaZdé hrany, které je tvaru aq,...,ag, pfepiSeme na regularni vyraz

a1 + ...+ ag. Tj. naprt.

@a,_b,c}@ nahradime @a"'—b"'C.Q

4) Postupné odstraiiujeme vSechny uzly s vyjimkou z,y. Odstranéni uzlu g,
provedeme nésledovné. Pro kazdou trojici uzld (g;, g5, ¢-), kde mame

zménime oznaceni hrany mezi ¢; a ¢; na R4+ R (R2)* R3. Tuto Gpravu provedeme
i pro kazdou trojici uzla (g;, i, g), tj. zménime oznaceni smy¢ky u uzlu g;.
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R
5) Zavérem mame vysledek tvaru @ @ , kde R je hledany

reguldrni vyraz.

Pruvodce studiem

Pocitejte s tim, ze R bude zbytecné komplikovany. Témért jisté bude obsahovat celou
fadu nadbyte¢nych symbolt ¢ a (). Urcit€ byste si vSak védéli rady s tim, jak zjednodusit
podvyrazy tvaru a -, a- 0, a + () nebo (*.

Tim je nas popis ideje dikazu u konce. O

Shrnuti
Uzdvérem jazyka L rozumime sjednoceni viech nezdpornych mocnin L, pficemz L° oznacuje
jazyk obsahujici pouze prazdny fetéz, L' je L a L™ ziskdme zfetézenim L" ! a L.

Mnozina vSech reguldrnich vyraz nad abecedou X je zavedena induktivné: Kromé vy-
razli (), £ a v§ech symbold ze ¥ zahrnuje kazdy vyraz tvaru (Ry + Rs), (R1 - R2) a (R1)*, kde
R, Ry jsou regularni vyrazy.

Jazyk popsany reguldrnim vyrazem R je definovdn jako mnoZina slov L(R), k niZ se da
dospét podobnym induktivnim zplsobem jako k reguldrnimu vyrazu R, a sice: JestliZe je
R =10 (e, a), pak je L(R) = 0 ({e}, {a}). V pfipadé R = R} (R1 + Ra, resp. Ry - R2) je
L(R) rovno uzéavéru jazyka L(R;) (sjednoceni, resp. zietézeni jazyki L(R;) a L(R2)).

Plati, Ze tfida vSech jazykd popsatelnych regularnimi vyrazy je rovna tfidé reguldrnich ja-
zykd. Regularni vyrazy ndm tak vedle regularnich gramatik a kone¢nych automatti nabizeji
dalsi zptisob reprezentace regularnich jazyku.

Pojmy k zapamatovani
o Uzdvér jazyka,
e reguldrni vyraz,

e jazyk popsany reguldrnim vyrazem.

Kontrolni otazky
1. Je jazyk popsany reguldrnim vyrazem a) (a + ba)(e + a)*
b) aba(ab + a)(e* + a)
c) D+ a)*b(a+e)
konecny nebo nekonecny?

2. Lze kazdy jazyk popsany reguldrnim vyrazem generovat pomoci bezkontextové grama-

tiky?

Cviceni
1. Jak vypada jazyk popsany reguldrnim vyrazem R; = (a + aa)(ba)*ba?
2. Najdéte alespori jedno slovo nepatiici do jazyka (nad abecedou {a, b}) popsaného regu-
larnim vyrazem Ry = a*b*.

3. Prevedte reguldrni vyraz Rs = a(b + (a + €)*)* na NKA reprezentujici tentyz jazyk.

34



f]koly k textu

1. Ovéfte, Ze regularni vyrazy b-e, b-0, b+ () a 0* po Fad& popisuji tytéZ jazyky jako
regularni vyrazy b, (), bae.

2. Promyslete si detailn€, zda totéZ oznaceni symbolem * u uzdvéru abecedy a u uzavéru
jazyka ma n€jakou souvislost.

ReSeni
1. L(Ry) = {a(ba)"; n € N} U {a?(ba)"; n € N}.
2. Do jazyka L(R3) nepatii Zadné slovo, v némz se vyskytuje alespoti jedno a po symbolu b.

3 2 @ a(b+(a+€)*)* @

b —2-) (b+(a+e)")* @

0 )
O
0 DO
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1.5 Zasobnikové automaty

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici schopen formalné€ popsat zasobnikovy
automat a dva rizné zpasoby, jakymi prijima jazyk. M€l by byt schopen objasnit vztah mezi
zasobnikovymi automaty a bezkontextovymi gramatikami.

Klicova slova: Zasobnikovy automat, nedeterministicky zdsobnikovy automat.

Potfebny ¢as: 120 minut.

Dal$im automatem, se kterym se sezndmime, je zasobnikovy automat. Pdjde o stroj, ktery si

muiZeme predstavit jako NKA rozsifeny o pamét’ typu zasobnik. Toto rozsiteni povede k jistym
odliSnostem vyplyvajicim z nutnosti efektivné pracovat s uvedenym pamétovym zafizenim.

Pruvodce studiem

Pro tplnost si pfipomerime, Ze zdsobnik predstavuje takovy typ paméti, jenZ umoziuje
uklddat symboly z jisté abecedy; pfi vyjimani je vSak piistupny pouze posledné uloZeny
symbol, nebyl-li mezitim ze zdsobniku vyiat — v takovém pripad¢ je pfistupny bezprostfedné
predchédzejici symbol, atd. Odtud vyplyvé, Ze piistup k libovolnému symbolu v zdsobniku
ziskdme, odebereme-li ze zdsobniku vSechny pozdéji ulozené symboly.

V souladu s béZné uzivanou konvenci budeme nazyvat posledni obsazenou pamétovou buiiku
(nebo chcete-li policko) vrcholem zdsobniku — vychdzime z ptedstavy svislého uspofddani
pamétovych bunék, pfi¢emz je zapliiujeme odspodu nahoru.

Pruvodce studiem

Pokud jste pozapomnéli, z Ceho sestdva a jak pracuje NKA, radéji si pred studiem dal$tho
textu prislusné partie kapitoly 1.3 zopakujte.

Konkrétné l1ze tedy zdsobnikovy automat chipat jako zafizeni z obr. 5 sklddajici se

e 7 fidici jednotky, kterd se mlize nachazet v nékterém z kone¢né mnoha stavi,

e ze vstupni pasky stejné délky jako vstupni slovo, jeZ je na ni zapsédno,

o ze Cteciho zafizeni umoZiiujiciho fidici jednotce ¢ist symbol z toho polic¢ka vstupni pasky,
nad nimZ se nachazi ¢teci hlava,

e ze zasobniku pfedstavovaného potencidlné nekonecnou pédskou (délenou na jednotliva
policka, pfi¢emz na kazdém poli¢ku miZe byt nejvyse jeden symbol z takzvané zasob-
nikové abecedy),

e ze Cteciho a zapisovaciho zafizeni umoziujiciho fidici jednotce ¢ist i odstraiiovat symbol
z vrcholu zdsobniku a zapisovat symboly ,,nad vrchol zdsobniku®.
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lajc|c]alc|a] ... vstupnipaska

Cteci hlava ] Cteci a zapisovaci hlava
Ridici jednotka ’

. zasobnik

Obrazek 5: Ilustrace zasobnikového automatu

Pruvodce studiem

Potencidlné nekoneénou pasku si miZete predstavit jako kone¢nou pasku, k niz lze kdykoli
v piipadé potieby pridat kone¢né¢ mnoho dalSich policek. Vzdalenou analogii by mohla
predstavovat situace ukldddni dat na CD — jakmile jedno zaplnite, poloZite je na hromadu
a do vypalovaci mechaniky vloZite dalsi CD.

Jak bude probihat ¢innost vySe uvedeného zatizeni?

Vychozi predpoklady:

1)

2)

3)
4)
5)

Na vstupni pasce bude zapsano slovo tvorené ze symboll vstupni abecedy za-
sobnikového automatu. Paska (délend na jednotliva policka) bude mit na kazdém
policku prave jeden symbol a délka pasky bude stejnd jako délka vstupniho slova,
tj. paska je konec¢né délky a na jejim konci nejsou Zadna nevyuzita policka.

Cteci hlava je umisténa nad prvnim (tj. nejlev&j$im) polickem vstupni pasky (a je
tedy nachystdna ke Cteni 1. symbolu).

V zasobniku je uloZen jediny symbol — takzvany pocdte¢ni symbol.

Cteci a zapisovaci hlava je umisténa nad vrcholem zésobniku.

Zasobnikovy automat se nachdzi ve vyzna¢eném, takzvaném pocate¢nim stavu.

Pribéh vypocdtu: Vychazime z pfedpokladu, ze fidici jednotka ma (diky ¢teci i Cteci a zapisovaci

hlavé) vzdy k dispozici informace o vstupnim symbolu a vrcholu zdsobniku. Vypocet
probihd nedeterministicky, pfiCemz v kazdém okamziku ma zasobnikovy automat na
vybér nékolik moZnosti krokl vypoctu.

a)

b)

V prvni fadé ma moZnosti plynouci ze znalosti vstupniho symbolu, aktudlniho
stavu a symbolu z vrcholu zdsobniku. Kazd4 z téchto moZnosti zahrnuje novy stav
fidici jednotky a (pfipadné prazdny) fetéz zdsobnikovych symboli, jimiZ bude
»prepsdn‘ vrchol zdsobniku. V uvedeném piipadé automat presune ¢teci hlavu
nad vstupni paskou o jedno policko doprava, prejde do nového stavu, odstrani
symbol z vrcholu zdsobniku a do zdsobniku zapiSe ptrislusny fetez, tj. je-li prazdny,
nezapisuje nic, je-li délky 1, zapiSe jej namisto odstranéného symbolu, a je-li
délky alesponi 2, jeho 1. symbol zprava zapiSe do zasobniku nejdiive, pak zapise
2. symbol zprava atd. (tzn. po provedeni zdpisu se nejlevéjsi symbol ocitne na
vrcholu zasobniku).

V druhé fadé ma moZnosti obdobné bodu a), avsak li§ici se tim, Ze neni vyZadovana
Zadna znalost vstupniho symbolu. Tzn. automat pro svij vypocetni krok potfebuje
znédt pouze aktudlni stav a symbol z vrcholu zdsobniku. Vysledkem je potom
prechod do nového stavu a ,,pfepsani‘‘ vrcholu zasobniku — jinymi slovy, automat
,nepokracuje ve ¢teni vstupniho slova®, pouze ménf sviij stav a obsah zdsobniku.

Informace o tom, jak se mé zdsobnikovy automat konkrétné zachovat, budou soucasti jeho
popisu. Jmenovité pdjde o pfechodovou funkci, kterd bude pritazovat kazdé trojici (stav,
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symbol vstupni abecedy nebo prazdny fetéz, symbol zdsobnikové abecedy) mnoZinu
dvojic tvaru (stav, fetéz zasobnikovych symbold).

Vyhodnoceni vypoétu: Uvedeme si dva zplisoby, jak miZe zdsobnikovy automat pfijimat

vstupni slovo. Jeden zptisob je naprosto analogicky prijeti vstupniho slova nedeterminis-
tickym konecnym automatem, tj. je vyZadovéna existence ,,vétve vypoctu koncici ,,po
preéteni vstupniho slova“ v nékterém z vyznacenych koncovych stavii. Druhy zpdsob
vyuZzivé pritomnosti pamétového zatizeni a vyZaduje existenci ,,vétve vypoctu koncici
,»po precteni vstupniho slova® vyprdzdnénim zasobniku. U kaZdého zasobnikového au-
tomatu pochopitelné vyslovné uvedeme, ktery z popsanych zptisobt pfijimani vstupnich
slov budeme pouZivat.

Nyni prejdeme k formalni definici zdsobnikového automatu.

Definice 1.57. Zdsobnikovym automatem (zkracené ozn. ZA)* nazyvame uspotradanou sedmici
(Q,%,T,9,q0, Zo, F), kde

@ je kone¢na neprazdna mnoZina stavii,

3. je vstupni abeceda,

I je zdsobnikovd abeceda,

d je pFechodovd funkce; zobrazuje Q@ x (X U {e}) x I do mnoZiny vSech koneénych
podmnoZzin @ x I'*,

qo € Q je poldtecni stav,

Zy € I je pocdtecni symbol,

F C @Q je mnoZina koncovych stavi.

Pruvodce studiem

V definici neklademe Zddné omezujici podminky na vzajemny vztah vstupni a zdsobnikové
abecedy. To proto, aby bylo mozno do zasobniku ukladat jak prectené vstupni symboly
tak pomocné symboly, jeZ se ve vstupni abeced€ nevyskytuji. Dalsi komentar — tykajici se
prechodové funkce — odloZime az za nasledujici definici.

Definice 1.58. M&jme libovolny ZA A = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F'). Kazdou uspofadanou trojici
(¢, w, ) € Q x ¥* x I'* nazveme konfiguraci zdsobnikového automatu A.

Krok vypoctu A definujeme jako bindrni relaci - (na mnoziné vSech konfiguraci) takto: Pro
viechna p,q € Q,a € XU {e},x € ¥*,Z € T',a, B € T* je (p,ax, Za) - (¢, x, far), pravé
kdyz §(p, a, Z) obsahuje (g, [3).

Symbolem * budeme oznaCovat reflexivni a tranzitivni uz4vér relace -, symbolem "
tranzitivni uzaveér relace .

Vypocet zdasobnikového automatu definujeme prostfednictvim relace -*.

Pruvodce studiem

Podobné, jako tomu bylo u KA a NKA, i v pripadé ZA konfigurace jednoznacné popisuje
situaci, v niZ se stroj nachdzi v pribéhu vypoctu. Tuto situaci zfejmé urcuje aktudlni stav,
dosud neprectend ¢ast vstupniho slova a aktudlni obsah zasobniku. Tj. konfiguraci (g, w, «)
odpovida situace, kdy se dany ZA nachézi ve stavu g, dosud nepfectend ¢4st vstupniho slova
je rovna w a v zdsobniku je zapsan fetéz a, pricemz vrchol zdsobniku obsahuje nejlevejsi
symbol fetézu a.

V definici kroku vypoctu si v§Simnéte poZadavku na neprdzdny obsah zasobniku. Jinak

4Zatimco KA bez jakéhokoliv piivlastku oznagoval deterministickou verzi uvedeného stroje, ZA bez dalitho
privlastku ndm bude oznacovat verzi nedeterministickou — jednak v tomto textu deterministicky zdsobnikovy
automat zavadét nebudeme, jednak je v literatuie tato ,,asymetrie* bézna.
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feceno, dojde-li v pribéhu vypoctu k vyprazdnéni zasobniku, neni dalsi vypocetni krok
definovén.

Co se tyce vypocetnich variant, 1ze spatfit dva rizné divody nedeterminismu u ZA. Oba Dvé riizné priciny
vyplyvaji z definice pfechodové funkce. Jednak md ZA na vybér, zda ¢ist nebo necist vstupni nedeterminismu
symbol, jednak vysledek pfechodové funkce muZe nabizet riznd piipustna pokracovani uZA
vypoctu.

Tak napiiklad pro d(p,a,Z) = {(qi,a),(q2,€)} a d(p,e,Z) = {(g3,2), (qs,02)}

mame v binarni relaci - nasledujici dvojice konfiguraci:

(pa a, Z) - (qh &, a)’

(p7 a, Z) - (qQ’ g, E)’

(pa a, Z) - (Q37 a, Z)9

(p,a,Z) & (q4,0a,a2).
Vypocet obsahujici konfiguraci (p, a, Z) bude tedy zahrnovat étyfi ,,vétve vypoétu®, z nichz
kazda pokracuje po konfiguraci (p, a, Z) jinou z vySe uvedenych konfiguraci.

Jak bylo jiz diive predeslano, pro ZA lze zavést dva rizné zpusoby prijeti vstupniho slova, coz
obecné vede ke dvéma riiznym jazykdm, jez ptijima tentyz ZA.

Definice 1.59. Necht A = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F') je ZA.

a) Mnozinu L(A) = {w € ¥*; (qo,w, Zo) -* (qf, €, ) pronéjaké gy € F, a € I'*}, ZA miiZe jazyk
nazveme jazykem prijimanym (rozpozndvanym) zdsobnikovym automatem A koncovym  prijimat koncovym
stavem. stavem nebo

b) Mnozinu N(A) = {w € ¥*; (qo,w, Zo) H* (q,¢,¢) pron&jaké q € Q}, prdzdnym
nazveme jazykem prijimanym (rozpozndvanym) zdsobnikovym automatem A prdzdnym  zdsobnikem.
zdsobnikem.

Pruvodce studiem

Jazyk prijimany koncovym stavem zosobiiuje stejny pristup, ktery jste mohli vidét u NKA,
tj. do tohoto jazyka je zafazeno kaZzdé slovo, k némuz existuje vypocet koncici ,,po precteni
daného slova“ v nékterém z koncovych stavi. V piipadé ZA vSak nevnimejte vyjadieni
precteni slova® jako okamzik, kdy byl precten posledni symbol vstupniho slova. ZA totiz
mizZe jesté provadét vypocetni kroky, jimiZ pouze méni svij stav a obsah zdsobniku.

Analogicky, jazyk ptijimany prdzdnym zdsobnikem obsahuje kazdé slovo, k némuz exis-
tuje vypocet, jenz ,,po precteni daného slova* konc¢i konfiguraci s prazdnym zasobnikem.
Pozndmka z predchoziho odstavce o moZnosti ménit na zavér vypoctu pouze stav a obsah
zasobniku plati pochopitelné i zde.

Priklad 1.60. Popisme si ZA, ktery bude pfijimat jazyk L = {a"b™; n > 1} koncovym stavem.

Nejjednodussi zptisob ¢innosti poZadovaného ZA bude nésledujici. Dokud bude ¢ist symboly a,
setrvd v po¢ateCnim stavu qq a za kazdy precteny symbol a uloZi do zdsobniku jeden symbol a.
Tim bude vlastné zajist€no zkopirovani vSech symbolil a do zasobniku. Pfi precteni prvniho
symbolu b pfejde ZA do stavu ¢; a ze zdsobniku odebere jeden symbol a. Ve stavu g1 ZA setrva,
dokud bude ¢ist symboly b — pfitom bude odstrafiovat symboly a ze zdsobniku. Zistane-li mu
v zasobniku pouze symbol Z, prejde do koncového stavu, nebot pravé docetl fetéz tvaru a™b"™.

Pfislusnému popisu nepochybné odpovidd ZA A = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F'), kde
Q = {QO7 q1, q2}7
b

= {a, b},
I = {Zo,a},

F={q}
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a prechodova funkce 9§ je definovana nasledovné:
6(qo0, a, Zo) = {(q0, aZo)},
0(q0,a,a) = {(qo, aa)},
0(q0, b, a) = {(q1,€)}>
6(q1,b,0) = {(q1,€)}
(g1, €, Zo) = {(g2, Zo)},
ve vSech ostatnich ptipadech je §(z,y, z) = 0.
Pro vét§f nazornost si uvedme piiklad vypodetni vétve potvrzujici piislusnost slova a?b?
k jazyku L a ptiklad vypocetni vétve pro slovo aab ¢ L:

(q07 a‘a‘bba ZO) H (QO7 abb: aZO) - (QOa bb7 CLCLZO) H ((h: b7 aZO) H (QL &, ZO) H (q27 g, ZO)

(qo, aab, Zy) F (qo,ab,aZy) F (qo,b,aaZy) F (q1,e,aZp) ... a dalsi krok vypoctu jiz neni
definovéan.

I kdyz jsme zavedli dva rtizné zptisoby, jak miize ZA pfijimat jazyk, nasledujici véta potvrdi,
Ze odpovidajici tfidy jazyku jsou stejné.

Véta 1.61. Jazyk L C X* je prijimany néjakym ZA Ay koncovym stavem, prdvé kdy? je
prijimany néjakym ZA Ao prdzdnym zdsobnikem.

Diikaz.

1) Necht je jazyk L pfijiman ZA A; = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F') koncovym stavem. Sestro-
jime ZA As, ktery bude pfijimat L prazdnym zdasobnikem.

Pruvodce studiem

Idea konstrukce bude celkem prosta. Staci, aby automat Ao pracoval stejné jako A; a aby,
kdykoliv se A; ocitne v koncovém stavu, mohl (nedeterministicky) pfejit do specidlniho
stavu, v némz vyprazdni svij zasobnik. Pfi vlastni realizaci této mySlenky vSak musime
vyfesit drobny zadrhel spocivajici v eventualité, Ze ZA A; mlze vyprazdnit sviij zdsobnik
u slova nepatficiho do L — v takovém piipadé by ZA As (pracujici stejné jako A1) ovSem do-
ty¢né slovo pfijal. Uvedeny zadrhel fesi uloZeni specidlniho symbolu do zasobniku stroje As
jesté pred tim, nez za¢ne simulovat ¢innost stroje A;. Pfi vyprazdnéni zdsobniku A; pak
v zasobniku A, zistane jesté onen specidlni symbol.

Jisté 1ze bez dGjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze mnozina stavii () neobsahuje stavy
44, - a zdsobnikovd abeceda I' neobsahuje symbol Z{). Potom stai poloZit

Ay = (QU{gp, ¢}, 2, T U{Zp}, 8, 40, Zp, D),
kde pfechodova funkce ¢’ je definovdna ndsledovné:

Pruvodce studiem

Nenechte se prekvapit tim, Ze mnozina koncovych stavi stroje Ao je prazdnd. Nenastava
zde zZ4dny rozpor s definici, predevsim vSak tato mnoZina nehraje Zadnou roli pfi pfijimani
slov prazdnym zasobnikem.

a) §'(qp. €, Zy) = {(q0: ZoZp)}

b) proviechna p,g € Q, a€ X U{e}, Z €T, a €™ je
(¢,a) € §(p,a,Z), pravé kdyZ (¢,a) € §(p,a, Z),

c) provSechna g € F, Z e TU{Z}} je (¢c,¢) € §(q,e, 2),

d) pro viechna Z e T U{Zy} je 8'(¢e, e, Z) = {(ge,€)},

e) ve viech zbyvajicich ptipadech je ¢§'(z,y, z) = 0.
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Pruvodce studiem

Bod a) zaruéuje prevedeni A, do konfigurace stejné jako je pocateéni konfigurace A; az na
zdsobnik bohatsi o symbol Z,.

Bod b) zajistuje stejné vypocetni moznosti jako ma Aj.

Bod c) poskytuje stroji As mozZnost piejit do stavu g, kdykoliv se A1 nachazi v nékterém
ze svych koncovych stavi.

Bod d) umoziiuje stroji As ve stavu g. vyprazdnit zdsobnik.

Nyni ovéiime, Ze ZA Aj piijimd prazdnym zdsobnikem pravé jazyk L = L(A;).
Necht w € X*. Potom jsou na zdkladé definic jazykl pfijimanych zasobnikovymi
automaty a definice stroje Ay ekvivalentni nasledujici tvrzeni.
o we L(A),
e existuyjil g e F, n € Ng a Zy,...,7Z, €I takové, Ze u ZA A1 je mozny vypocet
(90, w, Zo) =" (q,€, Z1 -+~ Zn),
e existujil g€ F, n € Ng a Zy,...,7Z, €I takové, Ze u ZA A, je mozny vypocet
(g0, w, Z}) F (qo,w, ZoZy) F* (g€, Z1 -+ - ZnZp) F* (ge, €, €),
o we N(Ag).
2) Predpokladejme nyni, Ze jazyk L je ptijiman ZA Ay = (Q, 3, T, 0, qo, Zo, F') prazdnym
zasobnikem. Sestrojime ZA A1, ktery bude pfijimat L koncovym stavem.

Pruvodce studiem

Idea konstrukce bude do jisté miry podobnd ¢asti 1) tohoto diikazu. Staci, aby hledany
automat A; vzdy na zacatku své prace vlozil do zasobniku Zy nad sviij pocate¢ni symbol
a nasledné pracoval stejné jako As. V okamziku, kdy Ay vyprazdni svij zasobnik, zistane
stroji Ay v zdsobniku jeho pocéte¢ni symbol — jeho nacteni prevede stroj A; do koncového
stavu.

Piedpoklddejme (bez Gjmy na obecnosti), Ze mnozina stavi ) neobsahuje stavy gg, g5
a zasobnikovd abeceda I" neobsahuje symbol Zj. Potom staci poloZit

A1 =(QU {q(/)v qf}> %, I'U {Z(l)}’ &, q(l)v Z(l)v {Qf}),
kde prechodova funkce ¢’ je definovana nasledovné:

a) (g, €, Zy) = {(q0, ZoZp)}

b) provSechna ¢ € Q, a € XU {e}, Z €T je §(q,a,Z) =(q,a,Z),

¢) pro viechna g € Q je §'(q,¢, Zy) = {(qr,¢)},

d) ve v8ech zbyvajicich pifpadech je &' (z,y, z) = 0.

Pruvodce studiem

Bod a) zaruéuje prevedeni A; do konfigurace stejné jako je pocateéni konfigurace Az az na
zdsobnik bohatsi o symbol Z.

Bod b) zajistuje stejné vypocetni moznosti jako ma As.

Bod c) dévd stroji Ay moZnost piejit do koncového stavu gy, kdykoliv Ay vyprazdnil
svij zasobnik.

K dokonceni diikazu zbyvé ovéfit, ze ZA A; piijimd koncovym stavem jazyk L= N (Az).
Necht w € X¥*. Potom jsou na zdkladé definic jazykid pfijimanych zasobnikovymi
automaty a definice stroje A; ekvivalentni ndsledujici tvrzeni.

w € N(AQ),

existuje ¢ € Q tak, Ze u ZA Ay je mozny vypocet (qo,w, Zo) F* (q,¢€,€),
existuje ¢ € Q tak, ZeuZA A; je mozny vypocet (g, w, Zy) F (qo, w, ZoZj) H*
(¢:¢, Zy) = (5., ),

w € L(A7). 0
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Pojem zavedeny v nésledujici definici se uplatni v diikazu dalsi véty.

Definice 1.62. Levym odvozenim v bezkontextové gramatice rozumime takovou derivaci S =
ap = a1 = ... = ap, kde v kazdém piimém odvozeni a1 = ay, (pro k € {1,...,n}) je
pouZito pravidlo prepisujici prvni netermindl v fetézu ay_1.

Priklad 1.63. Uvazme bezkontextovou gramatiku obsahujici pravidla
S — AB,
A — aAB]a,
B —b.

Podle predchozi definice S == AB = aABB = aaBB = aabB = aabb ptedstavuje levé

odvozeni fetézu aabb.

Priklad odvozeni, které neni levé: S = AB = Ab = ab

Poznamka 1.64. KaZzdé slovo z jazyka generovaného bezkontextovou gramatikou je v di-
sledku bezkontextového pouzivani pravidel odvoditelné z pocate¢niho symbolu pomoci levého
odvozeni.

Pruvodce studiem

Zavér kapitoly vénujeme objasnéni vzdjemného vztahu bezkontextovych jazykt a zasob-
nikovych automatd. MidZeme predeslat, Ze tfida bezkontextovych jazykd je rovna tiidé
jazykl pfijimanych zasobnikovymi automaty (pfi¢emz podle véty 1.61 neni podstatné,
jakym zpisobem zdsobnikové automaty jazyky pfijimaji).

Véta 1.65. Ke kaZdé bezkontextové gramatice G existuje ZA M takovy, Ze L(G) = N(M).
Diikaz. Necht G = (N, X, P, S) je libovolna bezkontextova gramatika.

Pruvodce studiem

Dtikaz bude zalozen na nasledujici myslence. V zdsobniku automatu M budeme nede-
terministicky simulovat levd odvozeni fet€zi generovatelnych gramatikou G — viz také
poznamku 1.64. Pokud se kterykoliv z téchto fetézti objevi na vstupu ZA M, pak bude exis-
tovat ,,vétev vypoctu M, kdy se 1. symbol vstupniho slova bude rovnat symbolu z vrcholu
zésobniku (kde bylo nejdiive nasimulovdno odpovidajici levé odvozeni) a oba symboly
mohou byt ,,odstranény*. TotéZ miliZze probéhnout se v§emi nasledujicimi symboly, a tak
ZA M muze s prectenim takového vstupniho slova vyprazdnit sviij zadsobnik, coZ je presné
to, co potrebujeme.

Predvedme si uvedeny pfistup nalevémodvozeni S = ABC = xBC = zyC = xyz.
ZA M by mohl provést pro vstupni slovo xyz nésledujici posloupnost krokti vypoctu:
(qo,zyz, Zo) F (qo,2yz,5) F (qo,2yz, ABC) & (qo,zyz,2BC) F* (qo,yz, BC) +
(qu Yz, yC) a (qu 2 C) k= (q()v 2 Z) = (qo’ €, 5)‘

Polozme M = ({qo}, X, NUX, 6, qo, S, 0), kde pfechodov funkce § je definovéna nasledovné:

Pruvodce studiem

ProtoZe v zasobniku potfebujeme simulovat leva odvozeni gramatiky (G, obsahuje zasob-
nikové abeceda stroje M vSechny termindlni i netermindlni symboly gramatiky G a roli
pocatecniho symbolu (v zdsobniku) plnohodnotné zastoupi pocatecni netermindl S. Bez-
vyznamnost mnoZiny koncovych stavd pro ZA pfijimajici prazdnym zasobnikem snad jiZ
neni tfeba komentovat.

42



a) ProvSechna A € N, a € (N UZX)* takovd, zZe A — a € P, je (qo, ) € 6(qo, ¢, A).
b) Pro v§echna a € ¥ je §(qo,a,a) = {(qo,¢)}.
¢) Ve viech zbyvajicich ptipadech je §(z,y, z) = 0.

Pruvodce studiem

Bod a) zarucuje moznost simulovat v zasobniku levd odvozeni gramatiky G.
Bod b) umoziiuje stroji M odebirat z vrcholu zasobniku stejné symboly, jaké jsou
aktudlné na vstupu.

N4

Ovéfeni, Ze ZA M pfijimd prazdnym zdsobnikem jazyk L(G), rozd€lime na dvé ¢asti.
I. Prokédzeme, Ze kazdé slovo z jazyka L(G) patii do jazyka N (M ).
Necht w € ¥*. Matematickou indukei nejdiive dokazeme tvrzeni 1":

s v

Jestlize A € N, pak pro kazdé nezdporné celé &islo m ze vztahu A =™ w (izn. w je
odvoditelné 7 A v m derivacnich krocich) plyne (qo,w, A) F* (qo, &, ¢).

1) Necht A = w = wyi---wy, kde kK € Ny a wy,...,w, € X. Potom z defi-
nice ptimého odvozeni plyne existence pravidla A — w1 -+ wg v mnoziné P,
coZ vzhledem k bodu a) definice prechodové funkce automatu M znamend, Ze
(qo, w1 - - - wyg) € 6(qo, €, A). Na zdkladé definic kroku vypoctu ZA a pfechodové
funkce automatu M pak dostavame:

(go, w1 -+~ wg, A) F (qo, w1 - - wg, wy - - - wg) F* (qo, €, €).

2) Necht tvrzeni T plati pro m € {1,...,n}, kde n € N. Ovéfime jeho platnost
pro n + 1:

Necht' A ="+ . Tuto derivaci lze vzhledem k pozndmce 1.64 psit jako levé
odvozeni A = A;---A; =™ Ay A; =™ ... =" qqan o = w,
kde m; < n pro kazdy index ¢ € {1,...,j}.

Pruvodce studiem

V piedchozim zdpisu je formdlné popsdna skutecnost, Ze z neterminalu A lze v jednom
deriva¢nim kroku (pfimo) odvodit fetéz A; - -- A; aZe kazdé A, je bud’ rovno termindlu «;
anebo z néj lze nejvyse n derivacnimi kroky odvodit termindlni fetéz «;. Pritom zfetézeni
aq - - - 5 je rovno fetézu w.

Z definice pfimého odvozeni plyne existence pravidla A — A;---A; v mno-
Ziné P, coZ vzhledem k bodu a) definice pfechodové funkce automatu M zna-
mend, Ze (qo, A1---Aj) € 6(qo,€,A). S vyuZitim definice kroku vypoctu ZA
a indukéniho predpokladu pouZzitého na kazdé odvozeni A; ="" «; pak dosta-
vame:
(QO7w7A) - (QO7a1 te -ij,A) + (q()aal . "ajaAl . A]) F*
(qo,CMQ"'C!j,AQ AJ) [ (QQ,5,8).
Tvrzeni T pro A = S ddvé pozadovanou inkluzi L(G) € N(M).

I1. Ovéfent, Ze kazdé slovo z jazyka N (M) patii do jazyka L(G), plyne ptimo z tvrzeni T”:
Jestlize w € ¥*, A € N,n € N, pak ze vztahu (qo, w, A) " (qo, €, €) (tzn. z ivodni
konfigurace je zdvérecnd konfigurace dosaZitelnd po n vypocetnich krocich) plyne
A =% w.

Tvrzeni T” 1ze snadno dokdzat matematickou indukci (obdobné jako tvrzeni T' v ¢asti I.).
O

Ukazme si v ndsledujicim piikladu konstrukei i ¢innost zdsobnikového automatu odpovidajiciho
konkrétni gramatice.
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Priklad 1.66. Necht bezkontextova gramatika (G obsahuje pouze nésledujici pravidla:
S — ASB| AB,
A — ab,
B —b.

Ovéieni pifslusnosti fetézu (ab)?b? k jazyku L(G) si demonstrujme za pomoci ZA M
z véty 1.65. Podle konstrukce M popsané v dikazu uvedené véty je prechodova funkce stroje M
definovéna nédsledovné:

6(qo, €, S) = {(q0, ASB), (q0, AB)},

d(qo, €, A) = {(qo, ab)},

6(q0,€, B)={(q0,0)},

6(q07 a, CL) = {(qoﬂ 6)}

5(q0,b,0) = {(q0,¢)}

a ve vSech zbyvajicich ptipadech je d(x,y, z) =
Vétev vypoctu ZA M prijimajici vstupni slovo (ab)Qb2 pak je
(qo, (ab)?b% S) F (qo, (ab)?b? ASB)  (qo, (ab)?b? abSB) F* (qo, ab% SB)

- (qo, ab% ABB) - (qo, ab® abBB) F* (qo,b% BB) F* (qo, €, €).

Véta 1.67. Ke kaZdému ZA M existuje bezkontextovd gramatika G takovd, Ze N (M) = L(G).

Diikaz. Dikaz je ponékud zdlouhavy, a proto jej z tspornych divodi vynechdme. Zdjemce
odkazujeme na [Chy82], [Hop69] nebo [Sip97]. L]

Dusledek 1.68. TFida bezkontextovych jazykii je rovna tiidé jazykii prijimanych zdsobnikovymi — KazZdy

automaty. bezkontextovy
o e o e " Jjazyk lze popsat
Diikaz. Jde o prfimy diisledek vét 1.65 a 1.67. O bezkontextovou
gramatikou nebo
Shrnuti zdsobnikovym

ZA je zafizeni vybavené konecnéstavovou fidici jednotkou, vstupni pdskou kone¢né délky automatem.

(vCetné Cteci hlavy) a paméti typu zdsobnik (vCetné Cteci a zapisovaci hlavy). Kazdy ZA je
nedeterministicky stroj a je jednozna¢né uréen

— mnozinou stavi (v nichZ se mtize nachazet fidici jednotka),

— vstupni abecedou X (vstupni slova ZA jsou tvofeny symboly ze ),

— zéasobnikovou abecedou I' (do zdsobniku jsou ukldddny symboly z I),

— pfechodovou funkei §, kterd kazdé trojici (stav, symbol vstupni abecedy nebo prazdny
fetéz, symbol z vrcholu zdsobniku) pfifazuje kone¢nou mnoZinu usporddanych dvojic
typu (stav, fetéz zasobnikovych symboli),

— jednim vyznadenym stavem (tzv. pocdteCnim stavem — v ném bude fidici jednotka pfed
zahdjenim prace daného ZA, at’ je na vstupu jakékoli vstupni slovo),

— jednim vyznaCenym zdsobnikovym symbolem (tzv. pocate¢nim symbolem — ten bude
jako jediny uloZeny v zdsobniku pfed zahdjenim price daného ZA, at’ je na vstupu
jakékoli vstupni slovo),

— vyznacenou podmnoZinou mnoZziny stavi (tzv. mnoZinou koncovych stavii — ta bude
hrat dileZitou roli pfi jednom ze dvou moznych zpdsobu pfijimani vstupnich slov).

Vypocet ZA probiha obecné nedeterministicky. V kazdém kroku vypoctu mize ZA z aktudlniho
stavu p na zaklad¢€ znalosti symbolu Z z vrcholu zasobniku

a) acteného vstupniho symbolu a pfejit do nového stavu g, posunout ¢teci hlavu za precteny
vstupni symbol a ,,pfepsat vrchol zdsobniku novym fetézem [, pficemz dvojice (g, )
je obsaZzena ve vysledku pfechodové funkce § pro argumenty p, a, Z.

b) prejit do nového stavu q a ,,pfepsat vrchol zasobniku novym fetézem (3, pficemz dvojice
(¢, B) je obsazena ve vysledku pfechodové funkce ¢ pro argumenty p, e, Z.
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Z moznosti kroku vypoctu uvedené pod bodem b) vyplyvd, Ze ZA mize ménit sviij stav a obsah
zasobniku, aniz by jakkoli zohledioval vstupni symbol pod svou ¢teci hlavou. Ve srovnani
s NKA je tak nedeterminismus ZA posilen o ,rozhodovani*, zda v aktudlnim vypocetnim
kroku ¢ist ¢i necist dalsi symbol vstupniho slova.

Diky nedeterminismu (vyplyvajicimu z definice pfechodové funkce) se vypocet ZA miZe
vétvit do vice variant. Kazdy vypocet ovSem zacind v pocatecni konfiguraci, kterd je urCena
pocétenim stavem, celym vstupnim slovem na pédsce (se Cteci hlavou nad 1. symbolem tohoto
slova) a zdsobnikem obsahujicim pouze pocatecni symbol. ,,Pfiznivd“ ukonceni vypoctu jsou
dvé:

1) Pokud pro zadané vstupni slovo existuje alespoii jedna vypocetni vétev koncici ,,po
preéteni uvedeného slova“ v nékterém z koncovych stavi, fikame, Ze ZA pfijima dané
slovo koncovym stavem. MnoZina vSech slov nad vstupni abecedou, jeZ jsou pfijimdna
timto zpiisobem, tvoii jazyk prijimany zasobnikovym automatem koncovym stavem.

2) Pokud pro zadané vstupni slovo existuje alespoil jedna vypocetni vétev koncici ,,po
precteni uvedeného slova“ vyprazdnénim zasobniku, fikdme, Ze ZA pfijima dané slovo
prazdnym zdsobnikem. MnoZina vSech slov nad vstupni abecedou, jeZ jsou pfijimdna
timto zptisobem, tvoii jazyk ptijimany zasobnikovym automatem prazdnym zasobnikem.

Ttida vSech jazyki pfijimanych zdsobnikovymi automaty koncovym stavem je rovna tfidé
vSech jazyku pfijimanych zasobnikovymi automaty prazdnym zasobnikem.

Ttida vSech jazyku pfijimanych zdsobnikovymi automaty (koncovym stavem nebo prazdnym
zasobnikem) je rovna tfidé bezkontextovych jazykd, tj. tfidé vSech jazykl generovatelnych
bezkontextovymi gramatikami.

Pojmy k zapamatovani
e Zasobnikovy automat (ZA),
e stav,
e vstupni abeceda,
e zisobnikové abeceda,
e prechodova funkce,
e pocitecni stav,
e pocitecni symbol (v zdsobniku),
e mnozina koncovych stavu,
e konfigurace,
e krok vypoctu,
e vypocet,
e jazyk pfijimany ZA koncovym stavem,
e jazyk pfijimany ZA prazdnym z4sobnikem,

e levé odvozeni v bezkontextové gramatice.

Kontrolni otazky

1. MiiZe u ZA nastat situace, Ze pri provedeni kroku vypoctu nedojde k posunu cteci hlavy
nad vstupni pdskou?

2. MuZe mit ZA prijimajici koncovym stavem prdzdnou mnoZinu koncovych stavii?

Cviceni
1. Modifikujte feSeni piikladu 1.60 alespori dvéma rtiznymi zpisoby tak, aby vysledné
zésobnikové automaty pfijimaly jazyk L prazdnym zdsobnikem.
2. Najdéte ZA, ktery piijima jazyk L = {w € {a,b}™; prvni a posledni symbol fetézu w je
stejny } koncovym stavem.
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f]koly k textu

1. Popiste dvé rizné situace, kdy ZA nemiZe pokracovat ve svém vypoctu.

2. Dokoncete ¢ast II. dikazu véty 1.65.

Reseni
1. Misto piechodu (q1,¢,Zp) = {(q2,Z0)} staci napt. definovat bud 0(q1,¢, Zy) =
{(g2.)} nebo (g1, ¢, Zo) = {(q1.¢)}-
2. Jazyk L bude pfijimat koncovym stavem ZA M, ktery po nacteni stejného symbolu,
jako byl prvni symbol vstupniho slova, pfechizi do koncového stavu a po nacteni odlis-
ného symbolu piechdzi do nekoncového stavu. Pfitom 1. nacteny symbol byl uloZen do

zasobniku a dale se obsah zasobniku neméni.
Konkrétné M = ({QO7 ql}: {CL, b}a {aa ba ZO}7 (57 q0, ZO; {Q1}), kde

4(qo, a, Zo) = {(q1,aZo)} 9(qo0, b, Zo) = {(a1,b%0)}
(QIaa (I) {(QIva)} 5(Q17b7b) - {(QL )}
6(q1,b,a) = {(q0, a)} 6(q1,a,b) = {(qo,b)}
(g0, a,a) = {(q1,a)} 6(qo,,b) = {(q1,b)}
(QO,b a) = {(q0.a)} d(q0,a,b) = {(q0,0)}

Ve v8ech ostatnich pfipadech je 0(z,y,z) = 0.
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2 Vydislitelnost

Vycislitelnost je oblast teoretické informatiky zabyvajici se zkoumanim, které problémy lze

fesit pomoci algoritmi a které ne.

Pruvodce studiem

V krésné (i ,,nekrdsné*) literature se lze setkat s celou fadou povidek, jejichZ vyznacnou
postavou je obryleny podivinsky mladik, ktery veskery ¢as vénuje matematice Ci fyzice,
nejvice vSak pocitacim. Tento podivin ma pres své mladi neuvéftitelné hluboké znalosti
prirodnich véd a je pfesvédcen, Ze na svém pocitaci vyresi kazdy problém.

Uvedend charakteristika bohuZel vypovidéd vic o autorovi neZ o literdrni postaveé: Na
jedné stran€ mladikovy hluboké znalosti, na strané druhé elementarni neznalost vycislitel-
nosti, kterd popisuje celou fadu problémi, jeZ na pocitaci vyfesit nelze.

2.1 Turingovy stroje

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici schopen formalné popsat Turingtiv stroj
v deterministické i nedeterministické varianté. Déle bude védét, kdy Turingdv stroj pfijima ¢i

rozhoduje jazyk a kdy nedeterministicky Turinglv stroj pfijima jazyk.
Klicova slova: Turinglv stroj.

Potiebny cas: 60 minut.

Pro vlastni studium algoritmicky fesitelnych (¢i nefeSitelnych) problémi je velmi duleZité za-
vést vhodny vypocetni prostiedek — mél by byt dostatecné obecny, aby umoznioval zpracovavat
libovolny algoritmus, a na druhou stranu dostatecné jednoduchy, aby zkouméni jeho vlast-
nosti nebylo piili§ komplikované. Uvedené podminky bezezbytku spliiuje Turinglv stroj’ (&ti

Téringtv).

Pruvodce studiem

Turingiv stroj nam prirozené rozsiti a uzavie sadu automatd, jimz byly vénovany predchozi
partie tohoto textu:

— Koneéné automaty lze pouzit k vypocétim, jeZ bud nevyZzaduji pamét’ Zddnou, anebo
vyzaduji omezenou pamét, kterou u KA muize suplovat konecné mnoho stavi jeho
fidici jednotky.

— Zasobnikové automaty vyhovuji pro vypocty, jeZ sice vyZaduji neomezenou pamet,
avSak dostacuje pamét typu zdsobnik.

— Turinglv stroj bude disponovat (podobné jako ZA) neomezenou paméti, bude vSak
mit moznost vracet se k dfive uloZenym datiim, aniZ by pfitom pfisel o data ulozena
pozdéji.

Turinglv stroj ndm splnf tfi rizné role:
1) Turinglv stroj bude (podobné jako KA a ZA) pfijimat jazyk.

2) Turinglv stroj se svou sadou instrukci (pfedstavovanou prechodovou funkci) bude re-
prezentovat algoritmus, a to v piipade, Ze jeho Cinnost pro kazdé vstupni slovo skonci
po kone¢né mnoha krocich (tj. ,,nezacykli se*).

>Turingiiv stroj nenf jedingm obecnym vypoletnim prostiedkem navrzenym v 1. polovin& 20. stoleti. Je viak
dokdzdna vzdjemnd pievoditelnost Turingova stroje a ostatnich formalismi. ProtoZe Turingiv stroj zaujal v knihdch
vénovanych vy¢islitelnosti dominantni postaveni, nebudeme tuto ,,tradici* naruSovat.
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3) Turinglv stroj bude mit (se Sikovné nadefinovanou piechodovou funkci) schopnost
pracovat jako obecny vypocetni prostfedek, tj. v piipad€, Ze mu bude doddn na vstup
libovolny algoritmus v¢etné vstupnich dat, dokdZe zpracovat vstupni data pfesné stejnym
zpusobem jako pfislusny algoritmus.

Pruvodce studiem

Jestlize vdm nékterd z uvedenych rolf neni v tuto chvili pfili§ jasnd, nelamte si s tim hlavu
a vratte se k této pasdzi po prostudovéni celé kapitoly 2.

Zakladni odli$nosti Turingova stroje od KA a ZA je vyuZzivani vstupni pasky coby paméto-
vého média. Uvedend paska bude nekone¢né€ dlouhd a kromé vstupniho slova zapsaného pred
zahdjenim cinnosti stroje na kone¢né¢ mnoha poli¢cich budou vSechna ostatni policka pasky
obsahovat tzv. prazdny znak. Cteci a zapisovaci hlava bude moci ¢tené symboly prepisovat
jinymi symboly a poté se posunout nad sousedni policko bud’ vlevo nebo vpravo — podle pii-
kazu pfechodové funkce. To znamend, Ze Turingliv stroj béhem vypoctu vibec nemusi dojit
na konec vstupniho slova. Proto (na rozdil od KA a ZA) nebudeme pro pfijeti vstupniho slova
Turingovym strojem poZadovat ,,pfecteni “ celého slova a omezime se na poZadavek pfechodu
stroje (v libovolném okamziku) do koncového stavu oznac¢ovaného jako prijimajici stav.

Pro vétsi nazornost mizeme Turingdv stroj chapat jako zafizeni z obr. 6 skladajici se
e 7 fidici jednotky, kterd se miZe nachdzet v nékterém z kone¢né mnoha stavd,
e ze vstupni pasky zleva ohranicené a zprava neohranicené (tj. sestavajici z nekonecné
mnoha policek),
e ze Cteciho a zapisovaciho zafizeni umoZnujiciho fidici jednotce ¢ist i zapisovat symbol

s s ¥

na policko vstupni pasky, nad nimZ se nachdzi ¢teci a zapisovaci hlava.

lajclc]alo]o]o]o] - zprava neohranitena paska

Cteci a zapisovaci hlava
Ridici jednotka

Obrazek 6: Ilustrace Turingova stroje

Jak bude probihat ¢innost vySe uvedeného zatizeni?

Vychozi predpoklady:

1) Na vstupni pasce bude zapsano slovo tvofené ze symboli vstupni abecedy Turin-
gova stroje. Pdska (délend na jednotliva policka) bude mit na nejlevéj$im policku
1. symbol vstupniho slova, na nésledujicim policku 2. symbol vstupniho slova,
atd. VSechna policka nésledujici poli¢ko s poslednim symbolem vstupniho slova
budou obsahovat specidlni (tzv. prazdny) znak .. — ptijde o symbol nevyskytujici se
ve vstupni abeced€. VSechny symboly, jeZ se mohou na pasce objevit, budou tvo-
fit tzv. paskovou abecedu. Z dosavadniho popisu tedy plyne, Ze paskova abeceda
musi obsahovat prinejmensim prazdny znak a vSechny symboly vstupni abecedy.

2) Cteci a zapisovaci hlava je umisténa nad prvnim (tj. nejlevéjsim) poli¢kem pésky
(a je tedy nachystana ke ¢teni 1. symbolu).

3) Turinglv stroj se nachazi ve vyznaceném, takzvaném pocateCnim stavu.

Pribéh vypocétu: Vypocet probihd v jednotlivych krocich, pfi¢emz v kazdém kroku Turingiiv
stroj
a) precte symbol pod Cteci a zapisovaci hlavou,

48

Prijeti slova bez
jeho ,,precteni”

Neformdlni popis
¢innosti TS



b) na zdkladé pfecteného vstupniho symbolu a aktudlniho stavu

— prejde do stavu nového, nebo setrva v aktudlnim stavu,

— prepiSe precteny symbol novym nebo timtéZ symbolem paskové abecedy,

— posune cteci a zapisovaci hlavu o 1 policko doleva nebo doprava.
Informace o tom, jak se ma Turingdv stroj konkrétné zachovat, budou souéasti jeho
popisu. Konkrétn€ ptijde o prechodovou funkci, kterd bude kazdé dvojici (stav,
symbol paskové abecedy) pfifazovat trojici tvaru (stav, symbol pdskové abecedy,
posun Cteci a zapisovaci hlavy).

Vyhodnoceni vypoctu: Pokud se kdykoli v prib&hu vypoctu ocitne Turingliv stroj
— ve vyznaceném pfijimajicim stavu, ukonci svou ¢innost a vysledek chapeme jako
prijeti vstupniho slova,
— ve vyznaceném zamitajicim stavu, ukonc¢i svou ¢innost a vysledek chapeme jako
zamitnuti vstupniho slova.

Zbyvajici moZnosti je, Ze se Turingliv stroj nikdy nedostane ani do pfijimajiciho ani do
zamitajiciho stavu a jeho vypocet trva donekonec¢na — tuto situaci budeme interpretovat
jako cyklendi.

Pfed vlastnim pfechodem k formdlni definici Turingova stroje se domluvme na tom, Ze naddle
misto pfesného terminu ¢teci a prepisovaci hlava budeme uvadét zkracené: cteci hlava.

Definice 2.1. Turingovym strojem (zkracené jej ozn. TS) nazyvdme usporddanou sedmici
(Q7 E’ F’ 5’ q0, 4+, Q—), kde

Q@ je konecna neprazdna mnozina stavii,

Y. je vstupni abeceda,

T" je pdaskovd abeceda, ¥ C ', I' — ¥ obsahuje specidlni (tzv. prdzdny) symbol .,
0:QxI— QxT x{L,P} jeprechodovd funkce,

qo € Q@ je pocdtecni stav,

q+ € Q je prijimajict stav,

q— € Q je zamitajici stav, ptiCemz q4 #* q— .

Pruvodce studiem

Pravé uvedend definice Turingova stroje neni jedind, s niz se mizete v knihdch nebo na
internetu setkat — odlisné muize byt definovana pfechodova funkce, ,,mnozina koncovych
stavi“, neomezenost pasky, apod. S jistou davkou nadsdzky by se mohlo fici: co autor, to
jina definice TS. Rozhodné to v§ak neznamen4, Ze by odlisna definice TS vedla k odliSnym
zavérim. D4 se totiZ dokazat vzajemna prevoditelnost té€chto riznych variant TS.

KaZdopadné si vSak pfi Cerpani informaci z jakéhokoliv zdroje nejdiive pecliveé prostu-
dujte nejen zakladni definici pouZitého TS, ale také zptisob jeho Cinnosti.

Pro popis vypoctu TS budeme potiebovat nasledujici pojem konfigurace.

Definice 2.2. Mé&jme libovolny TS 7' = (Q, %, T, 4, qo, ¢+, g— ). KaZdou usporddanou trojici
(q,a,1) € Q x T' x N nazveme konfiguraci Turingova stroje T.
Konfigurace (q,(3,%) a (g, 3,1) takové, Ze 3 = (3., budeme povaZovat za stejné.

Pruvodce studiem

Podobné, jako tomu bylo u KA a ZA, i v ptipadé TS konfigurace jednoznacné popisuje
situaci, v niZ se stroj nachdzi v pribéhu vypoctu. Tuto situaci ziejmé urcuje aktudlni stav,
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konecny tusek pasky (na némZz bylo zapséno vstupni slovo, pfipadné kde dosud probihal
vypocet) nasledovany pouze policky obsahujicimi prdzdné znaky a umisténi ¢teci hlavy.
Tj. konfiguraci (g, a, 8) odpovidé situace, kdy se dany TS nachdzi ve stavu ¢, na pésce
je zapsén fetéz o ndsledovany samymi prdzdnymi znaky a Cteci hlava je umisténa nad
8. polickem pasky (pocitano zleva).

To, Ze konfiguraci zamyslime jednoznacné popsat situaci, v niZ se TS béhem svého vypo-
¢tu nachézi, vysvétluje zavéreény dovétek v definici 2.2. Konfigurace (g, 3,7) a (q,0-,1)
se sice zdanlivé 1i§i obsahem pasky, ale pfi dukladném provéfeni je vidét, Ze ,,v obou
ptipadech” je na pésce fetéz  nasledovan nekone¢né mnoha prazdnymi znaky.

Priklad 2.3. Kvili jednozna¢nému pochopeni pfedchozi symboliky si pojem konfigurace TS
demonstrujme na ndsledujicich pfipadech.

(¢q1,1011, 3) je konfigurace, kdy se TS nachézi ve stavu ¢; a obsah pasky v&etné umistén{

Stec hlavy lze zndzornit obrazkem: [1]0[1[1 [ ][] - - -
A

(g2, - -, 1) jekonfigurace, kdy se TS nachdzi ve stavu gy a obsah pasky v&etné umistén{
Cteci hlavy lze znazornit obrazkem: -

A
(¢3,10.___,4) je konfigurace, kdy se TS nachdzi ve stavu g3 a obsah pasky vcetné

umistén{ &tecf hlavy lze zndzornit obrazkem: [1]0| ][ [ ][] - - -
A

(g3,10._.,4) je konfigurace stejnd jako ta pfedesla.

Definice 2.4. Krok vypoctu Turingova stroje T definujeme jako bindrni relaci F (na mnoZiné
vSech konfiguraci) takto:
Necht' (q,a;---ap,t) je takové konfigurace 7', kde ¢ # q+, n € N, a1,...,a, € T
aie{l,...,n}.
a) Je-li 2<i<mnad(qa)=(¢,b, L), pak
(g,a1--an, i) F(¢,a1---aj—1bay1 -~ an,i —1).
b) Je-li 6(q,a1) = (¢',b, L), pak (q,a1--an,1) F (¢, bag - an,1).
¢) Je-li 6(q,a;) = (¢',b, P),pak (q,a1---an,i) - (¢’ a1 -aj—1bay1---an,i+1).

Pruvodce studiem

Prostudujete-li si definici kroku vypoctu podrobnéji, zjistite, ze v piipadu a) vychozi kon-
figurace odpovida situaci, kdy se TS nachézi ve stavu g, ¢teci hlava je nad ¢-tym polickem
pasky a Cte paskovy symbol a;. Pfechodové funkce pro takovou situaci ,,pfikazuje‘ pre-
chod do stavu ¢/, prepis a; symbolem b a posun &teci hlavy o 1 policko doleva. A skute¢né,
konfigurace po provedeném kroku vypoctu odpovidd situaci, kdy se TS nachdzi ve stavu ¢/,
na pdsce je misto a; symbol b a ¢teci hlava je nad (7 — 1). poli¢kem pdsky.

V ptipadu b) je ve vychozi konfiguraci ¢teci hlava nad 1. polickem pasky a nem4d tedy
redlnou moznost posunu doleva. Definice ,,fesi* tuto zapeklitou situaci ,,prikazem*, aby
¢teci hlava jednoduse setrvala nad 1. polickem pésky a aby ostatni zmény byly provedeny
v souladu s pfechodovou funkef.

V pripadu c) Zddné problémy nenastdvaji, nebot’ u pravostranné neomezené pasky Tu-
ringova stroje ma Cteci hlava kdykoliv moZnost posunout se o 1 policko doprava.

Pokud byste pfemysleli nad korektnosti zdpisu fet€zu a; - - - ai, kde j > k, pak ucifime
ndasledujici dohodu. Posloupnost (ai)f: ; (viz definice fetézu coby posloupnosti symbolti),
kde j > k, budeme v souladu s konvenci interpretovat jako prazdnou posloupnost neboli
prazdny fetéz.

Nakonec si v§imnéte predpokladu ¢ # ¢+ podminujiciho provedeni kroku vypoctu.
Nejde o nic jiného, nez Ze TS muZe provést krok vypoctu jediné tehdy, kdyz se nenachazi
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ani v pfijimajicim, ani v zamitajicim stavu. Jinak feceno, pfechod do pfijimajiciho nebo
zamitajiciho stavu znamend ukonceni vypoctu Turingova stroje.

Definice 2.5. Vypocet Turingova stroje definujeme prostiednictvim relace H* (tj. reflexivniho
a tranzitivniho uzavéru relace I-). Kazdy vypocet pro vstupni slovo w bude zacinat konfigu-
raci (qo, w, 1) zvanou pocdtecni.

Definice 2.6. O kazdém TS T' = (Q, %, T, 6, qo, ¢+, q— ) fekneme, Ze
e prijimd vstupnislovo w € X, pravé kdyz (qo, w, 1) F* (g4, w’, 1), kde w' € T*a i€ N,
e zamitd vstupnislovo w € ¥*, pravé kdyZ (qo, w, 1) F* (¢—,w’, i), kde w' € I a i € N,
e pro vstupni slovo w € X* cykli, pravé kdyZ w ani nepfijimd, ani nezamita.

Pruvodce studiem

Podle uvedené definice je vstupni slovo pfijato, pokud se pfi vypoctu nad timto slovem TS
ocitne v pfijimajicim stavu — u vysledné konfigurace pfitom viibec nezéleZi na aktudlnim
obsahu pasky a na umisténi cteci hlavy (tj. na rozdil od KA a ZA nemusi byt vstupni slovo
,»precteno®). V pfipad€ rovnosti mezi pocatecnim a pfijimajicim stavem (ovéite si v definici
TS, Ze je to mozné) je vstupni slovo dokonce pfijato, aniz TS vykonal byt jen jediny krok
vypoctu!

Zamitnuti vstupniho slova je definovdno podobné — jedinym pozadavkem je pfechod TS
po konecné mnoha krocich vypoctu do zamitajiciho stavu.

Cykleni pro vstupni slovo zfejmé nastane tehdy, kdyZ TS neukonéi po koneéné mnoha
vypocetnich krocich svou ¢innost pfechodem do prijimajictho nebo zamitajiciho stavu.

Definice 2.7. Jazyk L p¥ijimany Turingovym strojem T =(Q, >, T, 8, qo, ¢+, q— ) znacime L(T")
a definujeme nésledovné:

L(T) = {w € &*; TS T pfijimé w}.

V piipadé, ze TS T pro Zadné vstupni slovo w € ¥* necykli, fikdme, Ze T rozhoduje jazyk L(T).

Pruvodce studiem

Uvedenou definici lze pfeformulovat nasledovné:

Jazyk L je ptfijiman Turingovym strojem 7', prav€ kdyz TS T ptijima kazdé slovo z L
a kazdé slovo nelezici v L bud zamitd, anebo pro né cykli.

Jazyk L je rozhodovan Turingovym strojem 7', pravé kdyz TS T pfijimé kazdé slovo
z L a zamita kazdé slovo nelezZici v L. (Tj. T pro Zadné vstupni slovo necykli.)

Vsimnéte si okamzitého disledku definice: Pokud je jazyk L rozhodovédn né&jakym
Turingovym strojem, pak je timto strojem také pfijiman.

Priklad 2.8. Najdeme TS rozhodujici jazyk L = {02"; n > 0}. (Tj. L zahrnuje vyhradn&
fetézy délek 2" sestavajici ze samych nul.)®

Nejdiive si uvedme struény slovni popis toho, jak by mohl hledany TS pracovat.
TS T pro vstupni slovo w € {0}":
1) Zamita vstupni slovo w, pokud w = ¢; v opacném piipade piejde k bodu 2).
2) Projde zleva doprava pésku a ,,pfeskrtne* kaZzdy druhy symbol 0.
3) Pokud v ¢asti 2) obsahovala paska jediny symbol 0, pfijme w. Jinak pokracuje bodem 4).

8Jazyk L neni bezkontextovy, neexistuje tedy ZA, ktery by jej pfijimal. Pro diikaz tohoto tvrzeni viak nemame
o bezkontextovych jazycich v nasem textu dostatek poznatkii.
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4) Pokud v ¢asti 2) obsahovala pdska vice neZ jeden symbol 0 a celkovy pocet téchto
lichy, zamitne w,

symbolti byl { sudy, vrati ¢teci hlavu na levy okraj pasky a pfejde k bodu 2).

Pruvodce studiem

Je ziejmé, ze TS T pfi kazdém prichodu pasky v bodé 2) zmensi pocet zapsanych nul
na polovinu, tzn. obsahovala-li piivodné paska 2* nul, po ,3krtani jich bude obsahovat
pouze 2¥~1. Opakuje-li se uvedend akce dostate¢né mnohokrit, pak z kazdého vstupniho
slova tvaru 02" ziistane na pésce jedind neskrtnutd nula a v bodé& 3) je vstupni slovo pfijato.

JestliZe vstupni slovo nebylo tvaru 02", musf ¢asem dojit k tomu, Ze se na pasce objevi
lichy pocet nul, a slovo je pak v bodé 4) zamitnuto.

Jak maéte rozumét terminu ,,Skrtdni “? Celkem jednoduSe, TS md pfece moZnost pre-
psat ¢teny symbol jinym symbolem. Muze tedy napiiklad prepsat symbol 0 paskovym
symbolem X.

Pred formdalnim popisem TS 7" si povSimnéte ndsledujiciho technického zadrhelu: Bude-
li se ¢teci hlava vracet nad nejlevéjsi policko pasky, bez jeho oznaceni symbolem odliSnym
od 0 a od X nemd TS moZnost zjistit, Ze je Cteci hlava uz nad timto polickem. Pokud by
totiZ na uvedeném policku zistala 0 (pfeskrtnuta je vZdy suda 0), TS by se pfi navratu ¢teci
hlavy zfejmé zacyklil — jiz vite, Ze ,,pfikaz‘ posunout ¢teci hlavu mimo levy okraj pasky
vede k vypocetnimu kroku, pfi némz setrva ¢teci hlava nad nejlevéj$Sim polickem; tento
krok vypoctu by byl proveden znovu a znovu ... Snad tedy nebudete prekvapeni tim, Ze
1. nula bude ,,0znacena* prepsdnim na symbol .. — prazdny znak v paskové abecedé jiz
je, a nemusime tedy pouZivat dalsi pdskové symboly. Prazdny znak ndm potom na zacdtku
pasky bude signalizovat: ,,Zde je 1. nula vstupniho slova!*

Formaln{ popis vyse uvedeného TS:
T = (Q’ E) Fu 57 q0, 4+, Q—)a kde

Q = {QO7 q1,492,43, 44, 4+, Q*}a
¥ = {0},

r ={0,X,.}

a prechodova funkce 0 je pro vétsi ndzornost popsana na obrazku 7 grafem (analogickym
stavovému diagramu KA), v némz oznacen{ hrany (0, ., P) mezi uzly qo, q1 znamend,
7e 6(qo,0) = (q1, -, P). Podobné u ostatnich hran.

Pruvodce studiem

Neznepokojujte se tvahami na téma: Ve stavu gg prece TS T nemuiZze nikdy ¢ist symbol X .
Proc¢ je tedy na uvedeném obrazku popséan prechod z takové situace do zamitajiciho stavu?

Odpovéd je prosté: Protoze prechodovou funkci Turingova stroje mame definovanu pro
kaZzdy stav a kazdy paskovy symbol. Je tedy prirozené definovat pro takovou situaci prechod
(naptiklad) do zamitajiciho stavu.

Pro lepsi pochopenti ¢innosti TS 1" si uvedeme piiklady vypoctt jednak pro slovo nepatiici do L
jednak pro slovo z jazyka L. (Pro véts$i ndzornost u kazdé konfigurace podtrhneme symbol, nad
nimz je Cteci hlava.)

1) (q0,000,1) F (q1,-00,2) - (g2,-X0,3) - (¢3,-.X0_,4) F (¢—,-X0,3),

2) (QOaQOOOa ]-) + (QI7UQ0072) + (QQ7uXQO7 3) H (Q?nuXOQa 4) - (QQa uX0X575) F
(qa,-X0X,4) F* (s, = X0X,1) - (q1,-X0X,2) I (q1,-X0X,3) I
(g2, c XXX, 4)F (g2, o XXX _,5)F (qa, o XXX, 4) F* (qu, o XXX, 1)

(g1, XXX, 2) (g1, - XXX 2,5) F (g4, XXX, 4).
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Obréizek 7: Schéma TS k prikladu 2.8

2.1.1 Nedeterministické Turingovy stroje

Podobné, jako jsme definovali NKA nebo (nedeterministicky) zdsobnikovy automat, zavedeme
také nedeterministicky TS. Pljde o takovou modifikaci TS, jehoZ pfechodova funkce bude
prifazovat kazdé dvojici (stav, paskovy symbol) mnoZinu trojic tvaru (stav, paskovy symbol,
pozadovany posun Cteci hlavy).

Definice 2.9. Nedeterministickym Turingovym strojem (zkradcené€ ozn. NTS) nazyvame uspora-
danou sedmici (Q, X, T, 4, qo, ¢+, q—), kde

@ je kone¢na neprazdna mnoZina stavi,

> je vstupni abeceda,

T" je pdskovd abeceda, ¥ C T, I' — X obsahuje specidlni (tzv. prazdny) symbol ..,
§:Q x T — 29xIX{L.P} je piechodovd funkce,

qo € Q je poldtecni stav,

q+ € Q je pFijimajict stav,

q— € Q je zamitajici stav, ptiCemz qy # q_ .

Pruvodce studiem

Pojmy konfigurace, krok vypoctu a vypocet nedeterministického Turingova stroje zavadime
analogicky pojmidm, které jiZ znéte.

Definice 2.10. Mg&jme libovolny NTS 7" = (Q, X, T, 4, qo, ¢+, ¢— ). Kazdou uspotfddanou trojici
(q, i) € Q x I'" x N nazveme konfiguraci nedeterministického Turingova stroje T .

Krok vypoctu T definujeme za pomoci prechodové funkce § jako bindrni relaci - (na mnoZiné
vSech konfiguraci) analogicky kroku vypoctu TS.

Symbolem H* budeme oznacovat reflexivni a tranzitivni uzavér relace +, symbolem —+
tranzitivni uzaver relace .

Vypocet nedeterministického Turingova stroje definujeme prostfednictvim relace -*.

Definice 2.11. O kazdém NTS T = (@, 3, T, 0, qo, ¢+, ¢ ) fekneme, Ze prFijimd vstupni slovo
w € X*, pravé kdyz (qo,w, 1) H* (¢4, w’,4), kde w' € T*a i € N.
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Pruvodce studiem

Podle uvedené definice je vstupni slovo w pfijato, pokud pro w existuje ,,vétev vypoctu
NTS T koncici konfiguraci obsahujici prijimajici stav. Nezdlezi tedy na tom, jestli pro
NTS T a vstupni slovo w
— ostatni ,,vétve vypoctu“ kon¢i konfiguracemi obsahujicimi zamitajici stav,
— existuje ,,nikdy nekondici vétev vypoctu* (signalizujici moznost zacykleni).
Co se ty¢e zamitani vstupniho slova, nebudeme je definovat! Ne Ze by definovat neslo,
ale v nasledujicich partiich je viibec nebudeme potiebovat.

Definice 2.12. Jazyk L prijimany nedeterministickym Turingovym strojem
T=(Q,%,T,6,q,q+,q-) znatime L(T) a definujeme ndsledovné:

L(T) = {w € $*; NTS T pfijimd w}.

Pruvodce studiem

Uvedenou definici lze pfeformulovat ndsledovné:

Jazyk L je prijiman nedeterministickym Turingovym strojem 7', pravé kdyZ pro kazdé
slovo z L existuje ,,pfijimajici vétev vypoctu‘ stroje 1" a pro Zadné slovo neleZici v L takova
vypocetni vétev 1" neexistuje.

Poznamka 2.13. Poznamenejme, Ze ti{dy deterministickych a nedeterministickych Turingo-
vych stroji maji stejnou vypocetni silu. Uvedené tvrzeni bude pfimym disledkem véty 3.16.

Pruvodce studiem

MozZna si kladete otdzku: Pro€ tedy zavddime pojem NTS, kdyZ tim nezvysSime vypocetni
silu deterministickych Turingovych stroji? Odpovéd tkvi v definici tfid sloZitosti popiso-
vanych v kapitole 3 — jedna (velmi uZite¢nd) tfida sloZitosti je definovdna pravé s pomoci
NTS.

Shrnuti

TS je zafizeni vybavené konecnéstavovou fidici jednotkou, paskou nekonecné délky a cCteci
a zapisovaci hlavou. Péska je ohrani¢end zleva a neohranicend zprava. Kazdy TS je jednoznacné
urcen

mnozinou stavt (v nichZ se miZe nachdzet fidici jednotka),

vstupni abecedou X (vstupni slova TS jsou tvorfena fetézy ze >*),

paskovou abecedou I' (na kazdém poli¢ku pasky mize byt zapsan vyhradné symbol z T';

paskova abeceda obsahuje vSechny vstupni symboly a tzv. prazdny znak, miize vSak

zahrnovat jesté celou fadu dalsich ,,pomocnych symbolit),

— prechodovou funkei §, kterd kazdé dvojici (stav, symbol paskové abecedy) prifazuje
usporddanou trojici typu (stav, paskovy symbol, oznaceni posunu Cteci a zapisovaci
hlavy),

— tfemi vyznaCenymi stavy:

a) pocite¢nim stavem (v ném bude fidici jednotka pied zahdjenim prace daného TS,

at’je na vstupu jakékoli vstupni slovo),

b) pfijimajicim stavem (ocitne-li se v ném Fidici jednotka kdykoli v prib&hu ¢innosti,
TS okamzité zastavi svlij vypocet a pfijima vstupni slovo),

¢) zamitajicim stavem (ocitne-li se v ném fidici jednotka kdykoli v pribéhu ¢innosti,
TS okamzité zastavi svlij vypocet a zamita vstupni slovo).
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Vypocet kazdého TS je tvofen posloupnosti kroki vypoctu — v kazdém z nich TS piejde
z aktudlniho stavu do stavu nového, prepisSe symbol na pasce pod Cteci a zapisovaci hlavou
novym symbolem a posune hlavu o jedno policko doprava nebo doleva. (Pokud je hlava nad
nejleveéjsim polickem pasky, misto posunu doleva setrva nad aktudlnim polickem.) Informace
o tom, do jakého stavu md stroj piejit, jakym symbolem md byt pfepsdn symbol pod Cteci
a zapisovaci hlavou a kam se md hlava posunout, jsou obsaZeny ve vysledku prechodové
funkce aplikované na dvojici (aktudln{ stav, ¢teny symbol).

V priibéhu vypoctu se méni tzv. konfigurace TS, tj. situace, v niZ se TS nachdzi a kterd je
charakterizovana aktudlnim stavem, neprdzdnym obsahem pasky a umisténim ¢teci a zapisovaci
hlavy. Kazdy vypocet zacind v pocatecni konfiguraci, kterd je urena

— pocéite¢nim stavem,

— vstupnim slovem na pasce (na kazdém policku pasky je jeden symbol, pro zapis vstupniho
slova na pasku jsou vyuZita nejlevéjsi policka pasky, na kazdém dal$im policku je pak
zapsan prazdny symbol — napravo od vstupniho slova je jich tedy nekone¢né mnoho),

— umisténim Cteci a zapisovaci hlavy nad 1. polickem pasky.

Vypocet konci v okamziku, kdy se TS ocitne

e v piijimajicim stavu — pak fikdme, Ze TS pfijal své vstupni slovo,

e v zamitajicim stavu — pak fikdme, Ze TS zamitl své vstupni slovo.

Pokud se TS nedostane ani do pfijimajictho, ani do zamitajictho stavu, fikdme, Ze cykli. Mno-
Zina vSech slov, jeZ jsou pfijimdna, tvoii jazyk pfijimany Turingovym strojem. Jestlize TS pro
zadné vstupni slovo necykli, misto terminu jazyk pfijimany Turingovym strojem pouZivime
termin jazyk rozhodovany Turingovym strojem.

NTS se od TS odliSuje zejména tvarem piechodové funkce (k ni se poji zndmym zpuso-
bem pojmy krok vypoctu a vypocet): Prechodova funkce NTS zobrazuje kaZzdou dvojici stav
a paskovy symbol na mnoZinu uspofddanych trojic tvaru (stav, paskovy symbol, oznaceni po-
sunu Cteci a zapisovaci hlavy). V kazdém kroku vypoc¢tu mize NTS z aktudlniho stavu p na
zakladé¢ znalosti ¢teného paskového symbolu a prejit do nového stavu g, prepsat ¢teny symbol
paskovym symbolem b a posunout ¢teci a zapisovaci hlavu o 1 policko doleva (resp. doprava)
— to v8e za podminky, Ze uspofddand trojice (g, b, L) (resp. (g, b, P)) je obsaZena ve vysledku
prechodové funkce § pro argumenty p,a. V piipadé, Ze by se Cteci a zapisovaci hlava pfi
provadéni kroku vypoctu méla posunout nalevo od nejlevéjsiho policka pasky, zistane hlava
nad vychozim poli¢kem.

Vypocet NTS se (podobné jako u NKA ¢i ZA) muze vétvit do vice variant. Pokud pro za-
dané vstupni slovo existuje alespon jedna varianta, kdy skon¢i NTS sviij vypocet v pfijimajicim
stavu, fikdme, Zze NTS pfijima dané slovo. Mnozina vsech slov nad vstupni abecedou, jeZ jsou
prijimdna, tvofi jazyk pfijimany nedeterministickym Turingovym strojem.

Ttida vSech nedeterministickych Turingovych stroji ma stejnou vypocetni silu jako tfida
vSech Turingovych strojad.

Pojmy k zapamatovani
e (Deterministicky) Turingtv stroj (TS),
e nedeterministicky Turinglv stroj (NTS),
e stav,
e vstupni abeceda,
e paskovd abeceda,
e prechodova funkce,
e pocatecni stav,
e pfijimajici stav,
e zamitajici stav,
e konfigurace,

e krok vypoctu,
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vypocet,

ptijeti vstupniho slova u TS i NTS,

zamitnut{ vstupniho slova u TS,

cykleni pro vstupni slovo u TS,
e jazyk pfijimany Turingovym strojem deterministickym i nedeterministickym,

e jazyk rozhodovany Turingovym strojem.

Kontrolni otazky
1. MiiZe TS zamitnout vstupni slovo, aniz by vykonal aspori jeden krok vypoctu?
2. Miize se TS dostat do situace, kdy nedochdzi k posunu jeho Cteci a zapisovact hlavy
a pritom cykli?
3. Plati, Ze jazyk prijimany Turingovym strojem obsahuje vSechna slova nad vstupni abece-
dou, kterd nejsou timto strojem zamitdna?

4. Zavedli jsme pojem jazyka rozhodovaného nedeterministickym Turingovym strojem?

Cviceni
1. Najdéte TS, ktery pro kazdé vstupni slovo cykli.

2. Najdéte TS, ktery rozhoduje jazyk L = {w € {a,b}™; prvnim i poslednim symbolem
fetézu w je a}.

[jkoly k textu

1. Upravte piskovou abecedu a pfechodovou funkci TS z ptikladu 2.8 pro ptipad vstupni
abecedy ¥ = {0,1}.

Reseni
1. Turingovych stroju, které cykli pro vSechna vstupni slova je nekone¢né mnoho. Uvedeme
dva jednoduché priklady:
a) TSTy = ({QOa 4+, Q—}v {a}7 {a7 u}7 57 q0, 4+, Q—),
kde d(qo,a) = 6(qo0,-) = (g0, -, P).
b) TS T> = ({40, ¢+, 9~} {a}, {a, -}, 0,90, 44, q-).
kde §(qo, @) = 6(qo0,-) = (g0, @, L).
2. Zadany jazyk je rozhodovan napiiklad Turingovym strojem

T = ({QO7 q1,92,4+, q,}, {(I, b}> {CL, ba — }7 57 q0, 4+ q,),
kde pfechodova funkce § je schematizovédna nize, a to stejnym zptisobem, jaky byl pouzit

v prikladu 2.8.
(a,a,P)
(a,a,P) (v P)
(@) o @)
(> P) P)| |(b.b,P
(b,b,P) (a’a’ ) ( ’ ’ )
(_,.P) (b,b,P)
q. d,
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2.2 Jazyky a problémy

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici znat, jaké jazyky jsou pfifazovany
Turingovym strojum, jak 1ze exaktné definovat algoritmus a jak jsou definovany feSitelné
a Castecné fesitelné problémy. Déle bude schopen formulovat problém zastaveni Turingova
stroje a dokazat jeho nefeSitelnost.

Klicova slova: Rekurzivni jazyk, ¢astecné rekurzivni jazyk, feSitelny problém, ¢astecné fesi-
telny problém, problém zastaveni Turingova stroje.

Poti‘ebny ¢as: 150 minut.

Nejdiive si uvedeme terminologii pouZivanou pro jazyky pfifazované k Turingovym strojim.

Definice 2.14. Necht L je jazyk nad abecedou X.

a) Rekneme, Ze L je rekurzivni jazyk’, pravé kdyz existuje TS, ktery rozhoduje L.
b) Rekneme, e L je dstecné rekurzivni jazyk®, pravé kdyz existuje TS, ktery piijima L.

Pruvodce studiem

Pfipomenime si, co plyne z definice jazyka rozhodovaného (resp. pfijimaného) Turingovym
strojem:

Pro rekurzivni jazyk L tak musi existovat TS 7', ktery prijima kazdé slovo z L a zamita
kaZdé slovo nepatfici do L; tzn. T' nikdy necykli.

Pro ¢astecné rekurzivni jazyk L pak musi existovat TS T', ktery ptijima kazdé slovo z L

a kazdé slovo nepatiici do L bud zamitd anebo pro né&j cykli.

Z definice 2.14 okamZité plyne nasledujici dusledek.

Dusledek 2.15. KaZdy rekurzivni jazyk je také Cdstecné rekurzivnd.

Poznamka 2.16. Lze dokdzat, Ze tfida ¢dsteCné rekurzivnich jazyki je rovna tfidé jazyka
typu 0. Piisluiny dikaz’ je viak dlouhy, a proto jej vynechdme.

2.2.1 Priklad jednoduchého rekurzivniho jazyka

Priklad 2.17. ProkaZeme, Ze jazyk L = {2z; z € {a,e} T} je rekurzivni.

Podle definice rekurzivniho jazyka musime najit TS, ktery rozhoduje L. Pfikladem takového
Turingova stroje je TS 7', jehoZ Cinnost 1ze rozdélit na dvé ¢asti:

I. T nalezne ,stfed” vstupniho slova, a to nasledujicim zptisobem. Opakované oznacuje
1. dosud neoznaceny vstupni symbol teckou a posledni dosud neoznaceny vstupni symbol
dvéma teCkami. V okamziku, kdy jsou vSechny symboly vstupniho slova oznaceny, je
rozdéleni slova na poloviny dokonceno. Pokud naposled oznaceny symbol byl oznacen
1 teckou, vstupni slovo mad lichou délku a 7" je zamitne. V pfipad€ oznaceni posledniho
symbolu 2 te¢kami jde o slovo sudé délky a 1" pfejde k porovnavéani obou polovin.

"Terminologie, s niZ se lze setkat v odborné literatufe nenf jednotnd. Rekurzivni jazyky jsou také nazyvany
jazyky vycislitelnymi, rozhodnutelnymi nebo feSitelnymi.

8Castecnd rekurzivni jazyky byvaji v odborné literatufe nazyvany také jazyky rekurzivné spoGetnymi nebo
rekurzivné vycislitelnymi.

°Zijemce jej miiZe nalézt napi. v [Hop69] nebo v [Chy82].
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Pruvodce studiem

Aby bylo moZné oznaCovat symboly vstupni abecedy 1 ¢i 2 teckami, padskovd abeceda musi
pochopitelné obsahovat kromé kazdého vstupniho symbolu x také ,,0znacené“ symboly
4 a Z. Proces hledani ,,stfedu* vstupniho slova aeeace tak vede k nasledujicim obsahim
pasky:

a) aeeaee ... ..

b) aeeaee ... ..

C) aeeaeé . ....

d) aéeaeé.....

€) Geeaceé . ....

f) aééaéé.....

2) GEEAEE .. ..

II. T porovna 1. polovinu slova s 2. polovinou:
Postupné porovndvd symboly na prvnich pozicich, na druhych pozicich, atd. Pokud
jsou vSude na odpovidajicich si pozicich tytéZ symboly, TS T vstupni slovo pfijme, pii
nesplnéni uvedené podminky vstupni slovo zamitne.

Pruvodce studiem

Aby TS T ,,védél, které symboly ma praveé porovnavat, ispesné provérené symboly po-
kazdé pteskrtne, tj. pfed porovnavanim symbold na tietich pozicich bude na pasce napiiklad
XXeXXéoo...

Nasleduje slovni popis uvedeného TS.

TS T pro vstupni slovo w:

1) Ovéfi, zda jde o slovo délky alespoii 2; pokud ne, zamita w.

2) Oznaci nejlevéjsi neoznaceny symbol 1 teCkou. JestliZze je sousedni symbol napravo
oznacen 2 te¢kami, zamita w.

3) Oznadi nejpravéjsi neprdzdny neoznaceny symbol 2 teCkami. Pokud je sousedni symbol
nalevo oznacen 1 teCkou, prejde k bodu 4); jinak piejde k bodu 2).

4) ,,Zapamatuje si* nejlevéjsi symbol oznaceny 1 teckou, ,,pfeskrtne jej* a presune Cteci
hlavu nad nejlevéjsi symbol oznaceny 2 teckami — jde-li o jiny symbol, neZ je ten ,,za-
pamatovany“‘, TS 7" zamit4 w; v opacném piipad€ symbol pod ¢teci hlavou ,,pfeskrtne*
a posune Cteci hlavu o 1 policko doprava.

5) Je-li pod Cteci hlavou neprdzdny symbol, piejde k bodu 4). Jinak TS T pfijima w.

Pruvodce studiem

Jisté vas napadlo, ze TS T nemusi pracovat ,,jednosmérné®, ale Ze kvili urychleni své
miZe byt provadéno i pfi navratu ¢teci hlavy (od symbolu naposled oznac¢eného 2 teckami)
nad nejlevéjsi neoznaceny symbol. Pro vstupni slovo aeeaee by pak oznacovani probihalo
v nésledujicim poradi:

a) aeeaee.....

b) aeeaeé . ....

C) Geeaeé ... ..

d) déeaéé.....

€) GEEAEE._ ...

f) aééaee.....
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Podobné 1ze urychlit i porovnavani symboli v bodech 4) a 5).

vev s
wev s

X

TS T pracujici ,,pouze jednosmérné*, je tedy jednodussi popis.

Formalné:

TST = (Q,%,T,9,q,q+,q-), kde

Q={¢+0- % 90,01, -- -, qu },

¥ ={a,e},

I' ={a,e,a,é,d,é,a,e, X, }

a prechodova funkce § je zndzornéna na obrazku 8 timtéZ zptisobem, jaky byl pouZit
v prikladu 2.8.

(Pokud na obrdzku z nékterého stavu nevede dél hrana pro néktery paskovy symbol, je tomu
tak z divodu vétsi prehlednosti — kazda takova hrana by koncila v zamitajicim stavu.)

Pruvodce studiem

Vsimnéte si podobného obratu, jaky se vyskytl v piikladu 2.8: Misto oznaceni symbolu na
nejlevéjsim policku pasky jednou teckou je onen symbol oznacen pruhem. OdlisSné oznaceni
pak umozZni stroji 1" pfi ndvratu Cteci hlavy (nejenom) z konce vstupniho slova rozpoznat
1. policko pasky.

2.2.2 Konvence pro popis Turingovych stroju

Piiklad 2.17 ukazuje, jak nartsta pocet stavi a komplikuje se formdlni popis i u TS zpraco-
vavajiciho celkem jednoduchou dlohu. Proto nadédle formdlni popis u Zadného TS jizZ uvadét
nebudeme a spokojime se pouze se stru¢nym slovnim popisem. Detaily typu ,,jak TS oznacuje,
porovnava Ci presouva symboly na pédsce ponechdme laskavému ¢tendfi k samostatnému pro-
mySsleni — nikomu s alespoii minimalni programatorskou zkusSenosti by to nemélo ¢init zvI4stn{
potiZe.

ProtoZe se v tomto textu setkdme jest€ s celou fadou Turingovych stroji, domluvme se na
pouZzivani nasledujici symboliky. Pokud vstupni slovo Turingova stroje oznac¢ime symbolem
e w (x, s, apod.), budeme jej vnimat jen jako fetéz vstupnich symbold,
e (A), budeme jej chdpat jako fetéz vstupnich symboll piedstavujici zakédovani ob-
jektu A,
e (Aj,..., Ay,), budeme jej chdpat jako fetéz vstupnich symbold piedstavujici zakédovani
objektd Aq,..., An,.

Pruvodce studiem

Co si mate pod ,,zakédovanim objektu A* predstavit? Jednoduse fetéz symbolt, ktery
dohodnutym zpiisobem jednoznaéné popisuje objekt A.

Pokud je tedy A napriklad matici, mtiZe jit o fet€z obsahujici jednotlivé prvky této matice,
oddélené vzdy néjakym specidlnim znakem (napf. &), pfi¢emz nejdiive jsou uvedeny prvky
1. fadku, pak prvky 2. fadku, atd. Mezi poslednim prvkem jednoho fadku a prvnim prvkem
fadku nasledujiciho je pritom né&jaky jiny specidlni oddélovaci znak (napft. #).
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(e,P) (3.X,P) ©.eL) (&,X,P) (8.3,P)
(a,a,P) (a,X,P) (&,X,P) (a,a,P)
(6,6,P) % a7 % . (6.€,P)
(X.X.P) (@aL) (X.X,P)

(6,6,L)
(a,X,P) (&X,P)

Y9
(X, X,L) 6,6,L)

Obrazek 8: Schéma TS k prikladu 2.17

60



b

Matice < Z Z ) by tak byla reprezentovana fetézem a & b & a # c& a & a.

JestliZe je objektl vice, jejich jednotliva zakédovani mohou byt od sebe oddélena opét
néjakym specidlnim symbolem. Ostatnég, vySe uvedenou matici miiZeme vnimat jako soubor
jejich radkd, pficemz kazdy je od ostatnich oddélen symbolem #.

Déle se domluvme na zkrdceni slovniho popisu TS prostfednictvim souslovi ,,pro vstupni
slovo (A)“. Uvedené souslovi budeme pouzivat v dvodu popisu a budeme jim zkracovat
pokyn, aby dany TS nejdiive zkontroloval, zda (A) odpovida spravnému zakédovéni objektu A
— pokud ne, TS zamitne (A).

Pruvodce studiem

Predstavte si naptiklad, Ze popis zahdjime slovy: ,,TS T pro vstupni slovo (A), kde A
je ¢tvercovd matice ...““ Pak jsme stroji 7' jiz pfedepsali, Ze pro libovolné vstupni slovo
ma nejdiive zkontrolovat, jestli jde o korektni zakédovéni ¢tvercové matice, tj. zda je na
kazdém fadku matice stejny pocet prvki a zda tento pocet odpovida také pocétu fadku.
Neni-li kontrola v poradku, TS pfislu$né vstupni slovo ihned zamitne. V opaéném piipadé
muze TS zacit vykondvat dalsi prikazy uvedené ndsledovné (a nemusime se tedy jiZ starat
o to, jestli je ,,zpracovdvand* matice ¢tvercova.)

2.2.3 Churchova-Turingova teze

Dfiive nez si popiSeme problém, ktery nelze vyfeSit pomoci Zddného algoritmu, musime si
ujasnit, co pfesn¢ budeme chédpat pod pojmem algoritmus.

Jde o pojem béZné uZivany a témét kaZdému srozumitelny — vZdyt kdo by neznal ze zakladni
Skoly algoritmy pro ndsobeni 2 celych ¢isel ¢i feSeni 1 linedrni rovnice o 1 nezndmé nebo
ze stfedni Skoly napf. algoritmus pro nalezeni feSeni kvadratické rovnice. Algoritmus byva
charakterizovén jako posloupnost elementdrnich krokd, ktera pro libovolnd povolend vstupni
data ddvd po konecné mnoha krocich pozadovany vysledek, pfi¢emz

e kazdy elementarni krok je mechanicky proveditelny (tj. napf. pomoci n€jakého stroje),
e pro stejnd vstupni data je vysledek pokazdé tentyz.

Uvedend charakteristika je Casto nazyvana intuitivnim pojetim algoritmu. Zda se byt formulo-
véna presné, tak pro¢ intuitivni? Odpovéd spociva v nejasnosti terminu ,,elementdrni krok*.
Pokud jej vztdhneme ke konkrétnimu vypocetnimu (pfipadné abstraktnimu) zatizeni, dosta-
neme konecné exaktni definici algoritmu.
Vzhledem k predchozim kapitoldm zfejmé nepiekvapi, Ze za konkrétni zatizeni s presné defi-
novanymi vypocetnimi kroky zvolime pravé TS. Je snadno ovéfitelné, ze TS, ktery necykli pro
Zadné vstupni slovo, spliiuje vSechny podminky poZadované v intuitivni ,,definici* algoritmu.

Pruvodce studiem

Premyslite-li o tom, kde hledat vystup Turingova stroje, ktery ukoncil svij vypocet precho-
dem do pfijimajiciho nebo zamitajictho stavu, podivejte se na jeho pasku — konecny vystup
je predstavovan neprazdnym obsahem pasky.

Obracené tvrzeni, a sice, Ze ke kazdému intuitivné chdpanému algoritmu Ize nalézt odpovi-
dajici (nikdy necyklici) TS, obecné dokazat nelze. Nikdo na celém svété v§ak nenalezl Zadny
protipriklad.
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Pruvodce studiem

NemozZnost obecné dokézat posledni tvrzeni je disledkem vagnosti pojmu elementarni krok
intuitivné chapaného algoritmu.

Dostdvame tak sice nedokazatelnou, ale vSeobecné pfijimanou tezi:

Churchova-Turingova'? teze [¢ti Ceréova—Turingoval:
Intuitivné chapany algoritmus = algoritmus realizovatelny na Turingové stroji.

Pruvodce studiem

Od této chvile muzete veskeré vysledky vztahujici se k necyklicim Turingovym strojum
(a tedy také k rekurzivnim jazykiim) interpretovat jako vysledky vztahujici se k algoritmtm.

2.2.4 Rozhodovaci problémy

Pred vlastnim studiem problémd bychom méli nejdiive popsat, co budeme v nasem textu
rozumét pod pojmem problém.

Problémem budeme chdpat dlohu nalézt odpovéd na otdzku vztahujici se ke kone¢né mnoha
zadanym parametrim. Zadani problému tak musi zahrnovat

e obecny popis vSech jeho parametrt,

e vlastni znénf dlohy.
Pripadem problému pak budeme nazyvat problém s konkrétnimi hodnotami jeho parametrd.'!

Priklad 2.18. Demonstrujme vyse uvedené pojmy na nésledujicich piikladech.
1) Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je dan

a) svymi parametry!?, jez tvoii dvé bezkontextové gramatiky,
b) otdzkou: ,,Jsou zadané bezkontextové gramatiky ekvivalentni?*

Pfipadem tohoto problému je napt. tloha zjistit, zda jsou ekvivalentni bezkontextové
gramatiky G1 a G, kde
(1 obsahuje pouze pravidla S — aSSb| Ab,
A — aSh|a,
G2 obsahuje pouze pravidla S — aAb| Ab,
A — aSb|SS|a.
2) Problém mohutnosti jazyka prijimaného Turingovym strojem je ddn
a) jedinym parametrem, a sice Turingovym strojem,
b) otdzkou: ,Jakd je mohutnost jazyka pfijimaného zadanym Turingovym strojem?*
Pfipadem tohoto problému je napf. dloha zjistit mohutnost jazyka prijimaného Turingo-
vym strojem popsanym v piikladu 2.8.

Pokud se mdme zabyvat otdzkou existence algoritmu fesiciho néjaky problém, bude vyhodné
zaZit vybér zkoumanych problémi jenom na ty, které maji co nejjednodussi mozné vysledky.
Jako optimdlni se jevi tzv. rozhodovaci problémy.

Uvedeni teze byla nejdiive formulovina A. Churchem s pouZitim jiného formalismu (konkrétné A—kalkulu),
A. Turing vSak zahy prokazal jeho (vzajemnou) pfevoditelnost na sviij formalismus.

"Misto piipadu problému se lze v literatufe setkat také s terminem instance problému. [Ku&89] pouZiva misto
dvojice problém a piipad problému pojmy tloha a vyskyt dlohy.

2Misto parametrti budeme &asto psavat ,,vstup* problému.
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Definice 2.19. Za rozhodovaci problém povazujeme problém, jehoz kazdy piipad md bud'feSen{
ANO nebo feseni NE.

Priklad 2.20. Rozhodovacimi problémy jsou napiiklad
e problém ekvivalence dvou zadanych gramatik,

e problém konecnosti jazyka pfijimaného Turingovym strojem.

Rozhodovacim problémem naproti tomu neni problém uréeny otdzkou: Jakd je mohutnost
jazyka pfijimaného zadanym Turingovym strojem?

Pruvodce studiem

Omezujeme-li se pouze na studium rozhodovacich problémi, neznamend to, Ze bychom
rezignovali na vSechny ostatni. Nékteré z nich je mozné prevadét na posloupnosti rozhodo-
vacich problémi. Naptiklad dlohu zjistit, kolik riznych redlnych ¢&isel tvoii feseni zadané
kvadratické rovnice lze pfevést na nasledujici posloupnost rozhodovacich problému:
, . A1 v odpovéd NE znadi 0 redlnych feSend,
1) Problém existence redlného fesent ... wp 1 o . Y P
pri odpovédi ANO prejdeme k problému 2).
2) Problém poctu riznych redlnych feseni kvadratické rovnice (s nezapornym diskrimi-
odpovéd NE mizZeme piifadit 1 (dvojndsobnému) redlnému fesent,
nantem) ... “ v oy v 1- o .
odpovéd ANO muiZeme pfifadit 2 riznym redlnym feSenim.

Definice 2.21. Rekneme, Ze rozhodovaci problém je Fesitelny'?, pravé kdyz existuje TS T,
ktery pro kazdy pfipad daného problému zastavi v koncovém stavu
g+, je-li feSenim tohoto piipadu ANO,
{ q—, je-li feSenim tohoto pripadu NE.
Neexistuje-li takovy TS, fikdme, Ze dany problém je nefesitelny.

Pruvodce studiem

Vsimate si, Ze byl v definici pouZzit nikdy necyklici TS? Tj. rozhodovaci problém nazyvame
feSitelny, jestlize existuje algoritmus, ktery pro kazdy pripad tohoto problému vyda jako
svij vystup spravné feSeni (ANO nebo NE).

Priklad 2.22. Je fesitelny rozhodovaci problém pfijeti vstupniho slova kone¢nym automatem?
(Kazdy pripad tohoto problému je zfejmé ur¢en konkrétnim KA a konkrétnim vstupnim slovem.)

Pro kladné zodpovézeni poloZzené otadzky musime byt podle definice schopni nalézt odpovidajici
TS. (Ve zkratce fe€eno, musime najit TS, ktery fesi dany problém.) PoZadavky kladené definici
splituje nasledujici TS.
TS T pro vstupni slovo (B, w), kde B je KA a w je fetéz nad jeho vstupni abecedou:

1) Simuluje ¢innost KA B pro vstupni slovo w.
v koncovém stavu, TS 7" pfijima (B, w),

2) Pokud B skon¢i po precteni slova w { mimo koncovy stav, TS T zamitd (B, w).

BTerminologie pouzivand v odborné literatufe opét neni jednotna. Resitelny problém byva nazyvan také problé-

MR

mem rozhodnutelnym, rekurzivné fesitelnym nebo algoritmicky feSitelnym.
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Pruvodce studiem

1) Ve slovnim popisu Turingova stroje je jiZ pouZzito souslovi ,,pro vstupni slovo (B, w),
nejdiive zkontroloval spravnost zakddovani u slova, které ma na svém vstupu. Jak to mize
provést?

Predstavte si tfeba KA B = (Q, X, §, qo, F'), kde

Q=A{aq. - e} o= q

¥ ={a,...,a4},

a F'={q,q}
Napiiklad pfechod (g5, az) = g4 miiZe byt zakédovan jako fetéz 0°10210%.

Cely KA B pak miZe byt zakédovan jako fetéz
(B) = 10911011 0°10%10*11..,1110?10%11.
zakédovani &

(Prvni podfetéz Sesti nul znamend mnozinu Sesti stavd, dal$i podietéz Ctyf nul znaci Ctyfi
symboly ve vstupni abecedé, ¢ast odpovidajici pfechodové funkci § obsahuje vSechny
pfechody kédované vyse popsanym zplisobem a na zaver, za trojici jednicek, podretézy
dvou a tif nul vyjadiuji, Ze 2. i 3. stav patii do mnoziny koncovych stavi.)

Vstupni slovo w = agagas by mohlo byt kupiikladu kédovéno jako fetéz (w) =
0210%10°.

Kontrola spravnosti zakédovani automatu B by spocivala v ovéfeni poZadované struk-
tury fetézu (B) (tzn. jedna jedni¢ka ndsledovana kladnym poétem nul, pak dvé jednicky,
kladny pocet nul, dvé jednicky, atd.) a ddle v ovéfeni, Ze v Useku popisujicim koncové stavy
nikde pocet nul neprevysuje pocet nul udavajicich celkovy pocet stavlii v (Q a Ze v tseku
popisujicim prechodovou funkci je zanesen prave jeden piechod pro kazdou dvojici (stav,
vstupni symbol). Podobné by probéhla kontrola spravnosti zakédovani vstupniho slova w.

2) Jak si mate predstavit simulaci KA B Turingovym strojem 7'? Napiiklad ndsledovné:
TS T si za vstupni slovo na pasku zapiSe oznaceny pocate¢ni stav automatu B a v zakédovani
slova w oznadi 1. symbol. Potom pro oznaceny stav a oznaceny symbol hleda v zakédovani
prechodové funkce automatu B odpovidajici prechod. Jakmile jej najde, misto pivodniho
stavu oznaci prechodem urceny vysledny stav, zrusi oznaceni symbolu ve vstupnim slovu
a oznadi nasledujici symbol vstupniho slova. Uvedenou ¢innost opakuje, dokud mize
oznacovat nové symboly vstupniho slova. V okamZiku, kdy nemd k dispozici dal§i symbol
k oznaceni (tj. vstupni slovo je pfecteno), zkontroluje, jestli je posledni oznadeny stav
koncovym stavem automatu B. Na zdklad€ vysledku této kontroly pak TS T prejde bud do
pfijimajictho anebo do zamitajiciho stavu.

Poznamka 2.23. Je zajimavé podivat se na jazyk, ktery je rozhodovéan Turingovym strojem T’
z prikladu 2.22. Jde o jazyk

{(B,w); B je KA, ktery pfijima vstupni slovo w},
ktery zahrnuje zakédovani vSech piipadi problému (zkoumaného v piikladu 2.22), jeZ maji
feSeni ANO.

wev s

Uvedeny poznatek ma obecnéjsi platnost, jak sdéluje nasledujici véta.
Véta 2.24. Problém P je Fesitelny, pravé kdy? jazyk {{P); P je p¥ipad problému P s Fesenim
ANOY} je rekurzivni.

Diikaz. Jde o pfimy dtsledek definic rekurzivniho jazyka a feSitelného rozhodovaciho pro-
blému. O

Poznamka 2.25. Véta 2.24 poukazuje na vzdjemnou pievoditelnost konkrétnich rekurzivnich
jazyku a feSitelnych problémd. Veskeré poznatky ziskané o rekurzivnich jazycich tak mizeme
aplikovat na feSitelné problémy.
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Pruvodce studiem

Kvili velké dilezitosti popisovanych vzajemnych pfevodi (hojné vyuZivanych v kapitole 3)
si jeSté jednou uvédomme, Ze jazyk ,,odpovidajici* feSitelnému problému vzdy zahrnuje
pouze zakédovani téch piipadi daného problému, jez maji feSeni ANO. Napiiklad jazyk

e

,,odpovidajici* problému prvociselnosti pfirozenych cisel by zahrnoval zakédovéni vSech
prvocisel.

Pro udplnost uvedeme také definici Castecné fesitelnych problémi a jejich pfevoditelnost na
castecné rekurzivni jazyky.

Definice 2.26. Rekneme, Ze rozhodovaci problém je cdstecné Fesitelny'*, pravé kdyz existuje
TS T, ktery pro kazdy piipad daného problému
zastavi v koncovém stavu ¢, je-li feSenim tohoto pripadu ANO,
{ zastavi v koncovém stavu g_ anebo cykli, je-1i feSenim tohoto ptipadu NE.

Pruvodce studiem

Vsimnéte si, Ze TS pouZity v definici nepredstavuje algoritmus, nybrZ proceduru, protoZe
pro néktera vstupni slova mize cyklit.

Mimochodem, schopnost Turingovych stroji zacit cyklit dobfe zndme u jinych, realnéj-
Sich zafizend, jeZ vétSinou okupuji nase pracovni stoly, a sice u stolnich pocitact. Tento rys
(stolnich) pocitaci, mnohymi povazovany za zékladni, mozna leckoho presvédci o tom, Ze
TS skutecné predstavuje obecny vypocetni prostredek.

Véta 2.27. Rozhodovaci problém P je cdstecné reSitelny, prdavé kdy? jazyk
{{P); P je pfipad problému P s resenim ANO} je Edstecné rekurzivni.

Diikaz. Jde o pfimy dusledek definic ¢aste¢né rekurzivniho jazyka a ¢astecné fesitelného roz-
hodovaciho problému. ]

2.2.5 Problém zastaveni Turingova stroje

Definice 2.28. Problémem zastaveni Turingova stroje nazyvame rozhodovaci problém, v némz
se ma stanovit, zda zadany TS pro dané vstupni slovo pfejde po konecném poctu vypocetnich
krokt do pfijimajiciho nebo zamitajiciho stavu.

Poznamka 2.29. Pokud by byl problém zastaveni TS feSitelny, musel by existovat TS T”
(neboli algoritmus), ktery pro kazdé vstupni slovo (7', w), kde T" je TS a w jeho vstupni slovo,
g+, jestlize T pfijimd anebo zamitd w,

zastavi v koncovém stavu S . .
q—, jestlize T pro vstupni slovo w cykli.

V poznamce 2.29 se objevuje pozadavek existence Turingova stroje, ktery dokaze simulovat
¢innost libovolného TS T'. Stroj s touto vlastnosti byva nazyvéan univerzdlnim Turingovym
strojem.

14V odborné literatufe byvé &asteénd fesitelny problém nazyvan rovné? problémem &astedné rozhodnutelnym
nebo ¢dstecné rekurzivné feSitelnym.
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Pruvodce studiem

Pripomenete-li si zplsob, jakym TS simuloval ¢innost libovolného KA v komentafi k pfi-
kladu 2.22, neni t€zké predstavit si ¢innost univerzalniho Turingova stroje.

Univerzalni TS svymi schopnostmi evidentné spliiuje pozadavky ocekavané od obec-
ného vypocetniho prostiedku, nebot’ dokdze zpracovévat libovolny algoritmus (predstavo-
vany Turingovym strojem) véetné piislusnych vstupnich dat. Tvori tak teoreticky predobraz
redlnych pocitact a nalezenf jakychkoli vypocetnich omezeni znamena stejnd omezeni pro
redlné pocitace.

Véta 2.30. Problém zastaveni Turingova stroje neni feSitelny.

Pruvodce studiem

Uvedené tvrzeni neni zase tak prekvapivé. VZdyt jakym zptisobem bychom méli zjistit, Ze
TS (nebo pocitadovy program) cykli a Ze neni jenom ve velmi dlouhé fazi vypoctu, ktery
bude po konecné dobé ukoncen?

Diikaz. Dikaz povedeme sporem.

Predpokladejme, Ze jde o fesitelny problém. Podle definice (a také pozndmky 2.29) pak existuje

TS H, ktery pro vstupni slovo (T', w), kde 7" je TS a w jeho vstupni slovo
— piijima (T, w), jestlize TS T pfijimé anebo zamitd w,
— zamita (T, w), jestlize TS T cykli pro vstupni slovo w.

Uvazme TS D, ktery pro vstupni slovo (T'), kde T je TS:
1) Simuluje ¢innost TS H pro vstupni slovo (7', (T)).

piijima (T, (T")), TS D za¢ne cyklit,

2) Jestlize H { zamitd (T, (T)), TS D piijme (T).

Pruvodce studiem

Ma-li TS D simulovat ¢innost stroje ', musi mit k dispozici pro tuto simulaci vstupni slovo
kédujici 2 objekty: jednak TS, jednak vstupni slovo pro tento TS. Zakédovani Turingova
stroje ma D na svém vstupu, pouZije jej tedy dvakrat: jednou coby TS, podruhé coby fetéz
symbolt.

Na zédkladé popisu TS D a TS H ndm tedy vychazi:

D { piijima vstupni slovo (T'), pravé kdyz TS T cykli pro vstupni slovo (7).

Také D je TS. PrepiSeme-li tedy pfedchozi vztah pro pripad T' = D, dostaneme:

cykli pro vstupni slovo (T"), pravé kdyz TS T piijimé nebo zamita vstupni slovo (T°),

Pruvodce studiem

Pokud vam pfipada mélo pochopitelna situace, ze TS D dostane na svij vstup zakédovani
sebe samého a pracuje s nim jako s jakymkoli jinym vstupnim slovem, predstavte si
analogickou (a tentokrat jiZ redlnou) situaci: Jisté 1ze napsat v programovacim jazyku
Pascal pocitacovy program, ktery kazdy program zapsany v Pascalu pfevede do strojového
kédu. Spustite-li jej sim na sebe (jde pfece o program zapsany v Pascalu), pfevede svij
vlastni kéd do strojového kédu.
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cykli pro vstupni slovo (D), pravé kdyz TS D pfijima anebo zamita vstupni slovo (D),

s D { piijima vstupni slovo (D), pravé kdyz TS D cykli pro vstupni slovo (D).

To je ovSsem evidentni spor. (N&s plivodni predpoklad o fesitelnosti problému zastaveni TS se
tedy ukazal byt nespravnym.) O

Pruvodce studiem

Nyni mame dokazanu existenci problému, ktery nelze fesit na Zidném pocitaci. Problému
s touto vlastnosti pochopitelné existuje celd rada. Dalsi vSak hledat nebudeme a spokojime
se s velmi jednoduse formulovanym a srozumitelnym problémem zastaveni TS.

Od této chvile mate zaruceno, Ze kazdy pokus sestavit pocitacovy program, ktery by
pro libovolny pocitacovy program (véetné vstupnich dat) dokdzal urcit, Ze se nezacykli, ma
stejnou nad¢ji na uspéch jako pokus sestrojit perpetuum mobile.

Shrnuti
Rekurzivni jazyk je jazyk, ktery je rozhodovan néjakym TS. Césteénd rekurzivni jazyk je jazyk,
ktery je pfijiman néjakym TS. Ttida ¢astecné rekurzivnich jazykt je rovna tiidé jazyka typu 0.

Aby kterykoli TS mohl pracovat s néjakymi objekty, musi je dostat na sviij vstup v podobé
fetéza vstupnich symbold, jeZ dohodnutym zptisobem jednoznacné kéduji dané objekty. Uvodni
¢innosti TS v takovém piipadé bude vzdy kontrola, zda pfedloZeny fetéz predstavuje spravné
zakédovani oéekdvanych objektu.

Churchova—Turingova teze pravi, Ze kazdy intuitivné chdpany algoritmus lze realizovat na
TS a Ze kaZdy algoritmus realizovatelny na TS odpovidd intuitivnimu chdpdni algoritmu. TS
na zékladé této teze slouZi jako exaktni model algoritmu.

Problémem rozumime ulohu zjistit urcitou vlastnost ¢i podminku platici pro jisté (obecné)
objekty. Pfipadem problému pak rozumime tlohu tykajici se konkrétné zadanych objekti.

Rozhodovaci problém je problém, jehoz kazdy pripad ma feseni typu ANO/NE.

KaZdy rozhodovaci problém nazveme feSitelnym, pokud existuje TS, ktery pro kazdy piipad
daného problému, jenZ ma fesSeni { ANO, ZaStE}VI ve stavi ¢,

NE, zastavi ve stavu ¢_.
KaZdy rozhodovaci problém nazveme c¢astecné feSitelnym, pokud existuje TS, ktery pro
ANO, zastavi ve stavu ¢4,

kazdy pfipad daného problému, jenZ ma reSeni , .
Y prip p ] { NE, zastavi ve stavu ¢_ anebo cykli.
Kazdy (Castecné) fesitelny rozhodovaci problém lze prevést na (Castecné) rekurzivni jazyk.

Problém zastaveni TS je typickym piikladem nefeSitelného problému.

Pojmy k zapamatovani
e Rekurzivni jazyk,
e Castecné rekurzivni jazyk,
e kodovani objektt,
e rozhodovaci problém,
e feSitelny rozhodovaci problém,
e Castecné feSitelny rozhodovaci problém,

e problém zastaveni TS.
Kontrolni otazky

1. Plati, Ze kazdy rekurzivni jazyk je jazykem typu 0?
2. MuZe se zacyklit TS, ktery predstavuje algoritmus?
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Cviceni

1. Zjistéte, jestli je problém zastaveni TS ¢4stecné feSitelny.

Ukoly k textu

1. Napiste posloupnosti konfiguraci, jez postupné popisuji vypocty TS z piikladu 2.17 pro
vstupni slova ¢, ae, aaa, aeea, aeaaea.

2. Upravte prechodovou funkci TS z ptikladu 2.17 tak, aby pfi hledani ,,sttedu* vstupniho
slova pracoval ,,obousmérné* (dle komentare predchazejictho formalni popis 7).

Reseni
1. K prokdzani ¢astecné reSitelnosti problému zastaveni TS je zapotiebi nalézt TS, ktery
piijima jazyk {(T',w); T je TS, ktery zastavi pro vstupni slovo w}. Takovym strojem je
napiiklad TS R, ktery pro vstupni slovo (7', w), kde T je TS a w jeho vstupni slovo:
1) Simuluje ¢innost TS T" pro vstupni slovo w.

2) Jestlize TS T pfijimé nebo zamitd w, pak TS R ptijme (T, w).
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3 Slozitost

Disciplina zvana sloZitost se zabyva algoritmicky feSitelnymi problémy, u nichZ zkouma vypo-
Cetni obtiZnost jejich feSeni.

3.1 Uvodni pojmy

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly studujici porozumi divodim vedoucim k zjednodusuji-
cim principiim pouZivanym pfi studiu ¢asové sloZitosti. Dale bude rozumét fddovému porovna-
vani funkci a bude védét, jak se zavadi Casova sloZitost deterministického i nedeterministického
Turingova stroje.

Klicova slova: O-notace, ¢asova slozitost.

Potiebny ¢as: 60 minut.

Poznamenejme, Ze sloZitost kazdého algoritmu muzZe byt studovéna bud’ z hlediska pamétové
naro¢nosti nebo z hlediska ¢asové narocnosti. Pamétovou narocnosti rozumime pozadavek
na velikost paméti pocitace (v pifipadé TS na pocet poli¢ek pasky), jeZ je zapotiebi k pro-
vedeni vypoctu. Podobné casovou naro¢nosti rozumime ¢as potiebny pro vypocet. Tento ¢as
v§ak nebudeme méfit v ¢asovych jednotkach, nybrz poctem provedenych elementarnich kroka
algoritmu.

Vzhledem k omezenému rozsahu naSeho textu se naddle budeme vénovat vyhradn€ asové
sloZitosti.

Piiklad 3.1. Prozkoumejme ¢asovou naro¢nost algoritmu z piikladu 2.17, v némz TS T roz-
hodoval jazyk L = {zz; z € {a, e} }. Tzn. podivejme se na poCet vypocetnich krokd prove-
denych strojem T pro vstupni slovo w délky n. Pfredpoklddejme nejdiive, Ze w € L.

Pruvodce studiem

Nasledujici text (az do piistiho ,,Privodce studiem®) berte pouze informativné, tj. pokud
jste napiiklad ,,v Casové tisni*, neutrpite viibec Zddnou djmu, kdyZ ,,neprovéfite” spravnost
nize uvedenych propocta.

V 1. fazi, kdy TS T hledd ,,stfed* vstupniho slova, nejdfive svymi prvnimi n kroky pfesune
¢teci hlavu za vstupni slovo, pfic¢emzZ oznaci prvni symbol 1 teckou (resp. pruhem) a posledni
symbol 2 teCkami. Pfi ndvratu nad 1. symbol vykonad ¢teci hlava dalSich n kroku. Pfi oznacovani
dalstho paru symbold vykond ¢teci hlava jiz jen (n — 1)+ (n—2) krokd, nebot’k jejimu obratu
dojde nad n-tym polickem pasky (a ne az za vstupnim slovem) a pfi ndvratu se nevraci aZ nad
vychozi policko. Pfi oznalovéni nésledujiciho paru pak vykond (n — 3) + (n — 4) krokd, atd.
TS T tedy v 1. fazi vykonal celkem n+n+(n—1)+...+3+2 =n+ (n_l);(n+2) = "2+3n72
vypocetnich krokd.

Ve 2. fazi TS T porovnava 1. polovinu slova s 2. polovinou. Pfed vlastnim porovnavanim vSak
presune Cteci hlavu § — 1 kroky nad 1. symbol. Pfi porovndvani symbolii na stejnych pozicich
vzdy vykona:

1) & kroki potiebnych pro pfesun nad stejnou pozici v 2. poloviné slova.

2) 1 krok doprava pro kontrolu, jestli neni porovnavéani hotovo; v kladném piipadé provede
jesté 1 krok, kterym piejde do prijimajiciho stavu.

3) 5 + 1 kroki pro ndvrat nad posledni porovndvany symbol z 1. poloviny slova.

4) 1 krok doprava nad dalsi porovnavany symbol.
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Pocty krokti popsané pod body 1)—4) vykona TS T pro vstupni slovo patfici do jazyka L
celkem (5 — 1)-krat, pii porovndvani symbolii na poslednich pozicich totiZ provede pouze
kroky popsané pod body 1) a 2), nebot’ bod 2) je zakoncen dspé$nou kontrolou. Na 2. fazi tak
piipadd celkem § —1+ (5 —1)* (5 +1+5+1+1)+5+2= % vypocetnich krokd.
Pokud by vstupni slovo nepatfilo do jazyka L, bud’ by byl pocet vykonanych krokd ve 2. fazi
mensi, nebo by se TS T ke 2. fazi viibec nedostal. Z toho plyne, Ze pocet krokii vypoctu
stroje T (pfedstavujiciho zde algoritmus) pro libovolné vstupni slovo délky n ¢ini nejvyse

2 _ 2 _
n—&—%n 2_|_n+gn 4:n2+3n_3.

Pruvodce studiem

Pfipada vam takové pocitani dost imorné? Nevéste hlavu, timto zpisobem se pocitdni
sloZitosti algoritmu standardné neprovadi. Jak vyplyne z dalSich dvah, budeme ignorovat
koeficienty a konstanty, které by se snad ve vyrazu popisujicim takovou sloZitost mély
objevit. Tj. budeme uvaZovat pouze fddovou velikost — pro pfedchozi priklad bychom
tedy uvadéli vysledek ,fddové“ n?. Populdrné fedeno, budeme ,,bezosty$né“ (a nad ob-
vyklou miru) ,,zaokrouhlovat“. Pfesvédceni o rozumnosti uvedeného pfistupu snad ve vis
priklad 3.1 posilil.

V piikladu 3.1 lze vysledovat nékteré z nasledujicich ryst, jezZ budeme pouZivat pro popis
slozitosti algoritmi:

e Algoritmus budeme reprezentovat pomoci Turingova stroje. Hlavnim divodem je to, Ze
jsme si jiny formalni model algoritmu ani nezavedli. Je sice pravda, Ze s jinym modelem
algoritmu bychom mohli ziskat odlisSné vysledky, ne vSak natolik odlisSné, abychom
nésledné obdrZeli jiné tiidy sloZitosti neZ ke kterym v textu sméfujeme (Konkrétné
mame na mysli tfidy P a NP.).

e Casovou sloZitost kazdého algoritmu budeme vztahovat k velikosti vstupnich dat, tj.
v piipadé TS k velikosti vstupnich slov. Dopoustime se tim jistého zjednoduseni, pro-
toZe tim zcela pomijime skutecnost, Ze stejnd délka dvou vstupnich slov (pfedstavujicich

vvvvv

s méné vrcholy a vice hranami) mtiZe vést k naprosto rozdilné casové naro¢nosti. U zaké-
dovani libovolnych objekt budeme pfedpokladat, Ze je provedeno ,,rozumné* (napiiklad
zakédovani ¢isla 7 v podobé binarniho zapisu 111 povaZzujeme za rozumné na rozdil od
unérniho z4pisu 1111111).

e Algoritmus budeme analyzovat z hlediska chovani v nejhor$im pfipadé, tj. Casovou slo-
Zitost pro kazdé n € N poloZime rovnu délce nejdelSsitho moZného vypoctu ze viech
vypocti TS pro vstupni slova délek n. Tim budeme mit zaruceno, Ze ndmi dosazené
vysledky budou pfedstavovat horni hranici, nepfekrocitelnou bez ohledu na to, jaké
(,,sebebizarnéjsi ©) slovo bude na vstupu.

o U funkci popisujicich ¢asovou sloZitost budeme uvazovat pouze jejich fddovou velikost,

tj. napriklad sloZitosti liSici se konstantnim nasobkem budeme povazovat za stejné.

Pruvodce studiem

Vidite mohutnost zjednoduSeni plynouciho z posledniho bodu? Jeho hlavnim cilem je
podstatné redukovat mnozstvi funkci pouzivanych k popistim sloZitosti algoritmd.

Jestlize mate pocit, Ze s uvedenym zjednodusovanim nemizeme ziskat Zddné rozumné
vysledky, budete piekvapeni. (Jen vyjimecné by totiZ problémy z béZné praxe vedly k al-
goritmiim se sloZitosti napf. 101 - n?.)
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V nésledujici definici jednak pfesné popiSeme, jak budeme funkce fddové porovndvat, jednak

zavedeme piisluind znadeni 1

Definice 3.2. Necht f, g jsou dvé funkce, které prifazuji nezdpornym celym Cislim redlna
Cisla. Pak fekneme, Ze

e funkce f roste Fdadové nejvyse jako funkce g, a piSeme f(n) = O(g(n)), pravé kdyz
existujf ¢isla K > 0 a ng € N takova, Ze pro kazdé pfirozené Cislo n > ng plati
f(n) < K- g(n),

e funkce f roste Fddové aspori jako funkce g, a piSeme f(n) = Q(g(n)), pravé kdyz
existuji ¢isla & > 0 a ng € N takova, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo m > ng plati
f(n) = k-g(n),

e funkce f roste Fddové stejné'® jako funkce g, a piSeme f(n) = ©(g(n)), pravé kdyz

f(n) =0(g(n)) a f(n) = Qg(n)).

Pruvodce studiem

Uvedend radova srovnani predevsim popisuji chovani uvedenych funkci pro dostate¢né
vysokd n (pfesnéji, pro vSechna pfirozend n od jistého ng pocinaje), pfitom vSak za icelem
pozadovaného vysledku ,,mame povoleno‘ nasobit funkci g libovolnou kladnou konstantou.

Piiklad 3.3. Podivejme se na fadové srovnani funkei f(n) = 3n® —n?+2n a g(n) = n3. Jak
uZnapovidd ndzev ,.fddové srovnani‘, zfejmé bychom méli porovnévat nejvyssi fady uvedenych

Vv v 2

polynomickych funkci. Jak f tak g ma nejvyssi fad roven 3, mélo by tedy jit o funkce fadové
stejné. Ovérme spravnost tohoto zaveéru za pomoci definice 3.2.

Mame-li prokazat, ze funkce f roste fadové nejvyse jako g, musime najit pfirozend Cisla K
a ng takova, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > ng plati

3n3 —n? +2n < K- nd.
Upravou uvedené nerovnice dostaneme

n3(K —3) +n?—2n > 0.
Pro K = 4 postupné mame:

n3+n2—2n>0,
n(n?+n—2) >0,
n(n+2)(n—1) > 0.
JelikoZ je posledni nerovnice splnéna pro K = 4 a pro vSechna n > ng = 1, plati f(n) =
O(g(n)).

Diikaz toho, Ze funkce f roste fadové asponi jako g, se provede obdobné.

3.1.1 Slozitost Turingova stroje a nedeterministického Turingova stroje

Chceme-li pouZivat jako formalni model algoritmu Turingtv stroj, musime definovat sloZitost
nikdy necykliciho Turingova stroje.

Definice 3.4. Necht' T je TS, ktery pro kazdé vstupni slovo zastavi. Casovou slozitosti T na-

zveme funkci f (pfifazujici kazdému nezapornému celému ¢islu nezdporné celé ¢islo) takovou,
Ze pro kazdé n € Ny je

f(n) =max {k € No; TS T pro vstupni slovo w délky n zastavi po k vypocetnich krocich}.

2

BSUvadéné znadeni byva b&zné nazyvino ,,velkou O-notaci“ nebo ,,asymptotickou notaci*.
16pouzivaji se také pojmy fadové ekvivalentni nebo asymptoticky ekvivalentni funkce.
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Pruvodce studiem

Vsiméte si, Ze prdvé uvedend sloZitost algoritmu (pfedstavovaného nikdy necyklicim TS)
je skutecné definovana prostrednictvim ,,nejhorstho mozného pripadu®, ktery se mize vy-
skytnout mezi vS§emi vstupnimi daty o stejné velikosti n? Nejhor§im moznym piipadem
tady rozumime nejdel§i mozny vypocet.

Kvtili definici jedné velmi uzitecné tfidy sloZitosti (a sice NP) budeme potfebovat zavést rovnéz
pojem Casové sloZitosti nedeterministického Turingova stroje.

Definice 3.5. Necht T je NTS, ktery ma pro kazdé vstupni slovo kone¢né vSechny vypocetni
vétve. Casovou sloZitosti T nazveme funkci f (pfifazujici kazdému nezdpornému celému ¢islu
nezdporné celé ¢islo) takovou, Ze pro kazdé n € Ny je

f(n) = max {k € Ny; maximdlni pocet krokt vypoctu 7" pro vstupni slovo w, jez ma délku n,
sestdva z k krokti}.

Pruvodce studiem

Uvedend definice si zasluhuje trochu pozornosti pfi ¢teni. Obsahuje totizZ dvé do sebe
vnofené tirovné.

Niz§i trover je predstavovana ¢islem k, jez znamena nejdelsi vétev ze vSech vypocetnich
vétvi stroje 1" pro konkrétni slovo w. Slovo w musi mit délku n, abychom je vibec
mohli zohledriovat. Pov§imnéte si zaroveri, Ze po zmifiované nejdelsi vypocetni vétvi vilbec
nepozadujeme, aby koncila konfiguraci s pfijimajicim stavem.

A vyssidroveni? Vzhledem k tomu, Ze nad m-prvkovou vstupni abecedou existuje prave
m" rtiznych vstupnich slov délky n, je f(n) rovno maximu m™-prvkové mnoziny zahrnujici
¢isla k ptislusna oném slovim délky n.

Definice 3.6. Necht 7" je TS (resp. NTS) s casovou slozitosti f. O stroji 7" prohlasime, Ze ma
polynomickou casovou sloZitost, pravé kdyz existuje polynom p takovy, ze f(n) < p(n) pro
vSechna n € Nj.

Pruvodce studiem

Jestlize tedy né&jaky deterministicky nebo nedeterministicky Turinglv stroj pracuje s poly-
nomickou ¢asovou sloZitosti, mite zarucenu existenci takového polynomu p, Ze libovolné
slovo délky n je danym strojem ,,zpracovano® v Case nejvyse p(n).

Shrnuti

RozliSujeme ¢asovou a pamétovou slozitost algoritmi. V piipadé Casové slozitosti nds zajima
pocet elementarnich kroki algoritmu potfebny k provedeni vypoctu. SloZitost byva standardné
popisovana jako funkce zdvisld na velikosti vstupnich dat algoritmu a u této funkce byva uva-
Zovéna pouze jeji fadova velikost.

Pfi fddovém porovnavani funkci, zjednodusené feceno, nezohlediiujeme koeficienty niso-
bici porovnavané funkce a zjiStujeme vzajemny vztah jejich funkénich hodnot pro dostate¢né
vysoké argumenty.

Casovou slozitost nikdy necykliciho TS (resp. NTS, jehoZ vypocetni vétve jsou kone&né pro
libovolné vstupni slovo) 1" definujeme jako funkci f takovou, Ze T' pro Zadné vstupni slovo
délky n nevykond vice nez f(n) krokd vypoctu (v piipadé NTS pak nemd Zzddnd vypocetni
vétev délku vétsi nez f(n)).
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O TS (resp. NTS) fikdme, Ze pracuje s polynomickou ¢asovou sloZitosti, pokud existuje poly-
nom p takovy, Ze libovolné slovo délky n je danym strojem ,,zpracovano® v ¢ase nejvyse p(n).

Pojmy k zapamatovani
e O-notace,
e Casova slozitost TS a NTS,
e polynomicka Casova sloZitost.

Kontrolni otazky
1. Jakd je casovd sloZitost TS, jehoZ pocdtecni stav je totoZny s prijimajicim stavem?
Cviceni

1. Zjistéte, zda jsou funkce f(n) =1 a g(n) =5 fadove stejné.

[jkoly k textu
1. Ovéite platnost vztahu f(n) = Q(g(n)) v piikladu 3.3.

Reseni
1. Jsou fadové stejné, nebot nerovnosti k-5 < 1 < K- 5 plati pro k = %,K =1 apro

2 N

vSechna pfirozend ¢isla n > ng = 1.

3.2 Tridy slozitosti P a NP

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici rozumét divodim vedoucim k zavedeni
tfid sloZitosti P a NP. Bude umét tyto tiidy definovat a bude umét popsat, co je zndmo o jejich
vzijemném vztahu.

Klicova slova: Tiida P, tiida NP.

Potiebny cas: 45 minut.

Existuje nepieberné mnozstvi algoritmu s nejriznéjsimi sloZitostmi. PoZadavek kategorizace
algoritmu do pfijatelné malého poctu tiid slozitost{ se tedy jevi rozumné. Nejjednodussi mozné
déleni by zfejmé rozdélilo algoritmy na rychlé a pomalé. JenZe co si predstavit pod pojmem

vV

pomaly algoritmus? Je to ten, ktery ndm na stolnim pocitaci pobéZi 1 hodinu, 1 rok nebo snad

s 7 X2z

1000 let? Ztejmé je nutné nalézt n&jakou délici ¢aru, kterd by oddélila pomalé algoritmy od

N P4

rychlych a pfitom méla dlouhodobéjsi platnost, protoze nékteré algoritmy, jeZ ndm z dneSniho
pohledu ptipadaji pomalé, se mohou jevit s moderngjSimi a rychlej$imi vypocetnimi systémy
jako dostatecné rychlé. Zasadni krok vedouci k nezdvislosti na konkrétnich redlnych pocitacich
jsme jiz vykonali tim, Ze jsme si vybrali jako model pro zkouman{ sloZitosti algoritmd Turingiv
stroj. Nicméné otdzka, co povazovat za pomaly a co za rychly algoritmus, pretrvava. Podivejme
se na ni tedy podrobnéji prostiednictvim nékolika ndzornych tabulek.

Predstavme si pocita¢, u néjZ trva provedeni 1 instrukce 1 nanosekundu. Je-li pocet instrukci
potfebnych k vypo¢tu algoritmu pro vstupni data o velikosti n popséan funkei f(n), pak tabulka 2
udéva celkovy vypocetni ¢as pro riznd n a f(n).

Na zéakladé tabulky 2 ¢tenar nejspis jako rozumné kritérium dostate¢né rychlosti algoritmu uzna
poZadavek, aby ¢asova sloZitost byla popsédna nejvyse polynomickou funkci.
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n

fn) |20 40 60 80 100 | 500 | 1000
n 20 ns 40 ns 60 ns 80 ns 0,1 us | 0,5 us 1 us

n? | 04us | 1,6 us | 3,6 us 6,4 us 10 us | 0,25ms | 1ms

n? Sus | 6,4pus | 022ms | 0,5 ms Ims | 0,1255s ls

nb

3,2 ms 0,1s 0,8s 3,3s 10 s 9 hodin | 12 dni
2" 1 ms 18 min 37 let 14-10° let
n! 77 let

Tabulka 2: Porovnani délek vypoc¢tl u algoritmi s rtiznou ¢asovou naro¢nosti

Pruvodce studiem

Kritérium

’ prakticky pouZitelny algoritmus = algoritmus s nejvyse polynomickou ¢asovou sloZitosti

pochopitelné nelze brét jako dogma. U funkei
fl(n) _ 2100 ‘n
fa(n) = 20" (= 210 pro n = 10%0%)
byste asi dlouho nepfemysleli, kterd z nich popisuje Sikovnéjsi algoritmus.
Je ovSem pravdou, Ze znac¢na ¢ast znamych algoritmd, jez pracuji v polynomickém case,
ma slozitost popsanu polynomem se stupném nejvyse 4.

N e

Jesté presveédcivejsi je tabulka 3, kterd zndzoriiuje vliv zrychlovani vypocetnich systému na
rozsah dat zpracovatelnych pomoci algoritmi s polynomickymi i hor§imi ¢asovymi sloZitostmi.
Funkce f vzdy udava piislusnou ¢asovou slozitost, na odpovidajicich fadcich tabulky je pak
velikost dat zpracovatelnych algoritmem se slozitosti f za pfedem dany Casovy limit.

zrychleni vypoctu
f() [ 1x [ 100x [ 1000x
n | 100 | 10000 | 100 000
n? | 100 | 1000 | 3162
n3 | 100 | 464 1 000
n® | 100 | 251 398
2n | 100 | 106 109
n! | 100 | 100 101

Tabulka 3: ZvétSeni rozsahu zpracovatelnych dat pti 100krat a 1000krat rychlejsich pocitacich

Pruvodce studiem

V tabulce 3 je vidét, Ze uz pro exponencidlni algoritmy je typickd existence mezni velikosti
vstupnich dat, nad niZ je dloha prakticky nefeSitelna i pfi zvySeni rychlosti pocitace o nékolik
rada.

Nyni miZeme pfistoupit k definici tfidy zahrnujici v§echny problémy fesitelné v polynomickém
Case.

Definice 3.7. Ttidu vSech jazyku pfijimanych (deterministickymi!) Turingovymi stroji s poly-
nomickymi ¢asovymi sloZitostmi nazyvame tidou P. Trida P
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Pruvodce studiem

Do tiidy P tedy zafadime kazdy jazyk, ktery je pfijimdn néjakym TS s polynomickou
casovou slozitosti, a Zadny jiny.

Pokud v tuto chvili pfemyslite nad tim, Ze TS piijimajici néjaky jazyk mize pro néktera
vstupni slova cyklit, pfipomeiite si definici TS majiciho polynomickou ¢asovou sloZitost —
tuto vlastnost jsme definovali pouze pro nikdy necyklici TS (viz definice 3.4 a 3.6).

Poznamka 3.8. Posledni definici miZeme pouZit k definici t7idy problému P. Véta 2.24 totiz
dava do souvislosti feSitelné problémy a rekurzivni jazyky. Jestlize tedy jazyk ,,pfislusny*

k n&jakému problému patii do tfidy P, zafadime onen problém do tfidy problému P.

Pruvodce studiem

Potiebujete-li krat$i popis tfidy problému P, jednoduse do ni zatfadte vSechny problémy
feSitelné (deterministickymi) Turingovymi stroji s polynomickymi ¢asovymi sloZitostmi.
Vzhledem k tomu, Ze TS s polynomickou c¢asovou slozitosti nikdy necykli, predstavuje
vlastné jisty algoritmus pracujici ,,v polynomickém case*. Jestli vds napadlo, zda nelze
tiidu P definovat pomoci algoritmt s polynomickou ¢asovou sloZitosti, pak vas jisté potési
kladnd odpovéd — jen je tfeba mit zavedenu ,,rozumnou‘ definici téchto algoritmd véetné

polynomické casové sloZitosti.

K definici dals$i, bohats{ tfidy jazykt nam velice dobie poslouzi NTS.

Definice 3.9. Ttidu vSech jazyku pfijimanych nedeterministickymi Turingovymi stroji s poly-

nomickymi &asovymi sloZitostmi nazyvame t#idou'” NP.

Pruvodce studiem

Do ttidy NP tedy zatadime kazdy jazyk, ktery je pfijiman néjakym NTS s polynomickou
casovou slozitosti, a Zadny jiny.

Poznamka 3.10. I v piipadé definice t7idy problémii NP vyuzijeme vétu 2.24. Tj., jestlize
jazyk ,prisluSny* k néjakému problému patii do tfidy NP, zafadime onen problém do tiidy

problémd NP.

Pruvodce studiem

Typickym ptedstavitelem tfidy NP je problém, pro jehoZz vyfeSeni je zndm algoritmus
pracujici tzv. metodou ,,hrubé sily*, tj. algoritmus probirajici vSechny existujici varianty
vedouci k moZnému feSeni (napt. 2" existujicich podmnoZin mnoZiny s n prvky). Pfitom
vSak musi byt splnéna podminka, zZe ovéreni spravnosti kazdé z té€chto variant vyzaduje
nejvySe polynomicky €as. Popisovanou situaci vam lépe osvétli piiklad po ndsledujici
definici.

Definice 3.11. Klikou v neorientovaném grafu G = (V, E') rozumime takovou podmnozinu K

mnoziny vrchold V, Ze kazdé dva rizné vrcholy z K jsou spojeny hranou (z E).

7Oznaeni tfid P a NP je zkratkou slov polynomicky a nedeterministicky polynomicky. Vzhledem k tomu, Ze jde
o tfidy problémt definovanych pomoci ¢asovych sloZitosti, jsou pro né uzivany rovnéz ndzvy PTIME a NPTIME.
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Pruvodce studiem

Jinak feceno, klika je takovy podgraf grafu G, ktery je tplny.

Priklad 3.12. Ovéite, Ze jazyk L = {(G, k); G je neorientovany graf s klikou o k vrcholech}
je z tiidy NP.

Pro ovéfeni pfislu$nosti k tfidé NP musime byt schopni nalézt NTS s polynomickou ¢asovou
sloZitosti, ktery pfijima jazyk L.

PoZadované podminky spliiuje NTS 7', ktery pro vstupni slovo (G, k), kde G je neorientovany
grafa k € N:

1) Nedeterministicky vybere mnoZinu C' obsahujici k& vrchold z grafu G.

2) Ovéri, zda jsou v grafu G vSechny vrcholy z C' navzajem pospojovany hranami. Pokud
ano, NTS T pfijimd vstupni slovo (G, k); jinak T" zamita (G, k).

NTS T evidentné pfijima jazyk L. Zbyva ndm pouze prokdzat, Ze NTS 7' ma polynomickou
¢asovou sloZitost:

Provedeni bodu 1) si lze predstavit ndsledovné:

NTS T si v prvnim kroku nedeterministicky vybere, zda ozna¢i nebo neoznaci 1. vrchol
grafu G, ve druhém kroku nedeterministicky vybere, zda oznaci nebo neoznaci 2. vrchol,
atd. V pripad€ oznaceni vrcholu pokazdé zvysi hodnotu pomocné proménné o 1 a na-
sledné kontroluje, jestli uvedena proménnd nedosdhla hodnoty k — pokud ano, vybiran{
mnoziny C je u konce; v opa¢ném piipadu pokracuje ¢innost stroje 7' dalsim nedeter-
ministickym vybérem (je-li ovSem jes$té k dispozici néjaky dosud neuvazovany vrchol;
neni-li, pfislusna nedeterministicka vétev vypoctu konéi bez vybéru mnoziny C).
Popsany postup vyZaduje projit Gsek vstupniho slova, predstavujiciho zakédovéni
mnoziny vrcholi grafu G — vSe nejlépe vynikne, kdyZ si tento usek predstavime v po-
dobé kodu jednotlivych vrcholi. Zmiriovany tsek tvoii pouze ¢ast celého vstupniho
slova (délky n), a jeho délka je tedy krats$i nez n. Samotné oznaceni k& vrcholi by proto
mélo zabrat méné krokt nez je néjaky nasobek ¢isla n, k tomu je ovS§em nutno pfipocist
k-nasobnou kontrolu, pri niz ¢teci hlava musi pokazdé absolvovat cestu za vstupni slovo
nad ¢ast pasky s pomocnou proménnou, upravit ji a vratit se zpatky, tj. cestu délky
zhruba 2n. Celkem tedy vychézi na kontrolu zhruba & - 2n dal§ich krokd ¢&ili Fadové n?,
nebot’ k = O(n). Dohromady tak dostdvame fddové n kroki (pro oznacovdani vrcholt)

+ n? kroki (pro kontrolu pomocné proménné), tj. fadové n?.

Bod 2) 1ze realizovat ndsledovné:

Pro kazdy oznaceny vrchol musi NTS provést kontrolu, zda je spojen hranou s ostatnimi
oznacenymi vrcholy. Pfesnéji, pro 1. vrchol musi provést k — 1 kontrol, pro 2. vrchol k£ —2
kontrol, atd. aZ pro (k — 1). vrchol 1 kontrolu. Uvedené pocty tvoii aritmetickou fadu se
" k(k—1) fe <x . . .
souctem ———. Provedeni jedné kontroly pro prov€fovany vrchol pfitom znamend cestu
¢teci hlavy nad odpovidajici tsek zakédované mnoZiny hran a ndvrat zpét, tj. zhruba
2n krokt. ProtoZe k = O(n), dostédvame pro celkovou kontrolu (hran) ¥ddové n3 krok.

Pro bod 1) tedy dostavame fadovée kvadraticky pocet a pro bod 2) kubicky pocet jistych kroka
— ty ovSem nepiedstavuji konkrétni kroky vypoctu Turingova stroje T', nebot’ oznaceni vrcholu
zakédovaného fetézem délky 3 mizZe byt provedeno napiiklad oznacenim kazdého symbolu
pouZzitého v zakédovani (tj. alesponi tfemi vypocetnimi kroky) nebo jesté ndzornéji: nalezeni
oznaceného vrcholu v mnoZing hran znamend nalezeni fetézu jistého tvaru. TS vSak mtZe hledat
pouze konkrétni paskovy symbol, tedy napt. 1. symbol hledaného fetézu. Najde-li jej, musi se
¢teci hlava vracet na vychozi misto pasky pro informaci o 2. symbolu feté€zu, s touto informaci
se pak zase vraci za nalezeny 1. symbol kviili provéfeni 2. symbolu, atd. Nalezeni konkrétniho
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podietézu délky k ve slové délky n tak znamend provedeni nejméné 2kn vypocetnich kroka
TS.

Neni vSak téZké ovéfit, Ze kazdy krok popisovany v bodech 1) a 2) 1ze provést pomoci nejvyse
polynomického poctu kroki vypoctu Turingova stroje T'. TS T' ma tedy skute¢né polynomickou
¢asovou slozitost.

Uvedeny piiklad celkem dobie demonstruje dvé prirozené fiaze obvyklého zpisobu feseni
problému z tfidy NP:

1) nedeterministicky vybér konkrétni varianty pfichdzejici v ivahu jako mozné feSent,

2) deterministické provéfeni, jestli m4 zvolend varianta feSeni ANO.

Obé faze musi byt pochopitelné proveditelné v nejvyse polynomickém Case.

Poznamka 3.13. Pro ovéfeni piislusnosti konkrétniho problému k tfidé NP dokonce staci
nalézt TS (¢i algoritmus), ktery pro libovolny piipad daného problému a libovolny ,,ndvrh
feSeni* dokédze v polynomickém Case provéfit spravnost tohoto feSeni.

Namisto nedeterministického algoritmu hledajiciho konkrétni variantu feSeni a ndsledné pro-
véfujiciho spravnost této varianty se tak dostdvame k deterministickému algoritmu ovéfujicimu

(v polynomickém case) pouze spravnost pfedloZené varianty feSeni.

To, Ze v obou piipadech dostaneme stejnou tfidu problémii (a sice NP), je disledkem nasledu-
jicich dvah.

1) Existuje-li k danému problému NTS, ktery v polynomickém case nedeterministicky
vybird konkrétni variantu feSeni, a pak deterministicky provéfuje jeji spravnost, jisté
k témuz problému a konkrétni varianté feseni existuje TS, ktery v polynomickém case
proveéfi spravnost tohoto feseni.

2) Jestlize k danému problému P existuje TS T s polynomickou Easovou sloZitosti p(n),
jenz pro kazdy ptipad problému P a pro kazdy ndvrh feSeni ovéii jeho spravnost, pak
pro potvrzeni existence NTS 77, ktery fesi v polynomickém &ase tentyZ problém véetné
vy&erpdvajiciho vybéru variant, je dileZité zodpovédét otazku, jak 7" dokaze v poly-
nomickém &ase projit vSechny varianty kazdého pifpadu problému P. Zde je dilezité
zjisténi, Ze relevantni popis Zddného ndvrhu feseni, s nimz pracuje TS 7" v polynomic-
kém Case(!), nemize mit v&tsi délku nez p(n). PoCet vSech existujicich navrhd feSeni
zapsanych v podobé fetézli (nad k-prvkovou paskovou abecedou stroje 1) je tak shora
omezen &islem kP("). NTS T” tak m4 za dkol p¥i vyb&ru varianty feSeni projit nejvyse
kP fetdzi délky nejvyse p(n) — vzhledem k nedeterministickému vybéru

e 1. a7 k-tého znaku v 1. kroku,
e 1. az k-tého znaku ve 2. kroku,
e 1. a7 k-tého znaku v p(n)-tém kroku
méme zaruéeno, Ze nejpozdéji v p(n)-tém vypoletnim kroku md stroj 7" kazdou variantu
feSeni k dispozici.
Véta 3.14. P C NP.

Diikaz. Jde o piimy disledek definic 3.7 a 3.9, nebot kazdy (deterministicky) TS 1ze chéapat
jako specidlni pfipad nedeterministického Turingova stroje, a sice stroje, jehoZ prechodova
funkce kaZzdé dvojici (stav, paskovy symbol) pfifazuje mnoZinu s jedinym prvkem tvofenym
trojici (stav, paskovy symbol, posun ¢teci hlavy). O
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Poznamka 3.15. Inkluze z véty 3.14 de facto pfipousti dvé moznosti vzdjemného vztahu
porovndvanych tiid:

1) PC NP,
2) P=NP.

Pruvodce studiem

Zdaraznéme, 7e pripad P C NP znadi eventualitu, Ze kazdy problém z tfidy P je také
z tiidy NP a Ze existuje néjaky problém z tfidy NP, ktery vSak nelezi v P.

Snaha zpftesnit tvrzeni véty 3.14 dikazem nékterého z bodlii poznamky 3.15 je jen o par let
mladsi neZ definice tfid P a NP. Dosud marna snaha o takové zpresnéni, tj. zda P = NP nebo
P # NP, je znama pod pojmem P-NP problém. Dilezitost rozieSeni tohoto problému plyne
z toho, Ze je znama celd skupina v praxi se bézné¢ vyskytujicich dloh, jeZ patii do tfidy NP
a k nimZ jsou zndmy pouze algoritmy pracujici v exponencidlnim case. O téchto tilohéch je
znamo, 7e patii mezi nejslozitéjsi dlohy tfidy NP. (Jde o tzv. NP-tiplné problémy, jimZ bude
vénovana nasledujici kapitola.) Pokud by bylo dokazano, Ze P # NP, méli bychom jistotu, Ze
k Zadné z takovych tdloh neexistuje algoritmus fesici ji v polynomickém case.

Pruvodce studiem

matematikové se dokonce domnivaji, Ze jej v uZivanych logickych systémech rozresit ani
nelze.

Pokud by byla udélovdna Nobelova cena za matematiku, pak si budte jisti, Ze by neminula
toho, kdo P-NP problém rozresi.

PfestoZe nemame Zadnou jistotu, v§eobecné prevlada presvédéent, Zze P £ NP, atedy P C NP.

JiZ jsme se zminili o problémech, jeZ patii do tfidy NP a k nimZ zndme (deterministické)
algoritmy s exponencidlni casovou sloZitosti. To, Ze exponencidlni ¢asova sloZitost je pro
kazdy problém z NP dosazitelnou hranici, je pfimym disledkem nésledujici véty.

Véta 3.16. Necht’ L je jazyk prijimany nedeterministickym Turingovym strojem s casovou
sloZitosti p(n). Potom existuje TS s casovou sloZitosti t(n) = 2°0®M), ktery prijimd jazyk L.

Duikaz. Popiseme hlavni ideu diikazu. Pfevedeni této ideje do podoby konkrétniho TS prene-

2w O

chdme ¢tenaiim k rozmysleni (i kdyZ naznac¢ime moZné sméry takové konkretizace).

Vypocet kazdého NTS T pro dané vstupni slovo w lze ndzorné demonstrovat pomoci tzv.
stromu konfiguraci T, u néjz

1) kaZdy vrchol je oznacen konfiguraci NTS 7T,

2) koren stromu je oznalen pocateni konfiguraci NTS T pro slovo w (tj. konfigu-
raci (qo,w, 1)),

3) kazdy vrchol v je oznaCen konfiguraci (¢, z, m) a vSichni pfimi ndslednici vrcholu v
jsou oznaceni konfiguracemi (g1,z1,m1),..., (g, z;,m;), pravé kdyz (q,z,m) +
(gi, zi,m;) pro vsechna i € {1,...,5}.

Pruvodce studiem

NiZe je uveden piiklad stromu konfiguraci NTS 7" pro vstupni slovo 010.
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(9,,010,1)

(9,,110,2) (45,010,2)

(9,.110,1) (9_,100,3) (9_,010,1)

Uvedeny strom zohlediiuje nasledujici pfechody prechodové funkce stroje 7

5((]0’ 0) = {((hv 1, P)7 (Q27 1L L)7 (Q37 0, P)},
(a1, 1) = {(q+,1, L), (¢-,0, P)},
6(q2,1) = 0,
5(Q3a 1) = {(q,’ 1> L)}
Neprehlédnéte skuteénost, Ze v obecném piipadé miZe mit strom konfiguraci i neko-
necny pocet vrchold.

Pokud chceme simulovat ¢innost libovolného NTS 71" pro vstupni slovo w deterministickym
Turingovym strojem 7", pak sta¢i aby 7" simuloval prichod stromem konfiguraci T}, do §iiky.

Pruvodce studiem

Pro pfipomenuti, pfi prohledavani grafu (z vychoziho vrcholu vg) do $itky jsou nejdiive
,navstiveny* vrcholy dosazitelné z vychoziho vrcholu cestou délky 1, pak délky 2, atd.
Potadi navstivenych vrchold v nize uvedeném grafu by tedy bylo: A, B, F, C, D, E.

Oznacime-li

k = max {pocet viech piechodi pro stav ¢ a paskovy symbol = v NTS T'},
q)m

potom strom konfiguraci 7}, zahrnuje fddové nejvySe kP vypocetnich vétvi NTS T délky
maximalné p, tj. vétvi délky 1,... p.

Pruvodce studiem

Radovou hodnotu kP ziskéte jako soucet konetné geometrické fady Do k', ponévadz
v uvedeném stromu konfiguraci je nejvyse k cest délky 1, k2 cest délky 2, ..., kP cest
délky p. Konkrétn& mame Y7 | k' = k- &=L = ;£ (kP — 1) < K - kP, kde konstanta
K=k

k—1
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Jestlize NTS T s ¢asovou sloZitosti p(n) piijima vstupni slovo w délky n, pak podle definice
Casové sloZitosti NTS md strom konfiguraci T}, hloubku maximélné p < p(n)a TS T” simulujic{
stroj T' piijima slovo w nejpozd&ji v K - kP(™ - O(p(n)) krocich vypoitu.

Pruvodce studiem

Jak ziskate uvedeny pocet krokti? K - kP (") ud4va maximélni pocet vSech simulovanych cest
délky nejvyse p(n) v stromu konfiguraci a O(p(n)) popisuje fadovou slozitost simulace
jedné vypocetni vétve délky p(n) strojem 71"

Pro ¢asovou sloZitost t(n) Turingova stroje 7" tedy plati:
t(n) = K - k0 - O(p(n)) = (2"°&2k)P(") . K- O(p(n)) = 2¢(M 182k - O(p(n)) =
90(p(n)) . 90(p(n)) — 90(p(n))+0(p(n)) — 90(p(n)) 0

Shrnuti

Regitelné problémy ¢lenime do tifd sloZitosti, tj. problémy ze stejné tidy sloZitosti se vyzna&uji
existenci algoritmi feSicich je nejhdfe s ¢asovou (¢i pamétovou) slozitosti ptislusnou dané
tfidé. Ze zndmych a studovanych tfid sloZitosti jsme si popsali dvé ndsledujici tfidy.

1) Ttida P (nékdy oznaCovand jako PTIME) obsahuje kazdy problém, ktery lze fesit Turin-
govym strojem (algoritmem) s polynomickou ¢asovou sloZitosti.

2) Ttida NP (né€kdy oznacovand jako NPTIME) obsahuje kazdy problém, ktery lze feSit
nedeterministickym Turingovym strojem (nedeterministickym algoritmem) s polyno-
mickou ¢asovou sloZitosti. Zde NTS fesici néjaky problém znamen4 stroj s kone¢nymi
vypocetnimi vétvemi pro libovolné vstupni slovo, ktery pfijima vSechna vstupni slova
predstavujici zakédovani téch pripadi daného problému, jeZ maji feSeni ANO.

Z definic tfid P a NP plyne, Ze P C NP. Neni v§ak znamo, zda P = NP anebo P # NP. Tato
nerozieSend uloha byva nazyvana P-NP problémem.

Pojmy k zapamatovani
e Tiida P,
e tiida NP,
e P—NP problém.

Kontrolni otazky
1. Je dokdzdno, Ze P C NP?

2. Existuje ke kaZdému problému z ti'idy NP algoritmus, ktery jej Fesi nejhiife v exponenci-
dlnim case?

Cviceni
1. Dokazte, Ze problém generovani neprazdného jazyka zadanou bezkontextovou gramati-
kou je z tfidy P.

Ukoly k textu

1. Zdavodnéte kazdou rovnost ze zavéru dikazu véty 3.16, tj.
t(n) = K - k* - O(p(n)) = (2'°82*)P") . K - O(p(n)) = 2PV 82k . O(p(n)) =
920(p(n)) . 90(p(n)) — 90(p(n))+O0(p(n)) — 90(p(n))

80



Reseni
1. K pozadovanému diikazu staci sestavit TS s polynomickou ¢asovou sloZitosti, ktery roz-
hoduje jazyk {(G); G je bezkontextova gramatika generujici neprazdny jazyk }. Uvedeny
pozadavek splituje nédsledujici TS.
TS T pro vstupni slovo (G), kde G je bezkontextova gramatika:
1) Oznadi € a kazdy termindl gramatiky G.
2) Dokud oznacuje nové netermindly, provadi ndsledujici ¢innost.
e Oznadi netermindl z levé strany kazdého pravidla, jehoZ prava strana je
tvofena fetézem oznaCenych symbold.
3) Jestlize je oznacen pocatedni symbol gramatiky G, TS T pfijima vstupni slovo (G);
jinak zamita (G).
Polynomickou ¢asovou sloZitost stroje 71" 1ze provéfit stejnym postupem jako v pfi-
kladu 3.12.

3.3 NP-uplné problémy

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici umét definovat NP-tiplné jazyky i NP-
uplné problémy a bude znat nékolik jejich typickych predstaviteld. Rovnéz bude schopen popsat
jejich vyznam pro feSeni P-NP problému.

Klicova slova: NP-tiplné problémy, problém splnitelnosti booleovskych formuli, problém kliky,
problém obarvitelnosti grafu tfemi barvami.

Potiebny ¢as: 60 minut.

vvvvvv

Pokud by takové problémy lezely vSechny v tiidé P, dalo by se oCekavat, Zze v P budou i ostatni
(méné komplikované) problémy z NP. V takovém piipad€ by platila rovnost mezi tfidami
P a NP. Na druhou stranu, jestliZze by byt jen jediny problém z NP nelezel v tfidé€ P, pochopitelné
by P a NP pfedstavovaly rozdilné tfidy sloZitosti.

N s

To, Ze by pfislusnost nejkomplikovanéjsich problémut z NP k tfidé¢ P méla znamenat stejnou
vlastnost pro vSechny problémy z NP, je ov§em nutno umét dokdzat. Piislusny diikaz bude
snadny, pokud Sikovnym zpisobem definujeme prevoditelnost jednéch problémi na problémy
jiné.

Pruvodce studiem

Pro lepsi pochopeni principu pievoditelnosti problému si predstavte naptiklad nasledujici
situaci. TouZzite navstivit béhem jednoho mésice exotickou zemi, se kterou vsak nas stat
nem4d uzavienou dohodu o bezvizovém styku. Vite, Ze vystaveni turistického viza do této
zemé trva Sest tydnu a vystaveni ,,sluZzebniho viza“ ur¢eného pro sluzebni cesty trva pouze
tyden. Na sluZebni cestu vas pfitom musi vyslat dostate¢né divéryhodny zaméstnavatel jako
je napt. redakce novin nebo Casopisu, velky strojirensky podnik, velkoobchod (s exotickym
ovocem), apod. Stojite tedy pred problémem ziskan{ viza a tento problém miZete ,,pfevést*
na problém vyslani na sluzebni cestu. Pivodni problém tak miizete vyfesit, umite-li vytesit
nové zformulovany problém (napf. uzavienim dohody s redakci novin o napsani reportaze
z navstivené zemé¢). Pokud navic problém vyslani na sluZebni cestu vyfesite v potrebném
Case (tff tydnt), dokédzete vyfesit problém ziskani viza (do jednoho mésice).

Vsimnéte si, Ze problém, na néjZ se vam podafilo prevést pivodni problém, viibec
nemusi byt jednodussi — zkuste ziskat zaméstnani ve velkém podniku a dosdhnout vyslani
na sluZebni cestu do vysnéné zemé, a to vse do tfi tydnd.
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Pokud hodldme popsat pfevod jednoho problému na jiny a tento pfevod by mél fungovat
obecné, méli bychom jej popsat pomoci algoritmu (nebo formaln¢ pomoci necykliciho Turin-
gova stroje). Jestlize navic pro feSitelnost obou problémut vyZadujeme nejvyse polynomicky
¢as, nemél by mit prisluSny algoritmus (¢ili TS) horsi asovou sloZitost.

Formélné 1ze takovy prevod vyjadrfit také pomoci jistého typu funkce, a sice funkce zob-
razujici fetézy nad urcitou abecedou X na fetézy nad toutéz abecedou. Pokud kazdy pfipad
studovaného problému zakédujeme do podoby konkrétniho fetézu nad abecedou 3., uvedend
funkce takovému fetézu prifadi jako vysledek jiny fetéz nad X, ktery bude ptedstavovat zako-
dovéni pfipadu problému, na néjz je ten ptvodni prevadén.

Uvedené ideje objastiuji divody pro zavedeni nasledujicich pojmd.

Definice 3.17. Necht' ¥ je libovolna abeceda. Funkci f : ¥* — X* nazveme vycislitelnou
v polynomickém case, pravé kdyz existuje TS s polynomickou ¢asovou sloZitosti, ktery pro
kazdy fetéz w € ¥* zastavi s tim, Ze na jeho pdsce zUstane zapsan fetéz f(w).

Definice 3.18. Rekneme, 7e jazyk L1 C ©* je pFevoditelny ' najazyk Ly C ¥* v polynomic-
kém case, pravé kdyz existuje funkce f : X" — X* vydislitelna v polynomickém Case takova,
Ze pro kazdy fetéz w € ¥* plati: w € Lq, pravé kdyZz f(w) € L.

PiSeme pak L; <, Ly (nebo Li <, Lo). O funkci f fikdme, Ze prevddi jazyk L1 na Lo
v polynomickém case.

Poznamka 3.19. Stejné jako v kapitole 3.2 miiZeme posledni definici pfeformulovat i pro
definici ptfevoditelnosti jednoho problému na jiny v polynomickém case. Staci opét pouZit
vétu 2.24 déavajici do souvislosti fesitelné problémy a rekurzivni jazyky. JestliZe je tedy jazyk
,»prislusny* k problému P; prevoditelny na jazyk ,,pfislusny* k problému P» v polynomickém
Case, fikdme, Ze problém P je prevoditelny na problém P» v polynomickém case.

Pruvodce studiem

JestliZe si podrobné promyslite, kdy je vlastn€ problém P; pievoditelny na problém P, pak
zjistite, Ze
1) kazdy pripad problému P; s feSenim ANO musi byt pieveden na pripad problému P,
s feSenim ANO,
2) kazdy pripad problému P; s feSenim NE musi byt pfeveden na piipad problému P;
s feSenim NE.
V naSich definicich a tvrzenich se neustile opakuje u prevoditelnosti dovétek ,,v polyno-
mickém case“. Je to nutné, nebot prevoditelnost miize byt (a byva) definovana i v exponen-
cidlnim Case, logaritmické paméti, polynomické paméti, apod.

Lemma 3.20. Prevoditelnost <, je tranzitivni, tj. ze vztahii Ly <, Ly a Lo <, L3 plyne
L4 <p Ls.

Diikaz. Tvrzeni lemmatu plyne pfimo z definice prevoditelnosti jednoho jazyka na druhy
v polynomickém case. O

Pruvodce studiem

Tranzitivnost pfevoditelnosti problému (nebo prislusnych jazyki) si mizete snadno pred-
stavit na pfikladu z pfedminulého privodce studiem. V ném jsme popisovali prevoditelnost

18V literatufe je sice pouZivangjii termin redukovatelny, ale v &eitiné tento termin vzbuzuje nejéast&ji predstavu,
Ze se jednd o zjednoduSeni vychoziho problému. Takova pfedstava je ovSem v rozporu se skutecnosti, protoze
v souladu s definici jsou napiiklad pfevody feSitelnych problémi na nefeSitelné, ale nikdy ne obracené.
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problému ziskani viza na problém vyslani na sluZebni cestu. Problém ,,vyslani ...““ 1ze zfejmé
déle prevést na problém presvédcit Séfredaktora konkrétnich novin o svych literdrnich kva-
litach. Jisté budete souhlasit s tim, Ze dspésné presvédceni $éfredaktora (béhem tii tydnd)
povede k vyfeseni problému ziskani viza.

Nasledujici pomocné tvrzeni budeme potiebovat v dikazu véty popisujici feSeni P-NP pro-

vvvvvv

Lemma 3.21. Necht’ L1, Ly C ¥*, L1 <, Lo. Jestlie Ly € P, pak Ly € P.

Diikaz. Protoze Ly € P, existuje TS T' s polynomickou ¢asovou sloZzitosti, ktery rozhoduje
jazyk L. Necht funkce f prevadi jazyk L; na Ly v polynomickém case. Sestavime TS S
s polynomickou ¢asovou slozitosti, ktery rozhoduje jazyk L.

TS S pro vstupni slovo w:
1) Spocitd f(w) (simulaci Turingova stroje vy¢islujiciho v polynomickém Case funkci f).
2) Simuluje ¢innost Turingova stroje 7" pro vstupni slovo f(w).

piijimé f(w), pak TS S pfijme w,

3) Jestlize simulovany TS T { zamitd f(w), pak TS S zamitne w.

Pruvodce studiem

Kdyby véas ndhodou trdpila mySlenka, co u¢ini TS S v pripadé, Ze by TS 1" zacal cyklit, pak
si pripomerite ivodni zminku o TS 7', podle niZ 7" rozhoduje jazyk Lo (tj. T" nikdy necykli,
kazdé slovo z Lo pfijme a kazdé slovo nelezici v Lo zamitne).

Polynomicka casova slozitost Turingova stroje S plyne z polynomickych ¢asovych sloZitosti
bodt 1) a 2). O

Definice 3.22. O jazyku L fekneme, Ze je NP-iiplny, pravé kdyz jsou splnény ndsledujici
podminky.

1) L e NP.

2) Prokazdy jazyk L' € NP plati: L' <, L.

Alternativné pro problémy:

Definice 3.23. O problému P fekneme, Ze je NP-iipiny, pravé kdyZ jsou spln€ny nésledujici
podminky.

1) P eNP.

2) Pro kazdy problém P’ € NP plati: P’ <, P.

Pruvodce studiem

blémy z tiidy NP. Tato vlastnost je disledkem prevoditelnosti libovolného problému z NP
na NP-uplny problém v polynomickém case. Tzn. mame-li byt schopni na NP-tplny pro-
blém pievést v polynomickém Case sebesloZzitéjsi problém z NP, nemiZe jit o jednoduchy
problém.

V jistém smyslu tak kazdy NP-uplny problém P reprezentuje celou tfidu NP. Nalezneme-
li pro néj totiz konkrétni feSeni, miiZze byt toto feSeni pouzito spolu s algoritmem, pieva-
d&jicim v polynomickém Case libovolny problém P’ z NP na P, pro feSeni problému P’ —
tato idea byla ostatné pouzita i v dikazu lemmatu 3.21.
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Dikaz NP-dplnosti néjakého jazyka (¢i problému) miZe byt proveden bud pfimym provéfenim
obou podminek pozadovanych v definici anebo pomoci nasledujici véty (uvedeme pouze vari-

antu pro jazyky stejné jako u dal$i véty — formulace variant pro problémy by ¢tenéfi jiZ nemély
Cinit potize).

Véta 3.24. Necht’ L1,Ls € NP, L1 < La. JestliZe je L1y NP-uplny jazyk, pak je Lo také
NP-tiplny jazyk.

Diikaz. Tvrzeni véty plyne piimo z definice 3.22 a z tranzitivnosti prevoditelnosti <1, (Viz
lemma 3.20). O

Véta 3.25. JestliZe existuje NP-tiplny jazyk leZici v tFidé P, pak plati rovnost P = NP.

Diikaz. Inkluze P C NP je popsdna jiz ve vété 3.14. Pro dlikaz rovnosti ndm staci ovéfit platnost
inkluze NP C P:

Necht' L € P je NP-tiplny jazyk. Uvazime-li libovolny jazyk L’ € NP, pak L' <, L podle
definice NP-uplnosti jazyka L. Vzhledem k pfedpokladu L € P a lemmatu 3.21 tak mdme
L' € P atedy NP CP. O

AZ dosud byl hlavni diiraz kladen na blizsi vymezeni vzajemného vztahu tfid P a NP. Nemélo by
to vSak vést k pfedstavé, Ze NP-iplné problémy ptedstavuji jen teoreticky konstrukt, ktery nema
pro redlnou praxi Zddny vyznam. ProtoZe nikdo dosud nedokézal rovnost P = NP, neni zndma
existence zZaddného algoritmu feSiciho kterykoliv NP-uplny problém v polynomickém case.
Odtud plyne, Ze kazdy programétor postaveny pied tikol nalézt dostatecné rychly algoritmus
fesici konkrétni NP-tplny problém

a) md mizivou nadégji nalézt algoritmus feSici rychle v§echny piipady daného problému,

b) miZe snadno najit algoritmus feSici rychle nékteré piipady daného problému a velmi

pomalu (konkrétné v exponencidlnim Case) pripady ostatni.

Neuspokojuji-li programdtora vySe nabizené varianty, mé uZ jen nésledujici moZnosti:
1) pokusit se zménit zadan{ tikolu takovym zplisobem, aby neobsahoval poZadavky vedouci
k tak vysoké vypocetni naro¢nosti; jinymi slovy modifikovat problém tak, aby nepatfil
mezi NP-tplné, ale ,,pouze* do tiidy P10

2) rezignovat na feSeni zadaného ukolu.

3.3.1 Vybrané NP-tuplné problémy

Jsou znamy stovky NP-tplnych probléml — my si uvedeme jen par z nich. Nas kratky vycet
zahdjime problémem splnitelnosti logickych formuli, jehoz NP-uplnost byla dokdzana jako
prvni.

Nejdfive si ovSem ptipomerime nékolik nezbytnych pojmu.

Definice 3.26. MnozZinu vSech logickych formuli definujeme rekurzivné:

e 0,1,z1,x2,...(kdex1, 9, ... jsoulogické proménné, tj. proménné, jeZ mohou nabyvat
hodnot 0 nebo 1) jsou logické formule,

e Jestlize Fp, Es jsou logické formule, pak také —F1q, (E1 A Eq) a (E7 V Es) jsou logické
formule (symboly —, A a V zde predstavuji zndmé logické operace negace, konjunkce
a disjunkce).

K takovym tpravim je velice uZite¢nd znalost konkrétnich problémd: jednak t&ch, co prokazatelng patii do
tiidy P, jednak NP-tplnych — v nékterych oblastech mezi nimi vede zdédnlivé tenkd hranice. Vice informaci lze
nalézt naptiklad v [Gar79].
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Poznamka 3.27. Vzhledem k asociativité logickych operaci konjunkce a disjunkce vyne-
chavame n&které pary zavorek. Napiiklad misto ((E1 A E2) A Es3) piSeme (Eq A Ex A E3).
Déle obvykle vynechdvame vné&jsi pary zdvorek, tj. misto formule F = (E; A E3) piSeme
F = FE1 N Es.

Priklad 3.28. Uvedme dva ptiklady logickych formuli

1) F = (—h%'l AN $2) V 21,
2) Fo= (21 VeV x1) A (23 V 22).

Definice 3.29. Logickou formuli F nazveme splnitelnou, pravé kdyz existuje takové dosazeni 0
a 1 za jeji proménné, pfi némz je hodnota F rovna 1.

Priklad 3.30. F; = (21 V x2) A -1 je podle definice splnitelnd logicka formule, nebot’ staci
dosadit x1 =0 a 9 = 1.

Problém splnitelnosti logickych formuli je zad4n nésledovné:

Vstup: Logicka formule.
Otazka: Je zadan4 logickd formule splnitelnd?

Véta 3.31. (Cookova?® véta) Problém splnitelnosti logickych formuli je NP-iiplny.

Pruvodce studiem

Maloktery dikaz NP-tplnosti né€jakého problému je kratky a jednoduchy. Nadale budou
proto vSechny diikazy vynechavany. Zajimaji-li vas presto, naleznete je v knihach [Sip97],
[Gru97], [Gar79] a vétSinu také v [Kuc89].

Definice 3.32. Rikdme, e logickd formule F je v konjunktivaim normdlnim tvaru (zkracend
piSeme v CNF), pravé kdyz F = A F;, kde kazdd podformule F; je disjunkei

1<i<m
e logickych proménnych,
e negaci logickych proménnych.

Priklad 3.33. F = (21 V 22 V —23) A 22 A (—x1 V —x2) je podle definice logickd formule
v konjunktivnim normdlnim tvaru.

Pruvodce studiem

Nabizi se myslenka, jestli nebude vypocetné snazsi resit problém splnitelnosti logickych
formuli v pifipadé formuli v konjunktivnim normdlnim tvaru — oproti obecné zadanym
formulim maji jisty stupenn vnitfni uspofddanosti, ktery by mozn4d mohl ,,vymanit n4s
problém z NP-tplného sevieni“. Myslenka je to sice hezkd, ale nasledujici véta ji vyvraci.

Véta 3.34. Problém splnitelnosti logickych formuli v konjunktivnim normdlinim tvaru je NP-
tplny.

205, A. Cook uvedenou vétu dokazal v roce 1971.
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Definice 3.35. Piseme, 7Ze logickd formule F je v k-CNF (kde k € N), pravé kdyz F =

A\ Fi, kde kazdd podformule F; je disjunkci pravé k logickych proménnych nebo jejich
1<i<m
negaci.

Priklad 3.36. F = (—|£L’1 V —xo V 563) VAN (.%1 V —x9 V .1‘3) A (—|a:1 V —xoV ZC4) je podle definice
logickd formule v 3-CNFE.

Pruvodce studiem

Myslenka (nastinénd v minulém privodci studiem) o snadnéj$im feSeni problému splnitel-
nosti logickych formuli v k-CNF se vtirda mnohem neodbytnéji — ,,stupeti vnitfni usporada-
nosti* formuli v £-CNF je nepochybné jesté vyssi neZ u formuli v CNFE.

V pripadé formuli v 1-CNF je vypocetni narocnost pouze polynomickd, nebot u kazdé
takové formule staci provéfit, Ze se v ni Zaddnd z jejich proménnych nevyskytuje bez negace
i s negaci, a tato kontrola zabere fadové nejvyse j-n vypocetnich krokt, kde n je délka
zakoédovani formule a j uddva pocet jejich proménnych.

Odpovéd na otdzku, zda je pro néjaké k problém splnitelnosti logickych formuli v k-CNF
NP-tplnym problémem, ddvé ndsledujici véta.

Véta 3.37. Problém spinitelnosti logickych formuli v 3-CNF je NP-tiplny.

Poznamka 3.38. O problému splnitelnosti logickych formuli v 2-CNF se da dokazat, Ze je
z tfidy P. (Viz napr. [Lew98])

Daile vybirame NP-tplné problémy z oblasti teorie grafu.

Problém kliky je zadan nasledovné:

Vstup: Neorientovany graf a ¢islo & € N.
Otazka: Obsahuje zadany graf kliku o £ vrcholech?

Véta 3.39. Problém kliky je NP-iiplny.

Definice 3.40. O neorientovaném grafu fekneme, Ze je obarvitelny k barvami (kde k € N),
pravé kdyz lze kazdému jeho vrcholu pfifadit jednu z k£ barev tak, aby Zadnd hrana grafu
nespojovala vrcholy se stejnou barvou.

Problém obarvitelnosti grafu k barvami je zadan nasledovné:

Vstup: Neorientovany graf a ¢islo k € N.
Otazka: Je zadany graf obarvitelny k barvami?

Véta 3.41. Problém obarvitelnosti grafu 3 barvami je NP-iiplny.

Nas kraticky vycet uzavieme jednim z nejzndméjsich NP-tplnych problémd.

Problém obchodniho cestujiciho je zadan nasledovné:

Vstup: Nezdporné celé ¢islo K, mnoZina mést a vzdalenosti mezi nimi.
Otazka: MiZe obchodni cestujici projet v§echna mésta tak, aby kazdé navstivil praveé jednou,
na z4vér se vratil do vychoziho mista a pfitom urazil vzdédlenost mensi nebo rovnu &islu K?

86



Pruvodce studiem

V terminologii teorie grafii 1ze problém obchodniho cestujicitho formulovat nasledovné:
Existuje v iplném neorientovaném grafu s ohodnocenymi hranami hamiltonovskd kruZnice,
u niZ je soucet ohodnoceni jejich hran mensi nebo roven predem dané hodnoté K ?

Shrnuti

Funkci vydislitelnou v polynomickém ¢ase rozumime kazdou funkci f spliiujici nésledujici
podminky.
e f zobrazuje mnozinu vSech fetézli nad néjakou abecedou X do sebe, tzn. pro kazdy fetéz
w € ¥* je f(w) rovno néjakému fetézu nad X.
e Existuje TS s polynomickou ¢asovou sloZitosti, jehoZ vypocet pro kazdé vstupni slovo
w € X* skondi bud v pfijimajicim anebo v zamitajicim stavu, pfi¢emZ po skonéeni
vypoctu je na pasce TS zapséano slovo f(w) (nasledované nekone¢né mnoha prazdnymi
znaky).

Prevoditelnost jazyka L1 najazyk L v polynomickém Case definujeme pomoci funkce f vy-
f(w) € Lo pro kazdé w € Ly,
f(w) & Ly prokazdé w & L.

NP-iplny jazyk musi patfit do tfidy NP a kaZzdy jazyk z NP na néj musi byt pfevoditelny
v polynomickém case.

Vlastnosti definované pro jazyky ,,pfend$ime* na problémy pomoci véty 2.24. Konkrétné;i:
Vlastnost X pfitkneme kazdému problému, jemuz ,,prislusSny* jazyk ma vlastnost X.

K Z4dnému NP-uplnému problému neni zndm algoritmus fesici jej v polynomickém case.
Pokud by nékdo dokazal piisluSnost nékterého NP-tiplného problému k tfidé P, dokazal by
rovnost P=NP.

¢islitelné v polynomickém case, pfi¢emZ poZadujeme, aby {

Pojmy k zapamatovani
e Funkce vycislitelnd v polynomickém case,
e pievoditelnost jednoho jazyka (problému) na jiny v polynomickém case,
e NP-tplny jazyk (problém).

Kontrolni otazky
1. Je kazdy NP-iiplny problém fesitelny?
2. Je kaZdy NP-tiplny problém prevoditelny v polynomickém case na libovolny jiny NP-tiplny
problém?

Cvicéeni

1. Zjistéte, jaké disledky pro feSeni P-NP problému by méla existence NP-tiplného pro-
blému, ktery by byl pfevoditelny v polynomickém Case na libovolny problém z tfidy P.

Ukoly k textu

1. Dokazte detailné lemma 3.20.
2. Promyslete, pro€ je v predpokladech véty 3.24 pozadavek, aby Lo € NP.

3. Pokud byste se podivali do odborné literatury, ¢astéji byste nalezli problém obchodniho
cestujiciho ve varianté tdzajici se po minimdlni uraZzené vzdalenosti namisto porovndvani
se zadanou hodnotou K. Rozmyslete si, jak 1ze uvedenou variantu pfevést na nami
formulovany problém obchodniho cestujiciho a naopak.

87



Reseni
1. V pfipadé existence takového NP-tiplného problému by platila rovnost P=NP. Zdtivod-
nénf:
Pokud L' € P a L je NP-dplny jazyk, ktery je pfevoditelny v polynomickém Case
na L', pak podle lemmatu 3.21 leZi jazyk L v tfid& P. Tim je ovSem splnén predpoklad
véty 3.25, podle niz v takovém piipad€ nastava rovnost P=NP.

3.4 Vyuziti vypocetné obtiznych dloh

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly bude studujici umét zdavodnit dileZitost studia vypo-
¢etné obtiznych tloh pro pouziti v praxi.

Kli¢ova slova: Sifrovani, metoda RSA.

Potfebny ¢as: 5 minut.

Znalost tdloh, které jsou vypocetné ndro¢né, nepochybné oceni kazdy, kdo hledd a programuje
feSeni nejrizngjsich dloh — v rdmci mozZnosti se pak midZe snazit vyhnout zadanim, jeZ vedou
ke zndmym, vypocetné obtiZnym tlohdm; p¥ipadné miiZe obritit pozornost k algoritmtim, které
nevedou pokazdé a bezvyhradné k poZzadovanému cili (mezi né fadime stochastické, heuristické,
genetické aj. algoritmy).

V pravé uvedené oblasti je vyskyt vypocetné obtizné ilohy vniman obvykle jako nepiijemnost.
Existuje néjaka oblast, kde je tomu naopak? Ano - jde o Sifrovéni. Pfi utajené komunikaci je
prvorady pozadavek bezpecnosti takové komunikace; jinymi slovy poZadavek ,,nemoZnosti‘
nebo alespoii enormni ¢asové ndrocnosti odhaleni klice potfebného k desifrovani zaSifrované
zpravy. Jestlize systém tvorby kliCe propojime s nékterym ze zndmych obtizné feSitelnych
problémd, pak tkol deSifrovat odeslanou zpravu bez znalosti prislusného klice odpovida dloze
nalézt konkrétni feseni souvisejictho problému. Vime-li, Ze v soucasnosti nikdo takovy problém
efektivné fesit neum{ a uvedeny problém je vypocetné naroény ve vétsiné svych piipadl, pak
jsme pro utajeni zpravy ucinili maximum.

Jen krétce k utajené komunikaci.

N P4

V z4sadé 1ze utajeni rozdélit na dvé Easti: jednak utajeny prenos’! (tj. zprava by se neméla dostat
nikomu nepovolanému do rukou), jednak utajeni vlastniho sdéleni (tj. nikdo cizi by zpravu
nemél umét precist). Optimdlni je pochopitelné spojeni obou technik. Jsou ov§em situace,
kdy je vyhodné zvefejnit zamér vést utajenou komunikaci a komunika¢ni cestu neskryvat. Za
presveédcivy priklad mize napiiklad slouZit internetovy obchod, ktery chce umoznit zdkazniktim
platit kreditni kartou. Bez utajeni tidaji své kreditni karty by vsak jisté zddny soudny zakaznik
timto zplisobem za zboZ{ neplatil.

Pruvodce studiem

vy s

Také vam pripada nepochopitelné, kolik lidi uveéti své stastné hvézde, jeZz nasmeruje prave
k nim zédvratn€ bohatého afrického mecendse touZiciho podélit se s nimi o své miliény? Po-
skytnuti svého bankovniho uctu takovému filantropovi k dispozici je pak jen zanedbatelnou
protisluzbou, neni-1iZ pravda?

Za typicky priklad vyuZiti vypocetné obtizné tlohy v Sifrovani lze povaZovat metodu RSA
pouZivanou pfi Sifrovéni s vefejné piistupnym klicem.

21Zajfmavou soucasnou metodou utajeného pienosu je ukryvani zprav do obsahlych datovych soubord, nap.
do obrazovych souborti. Vic informaci se mohou zdjemci dozvEédét napf. na Internetu pod klicovym slovem
»steganography*.
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Idea Sifrovani s vefejné pfistupnym klicem je nésledujici. Jeden tcastnik utajené komunikace
(napf. ustfedi banky) vygeneruje dvojici klicd A; a As, mezi nimiZ je uréitd matematicka
zavislost. Kli¢ Ay dostacuje k zaSifrovavani posilanych zprav, kli¢ As je potiebny k rozsif-
rovavani prijatych zprav. KIi¢ A utaji, A; naproti tomu rozesle ostatnim tGcastnikiim utajené
komunikace (napt. bankovnim pobockdm) prostfednictvim vefejné pfistupného média, jako je
tieba pevna telefonni linka. S pomoci klice A; tedy mize kazdy zaSifrovat svou zpravu, ale
jeji rozsifrovani 1ze provést pouze s vyuzitim kli¢e Ao, jenz je zndmy vyhradné inicidtoru celé
komunikace.

Metoda RSA?? je zaloZena na vyuZiti sou¢inu velkych prvoéisel. Poznamenejme, Ze testovani
prvociselnosti zadaného Cisla je iloha zvladnutelnd v rozumném case, naproti tomu dloha nalézt
rozklad zadaného prirozeného ¢isla na soucin prvociniteld je vypocetné velmi narocna (a to
nebyla dokdzana ani jeji piislusnost k NP—iplnym tloham). Ukol rozgifrovat zasilanou zpravu
tak odpovida ukolu nalézt prijatelné rychly algoritmus pro rozklad na soucin prvociniteld.

22Vice informaci o této metodé lze nalézt napt. v [Gru97], [Sip97], nebo na Internetu.
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