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Poznamky k textu. Tento text slouzi jako podpurny material k prednaskam. Podava
prehled o tom, o ¢em jsme diskutovali, a odkazuje na dalsi zdroje. (Pfehled cvi¢eni zpracovava
Jakub Juracka.)

Text je zhruba ¢lenén po jednotlivych tydnech v semestru. Pro prehlednost zapis k jednot-
livému tydnu za¢ind vzdy na nové strané.

V textu se explicitné odkazujeme na nésledujici zdroje, které jsou pristupné z web-stranky
predmétu.

e [Sli] Slidy k pfedchozimu béhu kurzu (pfistupné ze stranky J. Juracky pro cviceni).
o [KO] Text ke kombinatorické optimalizaci.

e [VP] Text k vybranym partiim teoretické informatiky (anglicky).



Tyden 1

Ptipomnéli jsme si dale zminéné pojmy.

Algoritmus. Turingiiv stroj jako reprezentace algoritmu. Casové slozitost algoritmu (neboli
Turingova stroje). Prostorova slozitost algoritmu.

(Vypocetni) problém, rozhodovaci (neboli ANO/NE) problém, optimalizaéni problém.

Tridy slozitosti; jejich prvky jsou problémy (v zakladni verzi rozhodovaci problémy, nebo
téz piislusné jazyky).

Specialné jsme pripomnéli polynomialni preveditelnost mezi problémy a pojem NP-tplnosti.

Pfipomnéli jsme si, Ze u problému minimalni kostry (MinSpanTree) funguje tzv. hladovy
algoritmus a problém je v PTIME.

Uvédomili jsme si detailné, co je to optimalizaéni problém O a co je jeho rozhodovaci verze
Odec~

Pfipomnéli jsme, ze problém vrcholového pokryti (MinVertexCover) je NP-tplny, pfesnéji
feCeno, ze jeho rozhodovaci verze MinVertexCoverge. je NP-tiplnym problémem.

Zavedli jsme pojem aproximacniho algoritmu pro dany optimaliza¢ni problém O. Je to
polynomidlni algoritmus (tedy algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti), ktery k instanci
problému O vyda piipustné feSeni, které vsak nemusi byt optimalni. (Typicky se takové
algoritmy navrhuji pro NP-tézké optimaliza¢ni problémy.)

Zavedli jsme pojem aprozimacniho poméru daného aproximaéniho algoritmu.

Ukézali jsme si, ze ptirozeny hladovy algoritmus pro MinVertexCover nema konstantni apro-
ximaéni pomér. Na druhou stranu jednoduchy algoritmus sestaveni (jakéhokoli) mnozinoveé-
maximalniho parovani (mnoziny vzéjemné neincidentnich hran, kterd nelze zvétsit) ukazuje,
ze MinVertexCover patii do tiidy APX(2), tj. do tfidy (optimaliza¢nich) problému, pro néz
existuji algoritmy s aproximaénim pomeérem nejvys 2.

Studijni podklady:

V [Sli] najdete ¢ast nazvanou ”Complexity review”a také ”Introduction to approximation
algorithms”.

V [KO] je podobn4 latka obsazena v ¢astech ”Tyden 117a " Tyden 12”.

V [VP] se jedné o kapitolu 6 (Approximation algorithms).

Ve vSech zminénych materidlech jsou i odkazy na dalsi zdroje.

Pro pohodli étendre jsou nize zkopirovany prislusné pasdze z [KO].

NP-obtiznost problému (kombinatorické optimalizace).

Jako hlavni nové téma jsme diskutovali fakt, Zze pro mnohé problémy kombinatorické opti-
malizace nejsou znamy (a “pravdépodobné” ani neexistuji) polynomialni algoritmy. Ukazuje
se, ze problémy kombinatorické optimalizace se daji (velmi) zhruba rozdélit na dvé skupiny:
polynomidlni a NP-tézké (coz typicky znamend NP-ekvivalentni). Piipomenme si zékladni
pojmy potiebné k této diskusi.

Vypocéetni problémy a rozhodovaci problémy. Vijpocetni problém, strucné jen problém,
je ddn mnozinou vstupt (neboli instanci), mnozinou vystupu a zobrazenim, které kazdému
vstupu pfifazuje vystup; v zdkladni definici je pfifazen kazdému vstupu pravé jeden vystup,
my ale budeme rovnou pocitat s problémy, kde pfislusnych vystupt muze byt vice.



Pfifazeni vice moznych vystupi k jednomu vstupu je u optimaliza¢nich problému bézné.
Napf. problém minimdlni kostry grafu (oznaceny tfeba MST, minimal spanning tree) ma
jako instance neorientované grafy s vdhami na hrandch a koster s miniméalni védhou muze
existovat k danému grafu vice. (Problém MST tedy obecné pfifazuje k danému vstupu
vice vystupt; u prislusného fesictho algoritmu ndm ovsem staci, ze vréti jeden z nich.)

Mnozina vstupu je typicky spocetné a soucdsti zaddni problému je i konkrétni prezentace
vstupu a vystupu; kazdy vstup ¢i vystup de facto odpovida jisté konecné posloupnosti bita,
tedy Fetézci nul a jednicek.

Konkrétni reprezentace (neboli “kédovani”) vstupt a vystupu je vétsinou implicitni; v
nasich uvahach prosté predpokladame néjakou prirozenou reprezentaci, ale detaily jsou
v naSem kontextu vétsinou nedulezité. (Napft. graf lze reprezentovat incidenéni matici,
matici pak sekvenci fadku s oddélovaci; jind, v nasem kontextu ekvivalentni, prezentace
je sekvence hran grafu zapsanych jako dvojice vrcholu, apod.)

Dulezitd konkrétnost, na niz nékdy spocivd vypocetni slozitost problému, je zpusob
reprezentace ¢isel. Standardné predpokladame bindrni zapis, pripadné dekadicky; hod-
nota ¢isla je tak exponencidlné velkd vzhledem k délce jeho zépisu. (Jelikoz log,n =
(log, 10) - (logyp 1), plati logy n € O(log,gn), tj. logy n € O(logyyn) alogyyn € O(logy n),
a proto je pro ucely analyzy slozitosti algoritmu nepodstatné, zda pouzivdme bindrni ¢i
dekadicky zapis. Pokud bychom ovSem pouzili unarni zapis, v némz je ¢islo prezentovano
poCtem “Carek”, slozitost algoritmu jakozto funkce velikosti vstupu se typicky zmensi.)

Specidlni tiidu problému (kterd hraje dulezitou roli pfi charakterizaci vypocetni slozitosti
problému) tvoii rozhodovact problémy (decision problems), u nichz je kazdému vstupu pfifazen
pravé jeden z vystupu ANO (neboli “true” neboli “1” neboli “accept”) a NE (neboli “false”
neboli “0” neboli “reject”).

Konkrétni rozhodovaci problém lze tak piirozené popsat zadanim instanci (vstupi) a
zjistovaci otdzkou, na niz je pro kazdy vstup odpovéd ANO nebo NE.

Problém SAT. Vysadni postaveni v nasem kontextu ma problém SAT (satisfiability), coz je
rozhodovaci problém, u néjz jsou instancemi booleovské formule a otdzkou je, zda je dana for-
mule splnitelnd (tedy zda existuje pravdivostni ohodnoceni proménnych, pii némz je formule
pravdiva). Piikladem formule ¢, ¢ podrobnéji ¢(x1, xe, x3, x4, 25) (coZ oznacuje, ze viechny
proménné vyskytujici se ve ¢ jsou z mnoziny {x1, z2, x3, x4, T5}), je

(5131 V —x9 V 375) A (_|CU1 Va3V —|.%'4> A (—\.%2 V —x3 V 1‘4);

tato formule je zaroven piikladem instance problému 3-SAT, protoze je v konjunktivnd
normdlni formé (conjunctive normal form, CNF) a kazd4 klauzule (tj. “konjunkt”, ktery je dis-
junkcf literalu, kde literdl je proménnd nebo jeji negace) obsahuje pravé tii literaly. V souladu
se standardni prax{ budeme u SAT pfedpokladat formule (rovnou) v CNF. (Uvedend formule
je o¢ividné splnitelnd, jak demonstruje napi. ohodnoceni spliujici 1 = 1,29 = 0,23 = 1.)

Popisujeme-li napt. podminky, které mé spliiovat néjaky systém (napf. piipustné feseni
tlohy kombinatorické optimalizace), jednd se ¢asto o konjunkci (mnoha) jednoduchych
podminek; konjunktivni normdlni forma je tak velmi pfirozend. Jinak jisté vite, ze kazdé
booleovska formule se da prevést na ekvivalentni formuli v CNF; ovSem tento pievod



v nékterych piipadech nutné vede k exponencidlné vétsi formuli. Jeden tkol vas zada
o ndvrh polynomislnfho algoritmu, ktery k obecné formuli ¢ sestroji o', kterd sice neni
ekvivalentni ¢, ale je splnitelna pravé tehdy, kdyz ¢ je splnitelna.

Neni tézké nahlédnout, ze pro typicky problém kombinatorické optimalizace lze piimocaie
popsat mnozinu pripustnych feSeni jako konjunkci jednoduchych podminek, konkrétnéji tedy
booleovskou formuli v CNF. (Ukoly také zadaji demonstraci v konkrétnich piipadech.) U
popisu podminky optimality (minimality ¢i maximality ticelové funkce pro dané feseni) je to
komplikovanéjsi.

Pfirozenym zobecnénim problému SAT je problém Q-SAT (také oznacovany QBF, Quan-
tified Boolean Formulas), kde proménné mohou byt kvantifikovdny. Pro zjednoduseni dvah
se ¢asto uvazuje jen piipad, kdy jsou vSechny proménné kvantifikovény (tedy neexistuji
volné proménné); v tom piipadé je splnitelnost formule totéz co pravdivost a nesplnitel-
nost totéz co nepravdivost. Problém SAT je opravdu specidlnim pifpadem Q-SAT: for-
mule p(z1,...,2,) je totiz splnitelnd prave tehdy, kdyz formule 3y - - - Jzpo(x1, ..., 2p)
je pravdiva.

Optimalitu fesen{ lze pifmocafe popsat kvantifikovanou booleovskou formulf (kde bindrné
zapsand Cisla reprezentujeme sekvencemi booleovskych proménnych). Ovsem s vypocetni
slozitosti (obecného) problému Q-SAT je to horsi, jak se jesté zminime. Proto je zde
vhodnéjsi vyuzit tésné vypocetni vazby na rozhodovaci problémy, u nichz kvantifikdtory
nepotiebujeme.

Rozhodovaci verze optimalizaénich problému. Kazdému optimaliza¢nimu problému P
(zéddajicimu pro dany vstup vydani piipustného vystupu, ktery je optimalni vzhledem k za-
dané tcelové funkci) odpovidé piislusny rozhodovaci problém Py, (dec jako “decision”): Pgee
mé jako vstup instanci problému P a ¢&islo £ a otazkou je, zda existuje piipustné feSeni s
hodnotou tucelové funkce alespon ¢ (v piipadé maximalizaéniho problému) ¢i nanejvys ¢ (v
pripadé minimalizaéniho problému). Problém Py je pak uz vcelku snadné vyjadiit jako
specidlni piipad problému SAT.

Ijkoly zadaji také ukazat tésny “vypocetni” vztah mezi P a Pge.. Strucéné feceno: umime-li
rychle fesit jeden z nich, umime také rychle fesit druhy.

Vypocetni slozitost algoritma a problémi. Problém je algoritmicky tesitelny, jestlize
existuje algoritmus, ktery ke kazdému vstupu “vypocte” piislusny vystup (nebo jeden z
vystupt, které problém danému vstupu pfifazuje). U rozhodovaciho problému fikdme také
algoritmicky rozhodnutelny, nebo jen rozhodnutelny, misto “algoritmicky feSitelny”.

Problémy kombinatorické optimalizace jsou v principu vzdy algoritmicky fesitelné tzv. hru-
bou silou (brute force), kdy jsou systematicky probréna vsechna piipustnd feseni. Téch je
ovSem typicky exponencidlné mnoho (podmnozin mnoziny s n prvky je totiz 2") a jiz pro
vstupy, u nichz piislusna zdkladni mnozina (tfeba hran grafu) m& nékolik desitek prvku, se
vysledku vypoctu takového algoritmu nedockame.

Obecné se za nutnou podminku praktické pouzitelnosti algoritmu povazuje polynomialita:
algoritmus A mé polynomialni ¢asovou slozitost, neboli je polynomiding, neboli mé slozitost
O(n*) pro néjaké k € N, jestlize existuji konstanty ¢,k € N takové, ze vypocet algoritmu A
na jakykoli vstup velikosti n skonéf v nanejvyse ¢ - n¥ krocich.



Samoziejmé by bylo tfeba upfesnit, co se rozumi kroky algoritmu. Timto vyjadfenim
se odkazujeme k néjakému konkrétnimu “programovacimu jazyku”, coz muze byt jak
skutecny programovaci jazyk jako C ¢i Java, tak matematicky model typu Turingova
stroje, stroje RAM, apod. Pro nase tcely si sta¢i uvédomit, ze pojem “polynomialita
algoritmu” je dostatecné robustni, tedy nezavisly na tom, jaky konkrétni vypocetni model
[v némz algoritmy “implementujeme”] mdme na mysli.

O problému tekneme, Ze je polynomidlni, jestlize existuje polynomidlni algoritmus, ktery jej
resi.

Ttidy slozitosti P, FP, NP. Tfida P (tj. PTIME) je tiida (neboli mnozina) rozhodovacich
problému, které jsou fesitelné polynomidlnimi algoritmy (tj. algoritmy s polynomiélni ¢asovou
slozitosti). Tiida FP (F ze slova Funkce, rozumi se funkce ptirazujici vstuptum vystupy, resp.
mnoziny vystupu) je tiida (obecnych) problému fesitelnych polynomidlnimi algoritmy.

Napf. problém nejkratsich cest, problém maximalniho toku, problém minimalni kostry,
problém maximalniho vazeného parovani v grafu, i obecny problém linedrniho progra-
movan{ pati{ do FP. (Jak jsme jiz diskutovali, simplexovy algoritmus neni polynomidlni,
kviili exponencidlnimu béhu na nékterych [byt #idce se v praxi vyskytujicich] instancich,
ale k problému LP existuji jiné algoritmy, které polynomidlni jsou.) Do FP samoziejmeé
patii i neoptimaliza¢ni problémy, jako je napf. tiidéni a spousta dalsich problému.

Neékdy se mezi tiidami P a FP nerozlisuje; pak P (¢i PTIME) ozna¢uje de facto FP.
Ttidou NP, tj. NPTIME (Nondeterministic Polynomial TIME), se rozumi (vzdy jen) tiida
rozhodovacich problémi, které jsou fesitelné polynomialnimi nedeterministickymi algoritmy.

Nedeterministicky algoritmus lze chépat jako standardni (deterministicky) algoritmus obo-
haceny o moznost instrukce typu (z := 0 [] z := 1), kde [| predstavuje nedeterministicky
vybér: konkrétni vypocet algoritmu provedenim této instrukce ptifadi do x bud’ 0 nebo 1. Pi
pouziti takovych instrukci ma prislusny algoritmus k danému vstupu vice moznych vypoctu.

Rekneme, ze nedeterministickyj algoritmus A 7esi rozhodovact problém P, jestlize pro kazdy
vstup problému P, kterému problém pfifazuje vystup ANO, existuje alespon jeden vypocet
algoritmu A, ktery vrati ANO, a pro kazdy vstup problému P, ktery mé pfitazen vystup NE,
vrati viechny vypocty algoritmu A odpovéd NE.

Polynomialita nedeterministického algoritmu A je definovana stejné jako u determinis-
tického: musi existovat ¢, k tak, ze kazdy vypocet algoritmu A pro vstup velikosti n skonéi za
nanejvys c¢ - n* kroki.

Kazdy problém z P je tedy v NP (nebot deterministicky algoritmus je de facto specidlnim
pripadem nedeterministického algoritmu); plati tak PC NP (ale otdzka, zda se jednd o
vlastn{ inkluzi, je dlouhodobé oteviend). Napf. o problému SAT nevime, zda pati{ do P,
ale do NP pati{ o¢ividné: pifslusny algoritmus pro vstup ¢(z1,...,2,) provede sekvenci
instrukei (zq7 ;== 0[] 1 := 1), ..., (zn, := 0[] z, := 1), pak vyhodnot{ ¢ pro zvolené
ohodnocen{ (piitazené do “programovych proménnych” z1,...,z,) a vysledek vrati (true
jako ANO a false jako NE).

Nedeterministicky algoritmus v uvedeném smyslu neni samoiejmé nijak “prakticky”; jedna
se ale o pojem umoznujici elegantni zachyceni mnohych aspektu slozitosti problému.

Rozhodovaci problémy Py piislugné problémum kombinatorické optimalizace P jsou v zasadé
vSechny v NP.



Pouziva se i definice t¥idy FNP. Problém, ptifazujici kazdému vstupu mnozinu vystupu
(tfeba prazdnou), pati{ do FNP, jestlize existuje nedeterministicky polynomidln{ algorit-
mus, pro néjz plati

1. kazdy vypocet pro vstup w skoné¢i vydanim néjakého vystupu z mnoziny prifazené
vstupu w nebo odpovédi NE;

2. jestlize mnozina vystupu pfifazend vstupu w neni prazdna, pak alespon jeden
vypocet pro w vyda vystup z této mnoziny.

Do FNP tak patii napi. tato modifikace problému SAT: vstup je booleovska formule ¢ a
prislusnd mnozina vystupu je mnozina vSech pravdivostnich ohodnoceni proménnych ve
©, pro néz je p pravdiva.

Polynomialni preveditelnost mezi problémy (P jg P’" a P <, P’). Pii programovani
typicky pouzivdme funkce (procedury) z néjaké knihovny. Predstavme si ted, Ze mdme k
dispozici proceduru, kterd rozhoduje jisty rozhodovaci problém O (napi. SAT), a ze mame
program (algoritmus) A, ktery fesi problém P, pficemz muze (vicekrét) volat proceduru pro
O (pti kazdém volani ji predlozi konkrétni vstup neboli parametr). Pokud je A deterministicky
polynomidlni algoritmus za predpokladu, ze kazdé voldni funkce O se pocitd jako (pouhy) je-
den krok, tak jsme ukézali, ze problém P je turingovsky polynomidlné preveditelny na problém
O, coz znacime P jg O (symbol T odkazuje k “turingovsky”, p odkazuje k “polynomiélné”).

Jinymi slovy: pokud mame tzv. ordkulum O, tj. rozhodovaci problém, jehoz instance
umime (hypoteticky) fesit (tedy zodpovidat ANO/NE) v jednom kroku, tak P jg @
znamena, ze P umime fesit v polynomialnim case, relativizovaném vzhledem k O; v jiném
znaceni napiSeme P € FP?, kde FP® je ti¥ida problému feSitelnych (deterministickymi)
polynomidlnimi algoritmy, které mohou vyuzivat orakula O.

Ti{da PTIME® je pak restrikei tiidy FP? na rozhodovact problémy.

Pozorovéni. Kdyz P <" O a O € PTIME, tak P € FP. Kdyz P <I' O a P ¢ FP, tak
O ¢ PTIME.

(Uvedomte si dukaz, snadno plynouci z faktu, ze slozeni polynomu je polynom; tedy funkce
p2(p1(n)) je polynom, jsou-li p1,ps2 polynomy.)

Lze ptirozené definovat
PL =] Pe

i pro obecny problém Ps (nejen rozhodovaci). Pak ovsem do prace piislusného polynomialniho
algoritmu pro P; (ktery muze volat proceduru pro Ps) musime zapocitat i ¢teni vysledk, které
volani procedury pro Py vraceji; velikost téchto vysledkii musi byt tedy také polynomialné
omezend (vzhledem ke vstupu problému Py).

Relace j;;ﬁ na mnoziné vsech problémi je kvazi-uspoiadani, nebot je reflexivni a tranzitivn{
(pro kazdy problém P plati P jg P; ze vztahu Py jlj; P2, Pa jg; P3 plyne P jg Ps
[protoze slozeni polynomu je polynom]). Prirozené tak dostavéame i ekvivalenci

P1 =L Py definovanou konjunkei Py jg P2 A Po jg Py,

kterd vystihuje vztah “problémy P; a Ps jsou stejné tézké” z abstraktni perspektivy, jez vidi
polynomialitu algoritmu jako “atom” (na jehoz detaily, jako je stupen polynomu apod., se
nedivame).



Jeden kol zad4 uptesnéni diive zminované uzké vazby vypocetni slozitosti optimalizacniho
problému a jeho rozhodovaci verze. Za rozumnych (bézné splnénych) podminek plati pro
optimaliza¢ni problém O vztah

@ Eg Odec-

Specidlnim piipadem turingovské polynomidlni preveditelnosti je (standardni) polynomidini
preveditelnost (také nazyvand “polynomial many-one reducibility”) mezi rozhodovacimi
problémy: fikame, ze (rozhodovaci problém) P; je polynomiélné preveditelny na (rozhodovaci
problém) Ps, coz znaéime

P11 =2p P2

(tedy bez horniho indexu T'), jestlize existuje polynomidlni algoritmus, ktery pro instanci Iy
problému P; sestroji instanci I problému Ps tak, ze odpovéd (ANO/NE) pritazend k I; v
problému P; je stejnd jako odpovéd piifazend k Iy v problému Ps.

Pozorovani. Jestlize P; <, Py a Py <, P3, tak P; <, P3 (tedy =, je tranzitivni).
Jestlize P1 <, P2 a Py € PTIME, pak P; € PTIME. (Tedy jestlize P; =, P2 a P1 ¢ PTIME,
pak Py ¢ PTIME.)

NP-tézké, NP-tplné a NP-ekvivalentni problémy.

Rozhodovaci problém P je NP-tézky, jestlize pro kazdy problém P’ € NPTIME plati P’ <, P;
jestlize navic plati P € NPTIME, pak P je NP-dplng.

Ptipomnéli jsme si tuto dulezitou vétu:

Véta(Cook). SAT je NP-uplny.

Idea dukazu neni tézka, jen technicka: Kdyz mame problém P € NPTIME, tak k nému
existuje nedeterministicky Turinguv stroj M a konstanty ¢, k tak, ze M rozhoduje problém
P (tedy ma alespon jeden akceptujici vypocet pro vstup w pravé tehdy, kdyz vstupu w
ptifazuje P odpovéd ANO) a pro kazdy vstup w velikosti n vykond M nanejvys c -
n* kroki, tedy také projde nejvyse ¢ - n* konfiguracemi, jez zahrnuji pamét velikosti
nejvyse c-nF. Posloupnost takovych konfiguraci lze pifmocaie popsat booleovskou formuli,
kterd mj. obsahuje jednu proménnou pro kazdé policko paméti v kazdém kroku vypoctu.
Konjunkei (polynomidlné mnoha) jednoduchych “lokdlnich” vztaht mezi proménnymi
piimocafe popiseme nutnou a postacujici podminku k tomu, aby spliujici pravdivostni
ohodnoceni odpovidalo akceptujicimu vypoctu M pro vstup w.

Obecny (napf. optimalizacn{) problém P je NP-tézky, jestlize pro kazdy problém P’ € NPTIME
platf P’ <I' P. Rekneme, ze P je NP-lehky, jestlize existuje problém P’ € NPTIME takovy,
ze P jg P’. Kdyz P je NP-tézky i NP-lehky, tak je NP-ekvivalentni.

NP-uplnost se tedy vztahuje pouze k rozhodovacim problémum a (standardni) poly-
nomidlni pfeveditelnosti <, .

K rozhodovacimu problému P lze pfirozené definovat dopliikovy problém co-P (comple-
ment of P): instance zustdvaji stejné, ale vystupy ANO/NE jsou prohozeny. (Takze mj.
plat{ co-(co-P) = P.) Napf. u problému co-SAT (také oznacovaného UNSAT) se vlastné
ptame, zda dand formule je nesplnitelna.

Vsimnéme si, ze plati P jg co-P (a co-P jg P); ovéem P =, co-P obecné neplati.
Proto mé smysl zkoumat i t¥{du co-NP (tf¥idu dopliikovych problému pro problémy z
NP), kterd také obsahuje tiidu P, ale je moznd ruznd od NP (za predpokladu P#NP).
Problém co-SAT mozna neni v NP, ale je ve smyslu nasich definic NP-ekvivalentni.



Poznamenejme jesté, ze NP i co-NP jsou podmnozinami mnoziny PSPACE, kterd obsahuje
problémy fesitelné algoritmy, jimz sta¢i k béhu polynomidlné omezend pamét (byt tfeba
délaji exponencidlné mnoho kroki). Napf. difve zminovany problém Q-SAT je PSPACE-
uplny (je v PSPACE a kazdy problém z PSPACE lze na néj polynomiélné pievést). Kupo-
divu nenf ovsem dokdzano ani to, ze PTIME je vlastni podtiidou PSPACE, a¢ to vypada
“hodné pravdépodobné”.

Nasledujici (jednoduché) tvrzeni ukazuje, pro¢ je zjisténi NP-obtiznosti u konkrétnich
problému dulezité (nemd u nich pak smysl hledat polynomidlni Fesici algoritmus a musime
k praktickému Feseni pristoupit jinak), a zdroven ukazuje zpusob umoziujici z NP-obtiZnosti
jednoho problému vyvodit NP-obtiznost jiného.

Tvrzeni.

a/ Pokud P#NP (coz vypadd “velmi pravdépodobné”), tak zadny NP-tézky problém neni
polynomidlni.

b/ Kdyz P je NP-tézky a P <, P’, pak P’ je NP-tezky.

Vyuzitim NP-iplnosti (a tedy NP-obtiZznosti) problému SAT jsme vyvodili NP-tiplnost
problému hamiltonovského cyklu, oznac¢eného HC: instanci je orientovany graf a otdzkou
je, zda existuje (orientovany) cyklus, ktery projde kazdym vrcholem pravé jednou. Tento
problém je ocividné v NP (jak vypada piislusny nedeterministicky algoritmus?); jeho NP-
obtiznost jsme vyvodili tak, ze jsme ukazali

SAT=, HC

K formuli ¢ v CNF s m klauzulemi C1,...,C,, a n proménnymi x1, ..., z,, kde zddna C;
neobsahuje x; i ~z; (takovou pifpadnou C; prosté vypustime), postupné zkonstruujeme
orientovany graf G, takto:

Vytvoiime “startovaci vrchol” s, vrcholy oznacené xy,—x1,...,2,, 72, a C1,...,Chy,
a doddme hrany (s,z1), (s, 721), (Tn,$), (7T, 8) a (Ti, Tit1), (T, "Tip1), (5Ti, Tiv1),
(mx;, ~xiq1) proi =1,2,...,n—1.

Pak doddme cestu z x1 do -1 délky 2m-+1 pies nové piidané vrcholy vi, ..., v3, . Pokud
se z1 vyskytuje v klauzuli C;, pfiddme navic hrany (ve;—1,C;), (C;,v2;) (to udéldme pro
v8echny C; obsahujici z1).

K cesté z z; do —x; pies vrcholy vi,...,v3,, pfiddme (hrany tvoiici) opaénou cestu z
—x1 do xy pies vrcholy vd ... vi. Pokud se —x; vyskytuje v klauzuli C;, ptiddme navic
hrany (va;, Ci), (Ci, v2i-1).

Toto zopakujeme pro zz, doddnfm novych vrchola v?, ..., v3
hran, a pak pro z3,z4,...,ZTn,.

' @ priddnim piislusnych
Proved'te si detailné argumentaci, pro¢ splnitelnost vychozi formule ¢ implikuje existenci
hamiltonovského cyklu v zkonstruovaném grafu G, a pro¢ je tomu i naopak (existence
hamiltonovského cyklu v G, implikuje splnitelnost formule ).

Ukoly nas dale vedou k zamysleni, jak vyuzit NP-obtiznosti problému HC k prokazani NP-
obtiznosti problému HK, tj. problému hamiltonovské kruznice, tedy hamiltonovského cyklu
v neorientovaném grafu. Problém HK lze pak jednoduse vyuzit k prokazani toho, ze problém
TSP (Travelling Salesman Problem) je NP-ekvivalentni (a jeho rozhodovaci verze TSP 4. je
NP-tplnd).



Problém TSP je jednim z centralnich problému kombinatorické optimalizace, pro néjz
neni zndm polynomidlni algoritmus. My jsme si jej ilustrovali na jeho specidlnim (také
NP-ekvivalentnim) pifpadu optimélntho vrtdan{ dér do desky plosnych spoju (jak je to
také uvedeno na za¢atku knihy [3]).

NP-uplnost max. nezavislé mnoziny (¢i kliky) a min. vrcholového pokryti.
Uvedli jsme myslenku pfevodu SAT =, MaxIndSetge., kde MaxIndSet (Maximum Independent
Set) je optimaliza¢ni problém pfirazujici neorientovanému grafu G = (V, E) (jakozto vstupu
problému) mnozinu nejvétsich nezavislych mnozin (jakozto mnozinu piislusnych vystupu);
mnozina V' C V je nezavisld, jestlize mezi zddnymi vrcholy w,v € V' nevede hrana (tedy
Vu,v € V' : {u,v} € E).

“Nejvétsi” je samoziejmé mysleno vzhledem k poctu prvki.

V (¢4stecném) uspordddni podle inkluze je maximdlni nezavisld mnozina kazdd ta-
kova nezdvisld mnozina, kterda neni vlastni podmnozinou jiné nezavislé mnoziny. Napf.
ve “hvézdicovém” grafu ({0,1,2,...,n},{{0,1},{0,2},...,{0,n}}) je v tomto smyslu
{0} maximdln{ nezévislou mnozinou. Néjakou maximdln{ nezdvislou mnozinu v tomto
smyslu samoziejmé sestrojime velmi rychle: postupné oznac¢ujeme vrcholy tak, aby mezi
oznacenymi nebyla hrana, az uz dalsi vrchol oznagcit nelze.

Slovem “maximdalni” v naSem kontextu se odkazujeme ke kvazi-usporadani podle poctu
prvku (relace kvazi-uspoiaddni je reflexivni a tranzitivni, ne nutné antisymetricka); proto
bychom spis méli pouzivat “nejvétsi” (anglicky maximum-cardinality), ale k nedorozumeén{
by nemélo dochdzet. (V hvézdicovém grafu je pro n > 2 jedind maximéln{ mnozina v tomto
smyslu, a sice {1,2,...,n}. Napf. v iplném bipartitnim grafu se stejné velkymi partitami
jsou maximaln{ [tj. nejvétsi] nezdvislé mnoziny dvé.)

Pfipomenime si, ze systém nezdvislych mnozin na grafu netvoii matroid, tedy piimocary
hladovy algoritmus ke konstrukci maximaln{ (tj. nejvétsi) nezdvislé mnoziny neméme. Je-
likoZ si ted’ odvozujeme, Ze problém MaxIndSet je NP-ekvivalentn{ (problém MaxIndSetge.
je NP-iplny), tak to znamend, ze nemdme ani jakykoli jiny polynomidlni algoritmus fesici
tento problém, tedy vracejici pro G = (V, E) négjakou nezdvislou mnozinu s nejvétsim
moznym poctem prvku.

Myslenka pirevodu SAT=, MaxIndSetg.. je jednoducha:

Ke kazdé klauzuli (ve vychozi formuli v CNF) sestrojime iplny graf, jehoz vrcholy
odpovidaji literdlum v klauzuli; tyto grafy ddme dohromady (vezmeme jejich dis-
junktni sjednoceni) a navic spojime hranou kazdé dva “vzajemné nekompatibilni”
vrcholy, tj. takové vrcholy, kde jeden odpovidd literalu x; a druhy literalu —x;.
Jako limit m vezmeme pocet klauzuli, tedy pocet onéch tplnych podgrafi, z nichz
kazdy muze do nezavislé mnoziny pfispét nanejvys jednim vrcholem.

Dukaz korektnosti konstrukee:

i/ Kdyz je vychozi formule splnitelnd, tedy existuje pravdivostni ohodnoceni, pii némz
kazda klauzule obsahuje alespon jeden pravdivy literdl, tak v sestrojeném grafu ocividné
existuje nezavisld mnozina I velikosti m (z kazdého tuplného podgrafu odpovidajiciho
jedné klauzuli do I zaradime jeden vrchol odpovidajici pravdivému literalu).

ii/ Naopak, kdyz v sestrojeném grafu existuje nezavislda mnozina I velikosti m (pro kazdou
klauzuli tedy jeji iplny podgraf ptispél jednim vrcholem), tak jisté existuje pravdivostni



ohodnoceni, pfi némz jsou vSechny literdly odpovidajici vrcholim z I pravdivé; toto
zobrazeni také o¢ividné spliuje vychozi formuli.

U problému MaxClique jde o mazimdlni kliku v grafu (tedy uplny podgraf s nejvétsim moznym
poctem vrcholu). Je ziejmé, ze kdyz V/ C V je nezdvisld mnozina v grafu G = (V, E), tak V'
je klika v “doplnkovém grafu”

G' = (V,E'), kde E' = {{u,v} |u# v a{u,v} € E},
a také naopak (kdyz V' je klika v G, tak V' je nezavislda mnozina v G'). Je tedy ocividné, ze
MaxIndSetge. =, MaxCliquegec,

kde P =, P’ znamen4, ze P <, P’ a P’ <, P.
Problém MaxCliquege. je tedy také NP-tiplny. (Pfislusnost k NP je jako obvykle zfejma.)

Standardné uvazujeme grafy bez smycek (kde smycka je hrana, jejiz konce jsou stejnym
vrcholem). Takze smyc¢ky nejsou ani v puvodnim grafu, ani v doplitkovém (pokud nékdy
nefekneme jinak).

Jesté poznamenejme, ze explicitné nerozebirdme praktické problémy, které motivuji uve-
dené pojmy, ale neni tézké si souvislosti z praxe uvédomit. Napi. pojem nezavislé mnoziny
se prirozené objevi, kdyz mame sestavit napf. néjaky vybor z osob, které nejsou ve
vzdjemném osobnim vztahu (zptsobujicim konflikt z4jmu), apod.

O wrcholovém pokryti jsme jiz mluvili; pro graf G = (V, E) je C C V vrcholovym pokrytim
(vertex cover), jestlize kazd4d hrana je incidentni s C (tedy V{u,v} € E : {u,v} N C # 0).
Snadno nahlédneme:

Pozorovani V grafu G = (V, E) je V' C V nezdvislou mnozinou prévé tehdy, kdyz V ~ V/
je vrcholovym pokrytim.

Z toho plyne, ze v grafu s n vrcholy existuje nezavisld mnozina velikosti (alespon) m
pravé tehdy, kdyz v ném existuje vrcholové pokryti velikosti (nanejvys) n—m. Proto mame
MaxIndSetge. =, MinVertexCoverge.; problém MinVertexCover piifazuje grafu vrcholové po-
kryti s nejmensim moznym poétem vrcholi. Rozhodovaci problém MinVertexCoverge. je tedy
také NP-uplny (a optimalizaéni problém MinVertexCover je NP-ekvivalentni).

Aproximacni algoritmy a stupné aproximovatelnosti optimaliza¢nich problémau.

Dalsim tématem naseho kurzu (tématem, do kterého samoziejmé zase jen “povrchové za-
brousime”) jsou aproximaéni algoritmy pro tézké (lze presnéji tici NP-tézké) optimalizacni
problémy.

Pripomenime, ze optimalizaéni problém je uréen

a/ mnozinou vstupu (instanci problému),
b/ prifazenim mnoziny pripustniyjch reseni kazdému vstupu,

¢/ tcelovou funkci, prifazujici vstupu a jemu piislusnému piipustnému feseni néjakou redlnou
(Casto nezapornou) hodnotu,

d/ a informaci, zda se jednd o maximalizaci ¢i minimalizaci.
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Zamyslenymi vystupy problému k danému vstupu jsou pak optimdini resent, tedy pripustna
feSeni, pro néz je hodnota ucelové funkce maximdlni ¢i minimalni. Algoritmus fesici dany
optimaliza¢ni problém ma tedy k zadanému vstupu vratit néjaké optimélni feSeni ¢i sdéleni,
ze takové feSeni neexistuje.

Optimaln{ feseni neexistuje bud’ proto, Ze neexistuje Zaddné pifpustné feseni, nebo proto,
ze existuje nekone¢né mnoho piipustnych feseni a tcelova funkce na nich neni omezena
[shora pro maximalizaci a zdola pro minimalizaci]. Pfipomernime, ze u problému kombina-
torické optimalizace je mnoZzina pifpustnych fesenf koneén4, nebot tato fesen{ jsou jistymi
podmnozinami néjaké kone¢né mnoziny; pfi systematickém prohleddvani vSech feSeni hru-
bou silou ovSem typicky dojde ke “kombinatorické explozi”, coz znamend, ze pocet FeSeni
roste exponencialné vzhledem k velikosti vstupu.

Jiz vime, ze u NP-tézkych problému nemuzeme doufat v polynomidlni algoritmy nalézajici op-
tima. Jelikoz tyto problémy musime v praxi néjak fesit, je pfirozené hledat napt. aproximacni
algoritmy.

Aprozimacni algoritmus pro dany optimalizacni problém je rychly (rozuméj polynomidlni)
algoritmus, ktery pro kazdy vstup vrati néjaké pripustné feSeni; to nemusi byt optimdélni,
jen optimum néjak “aproximuje”. Nasi snahou samoziejmé je, aby algoritmus aproximoval co
nejlépe, tedy aby se hodnoty ucelové funkce pro jim vydand piipustnd feSeni co nejvice blizila
optimu.

Aproximacni pomér. Prirozend moznost, jak zachytit kvalitu aproximac¢niho algoritmu,
je zkouméani tzv. aproximaéniho poméru, coz ted objasnime.

Méjme optimalizaéni problém O (tieba TSP) a aproximaéni algoritmus A pro problém O
(tfeba hladovy algoritmus pro TSP: vzdy jed’ do nejblizsiho mésta, které jsi dosud nenavstivil).
Predpokladejme, ze ucelova funkce dava jen kladné hodnoty a optimum pro kazdy vstup
existuje; hodnotu ucelové funkce pro vstup x a jeho optimalni feseni oznacime vop () (u TSP
je to tedy délka nejkratsi okruzni cesty pro graf popsany vstupem x).

Ke vstupu z problému O (v piipadé TSP je tedy = popisem tplného grafu s hranami
ohodnocenymi nezdpornymi [feknéme celymi| ¢isly) vyda algoritmus A piipustné reseni s4(x)
(v nasem piikladu tedy néjakou permutaci (i1, i, ..., i,) mnoziny {1,2,...,n}, kde n je pocet
[o¢islovanych] mést, tedy vrcholu grafu). Tomuto feSeni s 4(z) prislusi hodnota icelové funkce,
oznacend v(z, sa(x)) (v nasem piikladu je to d(i1,i2) + d(iz,3) + - - + d(in—1,n) + d(in,i1)
kde d(i, j) je “vzdalenost mést” 4, j, kterd je urCena vstupem x).

Aprozimacni pomér (approximation ratio) AR4 o(z) algoritmu A pro problém O a vstup z
je

o Usa(z))

, jestlize jde o minimalizaci, a
Vopt (T)

Vopt ()

ENNEE jestlize jde o maximalizaci.

Tento pomér je tedy nutné vétsi nebo roven 1 (pomér 1 znamend, ze algoritmus pro x nasel
optimum). Pro funkci r : N — R>; (kde R>; je mnozina redlnych ¢isel vétsich nebo rovnych
1) fekneme, ze aproximaéni algoritmus A pro problém O m4 aproximaéni pomér r(n), fikdme
také, ze se jedna o

r(n)-aprozimacni algoritmus,
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jestlize pro kazdy vstup x plati ARg o(x) < r(size(z)) (kde size(x) je jako obvykle délka x
neboli pocet bitu potFebnych pro zapis vstupu x v dohodnuté reprezentaci).

Pfesnéji bychom méli fikat “m4 aproximaéni pomér nanejuys r(n)”, nebot funkce 7(n)
je hornim odhadem skuteéného poméru, ktery muze byt tézko analyzovatelnou funkci.
Specidlné dulezity je piipad kdy r(n) je konstantni funkei, tedy r(n) = c € R>;.

Mohlo by nés napadnout zkoumat i aproximaé¢ni rozdil |v(x, sa(z)) — vept(z)|. Nedava
to ale prakticky smysl; kdyby napf. existoval pro néjaky NP-tézky problém aproximacni
algoritmus s konstantnim aproxima¢nim rozdilem, tak by platilo P=NP (a ke kazdému
NP-ekvivalentnimu problému by existoval polynomidlni algoritmus nalézajici optimum).
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Tyden 2

Ptipomenme si, jak lze definovat optimaliza¢ni problémy formalné:
Optimalizacni problém O chapeme jako pétici (IN,SOL, AS, v, GOAL), kde

e IN je (typicky nekonecnd spocetnd) mnozina vstupu (neboli instanci) problému,
e SOL je mnozina moznych Feseni (solutions),

e funkce AS : IN — 250 (admissible solutions) pfifazuje kazdému vstupu z € IN
mnozinu piipustnych feseni AS(z) C SOL

(piipometime, 7e obecné 2M oznacuje mnozinu véech podmnozin mnoziny M; jesté
obecnéji, B¢ oznacuje mnozinu vech zobrazeni typu C' — B; jelikoz pii budovani
¢isel v teorii mnozin je 2 chapano jako mmozina {0,1}, je mozné vidét 2™ i jako
mnozinu vSech zobrazeni typu M — {0, 1}, kterd je v bijektivnim vztahu s mnozinou
{X|Xx <My,

e tucelovd (¢i cilovd, kriteridlni, ndkladova) funkce (objective function, cost function)
v : IN x SOL — R, priifazuje kazdé dvojici x € IN, s € AS(x) kladné redlné ¢islo
(value) v(x, s),

e GOAL € {MIN, MAX} ur¢uje, zda se jednd o minimalizaci ¢i maximalizaci.
Cviceni. Formulujte v uvedené formé problémy MinSpanTree a MaxClique.

Rozhodovaci verze optimalizaéniho problému O = (IN,SOL, AS, v, GOAL) je rozhodovaci (tj.
ANO/NE) problém oznacovany Oge., u néjz je vstupem dvojice (z,¢), kde x € IN a £ € Q4
(kladné raciondlni ¢islo), a otdzkou je, zda existuje s € AS(z) takové, ze v(z, s) < £ v piipadé
GOAL = MIN a v(z,s) > £ v piipadé GOAL = MAX.

Cviéeni. Formulujte v uvedené formé problémy MinSpanTreeg.. a MaxCliquege.-

Tridy PO a NPO.

Ti¥idou PO rozumime t¥idu optimaliza¢nich problémt, které jsou fesitelné polynomidlnimi
algoritmy. Problém O = (IN, SOL, AS, v, GOAL) tedy patii do PO, jestlize existuje algoritmus
A s polynomidlni ¢asovou slozitosti, ktery k dané instanci = € IN vyda (néjaké) optimdlni
Teseni sa(x), tedy pripustné feseni s(x) € AS(z), pro které plati

v(x,sa(z)) = coaL{v(x,s) | s € AS(x) }

(tedy v(z,sa(x)) = MiIN{v(z,s) | s € AS(z)} v pifipadé minimalizaéniho problému a
v(z,sa(x)) = max{v(x,s) | s € AS(z) } v pfipadé maximaliza¢niho problému), nebo zjisti,
ze optimélni reSeni neexistuje.

Cviceni. Pfipomerite si (hladovy) algoritmus prokazujici, ze MinSpanTree pati{ do PO.
Zaroven si pripomente, pro¢ prirozeny hladovy algoritmus pro MinVertexCover obecné
nenaléza optimalni feSeni.

Vsimnéme si, ze pro O €PO nutné existuje polynom p; : N — N takovy, ze pro kazdé x € IN,
pro néjz existuje optimélni feseni, existuje alespon jedno optimélni feseni s € AS(z), pro néjz
Is| < p1(|z]). (Proc?)
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(Vyrazem |o|, nebo téz size(o), obecné oznacujeme velikost objektu o, tedy napi. délku
binarniho fetézce, ktery objekt o reprezentuje v néjakém prirozeném kédovani ziejmém z
kontextu.)

Bez 1jmy na obecnosti budeme pro problém O €PO pozadovat existenci polynomu p; : N — N
takového, ze |s| < p1(|z|) pro kazdé x € IN a s € AS(z). (Jako pfipustnd feSeni pro x prosté
prohldsime jen ta s € AS(z), kterd spliuji |s| < pi(|z|), pokud je zaruceno, ze v piipadé
existence optimalnich feseni alespon jedno optimélni feseni tu podminku spliuje.)

(Tento pozadavek jsme dodali proto, abychom i formélné zaruéili inkluzi PO C NPO.)

Do tiidy NPO (N oznacuje nedeterminismus) patii problém O = (IN,SOL, AS, v, GOAL),
jestlize
e existuje polynom p; : N — N takovy, ze |s| < pi(|z|) pro kazdé z € IN a s € AS(x),

e a ddle existuje polynomialn{ algoritmus V', ktery pro dané x € IN a s € SOL pozn4,
zda s € AS(x), a v kladném piipadé vyda hodnotu v(z, s). (Casova slozitost algoritmu
V je tedy omezena polynomem ps, neboli Ty (n) < pa(n), kde n = |z| + |s|.)

Cviéeni. Ukazte, pro¢ MinSpanTree patii do PO.
Cviceni. Vysvétlete, pro¢ pro O eNPO plati Oge. € NP.

Problém TSP a jeho NP-obtiznost.
Problém TSP (Traveling Salesman Problem) je optimaliza¢ni problém

TSP = (IN, SOL, AS,v, GOAL),

kde instance x € IN je tplny graf G = (V, E, ¢) s hranami ohodnocenymi kladnymi celymi
¢isly (“cost” ¢ je tedy funkce typu E — N ); 1ze predpokladat, ze V = {1,2,...,n} pro néjaké
n € N; a v tom piipadé AS(z) = {r | 7 je permutace mnoziny {1,2,...,n}}. Pro permutaci
7w = (i1,12,...,i,) pak mame

v(@,m) = c({i1,i2}) + c({iz, is}) + - + c({tn-1,in}) + c({in,i1}).
Jedna se o minimaliza¢ni problém, takze GOAL = MIN.
Cviceni. Ukazte, ze TSP pati{ do NPO (a specidlné tedy, ze TSPg.. patii do NP).

Ukédzali jsme myslenky dukazu, ze TSP 4. je NP-tézky (a tudiz NP-uplny):
Piipomnéli jsme ideu dukazu Cookovy véty (problém SAT je NP-tplny) a sérii poly-
nomialnich redukei

SAT=, 3-SAT=, HC=, HK=, TSPqe..

Aproximacni algoritmy pro MinVertexCover.

Ptipomnéli jsme si dva tyto algoritmy a ukazali jsme piiklad instance MinVertexCover
na bipartitnim grafu, kde (obecné aproximaéné horsi) hladovy algoritmus najde optimum,
zatimco (obecné aproximaéné lepsi) “parovaci” algoritmus vyuzije svij aproximaéni pomeér 2
“na maximum”. (Uvazte graf, jehoz hrany jsou vzdjemné neincidentni.)
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T#idy probléma APX(r(n)), APX(c), APX.
Vyrazem APX(r(n)) oznatujeme tiidu optimaliza¢nich problému, pro néz existuji r(n)-
aproximaéni algoritmy. Pro konstantni funkce tak dostavame napft. t¥idy APX(%), APX(2),
atd. VSechny problémy feSitelné aproxima¢nimi algoritmy s konstantnimi pomeéry shrnujeme
do tridy

APX = APX(c).

ceNL

Cviceni. Pripomente si algoritmus, kterym jsme ukéazali, ze MinVertexCover patii do
APX(2).

Spatni aproximovatelnost (obecného) TSP.

V nasich dalsich vyjadfenich nékdy tise predpokliddme, ze P#NP. Kdyby totiz platilo
P=NP, pak by i kazdy NP-ekvivalentni optimaliza¢ni problém patfil do APX(1). Problém,
ktery nepatii do APX (za pfedpokladu P#NP), je povazovan za §patné aproximovatelny.

Vsechna takovd vyjadfeni jsou samoziejmé velmi hruba z hlediska praktického feseni; i u
takto Spatné aproximovatelného problému je samoziejmé mozné, ze bézné fesené instance

problému jsou aproximovany dobfe a rychle, napt. nékterymi heuristickymi pfistupy.

Uvédomili jsme si, Ze vyse diskutovand redukce HK=,, TSP 4. se d4 upravit tak, ze pouzitim
techniky mezer (gap technique) ukazuje Spatnou aproximovatelnost TSP:

TSP¢ APX(2") (tedy také TSP¢ APX), za predpokladu P#NP.

Popisme to podrobnéji. Vzpomenme si na pfevod HK=, TSP4.., kde v puvodnim grafu
dodame kazdé hrané vahu 1 a pak doplnime na tplny graf s tim, Zze nové hrany dostanou
véahu 2. Kdyz misto 2 ddme na nové hrany vahu n - 2", kde n je pocet vrcholu, tak jsme
vytvorili tuto “mezeru” mezi piipadem s odpovédi ANO (hamiltonovské kruznice existuje) a
pripadem s odpovédi NE:

a/ kdyz v puvodnim grafu existuje hamiltonovskd kruznice, tak v ziplnéném vazeném grafu
existuje hamiltonovska kruznice (okruzni cesta) délky n;

b/ kdyz v puvodnim grafu neexistuje hamiltonovskd kruznice, tak v ziplnéném vézeném
grafu m4 nejkratsi hamiltonovskd kruznice délku minimélné (n—1) +n - 2™.

Kdyby tedy pro TSP existoval 2"-aproximaé¢ni algoritmus, tak v ptipadé a/ by pro vysledny
uplny vazeny graf (kde optimum ucelové funkce je n) vydal piipustné feSeni s hodnotou
maximalné n - 2"; v piipadé b/ by vydal feSeni s hodnotou vétsi nez n - 2" (kdyz n > 2).
Tento algoritmus bychom tak mohli pouzivat k rychlému (tj. polynomidlnimu) rozhodovéani
problému HK, coz by implikovalo P=NP.

Pro onu “mezeru” (oddéleni piipadu s hamiltonovskou kruznici a bez ni) jsme vyuzili ne-
metrického TSP; pritazeni vahy 2 novym hranam neporusuje trojihelnikovou nerovnost, ale
pritazeni vahy n - 2" ji obecné porusuje.

TSP2 € APX(2).

Problém TSP omezeny na instance, v nichz je splnéna trojuhelnikova nerovnost (metricky
TSP), oznacujeme TSP2. Uz jsme ukézali, ze i TSP je NP-tézky, ale ted ukazeme, Ze je
docela dobfe aproximovatelny.
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Uké4zeme, ze pro TSP2 existuje 2-aproximacni{ algoritmus (coz pozdéji jesté zlepsime).

Uvazujme uplny graf G = (V, E, ¢) s kladnymi cenami (véhami, délkami) c(e) hran e € E,
kde ¢ je de facto metrika, tedy spliuje trojihelnikovou nerovnost (c¢({u,v}) + c¢({v,w}) >
c({u, w})).

Speciadlné to implikuje, ze vypousténi vrcholi z posloupnosti nezvétsuje jeji vihu, ¢imz
rozumime toto: Pro posloupnost vrcholu ji,7jo,...,J;r definujeme jeji vahu jako soucet
c({j1,j2}) + c({g2, js}) + -+ + c({jk—1,Jx}) (pro poréddek doplnime, ze védha posloupnosti
s jednim nebo zddnym prvkem je nula). Diky trojihelnikové nerovnosti plati ¢({j¢, jes1}) +
c({Jes1,der2}) = c({Je, jes2}) (pro libovolné ¢ € {1,2,...,k—2}); tedy vypusténim vrcholu z
posloupnosti jeji vdha nevzroste (klesne nebo zustane stejna).

Vsimnéme si ted, ze kdyZ z libovolné hamiltonovské kruznice v G vyfadime jednu hranu,
dostaneme kostru grafu. Délka nejkratsi hamiltonovské kruznice (tedy “okruzni cesty”) je
tedy vétsi nebo rovna véze minimdlni kostry grafu G; strucné vyjadieno, ¢(MST) < vy (G)
(kde MST je minimélni kostra).

Uvazujme algoritmus A, ktery pro uplny graf G = ({1,2,...,n}, E, ¢) s kladnymi vdhami
c(e) na hrandch e € E nejprve nalezne minimalni kostru MST (hladovym algoritmem) a pak
vyda permutaci vrcholu (i1,19,...,1,) odpovidajici jejich prvnimu navstiveni pii prohleddni
kostry MST do hloubky. Polynomialita algoritmu A; je ziejmd; ukdzeme ted, Ze A; je 2-
aproximacni algoritmus pro TSP2.

Strom MST mé n vrcholi a n—1 hran. Konkrétni béh algoritmu “depth-first-search” na
MST postupné navstévuje vrcholy j1, jo, ..., jon—1, kde j1 = jop—1 a kazdy vrchol se v této
posloupnosti vyskytuje alespon jednou (list MST je navstiven jen jednou, vnitini vrchol je
kromé prvniho navstiveni [z pfedchudce] navic navstiven i pii navratech z jeho nésledniku).
Vaha posloupnosti j1, jo, - - -, jon—1 se tedy rovnd 2 - ¢(MST) (tedy dvojnasobku véhy kostry,
nebot véha kazdé hrany v MST se pii béhu “depth-first-search” zapoé¢te dvakréat). Kdyz
ted v posloupnosti ji, j2, ..., jan—1 pro kazdy vrchol i ponechdme pouze jeho prvni vyskyt
(a dalsi jeho piipadné vyskyty vypustime), s vyjimkou vrcholu jj, pro néjz ponechdme i
jeho posledni vyskyt jo,_1, dostaneme jistou posloupnost i1,%s,...,%,,%1, kde i1 = j1 =
Jon—1 a (i1,142,...,4,) je néjakou permutaci mnoziny {1,2,...,n}; vdha této posloupnosti je
nanejvys 2 - ¢(MST) (protoze “vypousténi vrcholu nezvétsuje vahu”) a je to vlastné hodnota

v(G, s4,(G)). Mame tedy
c(MST) < vope(G) < v(G,54,(G)) <2 c(MST),

z ¢ehoz plyne, 7Ze % <9

Studijni podklady:
Vedle diive zminénych ¢asti [Sli], [KO], [VP] najdete v [Sli] také ¢dst “Traveling Salesman
Problem”.
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Tyden 3

TSP4 € APX(3).

V predchézejici ¢asti jsme ukézali, ze TSP patif do APX(2); demonstrovali jsme to al-
goritmem oznacenym A;. Nyni ukdzeme, Ze algoritmus A; se dd doplnit na sofistikovanéjsi
algoritmus Ao, ktery je %—aproximaénim algoritmem pro TSP2. (A méd samoziejmé také
polynomidlni ¢asovou slozitost, ale omezenou polynomem s vysSim stupném nez je tomu u
Arl)

(Nasledujici text pfebirdme z [KO], s mirnymi tpravami.)

Christofides (autor Ag) vyuzil polynomiality problému nalezeni perfektniho parovani s mi-
nimalni vdhou v grafu s (nezdpornymi) vdhami na hranéch.

Pfipomerime, 7ze pdrovdnd (matching) v (neorientovaném) grafu G = (V, E) je mnozina
hran E’ C E, které jsou vzdjemné disjunktni, tedy zddné dvé hrany z E’ nemaji spole¢ny
vrchol (neboli nejsou incidentni). Perfektnd pdrovdnd (perfect matching) je parovani, které
je také hranovym pokrytim (edge cover), coz znamend, Ze kazdy vrchol je incidentni s
néjakou hranou v onom parovani.

Problém nalezeni{ minimélniho perfektniho parovéni v grafu G = (V, E,¢) s ohodno-
cenymi hranami (¢ : E — N) lze chdpat jako specidlni piipad problému “maximum-weight
matching”, ktery patii do PO; to budeme diskutovat pozdéji.

Algoritmus Ay dostane stejny vstup G = (V, E, ¢) jako A; a postupuje takto:

1. Sestroj minimalni kostru MST grafu G.

2. Najdi mnozinu vrcholu L C V, které maji ve stromu MST lichy stupen (pro takovy
vrchol je pocet hran v MST, které jsou s nim incidentni, lichy); pocet prvku L je sudy
(vidite proc?).

3. Najdi na podgrafu grafu G indukovaném mnozinou vrcholu L perfektni parovani S s
minimalni vdhou ¢(S) = > cgc(e) (to jisté existuje, protoze graf G je uplny a pocet
prvku L je sudy).

4. Uvazuj podgraf G’ grafu G s plnou mnozinou vrcholu V- = {1,2,...,n}, ale jen s hranami
z MST a z S; pfitom kazdou pifpadnou hranu e € MST N S nahrad dvéma kopiemi €', ¢”
(s véahou c(e)). (Dovolime tak dvé rizné hrany mezi stejnou dvojici vrcholi.) Celkova
véha hran v grafu G’ je ¢(MsT) + ¢(5).

5. Podle (snadno odvoditelné) Eulerovy véty v grafu G’ (ktery je souvisly a v némz kazdy
vrchol mé sudy stupen) existuje, a lze snadno sestrojit, cyklus prochazejici kazdou hra-
nou pravé jednou. Sestroj takovy cyklus; tomu piislusi jistd posloupnost navstivenych
vrchola ji,js, ..., jk, kde j1 = jr a kazdy vrchol ¢ ma v posloupnosti alespon jeden
vyskyt. Vaha posloupnosti j1, jo, ..., jx je ¢c(MST) + ¢(5).

6. Vydej posloupnost (iy,is,...,i,) vzniklou z ji,7j2,...,Jx tak, ze pro kazdy vrchol i
ponechas v posloupnosti jen jeho prvni vyskyt.

Je tedy v(G, s4,(G)) < ¢(MST)+¢(S) (protoze vypousténi nezvysuje vahu diky trojihelnikové
nerovnosti a posloupnost i1, 19, ...,iy,, 71 tak mé nanejvys takovou vahu jako ji, jo, ..., jk).
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K prokazani toho, ze algoritmus As je %—aproximaénim algoritmem pro TSP® tak staci

ukdzat, ze c(MST) + ¢(S) < 3 vy (G); jelikoz jiz vime, Ze c(MST) < vou(G), staéi ukézat,
ze ¢(S) < 3 vop(G). Uvazujme tedy néjakou nejkratsf okruzni cestu, tedy hamiltonovskou
kruznici v G s minimalni véhou, tedy s vahou v, (G). Vrcholy z L se na té kruznici vyskytuji

v néjakém potadi ji, jo, ..., || (kde |L| je sudé); diky trojihelnikové nerovnosti je soucet

c({j1,d2}) + c({j2,ds}) + -+ + ({1, g }) + gy, 1})

nanejvys roven vo(G). Tento soucet je ovSem souctem vah dvou perfektnich
parovani pro L (totiz pdrovani {{ji,j2}, {3, a}, - {jjr|-1,Jj/}} a pdrovani
iz, dsts {da gs by - - - {dip)—25 Jipj=1} Ly J1} ). Jedno z téchto perfektnich pérovéni pro
L m4 tedy vdhu nanejvys 3 vy (G); to znamend, ze i véha ¢(S) perfektniho parovén{ pro L
s minimalni vdhou je nanejvys rovna %vopt(G).

Takze vime, ze TSP® € APX(1.5); nevime oviem, zda to jde lépe, tedy zda TSP2 € APX(c)
pro néjaké ¢ < 1.5; ani nevime, zda by takové zlepseni implikovalo P=NP.

Znovu poznamenejme, ze onen aproximadéni pomér 1.5 se vztahuje k nejhorsim piipadum
(worst-case), na konkrétnich praktickych instancich algoritmus muze dévat (a zfejmé také
dava) vysledky daleko blizsi optimu.
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Tyden 4

Nalezeni minimalntho perfektniho parovani, coz jsme nechali bez vysvétleni v dukazu, ze
TSP je v APX(1.5), se d4 chépat jako specidlni pifpad nalezeni maximalniho vazeného
parovéani (v ohodnoceném grafu). Ukdzali jsme si polynomialni algoritmus pro tento problém
alespon v piipadé bipartitnich grafi. Vyuzili jsme mj. zndmého polynomialniho algoritmu pro
hledani nejkratsich cest mezi vrcholy v ohodnoceném grafu bez negativnich cykla (v nasem
pripadé slo o hledédni nejdelsich cest v grafech bez pozitivnich cyklu).

(Problém nejkratsich cest je pfipomenut na str. 8-9 v [KOJ]. V "Tyden 5”v [KO] najdete
popis algoritmu pro vySe uvedeny problém v bipartitnich grafech. Pro pohodli ¢tenéaie jsou
piislusné texty zkopirovény zde nize.)

Nejkratsi cesty.

Pfipomenme si problém nejkratsich cest v orientovanych grafech G = (V| E, ¢) s vahou (ce-
nou) na hranéch (¢ : £ — R; kazd4 hrana mé piifazeno ¢islo reprezentujici jeji hodnotu, vahu,
délku ...), jehoz Feseni je stavebnim blokem pro mnohé algoritmy kombinatorické optimalizace
a ktery se vyskytuje v praxi v nejruznéjsich situacich. (Nejen v situaci nalezeni nejkratsi cesty
z mésta A do mésta B.) Specidlné si uvédomme problém moznych negativnich cykla.

Myslenky tif standardnich (polynomialnich) algoritmu pro Feseni problému nejkratsich cest
jsou uvedeny nize.

Muzeme odkézat napf. na kapitolu 2 knihy [4] (ale totéz naleznete samoziejmé na mnoha
jinych mistech).

1. Bellman-Ford: poé¢itame vzdélenosti z vy k ostatnim vrcholum, pri¢emz postupné po-
volujeme k& = 0,1,2,...,|V|—2 vnitinich vrcholi na pfislusnych cestich (paths), tj.
povolujeme cesty s maximélné 1,2, ..., |V |—1 hranami; slozitost je O(|V| - |E|) a tedy

O(IVP).

2. Floyd-Warshall: poc¢itdme matici vzdalenosti kazdého ke kazdému; vrcholy mame
sefazeny v1,vs,...,V, a pouzivame iterace i = 0,1, ..., |V, pfitemz v iteraci ¢ povolu-
jeme jako vnitini vrcholy pifslugnych cest jen vrcholy vy, ve, .. .,v;. Slozitost O(|V]?).

3. Dijkstra: v piipadé nezdapornijch vah pocitame vzdélenosti z vy k ostatnim vrcholum;
pouzivame nanejvys |V| iteraci, pficemz v kazdé iteraci pfiddme alespon jeden vrchol
do P (permanent) — nejkratsi cesta z vg k nému vede pfes permanentni — a upravime
“vzdéalenost” u kazdého doc¢asného (temporary) w tak, aby odpovidala nejkratsi cesté z
vo do w, v niz jsou jako vnitini vrcholy povoleny jen ty permanentni. Slozitost O(|V|?).

Maximdlni (vazené) parovani v (bipartitnich) grafech.

Pouvazovali jsme nad algoritmem, ktery k zadanému (neorientovanému) grafu G = (V, E, ¢),
kde ¢ : E — R pfifazuje kazdé hrané e jeji vdhu (cenu) c(e), sestroji pro kazdé k = 0,1,...,r
néjaké parovani S, C E (zaddné dvé ruzné hrany v Sy tedy nejsou incidentni) takové, ze
|Sk| =k a hodnota c(Sk) = > _.cg, c(e) je maximdlni; je tedy

¢(Sk) = max{c(S) | S je pdrovani s k hranami }. (1)

Zde r je pocet hran v maximalnim parovani (maximum-cardinality matching), ¢imz rozumime
nejveétsi parovani z hlediska poctu hran. Cislo r nas algoritmus také zjisti.
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Specidlnim piipadem je piipad, kde ¢(e) = 1 pro kazdou hranu e; algoritmus pak prosté
sestroji néjaké maximalni parovani.

Takovy algoritmus jisté existuje, sta¢i pouzit hrubou silu (brute-force), otdzkou je nalezen{
efektivnich algoritmu (z hlediska ¢asové slozitosti). My jsme ukédzali polynomidlni algoritmus
pro piipad bipartitnich grafa; nejprve jsme ale udélali dulezité pozorovani pro obecné grafy:

Méjme v obecném grafu G = (V, E, ¢) parovani Sk s k hranami, které je optimdlni pro k,
tedy spliiuje (1), a snazme se vytvorit néjaké parovani Ski1 s k+1 hranami, které je optimalni
pro k+1. Predstavme si hrany v Si jako modré, taky s nimi incidentni vrcholy budou modré,
a ostatni hrany budou ¢ervené; vrcholy neincidentni s modrymi hranami budou éervené.

Piipomenme, Ze cestou (path) z vrcholu v do w rozumime posloupnost na sebe navazujicich
hran s jednim volnym koncem ve v a druhym ve w, kde se zadny vrchol (a tedy ani zddna
hrana) neopakuje; pokud v = w, tak ony “volné konce” jsou spojeny, jednd se o (jednoduchy)
cyklus, ktery také formdalné chapeme jako cestu z v do v.

Cestu z v do w v nasem modro-Cerveném grafu nazveme alternujici, jestlize se v ni modré a
¢ervené hrany stiidaji. Dvé modré po sobé byt stejné nemohou (modré tvoii parovéani a proto
na sebe nemohou navazovat), dvé incidentni ¢ervené se v alternujici cesté mohou vyskytovat
jen v piipadé, ze se jedna o cestu z v do v (tedy cyklus) zacinajici a konéici ¢ervenou hranou;
ten cyklus pak ma lichou délku.

Hodnotou alternujici cesty p rozumime » .o ons ccp©(€) — D oimodre ecp €(€). Specidlné si
vSimnéme, ze pokud je alternujici cesta sudym cyklem, tak poc¢ty modrych a ¢ervenych hran
jsou v ni stejné a jeji hodnota nemuze byt pozitivni. (Jinak by S nebylo optimdlni; vidite
proc¢?)

Tvrzeni. Jako kyzené Sky1 (optimdlni pro k+1) muZeme vzit toto: v modro-cerveném grafu
vytvoreném z G pro Sy nalezneme alternujici cestu z éerveného vrcholu do jiného éerveného
vrcholu, kterd md nejvys$si moznou hodnotu. Pak v této cesté prebarvime modré hrany na
cervené a éervené na modré. Pokud takovd cesta neexistuje, pak v G neexistuje (vibec Zddné)
pdrovdni s k+1 hranami.

Diukaz. . Uvazujme nejprve, ze existuje néjaké Sii1, které je optimalni pro k+1 (a které
nemuselo vzniknout navrzenym zpusobem); zafixujme ono S 1 a obarvéme jeho hrany zelené
(vrcholy nepfebarvujeme).

Jak vypadaji (souvislé) komponenty grafu vzniklého z G tak, Ze ponechdme jen modré a
zelené hrany? Zadné dvé rizné modré hrany nejsou incidentni, Zddné dveé rizné zelené hrany
nejsou incidentni ... Kazda komponenta je tedy ocividné

e bud jedna zelend hrana vznikld prebarvenim modré (jak Sk, tak Sy1 obsahuji tu hranu);

e nebo se jedna o alternujici cestu (v niz byly ¢ervené hrany piebarveny na zelené); pokud
je to cyklus, nutné obsahuje stejny pocet modrych a zelenych hran a hodnota tohoto
cyklu je nula (jelikoz Sy je optimalni pro k a Siy1 je optimalni pro k+1).

Jelikoz zelenych hran je o jedna vic nez modrych, alesponn jedna komponenta je alternujici
cestou z Cerveného vrcholu do jiného ¢erveného vrcholu (proc?). Ve zbylych komponentéch
jsou celkové pocty modrych a zelenych hran stejné a soucty jejich cen musi byt také stejné!
(Jinak by bud’ Sy nebylo optimalni pro k nebo Sy 1 by nebylo optimalni pro k+1.)

Dukaz tvrzeni je tim vlastné hotov ... (domyslete ...). O

Problémem je, ze v obecném grafu je ono hledani alternujici cesty z ¢erveného vrcholu

20



do jiného cerveného vrcholu s nejvyssi hodnotou zapeklity problém. Problémy délaji cykly
liché délky. V piipadé “maximum-cardinality matching” (cena kazdé hrany je jedna) se to
dé chytie vyresit celkem snadno, pfipad “maximum-weight matching” je technicky vyrazné
komplikovanéjsi a nebudeme se jim zde dale zabyvat.

v~

kombinatorické optimalizace, pro néz jsou zndmy polynomidlni algoritmy (viz napf. [3]).

My jsme si ale v8imli, ze u bipartitniho grafu G = (V1 W Vs, E, ¢) to umime: Pro zkonstruované
optimélni Sy ddme hrandm orientaci: ¢ervené “zleva doprava”, tedy z Vi do Vs, modré (tedy
elementy Sy) “zprava doleva”, tedy z V2 do Vj; pro kazdou modrou e ted obratime cenu,
polozime tedy (docasné) c(e) := —c(e). A hleddme prosté nejdelsi cestu z ¢erveného vrcholu
do jiného Cerveného vrcholu; ta cesta je diky orientaci hran v naSem bipartitnim grafu au-
tomaticky alternujici! (Navic nutné zac¢ind ve V; a konéi ve V5.) Muzeme tedy pouzit napf.
algoritmus “Floyd-Warshall”; hleddme nejdelsi cesty, ale pozitivni cykly tam nejsou (diky
optimalité S, jak jsme jiz diskutovali), takze ok ... Ukazali jsme tak

polynomidini algoritmus konstruujici “maximum-weight matching” v bipartitnich grafech.

Poznamendme, Ze tento algoritmus neni nejlepsi z hlediska slozitosti (jak se lze presveédéit
v literature), ale je koncepéné jednoduchy: je zalozen na jednoduchém pozorovéani a aplikaci
nejkratsich cest ...

3D-parovani (3-dimensional matching).

Vidéli jsme, ze maximalni (vazené) parovani v bipartitnich grafech lze nalézt rychlym al-
goritmem. V bipartitnim grafu G = (V| E) je mnozina vrcholu V rozdélena do dvou ¢ésti
(partit), V = Vj W V5, a hrana je zde mnozina obsahujici jeden prvek V; a jeden prvek Va,
tedy E C {{u,v} | u € Vi,v € Va}.

Ted si vSimneme, Ze uZ specidlni pifpad rozsffeni problému na 3-partitni hypergrafy je
NP-tézky. Definujme (rozhodovaci) problém 3DM (3-dimensional matching) takto:

Instance: vzajemné disjunktni konetné mnoziny (vrcholu) Vi, Vs, Vs se stejnou
mohutnosti ¢ = |Vi| = |V2| = |V3| a mnozina “hyperhran” (¢i “trojihelnika”)
T C {{u,v,w} |ueVi,veVo,we Vil

Otdzka: existuje T' C T tak, ze |T'| = q a kazdé dva ruzné trojihelniky v T” jsou
disjunktni (tedy nemaji zadny spolecny vrchol) ?

(Diky pozadavku |T"| = ¢ takova T" pokryvé viechny vrcholy z V3 U Vo U V3.)

Tvrzeni. Problém 3DM je NP-uplng.

Dukaz. Piislusnost k NP je ziejma. (Proc?)

Ukéazeme ted’, ze SAT=<,, 3DM. Mé&jme formuli ¢ v konjunktivni normaln{ formé; necht ma n
proménnych x1, xa, ..., 2, a m klauzuli C1,Cy, ..., Cy,. (Kazda klauzule je disjunkei literéla,
kde literdl je x; nebo —z;.) Sestrojime instanci Vi, Va, V3, T problému 3DM, ktera je pozitivni
pravé tehdy, kdyz ¢ je splnitelnd.

Pro proménnou z; zarfadime do V; vrcholy x%,i%,x%,f%,...,x?,i{”, do V5 vrcholy
ab,a? ...,a" a do V3 vrcholy bl,b% ..., b7 do T zafadime tr(ijﬁhelm’ky {f%,a%,b%},
—1 31 2 2 212 -2 12 3 - m+ m+ .

{Z1,b1,a7}, {z1,a7,b7}, {Z1,07,a7}, ..., {1, a0}, {27, 07", a7"" }, kde af chédpeme

jako dalsf oznagen{ pro ai. (Nakreslete si obrdzek a uvédomte si, Ze vybereme-li z definovanych
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trojihelniki mnozinu vzajemné disjuktnich trojihelniki, kterda pokryva vsechny vrcholy

a%, a%, ...,a"a b%, b%, ... ,b’lﬂ, tak bud’ zustanou nepokryty “pozitivni” vrcholy x%, :c%, NN
nebo negativn{ vrcholy z1, 72, ..., 7 Obecné pro kazdou proménnou x; dodame piislusné vr-

1 m_am pm m m m+1 m+1 __
choly a trojihelniky {xz,az,bz} {:cl, La?}, oo e e by, {2, 00 al (kde o' =
al).

Nyni pro kazdou klauzuli C; doddme do Va vrchol ¢; a do V3 vrchol dj; pro kazdy literdl
z; v klauzuli C; doddme do T trojihelnik {xz, ¢j,d;} a pro kazdy literdl —z; v klauzuli Cj
dodédme do T trojuhelnik {a‘cf, cj,dj}.

Uvédomme si, ze ke kazdému pravdivostnimu ohodnoceni spliujicimu ¢ existuje néjaka
mnozina (dosud deﬁnovanych) vzajemné disjunktnich trojihelnik, které pokryvaji vsechny
vrcholy al, b!, ¢, d; pro véechnai € {1,...,n}aj € {1,...,m}; naopak kazd4 takovd mnozina

177
trojihelniku prlrozené urcuje pravdivostni ohodnoceni splﬁujicf ©.

Cviceni. Zminéna mnozina vzajemné disjunktnich trojihelniku, které pokryvaji vSechny
vrcholy al , bl,cj, d; pro véechna i € {1,...,n} aj € {1,...,m}, nechd nepokryto nm—m
vrcholu z V;. Zaroven dosud méme |Vi| = 2nm a |Va| = |V3| = nm + m. Navrhnéte, jak
dodat nm —m vrchola do V4 a nm —m vrcholu do V3 a doplnit T' tak, aby nase konstrukce

prokazovala kyzené SAT=, 3DM.

Steineruv strom (Steiner tree).

Na cviceni se budete mj. zabyvat navrhem aproximac¢nich algoritmu pro problém nalezeni
miniméalniho Steinerova stromu. V nasi verzi to je podobné nalezeni minimalni kostry v sou-
vislém ohodnoceném grafu; zde ovSem jen vybrané vrcholy grafu jsou povinné, takze se hleda
minimdlni strom (tedy strom s minimalnim sou¢tem ohodnoceni hran), ktery zahrnuje vsechny
povinné vrcholy (a nemusi zahrnovat ty ostatni, nepovinné). Na rozdil od problému minimaln{
kostry, pro toto zobecnéni neni znadm polynomialni algoritmus. Polynomidlnim pfevodem z
3DM se snadno ukéze, ze tento problém je NP-tézky. Uvedeme struéné myslenku této redukce.

K instanci 3DM, jak je uvedena vyse, sestrojime instanci problému minimalniho Steinerova
stromu takto: Vrcholy vytvareného grafu G ocislujme 1,2,...,k, kde k = 3¢+ |T| + 1, a
definujme bijekce

bi: Vi = {1,2,...,q},b2: Vo= {qg+1,q+2,...,2q}, bs: V5 = {2¢+1,2¢+2,...,3q}

ab: T —{3¢+1,3¢+2,...,3¢+ |T|}. Pro kazdy trojihelnik ¢t = {u,v,w} € T dodejme do
G hrany (b(t),b1(u)), (b(t),b2(v)), (b(t),b3(w)) a (b(t), k). Vdha kazdé hrany je 1 a povinné
jsou vrcholy z mnoziny {1,2,...,3q} U{k}. D4 se pfimocafe ovéfit, ze v G existuje Steineruv
strom s vahou (nanejvys) 4q pravé tehdy, kdyz vychozi instance problému 3DM je pozitivni.

22



Tyden 5

Diskutovali jsme problém MinSetCover, kterému je vénovana ¢ast “Set Cover” ve [Sli]. In-
stanci problému tvofi kone¢nd mnozina U, mnozina F obsahujici nékteré podmnoziny mnoziny
U (tedy F C 2Y) a véha (nebo téz cena) w : F — N. Pifpustnym fesenim je kazdy soubor
C C F takovy, ze Jgee S = U (tedy {z | x € S pro néjakou mnozinu S € C} = U); jde pfitom
o minimalizaci hodnoty ) ¢ w(S5).

Nejdiive jsme diskutovali redukci problému VertexCover na SetCover, kterd ukazuje, ze
SetCover je stejné nebo hufe aproximovatelny nez VertexCover.

Pak jsme ukézali, ze aproximacéni pomér hladového algoritmu (ber vzdy mnozinu, kterd
ma nejmensi pomér jeji ceny ku poctu dosud nepokrytych prvki, které pokryva) je omezen
¢islem H(max{|S|; S € F}), kde H(n) je harmonické éfslo 1+ 1 + 1 + -+ L: 2 toho plyne, ze
aproxima¢ni pomér je omezen ¢islem 1+ Inn (nebot snadno odvodime H(n) <1+ fln % dzx).

Nacrt dikazu:

Algoritmus vyda postupné mnoziny S1, Se, . .., Sy tvorici soubor C (kde (Jgco S = U). Cena
tohoto feseni je ) g.ow(S), kterd je nutné stejnd nebo vétsi nez » g o. w(S), kde C* je
optimalni FeSeni.

Kazdému prvku z € U piitadme vahu

_ w(S;)
a |SZ N (Sl USyU- Sz—l)|

Cx pro to i, pro néjz x € S; N\ (S U S U--- S;i_1).

Je tedy D" cp e = 2 gec w(S). Viimnéme si, ze
Z w(S) < Zw(S) = Zcx < Z Zcx.
SecC* SeC zelU SeC* zeS

Pokud dokazeme, ze pro kazdou S € F plati )
nebot v tom pifpadé

ves €z < w(S) - H(|S]), budeme hotovi,

DY e < Hmax{|S;S € F})- Y w(S).

SeC* zeS SecC*
My jsme indukei podle mohutnosti |S’| dokdzali silngjsi tvrzent:
pro kazdou S C S € F plati Y .o ¢ < w(S) - H(|S']). Zde je ten dukaz:

1. Pro 8’ = () jasné (nerovnost m4 zde tvar 0 < 0).

2. Necht |S’| =n > 0. Vezméme né&jaké y € S' N (S; \ (S1US2U---US;_1)) pro nejmensi
mozné i; tedy S'N(S;U---US;—1) =0 aproto " C S~ (S1US2U---US;_1). Podle
hladové volby S; mame

_ w(S;) < w(S) < wiS) _ w(S)
‘Si\(slUSQU'”USZ'_ﬁ‘ - ’S\(SlUSQU'”USZ‘_ﬁ‘ - |S" n

Cy

a tedy pri zépisu S = {y} US" (kde |S”| = n—1) mame (vyuzitim indukéniho pfedpokladu
pro S”)

Zcz:cy+ Z CISszS)—i—w(S)-H(n—l):w(S)-H(n).

zeSs’ zeS”
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Tyden 6

Pseudo-polynomialni algoritmy. Silna NP-obtiznost.

Pobavili jsme se o ¢islech v instancich (optimalizaénich) problému, kterda udédvaji véhy,
ceny, vzdalenosti, ... Typicky je zapisujeme binarné ¢i dekadicky, takze hodnota téchto ¢isel
je exponencidlni vzhledem k délce jejich zdpisu. U nékterych problémi je toto podstata jejich
NP-obtiznosti, u mnohych ale ne.

Problémy typu SAT, MinVertexCover, MaxClique apod. zadna takova ¢isla v instancich
nemaji, takze u nich obtiznost jisté nespocivd v “exponencialité” hodnot cisel. (Cfsla u
téchto problému typicky pouzivame k o¢islovani vrcholu grafu, booleovskych proménnych,
apod., ale jejich hodnoty jsou malé vzhledem k pfirozené definované velikosti instance.)

V této souvislosti (pii zkoumani zdsadnosti vlivu bindrniho zépisu ¢isel na obtiznost problému)
je uzitetné zvazit variantu problému, pifi niz zapisujeme ¢isla unarné (napt. ¢islo 245 tedy
dvéstéctyricetipéti “carkami”).

Vypocetni slozitost algoritmu je funkei velikosti vstupu a proto se pii unérni reprezentaci
¢isel slozitost algoritmu (a problému) formélné sniz{ (oproti normdlnimu ptipadu s bindrn{
reprezentaci). Samoziejmé v praxi takovym “snizenim” nic neziskdme, dvahy s undrni
reprezentaci jsou ale dobré pro charakterizaci zdroje obtiznosti konkrétnich problému.

Ptidejme si definice dvou pojmu:

e Mame-li algoritmus A feSici problém 7P, fekneme, Ze algoritmus A je pseudo-
polynomidlni, jestlize je polynomidlni (tj. ma ¢asovou slozitost omezenou polynomem)
v ptipadé, ze ¢isla v instancich P jsou reprezentovana unarné.

e Rekneme, ze problém P je silné NP-tézkyj (strongly NP-hard), jestlize je NP-tézky i pii
unarnim zapisu ¢isel v instancich.

Piipomeneme-li si, jak jsme prokazovali NP-obtiznost problému TSP 4. (pfi pfevodu problému
hamiltonovské kruznice na TSP 4. jsme v konstruovanych instancich nepotiebovali velka ¢isla,
dokonce jako “vahy” stacily jednicky a dvojky), tak je zfejmé, ze TSP (i TSP?) je silne NP-
tezky.

NP-tézké problémy, v jejichz instancich se (“exponencidlné velkd”) ¢isla nevyskytuji (jako
je SAT, HC, MaxClique apod.), jsou podle nasi definice také silné NP-tézké.

Standardnim piikladem NP-tézkého problému, ktery je tzv. slabé NP-tézky, tj. v piipadé
P#NP nenf silné NP-tézky, je problém batohu (knapsack).

Problém Knapsack budeme uvazovat v této (standardni) verzi:

a/ Instance x je déna sekvencemi kladnych celych é&isel wy,...,w, (vdhy n pfedmétu) a
c1,---,Cn (ceny téchto predmétu), a déle ¢islem B (“Bound”, nosnost batohu).
b/ Piipustnym feSenim k dané instanci z je kazdd mnozina I C {1,2,...,n} (mnozina [in-

dexti] vybranych predmeéti) spliujici ), ; w; < B (nosnost nesmi byt prekrocena).

¢/ Ucelova funkee je v(z, ) = > icr G (cena vybranych predméti).
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d/ Hodnotu tucelové funkce maximalizujeme. (Hleddme tedy vybér predmétu, ktery
nepiekro¢i nosnost a ma nejveétsi cenu.)

Problém Knapsack ma pseudo-polynomialni fesici algoritmus, ktery pouzivd metodu tzv.
dynamického programovani. Postup pro konkrétni instanci x se d&4 naértnout napft. takto:

Proi=0,1,2,...,n vypliuj pole C[j] pro j € {0,1,...,>"" , ¢} tak, ze

po i-tém béhu cyklu bude v C[j] poznaceno, zda j je cena néjakého piipustného
feseni I C {1,2,...,1}, a v kladném piipadé bude poznacena i nejmensi moznd
véha takového feSeni.

(Rozmyslete si navrh i-tého béhu cyklu a také doplnéni algoritmu tak, aby na
konci vratil optiméalni feseni piislusné instance problému.)

Uz specidlni podproblém problému Knapsackge. je NP-tézky. Jednd se o

Problém SubsetSum:
Instance: kladna celd ¢isla c1,co,...,c, a B.

Otézka: existuje mnozina I C {1,2,...,n}, pro niz plati Y, ;¢; = B ?

D& se ukdzat redukce 3-SAT =<, SubsetSum, kterd vyuziva polynomidlné dlouhé dekadické
zapisy (exponencidlné velkych) ¢isel.

PTAS a FPTAS.

Uvedli jsme si pojmy aproximacnich schémat, které zachycuji jesté silnéjsi typ aproximo-
vatelnosti (nékterych) NP-tézkych optimaliza¢nich problému nez je aproximovatelnost s kon-
stantnim aproximaénim pomérem (byt jakkoli malym).

APX* oznac¢uje tiidu optimalizacnich problému, které jsou (polynomidlné) aproximova-
telné s aproximaénim pomérem 1+& pro libovolné malé reilné e > 0. Je tedy APX" =
Ne>0APX(1+4¢). Existence PTAS ¢ dokonce FPTAS pro problém O znamend jesté silngjsi
typ aproximovatelnosti nez pouhou podminku O € APX*.

Polynomidlnim aprozimacnim schématem (PTAS, Polynomial Time Approximation Scheme)
pro optimaliza¢ni problém O rozumime algoritmus A, ktery pro zadanou instanci x problému
O azadané € > 0 (typicky ve formé ¢ = %, kde z je kladné celé ¢islo) vypocte néjaké pripustné

feseni s4(x,€) s aproxima¢énim pomérem maximélné 1+¢ (tedy % < 1+4¢ v pripadé

#@6)) < 14¢ v pripadé maximalizace). Navic pro kazdé zafixované e

mus{ mit piislusna verze algoritmu A (jejimz vstupem je tedy pouze x) polynomidlni casovou
slozitost vzhledem k size(x).

minimalizace a

Piné polynomidlni aproximacni schéma (FPTAS, Fully Polynomial Time Approximation
Scheme) pro optimalizaéni problém O je algoritmus A, ktery pro zadanou instanci x problému
O a zadané £ > 0 vypocte néjaké piipustné feSeni sa(x,e) s aproximaénim pomeérem ma-
ximdlné 14¢ a navic mé polynomidlni ¢asovou slozitost vzhledem k size(z) i vzhledem k 1
(jeho ¢asové slozitost je tedy v O((size(x))“ (1)) pro néjaké konstanty c, cz).

Napf. pro problém Knapsack existuje FPTAS, coz je silnéjsi fakt nez existence pseudo-

polynomiélniho algoritmu.
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Existence FPTAS pro problém O implikuje existenci pseudo-polynomidlniho algoritmu
pro O, za jistych podminek kladenych na tcelovou funkci, které jsou ovsem u pfirozenych
optimalizaénich problému splnény.

Poznamenejme, Ze napf. pro problém MinVertexCover?*"® (minimalni vrcholové pokryti

v rovinnych grafech), ktery je rovnéz NP-tézky, je zndmo PTAS, ale ne FPTAS.

PTAS for MinLoadScheduling.
We will show a ptas for the following problem MINLOADSCHEDULING (for 2 identical pro-

cessors): an instance x is a list of tasks 1,2,...,n with times (durations) di,ds,...,d, and
we want to distribute them to 2 processors so that the computation time is minimal. In other
words, we search for a subset I C {1,2,...,n} such that ), ;d; is minimal but satisfies

Yoicrdi > % where (the overall load) ¢ = d; + dg + -+ + d,,. (The tasks from I are then
scheduled for one processor, the rest is scheduled for the other processor.)

We suggest the following ptas A for MINLOADSCHEDULING. The algorithm A, given
dy,da,...,d, and ¢, classifies all tasks with d; > el as large (where ¢ = dy + dy + -+ + dy);
the tasks with d; < ef are small. We note that there are at most L%J large tasks.

A then checks successively each of the at most olz] distributions of large tasks (to 2 pro-
cessors); each particular distribution is completed by distributing small tasks ‘greedily’, i.e.,
each small task is then successively scheduled for the currently less loaded processor. A best
solution is finally returned as the result.

Exercise. Check that the complexity of A is O(ZL%J -n), and that the approximation ratio is
< (1+¢). (Hint. An optimal solution distributes large tasks in a certain way, and this way was
also considered by A. Either all small tasks are in that case scheduled for one processor whose
load is not greater than the load of the other, and A has thus found an optimal solution, or
g < vopt(x) < v(x,s4(z,¢)) < g + %e =(1+ 5)%.)

FPTAS pro Knapsack.

Vénovali jsme se ndvrhu “fptas” pro Knapsack. (Ilustrovali jsme si tak podstatu myslenek
v ¢asti “Approximation Schemes, Knapsack Problem” v [Sli].) Diskutovali jsme tuto verzi:

Instance (vstup):

predméty 1,2,...,n, jejich vdhy wi,we,...,w, € N, kapacita B € N
(predpokladdme, ze w; < B pro vSechna i € [1,n]) a ceny ci,c2,...,¢cn € N;
navic je ddno ¢ > 0.
(Napf. n =100, £ = -&.)

Cil:
najit I C {1,2,...,n} tak, ze Y . .;w; < Ba) ;¢ > (1—¢€)-> ¢, kde
Yicr Wi < B a Y. . ¢ je maximélni (tedy I* je optimdlni FeSent).

Algoritmus (aproximacni schéma):

Polozme C' = max{c; | i € [1,n]} a pro v8. i € [1,n] definujme

1 ; C
c = {g o nJ , tedy ¢ = L%J , kde K = % (a |z] je nejvetsi celé ¢islo < x).
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Ulohu pro ¢, vyFesime algoritmem zalozeném na dynamickém programovani; staci

o we , 1 2 -« T
tedy fesit pr20 celkové ceny 0,1,2,...,n - [2 -n] < . (V naSem konkrétnim
ptikladu je "? = 100000.)

Vydame piislusnou I C {1,2,...,n} (optimélni feSeni v pozménéné instanci).

Polynomialita algoritmu jak v parametru n, tak v parametru %, je ziejma.
Dokazme, ze skutecné plati Y, ;¢; > (1 —¢) - Y o« G
Diky optimalité I pro ceny cj, zptisobu zaokrouhleni a faktu 3, ;. ¢; > C mame

ZcizK-Zc;zKchz (ch> —nK = (Zcz> —502(1—5)-2@

icl icl iel* iel* iel* iel*

Poznamka. Ukézali jsme tedy, Ze pro zadanou instanci x a zadané € uvedeny algoritmus
najde piipustné feseni s4(x,¢) splaujici ﬁg)s)) < %_8 Neplati sice %_6 <1+ e, ale exis-
tenci fptas i podle standardni definice jsme dokdzali, nebot pro zadané x, e muZeme uvedeny

algoritmus spustit se vstupem z, §; uvédomme si, Ze 17% <1+e¢ (pro0 < e < 1), nebot
2
2

1<(1+e)1-5) =1+5-2.
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Tyden 7

Dokongéili jsme diskusi témat piredchozich tydnu. Nékolik dalsich tydna se budeme vénovat
tzv. linedrnimu programovani, jakozto obecnému nastroji pro reseni mnohych optimaliza¢nich
problémn.

Linearni programovani

Sezndmime se zaklady linedrniho programovani. Pfipomnél jsem, ze pékny struc¢ny uvod lze
nalézt napf. v [2].

Jako konkrétni instanci “problému diety” z [2] jsme vzali piipad, kdy uvazujeme tfi potra-
viny Fi, Fy, F3 (F jako “food”) a dvé ziviny Nj, No (N jako “nutrient”). V jednotce (napf.
jednom kg) Fj jsou obsazeny 1 jednotka (napt. mg) Ny a 2 jednotky Ny. V jednotce Fy jsou
obsazeny 4 jednotky N7 a 1 jednotka Ny. V jednotce Fj jsou obsazeny 4 jednotky Ny a 3
jednotky Ns. Cena za jednotku Fj je 6 (napi. desetikorun), cena za jednotku Fj je 9 a cena
za jednotku Fj je 10. Miniméalni denni doporucend déavka ziviny Nj je 3 jednotky; u ziviny No
jsou to 4 jednotky. Ukolem je navrhnout ndkup potravin Fi, Fs, F3 tak, aby nakoupené potra-
viny obsahovaly (alesponi) minimdalni denni doporu¢enou dévku zivin a pfitom cena ndkupu
byla co nejmensi.

Hledané mnozstvi ndkupu potraviny F; jsme si oznacili y; (pro i = 1,2,3); jednd se o
nezdporné realné cislo. (Predpokldddame, Zze potraviny neni nutno kupovat v celych jed-
notkéch.) Definovali jsme si matici A typu m x n = 3 x 2, kde prvek a;; (v i-tém fadku
a j-tém sloupci) je pocet jednotek ziviny N; v potraviné Fj. Vektor b (typu m x 1) jsme
definovali tak, ze b; je cena za jednotku F;. Vektor ¢ (typu n x 1) jsme definovali tak, ze ¢; je
minimalni doporucend denni davka Ziviny Nj.

Méme tedy minimalizovat souéin y”b
(kde 3T je transponovany vektor y, tedy y© = (y1,%2,93) je typu 1 x m)
za podminek yTA > y >0
(kde 0 je nulovy vektor prislusného rozmeéru).

Zauvazovali jsme také o dudlnim problému

max ¢!z za podminek Az < b, z > 0.

Zde (hypoteticky) “prodejce pilulek s zivinami” hledd cenu x; za jednotku ziviny N a cenu
x2 za jednotku Ny tak, aby maximalizoval cenu denni doporucené davky, ale zaroven “nebyl
drazsi” nez piislusné potraviny.

Standardné se jako primdrni problém nebo téz primdrni dloha (anglicky “primal”, Gesky téz
“primalni” ¢i “prvotni”) chdpe problém LP ve tvaru

max ¢!z za podminek Az < b,z > 0.

Zapsali jsme tuto ulohu s konkrétnimi ¢isly z naSeho “dietniho problému” a znazornili
. .. o . o« s .. o x S e,
geometricky mnozinu piipustnych Feseni (tedy mnozinu vektoru z = (331) splnujicich
2

Az < b,z > 0). Podafilo se ndm nalézt optimalni feseni v tomto konkrétnim piipadé.
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Ijkoly pro cviceni
1. Ukazte detailné, pro¢ z podminek Az < b,z > 0,y7A > ¢,y > 0 plyne
e <yTAx < y"b.
Specialné ukazte, jak vyuzijeme asociativitu operace nasobeni matic.

2. K (standardni primérn{) dloze
max ¢!z za podminek Az < b,z >0
je standardné definovéna dudini wloha
min y’'b za podminek y'A > ¢y > 0.

Co lze vyvodit z predchoziho piikladu pro pfipad, kdy mame konkrétni piipustné reseni
(oznagené) z* primarni lohy a konkrétni piipustné feseni y* dudlni dlohy?

3. K (primarnimu) problému Az < b,z > 0, maxc’ x jsme jako dudlni problém definovali
yTA > 7'y > 0,miny”b. Ten se oviem dé pFirozené vyjadiit také jako standardni
maximalizacni problém: —ATy < —c¢,y > 0, max —bT'y (ovéite). Zkonstruujte k posledné
uvedenému problému dudlni problém (s proménnymi oznaCenymi x) a ovéite, ze je
ekvivalentni formulaci Az < b,z > 0, max ¢’ x. (Tedy dvojnasobnou aplikaci operdtoru
duality dostaneme puvodni problém.)

4. Uvazme obecny problém LP, kdy mame omezeni ve formé nerovnic i rovnic a na nékteré
proménné klademe podminku nezdpornosti zatimco na jiné ne. Navrhnéte, jak muzeme
takovy problém snadno prevést do tvaru standardniho maximaliza¢niho problému.

5. Zamyslete se nad tim, zda kazda tloha LP musi mit ptipustné feSeni, a zda kazdé iloha
s pripustnym feSenim musi mit i optimalni feseni.
Uloha s piipustnym fFeSenim, kterd nema optimalni feSeni, se nazyva neomezena. Jak je
to s dudlni ulohou v tomto pfipadé? (Muze mit piipustné feseni?)
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Tyden 8

Linedrni programovéani (pokracovani).

Navazali jsme na pfedchozi jistou rekapitulaci shrnutou také nize. Zadani konkrétniho
piikladu (2) je prevzato z [1].

Pripomnéli jsme, ze mnohé problémy kombinatorické optimalizace lze piirozené vyjadrit
jako problémy celoéiselného linedrniho programovani (Integer LP, ILP), kde proménné z;
(slozky vektoru proménnych x) nabyvaji jen celociselnych hodnot, ¢asto jen z mnoziny {0, 1};
stejné tak koeficienty v nerovnicich jsou celociselné. (Pokud jsou koeficienty racionélni, lze
samozfejmé prevést na celo¢iselné vynasobenim spole¢nym jmenovatelem.) Obecné je ovsem
ILP NP-tézky problém (jak jesté pfipomeneme pozdéji), zatimco jeho relazace, tedy pripusténi
vSech realnych hodnot v daném intervalu (napf. v intervalu [0, 1]), vede na tlohu LP, kterd
je polynomidlni (jak jesté také budeme diskutovat).

Cviceni. Ukazte, ze ILP je NP-tézky problém (napf. pievodem z 3-SAT). Jako rozhodovaci
verzi vezmeéte problém, zda pro danou instanci existuje alesponn jedno piipustné feseni.

Pozndmka. Byt je LP obecné polynomidlni, feSeni pro velké instance m4 poiad velkou
¢asovou naro¢nost z praktického hlediska. Ilustrovali jsme si to pfipomenutim problému
maximdlnfho toku. A¢ tento problém snadno vyjadiite jako problém LP (Ze ano), pro
FeSeni se v praxi pouzivaji specializované algoritmy [vyuzivajici techniku zlepsujicich cest],
které jsou vyrazné efektivnéjsi. OvSem napf. problém multikomoditnich toki [kde mame
vice dvojic zdroj-stok s predepsanymi velikostmi tokt mezi nimi a hleddme “mix” vsech
toku pii dodrzeni kapacit jednotlivych hran, pripadné jesté za minimdln{ cenu] se um{ op-
timélné fesit v polynomidlnim ¢ase jen pies LP. (V praxi pak lze upfednostnit efektivnéjsi
algoritmy, které jen aproximuji optimdln{ feseni.)

Jako ilustra¢ni piiklad LP jsme vzali nésledujici instanci (s redlnymi proménnymi z;):

maximalizuj 3x1 + 22 + 223 za podminek (2)

T1,T2,T3 2 0,

r1 4+ x2 + 3z3 < 30,
2¢7 + 2x9 + bry < 24,
dry + x2 + 223 < 36.

Standardni maximalizaé¢ni problém a standardni minimalizaéni problém. N&s
piiklad je piikladem standardni maximalizacénd ilohy, tedy problému typu

Az < b,z > 0, max ¢’ z.

Pfipomindme, Ze matice A je typu m x n, vektory bereme primarné jako sloupcové, tedy b
je typu m x 1 a ¢ je typu n x 1; transponovany ¢’ je tedy fadkovy vektor, typu 1 x n. Pro
konkrétni x je Ax sloupcovym vektorem, linedrni kombinaci sloupct matice A, s koefici-
enty T1,%o,...,Tn. (Césteéné) usporadani vektoru je definovano po slozkach; Ax < b tedy
znamend, ze i-ta slozka vektoru Az je mensi nebo rovna b;, pro i = 1,2,...,m. Symbol
0 zde znamend vektor s nulovymi slozkami; jeho rozmeér a “sloupcovost” ¢ “Fadkovost”
jsou vzdy zfejmé z kontextu. Nékdy se znak transpozice vynechdva, pokud nehrozi nedo-
rozuméni. Napf. se éasto piSe cx (skaldrni soucin vektorii ¢, z) misto ¢’z apod.
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Funkee f(z) = ¢’z se nazyva celovd funkce (objective function, cesky také cilova funkce ¢i
kriteridlni funkce).
Pred feSenim na$i konkrétni tdlohy jsme nejdiive diskutovali standardni minimalizacni
problém, tj. problém typu
yTA> 'y > 0,min yTo.

(Misto sloupcu bereme nezaporné linedrni kombinace faddku; misto shora jsou tyto kombinace
omezeny zdola, a misto maximalizovéni zde minimalizujeme.)

Dualita. Je pfirozené brat y7 A > ¢!,y > 0, min y”b jako dudini problém k problému Az <
b,max ¢!z, ktery se pak nazyva primdrni problém (anglicky “primal”, ¢esky téz “primarni”
¢i “prvotni”).

Spravné bychom meéli rozliSovat pojem “problém”, napt. problém LP, a pojem “instance
problému”, napi. Az < b,z > 0,maxc’ 2 pro konkrétni matici A a vektory b, c. Toto ale
vétsinou nechdvame na kontext, z néhoz je jasné, co mame na mysli. V§imnéme si také,
ze yTA > ¢,y > 0,min y7b lze podle standardnich pravidel pro transpozici matic pséat
ATy > ¢,y > 0,min b”y, nebo ekvivalentné —ATy < —c,y > 0, max —bTy.

K nasi konkrétni tloze (2) je tedy duélni ilohou tato tloha:

minimalizuj 30y1 + 24y + 36y3 za podminek (3)
Y1,Y2,Y3 Z 05
y1 + 2y2 + 4dys = 3,
v+ 2y2 + y3 = 1,
3y1. + Sy2 + 2ys > 2.

Jako tkol jsme ponechali odvozeni (ocekavaného) faktu, ze dudlnim problémem k dudlnimu
problému je zase primarni problém.

Pripustngm vektorem (feasible vector), téz pripustngm resenim, tulohy Ax < bz >
0, max ¢! z rozumime libovolny vektor z spliiujici Az < b,z > 0. Podobné pripustngm fesenim
tlohy yTA > ¢,y > 0,miny”b rozumime libovolny vektor y spliujici 7 A > ¢, y > 0.
(Nékdy ma smysl uvazovat napf. [neptipustné] feseni splnujici Az < b, které neni nezaporné.)

Jak je obvyklé, pouzivame napt. x jako symbol pro vektor proménnych, ale nékdy také
pro konkrétni vektor z R™. Konkrétni uziti by mélo byt vzdy jasné z kontextu; nékdy

uzijeme “dekoraci”, napi. x*, kdyz chceme zduraznit, Zze méme na mysli konkrétni vektor.
Snadno jsme odvodili (uz mezi dkoly), ze podminky
Az <bx>0,y7A>cT y>0
implikuji
e <yTAx < yTb.

Méme-li tedy (jakékoli) pFipustné feseni z* primarni dlohy a piipustné feseni y* dudlni dlohy,
tak plati cT'z* < (y*)Tb. Pokud tedy nastava piipad ¢’ z* = (y*)Tb, tak obé feseni 2*, y* jsou
ve svych tlohach optimélni!

Provedme dikaz jesté detailné. Bude se nam to v budoucnu jesté hodit k jinému tcelu (u
“complementary slackness”).
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Zapisme si nejdifve y’ Az podrobnéji:

a11,0a12,-..,Q1n X1
a21,0a22,...,02n X2

(y1,92, - Ym) - :
Aml, Am2, - - -y Amn T

Néasobeni matic je asociativni, je tedy (y’ A)z = yT (Ax); dikaz de facto provedeme nize.
Rozepiseme-li viraz (y” A)z, dostdvame

ai a12 QA1n T1
a a a T
(ylay27"'aym)' 21 7(y17y27"'7ym)' > 7"'7(y17y27"'7ym)' 2n 2
am1 am2 mn In
neboli 27 - z, kde
2=y - (a117a12>~-7a1n) +y2'(a21;a227---7a2n) +"'+ym'(amlaam27--'aamn)-
Tedy
(y"A)z = (4)

= (y1a11 + Y2021 + -+ + Ym@m1) - T1+
+(y1a12 + Y2022 + - - - + Ymama) - T2+

+(y1a1n + yoaon + -+ ymamn) * T -

Rozepiseme-li viraz y? (Az), dostdvame

T
1 x1
x2 x2
(3/173/2>~--,?/m)‘ (a117a127"' 7a1n)' a---a(amlaaﬂ’LZa"' 7amn)'
Tn Tn,
neboli
ail ai2 Aln
a1 a2 a2n
(yby?:""ym)' "Z1+ o2t " In
am1 am2 Amn,
Tedy
T _
y (Az) = (5)

=y1 - (anz1 + arpza + - - + any)+
+y2 - (a121 + agexe + - - - + a2, xn)+

+Ym - (@121 + amata + - + Q) -

Z rovnosti (4) a (5) vidime, ze
(y" Az =30 (L yiaij) -y a y' (Az) = 300 vy - () aijay) -
V obou piipadech dostdvame (standardnimi vipravami pro sé¢itdni a ndsobeni) na pravych
strandch > ") YU yiaijz;; tedy (yTA)x = yT (Ax).
Ted si jesté vSimneme:
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e Z rovnice (4) ihned plyne, ze pokud (y1a1j + y2a2j + - - - + Ymam;) > ¢j a x; > 0 pro vs.
i=1,2,...,n, tak yT Az > Tz (kde Tz = c121 + cozo + - - + cup).

e 7 rovnice (5) plyne, ze pokud y; > 0 a (a;121 + aexs + -+ + appzy) < b; pro vs.
i=1,2,...,m, tak yT Az < yTb (kde yTb = y1b1 + yaba + - - + Ymbm).
Dokézali jsme tedy nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1 (Slabd dualita) Necht z* je pripustnym Fesenim problému Az < b,z > 0,maxc’ z
a y* je pripustngm tesenim problému y' A > ¢’y > 0, miny’b. Pak ¢'x* < (y*)7b.
Kdyz plati c'z* = (y*)Tb, tak x* a y* jsou optimdlnimi Fesenimi pro své prislusné problémy.

Pokud ndm tedy nékdo doda napi. feseni z* = (8,4,0) a y* = (0, %, %) u nasich konkrétnich
problémii (2) a (3), pak zjisténim, Ze obé spliuji své omezujici podminky a navic c’z* =
3:8+1-4+2-0=28a (y)Tb=0-30+ ¢ - 24+ 2 - 36 = 28, mdme ovéieno, ze z* i y* jsou
optimdlni (ve svych piislusnych problémech).

Ptipomnéli jsme si, ze kdyz nam nékdo ukaze tok v siti a zaroven tez, jehoz kapacita se
rovnd velikosti toku, vime, Zze se jednd o maximélni tok a minimélni fez. Podobné, kdyz
ndm nékdo pro graf G dod4 parovani S a vrcholové pokryti C, kde |S| = |C], tak se jednd
o maximalni parovani a miniméln{ vrcholové pokryti.

Rekneme, ze problém Az < b,z > 0, max ¢!« pro konkrétni A, b, ¢ je

a/ resitelny [¢i konzistentni] (feasible, F), kdyz existuje pfipustné feSeni, tedy z takové, ze
Ax < b,z > 0; zde rozlisime dva podpiipady:

i/ resitelny omezeny (feasible bounded, FB), kdyz existuje d € R tak, ze ¢’z < d pro
kazdé pripustné z,

ii/ resitelny neomezeny (feasible unbounded, FU), kdyz pro kazdé d € R existuje
pifpustné z splaujici ¢’z > d.

b/ neresitelny [¢i nekonzistentni] (infeasible, I), kdyz neexistuje piipustné reseni.

Analogicky rozélenime minimaliza¢ni problémy. Slaba dualita mj. implikuje, ze kdyz je stan-
dardni (primdrni) iloha P fesitelnd neomezena (FU), tak k ni dudlni diloha D je nefeSitelna
(a naopak).

Teprve pozdéji se dostaneme k dukazu nésledujici véty:

Véta 2 (Silnd dualita) Kdyz je konkrétni iloha linedrniho programovdni tesitelnd omezend
(FB), tak jeji dudlni loha je také tesitelnd omezend (FB), obé ulohy maji optimdlni resent
a hodnoty prislusnijch ucelovijch funkci pro ta optimdlni TeSeni se rovnaji.

T feditelnd a omezend, tak mé optimalni

TJI* —

Kdyz tedy je napt. tloha Az < b,z > 0,maxc
fegeni 2* a dudlni iloha yT A > ¢,y > 0, min y”b m4 (optimdlni) Feseni y* takové, ze c
(y)"0.
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Z vét o dualité plyne, ze kdyz oznacime jako P konkrétni (primarni) tlohu a D k ni dudlni
ulohu, tak mohou nastavat pouze ¢tyfi pripady:

1 2 3 |4
P{FB|FU| I |I
D|FB| I |FU|I

V piipadé 1 (FB,FB) se navic optimalni hodnoty icelovych funkei rovnaji (a jsou dosazeny
pro konkrétni vektory z*, y*).

Vétu 2 bychom mohli dokézat napf. uzitim tzv. Fourierovy-Motzkinovy eliminace. To by
nam ale jesté nedalo algoritmicky ndvod k feseni iloh LP. My ted zabijeme “dvé mouchy
jednou ranou” tim, ze ukazeme tzv. simplexovy algoritmus ...

Ptredem je uzitetné zamyslet se nad tim, ze kdyz méa napi. konkrétni tloha Az < b,x >
0, max ¢z optimélni feseni, tedy pifslusnou linedrni kombinaci sloupcii matice A, tak méa
i takové optimdlni reseni, které s nenulovymi (tedy pozitivnimi) koeficienty kombinuje
ngjakou mnozinu nezdvislych sloupcu matice A.

Konkrétni béh simplexového algoritmu. Vratme se k feseni nas{ konkrétni tlohy (2).

Pfidanim tzv. doplriikové proménné (slack variable, Cesky téz piidatnd proménnd, volnd
proménnd, proménnd zachycujici volnost, rozdilovd proménnd apod.) ke kazdé nerovnici
zménime nerovnice na rovnice; v naSem piipadé pridame xz4,xs5,zg. Zaroven zavedeme
specialni proménnou z, kterd bude zachycovat hodnotu ucelové funkce. Misto hledani trojice
(21, 2, x3) nezdpornych hodnot, které spliiuji nerovnosti v (2) a pro néz bude 3z + x2 + 223
maximalni, fesime tedy nasledujici ekvivalentni ilohu (promyslete si tu ekvivalenci): hledame
konkrétni vektor (sedmici redlnych éisel) (z1,x2, x3, x4, x5, ¢, 2) spliujici rovnice

X1 + x> + 3x3 + x4 = 30
2x17  + 2x9 + OSx3 + 5 = 24 (6)
dr1 4+ 1wz + 23 + s = 36

—31‘1 — ) — 2{/53 + z = 0

pricemz x1,x9,xs3,24,25,2¢ > 0 a z je maximalni mozné. (Pro z nezdpornost obecné
nevyzadujeme; v nasem piikladu je ¢ > 0, proto z vychézi také nezdporné.) Soustavu (6)
muzeme struéné reprezentovat matici (s oznacenymi sloupci) zndzornénou nésledujici tabul-

kou:
X1 xIo r3 T4 I5 T

z_|

1 1 3 1 0 0 0 |

2 2 5 0 1 0 0] 24 (7)
0|
1|

4 1 2 0 0 1

-3 -1 -2 0 0 O

Ramecku kolem prvku as; (tedy prvku v 3. fadku a 1. sloupci) si ted nevsimejme. VSimnéme
si ale jednotkové matice 3 x 3 tvofenou sloupci u proménnych x4, x5, xg, kdyz pomineme
posledni fddek matice. Pii uvazovéani i posledniho fddku vidime jednotkovou matici 4 x 4,
kdyz uvazujeme i sloupec u z (ktery se nasledujicimi ipravami nebude ménit). Proménnym
x4, T5,xe Tikdme v této reprezentaci bdzové proménné (basic variables, ¢esky také zakladni
proménné, ale snazime se zdiraznit vztah k bézi). Proménné xq,xs,z3 jsou ted nebdzové.
Mame tedy ted (B...bdzové, N...nebdzové), v “0-té iteraci”,
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By = {x4, 25,26} a No = {21, 22,23}

Soustavu (6) muzeme také zapsat ekvivalentné takto:

Ty = 30 — I — T2 — 3.%'3
rs = 24 — 256‘1 - 2332 - 5.’E3 (8)
Tg — 36 — 4.1‘1 — o — 21’3
z = 0 + 31 + 1z + 2x3

Explicitné tim zduraznujeme, ze hodnoty bdzovych proménnych (x4,zs5,26) a hodnota
proménné z jsou jednozna¢né urcéeny hodnotami nebazovych proménnych (z1,z2,x3). Tzv.
bazové resend (basic solution) dostaneme, kdyz polozime nebdzové proménné rovny nule; zde
tedy je bazovym feSenim vektor (zi,ze,xs,z4,zs5,26,2) = (0,0,0,30,24,36,0). Protoze v
nasem piipadé mame b = (30,24, 36) > 0, dostavame piipustné feseni, tedy hodnoty vsech z;
jsou nezdporné. (Z technickych duvodu zde nepiseme vektory sloupcové, a¢ bychom méli.)

Pozdéji uvidime, co délat, kdyz nékterd b; jsou zdpornia a bazové feSeni tak neni
pripustnym feSenim.

Jinak také poznamenejme, ze jako bazové feseni bychom striktné vzato meéli oznacit jen
(z1,22,23,24,25,26) = (0,0,0,30,24,36); jemu pak piislusi hodnota ucelové funkce, v
nasem piipadé 0. Zde ale bereme hodnotu z jako soucast bazového feseni.

Z rovnice pro z v (8) vidime, ze napf. zvétsenim z; (vzhledem k bazovému feseni, kde =1 =
x9 = w3 = 0) zvétsime hodnotu z, o jejiz maximalizaci ndm jde. Pi zvétSeni 21 musime dat
pozor, abychom stale méli pfipustné feseni. Z rovnice pro x4 v (8) je zfejmé, Ze 1 nemuzeme
zveétsit vic nez o 30, rovnice pro x5 ddva omezeni 12 (= %) a rovnice pro xg dava omezeni
9 (= %). Ridime se nejtvrdsim omezenim, v nasem pifpadé je minimum z omezeni 9, coz

odpovida proménné xg. Zajimame se tedy o (piipustné) bazové feseni vzhledem k
By = {x1, 24,25} a N1 = {22,73,76}.

Bézi tedy opousti xg a vstoupi do ni z1. To je zndzornéno rameckem okolo prvku a3y v (7); v
3. fadku ma totiz z bazovych proménnych jednicku xg a x; oznacuje 1. sloupec. Rovnici pro

xe v (8) prepiSeme jako z1 = —%azg — %1’3 - %a% + %, tedy
9 1 1 1
1 =9— -T9— —x3 — -2
1 4 2 2 3 4 65

a pravou stranu pak dosadime za z; v ostatnich rovnicich. Soustavu (8) tedy muzeme ekvi-
valentné zapsat takto:

T4 = 30 —(9 - iSUQ - %xg - %376) - ) - 3%3
x5 = 24 —2(9-— %xg — %1'3 — %xg) — 2z9 — bz3 )
z = 0 4309—3tzo—Lzs—1lag) + 2 + 223

’

Upravou rovnic upravime i matici (7). To je totéz, jako kdyz pouzijeme nésledujici kroky
znamé z Gaussovy eliminaéni metody. (Vzpomente si, ze vyndsobenim [obou stran| rovnice
nenulovym ¢islem se mnozina feSeni nezméni; mnozina feSeni se také nezméni, nahradime-li
jednu rovnici tak, ze od ni ode¢teme nasobek jiné rovnice.) Zardmeckované ag; = 4 nazveme
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pivot a matici upravime tak, aby jednotkovou matici nové vytvorily sloupce u x4, 25,21 a
z. Hodnotu pivotu (je nenulovd!) ozna¢ime p, fadek a sloupec pivotu oznaéime r (row) a c
(column, nepletme si s vektorem c); médme tedy a,. = p, v naSem piipadé az; = 4.

Nejprve vydélme fadek r pivotem; dostaneme tedy Cer = % pro kazdy sloupec j; obecné
symbol d;; znaci hodnotu v tabulce pied tpravou (v i-tém fadku a j-tém sloupci), symbol dij
pak hodnotu po tpravé. Dostaneme tedy

x1 Xy T3 X4 Ty Tg 2|

1 1 3 1 0 0 0 | 30

2 2 5 0 1 0 0| 24 (10)
2 0 0 Yoo 9

-3 -1 -2 0 0 0 1 | 0O

Nyni od 1. fadku odeéteme dj.-ndsobek nového fadku r (pokud r # 1), tedy cflj =dy; —dlc%
(v nasem piipadé odec¢itame od 1. fadku puvodni 3. fadek vyndsobeny %); dostaneme:

x1 T2 X3 T4 Tz T 2 |

o 3 3 1 0 —3 0] 21

2 2 5 0 1 0 0| 24 (11)
i 3 0 0 § 019

-3 -1 -2 0 O 0 1 ] 0

. ) . 5 drj A w6 s (.
Obecneé pro ¢ # r mame d;; = d;j — dic%; po patficné upravé 2. radku dostavame

Ty Xy T3 T4 Tz Te 2 |
3 5 T
0 ] 2 1 0 1 0 | 21
0 2 le 0 1 —1§ 0| 6 (12)
1 0 0 L oo o9
-3 -1 -2 0 0 0 1 | O
Analogicky upravime 4. fadek a dostdvame
x1 Xy XT3 Ty Tz Tg 2 |
3 5 T
0 ] 2 1 0 ~1 0 | 21
0 ? 411 0 1 2 0| 6 (13)
1 i3 0 0 ] 0] 9
0O -3 -5 0 0 § 1 | 27
Soustava (9), a tedy i (8), je tak ekvivalentni soustavée
Ty = 21 — %1‘2 - g.%‘g + i%ﬁ
s = 6 -— §$2 — 4x3 + 13:6
1 = %xQ 773 %1'6
z = 27 + %2 + %xg — 1%

Bézové feseni je zde (x1, 2,3, x4, 75,26, 2) = (9,0,0,21,6,0,27). Je vidét, ze napi. zvyseni
x3 z nuly muze pomoci zvysit z. Nabizi se tedy vyménit x3 za nékterou proménnou v bézi. Nez
to udélame, udélejme si jisté zjednoduseni nasi notace. Kdyz méame urceny bizové proménné
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v jistém potadi, napf. na zac¢dtku se jednd o (x4, x5, z¢), zajimé nds tvar matice, kde sloupce
u x4, %5, Te & z, v daném poradi, vytvori jednotkovou matici. Odkazujeme-li k takové matici,
napft. k (7), domluvime se na struénéjsi notaci; matici (7) zapiSseme struénéji takto:

|
z, | 1 1 3 | 30
| 2 2 5 | 24 (15)
z6 | 1 2 | 36
z | -3 -1 =2 | 0

Proménnymi oznacujicimi fadky rozumime aktudlni bdzové proménné (a z); puvodni tvar
bychom dostali, kdybychom pfidali pfislusnou jednotkovou matici. K prvkum matice odka-
zujeme jako k a;j, vyjma posledniho fadku a a posledniho sloupce. K prvkim posledniho
sloupce odkazujeme jako k b; (kromé posledniho), k prvkiam posledniho fadku jako k —c;
(kromé posledniho). Prvek posledniho fadku a posledniho sloupce (tedy v pravém dolnim
rohu) oznac¢ime v (value, hodnota ucelové funkce). Toto znaceni pro jednoduchost pouzivame
i po upravach, kdy uz se jedna o jiné hodnoty nez jsou puvodni A, b, c. Pivot jsme zvolili takto:
i/ vybrali jsme jeden sloupec, kde ¢; > 0 (tedy —c; < 0); j bude sloupcem pivotu;
ii/ nasli jsme fadky ¢, kde a;; > 0, a spocetli u nich %; jako tadek pivotu jsme vzali
(nékteré) i, kde ;—Z je minimalni.
ij
Jeden tkol z4d4, af vysvétlite, pro¢ je iloha neomezend (feasible unbounded), kdyZ ve
vSech féddcich mame a;; < 0.

V nasem piipadé jsme prohodili z; a xg. Dostali jsme matici (13), ve struéné podobé zapsané

re T2 X3 |
R A T
w5 | -3 5 4 ] 6 (16)
o | o3 o5 5 |9
A g A

Nyni vyberme ke vstupu do béze 3, protoze —cs ve sloupci oznateném x3 je zaporné; novy

pivot bude tedy ve sloupci 3. Radky v 3. sloupci dévaji omezeni postupné % = 45—2, g = %,
% = 18. Minimum je dosazeno v 2. fadku, proto prohodime x3 (vstoupi do bédze) a x5 (opusti

bézi); novy pivot bude v 2. fddku. Budeme tedy mit
By = {x4, 23,21} a No = {we, v2, 25}

Oznac¢me si pivot:

re T2 X3 |
ol -3 7 5 2
@ | -3 3 | 6 (17)
v | g o3 o5 |9
AR

Méme tedy a,. = p, v naSem piipadé ass = 4. Snadno ovéiime, Ze naSe upravy vyse se
daji schématicky zachytit takto (kde d;; znamend dosavadni hodnotu v i-tém fadku a j-tém
sloupci a d;; oznacuje novou):

37



i/ |dy. = + | (na misté pivotu se objevi jeho prevrdcend hodnota);

1
P

ii/ pro j # ¢ cirj = d,;/p| (hodnota v fadku pivotu je vydélena pivotem);

ili/ pro i # r: dic = —d;e /p | (hodnota v sloupci pivotu je vydélena pivotem a znaménko se

otoci);

A~

iv/ pro i # r a j # c:|djj = dij — dyjdic/p| (od hodnoty mimo fadek a sloupec pivotu se

odecte soucin hodnot v prislusném radku sloupce pivotu a pfislusném sloupci fadku
pivotu vydéleny pivotem).

Provedeme-li to u matice (17), hodnoty se zméni takto (ovéite); pro pohodli opakujeme
matici (17) jako matici (18) a vysledek po “pivotovani” je zachycen v matici (19):

Te i) I3 ‘
v | -3 0§ 3 |2
vl =y 5 L4 (18)
7| g Z1 §1 L 9
z g -1 -2 127
rg w3 w5 |
Ty | -3 5 | 69
4 16 J6 38 4
3 | —3 g |5 (19)
T | S5 1L _1 | 33
L 16 16 8 4
z | o _1 1 | 111
1 16 8 4
Zde je tedy bazovym fesenim (x1,x2, 3, T4, X5, Tg, 2) = (%,O, %, 64—9,0,0, 27.75).
Nyni lze pro piechod do béze zvazovat pouze zo (se zdpornym —c;). Protoze % < i’;’—{é,
bézi opusti x3 (a¢ uz mimo bazi byla). Budeme mit tedy
By = {4, 72,21} a No = {x6, 73,25}
Upravou podle pivotu v 2. fadku a 2. sloupci dostaneme
re T3 T5 |
zy | 0 é -3 | 18
SR N (20)
S
=l 3 5 & |28

Puvodni soustavu (6) jsme tedy prevedli na ekvivalentni soustavu (majici stejné sedmice
(x1, 22,23, 24, x5, Tg, T7, 2) jako Feeni) v tomto tvaru:

Ty = 18 — 11'3 + lva'E')
_ D
To = 4+ ?%'6 — X3 — ?@5 (21)
r1 = 8 — §$6 + E.Tg + 6$5
z = 28— %xﬁ — %.1‘3 — %$5
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Pfitom bazové feseni (x1,x9,xs, x4, x5, T6,2) = (8,4,0,18,0,0,28) je piipustné a z nemuze
byt o¢ividné vétsi pro jakékoli jiné pripustné feseni. (Pro¢?) Nasli jsme tedy optimum!

Kdyz jsme tedy dosahli situace, kdy nejen posledni sloupec, ale i posledni fadek je nezdporny
(s pfipadnou vyjimkou pravého dolnfho rohu) [k tomu doslo v tabulce (20)], tak uz nas “vnitiek
nezajima”; k precteni optiméalniho feseni ndm staci

e T3 T5 |
Xq ‘ ‘ 18
zo | | 4 (22)
il ‘ ‘ 8
| 5§ 5 § | 28

OptimAlni Feseni jsme sestavili takto: polozili jsme (nebdzové) x3 = x5 = x¢ = 0 a hodnoty
bazovych jsme si pecetli v pravém sloupci: 1 = 8, x9 = 4, x4 = 18. V puvodnim problému (2)
mame tedy optimalni feseni

¥ = (af, 25, 235) = (8,4,0), s hodnotou ucelové funkce 3z} + 25 + 225 =3 -84+ 4 = 28.

Nerovnosti jsme splnili takto

x} + x5 + 3x5 = 12 < 30 (s rezervou 18 [slack x4 = 18]),

27 + 225 + bay = 24 < 24 (bez rezervy, tj. rezerva 0),

dxy + x5 + 225 = 36 < 36 (bez rezervy).

Zaroven jsme (néjakym zdzrakem?) z (22) precetli i optimdlni feSeni dudlniho problému (3):
podivali jsme se na

x4 (pfidatnd proménnd pro 1. fadek) jako na yi,

na z5 (pridatnd proménng pro 2. fadek) jako na ys

a na rg (pridatnd proménnd pro 3. fadek) jako na ys.
Tabulku (22) jsme tedy piepsali do tvaru

Y3 T3 Y2 |
v | | 18
zy | | 4 (23)
x| | 8

3 5 5 | 2

Polozili jsme yj = 0 (nebot jsme y; = x4 nalezli v levém sloupci), a y5,y5 jsme si piecetli
dole v sloupcich odpovidajicich yo = x5, y3 = x¢: tedy

v = (y1,v5,v3) = (0, é, %), s hodnotou ucelové funkce y*b = %24 + %36 = 28.

V souladu s nasfm znagenim pro vektory bychom spravné méli psat (y*)T = (v, y5,v3),
(y*)T b, ale k nedorozuméni by v takovych pifpadech nemélo dochézet.

Nerovnosti v (3) jsme splnili takto:

yi +2y5 + 4y; = 3 > 3 (bez rezervy),
y; +2y5 +y5 =1 >1 (bez rezervy),
3yi + bys + 2ys = % > 2 (s rezervou).
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Ptisté mj. prodiskutujeme, zda v nasem pripadé doslo k ojedinélym “zazrakum” ¢ k obecné
platnym zdkonitostem ... Muzete zkusit zformulovat hypotézu o vztahu nulovych slozek op-
timalnich feSeni a plnéni nerovnic s rezervou a bez rezervy ...

Ijkoly pro cviceni
1. Vysvétlete, ze pro feSitelnou neomezenou tilohu musi byt dudlni tloha nefesitelna.

2. Ukazte piiklad problému LP, ktery je nefeSitelny a pro néjz je i jeho dualni problém
nefesitelny.

3. Aplikujte simplexovy algoritmus na nas dietni problém.

4. Kdyz v simplexovém algoritmu narazime na piipad —c; < 0 a a;; < 0 pro vSechny fadky
1, uloha je neomezend; vysvétlete proc.

Pozndmka. Muzete si samoziejmé vyzkouset néjaky (volné dostupny) LP solver.
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Tyden 9

Simplexovy algoritmus (dokonéenti).

Doresime nékolik véci, které v nac¢rtu algoritmu minule nebyly dojasnény.

Simplexovy algoritmus vyfesSi zaroven dualni problém. Pfipomenme, ze tabulkou
typu

| S1 S9 . Sn, ‘
ti | ann a2 - am | b
to | az az -+ ag, | b2 (24)
tm, | Aml am2 - Amn ‘ bm
z | —aa —ca o —cy | W

jsme reprezentovali soustavu rovnic, kterou nize uvadime ve dvou verzich:

t1+anst +asa+ -+ aps, = b (t1 = b1 —a1151 — a1252 — -+ - — A1, Sp)
to + a2151 + azsa + - -+ az sy, = b (ta = by — @151 — a2282 — -+ - — A2,5n)
(25)
tm + am181 + amas2 + -+ + GmnSn = b (tm =bym — am1S1 — Qpmas2 — - — amnsn)
Z— €181 —C289 — +++ — CpSp, =V (z=wv+c151 +casa+ -+ cnSp)

Resenim této soustavy rozumime jakoukoli (n4m+1)-tici redlnych &isel, které po dosazeni po-
stupné do proménnych $1,. .., Sp,t1,. .., tm, 2 spliuji vSechny rovnice. Na feseni sol (solution)
je vhodné se divat jako na zobrazeni typu

sol i {s1,...,8n,t1,. .. tm, 2} — R.

Reseni nazyvame piipustnym, jestlize hodnoty pfifazené proménnym si,...,Sn,t1,...,tm
jsou nezéporné. Optimdlni feseni je takové piipustné reseni, pii némz je (hodnota piitazend
proménné) z maximalni. Jde ndm tedy o Feseni soustavy

t+As=b,z=v+cls,

kde ?; a s; jsou nezdporné a z je maximalni mozné.

Pro tlohu Az < b,z > 0, max ¢! z na zac¢atku (v “nulté” iteraci) sestavime tabulku (24) tak,
ze symboly pro proménné spliuji (s1,...,8,) = (X1,...,2n) & (t1,. .. tm) = (Y1, .., Ym), kde
y; reprezentuji piidatné (¢i doplitkové) proménné (slack variables); pritom symboly asj, bs, ¢;
odpovidaji zadani A, b, ca v = 0. V dalsich iteracich (vzdy po operaci odpovidajici vybranému
pivotu) jsou pak symboly z; a y; rizné prohazovany (mezi fadkem nahofe a sloupcem vlevo)
a hodnoty na mistech odpovidajicich a;j, b;, —c;, v se piislusné méni. Pfitom se ovSem neméni
mnozina TeSent soustav rovnic odpovidajicich postupné vytvarenym tabulkam; pfipomenme,
ze TeSeni zde stale chapeme jako zobrazeni typu

{xla"'axnay17"'aymvz}—>R‘

Aplikaci operace “pivotovani” podle pivotu p = a,. # 0 obdrzime z tabulky (24) tabulku

T
1| ann ar -+ ain | 131
to | a1 G2 -+ Ggn | b2 (26)
z | —61 —62 s —6n | f)



kde pro symboly proménnych mame

(1?1,...,£m) = (tl,. . .’tfr-fl,sC’tTui»l,. . .,tm) a (§1,..

(jiz diive uvedenych) pravidel

Circ =

1
]3 )

drj = dij/p| (pro j # o),

dic = —d;c/p| (pro i # r),

dij = dij — dpjdic/p|proi £ 71 aj #c.

©y '§n) = (517 ) Scflatf‘a Sctly-s 3n)7
symboly pro proménné v fadku pivotu a ve sloupci pivotu se prohodily (a jinak zustaly tyto
symboly beze zmény). Ciselné hodnoty a;j, b;, —c;, v (oznacené obecné d;;) se zménily podle

Odvodili jsme si, Ze timto “pivotovanim” se mnozina feseni soustavy neméni. (Kdyz konkrétni
pritazeni sol : {s1,...,Sn,t1,...,tm,2} — R spliiuje soustavu rovnic (25), pak spliuje i

soustavu odpovidajici tabulce (26), a naopak.)

Na tabulku (24) se ovSsem muzeme podivat i jinak, totiz “duédlné”, tedy nikoli jako na

reprezentaci ilohy

t+As=b maxz=v+c’s

(na zacatku tedy y + Az = b, max z = ¢!

min 2/ = v + t7'b, kterou radéji napiseme ve tvaru

), ale jako na reprezentaci tlohy —s” +tTA = 7,

s+ (—A)Tt = —c, max —2' = —v — b't.

Takze tabulka (24) ma jesté asociovanou tabulku

|t ta tm
s1 | —an —an —Qm1 —C1
S —a —a —a —c
2 | 12 22 m2 2 (27)
Sn | —Qa1p —0a2n —Qmn —Cp,
—Z/ ‘ b1 b2 bm —v
kterou interpretujeme jako piedtim; reprezentuje tedy soustavu s + (—A)'t = —¢, —2' =
—v — bT't, detailnéji tedy
s1—anty — agity — - — Amily, = —C1
s2 — a1ty — agely — - — amatm = —C2
(28)
Sm — Am1t1 — amata — -+ — Apmptm = —Cp

—2' 4+ bi+by+ -+ by =—v

Kdyz jsme “pivotovali” podle pivotu a,. = p v tabulce (24), vznikla tabulka (26). Co se
stane, kdyz pivotujeme v tabulce (27), asociované k tabulce (24), podle odpovidajiciho pivotu
—aye = —p (ktery je v tabulce (27) v r-tém sloupci a c-tém Fadku)? Ukdzeme, ze vznikne
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presné tabulka, kterd je asociovand k (26), tedy tabulka

‘ fl fQ .. tim |
1. | —ann —azn - —Gm1 | —G1
So | —G12 —a2 -+ —am2 | —C2 (29)
§n | *&171 *&271 e *&mn | *én
—Z/ | b1 b2 cee bm | —0

To ted primocaie ovéiime rozborem pifpadi. (Pouzivame font “c” pro oznaceni poradového
¢isla, at se odlisi od symbolu pro vektor “c”.) Pivotovaci pravidla nam totiz ifkaji:

i/ Na misto .rc, tedy na misto pivotu, v tabulce (29) jde o r-ty sloupec a c-ty fadek, dej

N
p COZ J€ —dxrc;

ii/ na misto .r; (j # c, jde o r-ty sloupec a j-ty fadek) dej

a/ v piipadé j < n hodnotu ——= = %

- o = " Orj

b/ v pfipadé j = n+1 (posledni fadek v (29)) hodnotu —f—rp = %r = by
iii/ na misto .;c (i # r, jde o c-ty fadek a i-ty sloupec)) dej
a/ v piipadé i < m hodnotu %}’f = % = —Qjc;
b/ v piipadé i = m+1 (posledni sloupec v (29)) hodnotu e =% =0
iv/ na misto .;; (i # r,j # c) dej
a/ v piipadé i < m,j < n hodnotu —a;; — %p_a“) = —(aij — %) = —a5;
b/ v piipadé i = m+1, j < n hodnotu —c¢; — %;a”) =—cj — % = —¢j;
¢/ v ptipadé i < m, j = n+1 hodnotu b; — %;“) =b; — br'p# = b;
d/ v ptipadé i = m+1, j = n+1 hodnotu —v — %jc) =—(v— %TCC)) = —17.

Proto “pivotovanim” udrzujeme nejen stejnou mnozinu feSeni puvodni ilohy, ale také se
neméni mnozina feSeni soustav rovnic, které odpovidaji asociovanym tabulkdm.

Kdyz tedy dospéjeme k tabulce typu (26), s asociovanou tabulkou (29), kde vsechny b a
—¢; jsou nezaporné, dostaneme snadno dvé “dudlni” pripustnd reSeni:

i/ zobrazeni sol; definované vztahy
sol1(3;) = 0, soly(t;) = bi, soly(z) =
je pripustnym Fesenim soustavy £ + As = b, z = 0 + (¢)78, a tedy

T

pripustnym Fesenim pro y + Ax = b, z = ¢’ x (v nulté iteraci);
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ii/ zobrazeni soly definované vztahy
sola(t;) = 0, sola(§;) = —¢;, sola(2') = 0

je pripustnym fesenim soustavy (3 )r + BT (=A) = (=), =2/ = —o — ()T,
tedy soustavy (—8)7 + (£)TA = (&), 2/ = o+ (£)7), a tedy

T2 = yT'b (v nulté iteraci).

pifpustnym FeSenfm pro —z + yT A =c
Kdyz tedy definujeme sol] jako restrikci soly na proménné z1, . .., Z,, z (hodnoty pro piidatné
proménné y nés ted nezajimaji), tak mame pifpustné feseni soustavy Az < b s hodnotou
ticelové funkce ¢’z = 0. Podobné sol}, vzniklé restrikci soly na proménné yi, ..., ym, 2" je
pifpustnym Fesenim soustavy yZ A > ¢! s hodnotou téelové funkce y7'b = o.
T

Takze sol] je optimélnim fesenim tdlohy Az < b, maxc'z a soly je optimalnim FeSenim

dudln{f dlohy y7 A > ¢, minyTb.

Tlustrovali jsme to jinym konkrétnim piikladem, konkrétné piikladem 1 z Exercises na
konci 4. kapitoly v [2]. Jeden z tkolu zad4 Feseni dalsich piikladu.

Nalezeni inicialniho pripustného reseni.
V pifpadé, ze Fedfme tlohu Az < b, x > 0, max ¢z, kde neni b > 0, tak inicidlni piipustné
feseni nemusi byt nasnadé. (V tom piipadé také feseni y+ Az = b, kde x = 0, neni nezaporné.)

Vzpomenme si na problém maximéalniho toku, kdyz jsme pfidali podminku dolnich mez{
na protékajici mnozstvi v jednotlivych tsecich [hrandch]; nulovy tok zde neni obecné
pripustny. My jsme nejprve hledali néjaky ptripustny tok puvodni dlohy feSenim problému
maximdlniho toku v jiné dloze [bez dolnich mezi]. Zde jsme v podobné situaci: k nale-
zeni inicidlniho ptipustného feSeni puvodni dlohy LP, nebo ke zjisténi, Zze puvodni tdloha
pripustné feseni nemad, dospéjeme aplikaci simplexového algoritmu na trochu jinou tlohu.

Myslenka je jednoduché: k proménnym x4, s, . .., 2, priddme (také nezdpornou) proménnou
xo a misto Az < b, x > 0, max ¢’z budeme nejdifve Fesit dlohu

A" <b, 2’ >0, max —x,

kde ©' = (xg,z1,...,2,) a A’ vznikne z A priddnim sloupce “minus-jedni¢ek” vlevo. Hleddme
tedy nezdporné feSeni soustavy

—x0 + a11x1 + ajpx2 + - -+ apTy, < by
—x0 + a21x1 + a2 + - + apxy, < by

—T0 + A1 T1 + Gm2T2 + -+ App Ty < by

ve kterém je —xq co nejvétsi, tedy xg co nejmensi.
Zde je piipustné feSeni nasnadé:

polozme z = (z1,22,...,2,) = (0,0,...,0) a

vyfesime a nalezneme optimalni feseni (x§, ]

jsou dvé moznosti:

xo = —mln{b | i€ {1,2,...,n}}. Kdyz dlohu
To...,xr) [které je samozrejmé nezaporné|, tak
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i/ z{ =0 (tedy maximalni hodnota tcelové funkce —zg je 0); v tom piipadé (z7,...,z}) je
piipustnym feSenim pro Ax < b, z > 0;

ii/ x§ > 0 (tedy maximélni hodnota icelové funkce —z je zdporna); v tom piipadé o¢ividné
neexistuje pifpustné feseni Az < b, x > 0; puvodni tloha Az < b, x > 0, maxc! z tedy
viubec nemé piipustné reSeni.

Podivejme se, jak vypada feseni ilohy v nasi verzi simplexového algoritmu. Vezméme opét
jeden piiklad z [1]:

maximalizuj 21 — 22 za podminek (30)
Z1,T2 > 07
2¢1 — @ <2,
r1 — dxre < —4.

Nejprve tedy budeme fesit tilohu
maximalizuj — za podminek (31)
Lo, T1,T2 > 0,

—x0 + 21 — T9
—x0 + x1 — bBxo

2,

<
< —4.

Po pfidani dopliikovych (pfidatnych) proménnych (slack variables) y1,y2 vytvoiime tabulku
(nejdiive bez zaramovaného pivotu)

xo ® T2 |
w ] -1 2 —1 | 2
39
w | [ 1 -5 ] 4 (32)
> 1 1 0 0 | 0

Bézové teseni (g, r1,22,y1,Y2,2) = (0,0,0,2,—4,0) zde neni pripustnym, ale to se zméni
po tomto pivotovani: do baze posleme proménnou zg (bez ohledu na to, ze posledni Fadek v
jejim sloupci neni zédporny) a bazi opusti néktera z proménnych, v jejimz Ffadku b; nabyva
minima; v naSem piipadé to bude proménnd ys, a proto jsme zardmeckovali pivot v 2. fadku
a 1. sloupci (bez ohledu na to, ze je negativni). Po provedeni piislusné transformace tabulky
dostavame

Y2 T1 T2

6

Y1 ’ -1 1 4 ‘
w0 | -1 -1 5 | 4 (33)
> | 1T 1 -5 | —4

a bazové feseni (xo,x1,x2,y1,Y2,2) = (4,0,0,6,2,0,—4) je jiz piipustné! (Vzpomenme si, ze
na hodnotu ucelové funkce z podminku nezapornosti neklademe.)

Pokracujeme jiz standardné (udrzujeme se tedy v piipustnych fesenich). V nasem piipadé
staci jen jedna dalsi iterace, protoze do baze jde (sloupec oznaceny) o (v poslednim fadku
mame —5 < 0) a bazi opousti g (jelikoz % < g). Pivot je tedy v 2. fddku a 3. sloupci (hodnota
je b), a po piislusné transformaci dostdvame
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Y2 1 2o |
| -z ¢ -5 | %

P 5 P (34)
2 | -5 -5 5 | 3
2 | 0 0 1 | 0

Skoncili jsme tedy s optimélni hodnotou xg = 0 a vektor (z1,z2,y1,y2) = (0,%,15—4,0) je
piipustnym feSenim lohy (30), kdyZz v ni doplnime doplitkové proménné yi, y2. Soustava (30
s dopliikovymi proménnymi je zaroven ekvivalentni soustavée

ylZ%-i-%yz—%ﬂCl

$2=%+%y2+%$1

kde maximalizovat mame 2x; — zo. (V soustavé dané tabulkou (34) jsme vypustili posledni
fadek a proménnou zp.) (Puvodni) tdéelovou funkci 2z1 — zo vyjaddifme pomoci aktudlné
nebazovych proménnych yo, x1 takto:

yo w1 |
| _ T 9 | 14
Y1 o5 g (35)
e
z |l 5 =51 =5

Zamezeni moznému zacykleni algoritmu.

Simplexovy algoritmus jsme definovali trochu nepiimo a v nékterych ¢astech jsme nechali
urcitou volnost: pro pivot jsme mohli zvolit libovolny sloupec j spliujici —c; < 0 (pokud jich
bylo vice) a v ném pak kterykoli fadek ¢ spliujici a;; > 0, pro néjz ale] nabyvalo minima. To
minimum muze byt 0 diky b; = 0, takZze ne kazdd iterace vede ke zvétSeni hodnoty tcelové
funkce (ta se nezmensi, ale muze nékolik iteraci zustat stejnd). Daji se zkonstruovat piiklady,
kdy nevhodnd posloupnost pivot vede k cyklu, tedy k navrdceni se ke stejné bézi.

Blandovo pravidlo. Jedno z pravidel, které takovému cyklu zamezi se jmenuje Blan-
dovo (Bland’s rule), také pravidlo nejmensiho indexu: usporadej si proménné (napi. v poradi
Z1,.. .y &n, Y1, - -, Ym 0d nejmensi po nejvétsi) a pro pivot vyber vzdy ten sloupec j s —c; < 0,
ktery je oznaen nejmensi proménnou; pokud v ném je prislusné minimum dosazeno ve vice
fadcich, zvol pro pivot ten fadek, ktery je oznacen nejmensi proménnou.

Dtikaz toho, ze se algoritmus pti daném pravidle nezacykli, neni tézky, ale je trochu technicky
komplikovany. Jednoduseji se da ukézat nezacykleni napt. pro tzv. lexikografické pravidlo,
které ted objasnime.

Pravidlo se v praxi nepouziva, zde ho uvedeme hlavné proto, abychom opravdu dokon¢ili
dukaz véty 2 o silné dualité.

46



Lexikografické pravidlo. Standardni inicidlni tabulku doplnime m sloupci vpravo takto
(pfiddme jednotkovou matici a nulovy Fadek):

Y1 a1l a2 -+ Qin | b 1 0 ... 0
s 1 ...
y2 | a a22 asn | b2 0 0 (36)
Ym Aml1 Qm2 - Amn, | bm 0o 0 ... 1
z | =4 —ec2 -+ —cp | v 0 0

“Pivotujeme” porad jen podle pivotu v zdkladni tabulce, pfitom pfislusné prohazujeme y; a
x;, ale ménime podle “pivotovacich pravidel” vSechna ¢isla v tabulce, véetné téch v dodanych
sloupcich vpravo. Cisla v tabulce po konkrétni iteraci algoritmu oznacme aij, —Cj, b,, .
Symbolem b; oznaéime vektor (b, ., . ..,.) na konci (aktuslnfho) i-tého fadku (tedy Fadkovy
vektor rozméru 1+m). (Na zacatku, kdyz po “nulté iteraci” méme tabulku (36), mame tedy
b = (bi,0,...,0,1,0,...,0) s jednickou v (14i)-té komponenté.) Podobné v oznacuje vektor
odpovidajici konci posledniho fadku (9, .,...,.).

Lezikografické uspordddni vektoru (omezime se na vektory stejného rozmeéru) oznaéime u <
w; polozime u < w, jestlize prvni slozka, ve které se vektory lisi je mensi ve vektoru u.
(Mame tedy napf. (5,—17,13,285,428) < (5,—17,15,—45,0).) Uspofadani je uplné (taky
ifkdme linearni): libovolné dva vektory jsou si bud rovny, nebo je jeden mensi nez druhy.

Lexikografické pravidlo u simplexového algoritmu vypada takto: sloupec j splitujici —¢; < 0
si zase muzeme vybrat libovolné, ale fadek v ném zvolime podle lexikograficky nejmensiho
vektoru f)i/dij, kde a;; > 0.

V nasem pripadé bude tedy radek vzdy urcen jednoznacné (k danému vybranému sloupci).
Uk&azeme totiz, ze vektory b1, b2, e b jsou linedrné nezavislé, a zadny z nich tedy nemuze
byt nésobkem jiného (a tedy podily dvou ruznych vektort se nemohou rovnat):

Na zacdtku (pro tabulku (36)) je pifslusnd nezdvislost ziejmé (dlky dodané jednotkové
matici). Piedpoklddejme nyni, Ze po aktudln{ iteraci jsou bl, b2, . 7b linearné nezavislé,
coz jinymi slovy znamend, ze

S Aibi = AMiby 4 - + Ay by, = 0 implikuje Ay = - = A, = 0
(pro libovolné redlné koeficienty A;). Po transformaci podle pivotu d,. > 0 dostaneme
nové hodnoty, oznacené b’,bl, ... bl . takto:
b= b, abl = b; — Yb, proi £ 1. (37)
arc aI'C

Predpoklddejme ted’, ze > .-, )\ifa; = 0; to muzeme rozepsat

(20 = Y Ne)be + Y, Ab; =0,

z ¢ehoz diky nezavislosti b1, b, ..., b plyne, ze vSechny koeficienty jsou nulové, tedy
Ai = 0 pro vSechna i # r a ;‘— — Z#r )\ZZLZ = 0, tedy ;\—r = 0 a tedy A\, = 0. Vektory
f)’l, f)’Q, ce, l;’,n jsou tedy také linedrné nezdvislé.
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Snadno také ovérime, ze vektory bi,ba, ..., by jsou vzdy lexikograficky pozitivni, coz zna-
mend, ze prvni nenulova slozka je v nich pozitivni. Na zacitku je to ziejmé (pocitame s
vektorem b > 0), a udrzovéani této vlastnosti plyne z (37) [coz mate ovéfit v jednom tkolu].
To také znamend, ze vektor v “pravém dolnim rohu” se transformaci podle pivotu vzdy
lexikograficky zvétsi, nebot v/ = v — P b, (k v se tedy pficte lexikograficky pozitivni vektor).
Protoze konkrétni rozdéleni proménnych x4, ..., Zn, Y1, ..., Ym Na bazové a nebdzové urcuje
celou tabulku jednozna¢né (umite vysvétlit proc?), algoritmus se pii dodrzovani lexikogra-

fického pravidla nemuze zacyklit.

Shrnuti simplexového algoritmu.

Vstup: matice A, vektory b, ¢ (rozméra m x n, m x 1, n x 1) s redlnymi (resp. racionalnimi)
prvky.
b,z > 0,maxc!) je fesitelnd omezens (FB), fesitelnd neomezena (FU), ¢ nefesitelna (I); v
pifpadé FB algoritmus také vydd (néjaké) optimalni feSeni z* a hodnotu ¢’ z* (a navic vyd4
optimalni{ feseni y* pro dudlni tilohu min{y’db |y > 0,y7A > cT'}).

Postup:
1. Sestav tabulku
| oz Ty |
yi | an a2 - a | b
yo | az ax -+ ag, | b2 (38)
Ym | aml Am2 - Omn | bm
z | -4 —c2 -+ —cn | O

a/ Jestlize b; < 0 pro néjaké i, tak proved InitSimpler (definovan nize). Vrati-li
“nefesitelnd” (I), vrat “nefesitelnd” a skonéi. Jinak InitSimplex vrati tabulku

| 51 & - 8n |
ti | ann a2 -+ ain | 131
to | a1 G2 -+ Gon | b2 (39)
z | *él *62 cee *én | @

kde {t1,. .. tmy 81,y 80} = ULy, Ym, 1, .-, T} A b; > 0 pro viechna i. (Jedna
se o rovnost mnozin, nemusi samoziejmé platit t; = y; apod.)

b/ Jestlize b; > 0 pro vSechna ¢, vezmi jako tabulku (39) puvodni tabulku (38).

2. a/ Pokud neexistuje sloupec j, kde —¢; < 0, skon¢i s odpovédi FB a vydej feseni
x* = (x7,...,2;), kde kazdé z je sestrojené takto: jestlize z; oznacuje sloupec (je
tedy v hornfm fadku), poloz x} = 0; jestlize z; oznacuje fddek 7 (je tedy v levém
sloupci), poloz x;* = b,. Jako hodnotu ¢Z'z* vydej 0.

(Pro dudlni piipad vydej y* = (y7,...,v;,), kde kazdé y; je sestrojené takto: jestlize
y; oznacuje fadek (je tedy v levém sloupci), poloz y; = 0; jestlize y; oznacuje sloupec
s (je tedy v hornfm fadku), poloz y; = —és. Jako hodnotu (y*)Tb vydej ©.)
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b/ Jinak vyber sloupec s, kde —cy < 0, napf. uzitim Blandova pravidla.

3. a/ Pokud a;s < 0 pro vSechna 4, skon¢i s odpovédi “Fesitelnd neomezend”.
b/ Jinak vyber fadek r, kde a,s > 0 a hodnota &bi je nejmensi mozna. (Napf. opét
uzitim Blandova pravidla.)

¢/ Proved transformaci tabulky podle pivotu a,s; nové hodnoty opét oznaé (tj. prirad
do proménnych naseho algoritmu) a;;, b;, —¢;, 0. Jdi na bod 2.

Algoritmus InitSimplex.

Vstup: tabulka (38), kde b; < 0 pro néjaké i.

Viystup: odpovéd “nefesitelnd” nebo tabulka (39), v niZz b; > 0 pro viechna i.
Postup: Vytvor tabulku

| 20 x1  x2 - x|
yi | -1 an a2 -+ an | b
T (10)
Ym | -1 ami am2 - Gmn | bm
> [ 1 0 0 - 0 |0

Proved transformaci podle pivotu v prvnim sloupci a v fddku s nejmensim b;; tim se v
poslednim sloupci (mimo pravého dolniho rohu) objevi nezdporné hodnoty.

V ziskané tabulce pokracuj podle (hlavniho) simplexového algoritmu. Skon¢is-li se zépornym
optimem, vydej “nefesitelnd”. Skonéis-li s optimem 0, vrat posledni tabulku, kterou upravis
tak, ze odstrani§ xg s prislusnym sloupcem (fddkem) a nahradis posledni fadek (oznaceny z)
fddkem, ktery by vznikl z posledniho fadku vstupni tabulky stejnymi pribéznymi tipravami
(tedy ve vyjadfeni puvodni ucelové funkce nahradis bazové proménné jejich vyjadienim po-
moci nebazovych, pficemz rozdéleni na bézové a nebdzové urcuje posledni tabulka).

Komplementarita omezujicich podminek (complementary slackness).

Méme-li A,b,c, pro vektory x,y Ffekneme, ze jsou komplementarni, jestlize
yT'(b—Az)=0a (yTA—cDx =0;

pokud plati >0, y > 0, (b — Az) >0, (yT A — ') > 0 (pokud tedy véechny slozky téchto
vektort jsou nezdporné), tak to znamena, ze

a/ pro kazdé i € {1,...,m} mame y; - (b; — (ajnz1 + aigra + -+ + ainxy)) =0
b/ a pro kazdé j € {1,...,n} mame x; - (a1;y1 + az;y2 + - - - + Amjym — ¢j) = 0.

V tom piipadé tedy a;1x1 + ajoxa + - - - + appxy, < b; (“s rezervou”) implikuje y; =0, a y; > 0
implikuje a1 z1+apra+- - -+ainxy, = b; (“bez rezervy”). Podobné a1;y1+a;ya+- - -+ amjym >
¢j implikuje x; = 0, a x; > 0 implikuje a1;y1 + a2jy2 + -+ + Amjym = ¢;.

V nagich piikladech jsme jiz ¢astecné vypozorovali nésledujici fakt:
Véta 3 Necht z* je pripustnym resenim ulohy Az < b, x > 0, maxcla a y* je pripustnym
resenim ilohy yT A > ¢, y > 0, miny’b. Pak x*,y* jsou optimdlnimi vesenimi svijch tloh
prdavé tehdy, kdyz jsou komplementdrni.
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Diikaz: Necht z*,y* jsou piipustnymi fesenimi pifslusnych iloh; je tedy z* > 0, y* > 0,
(b— Ax*) >0, ((y*)TA - ') > 0. Plati tedy

Tz < (y*)T Az* < (y*)To.
Vime, ze x*,y* jsou optimélni pravé tehdy, kdyz ¢’ z* = (y*)7b, tedy pravé tehdy, kdyz
o = (y*)T Ae* a (y*) " Az* = ()"0 (41)
Konjunkei (41) ovéem muzeme ekvivalentné napsat jako
((5")7A = )a* =0a (") (b — Aa*) =0, (12)

O
Aplikujme vétu na velmi jednoduchém ptikladu, ktery uz zname a bude se ndm jesté hodit.
Vzpomenime si na nasledujici bipartitni graf se ¢tyfmi vrcholy a tfemi hranami (ktery jsme
pouzili pii ilustraci konstrukce konvexniho obalu mnoziny piipustnych feseni):
G=(V,E), kde V ={v1,v2} U{vs,v4} a E = {e1,e2,e3}, e1 = {v1,v3},e9 = {v1,v4}, €3 =
{’02, ’04}.
Kazdé parovani v G je déno vektorem (1, z2,x3) € {0,1}3, ktery spliiuje podminky

T1 + X2 < 1
T2 + x3 < 1

Zkusme problém “relaxovat”, uvazujme tedy x1, 2,3 jako redlné proménné spliujici navic
podminku nezapornosti: 1 > 0,z9 > 0,z3 > 0. Pfi hleddni maximalniho péarovani
(maximum-cardinality matching) maximalizujeme tcelovou funkci x1 + xo + x3.

Predstavme si, ze nékdo tvrdi, ze (27,25, 25) = (0,1,0) je optimem. Pak by ovSsem pro
dudlni dlohu

minimalizuj y; 4+ yo za podminek y;,y2 > 0 a

Y1 > 1
yi + y2 2> 1
2 > 1

muselo existovat optimaln{ feseni (y7, y5) spliujici druhé omezeni, tj. y1 +y2 > 1, bez rezervy
(protoze x5 > 0); muselo by tedy byt y7 + y5 = 1. To je ovSem spor s omezenimi y; > 1 a
y2 > 1.

Kdyz se naopak domnivame, ze (z7, x5, z5) = (1,0,1) je optimem, s hodnotou tcelové funkce
2, tak to klade podminku, ze prvni a tfeti omezeni jsou splnéna bez rezervy, tedy y; =1 a
y5 = 1. Redeni (y},95) = (1,1) je ovéem pifpustnym fesenim a hodnota ticelové funkce je pro
néj také 2; takze jsme nasi domnénku potvrdili!

Jisté jste si u tohoto piikladu vzpomnéli na Konigovu vétu; pristé ji mj. elegantné

dokézeme pies dualitu linedrniho programovén{ a tzv. totdlné unimoduldrni matice. (Ne-
lekejte se, je to jednoduché.)
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Ijkoly pro cviceni

1. Vyfeste si dalsi piiklady z Exercise na konci 4. kapitoly v [2], af jste si jisti, Ze simple-
xovému algoritmu rozumite.

2. Zformulujte obecné prvni “pivotovani” v “pomocné” 1tloze maximalizace —xg
(InitSimplex) a objasnéte, pro¢ po této prvni transformaci je bazové feseni pripustné.

3. Detailné argumentujte, ze Ax < b, x > 0 ma piipustné feSeni pravé tehdy, kdyz tloha
Az’ < b, 2’ > 0, max —z( (vytvorend doddnim proménné z( jak je uvedeno v textu)
ma optimalni feseni s hodnotou ucelové funkce 0.

4. (Nepovinné.) Ukazte, ze pii dodrzovani lexikografického pravidla v simplexovém algo-
ritmu udrzujeme vektory b; lexikograficky pozitivni (za¢indme-li s b > 0).
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Tyden 10

Na simplexovy algoritmus pro feseni iloh LP (Linear Programming) navazujeme ilustraci me-
tody rezajicich rovin (cutting planes) k fesSeni tloh ILP (Integer LP), tedy tloh celociselného
linedrniho programovani.

Jak uz jsme diskutovali, lohy kombinatorické optimalizace se typicky daji vyjadrit jako
dlohy ILP; Feseni “relaxace” (tedy tlohy LP bez podminek celo¢iselnosti) neni obecné
dostacujici pro nalezeni optimélniho celo¢iselného feseni. Taky si pfipomenme, ze ILP-
feasibility (problém, zda dand instance ILP m4 alespon jedno piipustné feseni) je NP-
tézky problém; proto nemuzeme Cekat, ze metoda fezajicich rovin povede vzdy rychle k
cili.

Metoda fezajicich rovin (cutting planes) pro ILP.

Vyfiesili jsme nejprve geometricky tuto jednoduchou tdlohu LP:
maximalizuj xo za podminek zo < 1,20 < —21 + 1,27 > 0,29 > 0. (43)

Snadno jsme zjistili, ze zde existuje jediné optimum, totiz (z7, x3) = (%, %), s hodnotou ticelové
funkce %
Pak jsme tilohu prevedli do standardniho tvaru max{c’z | Az < b,x > 0}; v nasem piipadé

jsme dostali
T [ (-1 1 {0
' =(0 1), x—<m2)7 A_<1 1), b_<1>. (44)

Sestavili jsme také dudlnf ilohu min{y®d | y© A > ¢,y > 0}, reprezentovali ji geometricky
(na rozdil od primdrni dlohy je zde oblast Fesitelnosti [feasible region] neomezend, je to
neomezeny polyedr, tedy nikoli polytop), a presvédéili se, ze optimem je zde (y7,y3) =

(%, %), s hodnotou 1ucelové funkce samoziejmeé %

Inicialni tabulka simplexového algoritmu odpovidajici zaddni (44) je tedy

(45)

Jiz jsme v ni vyznacili pivot; vSimnéme si, ze diky nule na konci fadku pivotu se hod-
nota ucelové funkce (a celého pravého sloupce) nezméni, jen zménime bazové proménné a
dostdvame ndsl. tabulku (i s vyznacenim ndsl. pivotu):

T
T2 | —1 1 ‘ 0
46
y2 | -1 [ 1 (46)
-1 1 | 0
Z nésledujici tabulky, 1ze jiz (obé) optimdlni feSeni snadno “ptecist”:
ooy |
T2 | 2 2 ‘ 2 47
r1 | % —1% | % 47)
2 2 |2
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Tabulka (47) odpovidé soustavé rovnic

T2 + Y2 + 3 =
T + Y2 — 3

2 (48)
z o+ 3+ o =

I
DN | O | =D | =

(kde z zachycuje hodnotu tcelové funkce).

Nasli jsme tedy optimélni feseni (z7,z3) tdlohy (43), které ale neni celociselné. Kdyz k
uloze (43) priddme podminku x;, ze € Z (v nasem piipadé tedy x1,x9 € Z,, kde Z, oznacuje
mnozinu celych nezdpornych ¢isel), mame oc¢ividné jen dvé piipustnéd feseni, totiz (0,0) a
(1,0); obé jsou v tom pifpadé optimdlni, s hodnotou tcelové funkce 0. Jde ted o to, jak
takové celociselné optimdalni feseni najit (co “nejrozumnéjsim”) obecnym algoritmem.

Klicova idea uziti fezajici roviny. Pfipomenme nejdiive, ze pro a € R oznacuje |a|
celou ¢ast Cisla a, tedy nejvétsi celé ¢islo, které je mensi nebo rovno a. (Napf. |13.9] =
|13.1] = [13] =13 a |—13.9| = |—13.1| = —14.) Jako zlomkovou ¢dst (Fractional Part) ¢isla
a chapeme redlné ¢islo FpP(a) = a — |a]. Je tedy

a=|a]+Fpr(a) a 0<FpP(a)<I;

tedy FP(a) je vzdy nezédporné éislo.

Obecné pro x = (x1,2,...,2,) € R mizeme nerovnici
a1x1 + agro + - + apx, < b (zde b € R) (49)
vyjadrit ekvivalentné jako
|a1] z1 + FP(a1)x1 + |a2] xe + FP(ag)xa + -+ - + |an] xn + FP(ap)x, < [b] + FP(D).

Jelikoz scitance FP(a;)x; jsou nezdporné (mame totiz podminku z; € Ry, tj. 2; > 0), jejich
vypusténim nerovnost jisté neporusime; tedy nerovnice (49) implikuje nerovnici

la1] z1 + |az] z2+ - -+ |an| xn < |b] + FP(D).

Za predpokladu celociselnosti x1,...,T, je posledni nerovnice ekvivalentni nerovnici s
vypusténou FpP(b) (proc¢?). Za predpokladu celociselnosti proménnych tedy nerovnice (49)
implikuje nerovnici

la1] z1 + |az] z2+ -+ |an] xn < |b]. (50)

Definice. Rekneme, ze nerovnice (50) je ezajici rovina generovand nerovnici (49). Také
fekneme, ze rovnice vznikla z (49) nahrazenim symbolu “<” symbolem “=" generuje rezajici
rovinu (50).

Pozorovani. Kdyz nezdporné celo¢iselné hodnoty z1,...,x, spliuji nerovnici (49), tedy
2?21 a;z; < b, ¢i specidlné rovnici 2?21 a;z; = b, tak splnuji také piisluSnou generovanou
=L n
rezajici rovinu (50), tedy > %, [a;| z; < [b].

Technicky pojem “Fezajici rovina” zde tedy pouzivdme (moZnd ne tiplné §fastné) pro

prislusnou nerovnici urcujici poloprostor.
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V nasem konkrétnim piikladu, v soustavé (48), napf. druhd rovnice x; + %y — %yl = %
(implikujici nerovnici = + %yz - %y1 < %) generuje fezajici rovinu 1 +0-y2 — 1 -9y <0,
tj. nerovnici ;1 — y; < 0. Kdyz ji chceme vyjadfit jen pomoci proménnych x1, x2, lze vyuzit
rovnici y; = x; — 2 ze soustavy odpovidajici tabulce (45), a dostavame zo < 0. (Zde je to
totéz jako Fezajici rovina generovand prvni rovnici zo + %yg + %yl = %)

Vidime tedy, ze pozadavek celo¢iselnosti proménnych v (43) implikuje nerovnici xo < 0;
kdyz ji pfiddme k puvodnim nerovnicim, oblast Fesitelnosti (feasible region) pro relaxovany
problém je jiz jen tsecka s krajnimi body (0,0) a (1,0). Takze vyfeSeni relaxované verze
piislusné omezenéjsi ulohy jiz d4a celociselné optimalni feSeni ptivodniho problému. Nacrtnéme
ted obecny algoritmus, ktery opakuje feSeni iloh LP postupné pro omezenéjsi a omezenéjsi
oblasti fesitelnosti, az dojde k celo¢iselnému optimu (existuje-li).

Geometricky je oblast Fesitelnosti prunikem poloprostoru, tedy polyedrem, ktery muze mit
vrcholy s necelociselnymi soufadnicemi. Vyda-li ndm algoritmus pro LP takovy vrchol,
odfezeme ho pfidanou nerovnici [fezajici rovinou], kterd zachovd uvniti nového menstho
polyedru vsechny puvodni body s celo¢iselnymi soufadnicemi; a pokra¢ujeme hledanim
nového optimélniho vrcholu pomoci (relaxovaného) LP ...

Gomoryho metoda fezajicich rovin (Gomory’s Cutting-Plane Method). Poddme
obecny nacért tohoto algoritmu, resiciho ILP:

Vstup: matice A, vektory b, ¢ (rozméru m x n, m x 1, n x 1) s celo¢iselnymi prvky.

Vijstup: odpoved, zda tloha max{c'z | Ax < b,x € (Z,)"} je Feditelnd omezend (FB),
fesitelnd neomezend (FU), ¢i nefesitelnd (I); v pfipadé FB algoritmus také vyda (néjaké)
optiméln{ (samoziejmé celociselné) feseni #* (a hodnotu ¢! z*).

Postup:

1. Vyies relaxovanou tilohu max{c’z | Az < b,x > 0} (v niz pozadavek celo¢iselnosti nenf
kladen); feknéme simplexovym algoritmem s Blandovym (¢i lexikografickym) pravidlem.

Kdyz jsi dospél k zavéru I (infeasible), vrat I (a skonéi).

Kdyz relaxovana tloha neméd zadné teSeni, tak pochopitelné nema ani celociselné
feSend.

Kdyz jsi dospél k zéavéru FU (feasible unbounded), tak zjisti, jestli puvodni tloha ma
alespon jedno celo¢iselné feseni (loha ILP je “feasible”)

(to lze fesit rekurzivng, tedy stejnou metodou, ale tak, ze misto ¢!z maximalizujeme
0z, coz nemuze skoncit jako FU [pfipomenme si ale, ze ILP-feasability je NP-tézky
problém]);

v pozitivnim ptipadé vrat FU; jinak vrat I (a skonéi).

Jak jsme snadno ilustrovali, relaxovand tloha muze byt feSitelnd neomezend, pricemz
nems celotiselné feseni (napi. max{zs | § < z1 < 2}). Nenf tézké ukézat, ze
jestlize relaxovand tloha je fesitelnd neomezend a celo¢iselnd uloha ma feseni, pak je
i celociselnd tloha fesitelnd neomezend. [Idea geometricky: u neomezené ilohy s pouze
celymi, ¢i obecnéji s raciondlnimi, ¢isly v zaddni, roste hodnota tcelové funkce podél
néjaké (polo)piimky p, s raciondlni smérnici, v pfislusném polyedru; kdyz polyedr
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obsahuje bod s celoc¢iselnymi soufadnicemi, tak jim prochézejici pifimka, kterd je
rovnobéznd s p, obsahuje nekoneé¢né mmnoho celociselnych bodu, na nichz ucelova
funkce roste také nade vSechny meze.]

2. Necht z* je ziskané optimdlni feseni (primdrni tlohy).
Kdyz z* je celo¢iselné, vrat FB a x* (a skonéi); jinak pokracuj dalsim bodem, pticemz
aktudlni tabulka, kterd mj. rozdéluje proménné (vcéetné dopliikovych) na bdzové a
nebazové, je ta posledni simplexova tabulka, kterou dosavadni béh algoritmu sestro-

jil.

3. V aktudlni tabulce nalezni fadek i, v némz prvek v nejpravéjsim sloupci (na misté b;)
neni celo¢iselny a pritom proménnd oznacujici fadek je nejmensi moznd (v zafixovaném
usporadani proménnych; jde o analogii Blandova pravidla).

i/

Na abstraktnéjsi drovni lze zakoncit popis algoritmu takto:

fezajici rovinu generovanou rovnici v i-tém fadku vyjadii (vyhradné) po-
moci proménnych z (tedy jen puvodnimi proménnymi zi,...,x,, bez pouziti
doplitkovych proménnych) a ptidej ji jako dalsi nerovnici k systému max{c’z |
Az < b,z > 0} v bodé 1; pak za¢ni znovu bodem 1 s timto novym systémem (s
vétsim poc¢tem nerovnic a s mensi oblasti fesitelnosti).

Rozumné implementaci blizs{ je tento popis:

k nerovnici odpovidajici fezajici roviné generované rovnici v i-tém tadku pridej
novou dopliikovou proménnou, ¢imz vznikne nova rovnice;

tu novou doplitkovou proménnou pridej k bazovym a vyjadfi ji pomoci nebazovych;
pak dopln piislusny rfadek do posledni tabulky a aplikuj tzv. dudini simplexovou
metodu (s Blandovym ¢i lexikografickym pravidlem) na tuto doplnénou tabulku.

Dudlni simplexova metoda bude osvétlena nize; z konkrétniho piikladu vysvitne
i duvod pro jeji pouziti.
Skonéila-li tato dudlni simplexovd metoda s odpovédi FU, vrat I (a skonci).

Jelikoz jsme zacinali s piipustnym fesenim dudlni ulohy, tato tloha je feSitelnd
(feasible); pokud zjistime, ze je TeSitelnd neomezend (FU), tak primdrni tloha
musi byt nefesitelna (I, infeasible), coz plyne z véty o slabé dualite.

Jinak (tedy kdyz jsme tuto fazi skoncili nalezenim optimdalnich feSeni y* a z*
aktudlni dudlni a primédrn{ dlohy), jdi na bod 2.

[ustrujme metodu na nasem konkrétnim piikladu (43), kde navic klademe podminku
celociselnosti proménnych.

Bod 1 vede k tabulce (47); diky necelo¢iselnosti z* prejdeme na bod 3. Proménné mame

usporadany jako x1,x2,y1,Y2,..., proto vybereme rovnici v fddku odpovidajicim 1, tedy

1+ %yg - %yl = %; k ni piislusi fezajici rovina x1 — y; < 0.

Pfi abstraktnéjsi verzi 3.1/ bychom 7 — y; < 0 vyjadiili jako zo <0

(z posledni tabulky to odvodime z rovnic x; + %yg - %yl = % axro+ %yg + %yl =
%, z nichz plyne y; = 2x1 +y2 — 1 a yo = —2x2 —y1 + 1, tedy 2y; = 221 — 224,
a tedy y1 = 21 — z2 [jak hned vidime z tabulky (45)]),
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pridali zo < 0 k puvodnim omezenim, a pokracovali bodem 1 (s puvodnim systémem
doplnénym o nerovnici x5 < 0). Zde pokrac¢ujeme konkrétnéjsi verz{ 3.ii/.

Nerovnici 1 — 1 < 0 zménime na rovnici 7 — y; + y3 = 0 (pfidali jsme novou, dosud
nepouzitou, doplitkovou proménnou y3), a y3 vyjadiime pomoci aktudlné nebdzovych yi, yo:
pouzijeme-li pouze aktudlni tabulku, dosadime x1 = % — %yg + %yl a ziskdme

ys=—z1+y1=—(5 —3y2+341) + 1 = —3 + 502+ 31

K soustavé (48) tedy pfibude rovnice y3 — %yg — %yl = —% a tabulku (47) doplnime na

.

I BT
A N A (51)

vs | =5 |z | —3

1 1 1

T T A

(kde si zatim rdmecku nevsiméame).

Tim jsme prostor pripustnych feseni relaxovaného problému ofezali, ale tak, ze jsme za-
chovali vsechna celoc¢iselnd pripustnd Tesend.

Mame pokracovat aplikaci simplexové metody na vyslednou tabulku; ale pozor: bazové reSeni
ted neni pifpustné, protoze v ném je ys zdporné. Misto spusténi inicializaéni fize (primérni)
simplexové metody vyuzijeme toho, ze porad mame k dispozici piipustné feseni dudlni ilohy,
a proto spustime

Dualni simplexovy algoritmus. Je to jen pifmocard analogie “norméalniho” postupu,
jejiz korektnost plyne z tvah, které jsme jiz udélali. (Simplexové tabulka reprezentuje, pies
“asociovanou tabulku”, i dudlni tilohu, coz pivotovani zachovdva.) Nyni jde o to, at se pi-
votovanim udrzujeme v piipustnych fesenich dudlni tlohy (az do okamziku, kdy se zdroven
objevi piipustné bazové feSeni primarni tlohy, nebo kdy zjistime, ze dudlni tdloha je neome-
zena).

Pro simplexovou tabulku, v jejimz spodnim fadku (bez pravého dolniho rohu) jsou jen
nezaporna ¢isla (tedy —¢é > 0) pro pivot zvolime

i/ fadek r se zdpornym bi [a nejmensi proménnou, kdyz je jich vice]; pokud takovy radek
neni, mame optimum;

ii/ sloupec s, pro néjz a,s je zdporné a pomeér === je nejblize nule [v piipadé vice moznosti
TS
volime zase nejmensi proménnou]; pokud a,; je nezdporné pro vs. j, tak je dudlni tloha
neomezend (a primarni tiloha je tedy nefesitelna).

Pivot v nasem piikladu (51) je oramovan. Transformaci podle toho pivotu dostaneme

| 2 w3 |
2 | 0 1 | 0
o |1 -1 |1 (52)
v |1 -2 |1

0 1 | 0
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Ted uz jsou bdzova feseni dudlni tilohy i primérn{ tlohy piipustna, a tedy optiméalni. (Jinak
bychom pivotovali déle.) Optimalni feSeni primdrni ulohy (z7, x3) = (1,0) je celo¢iselné; proto
jej vracime jako celo¢iselné optimum vychoziho problému (43) a konéime.

Muzeme si v§imnout, Ze pivotem prohazujicim v tabulce (51) y2 a y3 bychom skonéili v
druhém optimu (0, 0).

Pozndmka. Uvedli jsme si kompletni dukaz, ze simplexovy algoritmus skonéi (nezacykli se),
jestlize je pouzivano lexikografické pravidlo. Pro Blandovo pravidlo jsme dukaz neprovedli a

Vypoéetni slozitost LP a ILP. Jen stru¢né: simplexovy algoritmus pro LP neni po-
lynomidlni, protoze lze ukazat konstrukci (umélych) instanci vyzadujicich navstiveni expo-
nencidlné mnoha bazi (odpovidajicich vrcholum piislusného polyedru). Presto v praxi je sim-
plexovy algoritmus velmi ispésny (samoziejmé s ruznymi implementaénimi “vychytavkami”,
které se mj. také snazi vyhybat pfili§ malym pivotiim a jinym pii¢indm numerickych problému

Vyznamnou teoretickou hodnotu m4 elipsoidovd metoda (Khachiyan 1979) prokazujici, ze
LP patif do tiidy PTIME; existuje tedy polynomidlni algoritmus fesici vSechny instance LP,
byt v praxi se diky vyssimu stupni piislusného polynomu nepouzivé. Pozdéji byly navrzeny i
jiné verze polynomidlnich algoritm ...

Problém ILP je oviem NP-tézky, uz jen rozhodovéni, zda je dand tloha ILP feSitelnd (fe-
asible), je NP-tézké; pro ILP tedy zadny polynomidlni algoritmus neni znam (a vypada to,
ze ani neexistuje).

Jisté jste slyseli o otdzce PTIMEZNPTIME (struénéji P=NP). Pies velké vyzkumné
usili se ji doposud nepodafilo zodpovédét; prevlada ovsem obecné presvédceni, ze NP je
vlastni nadtiidou P, z ¢ehoz by mj. plynulo, ze pro tzv. NP-tézké problémy polynomidlni
algoritmy neexistuji.

Proto je také jasné, ze Gomoryho algoritmus pro ILP obecné vyzaduje (exponencidlné) dlouhé
sekvence pridavani fezajicich rovin a feSeni meziproblému LP.

(Nepovinné.) (Exponenciilné) dlouhé sekvence fezani. Ilustraci tohoto faktu jsme jen
naznacili na pitkladu. Ulohu (43) jsme upravili na tuto instanci problému ILP:

maximalizuj zo za podminek zo < 221,20 < —2x1 + 2, piicemz 1,22 € Z .. (53)

Kniha [4] uvadi na s.154 obecnéjsi problém (Chvétal-Gomory cutting planes) zo < 2k,
o < —2kxq + 2k; naSe instance (53) je specidlnim pifpadem s parametrem k = 1.

Kdyz zde tesime relaxovanou tlohu (bod 1 Gomoryho algoritmu), skonéime s tabulkou

| yll y12 | :
U s S S 54
Ty | % % | 1 (54)
| 5 35 | 1

Vybirdme ted tedy prvn{ rovnici x; — %yl + iyg = % (s necelo¢iselnou pravou stranou); ta
generuje fezajici rovinu x; — y; < 0 jako minule, ale tentokrat tato nerovnice neodpovida
nerovnici xo < 0, ale nerovnici —z1 + 22 < 0 (v puvodnich proménnych).
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Priddnim omezeni 25 < x;1 k (53) zase uiezeme vrchol, tentokrat (%, 1), ale nezbyde pouhd
usecka. Snadno lze (geometricky) nahlédnout, ze na zmenseném polyedru [v nasem piipadé
polytopu ve tvaru trojihelniku] je optimem vrchol ( %, %)
Pokracovanim v Gomoryho postupu dodame doplitkovou proménnou y3 a rovnici x1 —y1+ys =
0, kterou pomoci nebazovych proménnych vyjadiime jako ys — %yl — iyg = —%. Dostavame
tedy nasledujici tabulku, kde hned zardamujeme pivot.

| yll 2112 ‘ .
z1 | 4 g |2
v | 3 3 |1 (55)
ys | |=3| —1 | -3
’ 1 1 ‘ 1
Pouzitim dudlni simplexové metody se dostaneme do optima
| ys y12 ‘ 5
SO S
2 | 3 3 | 3 (56)
4
wo | -5 5 | 3
2 1 2
5 5 | 3

Zde vybereme ke generovani dalsi fezajici roviny rovnici x; — %yg + %yg = % Nové fezajici
rovina tedy bude x; — y3 < 0; jak se muzeme snadno piesvédcit, v puvodnich proménnych
je to nase znama zo < 0. Takze pokracovani Gomoryho algoritmu skonéi v néasledujici iteraci
(dodénim yy4, vyjadienim rovnice x1 — y3 + y4 = 0 pomoci nebdzovych proménnych ys, y2 [a
nové bézové y4] a vyresenim piislusného relaxovaného problému dudlni simplexovou metodou;
dodélejte sami).

Bazové reSeni pomoci determinanti.

Jak brzy uvidime, existuji prakticky se vyskytujici dlohy ILP, kde Gomoryho postup ne-
potfebujeme, protoze vrcholy polyedru feSeni maji celociselné souradnice a celoéiselnd uloha
je tedy hned vyfesena vyteSenim relaxovaného problému.

K pochopeni dulezitého pripadu tohoto typu je vhodné se znovu zamyslet nad tim, jak
vypadda optimdln{ feSeni tlohy LP nalezené simplexovym algoritmem. Uvazujme tlohu

max{cl'z | Az = b,z > 0}

(vzniklé ze standardni maximaliza¢ni ilohy s nerovnostmi dodéanim dopliikovych proménnych,
¢imz se nerovnosti zmeéni na rovnosti). V matici A muzeme piedpokladat (tj. rychlym algo-
ritmem docilit) nezavislost fadku; méame tedy m nezavislych fadka a n > m sloupcu.

Existuje-li optimalni feSeni, pak je to bazové feseni odpovidajici néjaké bazi sloupcového
prostoru (column space) matice A, tvofenou m nezavislymi sloupci. Kdyz

6 = (j17j27---,jm)

je usporadand m-tice nezdvislych slopucti, oznac¢ime Ag ¢tvercovou matici (m x m), kterd
je sestavena pravé ze sloupct ji, jo, ..., Jm matice A. Matice Ag je tedy regularni (neboli
nesinguldrni, neboli invertibilni).
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K reguldrni matici B oznac¢uje B~! matici inverzn{; ta tedy spliiuje vztahy B~ - B =
B-B~!' =1, kde I oznaéuje jednotkovou matici pfisluného rozméru.

Bézové feseni 2P = (x’f ,xg e ,Z'E) pifslusné k bdzi 8 vznikne tak, ze polozime x

vSechna j € [ a vyfeSime rovnici

[.3:

f 0 pro

B
Ljy :E%I
ij I'jQ .
Ag - . = b, takZe dostavame . = AE b.
xjm .Tfm

Vzpomerime si ted na Cramerovo pravidlo pro feseni Az = b, kde A je reguldrni matice
typu m x m. Reseni * = A~'b spliiuje

« _ det(A[j«b))

Tj = ~det(A)

proj=1,2,....,m;
det(A) oznacuje determinant matice A (ktery je nenulovy, protoze A je reguldrni), a vyrazem
Alj « b] oznacujeme matici, kterd vznikne z A tak, ze j-ty sloupec nahradime sloupcem b.

Jen bokem si pro uplnost muzeme pripomenout dukaz Cramerova pravidla.

Méjme reguldrni matici A typu m xm. Pro j = 1,2,...,m definujme funkce f; : R™ — R
tak, ze fj(y1,...,ym) = det(A[j < y]), kde y = (y1,...,ym)?. Standardnim rozvojem
determinantu matice A[j < y] podle j-tého sloupce dostdvdme, ze

Fityis oo sym) = C{yl +C§y2 + o+ Chym

pro jisté konstanty C’g (kde C’ij je determinant matice vzniklé z A vypusténim sloupce j a
fadku 4, pripadné vyndsobeny —1). Kdyz fddkovym vektorem (C{, ..., CJ ) vynasobime
matici A, dostaneme vektor (0,...,0,det(A),0,...,0), kde det(A) je na j-té pozici.
(Vyndsobime-li totiz vektor (Cy,...,CY,) a sloupec matice A, ktery je jiny nez j-ty, do-
staneme determinant matice s dvéma stejnymi sloupci; ten je diky singularité této matice
nulovy.)

Polozme z* = A~'b, tedy Axz* = b. Z rovnice (C{, oo, C3)-A=(0,...,0,det(A),0,...,0)
(kde det(A) je na j-té pozici) plyne také

(Cf,...,C3)-A-x*=(0,...,0,det(A),0,...,0) - z*

Levé strana se ovéem rovnd (C7, ..., C9)-b = CIby+---+C by, = det(A[j « b]) a pravé
strana se rovnd det(A) - z7. Proto z} = %&{gb]).

Pro nase bézové feseni 2 to specidlné znamend, ze kdyz prvky matice A a vektoru b jsou
celociselné (coz je vyzadovdno u viech instanci ILP) a det(Ag) je 1 nebo —1, tak 2 je
celociselné.

Totalné unimodularni matice a celoéiselnost reSeni tloh LP.
Vyse jsme ukéazali, Ze instance problému ILP, tedy tloha

max{clz | Ax < b,x € (Z,)"}, kde prvky matice A a vektorii b, ¢ jsou celociselné

je jisté vytesena, pokud je nalezeno optimalni feSeni relaxovaného problému odpovidajici bazi
B, pro niz je det(Ag) roven 1 nebo —1.
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Celociselna ¢tvercova matice, jejiz determinant je 1 nebo —1, se nazyva unimoduldrni.

Tato pro nas zadouci vlastnost (totiz, ze det(Ag) € {—1,1}) je jisté zarucena, pokud je
matice A v zadani tlohy totalné unimodularni:

Definice (Obecnd obdélnikova) celociselnd matice A se nazyva totdiné unimoduldrni, jestlize
kazda jeji ¢tvercovd podmatice (vznikla z A vypusténim néjakych sloupcu a fadku) méa de-
terminant —1, 1, nebo 0. (Mj. tedy kazdy prvek matice musi patfit do mnoziny {—1,0,1},
nebot tvoif podmatici typu 1 x 1.)

Véta Je-li v instanci ILP max{c'z | Az < b,z € Z"} matice A totalné unimoduldrni, pak
vSechna béazova feseni relaxovaného problému jsou celociselna.

Dtkaz jsme jiz vlastné provedli. Staci si jen jesté uvédomit, ze dodanim jednotkové matice
(odpovidajici dopliikovym proménnym) nic nezkazime. Kdyz totiz A je totalné unimodularni,
tak také (A I) je totdlné unimoduldrni.

To plyne z o¢ividného faktu, ze kdyz k totédlné unimoduldrni matici pfiddme sloupec (nebo
fadek), ktery obsahuje (nanejvys) jednu 1 a jinak nuly, tak vysledna matice je zase totdlné
unimoduldrni. (Reknéte si explicitné proc.)

Kdyz uz jsme u toho, tak si vSimneme, ze napft. vyndsobenim fadku nebo sloupce —1 také
totalni unimodularitu nepokazime.

Také si véimneme, ze A je totalné unimoduldrni pravé tehdy, kdyz A7 je totalné unimo-
duldrn{ (jelikoz pro kazdou étvercovou matici B plat{ det(B) = det(BT)).

Dikaz Konigovy véty pres dualitu a totalni unimodularitu.

Pfipomnéli jsme si, ze jsme jiz diive (algoritmicky) dokézali, ze velikost maximdalniho
parovéani (maximum-cardinality matching) v bipartitnim grafu se rovna velikosti miniméalniho
vrcholového pokryti (minimum-cardinality vertex cover).

Ted' jsme pifmocaie k uvedenému problému maximalniho parovani sestavili linearni program

(tj. Wlohu LP, kde proménné odpovidaly hrandm grafu; maximalizovali jsme > __ . z. za

ecl
podminek nezdpornosti z. > 0 a splnéni 2665(v) 2. < 1 pro vSechny vrcholy v)

a ukazali jsme, ze piislusnd matice je totdlné unimodularni.

Tim padem je optimalni bazové feseni celo¢iselné. Stejné tak optimélni bazové feSeni dualni
ulohy je celo¢iselné. Uvédomili jsme si, ze celo¢iselné feseni dudlni ilohy pfirozené odpovida
vrcholovému pokryti, pficemz tcelova funkce pocitd kardinalitu tohoto pokryti.

Kazdy sloupec matice odpovidd jedné hrané; jsou v ném pravé dvé jednicky (jinak nuly),
a sice v fadcich odpovidajicich vrcholum incidentnim s danou hranou. Diky bipartitnosti
naSeho grafu muzeme vynasobit fadky odpovidajici vrcholum prvni partity —1 a docilit
tak matici (obecné odpovidajici orientovanému grafu), kde kazdy sloupec obsahuje préve
jednu 1 a jednu —1. (Dikaz totdlni unimodularity této matice je snadny; zdda to jeden
tkol.) Kdyz mame celociselné feseni dudlni tlohy (tj. nezdpornou celoéiselnou linedrni
kombinaci fadku), pro kazdy sloupec musi mit v feSeni nenulovy koeficient alespori jeden
jeho “jednickovy” fadek; mnozina Ffadka s nenulovymi koeficienty odpovida tedy mnoziné
vrcholu, kterd tvoii vrcholové pokryti.

Vime, ze piimé zobecnéni Konigovy véty na obecné grafy neplati. Nebipartitni graf (zde
K3) muze vést napf. na matici

1 1 0
1 01
01 1
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kde kyzené vlastnosti nedocilime. Matice totiz neni totalné unimoduldrni: jeji determinant
je (rozvojem podle prvniho fadku)

0 1 11
1"1 1’1"0 1

2.

Ukoly pro cviéeni.

1. 2-aproximacni algoritmus pro MinWeightVertexCover.
Vyuzitim linearniho programovani snadno navrhneme 2-aproximacni algoritmus pro
MinWeightVertexCover; u tohoto problému mé kazdy vrchol v vstupniho grafu
nezapornou vahu, ¢ cenu, ¢(v) a my hleddme vrcholové pokryti s nejmensi vahou.

Uvazme tuto tlohu LP vytvofenou ke grafu G = (V, E, ¢):

Kazdému vrcholu v doddme proménnou x, s omezenim 0 < z, < 1; pro
kazdou hranu {u,v} € E doddme nerovnici x, + =, > 1; minimalizujeme

Y vev (V).

Jako tloha ILP (celo¢iselného LP) to presné vystihuje problém MinWeight VertexCover.
ILP je ovsem NP-ekvivalentni, jak vime. Relaxovanou ulohu vSsak muzeme vyftesit poly-
nomidlnim algoritmem pro LP. Takto dospéjeme k optiméalnimu feSeni x*, které nemusi
byt celo¢iselné, ale pro kazdou hranu {u,v} méame jisté splnéno x;, > % nebo z;, > %
Pak ovSem 1

CZ{UEV|$ZZ§}

je vrcholovym pokrytim a jeho vaha ) - c(v) je ocividné maximélné dvojndsobkem
relaxovaného optima ), .y c¢(v)zy, a tim spiSe maximalné dvojndsobkem skutecného
(celo¢iselného) optima.

2. (Nepovinné.) Zkuste exaktné dokazat, ze kdyz je tloha ILP feSitelnd a jeji relaxovana
varianta je TeSitelnd neomezend, tak i puvodni celociselnd 1loha je feSitelnd neomezena.
(Pfipomente si, jak skoné¢i simplexovy algoritmus, kdyz je relaxovand varianta fesitelnd
neomezena. )

3. Vyfeste Gomoryho metodou (tézkou :-) ) tlohu
maximalizuj 1 za podminek — 3x; < —1 a 3z; < 2, piicemz 1 € Z.

4. Vysvétlete, pro¢ (obecnéd obdélnikovd) matice, v niz kazdy sloupec obsahuje praveé jednu
1 a pravé jednu —1 a jinak nuly, je totdlné unimodulérni.

(Népoveda: postupujte indukei podle rozméru étvercovych podmatic. Dilezity bod
je, ze kdyz ve ¢tvercové matici obsahuje kazdy sloupec pravé jednu 1 a pravé jednu
—1, tak jsou fadky linedrné zdvislé (tj., existuje jejich nenulové linedrni kombinace
rovnajici se nulovému vektoru) a determinant této matice je tedy 0.)
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Tyden 11

Uvedli jsme pravdépodobnostni algoritmy a jako piiklad pravdépodobnostni feSeni problému
MaxSAT, véetné derandomizace vedouci k deterministickému aproximaénimu algoritmu.

Pravdépodobnostni algoritmy

Existuji rozhodovaci (tedy ANO/NE) problémy, pro které nezname rychlé (tj. polynomidlni)
algoritmy, a presto je lze v praxi spolehlivé fesit nejen pro malé vstupy. Staci slevit z abso-
lutniho néroku na fesici algoritmus, totiz z toho, aby algoritmus vzdy vydal zarucené (tedy
stoprocentné) spravnou odpovéd. Piesnéji feceno, prestaneme vyzadovat, aby algoritmus
nutné predepisoval deterministicky proces, a pripustime ndhodny prvek (hazeni kostkou).
Opakované béhy algoritmu na tentyz vstup pak mohou vydavat ruzné vystupy — kazdy z nich
s urcitou pravdépodobnosti.

K formalizaci pojmu pravdépodobnostniho algoritmu muzeme pouzit jednoduchou verzi
pravdépodobnostniho Turingova stroje (probabilistic Turing machine, PTM); takovy stroj
PM = (Q,%,T,6, qo, F) si muzeme predstavit jako standardni Turinguv stroj s tim, ze d(q, a)
muze byt nyni i dvouprvkovd mnozina — v tom piipadé se pii vypoctu v konfiguraci ugav
voli jedna ze dvou moznych bezprostfedné nasledujicich konfiguraci nahodné — tak, ze kazda
ma pravdépodobnost zvoleni % (Muzeme si predstavit, ze se zde pfi vypoctu hdzi minci; v
programovacich jazycich se typicky vyskytuje néjaka funkce RANDOM, zaloZend na generatoru
(pseudo)ndhodnych ¢isel.)

Podobné jako u nedeterministického Turingova stroje, odpovida jednomu vstupu PTM
strom vypocti. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi; kofen je ohodnocen pocatecni
konfiguraci a naslednici vrcholu ohodnoceného konfiguraci ¢ jsou ohodnoceni pravé bez-
prostiedné nésledujicimi konfiguracemi konfigurace c.

Kazda hrana je ptitom ohodnocena piislusnou pravdépodobnosti — hrané vychéazejici z vr-
cholu s jednim naslednikem je ptifazena 1, kazdé ze dvou hran vychazejicich z vrcholu s dvéma
nasledniky je pfifazena % Kazdému vrcholu v je pfifazena pravdépodobnost jeho dosazeni —
tj. sou¢in ohodnoceni hran na cesté od kofene k vrcholu v.

Pak lze napt. presné definovat pravdépodobnost jevu, ze dany PTM vyda na dany vstup
2 odpovéd ANO — tato pravdépodobnost je dédna souc¢tem pravdépodobnosti listii ve stromu
vypoétu pro vstup x, které jsou ohodnoceny koncovymi konfiguracemi znamenajicimi odpoved
ANO (tedy pfijimajicimi konfiguracemi).

Nez se podivame na konkrétni ANO/NE problém, u néjz ma pravdépodobnostni algoritmus
prakticky smysl, podivame se na pfipad, kdy je uzite¢né uvazovat pravdépodobnostni algo-
ritmus, ktery ale vzapéti derandomizujeme, tedy nahradime deterministickym algoritmem.

A use of (de)randomization; Max-3-Sat is in APX(8/7)

Let us consider the problem MAX-3-SAT. An instance is a boolean formula ¢(z1,...,2,) in
CNF, where each clause contains 3 literals; the task is to find a truth-assignment (for variables
x1,...,%y) which satisfies the maximal number of clauses. We assume ¢ = c; Aca A+ -+ A Cpp;

so m denotes the number of clauses.

Exercise (non-compulsory). Show that MAX-3-SAT is NP-equivalent. (NP-hardness can
be easily shown by SAT <7 MAX-3-SAT; but can you also show MAX-3-SAT <p SAT ?)
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There is a simple approximation algorithm A for MAX-3-SAT with 74 < 2 (so MAX-3-SAT
belongs to the class APX(2)):

Evaluate the number of satisfied clauses for the truth assignments (0,0, ...,0)
and (1,1,...,1) and return the one which satisfies more clauses (more precisely,
at least as many clauses as the other assignment).

The desired property follows from the observation that if clause ¢; is not satisfied by
(0,0,...,0) then it is surely satisfied by (1,1,...,1); hence one of the assignments satisfies at
least [%] clauses, which guarantees

121 < 0(, 54(9)) < vopi() < m, and thus ;2GS <9
Remark. We have thus also illustrated a frequent scheme for estimating approximation
ratios. In the case of maximization problems, we try to find a suitable upper bound for
the optimal value (since we seldom are able to express this value exactly) and a lower
bound for the computed approximation value. In the minimization problems, we look for
a suitable lower bound for the optimum and an upper bound for the approximation.

Let us note that if we take a (uniformly distributed) random truth assignment (for
x1,%2,...,%y) in @, where we assume that all three variables in each clause are different,
then the expected value E(Y') of (the random variable counting) the number of satisfied
clauses is m (why?).

(Hint. Recall that the expected value is linear, so E(Y) = E(Y1 + Yo+ -+ Y,,) =
E(Y1)+ E(Y3) + -+ + E(Y;,) where E(Y;) is the expected value of the random variable
which is 1 if the clause ¢; is satisfied and 0 if ¢; is not satisfied.)

Exercise. Try to derandomize the probabilistic algorithm based on this observation, i.e.,
suggest a deterministic polynomial algorithm approximating MAX-3-SAT with the ratio < %.

Hint. Use the fact that E(Y) = Im = - E(Y|z; = 0) + % - E(Y|z; = 1), and thus
necessarily at least one of the values E(Y|zy = 0), E(Y|zy = 1) is > Im. Let the
(deterministic) algorithm put z; = by so that E(Y|z; = b1) > E(Y|x; = 1—-b1). Denote
by Y: the random variable counting the number of satisfied clauses on condition that
z1 = by, and observe that E(Y;) = 1. E(Yi|lzo = 0) + 3 - E(Yi|zs = 1). Since we
have shown E(Y;) > Im, we must have that at least one of the values E(Yi|za = 0),
E(Yi|zo =1)is > Im. ...

Prvociselnost
Prakticky pouzivany pravdépodobnostni algoritmus lze ilustrovat na problému prvociselnosti:

NAzEV: Prvoéiselnost
Vstup: Ptirozené ¢islo n (v dekadickém zdpise).

VysTUP: ANO, kdyZz n je prvocislo, NE, kdyz n je ¢islo slozené.
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Vsimnéme si, ze pifmocaré testovani prvociselnosti podle definice vede k (determinis-
tickému) algoritmu s exponencidlni slozitosti, protoze velikost vstupu n je v nasem piipadé
log n. Zadny polynomialni deterministicky algoritmus nebyl az do 1éta 2002 znam. (Ted uz je
znam, ale presto ma smysl kvuli vétsi rychlosti naddle uvazovat pravdépodobnostni algorit-
mus. )

Vsimnéme si, ze je ziejmé, ze dopliikkovy problém — tj. problém slozenosti ¢isla — je v NP
(proc?). Vyuzitim jistych vysledku teorie ¢isel se dd ukdzat, ze i problém prvociselnosti
je v NP. Tento problém byl dlouho jednim z maéla ,pfirozenych® problému v NP (resp. v
pruniku NP N coNP), u kterych nen{ zndm polynomidlni algoritmus a ani se neumi
prokdzat NP-tiplnost. (Méli bychom upfesnit, ze jiz difve byla zndma existence poly-
nomialniho algoritmu, ktery by prvociselnost rozhodoval za predpokladu, ze plati tzv. Ri-
emannova hypotéza — to se ovem nevi.)

S vyuzitim poznatku teorie ¢isel lze sestavit rychly pravdépodobnostni algoritmus A

(casové slozitost algoritmu je tedy polynomidln{; to znamend, Ze existuje polynom p tak,
ze délka kazdé vétve stromu vypoctu pro vstup x je omezena hodnotou p(size(z)); délka
kazdého vypoctu je tedy omezena polynomidlni funkef velikosti vstupu),

ktery ma tyto vlastnosti

- jestlize n je prvoéislo, vydd A odpovéd ANO s pravdépodobnosti 1 (NE vibec
nemuze vydat);

- jestlize n neni prvoéislo, vyda A odpovéd NE s pravdépodobnost{ alespoi %

Predstavme si nyni, ze vypocet A zopakujeme pro dané n napt. 50-krat. Kdyz (alesporn)
jednou vyda NE, vime, Ze n jisté neni prvocislo (a déle uz A opakovat nemusime). Kdyz ve
vSech piipadech vydd ANO, tak n je prvocislo s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — 2%, tedy n je
prvocislo ,prakticky stoprocentné“ (proc¢ 7).

Nez se podivame na detaily konkrétniho algoritmu pro prvociselnost, vSimneme si, ze obecné
nam staci rychly algoritmus pro ANO/NE problém, ktery vyda chybnou odpovéd nanejvys s
pravdépodobnosti €, kde 0 < e < %

Tiida BPP (Bounded-error Probabilistic Polynomial time)

BPP je tiida ANO/NE problému (jazyku), pro néz existuji polynomiélni pravdépodobnostni
algoritmy s omezenou chybou. Pfesnéji: jazyk L C ¥* patii do BPP, jestlize existuje e,
0<e< %, a pravdépodobnostni algoritmus A s polynomidlni (¢asovou) slozitosti, ktery pro
kazdé w € ¥* vyddvd ANO nebo NE, piicemz ANO vyd& s pravdépodobnosti alesponn 1—¢ pro
w € L a s pravdépodobnosti nanejvys € pro w ¢ L; v tom piipadé fikame, ze algoritmus A
rozhoduge jazyk L s pravdépodobnosti chyby (nanejvys) € (napft. € = %)

Nékdy se tiida BPP definuje jen uzitim fixniho e, napt. € = % Uké4zeme ted, Ze vyslednd
ttida problému je vzdy stejnd, a také zaroven ukdzeme, pro¢ problémy z BPP muzeme
povazovat za prakticky zvladnutelné. Je to tedy rozumné rozsiteni tiidy P, i kdyz nevime, zda
neplati P=BPP. (Vztah BPP k NP je nejasny z hlediska obou inkluzi.)
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Robustnost tfridy BPP a prakticka reSitelnost problému z BPP.
Megjme polynomialni algoritmus A, ktery rozhoduje jazyk L C X* s pravdépodobnosti

chyby €, 0 < € < % Navrhnéme polynomidlni algoritmus A’, ktery rozhoduje jazyk L s

pravdépodobnosti chyby 27 = %, napf. pro t = 100.

Nasledujici postup je pfebran z knihy Sipser: Introduction to the theory of computation.

Algoritmus A’ pro vstup w € X* spusti A vicekrdt na w, konkrétné 2k-krat, kde k zavisi
pouze na € a t a bude specifikovano nize. Dostane sekvenci S sestavajici z 2k prvkt mnoziny
{ANO,NE}. Vydd ANO, pokud je odpovédi ANO v sekvenci S vice nez polovina (tedy vice
nez k), jinak vydd NE.

Zkoumejme pravdépodobnost toho, ze odpovéd algoritmu A’ na w je §patnd (vydd ANo, i
kdyz w ¢ L, nebo NE, i kdyZz w € L). Pokud je vyslednd odpovéd nespravnd, tak alespon k
odpovédi v sekvenci S bylo Spatnych, tedy piislusna sekvence S ma pravdépodobnost vyskytu
nanejvys e¥(1—e)* (proc?). Pocet takovych spatnych sekvenci nebudeme odhadovat, staci
prosté vzit pocet viech moznych sekvenci délky 2k, tedy 22%, neboli 4*. Pravdépodobnost, ze
A’ vyda chybnou odpovéd, je tedy < (4e(1—¢))*. (Uvédomme si, Ze mame 4e(1—¢) < 1 a
tedy se zvétsujicim se k pravdépodobnost chyby exponencialné klesd.)

Chtéli bychom mit (4e(1—¢))* < 27 po zlogaritmovéni tedy

log, (4e(1—¢))* < log, 27, tedy k - logy(4e(1—¢)) < —t.

Staci tedy vzit k> L, kde o = |logy(4e(1—¢))|.

Napi. pro € = 2 je a = |log, 32| = log, 25 — log, 24 > 4.64 — 4.59 = 5-; tedy stacf k > 20¢;
v pripadé t = 100 tedy vezmeme k = 2000 (algoritmus A’ spusti A 4000 krat).

Pro ¢ = 1= je a = |logy 15| = log, 100 — logy 36 > 6.64 — 5.17 = %; tedy staci k > 190¢;

jelikoz % < 0.69, staci k > 0.69¢, v pripadé ¢t = 100 tedy vezmeme k = 69 (algoritmus

probéhne 138 krat).
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Tyden 12
Problém prvociselnosti
Ptripominame problém, ktery hraje velmi dulezitou tlohu mj. v kryptografii.

NAzEV: Prvoéiselnost
VsTuPp: Ptirozené ¢islo n (v dekadickém, ¢ binarnim, zépise).

VYSTUP: ANO, kdyZ n je prvocislo, NE, kdyz n je ¢islo slozené.

Jiz jsme avizovali, Zze pro TeSeni tohoto problému se pouziva rychly pravdépodobnostni
algoritmus A, ktery ma tyto vlastnosti:

- jestlize n je prvoéislo, vyda A odpovéd ANO s pravdépodobnosti 1;

- jestlize n nenf prvoéislo, vyda A odpovéd NE s pravdépodobnost{ alespoi %
Naznacime, jak algoritmus A vypada. Mj. se opird o tzv. malou Fermatovu vétu:

Véta 4 (Mala Fermatova véta) Jestlize p je prvocislo, tak pro kazdé a,0 < a < p, plati
a?~ ! =1 (mod p).

Diukaz. Rozvineme-li (a + b)P podle binomické véty, ovérime snadno, ze vysledek modulo p
je roven aP + b” (modulo p), je-li p prvocislo (ovérte !). Tedy, kdyz = oznacuje kongruenci
“modulo p”, médme 1P = 1,27 = (1+1)?P =17+ 1P =1+ 1 = 2 a obecné af = a. Je tedy
a(aP~t — 1) = 0, neboli a(a?~! — 1) = k - p pro néjaké k. Pokud nejvétsi spolecny délitel a a
pje 1 (coz pro 0 < a < p je), musi byt (a?~! — 1) ndsobkem p, tudiz a?~! = 1. O

Jako dukaz slozenosti (tj. neprvoéiselnosti) daného ¢isla m nejlépe slouzi néjaky netrividln{
deélitel a ¢isla m (v8ichni zndme rychly algoritmus, kterym se presvédéime, ze dané a skuteéné
deli m).

Z toho hned plyne, Ze problém slozZenosti (tj. neprvoéiselnosti) patii do NP, a tedy problém
prvociselnosti patii do coNP.

7 Fermatovy véty ovsem plyne dilezité pozorovani: kdyz nalezneme pro dané m é&islo a,0 <
a < mtak, ze a™ ! £ 1 (mod m), tak jsme nasli svédka slozenosti ¢isla m (tedy svédka toho,
ze m neni prvocislo), byt tim neziskdme netrividlntho délitele m (jen jsme tak dokdzali jeho
existenci).

Cviéeni. Ukézali jsme si, Ze 2 je svédek slozenosti ¢fsla 15, protoze 2 # 1(mod 15).

Modularni umocinovani. Je dulezité si uvédomit, ze pocitdni mocnin (a® mod m) umime
rovnéz velmi rychle (i kdyz a,e,m jsou velkd ¢isla, zapsand bindrné ¢ dekadicky), a sice

tzv. metodou ,opakovaného umociiovani“: poéitdnim xz¢o = a, 1 = (x0)? mod m, zy =
(z1)?> mod m, x3 = (w2)®>modm, ..., x; = (x,-1)> mod m, ... dostdvdme postupné a,
a® mod m, a* mod m, a® mod m, ..., a® mod m, .... Chceme-li pak napiiklad znét a6,

012632 . a16 (tj. 29 - 4 - T5; VSe pocitdno samoziejmé modulo m).

vynasobime a
Pro konkrétni e s binarnim zapisem bpbp_1 - - - by lze vyuzit iterativniho vypocétu pocitajiciho
(abkbk,l---bi mod m) pro i = k+1,k,...,0, coz pro ¢ = k+1 ddva hodnotu 1:

Je-li (aP%Px—1% mod m) = d, pro i > 0, pak (a’**-1"%-1 mod m) = (d? - a®-' mod m).
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Multiplikativni grupy a svédkové slozenosti. Vrafme se k algoritmu A, ktery vyuziva
Fermatovu vétu. V&imli jsme si, ze kazdy prvek a, 0 < a < m, pro néjz plati a™ ! # 1( mod m)
je svédek slozenosti m.

Cviceni. Dokazte, ze kazdé a, 0 < a < m, které je soudélné s m, tedy ged(a, m) > 1 (ged
oznacuje nejvétsiho spole¢ného délitele [greatest common divisor]), je svédkem slozenosti
m v uvedeném smyslu.

Oznacme Z;, = {a | 0 < a < m, ged(a,m) = 1}. Napt. Zj; = {1,2,4,7,8,11,13,14}.

Cviceni. Dokazte, ze Z, je multiplikativn{ grupa (vzhledem k nédsobeni modulo m).
(Ndpoveda. Mnozina Z;, je o¢ividné uzaviena na nasobeni (modulo m). Existenci in-

3. .... Nutné na-

verzntho prvku k a € Z7, ukdzeme takto: Uvazujeme sekvenci a,a?,a
stane piipad a® = a pro i < j, tedy a‘(a’~* — 1) = 0. Jelikoz gcd(a, m) = 1, dostavame

(@’ —=1) =0, atedy a-a?~""1 = 1, z ¢ehoz plyne, 7e a’~*~! je inverzni prvek k a.)

Uz jsme si ukazali, ze kazdé a, 0 < a < m, lezici mimo Z}, je svédkem slozenosti m (jelikoz
a™ 1 # 1(mod m)). D4 se celkem snadno ukézat, ze

nesvédkové v Z;, tvori podgrupu grupy Z;,

(plyne to z uzavienosti na nasobeni: kdyz a™~! = 1(mod m) a b™~! = 1(mod m), tak
(ab)™~1 = 1(mod m)).

Pokud tedy existuje svédek slozenosti v Zy,, tak je téch svédku v Z;, nejméné polovina! To
plyne z tzv. Lagrangeovy véty, kterd #ikd, ze pocet prvka podgrupy H koneéné grupy G déli
pocet prvki grupy G.

Podrobnosti nalezne zdjemce napi. v prvni ¢dsti materidlu [VP].

Algoritmus A hledajici ndhodné svédka slozenosti &isla m (s rovnomérnym rozlozenim
pravdépodobnosti na mnoziné {a | 0 < a < m}) tedy uspéje s pravdépodobnosti minimélné
%, pokud m je slozené a v Z;, existuje alespon jeden svédek slozenosti.

Nejsme ovsem jesté tplné hotovi, protoze existuji (velmi fidkd) tzv. Carmichaelova ¢isla,
coz jsou slozend m u nichz plati a™~! = 1(mod m) pro véechna a € Z%,. (Nejmensi Carmi-
chaelovo ¢islo je 561 = 3-11-17.)

Algoritmus A se dé rozsifit na tzv. “Miller-Rabin test”, v némz se pojem svédka slozenosti
rozSiti tak, Ze pro kazdé slozené ¢islo m plati, ze mnozina nesvédku slozenosti ¢isla m tvori
vlastni podgrupu grupy Z;,.

Podrobnosti nalezne zdjemce rovnéz v prvni ¢dsti materidlu [VP].

Pozndmka. A¢ problém testovani prvociselnosti je takto uspokojivé vyfesen, nejsou znamy
zadné rychlé algoritmy pro nalezeni prvociselného rozkladu slozeného ¢isla. Tedy ac
napi. umime rychle zjistit, ze dané 500-mistné ¢islo je slozené, nezarucuje nam to rychlé
nalezeni netrividlntho délitele. Specialné, kdyz nam nékdo da 500-mistné ¢islo, které vy-
tvofil jako soué¢in dvou zhruba 250-mistnych prvocisel, neméame (zatim?) praktickou sanci
tato prvocisla najit. Mj. i na tom je zalozena bezpecnost uzivanych kryptografickych pro-
tokolu v digitalni komunikaci.
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Tiidy BPP, RP a co-RP

Jen poznamenejme, ze jsme mj. ukazali, ze problém prvociselnosti patii do t¥idy BPP (pfi
pouziti testu Miller-Rabin). Ve skutecnosti mél nas algoritmus jen jednostrannou chybu.

Ttida RP je tfida problému pro néjz existuji polynomialni pravdépodobnostni algoritmy,
které

1

e pro pozitivni instanci vydaji odpovéd ANO s pravdépodobnosti alespon 5

e pro negativni instanci vydaji odpovéd NE s pravdépodobnosti 1.

Je tedy vidét, ze RP je podmnozinou NP (proc?).

My jsme ukdzali, ze problém prvociselnosti pati{ do coRP (nebot jeho doplitkovy problém
patii do RP).

Poznamenejme, ze vztah tiidy BPP k NP je nejasny.
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Tyden 13

Zopakovani latky, specialné s ohledem na zkousku.

Okruhy ke zkousSce
A) Otézky “dukazové”:

1. Polynomiélni algoritmus pro maximalni vazené parovani na bipartitnich grafech.

N

Problém obchodniho cestujictho. Algoritmy pro metrickou tlohu. ObtiZznost aproximace
obecné tlohy.

Problém minimélniho Steinerova stromu.

Problém MinSetCover a hladovy aproximaéni algoritmus.

Aproximacni schéma pro 1lohu batohu a pro tlohu Min-load-scheduling.
Linearni programovéani. Dukaz slabé duality.

MinVertexCover a MinSetCover pomoci (relaxovaného) linedrniho programovéni (LP).

®© N ov e W

Celoéiselnost feseni LP. Totalné unimoduldrni matice. Maximalni parovani a vrcholové
pokryti na bipartitnich grafech.

9. Pravdépodobnostni algoritmy pro problémy Max-SAT a Max-Cut. Derandomizace me-
todou podminénych ocekavanych hodnot.

10. Testovani prvociselnosti. Fermatova véta. Moduldrni umocnovani.
B) Otézky pojmové a prehledové (vzdy s priklady)

Pojmy optimaliza¢ni problém, aproximac¢ni algoritmus a jeho aproximacni zaruky.
Obtiznost optimaliza¢nich problému. T¥idy PO a NPO, vztah k tiiddm P a NP.
Tiidy APX, PTAS, FPTAS.

Linearni programovéni a jeho varianty.

Simplexovy algoritmus. Metoda fezajicich rovin pro ILP.

Pravdépodobnostni algoritmy, t¥idy RP, co-RP, BPP.

ANl

Poznamky k pribéhu zkousky:
bez splnéného zapoctu nelze jit na zkousku;
prihlagovani na terminy vypsané v IS STAG (pokud neni domluveno jinak);
zkouska bude 1stni;
student si ndhodné vytdhne otdzku z okruhu A a bude mu pfidélena dopliujici otdzka z
okruhu B, z jiné oblasti nez bude zvolena otdzka z okruhu A;
¢as na pisemnou piipravu: minimélné 20 minut (bez moznosti pouzivéni donesenych ma-
teridlu);
¢as na ustni zkouseni: zhruba 30 minut.
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