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přehled o tom, o čem jsme diskutovali, a odkazuje na daľśı zdroje. (Přehled cvičeńı zpracovává
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Text je zhruba členěn po jednotlivých týdnech v semestru. Pro přehlednost zápis k jednot-
livému týdnu zač́ıná vždy na nové straně.

V textu se explicitně odkazujeme na následuj́ıćı zdroje, které jsou př́ıstupné z web-stránky
předmětu.

• [Sli] Slidy k předchoźımu běhu kurzu (př́ıstupné ze stránky J. Juračky pro cvičeńı).

• [KO] Text ke kombinatorické optimalizaci.

• [VP] Text k vybraným partíım teoretické informatiky (anglicky).
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Týden 1

Připomněli jsme si dále zmı́něné pojmy.

Algoritmus. Turing̊uv stroj jako reprezentace algoritmu. Časová složitost algoritmu (neboli
Turingova stroje). Prostorová složitost algoritmu.

(Výpočetńı) problém, rozhodovaćı (neboli ANO/NE) problém, optimalizačńı problém.

Tř́ıdy složitosti; jejich prvky jsou problémy (v základńı verzi rozhodovaćı problémy, nebo
též př́ıslušné jazyky).

Speciálně jsme připomněli polynomiálńı převeditelnost mezi problémy a pojem NP-úplnosti.

Připomněli jsme si, že u problému minimálńı kostry (MinSpanTree) funguje tzv. hladový
algoritmus a problém je v PTIME.

Uvědomili jsme si detailně, co je to optimalizačńı problém O a co je jeho rozhodovaćı verze
Odec.

Připomněli jsme, že problém vrcholového pokryt́ı (MinVertexCover) je NP-úplný, přesněji
řečeno, že jeho rozhodovaćı verze MinVertexCoverdec je NP-úplným problémem.

Zavedli jsme pojem aproximačńıho algoritmu pro daný optimalizačńı problém O. Je to
polynomiálńı algoritmus (tedy algoritmus s polynomiálńı časovou složitost́ı), který k instanci
problému O vydá př́ıpustné řešeńı, které však nemuśı být optimálńı. (Typicky se takové
algoritmy navrhuj́ı pro NP-těžké optimalizačńı problémy.)

Zavedli jsme pojem aproximačńıho poměru daného aproximačńıho algoritmu.

Ukázali jsme si, že přirozený hladový algoritmus pro MinVertexCover nemá konstantńı apro-
ximačńı poměr. Na druhou stranu jednoduchý algoritmus sestaveńı (jakéhokoli) množinově-
maximálńıho párováńı (množiny vzájemně neincidentńıch hran, která nelze zvětšit) ukazuje,
že MinVertexCover patř́ı do tř́ıdy APX(2), tj. do tř́ıdy (optimalizačńıch) problémů, pro něž
existuj́ı algoritmy s aproximačńım poměrem nejvýš 2.

Studijńı podklady:

V [Sli] najdete část nazvanou ”Complexity review”a také ”Introduction to approximation
algorithms”.

V [KO] je podobná látka obsažena v částech ”Týden 11”a ”Týden 12”.

V [VP] se jedná o kapitolu 6 (Approximation algorithms).

Ve všech zmı́něných materiálech jsou i odkazy na daľśı zdroje.

Pro pohodĺı čtenáře jsou ńı̌ze zkoṕırovány př́ıslušné pasáže z [KO].

===================

NP-obt́ıžnost problémů (kombinatorické optimalizace).

Jako hlavńı nové téma jsme diskutovali fakt, že pro mnohé problémy kombinatorické opti-
malizace nejsou známy (a “pravděpodobně” ani neexistuj́ı) polynomiálńı algoritmy. Ukazuje
se, že problémy kombinatorické optimalizace se daj́ı (velmi) zhruba rozdělit na dvě skupiny:
polynomiálńı a NP-těžké (což typicky znamená NP-ekvivalentńı). Připomeňme si základńı
pojmy potřebné k této diskusi.

Výpočetńı problémy a rozhodovaćı problémy. Výpočetńı problém, stručně jen problém,
je dán množinou vstup̊u (neboli instanćı), množinou výstup̊u a zobrazeńım, které každému
vstupu přǐrazuje výstup; v základńı definici je přǐrazen každému vstupu právě jeden výstup,
my ale budeme rovnou poč́ıtat s problémy, kde př́ıslušných výstup̊u může být v́ıce.
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Přǐrazeńı v́ıce možných výstup̊u k jednomu vstupu je u optimalizačńıch problémů běžné.

Např. problém minimálńı kostry grafu (označený třeba MST, minimal spanning tree) má

jako instance neorientované grafy s váhami na hranách a koster s minimálńı váhou může

existovat k danému grafu v́ıce. (Problém MST tedy obecně přǐrazuje k danému vstupu

v́ıce výstup̊u; u př́ıslušného řeš́ıćıho algoritmu nám ovšem stač́ı, že vrát́ı jeden z nich.)

Množina vstup̊u je typicky spočetná a součást́ı zadáńı problému je i konkrétńı prezentace
vstup̊u a výstup̊u; každý vstup či výstup de facto odpov́ıdá jisté konečné posloupnosti bit̊u,
tedy řetězci nul a jedniček.

Konkrétńı reprezentace (neboli “kódováńı”) vstup̊u a výstup̊u je většinou implicitńı; v

našich úvahách prostě předpokládáme nějakou přirozenou reprezentaci, ale detaily jsou

v našem kontextu většinou ned̊uležité. (Např. graf lze reprezentovat incidenčńı matićı,

matici pak sekvenćı řádk̊u s oddělovači; jiná, v našem kontextu ekvivalentńı, prezentace

je sekvence hran grafu zapsaných jako dvojice vrchol̊u, apod.)

Důležitá konkrétnost, na ńıž někdy spoč́ıvá výpočetńı složitost problému, je zp̊usob

reprezentace č́ısel. Standardně předpokládáme binárńı zápis, př́ıpadně dekadický; hod-

nota č́ısla je tak exponenciálně velká vzhledem k délce jeho zápisu. (Jelikož log2 n =

(log2 10) · (log10 n), plat́ı log2 n ∈ Θ(log10 n), tj. log2 n ∈ O(log10 n) a log10 n ∈ O(log2 n),

a proto je pro účely analýzy složitosti algoritmů nepodstatné, zda použ́ıváme binárńı či

dekadický zápis. Pokud bychom ovšem použili unárńı zápis, v němž je č́ıslo prezentováno

počtem “čárek”, složitost algoritmu jakožto funkce velikosti vstupu se typicky zmenš́ı.)

Speciálńı tř́ıdu problémů (která hraje d̊uležitou roli při charakterizaci výpočetńı složitosti
problémů) tvoř́ı rozhodovaćı problémy (decision problems), u nichž je každému vstupu přǐrazen
právě jeden z výstup̊u ANO (neboli “true” neboli “1” neboli “accept”) a NE (neboli “false”
neboli “0” neboli “reject”).

Konkrétńı rozhodovaćı problém lze tak přirozeně popsat zadáńım instanćı (vstup̊u) a

zjǐst’ovaćı otázkou, na niž je pro každý vstup odpověd’ ANO nebo NE.

Problém SAT. Výsadńı postaveńı v našem kontextu má problém SAT (satisfiability), což je
rozhodovaćı problém, u nějž jsou instancemi booleovské formule a otázkou je, zda je daná for-
mule splnitelná (tedy zda existuje pravdivostńı ohodnoceńı proměnných, při němž je formule
pravdivá). Př́ıkladem formule φ, či podrobněji φ(x1, x2, x3, x4, x5) (což označuje, že všechny
proměnné vyskytuj́ıćı se ve φ jsou z množiny {x1, x2, x3, x4, x5}), je

(x1 ∨ ¬x2 ∨ x5) ∧ (¬x1 ∨ x3 ∨ ¬x4) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3 ∨ x4);

tato formule je zároveň př́ıkladem instance problému 3-SAT, protože je v konjunktivńı
normálńı formě (conjunctive normal form, CNF) a každá klauzule (tj. “konjunkt”, který je dis-
junkćı literál̊u, kde literál je proměnná nebo jej́ı negace) obsahuje právě tři literály. V souladu
se standardńı prax́ı budeme u SAT předpokládat formule (rovnou) v CNF. (Uvedená formule
je očividně splnitelná, jak demonstruje např. ohodnoceńı splňuj́ıćı x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1.)

Popisujeme-li např. podmı́nky, které má splňovat nějaký systém (např. př́ıpustné řešeńı

úlohy kombinatorické optimalizace), jedná se často o konjunkci (mnoha) jednoduchých

podmı́nek; konjunktivńı normálńı forma je tak velmi přirozená. Jinak jistě v́ıte, že každá

booleovská formule se dá převést na ekvivalentńı formuli v CNF; ovšem tento převod
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v některých př́ıpadech nutně vede k exponenciálně větš́ı formuli. Jeden úkol vás žádá

o návrh polynomiálńıho algoritmu, který k obecné formuli φ sestroj́ı φ′, která sice neńı

ekvivalentńı φ, ale je splnitelná právě tehdy, když φ je splnitelná.

Neńı těžké nahlédnout, že pro typický problém kombinatorické optimalizace lze př́ımočaře
popsat množinu př́ıpustných řešeńı jako konjunkci jednoduchých podmı́nek, konkrétněji tedy
booleovskou formuĺı v CNF. (Úkoly také žádaj́ı demonstraci v konkrétńıch př́ıpadech.) U
popisu podmı́nky optimality (minimality či maximality účelové funkce pro dané řešeńı) je to
komplikovaněǰśı.

Přirozeným zobecněńım problému SAT je problém Q-SAT (také označovaný QBF, Quan-

tified Boolean Formulas), kde proměnné mohou být kvantifikovány. Pro zjednodušeńı úvah

se často uvažuje jen př́ıpad, kdy jsou všechny proměnné kvantifikovány (tedy neexistuj́ı

volné proměnné); v tom př́ıpadě je splnitelnost formule totéž co pravdivost a nesplnitel-

nost totéž co nepravdivost. Problém SAT je opravdu speciálńım př́ıpadem Q-SAT: for-

mule φ(x1, . . . , xn) je totiž splnitelná právě tehdy, když formule ∃x1 · · · ∃xnφ(x1, . . . , xn)

je pravdivá.

Optimalitu řešeńı lze př́ımočaře popsat kvantifikovanou booleovskou formuĺı (kde binárně

zapsaná č́ısla reprezentujeme sekvencemi booleovských proměnných). Ovšem s výpočetńı

složitost́ı (obecného) problému Q-SAT je to horš́ı, jak se ještě zmı́ńıme. Proto je zde

vhodněǰśı využ́ıt těsné výpočetńı vazby na rozhodovaćı problémy, u nichž kvantifikátory

nepotřebujeme.

Rozhodovaćı verze optimalizačńıch problémů. Každému optimalizačńımu problému P
(žádaj́ıćımu pro daný vstup vydáńı př́ıpustného výstupu, který je optimálńı vzhledem k za-
dané účelové funkci) odpov́ıdá př́ıslušný rozhodovaćı problém Pdec (dec jako “decision”): Pdec
má jako vstup instanci problému P a č́ıslo ℓ a otázkou je, zda existuje př́ıpustné řešeńı s
hodnotou účelové funkce alespoň ℓ (v př́ıpadě maximalizačńıho problému) či nanejvýš ℓ (v
př́ıpadě minimalizačńıho problému). Problém Pdec je pak už vcelku snadné vyjádřit jako
speciálńı př́ıpad problému SAT.

Úkoly žádaj́ı také ukázat těsný “výpočetńı” vztah mezi P a Pdec. Stručně řečeno: umı́me-li

rychle řešit jeden z nich, umı́me také rychle řešit druhý.

Výpočetńı složitost algoritmů a problémů. Problém je algoritmicky řešitelný, jestliže
existuje algoritmus, který ke každému vstupu “vypočte” př́ıslušný výstup (nebo jeden z
výstup̊u, které problém danému vstupu přǐrazuje). U rozhodovaćıho problému ř́ıkáme také
algoritmicky rozhodnutelný, nebo jen rozhodnutelný, mı́sto “algoritmicky řešitelný”.

Problémy kombinatorické optimalizace jsou v principu vždy algoritmicky řešitelné tzv. hru-
bou silou (brute force), kdy jsou systematicky probrána všechna př́ıpustná řešeńı. Těch je
ovšem typicky exponenciálně mnoho (podmnožin množiny s n prvky je totiž 2n) a již pro
vstupy, u nichž př́ıslušná základńı množina (třeba hran grafu) má několik deśıtek prvk̊u, se
výsledku výpočtu takového algoritmu nedočkáme.

Obecně se za nutnou podmı́nku praktické použitelnosti algoritmu považuje polynomialita:
algoritmus A má polynomiálńı časovou složitost, neboli je polynomiálńı, neboli má složitost
O(nk) pro nějaké k ∈ N, jestliže existuj́ı konstanty c, k ∈ N takové, že výpočet algoritmu A
na jakýkoli vstup velikosti n skonč́ı v nanejvýše c · nk kroćıch.

4



Samozřejmě by bylo třeba upřesnit, co se rozumı́ kroky algoritmu. T́ımto vyjádřeńım

se odkazujeme k nějakému konkrétńımu “programovaćımu jazyku”, což může být jak

skutečný programovaćı jazyk jako C či Java, tak matematický model typu Turingova

stroje, stroje RAM, apod. Pro naše účely si stač́ı uvědomit, že pojem “polynomialita

algoritmu” je dostatečně robustńı, tedy nezávislý na tom, jaký konkrétńı výpočetńı model

[v němž algoritmy “implementujeme”] máme na mysli.

O problému řekneme, že je polynomiálńı, jestliže existuje polynomiálńı algoritmus, který jej
řeš́ı.

Tř́ıdy složitosti P, FP, NP. Tř́ıda P (tj. PTIME) je tř́ıda (neboli množina) rozhodovaćıch
problémů, které jsou řešitelné polynomiálńımi algoritmy (tj. algoritmy s polynomiálńı časovou
složitost́ı). Tř́ıda FP (F ze slova Funkce, rozumı́ se funkce přǐrazuj́ıćı vstup̊um výstupy, resp.
množiny výstup̊u) je tř́ıda (obecných) problémů řešitelných polynomiálńımi algoritmy.

Např. problém nejkratš́ıch cest, problém maximálńıho toku, problém minimálńı kostry,

problém maximálńıho váženého párováńı v grafu, i obecný problém lineárńıho progra-

mováńı patř́ı do FP. (Jak jsme již diskutovali, simplexový algoritmus neńı polynomiálńı,

kv̊uli exponenciálńımu běhu na některých [byt’ ř́ıdce se v praxi vyskytuj́ıćıch] instanćıch,

ale k problému LP existuj́ı jiné algoritmy, které polynomiálńı jsou.) Do FP samozřejmě

patř́ı i neoptimalizačńı problémy, jako je např. tř́ıděńı a spousta daľśıch problémů.

Někdy se mezi tř́ıdami P a FP nerozlǐsuje; pak P (či PTIME) označuje de facto FP.
Tř́ıdou NP, tj. NPTIME (Nondeterministic Polynomial TIME), se rozumı́ (vždy jen) tř́ıda
rozhodovaćıch problémů, které jsou řešitelné polynomiálńımi nedeterministickými algoritmy.

Nedeterministický algoritmus lze chápat jako standardńı (deterministický) algoritmus obo-
hacený o možnost instrukce typu (x := 0 [] x := 1), kde [] představuje nedeterministický
výběr: konkrétńı výpočet algoritmu provedeńım této instrukce přǐrad́ı do x bud’ 0 nebo 1. Při
použit́ı takových instrukćı má př́ıslušný algoritmus k danému vstupu v́ıce možných výpočt̊u.

Řekneme, že nedeterministický algoritmus A řeš́ı rozhodovaćı problém P, jestliže pro každý
vstup problému P, kterému problém přǐrazuje výstup ANO, existuje alespoň jeden výpočet
algoritmu A, který vrát́ı ANO, a pro každý vstup problému P, který má přǐrazen výstup NE,
vrát́ı všechny výpočty algoritmu A odpověd’ NE.

Polynomialita nedeterministického algoritmu A je definována stejně jako u determinis-
tického: muśı existovat c, k tak, že každý výpočet algoritmu A pro vstup velikosti n skonč́ı za
nanejvýš c · nk krok̊u.

Každý problém z P je tedy v NP (nebot’ deterministický algoritmus je de facto speciálńım

př́ıpadem nedeterministického algoritmu); plat́ı tak P⊆NP (ale otázka, zda se jedná o

vlastńı inkluzi, je dlouhodobě otevřená). Např. o problému SAT nev́ıme, zda patř́ı do P,

ale do NP patř́ı očividně: př́ıslušný algoritmus pro vstup φ(x1, . . . , xn) provede sekvenci

instrukćı (x1 := 0 [] x1 := 1), . . . , (xn := 0 [] xn := 1), pak vyhodnot́ı φ pro zvolené

ohodnoceńı (přǐrazené do “programových proměnných” x1, . . . , xn) a výsledek vrát́ı (true

jako ANO a false jako NE).

Nedeterministický algoritmus v uvedeném smyslu neńı samořejmě nijak “praktický”; jedná

se ale o pojem umožňuj́ıćı elegantńı zachyceńı mnohých aspekt̊u složitosti problémů.

Rozhodovaćı problémy Pdec př́ıslušné problémům kombinatorické optimalizace P jsou v zásadě
všechny v NP.
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Použ́ıvá se i definice tř́ıdy FNP. Problém, přǐrazuj́ıćı každému vstupu množinu výstup̊u
(třeba prázdnou), patř́ı do FNP, jestliže existuje nedeterministický polynomiálńı algorit-
mus, pro nějž plat́ı

1. každý výpočet pro vstup w skonč́ı vydáńım nějakého výstupu z množiny přǐrazené
vstupu w nebo odpověd́ı NE;

2. jestliže množina výstup̊u přǐrazená vstupu w neńı prázdná, pak alespoň jeden
výpočet pro w vydá výstup z této množiny.

Do FNP tak patř́ı např. tato modifikace problému SAT: vstup je booleovská formule φ a

př́ıslušná množina výstup̊u je množina všech pravdivostńıch ohodnoceńı proměnných ve

φ, pro něž je φ pravdivá.

Polynomiálńı převeditelnost mezi problémy (P ⪯T
p P ′ a P ⪯p P ′). Při programováńı

typicky použ́ıváme funkce (procedury) z nějaké knihovny. Představme si ted’, že máme k
dispozici proceduru, která rozhoduje jistý rozhodovaćı problém O (např. SAT), a že máme
program (algoritmus) A, který řeš́ı problém P, přičemž může (v́ıcekrát) volat proceduru pro
O (při každém voláńı j́ı předlož́ı konkrétńı vstup neboli parametr). Pokud je A deterministický
polynomiálńı algoritmus za předpokladu, že každé voláńı funkce O se poč́ıtá jako (pouhý) je-
den krok, tak jsme ukázali, že problém P je turingovsky polynomiálně převeditelný na problém
O, což znač́ıme P ⪯T

p O (symbol T odkazuje k “turingovsky”, p odkazuje k “polynomiálně”).

Jinými slovy: pokud máme tzv. orákulum O, tj. rozhodovaćı problém, jehož instance

umı́me (hypoteticky) řešit (tedy zodpov́ıdat ANO/NE) v jednom kroku, tak P ⪯T
p O

znamená, že P umı́me řešit v polynomiálńım čase, relativizovaném vzhledem k O; v jiném

značeńı naṕı̌seme P ∈ FPO, kde FPO je tř́ıda problémů řešitelných (deterministickými)

polynomiálńımi algoritmy, které mohou využ́ıvat orákula O.
Tř́ıda PTIMEO je pak restrikćı tř́ıdy FPO na rozhodovaćı problémy.

Pozorováńı. Když P ⪯T
p O a O ∈ PTIME, tak P ∈ FP. Když P ⪯T

p O a P ̸∈ FP, tak
O ̸∈ PTIME.

(Uvědomte si d̊ukaz, snadno plynoućı z faktu, že složeńı polynomů je polynom; tedy funkce
p2(p1(n)) je polynom, jsou-li p1, p2 polynomy.)

Lze přirozeně definovat
P1 ⪯T

p P2
i pro obecný problém P2 (nejen rozhodovaćı). Pak ovšem do práce př́ıslušného polynomiálńıho
algoritmu pro P1 (který může volat proceduru pro P2) muśıme započ́ıtat i čteńı výsledk̊u, které
voláńı procedury pro P2 vracej́ı; velikost těchto výsledk̊u muśı být tedy také polynomiálně
omezená (vzhledem ke vstupu problému P1).
Relace ⪯T

p na množině všech problémů je kvazi-uspořádáńı, nebot’ je reflexivńı a tranzitivńı

(pro každý problém P plat́ı P ⪯T
p P; ze vztah̊u P1 ⪯T

p P2, P2 ⪯T
p P3 plyne P1 ⪯T

p P3
[protože složeńı polynomů je polynom]). Přirozeně tak dostáváme i ekvivalenci

P1 ≡T
p P2 definovanou konjunkćı P1 ⪯T

p P2 ∧ P2 ⪯T
p P1,

která vystihuje vztah “problémy P1 a P2 jsou stejně těžké” z abstraktńı perspektivy, jež vid́ı
polynomialitu algoritmu jako “atom” (na jehož detaily, jako je stupeň polynomu apod., se
ned́ıváme).
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Jeden úkol žádá upřesněńı dř́ıve zmiňované úzké vazby výpočetńı složitosti optimalizačńıho
problému a jeho rozhodovaćı verze. Za rozumných (běžně splněných) podmı́nek plat́ı pro
optimalizačńı problém O vztah

O ≡T
p Odec.

Speciálńım př́ıpadem turingovské polynomiálńı převeditelnosti je (standardńı) polynomiálńı
převeditelnost (také nazývaná “polynomial many-one reducibility”) mezi rozhodovaćımi
problémy: ř́ıkáme, že (rozhodovaćı problém) P1 je polynomiálně převeditelný na (rozhodovaćı
problém) P2, což znač́ıme

P1 ⪯p P2
(tedy bez horńıho indexu T ), jestliže existuje polynomiálńı algoritmus, který pro instanci I1
problému P1 sestroj́ı instanci I2 problému P2 tak, že odpověd’ (ANO/NE) přǐrazená k I1 v
problému P1 je stejná jako odpověd’ přǐrazená k I2 v problému P2.
Pozorováńı. Jestliže P1 ⪯p P2 a P2 ⪯p P3, tak P1 ⪯p P3 (tedy ⪯p je tranzitivńı).

Jestliže P1 ⪯p P2 a P2 ∈ PTIME, pak P1 ∈ PTIME. (Tedy jestliže P1 ⪯p P2 a P1 ̸∈ PTIME,
pak P2 ̸∈ PTIME.)

NP-těžké, NP-úplné a NP-ekvivalentńı problémy.
Rozhodovaćı problém P je NP-těžký, jestliže pro každý problém P ′ ∈ NPTIME plat́ı P ′ ⪯p P;
jestliže nav́ıc plat́ı P ∈ NPTIME, pak P je NP-úplný.

Připomněli jsme si tuto d̊uležitou větu:

Věta(Cook). SAT je NP-úplný.

Idea d̊ukazu neńı těžká, jen technická: Když máme problém P ∈ NPTIME, tak k němu

existuje nedeterministický Turing̊uv strojM a konstanty c, k tak, žeM rozhoduje problém

P (tedy má alespoň jeden akceptuj́ıćı výpočet pro vstup w právě tehdy, když vstupu w

přǐrazuje P odpověd’ ANO) a pro každý vstup w velikosti n vykoná M nanejvýš c ·
nk krok̊u, tedy také projde nejvýše c · nk konfiguracemi, jež zahrnuj́ı pamět’ velikosti

nejvýše c·nk. Posloupnost takových konfiguraćı lze př́ımočaře popsat booleovskou formuĺı,

která mj. obsahuje jednu proměnnou pro každé poĺıčko paměti v každém kroku výpočtu.

Konjunkćı (polynomiálně mnoha) jednoduchých “lokálńıch” vztah̊u mezi proměnnými

př́ımočaře poṕı̌seme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku k tomu, aby splňuj́ıćı pravdivostńı

ohodnoceńı odpov́ıdalo akceptuj́ıćımu výpočtu M pro vstup w.

Obecný (např. optimalizačńı) problém P je NP-těžký, jestliže pro každý problém P ′ ∈ NPTIME
plat́ı P ′ ⪯T

p P. Řekneme, že P je NP-lehký, jestliže existuje problém P ′ ∈ NPTIME takový,

že P ⪯T
p P ′. Když P je NP-těžký i NP-lehký, tak je NP-ekvivalentńı.

NP-úplnost se tedy vztahuje pouze k rozhodovaćım problémům a (standardńı) poly-

nomiálńı převeditelnosti ⪯p .

K rozhodovaćımu problému P lze přirozeně definovat doplňkový problém co-P (comple-

ment of P): instance z̊ustávaj́ı stejné, ale výstupy ANO/NE jsou prohozeny. (Takže mj.

plat́ı co-(co-P) = P.) Např. u problému co-SAT (také označovaného UNSAT) se vlastně

ptáme, zda daná formule je nesplnitelná.

Všimněme si, že plat́ı P ⪯T
p co-P (a co-P ⪯T

p P); ovšem P ⪯p co-P obecně neplat́ı.

Proto má smysl zkoumat i tř́ıdu co-NP (tř́ıdu doplňkových problémů pro problémy z

NP), která také obsahuje tř́ıdu P, ale je možná r̊uzná od NP (za předpokladu P̸=NP).

Problém co-SAT možná neńı v NP, ale je ve smyslu našich definic NP-ekvivalentńı.
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Poznamenejme ještě, že NP i co-NP jsou podmnožinami množiny PSPACE, která obsahuje

problémy řešitelné algoritmy, jimž stač́ı k běhu polynomiálně omezená pamět’ (byt’ třeba

dělaj́ı exponenciálně mnoho krok̊u). Např. dř́ıve zmiňovaný problém Q-SAT je PSPACE-

úplný (je v PSPACE a každý problém z PSPACE lze na něj polynomiálně převést). Kupo-

divu neńı ovšem dokázáno ani to, že PTIME je vlastńı podtř́ıdou PSPACE, ač to vypadá

“hodně pravděpodobně”.

Následuj́ıćı (jednoduché) tvrzeńı ukazuje, proč je zjǐstěńı NP-obt́ıžnosti u konkrétńıch
problémů d̊uležité (nemá u nich pak smysl hledat polynomiálńı řeš́ıćı algoritmus a muśıme
k praktickému řešeńı přistoupit jinak), a zároveň ukazuje zp̊usob umožňuj́ıćı z NP-obt́ıžnosti
jednoho problému vyvodit NP-obt́ıžnost jiného.

Tvrzeńı.

a/ Pokud P ̸=NP (což vypadá “velmi pravděpodobně”), tak žádný NP-těžký problém neńı
polynomiálńı.

b/ Když P je NP-těžký a P ⪯p P ′, pak P ′ je NP-těžký.

Využit́ım NP-úplnosti (a tedy NP-obt́ıžnosti) problému SAT jsme vyvodili NP-úplnost
problému hamiltonovského cyklu, označeného HC: instanćı je orientovaný graf a otázkou
je, zda existuje (orientovaný) cyklus, který projde každým vrcholem právě jednou. Tento
problém je očividně v NP (jak vypadá př́ıslušný nedeterministický algoritmus?); jeho NP-
obt́ıžnost jsme vyvodili tak, že jsme ukázali

SAT⪯pHC

K formuli φ v CNF s m klauzulemi C1, . . . , Cm a n proměnnými x1, . . . , xn, kde žádná Ci

neobsahuje xj i ¬xj (takovou př́ıpadnou Ci prostě vypust́ıme), postupně zkonstruujeme
orientovaný graf Gφ takto:

Vytvoř́ıme “startovaćı vrchol” s, vrcholy označené x1,¬x1, . . . , xn,¬xn a C1, . . . , Cm,
a dodáme hrany (s, x1), (s,¬x1), (xn, s), (¬xn, s) a (xi, xi+1), (xi,¬xi+1), (¬xi, xi+1),
(¬xi,¬xi+1) pro i = 1, 2, . . . , n−1.
Pak dodáme cestu z x1 do ¬x1 délky 2m+1 přes nově přidané vrcholy v11 , . . . , v

1
2m. Pokud

se x1 vyskytuje v klauzuli Ci, přidáme nav́ıc hrany (v2i−1, Ci), (Ci, v2i) (to uděláme pro
všechny Ci obsahuj́ıćı x1).

K cestě z x1 do ¬x1 přes vrcholy v11 , . . . , v
1
2m přidáme (hrany tvoř́ıćı) opačnou cestu z

¬x1 do x1 přes vrcholy v12m, . . . , v11 . Pokud se ¬x1 vyskytuje v klauzuli Ci, přidáme nav́ıc
hrany (v2i, Ci), (Ci, v2i−1).

Toto zopakujeme pro x2, dodáńım nových vrchol̊u v21 , . . . , v
2
2m a přidáńım př́ıslušných

hran, a pak pro x3, x4, . . . , xn.

Proved’te si detailně argumentaci, proč splnitelnost výchoźı formule φ implikuje existenci

hamiltonovského cyklu v zkonstruovaném grafu Gφ a proč je tomu i naopak (existence

hamiltonovského cyklu v Gφ implikuje splnitelnost formule φ).

Úkoly nás dále vedou k zamyšleńı, jak využ́ıt NP-obt́ıžnosti problému HC k prokázáńı NP-
obt́ıžnosti problému HK, tj. problému hamiltonovské kružnice, tedy hamiltonovského cyklu
v neorientovaném grafu. Problém HK lze pak jednoduše využ́ıt k prokázáńı toho, že problém
TSP (Travelling Salesman Problem) je NP-ekvivalentńı (a jeho rozhodovaćı verze TSPdec je
NP-úplná).
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Problém TSP je jedńım z centrálńıch problémů kombinatorické optimalizace, pro nějž

neńı znám polynomiálńı algoritmus. My jsme si jej ilustrovali na jeho speciálńım (také

NP-ekvivalentńım) př́ıpadu optimálńıho vrtáńı děr do desky plošných spoj̊u (jak je to

také uvedeno na začátku knihy [3]).

NP-úplnost max. nezávislé množiny (či kliky) a min. vrcholového pokryt́ı.
Uvedli jsme myšlenku převodu SAT⪯pMaxIndSetdec, kde MaxIndSet (Maximum Independent
Set) je optimalizačńı problém přǐrazuj́ıćı neorientovanému grafu G = (V,E) (jakožto vstupu
problému) množinu největš́ıch nezávislých množin (jakožto množinu př́ıslušných výstup̊u);
množina V ′ ⊆ V je nezávislá, jestliže mezi žádnými vrcholy u, v ∈ V ′ nevede hrana (tedy
∀u, v ∈ V ′ : {u, v} ̸∈ E).

“Největš́ı” je samozřejmě myšleno vzhledem k počtu prvk̊u.

V (částečném) uspořádáńı podle inkluze je maximálńı nezávislá množina každá ta-
ková nezávislá množina, která neńı vlastńı podmnožinou jiné nezávislé množiny. Např.
ve “hvězdicovém” grafu ({0, 1, 2, . . . , n}, {{0, 1}, {0, 2}, . . . , {0, n}}) je v tomto smyslu
{0} maximálńı nezávislou množinou. Nějakou maximálńı nezávislou množinu v tomto
smyslu samozřejmě sestroj́ıme velmi rychle: postupně označujeme vrcholy tak, aby mezi
označenými nebyla hrana, až už daľśı vrchol označit nelze.

Slovem “maximálńı” v našem kontextu se odkazujeme ke kvazi-uspořádáńı podle počtu
prvk̊u (relace kvazi-uspořádáńı je reflexivńı a tranzitivńı, ne nutně antisymetrická); proto
bychom sṕı̌s měli použ́ıvat “největš́ı” (anglicky maximum-cardinality), ale k nedorozuměńı
by nemělo docházet. (V hvězdicovém grafu je pro n ≥ 2 jediná maximálńı množina v tomto
smyslu, a sice {1, 2, . . . , n}. Např. v úplném bipartitńım grafu se stejně velkými partitami
jsou maximálńı [tj. největš́ı] nezávislé množiny dvě.)

Připomeňme si, že systém nezávislých množin na grafu netvoř́ı matroid, tedy př́ımočarý

hladový algoritmus ke konstrukci maximálńı (tj. největš́ı) nezávislé množiny nemáme. Je-

likož si ted’ odvozujeme, že problém MaxIndSet je NP-ekvivalentńı (problém MaxIndSetdec
je NP-úplný), tak to znamená, že nemáme ani jakýkoli jiný polynomiálńı algoritmus řeš́ıćı

tento problém, tedy vracej́ıćı pro G = (V,E) nějakou nezávislou množinu s největš́ım

možným počtem prvk̊u.

Myšlenka převodu SAT⪯pMaxIndSetdec je jednoduchá:

Ke každé klauzuli (ve výchoźı formuli v CNF) sestroj́ıme úplný graf, jehož vrcholy
odpov́ıdaj́ı literál̊um v klauzuli; tyto grafy dáme dohromady (vezmeme jejich dis-
junktńı sjednoceńı) a nav́ıc spoj́ıme hranou každé dva “vzájemně nekompatibilńı”
vrcholy, tj. takové vrcholy, kde jeden odpov́ıdá literálu xj a druhý literálu ¬xj .
Jako limit m vezmeme počet klauzuĺı, tedy počet oněch úplných podgraf̊u, z nichž
každý může do nezávislé množiny přispět nanejvýš jedńım vrcholem.

Důkaz korektnosti konstrukce:

i/ Když je výchoźı formule splnitelná, tedy existuje pravdivostńı ohodnoceńı, při němž
každá klauzule obsahuje alespoň jeden pravdivý literál, tak v sestrojeném grafu očividně
existuje nezávislá množina I velikosti m (z každého úplného podgrafu odpov́ıdaj́ıćıho
jedné klauzuli do I zařad́ıme jeden vrchol odpov́ıdaj́ıćı pravdivému literálu).

ii/ Naopak, když v sestrojeném grafu existuje nezávislá množina I velikosti m (pro každou
klauzuli tedy jej́ı úplný podgraf přispěl jedńım vrcholem), tak jistě existuje pravdivostńı
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ohodnoceńı, při němž jsou všechny literály odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um z I pravdivé; toto
zobrazeńı také očividně splňuje výchoźı formuli.

U problému MaxClique jde omaximálńı kliku v grafu (tedy úplný podgraf s největš́ım možným
počtem vrchol̊u). Je zřejmé, že když V ′ ⊆ V je nezávislá množina v grafu G = (V,E), tak V ′

je klika v “doplňkovém grafu”

G′ = (V,E′), kde E′ = {{u, v} | u ̸= v a {u, v} ̸∈ E},

a také naopak (když V ′ je klika v G, tak V ′ je nezávislá množina v G′). Je tedy očividné, že

MaxIndSetdec ≡p MaxCliquedec,

kde P ≡p P ′ znamená, že P ⪯p P ′ a P ′ ⪯p P.
Problém MaxCliquedec je tedy také NP-úplný. (Př́ıslušnost k NP je jako obvykle zřejmá.)

Standardně uvažujeme grafy bez smyček (kde smyčka je hrana, jej́ıž konce jsou stejným
vrcholem). Takže smyčky nejsou ani v p̊uvodńım grafu, ani v doplňkovém (pokud někdy
neřekneme jinak).

Ještě poznamenejme, že explicitně nerozeb́ıráme praktické problémy, které motivuj́ı uve-

dené pojmy, ale neńı těžké si souvislosti z praxe uvědomit. Např. pojem nezávislé množiny

se přirozeně objev́ı, když máme sestavit např. nějaký výbor z osob, které nejsou ve

vzájemném osobńım vztahu (zp̊usobuj́ıćım konflikt zájmů), apod.

O vrcholovém pokryt́ı jsme již mluvili; pro graf G = (V,E) je C ⊆ V vrcholovým pokryt́ım
(vertex cover), jestliže každá hrana je incidentńı s C (tedy ∀{u, v} ∈ E : {u, v} ∩ C ̸= ∅).
Snadno nahlédneme:

Pozorováńı V grafu G = (V,E) je V ′ ⊆ V nezávislou množinou právě tehdy, když V ∖ V ′

je vrcholovým pokryt́ım.

Z toho plyne, že v grafu s n vrcholy existuje nezávislá množina velikosti (alespoň) m
právě tehdy, když v něm existuje vrcholové pokryt́ı velikosti (nanejvýš) n−m. Proto máme
MaxIndSetdec ≡p MinVertexCoverdec; problém MinVertexCover přǐrazuje grafu vrcholová po-
kryt́ı s nejmenš́ım možným počtem vrchol̊u. Rozhodovaćı problém MinVertexCoverdec je tedy
také NP-úplný (a optimalizačńı problém MinVertexCover je NP-ekvivalentńı).

Aproximačńı algoritmy a stupně aproximovatelnosti optimalizačńıch problémů.

Daľśım tématem našeho kurzu (tématem, do kterého samozřejmě zase jen “povrchově za-
brouśıme”) jsou aproximačńı algoritmy pro těžké (lze přesněji ř́ıci NP-těžké) optimalizačńı
problémy.

Připomeňme, že optimalizačńı problém je určen

a/ množinou vstup̊u (instanćı problému),

b/ přǐrazeńım množiny př́ıpustných řešeńı každému vstupu,

c/ účelovou funkćı, přǐrazuj́ıćı vstupu a jemu př́ıslušnému př́ıpustnému řešeńı nějakou reálnou
(často nezápornou) hodnotu,

d/ a informaćı, zda se jedná o maximalizaci či minimalizaci.
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Zamýšlenými výstupy problému k danému vstupu jsou pak optimálńı řešeńı, tedy př́ıpustná
řešeńı, pro něž je hodnota účelové funkce maximálńı či minimálńı. Algoritmus řeš́ıćı daný
optimalizačńı problém má tedy k zadanému vstupu vrátit nějaké optimálńı řešeńı či sděleńı,
že takové řešeńı neexistuje.

Optimálńı řešeńı neexistuje bud’ proto, že neexistuje žádné př́ıpustné řešeńı, nebo proto,

že existuje nekonečně mnoho př́ıpustných řešeńı a účelová funkce na nich neńı omezená

[shora pro maximalizaci a zdola pro minimalizaci]. Připomeňme, že u problémů kombina-

torické optimalizace je množina př́ıpustných řešeńı konečná, nebot’ tato řešeńı jsou jistými

podmnožinami nějaké konečné množiny; při systematickém prohledáváńı všech řešeńı hru-

bou silou ovšem typicky dojde ke “kombinatorické explozi”, což znamená, že počet řešeńı

roste exponenciálně vzhledem k velikosti vstupu.

Již v́ıme, že u NP-těžkých problémů nemůžeme doufat v polynomiálńı algoritmy nalézaj́ıćı op-
tima. Jelikož tyto problémy muśıme v praxi nějak řešit, je přirozené hledat např. aproximačńı
algoritmy.

Aproximačńı algoritmus pro daný optimalizačńı problém je rychlý (rozuměj polynomiálńı)
algoritmus, který pro každý vstup vrát́ı nějaké př́ıpustné řešeńı; to nemuśı být optimálńı,
jen optimum nějak “aproximuje”. Naš́ı snahou samozřejmě je, aby algoritmus aproximoval co
nejlépe, tedy aby se hodnoty účelové funkce pro j́ım vydaná př́ıpustná řešeńı co nejv́ıce bĺıžila
optimu.

Aproximačńı poměr. Přirozená možnost, jak zachytit kvalitu aproximačńıho algoritmu,
je zkoumáńı tzv. aproximačńıho poměru, což ted’ objasńıme.

Mějme optimalizačńı problém O (třeba TSP) a aproximačńı algoritmus A pro problém O
(třeba hladový algoritmus pro TSP: vždy jed’ do nejbližš́ıho města, které jsi dosud nenavšt́ıvil).
Předpokládejme, že účelová funkce dává jen kladné hodnoty a optimum pro každý vstup
existuje; hodnotu účelové funkce pro vstup x a jeho optimálńı řešeńı označ́ıme vopt(x) (u TSP
je to tedy délka nejkratš́ı okružńı cesty pro graf popsaný vstupem x).

Ke vstupu x problému O (v př́ıpadě TSP je tedy x popisem úplného grafu s hranami
ohodnocenými nezápornými [̌rekněme celými] č́ısly) vydá algoritmus A př́ıpustné řešeńı sA(x)
(v našem př́ıkladu tedy nějakou permutaci (i1, i2, . . . , in) množiny {1, 2, . . . , n}, kde n je počet
[oč́ıslovaných] měst, tedy vrchol̊u grafu). Tomuto řešeńı sA(x) př́ısluš́ı hodnota účelové funkce,
označená v(x, sA(x)) (v našem př́ıkladu je to d(i1, i2) + d(i2, i3) + · · ·+ d(in−1, in) + d(in, i1)
kde d(i, j) je “vzdálenost měst” i, j, která je určena vstupem x).

Aproximačńı poměr (approximation ratio) arA,O(x) algoritmu A pro problém O a vstup x
je

• v(x,sA(x))
vopt(x)

, jestliže jde o minimalizaci, a

• vopt(x)
v(x,sA(x)) , jestliže jde o maximalizaci.

Tento poměr je tedy nutně větš́ı nebo roven 1 (poměr 1 znamená, že algoritmus pro x našel
optimum). Pro funkci r : N→ R≥1 (kde R≥1 je množina reálných č́ısel větš́ıch nebo rovných
1) řekneme, že aproximačńı algoritmus A pro problém O má aproximačńı poměr r(n), ř́ıkáme
také, že se jedná o

r(n)-aproximačńı algoritmus,
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jestliže pro každý vstup x plat́ı arA,O(x) ≤ r(size(x)) (kde size(x) je jako obvykle délka x
neboli počet bit̊u potřebných pro zápis vstupu x v dohodnuté reprezentaci).

Přesněji bychom měli ř́ıkat “má aproximačńı poměr nanejvýš r(n)”, nebot’ funkce r(n)
je horńım odhadem skutečného poměru, který může být těžko analyzovatelnou funkćı.
Speciálně d̊uležitý je př́ıpad kdy r(n) je konstantńı funkćı, tedy r(n) = c ∈ R≥1.

Mohlo by nás napadnout zkoumat i aproximačńı rozd́ıl |v(x, sA(x)) − vopt(x)|. Nedává

to ale praktický smysl; kdyby např. existoval pro nějaký NP-těžký problém aproximačńı

algoritmus s konstantńım aproximačńım rozd́ılem, tak by platilo P=NP (a ke každému

NP-ekvivalentńımu problému by existoval polynomiálńı algoritmus nalézaj́ıćı optimum).
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Týden 2

Připomeňme si, jak lze definovat optimalizačńı problémy formálně:

Optimalizačńı problém O chápeme jako pětici (IN,SOL,AS, v,goal), kde

• IN je (typicky nekonečná spočetná) množina vstup̊u (neboli instanćı) problému,

• SOL je množina možných řešeńı (solutions),

• funkce AS : IN → 2SOL (admissible solutions) přǐrazuje každému vstupu x ∈ IN
množinu př́ıpustných řešeńı AS(x) ⊆ SOL

(připomeňme, že obecně 2M označuje množinu všech podmnožin množiny M ; ještě

obecněji, BC označuje množinu všech zobrazeńı typu C → B; jelikož při budováńı

č́ısel v teorii množin je 2 chápáno jako množina {0, 1}, je možné vidět 2M i jako

množinu všech zobrazeńı typu M → {0, 1}, která je v bijektivńım vztahu s množinou

{X | X ⊆M}),

• účelová (či ćılová, kriteriálńı, nákladová) funkce (objective function, cost function)
v : IN × SOL → R+ přǐrazuje každé dvojici x ∈ IN, s ∈ AS(x) kladné reálné č́ıslo
(value) v(x, s),

• goal ∈ {min,max} určuje, zda se jedná o minimalizaci či maximalizaci.

Cvičeńı. Formulujte v uvedené formě problémy MinSpanTree a MaxClique.

Rozhodovaćı verze optimalizačńıho problému O = (IN,SOL,AS, v,goal) je rozhodovaćı (tj.
ANO/NE) problém označovaný Odec, u nějž je vstupem dvojice (x, ℓ), kde x ∈ IN a ℓ ∈ Q+

(kladné racionálńı č́ıslo), a otázkou je, zda existuje s ∈ AS(x) takové, že v(x, s) ≤ ℓ v př́ıpadě
goal = min a v(x, s) ≥ ℓ v př́ıpadě goal = max.

Cvičeńı. Formulujte v uvedené formě problémy MinSpanTreedec a MaxCliquedec.

Tř́ıdy PO a NPO.

Tř́ıdou PO rozumı́me tř́ıdu optimalizačńıch problémů, které jsou řešitelné polynomiálńımi
algoritmy. ProblémO = (IN,SOL,AS, v,goal) tedy patř́ı do PO, jestliže existuje algoritmus
A s polynomiálńı časovou složitost́ı, který k dané instanci x ∈ IN vydá (nějaké) optimálńı
řešeńı sA(x), tedy př́ıpustné řešeńı sA(x) ∈ AS(x), pro které plat́ı

v(x, sA(x)) = goal { v(x, s) | s ∈ AS(x) }

(tedy v(x, sA(x)) = min { v(x, s) | s ∈ AS(x) } v př́ıpadě minimalizačńıho problému a
v(x, sA(x)) = max { v(x, s) | s ∈ AS(x) } v př́ıpadě maximalizačńıho problému), nebo zjist́ı,
že optimálńı řešeńı neexistuje.

Cvičeńı. Připomeňte si (hladový) algoritmus prokazuj́ıćı, že MinSpanTree patř́ı do PO.

Zároveň si připomeňte, proč přirozený hladový algoritmus pro MinVertexCover obecně

nenalézá optimálńı řešeńı.

Všimněme si, že pro O ∈PO nutně existuje polynom p1 : N→ N takový, že pro každé x ∈ IN,
pro nějž existuje optimálńı řešeńı, existuje alespoň jedno optimálńı řešeńı s ∈ AS(x), pro nějž
|s| ≤ p1(|x|). (Proč?)
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(Výrazem |o|, nebo též size(o), obecně označujeme velikost objektu o, tedy např. délku

binárńıho řetězce, který objekt o reprezentuje v nějakém přirozeném kódováńı zřejmém z

kontextu.)

Bez újmy na obecnosti budeme pro problémO ∈PO požadovat existenci polynomu p1 : N→ N
takového, že |s| ≤ p1(|x|) pro každé x ∈ IN a s ∈ AS(x). (Jako př́ıpustná řešeńı pro x prostě
prohláśıme jen ta s ∈ AS(x), která splňuj́ı |s| ≤ p1(|x|), pokud je zaručeno, že v př́ıpadě
existence optimálńıch řešeńı alespoň jedno optimálńı řešeńı tu podmı́nku splňuje.)

(Tento požadavek jsme dodali proto, abychom i formálně zaručili inkluzi PO⊆NPO.)

Do tř́ıdy NPO (N označuje nedeterminismus) patř́ı problém O = (IN,SOL,AS, v,goal),
jestliže

• existuje polynom p1 : N→ N takový, že |s| ≤ p1(|x|) pro každé x ∈ IN a s ∈ AS(x),

• a dále existuje polynomiálńı algoritmus V , který pro dané x ∈ IN a s ∈ SOL pozná,
zda s ∈ AS(x), a v kladném př́ıpadě vydá hodnotu v(x, s). (Časová složitost algoritmu
V je tedy omezena polynomem p2, neboli TV (n) ≤ p2(n), kde n = |x|+ |s|.)

Cvičeńı. Ukažte, proč MinSpanTree patř́ı do PO.

Cvičeńı. Vysvětlete, proč pro O ∈NPO plat́ı Odec ∈ NP.

Problém TSP a jeho NP-obt́ıžnost.

Problém TSP (Traveling Salesman Problem) je optimalizačńı problém

TSP = (IN,SOL,AS, v,goal),

kde instance x ∈ IN je úplný graf G = (V,E, c) s hranami ohodnocenými kladnými celými
č́ısly (“cost” c je tedy funkce typu E → N+); lze předpokládat, že V = {1, 2, . . . , n} pro nějaké
n ∈ N+ a v tom př́ıpadě AS(x) = {π | π je permutace množiny {1, 2, . . . , n}}. Pro permutaci
π = (i1, i2, . . . , in) pak máme

v(x, π) = c({i1, i2}) + c({i2, i3}) + · · ·+ c({in−1, in}) + c({in, i1}).

Jedná se o minimalizačńı problém, takže goal = min.

Cvičeńı. Ukažte, že TSP patř́ı do NPO (a speciálně tedy, že TSPdec patř́ı do NP).

Ukázali jsme myšlenky d̊ukazu, že TSPdec je NP-těžký (a tud́ıž NP-úplný):

Připomněli jsme ideu d̊ukazu Cookovy věty (problém SAT je NP-úplný) a sérii poly-
nomiálńıch redukćı

SAT⪯p 3-SAT⪯pHC⪯pHK⪯pTSPdec.

Aproximačńı algoritmy pro MinVertexCover.

Připomněli jsme si dva tyto algoritmy a ukázali jsme př́ıklad instance MinVertexCover
na bipartitńım grafu, kde (obecně aproximačně horš́ı) hladový algoritmus najde optimum,
zat́ımco (obecně aproximačně lepš́ı) “párovaćı” algoritmus využije sv̊uj aproximačńı poměr 2
“na maximum”. (Uvažte graf, jehož hrany jsou vzájemně neincidentńı.)
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Tř́ıdy problémů APX(r(n)), APX(c), APX.
Výrazem APX(r(n)) označujeme tř́ıdu optimalizačńıch problémů, pro něž existuj́ı r(n)-
aproximačńı algoritmy. Pro konstantńı funkce tak dostáváme např. tř́ıdy APX(32), APX(2),
atd. Všechny problémy řešitelné aproximačńımi algoritmy s konstantńımi poměry shrnujeme
do tř́ıdy

APX =
⋃

c∈N+
APX(c).

Cvičeńı. Připomeňte si algoritmus, kterým jsme ukázali, že MinVertexCover patř́ı do

APX(2).

Špatná aproximovatelnost (obecného) TSP.

V našich daľśıch vyjádřeńıch někdy tǐse předpokládáme, že P̸=NP. Kdyby totiž platilo
P=NP, pak by i každý NP-ekvivalentńı optimalizačńı problém patřil do APX(1). Problém,
který nepatř́ı do APX (za předpokladu P ̸=NP), je považován za špatně aproximovatelný.

Všechna taková vyjádřeńı jsou samozřejmě velmi hrubá z hlediska praktického řešeńı; i u

takto špatně aproximovatelného problému je samozřejmě možné, že běžně řešené instance

problému jsou aproximovány dobře a rychle, např. některými heuristickými př́ıstupy.

Uvědomili jsme si, že výše diskutovaná redukce HK⪯pTSPdec se dá upravit tak, že použit́ım
techniky mezer (gap technique) ukazuje špatnou aproximovatelnost TSP:

TSP̸∈ APX(2n) (tedy také TSP̸∈ APX), za předpokladu P̸=NP.

Popǐsme to podrobněji. Vzpomeňme si na převod HK⪯pTSPdec, kde v p̊uvodńım grafu
dodáme každé hraně váhu 1 a pak doplńıme na úplný graf s t́ım, že nové hrany dostanou
váhu 2. Když mı́sto 2 dáme na nové hrany váhu n · 2n, kde n je počet vrchol̊u, tak jsme
vytvořili tuto “mezeru” mezi př́ıpadem s odpověd́ı ANO (hamiltonovská kružnice existuje) a
př́ıpadem s odpověd́ı NE:

a/ když v p̊uvodńım grafu existuje hamiltonovská kružnice, tak v zúplněném váženém grafu
existuje hamiltonovská kružnice (okružńı cesta) délky n;

b/ když v p̊uvodńım grafu neexistuje hamiltonovská kružnice, tak v zúplněném váženém
grafu má nejkratš́ı hamiltonovská kružnice délku minimálně (n−1) + n · 2n.

Kdyby tedy pro TSP existoval 2n-aproximačńı algoritmus, tak v př́ıpadě a/ by pro výsledný
úplný vážený graf (kde optimum účelové funkce je n) vydal př́ıpustné řešeńı s hodnotou
maximálně n · 2n; v př́ıpadě b/ by vydal řešeńı s hodnotou větš́ı než n · 2n (když n ≥ 2).
Tento algoritmus bychom tak mohli použ́ıvat k rychlému (tj. polynomiálńımu) rozhodováńı
problému HK, což by implikovalo P=NP.

Pro onu “mezeru” (odděleńı př́ıpad̊u s hamiltonovskou kružnićı a bez ńı) jsme využili ne-
metrického TSP; přǐrazeńı váhy 2 novým hranám neporušuje trojúhelńıkovou nerovnost, ale
přǐrazeńı váhy n · 2n ji obecně porušuje.

TSP∆ ∈ APX(2).

Problém TSP omezený na instance, v nichž je splněna trojúhelńıková nerovnost (metrický
TSP), označujeme TSP∆. Už jsme ukázali, že i TSP∆ je NP-těžký, ale ted’ ukážeme, že je
docela dobře aproximovatelný.
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Ukážeme, že pro TSP∆ existuje 2-aproximačńı algoritmus (což později ještě zlepš́ıme).

Uvažujme úplný graf G = (V,E, c) s kladnými cenami (váhami, délkami) c(e) hran e ∈ E,
kde c je de facto metrika, tedy splňuje trojúhelńıkovou nerovnost (c({u, v}) + c({v, w}) ≥
c({u,w})).
Speciálně to implikuje, že vypouštěńı vrchol̊u z posloupnosti nezvěťsuje jej́ı váhu, č́ımž

rozumı́me toto: Pro posloupnost vrchol̊u j1, j2, . . . , jk definujeme jej́ı váhu jako součet
c({j1, j2}) + c({j2, j3}) + · · · + c({jk−1, jk}) (pro pořádek doplńıme, že váha posloupnosti
s jedńım nebo žádným prvkem je nula). Dı́ky trojúhelńıkové nerovnosti plat́ı c({jℓ, jℓ+1}) +
c({jℓ+1, jℓ+2}) ≥ c({jℓ, jℓ+2}) (pro libovolné ℓ ∈ {1, 2, . . . , k−2}); tedy vypuštěńım vrcholu z
posloupnosti jej́ı váha nevzroste (klesne nebo z̊ustane stejná).

Všimněme si ted’, že když z libovolné hamiltonovské kružnice v G vyřad́ıme jednu hranu,
dostaneme kostru grafu. Délka nejkratš́ı hamiltonovské kružnice (tedy “okružńı cesty”) je
tedy větš́ı nebo rovna váze minimálńı kostry grafu G; stručně vyjádřeno, c(mst) ≤ vopt(G)
(kde mst je minimálńı kostra).

Uvažujme algoritmus A1, který pro úplný graf G = ({1, 2, . . . , n}, E, c) s kladnými váhami
c(e) na hranách e ∈ E nejprve nalezne minimálńı kostru mst (hladovým algoritmem) a pak
vydá permutaci vrchol̊u (i1, i2, . . . , in) odpov́ıdaj́ıćı jejich prvńımu navšt́ıveńı při prohledáńı
kostry mst do hloubky. Polynomialita algoritmu A1 je zřejmá; ukážeme ted’, že A1 je 2-
aproximačńı algoritmus pro TSP∆.

Strom mst má n vrchol̊u a n−1 hran. Konkrétńı běh algoritmu “depth-first-search” na
mst postupně navštěvuje vrcholy j1, j2, . . . , j2n−1, kde j1 = j2n−1 a každý vrchol se v této
posloupnosti vyskytuje alespoň jednou (list mst je navšt́ıven jen jednou, vnitřńı vrchol je
kromě prvńıho navšt́ıveńı [z předch̊udce] nav́ıc navšt́ıven i při návratech z jeho následńık̊u).
Váha posloupnosti j1, j2, . . . , j2n−1 se tedy rovná 2 · c(MST) (tedy dvojnásobku váhy kostry,
nebot’ váha každé hrany v MST se při běhu “depth-first-search” započte dvakrát). Když
ted’ v posloupnosti j1, j2, . . . , j2n−1 pro každý vrchol i ponecháme pouze jeho prvńı výskyt
(a daľśı jeho př́ıpadné výskyty vypust́ıme), s výjimkou vrcholu j1, pro nějž ponecháme i
jeho posledńı výskyt j2n−1, dostaneme jistou posloupnost i1, i2, . . . , in, i1, kde i1 = j1 =
j2n−1 a (i1, i2, . . . , in) je nějakou permutaćı množiny {1, 2, . . . , n}; váha této posloupnosti je
nanejvýš 2 · c(MST) (protože “vypouštěńı vrchol̊u nezvětšuje váhu”) a je to vlastně hodnota
v(G, sA1(G)). Máme tedy

c(mst) ≤ vopt(G) ≤ v(G, sA1(G)) ≤ 2 · c(mst),

z čehož plyne, že
v(G,sA1

(G))

vopt(G) ≤ 2.

Studijńı podklady:

Vedle dř́ıve zmı́něných část́ı [Sli], [KO], [VP] najdete v [Sli] také část “Traveling Salesman
Problem”.
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Týden 3

TSP∆ ∈ APX(32).

V předcházej́ıćı části jsme ukázali, že TSP∆ patř́ı do APX(2); demonstrovali jsme to al-
goritmem označeným A1. Nyńı ukážeme, že algoritmus A1 se dá doplnit na sofistikovaněǰśı
algoritmus A2, který je 3

2 -aproximačńım algoritmem pro TSP∆. (A2 má samozřejmě také
polynomiálńı časovou složitost, ale omezenou polynomem s vyšš́ım stupněm než je tomu u
A1.)

(Následuj́ıćı text přeb́ıráme z [KO], s mı́rnými úpravami.)

Christofides (autor A2) využil polynomiality problému nalezeńı perfektńıho párováńı s mi-
nimálńı váhou v grafu s (nezápornými) váhami na hranách.

Připomeňme, že párováńı (matching) v (neorientovaném) grafu G = (V,E) je množina
hran E′ ⊆ E, které jsou vzájemně disjunktńı, tedy žádné dvě hrany z E′ nemaj́ı společný
vrchol (neboli nejsou incidentńı). Perfektńı párováńı (perfect matching) je párováńı, které
je také hranovým pokryt́ım (edge cover), což znamená, že každý vrchol je incidentńı s
nějakou hranou v onom párováńı.

Problém nalezeńı minimálńıho perfektńıho párováńı v grafu G = (V,E, c) s ohodno-

cenými hranami (c : E → N) lze chápat jako speciálńı př́ıpad problému “maximum-weight

matching”, který patř́ı do PO; to budeme diskutovat později.

Algoritmus A2 dostane stejný vstup G = (V,E, c) jako A1 a postupuje takto:

1. Sestroj minimálńı kostru mst grafu G.

2. Najdi množinu vrchol̊u L ⊆ V , které maj́ı ve stromu mst lichý stupeň (pro takový
vrchol je počet hran v mst, které jsou s ńım incidentńı, lichý); počet prvk̊u L je sudý
(vid́ıte proč?).

3. Najdi na podgrafu grafu G indukovaném množinou vrchol̊u L perfektńı párováńı S s
minimálńı váhou c(S) =

∑
e∈S c(e) (to jistě existuje, protože graf G je úplný a počet

prvk̊u L je sudý).

4. Uvažuj podgrafG′ grafuG s plnou množinou vrchol̊u V = {1, 2, . . . , n}, ale jen s hranami
z mst a z S; přitom každou př́ıpadnou hranu e ∈ mst∩ S nahrad’ dvěma kopiemi e′, e′′

(s váhou c(e)). (Dovoĺıme tak dvě r̊uzné hrany mezi stejnou dvojićı vrchol̊u.) Celková
váha hran v grafu G′ je c(mst) + c(S).

5. Podle (snadno odvoditelné) Eulerovy věty v grafu G′ (který je souvislý a v němž každý
vrchol má sudý stupeň) existuje, a lze snadno sestrojit, cyklus procházej́ıćı každou hra-
nou právě jednou. Sestroj takový cyklus; tomu př́ısluš́ı jistá posloupnost navšt́ıvených
vrchol̊u j1, j2, . . . , jk, kde j1 = jk a každý vrchol i má v posloupnosti alespoň jeden
výskyt. Váha posloupnosti j1, j2, . . . , jk je c(mst) + c(S).

6. Vydej posloupnost (i1, i2, . . . , in) vzniklou z j1, j2, . . . , jk tak, že pro každý vrchol i
ponecháš v posloupnosti jen jeho prvńı výskyt.

Je tedy v(G, sA2(G)) ≤ c(mst)+c(S) (protože vypouštěńı nezvyšuje váhu d́ıky trojúhelńıkové
nerovnosti a posloupnost i1, i2, . . . , in, i1 tak má nanejvýš takovou váhu jako j1, j2, . . . , jk).

17



K prokázáńı toho, že algoritmus A2 je 3
2 -aproximačńım algoritmem pro TSP∆ tak stač́ı

ukázat, že c(mst) + c(S) ≤ 3
2 vopt(G); jelikož již v́ıme, že c(mst) ≤ vopt(G), stač́ı ukázat,

že c(S) ≤ 1
2 vopt(G). Uvažujme tedy nějakou nejkratš́ı okružńı cestu, tedy hamiltonovskou

kružnici v G s minimálńı váhou, tedy s váhou vopt(G). Vrcholy z L se na té kružnici vyskytuj́ı
v nějakém pořad́ı j1, j2, . . . , j|L| (kde |L| je sudé); d́ıky trojúhelńıkové nerovnosti je součet

c({j1, j2}) + c({j2, j3}) + · · ·+ c({j|L|−1, j|L|}) + c({j|L|, j1})

nanejvýš roven vopt(G). Tento součet je ovšem součtem vah dvou perfektńıch
párováńı pro L (totiž párováńı {{j1, j2}, {j3, j4}, · · · {j|L|−1, j|L|}} a párováńı
{{j2, j3}, {j4, j5}, · · · {j|L|−2, j|L|−1}, {j|L|, j1}}). Jedno z těchto perfektńıch párováńı pro

L má tedy váhu nanejvýš 1
2 vopt(G); to znamená, že i váha c(S) perfektńıho párováńı pro L

s minimálńı váhou je nanejvýš rovna 1
2 vopt(G).

Takže v́ıme, že TSP∆ ∈ APX(1.5); nev́ıme ovšem, zda to jde lépe, tedy zda TSP∆ ∈ APX(c)
pro nějaké c < 1.5; ani nev́ıme, zda by takové zlepšeńı implikovalo P=NP.

Znovu poznamenejme, že onen aproximačńı poměr 1.5 se vztahuje k nejhorš́ım př́ıpad̊um

(worst-case), na konkrétńıch praktických instanćıch algoritmus může dávat (a zřejmě také

dává) výsledky daleko bližš́ı optimu.
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Týden 4

Nalezeńı minimálńıho perfektńıho párováńı, což jsme nechali bez vysvětleńı v d̊ukazu, že
TSP∆ je v APX(1.5), se dá chápat jako speciálńı př́ıpad nalezeńı maximálńıho váženého
párováńı (v ohodnoceném grafu). Ukázali jsme si polynomiálńı algoritmus pro tento problém
alespoň v př́ıpadě bipartitńıch graf̊u. Využili jsme mj. známého polynomiálńıho algoritmu pro
hledáńı nejkratš́ıch cest mezi vrcholy v ohodnoceném grafu bez negativńıch cykl̊u (v našem
př́ıpadě šlo o hledáńı nejdeľśıch cest v grafech bez pozitivńıch cykl̊u).

(Problém nejkratš́ıch cest je připomenut na str. 8-9 v [KO]. V ”Týden 5”v [KO] najdete
popis algoritmu pro výše uvedený problém v bipartitńıch grafech. Pro pohodĺı čtenáře jsou
př́ıslušné texty zkoṕırovány zde ńıže.)

Nejkratš́ı cesty.

Připomeňme si problém nejkratš́ıch cest v orientovaných grafech G = (V,E, c) s váhou (ce-
nou) na hranách (c : E → R; každá hrana má přǐrazeno č́ıslo reprezentuj́ıćı jej́ı hodnotu, váhu,
délku ...), jehož řešeńı je stavebńım blokem pro mnohé algoritmy kombinatorické optimalizace
a který se vyskytuje v praxi v nejr̊uzněǰśıch situaćıch. (Nejen v situaci nalezeńı nejkratš́ı cesty
z města A do města B.) Speciálně si uvědomme problém možných negativńıch cykl̊u.

Myšlenky tř́ı standardńıch (polynomiálńıch) algoritmů pro řešeńı problému nejkratš́ıch cest
jsou uvedeny ńıže.

Můžeme odkázat např. na kapitolu 2 knihy [4] (ale totéž naleznete samozřejmě na mnoha

jiných mı́stech).

1. Bellman-Ford: poč́ıtáme vzdálenosti z v0 k ostatńım vrchol̊um, přičemž postupně po-
volujeme k = 0, 1, 2, . . . , |V |−2 vnitřńıch vrchol̊u na př́ıslušných cestách (paths), tj.
povolujeme cesty s maximálně 1, 2, . . . , |V |−1 hranami; složitost je O(|V | · |E|) a tedy
O(|V |3).

2. Floyd-Warshall: poč́ıtáme matici vzdálenost́ı každého ke každému; vrcholy máme
seřazeny v1, v2, . . . , vn a použ́ıváme iterace i = 0, 1, . . . , |V |, přičemž v iteraci i povolu-
jeme jako vnitřńı vrcholy př́ıslušných cest jen vrcholy v1, v2, . . . , vi. Složitost O(|V |3).

3. Dijkstra: v př́ıpadě nezáporných vah poč́ıtáme vzdálenosti z v0 k ostatńım vrchol̊um;
použ́ıváme nanejvýš |V | iteraćı, přičemž v každé iteraci přidáme alespoň jeden vrchol
do P (permanent) – nejkratš́ı cesta z v0 k němu vede přes permanentńı – a uprav́ıme
“vzdálenost” u každého dočasného (temporary) w tak, aby odpov́ıdala nejkratš́ı cestě z
v0 do w, v ńıž jsou jako vnitřńı vrcholy povoleny jen ty permanentńı. Složitost O(|V |2).

Maximálńı (vážené) párováńı v (bipartitńıch) grafech.

Pouvažovali jsme nad algoritmem, který k zadanému (neorientovanému) grafu G = (V,E, c),
kde c : E → R přǐrazuje každé hraně e jej́ı váhu (cenu) c(e), sestroj́ı pro každé k = 0, 1, . . . , r
nějaké párováńı Sk ⊆ E (žádné dvě r̊uzné hrany v Sk tedy nejsou incidentńı) takové, že
|Sk| = k a hodnota c(Sk) =

∑
e∈Sk

c(e) je maximálńı; je tedy

c(Sk) = max{c(S) | S je párováńı s k hranami }. (1)

Zde r je počet hran v maximálńım párováńı (maximum-cardinality matching), č́ımž rozumı́me
největš́ı párováńı z hlediska počtu hran. Č́ıslo r náš algoritmus také zjist́ı.
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Speciálńım př́ıpadem je př́ıpad, kde c(e) = 1 pro každou hranu e; algoritmus pak prostě
sestroj́ı nějaké maximálńı párováńı.

Takový algoritmus jistě existuje, stač́ı použ́ıt hrubou śılu (brute-force), otázkou je nalezeńı
efektivńıch algoritmů (z hlediska časové složitosti). My jsme ukázali polynomiálńı algoritmus
pro př́ıpad bipartitńıch graf̊u; nejprve jsme ale udělali d̊uležité pozorováńı pro obecné grafy:

Mějme v obecném grafu G = (V,E, c) párováńı Sk s k hranami, které je optimálńı pro k,
tedy splňuje (1), a snažme se vytvořit nějaké párováńı Sk+1 s k+1 hranami, které je optimálńı
pro k+1. Představme si hrany v Sk jako modré, taky s nimi incidentńı vrcholy budou modré,
a ostatńı hrany budou červené; vrcholy neincidentńı s modrými hranami budou červené.

Připomeňme, že cestou (path) z vrcholu v do w rozumı́me posloupnost na sebe navazuj́ıćıch
hran s jedńım volným koncem ve v a druhým ve w, kde se žádný vrchol (a tedy ani žádná
hrana) neopakuje; pokud v = w, tak ony “volné konce” jsou spojeny, jedná se o (jednoduchý)
cyklus, který také formálně chápeme jako cestu z v do v.

Cestu z v do w v našem modro-červeném grafu nazveme alternuj́ıćı, jestliže se v ńı modré a
červené hrany stř́ıdaj́ı. Dvě modré po sobě být stejně nemohou (modré tvoř́ı párováńı a proto
na sebe nemohou navazovat), dvě incidentńı červené se v alternuj́ıćı cestě mohou vyskytovat
jen v př́ıpadě, že se jedná o cestu z v do v (tedy cyklus) zač́ınaj́ıćı a konč́ıćı červenou hranou;
ten cyklus pak má lichou délku.

Hodnotou alternuj́ıćı cesty p rozumı́me
∑

červené e∈p c(e) −
∑

modré e∈p c(e). Speciálně si
všimněme, že pokud je alternuj́ıćı cesta sudým cyklem, tak počty modrých a červených hran
jsou v ńı stejné a jej́ı hodnota nemůže být pozitivńı. (Jinak by Sk nebylo optimálńı; vid́ıte
proč?)

Tvrzeńı. Jako kýžené Sk+1 (optimálńı pro k+1) m̊užeme vźıt toto: v modro-červeném grafu
vytvořeném z G pro Sk nalezneme alternuj́ıćı cestu z červeného vrcholu do jiného červeného
vrcholu, která má nejvyšš́ı možnou hodnotu. Pak v této cestě přebarv́ıme modré hrany na
červené a červené na modré. Pokud taková cesta neexistuje, pak v G neexistuje (v̊ubec žádné)
párováńı s k+1 hranami.

Důkaz. . Uvažujme nejprve, že existuje nějaké Sk+1, které je optimálńı pro k+1 (a které
nemuselo vzniknout navrženým zp̊usobem); zafixujme ono Sk+1 a obarvěme jeho hrany zeleně
(vrcholy nepřebarvujeme).

Jak vypadaj́ı (souvislé) komponenty grafu vzniklého z G tak, že ponecháme jen modré a
zelené hrany? Žádné dvě r̊uzné modré hrany nejsou incidentńı, žádné dvě r̊uzné zelené hrany
nejsou incidentńı ... Každá komponenta je tedy očividně

• bud’ jedna zelená hrana vzniklá přebarveńım modré (jak Sk, tak Sk+1 obsahuj́ı tu hranu);

• nebo se jedná o alternuj́ıćı cestu (v ńıž byly červené hrany přebarveny na zelené); pokud
je to cyklus, nutně obsahuje stejný počet modrých a zelených hran a hodnota tohoto
cyklu je nula (jelikož Sk je optimálńı pro k a Sk+1 je optimálńı pro k+1).

Jelikož zelených hran je o jedna v́ıc než modrých, alespoň jedna komponenta je alternuj́ıćı
cestou z červeného vrcholu do jiného červeného vrcholu (proč?). Ve zbylých komponentách
jsou celkově počty modrých a zelených hran stejné a součty jejich cen muśı být také stejné!
(Jinak by bud’ Sk nebylo optimálńı pro k nebo Sk+1 by nebylo optimálńı pro k+1.)

Důkaz tvrzeńı je t́ım vlastně hotov ... (domyslete ...). □

Problémem je, že v obecném grafu je ono hledáńı alternuj́ıćı cesty z červeného vrcholu
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do jiného červeného vrcholu s nejvyšš́ı hodnotou zapeklitý problém. Problémy dělaj́ı cykly
liché délky. V př́ıpadě “maximum-cardinality matching” (cena každé hrany je jedna) se to
dá chytře vyřešit celkem snadno, př́ıpad “maximum-weight matching” je technicky výrazně
komplikovaněǰśı a nebudeme se j́ım zde dále zabývat.

Aspoň zaznamenáme, že “maximum-weight matching” patř́ı mezi “nejtěžš́ı” problémy

kombinatorické optimalizace, pro něž jsou známy polynomiálńı algoritmy (viz např. [3]).

My jsme si ale všimli, že u bipartitńıho grafu G = (V1⊎V2, E, c) to umı́me: Pro zkonstruované
optimálńı Sk dáme hranám orientaci: červené “zleva doprava”, tedy z V1 do V2, modré (tedy
elementy Sk) “zprava doleva”, tedy z V2 do V1; pro každou modrou e ted’ obrát́ıme cenu,
polož́ıme tedy (dočasně) c(e) := −c(e). A hledáme prostě nejdeľśı cestu z červeného vrcholu
do jiného červeného vrcholu; ta cesta je d́ıky orientaci hran v našem bipartitńım grafu au-
tomaticky alternuj́ıćı! (Nav́ıc nutně zač́ıná ve V1 a konč́ı ve V2.) Můžeme tedy použ́ıt např.
algoritmus “Floyd-Warshall”; hledáme nejdeľśı cesty, ale pozitivńı cykly tam nejsou (d́ıky
optimalitě Sk, jak jsme již diskutovali), takže ok ... Ukázali jsme tak

polynomiálńı algoritmus konstruuj́ıćı “maximum-weight matching” v bipartitńıch grafech.

Poznamenáme, že tento algoritmus neńı nejlepš́ı z hlediska složitosti (jak se lze přesvědčit
v literatuře), ale je koncepčně jednoduchý: je založen na jednoduchém pozorováńı a aplikaci
nejkratš́ıch cest ...

3D-párováńı (3-dimensional matching).

Viděli jsme, že maximálńı (vážené) párováńı v bipartitńıch grafech lze nalézt rychlým al-
goritmem. V bipartitńım grafu G = (V,E) je množina vrchol̊u V rozdělena do dvou část́ı
(partit), V = V1 ⊎ V2, a hrana je zde množina obsahuj́ıćı jeden prvek V1 a jeden prvek V2,
tedy E ⊆ {{u, v} | u ∈ V1, v ∈ V2}.
Ted’ si všimneme, že už speciálńı př́ıpad rozš́ı̌reńı problému na 3-partitńı hypergrafy je

NP-těžký. Definujme (rozhodovaćı) problém 3DM (3-dimensional matching) takto:

Instance: vzájemně disjunktńı konečné množiny (vrchol̊u) V1, V2, V3 se stejnou
mohutnost́ı q = |V1| = |V2| = |V3| a množina “hyperhran” (či “trojúhelńık̊u”)
T ⊆ {{u, v, w} | u ∈ V1, v ∈ V2, w ∈ V3}.
Otázka: existuje T ′ ⊆ T tak, že |T ′| = q a každé dva r̊uzné trojúhelńıky v T ′ jsou
disjunktńı (tedy nemaj́ı žádný společný vrchol) ?
(Dı́ky požadavku |T ′| = q taková T ′ pokrývá všechny vrcholy z V1 ∪ V2 ∪ V3.)

Tvrzeńı. Problém 3DM je NP-úplný.

Důkaz. Př́ıslušnost k NP je zřejmá. (Proč?)

Ukážeme ted’, že SAT⪯p 3DM. Mějme formuli φ v konjunktivńı normálńı formě; necht’ má n
proměnných x1, x2, . . . , xn a m klauzuĺı C1, C2, . . . , Cm. (Každá klauzule je disjunkćı literál̊u,
kde literál je xi nebo ¬xi.) Sestroj́ıme instanci V1, V2, V3, T problému 3DM, která je pozitivńı
právě tehdy, když φ je splnitelná.

Pro proměnnou x1 zařad́ıme do V1 vrcholy x11, x̄
1
1, x

2
1, x̄

2
1, . . . , x

m
1 , x̄m1 , do V2 vrcholy

a11, a
2
1, . . . , a

m
1 a do V3 vrcholy b11, b

2
1, . . . , b

m
1 ; do T zařad́ıme trojúhelńıky {x11, a11, b11},

{x̄11, b11, a21}, {x21, a21, b21}, {x̄21, b21, a31}, . . . , {xm1 , am1 , bm1 }, {x̄m1 , bm1 , am+1
1 }, kde am+1

1 chápeme
jako daľśı označeńı pro a11. (Nakreslete si obrázek a uvědomte si, že vybereme-li z definovaných
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trojúhelńık̊u množinu vzájemně disjuktńıch trojúhelńık̊u, která pokrývá všechny vrcholy
a11, a

2
1, . . . , a

m
1 a b11, b

2
1, . . . , b

m
1 , tak bud’ z̊ustanou nepokryty “pozitivńı” vrcholy x11, x

2
1, . . . , x

m
1

nebo negativńı vrcholy x̄11, x̄
2
1, . . . , x̄

m
1 . Obecně pro každou proměnnou xi dodáme př́ıslušné vr-

choly a trojúhelńıky {x1i , a1i , b1i }, {x̄1i , b1i , a2i }, . . . , {xmi , ami , bmi }, {x̄mi , bmi , am+1
i } (kde am+1

i =
a1i ).

Nyńı pro každou klauzuli Cj dodáme do V2 vrchol cj a do V3 vrchol dj ; pro každý literál

xi v klauzuli Cj dodáme do T trojúhelńık {xji , cj , dj} a pro každý literál ¬xi v klauzuli Cj

dodáme do T trojúhelńık {x̄ji , cj , dj}.
Uvědomme si, že ke každému pravdivostńımu ohodnoceńı splňuj́ıćımu φ existuje nějaká

množina (dosud definovaných) vzájemně disjunktńıch trojúhelńık̊u, které pokrývaj́ı všechny
vrcholy aji , b

j
i , cj , dj pro všechna i ∈ {1, . . . , n} a j ∈ {1, . . . ,m}; naopak každá taková množina

trojúhelńık̊u přirozeně určuje pravdivostńı ohodnoceńı splňuj́ıćı φ.

Cvičeńı. Zmı́něná množina vzájemně disjunktńıch trojúhelńık̊u, které pokrývaj́ı všechny

vrcholy aji , b
j
i , cj , dj pro všechna i ∈ {1, . . . , n} a j ∈ {1, . . . ,m}, nechá nepokryto nm−m

vrchol̊u z V1. Zároveň dosud máme |V1| = 2nm a |V2| = |V3| = nm +m. Navrhněte, jak

dodat nm−m vrchol̊u do V2 a nm−m vrchol̊u do V3 a doplnit T tak, aby naše konstrukce

prokazovala kýžené SAT⪯p 3DM.

□

Steiner̊uv strom (Steiner tree).

Na cvičeńı se budete mj. zabývat návrhem aproximačńıch algoritmů pro problém nalezeńı
minimálńıho Steinerova stromu. V naš́ı verzi to je podobné nalezeńı minimálńı kostry v sou-
vislém ohodnoceném grafu; zde ovšem jen vybrané vrcholy grafu jsou povinné, takže se hledá
minimálńı strom (tedy strom s minimálńım součtem ohodnoceńı hran), který zahrnuje všechny
povinné vrcholy (a nemuśı zahrnovat ty ostatńı, nepovinné). Na rozd́ıl od problému minimálńı
kostry, pro toto zobecněńı neńı znám polynomiálńı algoritmus. Polynomiálńım převodem z
3DM se snadno ukáže, že tento problém je NP-těžký. Uvedeme stručně myšlenku této redukce.

K instanci 3DM, jak je uvedena výše, sestroj́ıme instanci problému minimálńıho Steinerova
stromu takto: Vrcholy vytvářeného grafu G oč́ıslujme 1, 2, . . . , k, kde k = 3q + |T | + 1, a
definujme bijekce

b1 : V1 → {1, 2, . . . , q}, b2 : V2 → {q + 1, q + 2, . . . , 2q}, b3 : V3 → {2q + 1, 2q + 2, . . . , 3q}

a b : T → {3q + 1, 3q + 2, . . . , 3q + |T |}. Pro každý trojúhelńık t = {u, v, w} ∈ T dodejme do
G hrany (b(t), b1(u)), (b(t), b2(v)), (b(t), b3(w)) a (b(t), k). Váha každé hrany je 1 a povinné
jsou vrcholy z množiny {1, 2, . . . , 3q}∪ {k}. Dá se př́ımočaře ověřit, že v G existuje Steiner̊uv
strom s váhou (nanejvýš) 4q právě tehdy, když výchoźı instance problému 3DM je pozitivńı.
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Týden 5

Diskutovali jsme problém MinSetCover, kterému je věnována část “Set Cover” ve [Sli]. In-
stanci problému tvoř́ı konečná množina U , množina F obsahuj́ıćı některé podmnožiny množiny
U (tedy F ⊆ 2U ) a váha (nebo též cena) w : F → N. Př́ıpustným řešeńım je každý soubor
C ⊆ F takový, že

⋃
S∈C S = U (tedy {x | x ∈ S pro nějakou množinu S ∈ C} = U); jde přitom

o minimalizaci hodnoty
∑

S∈C w(S).

Nejdř́ıve jsme diskutovali redukci problému VertexCover na SetCover, která ukazuje, že
SetCover je stejně nebo h̊uře aproximovatelný než VertexCover.

Pak jsme ukázali, že aproximačńı poměr hladového algoritmu (ber vždy množinu, která
má nejmenš́ı poměr jej́ı ceny ku počtu dosud nepokrytých prvk̊u, které pokrývá) je omezen
č́ıslem H(max{|S|;S ∈ F}), kde H(n) je harmonické č́ıslo 1 + 1

2 +
1
3 + · · ·

1
n ; z toho plyne, že

aproximačńı poměr je omezen č́ıslem 1 + lnn (nebot’ snadno odvod́ıme H(n) ≤ 1 +
∫ n
1

1
x dx).

Náčrt d̊ukazu:

Algoritmus vydá postupně množiny S1, S2, . . . , Sk tvoř́ıćı soubor C (kde
⋃

S∈C S = U). Cena
tohoto řešeńı je

∑
S∈C w(S), která je nutně stejná nebo větš́ı než

∑
S∈C∗ w(S), kde C∗ je

optimálńı řešeńı.

Každému prvku x ∈ U přǐrad’me váhu

cx =
w(Si)

|Si ∖ (S1 ∪ S2 ∪ · · ·Si−1)|
pro to i, pro nějž x ∈ Si ∖ (S1 ∪ S2 ∪ · · ·Si−1).

Je tedy
∑

x∈U cx =
∑

S∈C w(S). Všimněme si, že∑
S∈C∗

w(S) ≤
∑
S∈C

w(S) =
∑
x∈U

cx ≤
∑
S∈C∗

∑
x∈S

cx.

Pokud dokážeme, že pro každou S ∈ F plat́ı
∑

x∈S cx ≤ w(S) · H(|S|), budeme hotovi,
nebot’ v tom př́ıpadě ∑

S∈C∗

∑
x∈S

cx ≤ H(max{|S|;S ∈ F}) ·
∑
S∈C∗

w(S).

My jsme indukćı podle mohutnosti |S′| dokázali silněǰśı tvrzeńı:
pro každou S′ ⊆ S ∈ F plat́ı

∑
x∈S′ cx ≤ w(S) ·H(|S′|). Zde je ten d̊ukaz:

1. Pro S′ = ∅ jasné (nerovnost má zde tvar 0 ≤ 0).

2. Necht’ |S′| = n > 0. Vezměme nějaké y ∈ S′ ∩ (Si ∖ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Si−1)) pro nejmenš́ı
možné i; tedy S′ ∩ (S1 ∪ · · · ∪ Si−1) = ∅ a proto S′ ⊆ S ∖ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Si−1). Podle
hladové volby Si máme

cy =
w(Si)

|Si ∖ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Si−1)|
≤ w(S)

|S ∖ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Si−1)|
≤ w(S)

|S′|
=

w(S)

n

a tedy při zápisu S′ = {y} ∪ S′′ (kde |S′′| = n−1) máme (využit́ım indukčńıho předpokladu
pro S′′) ∑

x∈S′

cx = cy +
∑
x∈S′′

cx ≤
w(S)

n
+ w(S) ·H(n−1) = w(S) ·H(n) .
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Týden 6

Pseudo-polynomiálńı algoritmy. Silná NP-obt́ıžnost.

Pobavili jsme se o č́ıslech v instanćıch (optimalizačńıch) problémů, která udávaj́ı váhy,
ceny, vzdálenosti, ... Typicky je zapisujeme binárně či dekadicky, takže hodnota těchto č́ısel
je exponenciálńı vzhledem k délce jejich zápisu. U některých problémů je toto podstata jejich
NP-obt́ıžnosti, u mnohých ale ne.

Problémy typu SAT, MinVertexCover, MaxClique apod. žádná taková č́ısla v instanćıch

nemaj́ı, takže u nich obt́ıžnost jistě nespoč́ıvá v “exponencialitě” hodnot č́ısel. (Č́ısla u

těchto problémů typicky použ́ıváme k oč́ıslovańı vrchol̊u grafu, booleovských proměnných,

apod., ale jejich hodnoty jsou malé vzhledem k přirozeně definované velikosti instance.)

V této souvislosti (při zkoumáńı zásadnosti vlivu binárńıho zápisu č́ısel na obt́ıžnost problému)
je užitečné zvážit variantu problému, při niž zapisujeme č́ısla unárně (např. č́ıslo 245 tedy
dvěstěčtyřicetipěti “čárkami”).

Výpočetńı složitost algoritmu je funkćı velikosti vstupu a proto se při unárńı reprezentaci

č́ısel složitost algoritmu (a problému) formálně sńıž́ı (oproti normálńımu př́ıpadu s binárńı

reprezentaćı). Samozřejmě v praxi takovým “sńıžeńım” nic neźıskáme, úvahy s unárńı

reprezentaćı jsou ale dobré pro charakterizaci zdroje obt́ıžnosti konkrétńıch problémů.

Přidejme si definice dvou pojmů:

• Máme-li algoritmus A řeš́ıćı problém P, řekneme, že algoritmus A je pseudo-
polynomiálńı, jestliže je polynomiálńı (tj. má časovou složitost omezenou polynomem)
v př́ıpadě, že č́ısla v instanćıch P jsou reprezentována unárně.

• Řekneme, že problém P je silně NP-těžký (strongly NP-hard), jestliže je NP-těžký i při
unárńım zápisu č́ısel v instanćıch.

Připomeneme-li si, jak jsme prokazovali NP-obt́ıžnost problému TSPdec (při převodu problému
hamiltonovské kružnice na TSPdec jsme v konstruovaných instanćıch nepotřebovali velká č́ısla,
dokonce jako “váhy” stačily jedničky a dvojky), tak je zřejmé, že TSP (i TSP∆) je silně NP-
těžký.

NP-těžké problémy, v jej́ıchž instanćıch se (“exponenciálně velká”) č́ısla nevyskytuj́ı (jako

je SAT, HC, MaxClique apod.), jsou podle naš́ı definice také silně NP-těžké.

Standardńım př́ıkladem NP-těžkého problému, který je tzv. slabě NP-těžký, tj. v př́ıpadě
P̸=NP neńı silně NP-těžký, je problém batohu (knapsack).

Problém Knapsack budeme uvažovat v této (standardńı) verzi:

a/ Instance x je dána sekvencemi kladných celých č́ısel w1, . . . , wn (váhy n předmět̊u) a
c1, . . . , cn (ceny těchto předmět̊u), a dále č́ıslem B (“Bound”, nosnost batohu).

b/ Př́ıpustným řešeńım k dané instanci x je každá množina I ⊆ {1, 2, . . . , n} (množina [in-
dex̊u] vybraných předmět̊u) splňuj́ıćı

∑
i∈I wi ≤ B (nosnost nesmı́ být překročena).

c/ Účelová funkce je v(x, I) =
∑

i∈I ci (cena vybraných předmět̊u).
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d/ Hodnotu účelové funkce maximalizujeme. (Hledáme tedy výběr předmět̊u, který
nepřekroč́ı nosnost a má největš́ı cenu.)

Problém Knapsack má pseudo-polynomiálńı řeš́ıćı algoritmus, který použ́ıvá metodu tzv.
dynamického programováńı. Postup pro konkrétńı instanci x se dá načrtnout např. takto:

Pro i = 0, 1, 2, . . . , n vyplňuj pole C[j] pro j ∈ {0, 1, . . . ,
∑n

i=1 ci} tak, že
po i-tém běhu cyklu bude v C[j] poznačeno, zda j je cena nějakého př́ıpustného
řešeńı I ⊆ {1, 2, . . . , i}, a v kladném př́ıpadě bude poznačena i nejmenš́ı možná
váha takového řešeńı.

(Rozmyslete si návrh i-tého běhu cyklu a také doplněńı algoritmu tak, aby na
konci vrátil optimálńı řešeńı př́ıslušné instance problému.)

Už speciálńı podproblém problému Knapsackdec je NP-těžký. Jedná se o

Problém SubsetSum:

Instance: kladná celá č́ısla c1, c2, . . . , cn a B.

Otázka: existuje množina I ⊆ {1, 2, . . . , n}, pro niž plat́ı
∑

i∈I ci = B ?

Dá se ukázat redukce 3-SAT⪯p SubsetSum, která využ́ıvá polynomiálně dlouhé dekadické
zápisy (exponenciálně velkých) č́ısel.

PTAS a FPTAS.

Uvedli jsme si pojmy aproximačńıch schémat, které zachycuj́ı ještě silněǰśı typ aproximo-
vatelnosti (některých) NP-těžkých optimalizačńıch problémů než je aproximovatelnost s kon-
stantńım aproximačńım poměrem (byt’ jakkoli malým).

APX∗ označuje tř́ıdu optimalizačńıch problémů, které jsou (polynomiálně) aproximova-

telné s aproximačńım poměrem 1+ε pro libovolně malé reálné ε > 0. Je tedy APX∗ =

∩ε>0APX(1+ε). Existence PTAS či dokonce FPTAS pro problém O znamená ještě silněǰśı

typ aproximovatelnosti než pouhou podmı́nku O ∈ APX∗.

Polynomiálńım aproximačńım schématem (PTAS, Polynomial Time Approximation Scheme)
pro optimalizačńı problém O rozumı́me algoritmus A, který pro zadanou instanci x problému
O a zadané ε > 0 (typicky ve formě ε = 1

z , kde z je kladné celé č́ıslo) vypočte nějaké př́ıpustné

řešeńı sA(x, ε) s aproximačńım poměrem maximálně 1+ε (tedy v(x,sA(x,ε))
vopt(x)

≤ 1+ε v př́ıpadě

minimalizace a
vopt(x)

v(x,sA(x,ε)) ≤ 1+ε v př́ıpadě maximalizace). Nav́ıc pro každé zafixované ε

muśı mı́t př́ıslušná verze algoritmu A (jej́ımž vstupem je tedy pouze x) polynomiálńı časovou
složitost vzhledem k size(x).

Plně polynomiálńı aproximačńı schéma (FPTAS, Fully Polynomial Time Approximation
Scheme) pro optimalizačńı problém O je algoritmus A, který pro zadanou instanci x problému
O a zadané ε > 0 vypočte nějaké př́ıpustné řešeńı sA(x, ε) s aproximačńım poměrem ma-
ximálně 1+ε a nav́ıc má polynomiálńı časovou složitost vzhledem k size(x) i vzhledem k 1

ε
(jeho časová složitost je tedy v O((size(x))c1(1ε )

c2) pro nějaké konstanty c1, c2).

Např. pro problém Knapsack existuje FPTAS, což je silněǰśı fakt než existence pseudo-
polynomiálńıho algoritmu.
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Existence FPTAS pro problém O implikuje existenci pseudo-polynomiálńıho algoritmu

pro O, za jistých podmı́nek kladených na účelovou funkci, které jsou ovšem u přirozených

optimalizačńıch problémů splněny.

Poznamenejme, že např. pro problém MinVertexCoverplanar (minimálńı vrcholové pokryt́ı
v rovinných grafech), který je rovněž NP-těžký, je známo PTAS, ale ne FPTAS.

PTAS for MinLoadScheduling.

We will show a ptas for the following problem MinLoadScheduling (for 2 identical pro-
cessors): an instance x is a list of tasks 1, 2, . . . , n with times (durations) d1, d2, . . . , dn and
we want to distribute them to 2 processors so that the computation time is minimal. In other
words, we search for a subset I ⊆ {1, 2, . . . , n} such that

∑
i∈I di is minimal but satisfies∑

i∈I di ≥
ℓ
2 where (the overall load) ℓ = d1 + d2 + · · · + dn. (The tasks from I are then

scheduled for one processor, the rest is scheduled for the other processor.)

We suggest the following ptas A for MinLoadScheduling. The algorithm A, given
d1, d2, . . . , dn and ε, classifies all tasks with di ≥ εℓ as large (where ℓ = d1 + d2 + · · · + dn);
the tasks with di < εℓ are small. We note that there are at most ⌊1ε⌋ large tasks.

A then checks successively each of the at most 2⌊
1
ε
⌋ distributions of large tasks (to 2 pro-

cessors); each particular distribution is completed by distributing small tasks ‘greedily’, i.e.,
each small task is then successively scheduled for the currently less loaded processor. A best
solution is finally returned as the result.

Exercise. Check that the complexity of A is O(2⌊
1
ε
⌋ ·n), and that the approximation ratio is

≤ (1+ε). (Hint. An optimal solution distributes large tasks in a certain way, and this way was
also considered by A. Either all small tasks are in that case scheduled for one processor whose
load is not greater than the load of the other, and A has thus found an optimal solution, or
ℓ
2 ≤ vopt(x) ≤ v(x, sA(x, ε)) ≤ ℓ

2 + εℓ
2 = (1 + ε) ℓ2 .)

FPTAS pro Knapsack.

Věnovali jsme se návrhu “fptas” pro Knapsack. (Ilustrovali jsme si tak podstatu myšlenek
v části “Approximation Schemes, Knapsack Problem” v [Sli].) Diskutovali jsme tuto verzi:

Instance (vstup):

předměty 1, 2, . . . , n, jejich váhy w1, w2, . . . , wn ∈ N, kapacita B ∈ N
(předpokládáme, že wi ≤ B pro všechna i ∈ [1, n]) a ceny c1, c2, . . . , cn ∈ N;
nav́ıc je dáno ε > 0.
(Např. n = 100, ε = 1

10 .)

Cı́l :

naj́ıt I ⊆ {1, 2, . . . , n} tak, že
∑

i∈I wi ≤ B a
∑

i∈I ci ≥ (1 − ε) ·
∑

i∈I∗ ci, kde∑
i∈I∗ wi ≤ B a

∑
i∈I∗ ci je maximálńı (tedy I∗ je optimálńı řešeńı).

Algoritmus (aproximačńı schéma):

Položme C = max{ci | i ∈ [1, n]} a pro vš. i ∈ [1, n] definujme

c′i =

⌊
ci
C
· 1
ε
· n
⌋
, tedy c′i =

⌊ ci
K

⌋
, kde K =

εC

n
(a ⌊x⌋ je největš́ı celé č́ıslo ≤ x).
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Úlohu pro c′i vyřeš́ıme algoritmem založeném na dynamickém programováńı; stač́ı

tedy řešit pro celkové ceny 0, 1, 2, . . . , n · ⌊1ε · n⌋ ≤
n2

ε . (V našem konkrétńım

př́ıkladu je n2

ε = 100000.)

Vydáme př́ıslušnou I ⊆ {1, 2, . . . , n} (optimálńı řešeńı v pozměněné instanci).

Polynomialita algoritmu jak v parametru n, tak v parametru 1
ε , je zřejmá.

Dokažme, že skutečně plat́ı
∑

i∈I ci ≥ (1− ε) ·
∑

i∈I∗ ci.

Dı́ky optimalitě I pro ceny c′i, zp̊usobu zaokrouhleńı a faktu
∑

i∈I∗ ci ≥ C máme

∑
i∈I

ci ≥ K ·
∑
i∈I

c′i ≥ K ·
∑
i∈I∗

c′i ≥

(∑
i∈I∗

ci

)
− nK =

(∑
i∈I∗

ci

)
− εC ≥ (1− ε) ·

∑
i∈I∗

ci.

Poznámka. Ukázali jsme tedy, že pro zadanou instanci x a zadané ε uvedený algoritmus

najde př́ıpustné řešeńı sA(x, ε) splňuj́ıćı
vopt(x)

v(x,sA(x,ε)) ≤
1

1−ε . Neplat́ı sice
1

1−ε ≤ 1 + ε, ale exis-

tenci fptas i podle standardńı definice jsme dokázali, nebot’ pro zadané x, ε můžeme uvedený
algoritmus spustit se vstupem x, ε2 ; uvědomme si, že 1

1− ε
2
≤ 1 + ε (pro 0 < ε < 1), nebot’

1 ≤ (1 + ε)(1− ε
2) = 1 + ε

2 −
ε2

2 .
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Týden 7

Dokončili jsme diskusi témat předchoźıch týdn̊u. Několik daľśıch týdn̊u se budeme věnovat
tzv. lineárńımu programováńı, jakožto obecnému nástroji pro řešeńı mnohých optimalizačńıch
problémů.

Lineárńı programováńı

Seznámı́me se základy lineárńıho programováńı. Připomněl jsem, že pěkný stručný úvod lze
nalézt např. v [2].

Jako konkrétńı instanci “problému diety” z [2] jsme vzali př́ıpad, kdy uvažujeme tři potra-
viny F1, F2, F3 (F jako “food”) a dvě živiny N1, N2 (N jako “nutrient”). V jednotce (např.
jednom kg) F1 jsou obsaženy 1 jednotka (např. mg) N1 a 2 jednotky N2. V jednotce F2 jsou
obsaženy 4 jednotky N1 a 1 jednotka N2. V jednotce F3 jsou obsaženy 4 jednotky N1 a 3
jednotky N2. Cena za jednotku F1 je 6 (např. desetikorun), cena za jednotku F2 je 9 a cena
za jednotku F3 je 10. Minimálńı denńı doporučená dávka živiny N1 je 3 jednotky; u živiny N2

jsou to 4 jednotky. Úkolem je navrhnout nákup potravin F1, F2, F3 tak, aby nakoupené potra-
viny obsahovaly (alespoň) minimálńı denńı doporučenou dávku živin a přitom cena nákupu
byla co nejmenš́ı.

Hledané množstv́ı nákupu potraviny Fi jsme si označili yi (pro i = 1, 2, 3); jedná se o
nezáporné reálné č́ıslo. (Předpokládáme, že potraviny neńı nutno kupovat v celých jed-
notkách.) Definovali jsme si matici A typu m × n = 3 × 2, kde prvek aij (v i-tém řádku
a j-tém sloupci) je počet jednotek živiny Nj v potravině Fi. Vektor b (typu m × 1) jsme
definovali tak, že bi je cena za jednotku Fi. Vektor c (typu n× 1) jsme definovali tak, že cj je
minimálńı doporučená denńı dávka živiny Nj .

Máme tedy minimalizovat součin yT b

(kde yT je transponovaný vektor y, tedy yT = (y1, y2, y3) je typu 1×m)

za podmı́nek yTA ≥ cT , y ≥ 0

(kde 0 je nulový vektor př́ıslušného rozměru).

Zauvažovali jsme také o duálńım problému

max cTx za podmı́nek Ax ≤ b, x ≥ 0.

Zde (hypotetický) “prodejce pilulek s živinami” hledá cenu x1 za jednotku živiny N1 a cenu
x2 za jednotku N2 tak, aby maximalizoval cenu denńı doporučené dávky, ale zároveň “nebyl
dražš́ı” než př́ıslušné potraviny.

Standardně se jako primárńı problém nebo též primárńı úloha (anglicky “primal”, česky též
“primálńı” či “prvotńı”) chápe problém LP ve tvaru

max cTx za podmı́nek Ax ≤ b, x ≥ 0.

Zapsali jsme tuto úlohu s konkrétńımi č́ısly z našeho “dietńıho problému” a znázornili

geometricky množinu př́ıpustných řešeńı (tedy množinu vektor̊u x =

(
x1
x2

)
splňuj́ıćıch

Ax ≤ b, x ≥ 0). Podařilo se nám nalézt optimálńı řešeńı v tomto konkrétńım př́ıpadě.
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Úkoly pro cvičeńı

1. Ukažte detailně, proč z podmı́nek Ax ≤ b, x ≥ 0, yTA ≥ cT , y ≥ 0 plyne

cTx ≤ yTAx ≤ yT b.

Speciálně ukažte, jak využijeme asociativitu operace násobeńı matic.

2. K (standardńı primárńı) úloze

max cTx za podmı́nek Ax ≤ b, x ≥ 0

je standardně definována duálńı úloha

min yT b za podmı́nek yTA ≥ cT , y ≥ 0.

Co lze vyvodit z předchoźıho př́ıkladu pro př́ıpad, kdy máme konkrétńı př́ıpustné řešeńı
(označené) x∗ primárńı úlohy a konkrétńı př́ıpustné řešeńı y∗ duálńı úlohy?

3. K (primárńımu) problému Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx jsme jako duálńı problém definovali
yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b. Ten se ovšem dá přirozeně vyjádřit také jako standardńı
maximalizačńı problém: −AT y ≤ −c, y ≥ 0,max−bT y (ověřte). Zkonstruujte k posledně
uvedenému problému duálńı problém (s proměnnými označenými x) a ověřte, že je
ekvivalentńı formulaci Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx. (Tedy dvojnásobnou aplikaćı operátoru
duality dostaneme p̊uvodńı problém.)

4. Uvažme obecný problém LP, kdy máme omezeńı ve formě nerovnic i rovnic a na některé
proměnné klademe podmı́nku nezápornosti zat́ımco na jiné ne. Navrhněte, jak můžeme
takový problém snadno převést do tvaru standardńıho maximalizačńıho problému.

5. Zamyslete se nad t́ım, zda každá úloha LP muśı mı́t př́ıpustné řešeńı, a zda každá úloha
s př́ıpustným řešeńım muśı mı́t i optimálńı řešeńı.

Úloha s př́ıpustným řešeńım, která nemá optimálńı řešeńı, se nazývá neomezená. Jak je
to s duálńı úlohou v tomto př́ıpadě? (Může mı́t př́ıpustné řešeńı?)
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Týden 8

Lineárńı programováńı (pokračováńı).

Navázali jsme na předchoźı jistou rekapitulaćı shrnutou také ńıže. Zadáńı konkrétńıho
př́ıkladu (2) je převzato z [1].

Připomněli jsme, že mnohé problémy kombinatorické optimalizace lze přirozeně vyjádřit
jako problémy celoč́ıselného lineárńıho programováńı (Integer LP, ILP), kde proměnné xi
(složky vektoru proměnných x) nabývaj́ı jen celoč́ıselných hodnot, často jen z množiny {0, 1};
stejně tak koeficienty v nerovnićıch jsou celoč́ıselné. (Pokud jsou koeficienty racionálńı, lze
samozřejmě převést na celoč́ıselné vynásobeńım společným jmenovatelem.) Obecně je ovšem
ILP NP-těžký problém (jak ještě připomeneme později), zat́ımco jeho relaxace, tedy připuštěńı
všech reálných hodnot v daném intervalu (např. v intervalu [0, 1]), vede na úlohu LP, která
je polynomiálńı (jak ještě také budeme diskutovat).

Cvičeńı. Ukažte, že ILP je NP-těžký problém (např. převodem z 3-SAT). Jako rozhodovaćı
verzi vezměte problém, zda pro danou instanci existuje alespoň jedno př́ıpustné řešeńı.

Poznámka. Byt’ je LP obecně polynomiálńı, řešeńı pro velké instance má pořád velkou

časovou náročnost z praktického hlediska. Ilustrovali jsme si to připomenut́ım problému

maximálńıho toku. Ač tento problém snadno vyjádř́ıte jako problém LP (že ano), pro

řešeńı se v praxi použ́ıvaj́ı specializované algoritmy [využ́ıvaj́ıćı techniku zlepšuj́ıćıch cest],

které jsou výrazně efektivněǰśı. Ovšem např. problém multikomoditńıch tok̊u [kde máme

v́ıce dvojic zdroj-stok s předepsanými velikostmi tok̊u mezi nimi a hledáme “mix” všech

tok̊u při dodržeńı kapacit jednotlivých hran, př́ıpadně ještě za minimálńı cenu] se umı́ op-

timálně řešit v polynomiálńım čase jen přes LP. (V praxi pak lze upřednostnit efektivněǰśı

algoritmy, které jen aproximuj́ı optimálńı řešeńı.)

Jako ilustračńı př́ıklad LP jsme vzali následuj́ıćı instanci (s reálnými proměnnými xi):

maximalizuj 3x1 + x2 + 2x3 za podmı́nek (2)

x1, x2, x3 ≥ 0,

x1 + x2 + 3x3 ≤ 30,
2x1 + 2x2 + 5x3 ≤ 24,
4x1 + x2 + 2x3 ≤ 36.

Standardńı maximalizačńı problém a standardńı minimalizačńı problém. Náš
př́ıklad je př́ıkladem standardńı maximalizačńı úlohy, tedy problému typu

Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx.

Připomı́náme, že matice A je typu m×n, vektory bereme primárně jako sloupcové, tedy b

je typu m× 1 a c je typu n× 1; transponovaný cT je tedy řádkový vektor, typu 1×n. Pro

konkrétńı x je Ax sloupcovým vektorem, lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A, s koefici-

enty x1, x2, . . . , xn. (Částečné) uspořádáńı vektor̊u je definováno po složkách; Ax ≤ b tedy

znamená, že i-tá složka vektoru Ax je menš́ı nebo rovna bi, pro i = 1, 2, . . . ,m. Symbol

0 zde znamená vektor s nulovými složkami; jeho rozměr a “sloupcovost” či “řádkovost”

jsou vždy zřejmé z kontextu. Někdy se znak transpozice vynechává, pokud nehroźı nedo-

rozuměńı. Např. se často ṕı̌se cx (skalárńı součin vektor̊u c, x) mı́sto cTx, apod.
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Funkce f(x) = cTx se nazývá účelová funkce (objective function, česky také ćılová funkce či
kriteriálńı funkce).

Před řešeńım naš́ı konkrétńı úlohy jsme nejdř́ıve diskutovali standardńı minimalizačńı
problém, tj. problém typu

yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b.

(Mı́sto sloupc̊u bereme nezáporné lineárńı kombinace řádk̊u; mı́sto shora jsou tyto kombinace
omezeny zdola, a mı́sto maximalizováńı zde minimalizujeme.)

Dualita. Je přirozené brát yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b jako duálńı problém k problému Ax ≤
b,max cTx, který se pak nazývá primárńı problém (anglicky “primal”, česky též “primárńı”
či “prvotńı”).

Správně bychom měli rozlǐsovat pojem “problém”, např. problém LP, a pojem “instance

problému”, např. Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx pro konkrétńı matici A a vektory b, c. Toto ale

většinou necháváme na kontext, z něhož je jasné, co máme na mysli. Všimněme si také,

že yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b lze podle standardńıch pravidel pro transpozici matic psát

AT y ≥ c, y ≥ 0,min bT y, nebo ekvivalentně −AT y ≤ −c, y ≥ 0,max −bT y.

K naš́ı konkrétńı úloze (2) je tedy duálńı úlohou tato úloha:

minimalizuj 30y1 + 24y2 + 36y3 za podmı́nek (3)

y1, y2, y3 ≥ 0,

y1 + 2y2 + 4y3 ≥ 3,
y1 + 2y2 + y3 ≥ 1,
3y1 + 5y2 + 2y3 ≥ 2.

Jako úkol jsme ponechali odvozeńı (očekávaného) faktu, že duálńım problémem k duálńımu
problému je zase primárńı problém.

Př́ıpustným vektorem (feasible vector), též př́ıpustným řešeńım, úlohy Ax ≤ b, x ≥
0,max cTx rozumı́me libovolný vektor x splňuj́ıćı Ax ≤ b, x ≥ 0. Podobně př́ıpustným řešeńım
úlohy yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b rozumı́me libovolný vektor y splňuj́ıćı yTA ≥ cT , y ≥ 0.
(Někdy má smysl uvažovat např. [nepř́ıpustné] řešeńı splňuj́ıćı Ax ≤ b, které neńı nezáporné.)

Jak je obvyklé, použ́ıváme např. x jako symbol pro vektor proměnných, ale někdy také

pro konkrétńı vektor z Rn. Konkrétńı užit́ı by mělo být vždy jasné z kontextu; někdy

užijeme “dekoraci”, např. x∗, když chceme zd̊uraznit, že máme na mysli konkrétńı vektor.

Snadno jsme odvodili (už mezi úkoly), že podmı́nky

Ax ≤ b, x ≥ 0, yTA ≥ cT , y ≥ 0

implikuj́ı

cTx ≤ yTAx ≤ yT b.

Máme-li tedy (jakékoli) př́ıpustné řešeńı x∗ primárńı úlohy a př́ıpustné řešeńı y∗ duálńı úlohy,
tak plat́ı cTx∗ ≤ (y∗)T b. Pokud tedy nastává př́ıpad cTx∗ = (y∗)T b, tak obě řešeńı x∗, y∗ jsou
ve svých úlohách optimálńı!

Proved’me d̊ukaz ještě detailně. Bude se nám to v budoucnu ještě hodit k jinému účelu (u
“complementary slackness”).
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Zapǐsme si nejdř́ıve yTAx podrobněji:

(
y1, y2, . . . , ym

)
·


a11, a12, . . . , a1n
a21, a22, . . . , a2n

· · ·
am1, am2, . . . , amn

 ·

x1
x2
· · ·
xn


Násobeńı matic je asociativńı, je tedy (yTA)x = yT (Ax); d̊ukaz de facto provedeme ńıže.
Rozeṕı̌seme-li výraz (yTA)x, dostáváme(y1, y2, . . . , ym) ·


a11
a21
· · ·
am1

 ,
(
y1, y2, . . . , ym

)
·


a12
a22
· · ·
am2

 , . . . ,
(
y1, y2, . . . , ym

)
·


a1n
a2n
· · ·
amn


·

x1
x2
· · ·
xn


neboli zT · x, kde
zT = y1 ·

(
a11, a12, . . . , a1n

)
+ y2 ·

(
a21, a22, . . . , a2n

)
+ · · ·+ ym ·

(
am1, am2, . . . , amn

)
.

Tedy
(yTA)x = (4)

= (y1a11 + y2a21 + · · ·+ ymam1) · x1+
+(y1a12 + y2a22 + · · ·+ ymam2) · x2+
· · · · · ·
+(y1a1n + y2a2n + · · ·+ ymamn) · xn .

Rozeṕı̌seme-li výraz yT (Ax), dostáváme

(
y1, y2, . . . , ym

)
·

(a11, a12, · · · , a1n) ·

x1
x2
· · ·
xn

 , . . . ,
(
am1, am2, · · · , amn

)
·


x1
x2
· · ·
xn




T

neboli

(
y1, y2, . . . , ym

)
·




a11
a21
· · ·
am1

 · x1 +


a12
a22
· · ·
am2

 · x2 + · · ·+


a1n
a2n
· · ·
amn

 · xn
 .

Tedy
yT (Ax) = (5)

= y1 · (a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn)+

+ y2 · (a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn)+

· · · · · ·
+ ym · (am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn) .

Z rovnost́ı (4) a (5) vid́ıme, že
(yTA)x =

∑n
j=1(

∑m
i=1 yiaij) · xj a yT (Ax) =

∑m
i=1 yj · (

∑n
j=1 aijxj) .

V obou př́ıpadech dostáváme (standardńımi úpravami pro sč́ıtáńı a násobeńı) na pravých
stranách

∑m
i=1

∑n
j=1 yiaijxj ; tedy (yTA)x = yT (Ax).

Ted’ si ještě všimneme:
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• Z rovnice (4) ihned plyne, že pokud (y1a1j + y2a2j + · · ·+ ymamj) ≥ cj a xj ≥ 0 pro vš.
j = 1, 2, . . . , n, tak yTAx ≥ cTx (kde cTx = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn).

• Z rovnice (5) plyne, že pokud yi ≥ 0 a (ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn) ≤ bi pro vš.
i = 1, 2, . . . ,m, tak yTAx ≤ yT b (kde yT b = y1b1 + y2b2 + · · ·+ ymbm).

Dokázali jsme tedy následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1 (Slabá dualita) Necht’ x∗ je př́ıpustným řešeńım problému Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx
a y∗ je př́ıpustným řešeńım problému yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b. Pak cTx∗ ≤ (y∗)T b.
Když plat́ı cTx∗ = (y∗)T b, tak x∗ a y∗ jsou optimálńımi řešeńımi pro své př́ıslušné problémy.

Pokud nám tedy někdo dodá např. řešeńı x∗ = (8, 4, 0) a y∗ = (0, 16 ,
2
3) u našich konkrétńıch

problémů (2) a (3), pak zjǐstěńım, že obě splňuj́ı své omezuj́ıćı podmı́nky a nav́ıc cTx∗ =
3 · 8 + 1 · 4 + 2 · 0 = 28 a (y∗)T b = 0 · 30 + 1

6 · 24 +
2
3 · 36 = 28, máme ověřeno, že x∗ i y∗ jsou

optimálńı (ve svých př́ıslušných problémech).

Připomněli jsme si, že když nám někdo ukáže tok v śıti a zároveň řez, jehož kapacita se

rovná velikosti toku, v́ıme, že se jedná o maximálńı tok a minimálńı řez. Podobně, když

nám někdo pro graf G dodá párováńı S a vrcholové pokryt́ı C, kde |S| = |C|, tak se jedná

o maximálńı párováńı a minimálńı vrcholové pokryt́ı.

Řekneme, že problém Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx pro konkrétńı A, b, c je

a/ řešitelný [či konzistentńı] (feasible, F), když existuje př́ıpustné řešeńı, tedy x takové, že
Ax ≤ b, x ≥ 0; zde rozlǐśıme dva podpř́ıpady:

i/ řešitelný omezený (feasible bounded, FB), když existuje d ∈ R tak, že cTx ≤ d pro
každé př́ıpustné x,

ii/ řešitelný neomezený (feasible unbounded, FU), když pro každé d ∈ R existuje
př́ıpustné x splňuj́ıćı cTx > d.

b/ neřešitelný [či nekonzistentńı] (infeasible, I), když neexistuje př́ıpustné řešeńı.

Analogicky rozčleńıme minimalizačńı problémy. Slabá dualita mj. implikuje, že když je stan-
dardńı (primárńı) úloha P řešitelná neomezená (FU), tak k ńı duálńı úloha D je neřešitelná
(a naopak).

Teprve později se dostaneme k d̊ukazu následuj́ıćı věty:

Věta 2 (Silná dualita) Když je konkrétńı úloha lineárńıho programováńı řešitelná omezená
(FB), tak jej́ı duálńı úloha je také řešitelná omezená (FB), obě úlohy maj́ı optimálńı řešeńı
a hodnoty př́ıslušných účelových funkćı pro ta optimálńı řešeńı se rovnaj́ı.

Když tedy je např. úloha Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx řešitelná a omezená, tak má optimálńı
řešeńı x∗ a duálńı úloha yTA ≥ cT , y ≥ 0,min yT b má (optimálńı) řešeńı y∗ takové, že cTx∗ =
(y∗)T b.
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Z vět o dualitě plyne, že když označ́ıme jako P konkrétńı (primárńı) úlohu a D k ńı duálńı
úlohu, tak mohou nastávat pouze čtyři př́ıpady:

1 2 3 4

P FB FU I I

D FB I FU I

V př́ıpadě 1 (FB,FB) se nav́ıc optimálńı hodnoty účelových funkćı rovnaj́ı (a jsou dosaženy
pro konkrétńı vektory x∗, y∗).

Větu 2 bychom mohli dokázat např. užit́ım tzv. Fourierovy-Motzkinovy eliminace. To by

nám ale ještě nedalo algoritmický návod k řešeńı úloh LP. My ted’ zabijeme “dvě mouchy

jednou ranou” t́ım, že ukážeme tzv. simplexový algoritmus ...

Předem je užitečné zamyslet se nad t́ım, že když má např. konkrétńı úloha Ax ≤ b, x ≥
0,max cTx optimálńı řešeńı, tedy př́ıslušnou lineárńı kombinaci sloupc̊u matice A, tak má

i takové optimálńı řešeńı, které s nenulovými (tedy pozitivńımi) koeficienty kombinuje

nějakou množinu nezávislých sloupc̊u matice A.

Konkrétńı běh simplexového algoritmu. Vrat’me se k řešeńı naš́ı konkrétńı úlohy (2).

Přidáńım tzv. doplňkové proměnné (slack variable, česky též př́ıdatná proměnná, volná
proměnná, proměnná zachycuj́ıćı volnost, rozd́ılová proměnná apod.) ke každé nerovnici
změńıme nerovnice na rovnice; v našem př́ıpadě přidáme x4, x5, x6. Zároveň zavedeme
speciálńı proměnnou z, která bude zachycovat hodnotu účelové funkce. Mı́sto hledáńı trojice
(x1, x2, x3) nezáporných hodnot, které splňuj́ı nerovnosti v (2) a pro něž bude 3x1 + x2 +2x3
maximálńı, řeš́ıme tedy následuj́ıćı ekvivalentńı úlohu (promyslete si tu ekvivalenci): hledáme
konkrétńı vektor (sedmici reálných č́ısel) (x1, x2, x3, x4, x5, x6, z) splňuj́ıćı rovnice

x1 + x2 + 3x3 + x4 = 30
2x1 + 2x2 + 5x3 + x5 = 24
4x1 + x2 + 2x3 + x6 = 36
−3x1 − x2 − 2x3 + z = 0

(6)

přičemž x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0 a z je maximálńı možné. (Pro z nezápornost obecně
nevyžadujeme; v našem př́ıkladu je c ≥ 0, proto z vycháźı také nezáporné.) Soustavu (6)
můžeme stručně reprezentovat matićı (s označenými sloupci) znázorněnou následuj́ıćı tabul-
kou:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z |
1 1 3 1 0 0 0 | 30
2 2 5 0 1 0 0 | 24

4 1 2 0 0 1 0 | 36

−3 −1 −2 0 0 0 1 | 0

(7)

Rámečku kolem prvku a31 (tedy prvku v 3. řádku a 1. sloupci) si ted’ nevš́ımejme. Všimněme
si ale jednotkové matice 3 × 3 tvořenou sloupci u proměnných x4, x5, x6, když pomineme
posledńı řádek matice. Při uvažováńı i posledńıho řádku vid́ıme jednotkovou matici 4 × 4,
když uvažujeme i sloupec u z (který se následuj́ıćımi úpravami nebude měnit). Proměnným
x4, x5, x6 ř́ıkáme v této reprezentaci bázové proměnné (basic variables, česky také základńı
proměnné, ale snaž́ıme se zd̊uraznit vztah k bázi). Proměnné x1, x2, x3 jsou ted’ nebázové.
Máme tedy ted’ (B...bázové, N ...nebázové), v “0-té iteraci”,
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B0 = {x4, x5, x6} a N0 = {x1, x2, x3}.

Soustavu (6) můžeme také zapsat ekvivalentně takto:

x4 = 30 − x1 − x2 − 3x3
x5 = 24 − 2x1 − 2x2 − 5x3
x6 = 36 − 4x1 − x2 − 2x3
z = 0 + 3x1 + x2 + 2x3

(8)

Explicitně t́ım zd̊urazňujeme, že hodnoty bázových proměnných (x4, x5, x6) a hodnota
proměnné z jsou jednoznačně určeny hodnotami nebázových proměnných (x1, x2, x3). Tzv.
bázové řešeńı (basic solution) dostaneme, když polož́ıme nebázové proměnné rovny nule; zde
tedy je bázovým řešeńım vektor (x1, x2, x3, x4, x5, x6, z) = (0, 0, 0, 30, 24, 36, 0). Protože v
našem př́ıpadě máme b = (30, 24, 36) ≥ 0, dostáváme př́ıpustné řešeńı, tedy hodnoty všech xi
jsou nezáporné. (Z technických d̊uvod̊u zde neṕı̌seme vektory sloupcově, ač bychom měli.)

Později uvid́ıme, co dělat, když některá bi jsou záporná a bázové řešeńı tak neńı

př́ıpustným řešeńım.

Jinak také poznamenejme, že jako bázové řešeńı bychom striktně vzato měli označit jen

(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 0, 0, 30, 24, 36); jemu pak př́ısluš́ı hodnota účelové funkce, v

našem př́ıpadě 0. Zde ale bereme hodnotu z jako součást bázového řešeńı.

Z rovnice pro z v (8) vid́ıme, že např. zvětšeńım x1 (vzhledem k bázovému řešeńı, kde x1 =
x2 = x3 = 0) zvětš́ıme hodnotu z, o jej́ıž maximalizaci nám jde. Při zvětšeńı x1 muśıme dát
pozor, abychom stále měli př́ıpustné řešeńı. Z rovnice pro x4 v (8) je zřejmé, že x1 nemůžeme
zvětšit v́ıc než o 30, rovnice pro x5 dává omezeńı 12 (= 24

2 ) a rovnice pro x6 dává omezeńı
9 (= 36

4 ). Ř́ıd́ıme se nejtvrdš́ım omezeńım, v našem př́ıpadě je minimum z omezeńı 9, což
odpov́ıdá proměnné x6. Zaj́ımáme se tedy o (př́ıpustné) bázové řešeńı vzhledem k

B1 = {x1, x4, x5} a N1 = {x2, x3, x6}.

Bázi tedy opoušt́ı x6 a vstouṕı do ńı x1. To je znázorněno rámečkem okolo prvku a31 v (7); v
3. řádku má totiž z bázových proměnných jedničku x6 a x1 označuje 1. sloupec. Rovnici pro
x6 v (8) přeṕı̌seme jako x1 = −1

4x2 −
2
4x3 −

1
4x6 +

36
4 , tedy

x1 = 9− 1

4
x2 −

1

2
x3 −

1

4
x6,

a pravou stranu pak dosad́ıme za x1 v ostatńıch rovnićıch. Soustavu (8) tedy můžeme ekvi-
valentně zapsat takto:

x4 = 30 −(9− 1
4x2 −

1
2x3 −

1
4x6) − x2 − 3x3

x5 = 24 −2(9− 1
4x2 −

1
2x3 −

1
4x6) − 2x2 − 5x3

x1 = 9− 1
4x2 −

1
2x3 −

1
4x6

z = 0 +3(9− 1
4x2 −

1
2x3 −

1
4x6) + x2 + 2x3

(9)

Úpravou rovnic uprav́ıme i matici (7). To je totéž, jako když použijeme následuj́ıćı kroky
známé z Gaussovy eliminačńı metody. (Vzpomeňte si, že vynásobeńım [obou stran] rovnice
nenulovým č́ıslem se množina řešeńı nezměńı; množina řešeńı se také nezměńı, nahrad́ıme-li
jednu rovnici tak, že od ńı odečteme násobek jiné rovnice.) Zarámečkované a31 = 4 nazveme
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pivot a matici uprav́ıme tak, aby jednotkovou matici nově vytvořily sloupce u x4, x5, x1 a
z. Hodnotu pivotu (je nenulová!) označ́ıme p, řádek a sloupec pivotu označ́ıme r (row) a c
(column, neplet’me si s vektorem c); máme tedy arc = p, v našem př́ıpadě a31 = 4.

Nejprve vydělme řádek r pivotem; dostaneme tedy d̂rj =
drj
p pro každý sloupec j; obecně

symbol dij znač́ı hodnotu v tabulce před úpravou (v i-tém řádku a j-tém sloupci), symbol d̂ij
pak hodnotu po úpravě. Dostaneme tedy

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z |
1 1 3 1 0 0 0 | 30
2 2 5 0 1 0 0 | 24

1 1
4

1
2 0 0 1

4 0 | 9

−3 −1 −2 0 0 0 1 | 0

(10)

Nyńı od 1. řádku odečteme d1c-násobek nového řádku r (pokud r ̸= 1), tedy d̂1j = d1j−d1c drjp
(v našem př́ıpadě odeč́ıtáme od 1. řádku p̊uvodńı 3. řádek vynásobený 1

4); dostaneme:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z |
0 3

4
5
2 1 0 −1

4 0 | 21
2 2 5 0 1 0 0 | 24

1 1
4

1
2 0 0 1

4 0 | 9

−3 −1 −2 0 0 0 1 | 0

(11)

Obecně pro i ̸= r máme d̂ij = dij − dic
drj
p ; po patřičné úpravě 2. řádku dostáváme

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z |
0 3

4
5
2 1 0 −1

4 0 | 21
0 3

2 4 0 1 −1
2 0 | 6

1 1
4

1
2 0 0 1

4 0 | 9

−3 −1 −2 0 0 0 1 | 0

(12)

Analogicky uprav́ıme 4. řádek a dostáváme

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z |
0 3

4
5
2 1 0 −1

4 0 | 21
0 3

2 4 0 1 −1
2 0 | 6

1 1
4

1
2 0 0 1

4 0 | 9

0 −1
4 −1

2 0 0 3
4 1 | 27

(13)

Soustava (9), a tedy i (8), je tak ekvivalentńı soustavě

x4 = 21 − 3
4x2 − 5

2x3 + 1
4x6

x5 = 6 − 3
2x2 − 4x3 + 1

2x6
x1 = 9 − 1

4x2 − 1
2x3 − 1

4x6
z = 27 + 1

4x2 + 1
2x3 − 3

4x6

(14)

Bázové řešeńı je zde (x1, x2, x3, x4, x5, x6, z) = (9, 0, 0, 21, 6, 0, 27). Je vidět, že např. zvýšeńı
x3 z nuly může pomoci zvýšit z. Nab́ıźı se tedy vyměnit x3 za některou proměnnou v bázi. Než
to uděláme, udělejme si jisté zjednodušeńı naš́ı notace. Když máme určeny bázové proměnné
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v jistém pořad́ı, např. na začátku se jedná o (x4, x5, x6), zaj́ımá nás tvar matice, kde sloupce
u x4, x5, x6 a z, v daném pořad́ı, vytvoř́ı jednotkovou matici. Odkazujeme-li k takové matici,
např. k (7), domluv́ıme se na stručněǰśı notaci; matici (7) zaṕı̌seme stručněji takto:

x1 x2 x3 |
x4 | 1 1 3 | 30
x5 | 2 2 5 | 24

x6 | 4 1 2 | 36

z | −3 −1 −2 | 0

(15)

Proměnnými označuj́ıćımi řádky rozumı́me aktuálńı bázové proměnné (a z); p̊uvodńı tvar
bychom dostali, kdybychom přidali př́ıslušnou jednotkovou matici. K prvk̊um matice odka-
zujeme jako k aij , vyjma posledńıho řádku a a posledńıho sloupce. K prvk̊um posledńıho
sloupce odkazujeme jako k bi (kromě posledńıho), k prvk̊um posledńıho řádku jako k −cj
(kromě posledńıho). Prvek posledńıho řádku a posledńıho sloupce (tedy v pravém dolńım
rohu) označ́ıme v (value, hodnota účelové funkce). Toto značeńı pro jednoduchost použ́ıváme
i po úpravách, kdy už se jedná o jiné hodnoty než jsou p̊uvodńı A, b, c. Pivot jsme zvolili takto:

i/ vybrali jsme jeden sloupec, kde cj > 0 (tedy −cj < 0); j bude sloupcem pivotu;

ii/ našli jsme řádky i, kde aij > 0, a spočetli u nich bi
aij

; jako řádek pivotu jsme vzali

(některé) i, kde bi
aij

je minimálńı.

Jeden úkol žádá, at’ vysvětĺıte, proč je úloha neomezená (feasible unbounded), když ve

všech řádćıch máme aij ≤ 0.

V našem př́ıpadě jsme prohodili x1 a x6. Dostali jsme matici (13), ve stručné podobě zapsané

x6 x2 x3 |
x4 | −1

4
3
4

5
2 | 21

x5 | −1
2

3
2 4 | 6

x1 | 1
4

1
4

1
2 | 9

z | 3
4 −1

4 −1
2 | 27

(16)

Nyńı vyberme ke vstupu do báze x3, protože −c3 ve sloupci označeném x3 je záporné; nový
pivot bude tedy ve sloupci 3. Řádky v 3. sloupci dávaj́ı omezeńı postupně 21

5/2 = 42
5 ,

6
4 = 3

2 ,
9

1/2 = 18. Minimum je dosaženo v 2. řádku, proto prohod́ıme x3 (vstouṕı do báze) a x5 (opust́ı

bázi); nový pivot bude v 2. řádku. Budeme tedy mı́t

B2 = {x4, x3, x1} a N2 = {x6, x2, x5}.

Označme si pivot:
x6 x2 x3 |

x4 | −1
4

3
4

5
2 | 21

x5 | −1
2

3
2 4 | 6

x1 | 1
4

1
4

1
2 | 9

z | 3
4 −1

4 −1
2 | 27

(17)

Máme tedy arc = p, v našem př́ıpadě a23 = 4. Snadno ověř́ıme, že naše úpravy výše se
daj́ı schématicky zachytit takto (kde dij znamená dosavadńı hodnotu v i-tém řádku a j-tém

sloupci a d̂ij označuje novou):
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i/ d̂rc =
1
p (na mı́stě pivotu se objev́ı jeho převrácená hodnota);

ii/ pro j ̸= c: d̂rj = drj/p (hodnota v řádku pivotu je vydělena pivotem);

iii/ pro i ̸= r: d̂ic = −dic/p (hodnota v sloupci pivotu je vydělena pivotem a znaménko se

otoč́ı);

iv/ pro i ̸= r a j ̸= c: d̂ij = dij − drjdic/p (od hodnoty mimo řádek a sloupec pivotu se

odečte součin hodnot v př́ıslušném řádku sloupce pivotu a př́ıslušném sloupci řádku
pivotu vydělený pivotem).

Provedeme-li to u matice (17), hodnoty se změńı takto (ověřte); pro pohodĺı opakujeme
matici (17) jako matici (18) a výsledek po “pivotováńı” je zachycen v matici (19):

x6 x2 x3 |
x4 | −1

4
3
4

5
2 | 21

x5 | −1
2

3
2 4 | 6

x1 | 1
4

1
4

1
2 | 9

z | 3
4 −1

4 −1
2 | 27

(18)

x6 x2 x5 |
x4 | 1

16 − 3
16 −5

8 | 69
4

x3 | −1
8

3
8

1
4 | 3

2
x1 | 5

16
1
16 −1

8 | 33
4

z | 11
16 − 1

16
1
8 | 111

4

(19)

Zde je tedy bázovým řešeńım (x1, x2, x3, x4, x5, x6, z) = (334 , 0,
3
2 ,

69
4 , 0, 0, 27.75).

Nyńı lze pro přechod do báze zvažovat pouze x2 (se záporným −cj). Protože 3/2
3/8 < 33/4

1/16 ,

bázi opust́ı x3 (ač už mimo bázi byla). Budeme mı́t tedy

B3 = {x4, x2, x1} a N2 = {x6, x3, x5}.

Úpravou podle pivotu v 2. řádku a 2. sloupci dostaneme

x6 x3 x5 |
x4 | 0 1

2 −1
2 | 18

x2 | −1
3

8
3

2
3 | 4

x1 | 1
3 −1

6 −1
6 | 8

z | 2
3

1
6

1
6 | 28

(20)

Původńı soustavu (6) jsme tedy převedli na ekvivalentńı soustavu (maj́ıćı stejné sedmice
(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, z) jako řešeńı) v tomto tvaru:

x4 = 18 − 1
2x3 +

1
2x5

x2 = 4 + 1
3x6 −

8
3x3 −

2
3x5

x1 = 8− 1
3x6 +

1
6x3 +

1
6x5

z = 28− 2
3x6 −

1
6x3 −

1
6x5

(21)
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Přitom bázové řešeńı (x1, x2, x3, x4, x5, x6, z) = (8, 4, 0, 18, 0, 0, 28) je př́ıpustné a z nemůže
být očividně větš́ı pro jakékoli jiné př́ıpustné řešeńı. (Proč?) Našli jsme tedy optimum!

Když jsme tedy dosáhli situace, kdy nejen posledńı sloupec, ale i posledńı řádek je nezáporný
(s př́ıpadnou výjimkou pravého dolńıho rohu) [k tomu došlo v tabulce (20)], tak už nás “vnitřek
nezaj́ımá”; k přečteńı optimálńıho řešeńı nám stač́ı

x6 x3 x5 |
x4 | | 18
x2 | | 4
x1 | | 8

| 2
3

1
6

1
6 | 28

(22)

Optimálńı řešeńı jsme sestavili takto: položili jsme (nebázové) x3 = x5 = x6 = 0 a hodnoty
bázových jsme si přečetli v pravém sloupci: x1 = 8, x2 = 4, x4 = 18. V p̊uvodńım problému (2)
máme tedy optimálńı řešeńı

x∗ = (x∗1, x
∗
2, x
∗
3) = (8, 4, 0), s hodnotou účelové funkce 3x∗1 + x∗2 + 2x∗3 = 3 · 8 + 4 = 28.

Nerovnosti jsme splnili takto

x∗1 + x∗2 + 3x∗3 = 12 ≤ 30 (s rezervou 18 [slack x4 = 18]),

2x∗1 + 2x∗2 + 5x∗3 = 24 ≤ 24 (bez rezervy, tj. rezerva 0),

4x∗1 + x∗2 + 2x∗3 = 36 ≤ 36 (bez rezervy).

Zároveň jsme (nějakým zázrakem?) z (22) přečetli i optimálńı řešeńı duálńıho problému (3):
pod́ıvali jsme se na

x4 (př́ıdatná proměnná pro 1. řádek) jako na y1,

na x5 (př́ıdatná proměnná pro 2. řádek) jako na y2

a na x6 (př́ıdatná proměnná pro 3. řádek) jako na y3.
Tabulku (22) jsme tedy přepsali do tvaru

y3 x3 y2 |
y1 | | 18
x2 | | 4
x1 | | 8

| 2
3

1
6

1
6 | 28

(23)

Položili jsme y∗1 = 0 (nebot’ jsme y1 = x4 nalezli v levém sloupci), a y∗2, y
∗
3 jsme si přečetli

dole v sloupćıch odpov́ıdaj́ıćıch y2 = x5, y3 = x6: tedy

y∗ = (y∗1, y
∗
2, y
∗
3) = (0, 16 ,

2
3), s hodnotou účelové funkce y∗b = 1

624 +
2
336 = 28.

V souladu s naš́ım značeńım pro vektory bychom správně měli psát (y∗)T = (y∗1 , y
∗
2 , y
∗
3),

(y∗)T b, ale k nedorozuměńı by v takových př́ıpadech nemělo docházet.

Nerovnosti v (3) jsme splnili takto:

y∗1 + 2y∗2 + 4y∗3 = 3 ≥ 3 (bez rezervy),

y∗1 + 2y∗2 + y∗3 = 1 ≥ 1 (bez rezervy),

3y∗1 + 5y∗2 + 2y∗3 = 13
6 ≥ 2 (s rezervou).
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Př́ı̌stě mj. prodiskutujeme, zda v našem př́ıpadě došlo k ojedinělým “zázrak̊um” či k obecně
platným zákonitostem ... Můžete zkusit zformulovat hypotézu o vztahu nulových složek op-
timálńıch řešeńı a plněńı nerovnic s rezervou a bez rezervy ...

Úkoly pro cvičeńı

1. Vysvětlete, že pro řešitelnou neomezenou úlohu muśı být duálńı úloha neřešitelná.

2. Ukažte př́ıklad problému LP, který je neřešitelný a pro nějž je i jeho duálńı problém
neřešitelný.

3. Aplikujte simplexový algoritmus na náš dietńı problém.

4. Když v simplexovém algoritmu naraźıme na př́ıpad −cj < 0 a aij ≤ 0 pro všechny řádky
i, úloha je neomezená; vysvětlete proč.

Poznámka. Můžete si samozřejmě vyzkoušet nějaký (volně dostupný) LP solver.
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Týden 9

Simplexový algoritmus (dokončeńı).

Dořeš́ıme několik věćı, které v náčrtu algoritmu minule nebyly dojasněny.

Simplexový algoritmus vyřeš́ı zároveň duálńı problém. Připomeňme, že tabulkou
typu

| s1 s2 · · · sn |
t1 | a11 a12 · · · a1n | b1
t2 | a21 a22 · · · a2n | b2

· · ·
tm | am1 am2 · · · amn | bm
z | −c1 −c2 · · · −cn | v

(24)

jsme reprezentovali soustavu rovnic, kterou ńıže uvád́ıme ve dvou verźıch:

t1 + a11s1 + a12s2 + · · ·+ a1nsn = b1 (t1 = b1 − a11s1 − a12s2 − · · · − a1nsn)
t2 + a21s1 + a22s2 + · · ·+ a2nsn = b2 (t2 = b2 − a21s1 − a22s2 − · · · − a2nsn)

· · ·
tm + am1s1 + am2s2 + · · ·+ amnsn = bm (tm = bm − am1s1 − am2s2 − · · · − amnsn)

z − c1s1 − c2s2 − · · · − cnsn = v (z = v + c1s1 + c2s2 + · · ·+ cnsn)

(25)

Řešeńım této soustavy rozumı́me jakoukoli (n+m+1)-tici reálných č́ısel, které po dosazeńı po-
stupně do proměnných s1, . . . , sn, t1, . . . , tm, z splňuj́ı všechny rovnice. Na řešeńı sol (solution)
je vhodné se d́ıvat jako na zobrazeńı typu

sol : {s1, . . . , sn, t1, . . . , tm, z} → R.

Řešeńı nazýváme př́ıpustným, jestliže hodnoty přǐrazené proměnným s1, . . . , sn, t1, . . . , tm
jsou nezáporné. Optimálńı řešeńı je takové př́ıpustné řešeńı, při němž je (hodnota přǐrazená
proměnné) z maximálńı. Jde nám tedy o řešeńı soustavy

t+As = b, z = v + cT s,

kde ti a sj jsou nezáporné a z je maximálńı možné.

Pro úlohu Ax ≤ b, x ≥ 0,max cTx na začátku (v “nulté” iteraci) sestav́ıme tabulku (24) tak,
že symboly pro proměnné splňuj́ı (s1, . . . , sn) = (x1, . . . , xn) a (t1, . . . , tm) = (y1, . . . , ym), kde
yi reprezentuj́ı př́ıdatné (či doplňkové) proměnné (slack variables); přitom symboly aij , bi, cj
odpov́ıdaj́ı zadáńı A, b, c a v = 0. V daľśıch iteraćıch (vždy po operaci odpov́ıdaj́ıćı vybranému
pivotu) jsou pak symboly xj a yi r̊uzně prohazovány (mezi řádkem nahoře a sloupcem vlevo)
a hodnoty na mı́stech odpov́ıdaj́ıćıch aij , bi, −cj , v se př́ıslušně měńı. Přitom se ovšem neměńı
množina řešeńı soustav rovnic odpov́ıdaj́ıćıch postupně vytvářeným tabulkám; připomeňme,
že řešeńı zde stále chápeme jako zobrazeńı typu

{x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, z} → R.

Aplikaćı operace “pivotováńı” podle pivotu p = arc ̸= 0 obdrž́ıme z tabulky (24) tabulku

| ŝ1 ŝ2 · · · ŝn |
t̂1 | â11 â12 · · · â1n | b̂1
t̂2 | â21 â22 · · · â2n | b̂2

· · ·
t̂m | âm1 âm2 · · · âmn | b̂m
z | −ĉ1 −ĉ2 · · · −ĉn | v̂

(26)
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kde pro symboly proměnných máme

(t̂1, . . . , t̂m) = (t1, . . . , tr−1, sc, tr+1, . . . , tm) a (ŝ1, . . . , ŝn) = (s1, . . . , sc−1, tr, sc+1, . . . , sn);
symboly pro proměnné v řádku pivotu a ve sloupci pivotu se prohodily (a jinak z̊ustaly tyto
symboly beze změny). Č́ıselné hodnoty aij , bi, −cj , v (označené obecně dij) se změnily podle
(již dř́ıve uvedených) pravidel

d̂rc =
1
p ,

d̂rj = drj/p (pro j ̸= c),

d̂ic = −dic/p (pro i ̸= r),

d̂ij = dij − drjdic/p pro i ̸= r a j ̸= c.

Odvodili jsme si, že t́ımto “pivotováńım” se množina řešeńı soustavy neměńı. (Když konkrétńı
přǐrazeńı sol : {s1, . . . , sn, t1, . . . , tm, z} → R splňuje soustavu rovnic (25), pak splňuje i
soustavu odpov́ıdaj́ıćı tabulce (26), a naopak.)

Na tabulku (24) se ovšem můžeme pod́ıvat i jinak, totiž “duálně”, tedy nikoli jako na
reprezentaci úlohy

t+As = b, max z = v + cT s

(na začátku tedy y +Ax = b, max z = cTx), ale jako na reprezentaci úlohy −sT + tTA = cT ,
min z′ = v + tT b, kterou raději naṕı̌seme ve tvaru

s+ (−A)T t = −c, max−z′ = −v − bT t.

Takže tabulka (24) má ještě asociovanou tabulku

| t1 t2 · · · tm |
s1 | −a11 −a21 · · · −am1 | −c1
s2 | −a12 −a22 · · · −am2 | −c2

· · ·
sn | −a1n −a2n · · · −amn | −cn
−z′ | b1 b2 · · · bm | −v

(27)

kterou interpretujeme jako předt́ım; reprezentuje tedy soustavu s + (−A)T t = −c, −z′ =
−v − bT t, detailněji tedy

s1 − a11t1 − a21t2 − · · · − am1tm = −c1
s2 − a11t1 − a22t2 − · · · − am2tm = −c2

· · ·
sm − am1t1 − am2t2 − · · · − amntm = −cn

−z′ + b1 + b2 + · · ·+ bm = −v

(28)

Když jsme “pivotovali” podle pivotu arc = p v tabulce (24), vznikla tabulka (26). Co se
stane, když pivotujeme v tabulce (27), asociované k tabulce (24), podle odpov́ıdaj́ıćıho pivotu
−arc = −p (který je v tabulce (27) v r-tém sloupci a c-tém řádku)? Ukážeme, že vznikne
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přesně tabulka, která je asociovaná k (26), tedy tabulka

| t̂1 t̂2 · · · t̂m |
ŝ1 | −â11 −â21 · · · −âm1 | −ĉ1
ŝ2 | −â12 −â22 · · · −âm2 | −ĉ2

· · ·
ŝn | −â1n −â2n · · · −âmn | −ĉn
−z′ | b̂1 b̂2 · · · b̂m | −v̂

(29)

To ted’ př́ımočaře ověř́ıme rozborem př́ıpad̊u. (Použ́ıváme font “c” pro označeńı pořadového
č́ısla, at’ se odlǐśı od symbolu pro vektor “c”.) Pivotovaćı pravidla nám totiž ř́ıkaj́ı:

i/ Na mı́sto .rc, tedy na mı́sto pivotu, v tabulce (29) jde o r-tý sloupec a c-tý řádek, dej
1
−p , což je −ârc;

ii/ na mı́sto .rj (j ̸= c, jde o r-tý sloupec a j-tý řádek) dej

a/ v př́ıpadě j ≤ n hodnotu −−arj−p = −arj
p = −ârj ;

b/ v př́ıpadě j = n+1 (posledńı řádek v (29)) hodnotu − br
−p = br

p = b̂r;

iii/ na mı́sto .ic (i ̸= r, jde o c-tý řádek a i-tý sloupec)) dej

a/ v př́ıpadě i ≤ m hodnotu −aic−p = aic
p = −âic;

b/ v př́ıpadě i = m+1 (posledńı sloupec v (29)) hodnotu −cc−p = cc
p = −ĉc;

iv/ na mı́sto .ij (i ̸= r, j ̸= c) dej

a/ v př́ıpadě i ≤ m, j ≤ n hodnotu −aij − −arj ·(−aic)−p = −(aij − arj ·aic
p ) = −âij ;

b/ v př́ıpadě i = m+1, j ≤ n hodnotu −cj − −cc·(−arj)−p = −cj − −cc·arjp = −ĉj ;

c/ v př́ıpadě i ≤ m, j = n+1 hodnotu bi − br·(−aic)
−p = bi − br·aic

p = b̂i;

d/ v př́ıpadě i = m+1, j = n+1 hodnotu −v − br·(−cc)
−p = −(v − br·(−cc)

p ) = −v̂.

Proto “pivotováńım” udržujeme nejen stejnou množinu řešeńı p̊uvodńı úlohy, ale také se
neměńı množina řešeńı soustav rovnic, které odpov́ıdaj́ı asociovaným tabulkám.

Když tedy dospějeme k tabulce typu (26), s asociovanou tabulkou (29), kde všechny b̂i a
−ĉj jsou nezáporné, dostaneme snadno dvě “duálńı” př́ıpustná řešeńı:

i/ zobrazeńı sol1 definované vztahy

sol1(ŝj) = 0, sol1(t̂i) = b̂i, sol1(z) = v̂

je př́ıpustným řešeńım soustavy t̂+ Âŝ = b̂, z = v̂ + (ĉ)T ŝ, a tedy

př́ıpustným řešeńım pro y +Ax = b, z = cTx (v nulté iteraci);
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ii/ zobrazeńı sol2 definované vztahy

sol2(t̂i) = 0, sol2(ŝj) = −ĉj , sol2(z′) = v̂

je př́ıpustným řešeńım soustavy (ŝ)T + (t̂)T (−Â) = (−ĉ)T , −z′ = −v̂ − (t̂)T b̂,
tedy soustavy (−ŝ)T + (t̂)T Â = (ĉ)T , z′ = v̂ + (t̂)T b̂, a tedy

př́ıpustným řešeńım pro −x+ yTA = cT , z′ = yT b (v nulté iteraci).

Když tedy definujeme sol′1 jako restrikci sol1 na proměnné x1, . . . , xn, z (hodnoty pro př́ıdatné
proměnné y nás ted’ nezaj́ımaj́ı), tak máme př́ıpustné řešeńı soustavy Ax ≤ b s hodnotou
účelové funkce cTx = v̂. Podobně sol′2 vzniklé restrikćı sol2 na proměnné y1, . . . , ym, z′ je
př́ıpustným řešeńım soustavy yTA ≥ cT s hodnotou účelové funkce yT b = v̂.

Takže sol′1 je optimálńım řešeńım úlohy Ax ≤ b, max cTx a sol′2 je optimálńım řešeńım
duálńı úlohy yTA ≥ c, min yT b.

Ilustrovali jsme to jiným konkrétńım př́ıkladem, konkrétně př́ıkladem 1 z Exercises na

konci 4. kapitoly v [2]. Jeden z úkol̊u žádá řešeńı daľśıch př́ıklad̊u.

Nalezeńı iniciálńıho př́ıpustného řešeńı.

V př́ıpadě, že řeš́ıme úlohu Ax ≤ b, x ≥ 0, max cTx, kde neńı b ≥ 0, tak iniciálńı př́ıpustné
řešeńı nemuśı být nasnadě. (V tom př́ıpadě také řešeńı y+Ax = b, kde x = 0, neńı nezáporné.)

Vzpomeňme si na problém maximálńıho toku, když jsme přidali podmı́nku dolńıch meźı

na protékaj́ıćı množstv́ı v jednotlivých úsećıch [hranách]; nulový tok zde neńı obecně

př́ıpustný. My jsme nejprve hledali nějaký př́ıpustný tok p̊uvodńı úlohy řešeńım problému

maximálńıho toku v jiné úloze [bez dolńıch meźı]. Zde jsme v podobné situaci: k nale-

zeńı iniciálńıho př́ıpustného řešeńı p̊uvodńı úlohy LP, nebo ke zjǐstěńı, že p̊uvodńı úloha

př́ıpustné řešeńı nemá, dospějeme aplikaćı simplexového algoritmu na trochu jinou úlohu.

Myšlenka je jednoduchá: k proměnným x1, x2, . . . , xn přidáme (také nezápornou) proměnnou
x0 a mı́sto Ax ≤ b, x ≥ 0, max cTx budeme nejdř́ıve řešit úlohu

A′x′ ≤ b, x′ ≥ 0, max−x0,

kde x′ = (x0, x1, . . . , xn) a A′ vznikne z A přidáńım sloupce “minus-jedniček” vlevo. Hledáme
tedy nezáporné řešeńı soustavy

−x0 + a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≤ b1
−x0 + a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn ≤ b2

· · ·
−x0 + am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn ≤ bm

ve kterém je −x0 co největš́ı, tedy x0 co nejmenš́ı.

Zde je př́ıpustné řešeńı nasnadě:
položme x = (x1, x2, . . . , xn) = (0, 0, . . . , 0) a x0 = −min{bi | i ∈ {1, 2, . . . , n}}. Když úlohu
vyřeš́ıme a nalezneme optimálńı řešeńı (x∗0, x

∗
1, . . . , x

∗
n) [které je samozřejmě nezáporné], tak

jsou dvě možnosti:
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i/ x∗0 = 0 (tedy maximálńı hodnota účelové funkce −x0 je 0); v tom př́ıpadě (x∗1, . . . , x
∗
n) je

př́ıpustným řešeńım pro Ax ≤ b, x ≥ 0;

ii/ x∗0 > 0 (tedy maximálńı hodnota účelové funkce −x0 je záporná); v tom př́ıpadě očividně
neexistuje př́ıpustné řešeńı Ax ≤ b, x ≥ 0; p̊uvodńı úloha Ax ≤ b, x ≥ 0, max cTx tedy
v̊ubec nemá př́ıpustné řešeńı.

Pod́ıvejme se, jak vypadá řešeńı úlohy v naš́ı verzi simplexového algoritmu. Vezměme opět
jeden př́ıklad z [1]:

maximalizuj 2x1 − x2 za podmı́nek (30)

x1, x2 ≥ 0,

2x1 − x2 ≤ 2,
x1 − 5x2 ≤ −4.

Nejprve tedy budeme řešit úlohu

maximalizuj − x0 za podmı́nek (31)

x0, x1, x2 ≥ 0,

−x0 + 2x1 − x2 ≤ 2,
−x0 + x1 − 5x2 ≤ −4.

Po přidáńı doplňkových (př́ıdatných) proměnných (slack variables) y1, y2 vytvoř́ıme tabulku
(nejdř́ıve bez zarámovaného pivotu)

x0 x1 x2 |
y1 | −1 2 −1 | 2

y2 | -1 1 −5 | −4
z | 1 0 0 | 0

(32)

Bázové řešeńı (x0, x1, x2, y1, y2, z) = (0, 0, 0, 2,−4, 0) zde neńı př́ıpustným, ale to se změńı
po tomto pivotováńı: do báze pošleme proměnnou x0 (bez ohledu na to, že posledńı řádek v
jej́ım sloupci neńı záporný) a bázi opust́ı některá z proměnných, v jej́ımž řádku bi nabývá
minima; v našem př́ıpadě to bude proměnná y2, a proto jsme zarámečkovali pivot v 2. řádku
a 1. sloupci (bez ohledu na to, že je negativńı). Po provedeńı př́ıslušné transformace tabulky
dostáváme

y2 x1 x2 |
y1 | −1 1 4 | 6
x0 | −1 −1 5 | 4

z | 1 1 −5 | −4

(33)

a bázové řešeńı (x0, x1, x2, y1, y2, z) = (4, 0, 0, 6, 2, 0,−4) je již př́ıpustné! (Vzpomeňme si, že
na hodnotu účelové funkce z podmı́nku nezápornosti neklademe.)

Pokračujeme již standardně (udržujeme se tedy v př́ıpustných řešeńıch). V našem př́ıpadě
stač́ı jen jedna daľśı iterace, protože do báze jde (sloupec označený) x2 (v posledńım řádku
máme −5 < 0) a bázi opoušt́ı x0 (jelikož

4
5 < 6

4). Pivot je tedy v 2. řádku a 3. sloupci (hodnota
je 5), a po př́ıslušné transformaci dostáváme
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y2 x1 x0 |
y1 | −1

5
9
5 −4

5 | 14
5

x2 | −1
5 −1

5
1
5 | 4

5

z | 0 0 1 | 0

(34)

Skončili jsme tedy s optimálńı hodnotou x0 = 0 a vektor (x1, x2, y1, y2) = (0, 45 ,
14
5 , 0) je

př́ıpustným řešeńım úlohy (30), když v ńı doplńıme doplňkové proměnné y1, y2. Soustava (30)
s doplňkovými proměnnými je zároveň ekvivalentńı soustavě

y1 =
14
5 + 1

5y2 −
9
5x1

x2 =
4
5 + 1

5y2 +
1
5x1

kde maximalizovat máme 2x1 − x2. (V soustavě dané tabulkou (34) jsme vypustili posledńı
řádek a proměnnou x0.) (Původńı) účelovou funkci 2x1 − x2 vyjádř́ıme pomoćı aktuálně
nebázových proměnných y2, x1 takto:

2x1 − x2 = 2x1 − (45 + 1
5y2 +

1
5x1) = −

4
5 −

1
5y2 +

9
5x1

Standardńım simplexovým algoritmem budeme tedy ted’ pokračovat s tabulkou

y2 x1 |
y1 | −1

5
9
5 | 14

5
x2 | −1

5 −1
5 | 4

5

z | 1
5 −9

5 | −4
5

(35)

Zamezeńı možnému zacykleńı algoritmu.

Simplexový algoritmus jsme definovali trochu nepř́ımo a v některých částech jsme nechali
určitou volnost: pro pivot jsme mohli zvolit libovolný sloupec j splňuj́ıćı −cj < 0 (pokud jich
bylo v́ıce) a v něm pak kterýkoli řádek i splňuj́ıćı aij > 0, pro nějž bi

aij
nabývalo minima. To

minimum může být 0 d́ıky bi = 0, takže ne každá iterace vede ke zvětšeńı hodnoty účelové
funkce (ta se nezmenš́ı, ale může několik iteraćı z̊ustat stejná). Daj́ı se zkonstruovat př́ıklady,
kdy nevhodná posloupnost pivot̊u vede k cyklu, tedy k navráceńı se ke stejné bázi.

Blandovo pravidlo. Jedno z pravidel, které takovému cyklu zameźı se jmenuje Blan-
dovo (Bland’s rule), také pravidlo nejmenš́ıho indexu: uspořádej si proměnné (např. v pořad́ı
x1, . . . , xn, y1, . . . , ym od nejmenš́ı po největš́ı) a pro pivot vyber vždy ten sloupec j s −cj < 0,
který je označen nejmenš́ı proměnnou; pokud v něm je př́ıslušné minimum dosaženo ve v́ıce
řádćıch, zvol pro pivot ten řádek, který je označen nejmenš́ı proměnnou.

Důkaz toho, že se algoritmus při daném pravidle nezacykĺı, neńı těžký, ale je trochu technicky
komplikovaný. Jednodušeji se dá ukázat nezacykleńı např. pro tzv. lexikografické pravidlo,
které ted’ objasńıme.

Pravidlo se v praxi nepouž́ıvá, zde ho uvedeme hlavně proto, abychom opravdu dokončili

d̊ukaz věty 2 o silné dualitě.
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Lexikografické pravidlo. Standardńı iniciálńı tabulku doplńıme m sloupci vpravo takto
(přidáme jednotkovou matici a nulový řádek):

| x1 x2 · · · xn |
y1 | a11 a12 · · · a1n | b1 1 0 . . . 0
y2 | a21 a22 · · · a2n | b2 0 1 . . . 0

· · ·
ym | am1 am2 · · · amn | bm 0 0 . . . 1

z | −c1 −c2 · · · −cn | v 0 0 . . . 0

(36)

“Pivotujeme” pořád jen podle pivot̊u v základńı tabulce, přitom př́ıslušně prohazujeme yi a
xj , ale měńıme podle “pivotovaćıch pravidel” všechna č́ısla v tabulce, včetně těch v dodaných

sloupćıch vpravo. Č́ısla v tabulce po konkrétńı iteraci algoritmu označme âij , −ĉj , b̂i, v̂.

Symbolem b̂i označ́ıme vektor (b̂i, ., . . . , .) na konci (aktuálńıho) i-tého řádku (tedy řádkový
vektor rozměru 1+m). (Na začátku, když po “nulté iteraci” máme tabulku (36), máme tedy
b̂i = (bi, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) s jedničkou v (1+i)-té komponentě.) Podobně v̂ označuje vektor
odpov́ıdaj́ıćı konci posledńıho řádku (v̂, ., . . . , .).

Lexikografické uspořádáńı vektor̊u (omeźıme se na vektory stejného rozměru) označ́ıme u ⪯
w; polož́ıme u ≺ w, jestliže prvńı složka, ve které se vektory lǐśı je menš́ı ve vektoru u.
(Máme tedy např. (5,−17, 13, 285, 428) ≺ (5,−17, 15,−45, 0).) Uspořádáńı je úplné (taky
ř́ıkáme lineárńı): libovolné dva vektory jsou si bud’ rovny, nebo je jeden menš́ı než druhý.

Lexikografické pravidlo u simplexového algoritmu vypadá takto: sloupec j splňuj́ıćı −ĉj < 0
si zase můžeme vybrat libovolně, ale řádek v něm zvoĺıme podle lexikograficky nejmenš́ıho
vektoru b̂i/âij , kde âij > 0.

V našem př́ıpadě bude tedy řádek vždy určen jednoznačně (k danému vybranému sloupci).
Ukážeme totiž, že vektory b̂1, b̂2, . . . , b̂m jsou lineárně nezávislé, a žádný z nich tedy nemůže
být násobkem jiného (a tedy pod́ıly dvou r̊uzných vektor̊u se nemohou rovnat):

Na začátku (pro tabulku (36)) je př́ıslušná nezávislost zřejmá (d́ıky dodané jednotkové

matici). Předpokládejme nyńı, že po aktuálńı iteraci jsou b̂1, b̂2, . . . , b̂m lineárně nezávislé,
což jinými slovy znamená, že∑m

i=1 λib̂i = λ1b̂1 + · · ·+ λmb̂m = 0 implikuje λ1 = · · · = λm = 0

(pro libovolné reálné koeficienty λi). Po transformaci podle pivotu ârc > 0 dostaneme

nové hodnoty, označené b̂′1, b̂
′
2, . . . , b̂

′
m, takto:

b̂′r =
1

ârc
b̂r a b̂′i = b̂i −

âic
ârc

b̂r pro i ̸= r. (37)

Předpokládejme ted’, že
∑m

i=1 λib̂
′
i = 0; to můžeme rozepsat

( λr

ârc
−
∑

i ̸=r λi
âic

ârc
)b̂r +

∑
i̸=r λib̂i = 0,

z čehož d́ıky nezávislosti b̂1, b̂2, . . . , b̂m plyne, že všechny koeficienty jsou nulové, tedy

λi = 0 pro všechna i ̸= r a λr

arc
−
∑

i ̸=r λi
aic

arc
= 0, tedy λr

arc
= 0 a tedy λr = 0. Vektory

b̂′1, b̂
′
2, . . . , b̂

′
m jsou tedy také lineárně nezávislé.
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Snadno také ověř́ıme, že vektory b̂1, b̂2, . . . , b̂m jsou vždy lexikograficky pozitivńı, což zna-
mená, že prvńı nenulová složka je v nich pozitivńı. Na začátku je to zřejmé (poč́ıtáme s
vektorem b ≥ 0), a udržováńı této vlastnosti plyne z (37) [což máte ověřit v jednom úkolu].

To také znamená, že vektor v “pravém dolńım rohu” se transformaćı podle pivotu vždy
lexikograficky zvětš́ı, nebot’ v̂′ = v̂− −ccarc

b̂r (k v̂ se tedy přičte lexikograficky pozitivńı vektor).

Protože konkrétńı rozděleńı proměnných x1, . . . , xn, y1, . . . , ym na bázové a nebázové určuje
celou tabulku jednoznačně (umı́te vysvětlit proč?), algoritmus se při dodržováńı lexikogra-
fického pravidla nemůže zacyklit.

Shrnut́ı simplexového algoritmu.

Vstup: matice A, vektory b, c (rozměr̊u m×n, m× 1, n× 1) s reálnými (resp. racionálńımi)
prvky.

Výstup: odpověd’, zda úloha max{cTx | x ≥ 0, Ax ≤ b} (což je jiný zápis dř́ıvěǰśıho Ax ≤
b, x ≥ 0,max cT ) je řešitelná omezená (FB), řešitelná neomezená (FU), či neřešitelná (I); v
př́ıpadě FB algoritmus také vydá (nějaké) optimálńı řešeńı x∗ a hodnotu cTx∗ (a nav́ıc vydá
optimálńı řešeńı y∗ pro duálńı úlohu min{yT b | y ≥ 0, yTA ≥ cT }).
Postup:

1. Sestav tabulku
| x1 x2 · · · xn |

y1 | a11 a12 · · · a1n | b1
y2 | a21 a22 · · · a2n | b2

· · ·
ym | am1 am2 · · · amn | bm
z | −c1 −c2 · · · −cn | 0

(38)

a/ Jestliže bi < 0 pro nějaké i, tak proved’ InitSimplex (definován ńıže). Vrát́ı-li
“neřešitelná” (I), vrat’ “neřešitelná” a skonči. Jinak InitSimplex vrát́ı tabulku

| ŝ1 ŝ2 · · · ŝn |
t̂1 | â11 â12 · · · â1n | b̂1
t̂2 | â21 â22 · · · â2n | b̂2

· · ·
t̂m | âm1 âm2 · · · âmn | b̂m
z | −ĉ1 −ĉ2 · · · −ĉn | v̂

(39)

kde {t̂1, . . . , t̂m, ŝ1, . . . , ŝn} = {y1, . . . , ym, x1, . . . , xn} a b̂i ≥ 0 pro všechna i. (Jedná
se o rovnost množin, nemuśı samozřejmě platit t̂i = yi apod.)

b/ Jestliže bi ≥ 0 pro všechna i, vezmi jako tabulku (39) p̊uvodńı tabulku (38).

2. a/ Pokud neexistuje sloupec j, kde −ĉj < 0, skonči s odpověd́ı FB a vydej řešeńı
x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n), kde každé x∗j je sestrojené takto: jestliže xj označuje sloupec (je

tedy v horńım řádku), polož x∗j = 0; jestliže xj označuje řádek r (je tedy v levém

sloupci), polož x∗j = b̂r. Jako hodnotu cTx∗ vydej v̂.

(Pro duálńı př́ıpad vydej y∗ = (y∗1, . . . , y
∗
m), kde každé y∗i je sestrojené takto: jestliže

yi označuje řádek (je tedy v levém sloupci), polož y∗i = 0; jestliže yi označuje sloupec
s (je tedy v horńım řádku), polož y∗i = −ĉs. Jako hodnotu (y∗)T b vydej v̂.)

48



b/ Jinak vyber sloupec s, kde −cs < 0, např. užit́ım Blandova pravidla.

3. a/ Pokud âis ≤ 0 pro všechna i, skonči s odpověd́ı “řešitelná neomezená”.

b/ Jinak vyber řádek r, kde ârs > 0 a hodnota b̂r
ârs

je nejmenš́ı možná. (Např. opět
užit́ım Blandova pravidla.)

c/ Proved’ transformaci tabulky podle pivotu ârs; nové hodnoty opět označ (tj. přǐrad’

do proměnných našeho algoritmu) âij , b̂i, −ĉj , v̂. Jdi na bod 2.

Algoritmus InitSimplex.

Vstup: tabulka (38), kde bi < 0 pro nějaké i.

Výstup: odpověd’ “neřešitelná” nebo tabulka (39), v ńıž b̂i ≥ 0 pro všechna i.

Postup: Vytvoř tabulku

| x0 x1 x2 · · · xn |
y1 | −1 a11 a12 · · · a1n | b1
y2 | −1 a21 a22 · · · a2n | b2

· · ·
ym | −1 am1 am2 · · · amn | bm
z | 1 0 0 · · · 0 | 0

(40)

Proved’ transformaci podle pivotu v prvńım sloupci a v řádku s nejmenš́ım bi; t́ım se v
posledńım sloupci (mimo pravého dolńıho rohu) objev́ı nezáporné hodnoty.

V źıskané tabulce pokračuj podle (hlavńıho) simplexového algoritmu. Skonč́ı̌s-li se záporným
optimem, vydej “neřešitelná”. Skonč́ı̌s-li s optimem 0, vrat’ posledńı tabulku, kterou uprav́ı̌s
tak, že odstrańı̌s x0 s př́ıslušným sloupcem (řádkem) a nahrad́ı̌s posledńı řádek (označený z)
řádkem, který by vznikl z posledńıho řádku vstupńı tabulky stejnými pr̊uběžnými úpravami
(tedy ve vyjádřeńı p̊uvodńı účelové funkce nahrad́ı̌s bázové proměnné jejich vyjádřeńım po-
moćı nebázových, přičemž rozděleńı na bázové a nebázové určuje posledńı tabulka).

Komplementarita omezuj́ıćıch podmı́nek (complementary slackness).

Máme-li A, b, c, pro vektory x, y řekneme, že jsou komplementárńı, jestliže

yT (b−Ax) = 0 a (yTA− cT )x = 0;

pokud plat́ı x ≥ 0, y ≥ 0, (b − Ax) ≥ 0, (yTA − cT ) ≥ 0 (pokud tedy všechny složky těchto
vektor̊u jsou nezáporné), tak to znamená, že

a/ pro každé i ∈ {1, . . . ,m} máme yi · (bi − (ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn)) = 0

b/ a pro každé j ∈ {1, . . . , n} máme xj · (a1jy1 + a2jy2 + · · ·+ amjym − cj) = 0.

V tom př́ıpadě tedy ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn < bi (“s rezervou”) implikuje yi = 0, a yi > 0
implikuje ai1x1+ai2x2+· · ·+ainxn = bi (“bez rezervy”). Podobně a1jy1+a2jy2+· · ·+amjym >
cj implikuje xj = 0, a xj > 0 implikuje a1jy1 + a2jy2 + · · ·+ amjym = cj .

V našich př́ıkladech jsme již částečně vypozorovali následuj́ıćı fakt:

Věta 3 Necht’ x∗ je př́ıpustným řešeńım úlohy Ax ≤ b, x ≥ 0, max cTx a y∗ je př́ıpustným
řešeńım úlohy yTA ≥ c, y ≥ 0, min yT b. Pak x∗, y∗ jsou optimálńımi řešeńımi svých úloh
právě tehdy, když jsou komplementárńı.
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D̊ukaz: Necht’ x∗, y∗ jsou př́ıpustnými řešeńımi př́ıslušných úloh; je tedy x∗ ≥ 0, y∗ ≥ 0,
(b−Ax∗) ≥ 0, ((y∗)TA− cT ) ≥ 0. Plat́ı tedy

cTx∗ ≤ (y∗)TAx∗ ≤ (y∗)T b.

Vı́me, že x∗, y∗ jsou optimálńı právě tehdy, když cTx∗ = (y∗)T b, tedy právě tehdy, když

cTx∗ = (y∗)TAx∗ a (y∗)TAx∗ = (y∗)T b. (41)

Konjunkci (41) ovšem můžeme ekvivalentně napsat jako

((y∗)TA− cT )x∗ = 0 a (y∗)T (b−Ax∗) = 0. (42)

□

Aplikujme větu na velmi jednoduchém př́ıkladu, který už známe a bude se nám ještě hodit.
Vzpomeňme si na následuj́ıćı bipartitńı graf se čtyřmi vrcholy a třemi hranami (který jsme
použili při ilustraci konstrukce konvexńıho obalu množiny př́ıpustných řešeńı):

G = (V,E), kde V = {v1, v2} ∪ {v3, v4} a E = {e1, e2, e3}, e1 = {v1, v3}, e2 = {v1, v4}, e3 =
{v2, v4}.
Každé párováńı v G je dáno vektorem (x1, x2, x3) ∈ {0, 1}3, který splňuje podmı́nky

x1 + x2 ≤ 1
x2 + x3 ≤ 1

Zkusme problém “relaxovat”, uvažujme tedy x1, x2, x3 jako reálné proměnné splňuj́ıćı nav́ıc
podmı́nku nezápornosti: x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. Při hledáńı maximálńıho párováńı
(maximum-cardinality matching) maximalizujeme účelovou funkci x1 + x2 + x3.

Představme si, že někdo tvrd́ı, že (x∗1, x
∗
2, x
∗
3) = (0, 1, 0) je optimem. Pak by ovšem pro

duálńı úlohu

minimalizuj y1 + y2 za podmı́nek y1, y2 ≥ 0 a

y1 ≥ 1
y1 + y2 ≥ 1

y2 ≥ 1

muselo existovat optimálńı řešeńı (y∗1, y
∗
2) splňuj́ıćı druhé omezeńı, tj. y1+y2 ≥ 1, bez rezervy

(protože x∗2 > 0); muselo by tedy být y∗1 + y∗2 = 1. To je ovšem spor s omezeńımi y1 ≥ 1 a
y2 ≥ 1.

Když se naopak domńıváme, že (x∗1, x
∗
2, x
∗
3) = (1, 0, 1) je optimem, s hodnotou účelové funkce

2, tak to klade podmı́nku, že prvńı a třet́ı omezeńı jsou splněna bez rezervy, tedy y∗1 = 1 a
y∗2 = 1. Řešeńı (y∗1, y

∗
2) = (1, 1) je ovšem př́ıpustným řešeńım a hodnota účelové funkce je pro

něj také 2; takže jsme naši domněnku potvrdili!

Jistě jste si u tohoto př́ıkladu vzpomněli na Königovu větu; př́ı̌stě ji mj. elegantně

dokážeme přes dualitu lineárńıho programováńı a tzv. totálně unimodulárńı matice. (Ne-

lekejte se, je to jednoduché.)
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Úkoly pro cvičeńı

1. Vyřešte si daľśı př́ıklady z Exercise na konci 4. kapitoly v [2], at’ jste si jisti, že simple-
xovému algoritmu rozumı́te.

2. Zformulujte obecně prvńı “pivotováńı” v “pomocné” úloze maximalizace −x0
(InitSimplex) a objasněte, proč po této prvńı transformaci je bázové řešeńı př́ıpustné.

3. Detailně argumentujte, že Ax ≤ b, x ≥ 0 má př́ıpustné řešeńı právě tehdy, když úloha
A′x′ ≤ b, x′ ≥ 0, max−x0 (vytvořená dodáńım proměnné x0 jak je uvedeno v textu)
má optimálńı řešeńı s hodnotou účelové funkce 0.

4. (Nepovinně.) Ukažte, že při dodržováńı lexikografického pravidla v simplexovém algo-
ritmu udržujeme vektory b̂i lexikograficky pozitivńı (zač́ınáme-li s b ≥ 0).
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Týden 10

Na simplexový algoritmus pro řešeńı úloh LP (Linear Programming) navazujeme ilustraćı me-
tody řezaj́ıćıch rovin (cutting planes) k řešeńı úloh ILP (Integer LP), tedy úloh celoč́ıselného
lineárńıho programováńı.

Jak už jsme diskutovali, úlohy kombinatorické optimalizace se typicky daj́ı vyjádřit jako

úlohy ILP; řešeńı “relaxace” (tedy úlohy LP bez podmı́nek celoč́ıselnosti) neńı obecně

dostačuj́ıćı pro nalezeńı optimálńıho celoč́ıselného řešeńı. Taky si připomeňme, že ILP-

feasibility (problém, zda daná instance ILP má alespoň jedno př́ıpustné řešeńı) je NP-

těžký problém; proto nemůžeme čekat, že metoda řezaj́ıćıch rovin povede vždy rychle k

ćıli.

Metoda řezaj́ıćıch rovin (cutting planes) pro ILP.

Vyřešili jsme nejprve geometricky tuto jednoduchou úlohu LP:

maximalizuj x2 za podmı́nek x2 ≤ x1, x2 ≤ −x1 + 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. (43)

Snadno jsme zjistili, že zde existuje jediné optimum, totiž (x∗1, x
∗
2) = (12 ,

1
2), s hodnotou účelové

funkce 1
2 .

Pak jsme úlohu převedli do standardńıho tvaru max{cTx | Ax ≤ b, x ≥ 0}; v našem př́ıpadě
jsme dostali

cT =
(
0 1

)
, x =

(
x1
x2

)
, A =

(
−1 1
1 1

)
, b =

(
0
1

)
. (44)

Sestavili jsme také duálńı úlohu min{yT b | yTA ≥ cT , y ≥ 0}, reprezentovali ji geometricky

(na rozd́ıl od primárńı úlohy je zde oblast řešitelnosti [feasible region] neomezená, je to

neomezený polyedr, tedy nikoli polytop), a přesvědčili se, že optimem je zde (y∗1 , y
∗
2) =

( 12 ,
1
2 ), s hodnotou účelové funkce samozřejmě 1

2 .

Iniciálńı tabulka simplexového algoritmu odpov́ıdaj́ıćı zadáńı (44) je tedy

| x1 x2 |
y1 | −1 1 | 0
y2 | 1 1 | 1

| 0 −1 | 0

(45)

Již jsme v ńı vyznačili pivot; všimněme si, že d́ıky nule na konci řádku pivotu se hod-
nota účelové funkce (a celého pravého sloupce) nezměńı, jen změńıme bázové proměnné a
dostáváme násl. tabulku (i s vyznačeńım násl. pivotu):

| x1 y1 |
x2 | −1 1 | 0

y2 | 2 −1 | 1

| −1 1 | 0

(46)

Z následuj́ıćı tabulky, lze již (obě) optimálńı řešeńı snadno “přeč́ıst”:

| y2 y1 |
x2 | 1

2
1
2 | 1

2
x1 | 1

2 −1
2 | 1

2

| 1
2

1
2 | 1

2

(47)
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Tabulka (47) odpov́ıdá soustavě rovnic

x2 + 1
2y2 + 1

2y1 = 1
2

x1 + 1
2y2 − 1

2y1 = 1
2

z + 1
2y2 + 1

2y1 = 1
2

(48)

(kde z zachycuje hodnotu účelové funkce).

Našli jsme tedy optimálńı řešeńı (x∗1, x
∗
2) úlohy (43), které ale neńı celoč́ıselné. Když k

úloze (43) přidáme podmı́nku x1, x2 ∈ Z (v našem př́ıpadě tedy x1, x2 ∈ Z+, kde Z+ označuje
množinu celých nezáporných č́ısel), máme očividně jen dvě př́ıpustná řešeńı, totiž (0, 0) a
(1, 0); obě jsou v tom př́ıpadě optimálńı, s hodnotou účelové funkce 0. Jde ted’ o to, jak
takové celoč́ıselné optimálńı řešeńı naj́ıt (co “nejrozumněǰśım”) obecným algoritmem.

Kĺıčová idea užit́ı řezaj́ıćı roviny. Připomeňme nejdř́ıve, že pro a ∈ R označuje ⌊a⌋
celou část č́ısla a, tedy největš́ı celé č́ıslo, které je menš́ı nebo rovno a. (Např. ⌊13.9⌋ =
⌊13.1⌋ = ⌊13⌋ = 13 a ⌊−13.9⌋ = ⌊−13.1⌋ = −14.) Jako zlomkovou část (Fractional Part) č́ısla
a chápeme reálné č́ıslo fp(a) = a− ⌊a⌋. Je tedy

a = ⌊a⌋+ fp(a) a 0 ≤ fp(a) < 1;

tedy fp(a) je vždy nezáporné č́ıslo.

Obecně pro x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+ můžeme nerovnici

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≤ b (zde b ∈ R) (49)

vyjádřit ekvivalentně jako

⌊a1⌋x1 + fp(a1)x1 + ⌊a2⌋x2 + fp(a2)x2 + · · ·+ ⌊an⌋xn + fp(an)xn ≤ ⌊b⌋+ fp(b).

Jelikož sč́ıtance fp(aj)xj jsou nezáporné (máme totiž podmı́nku xj ∈ R+, tj. xj ≥ 0), jejich
vypuštěńım nerovnost jistě neporuš́ıme; tedy nerovnice (49) implikuje nerovnici

⌊a1⌋x1 + ⌊a2⌋x2 + · · ·+ ⌊an⌋xn ≤ ⌊b⌋+ fp(b).

Za předpokladu celoč́ıselnosti x1, . . . , xn je posledńı nerovnice ekvivalentńı nerovnici s
vypuštěnou fp(b) (proč?). Za předpokladu celoč́ıselnosti proměnných tedy nerovnice (49)
implikuje nerovnici

⌊a1⌋x1 + ⌊a2⌋x2 + · · ·+ ⌊an⌋xn ≤ ⌊b⌋ . (50)

Definice. Řekneme, že nerovnice (50) je řezaj́ıćı rovina generovaná nerovnićı (49). Také
řekneme, že rovnice vzniklá z (49) nahrazeńım symbolu “≤” symbolem “=” generuje řezaj́ıćı
rovinu (50).

Pozorováńı. Když nezáporné celoč́ıselné hodnoty x1, . . . , xn splňuj́ı nerovnici (49), tedy∑n
j=1 ajxj ≤ b, či speciálně rovnici

∑n
j=1 ajxj = b, tak splňuj́ı také př́ıslušnou generovanou

řezaj́ıćı rovinu (50), tedy
∑n

j=1 ⌊aj⌋xj ≤ ⌊b⌋.

Technický pojem “řezaj́ıćı rovina” zde tedy použ́ıváme (možná ne úplně št’astně) pro

př́ıslušnou nerovnici určuj́ıćı poloprostor.
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V našem konkrétńım př́ıkladu, v soustavě (48), např. druhá rovnice x1 +
1
2y2 −

1
2y1 = 1

2
(implikuj́ıćı nerovnici x1 +

1
2y2 −

1
2y1 ≤

1
2) generuje řezaj́ıćı rovinu x1 + 0 · y2 − 1 · y1 ≤ 0,

tj. nerovnici x1 − y1 ≤ 0. Když ji chceme vyjádřit jen pomoćı proměnných x1, x2, lze využ́ıt
rovnici y1 = x1 − x2 ze soustavy odpov́ıdaj́ıćı tabulce (45), a dostáváme x2 ≤ 0. (Zde je to
totéž jako řezaj́ıćı rovina generovaná prvńı rovnićı x2 +

1
2y2 +

1
2y1 =

1
2 .)

Vid́ıme tedy, že požadavek celoč́ıselnosti proměnných v (43) implikuje nerovnici x2 ≤ 0;
když ji přidáme k p̊uvodńım nerovnićım, oblast řešitelnosti (feasible region) pro relaxovaný
problém je již jen úsečka s krajńımi body (0, 0) a (1, 0). Takže vyřešeńı relaxované verze
př́ıslušné omezeněǰśı úlohy již dá celoč́ıselné optimálńı řešeńı p̊uvodńıho problému. Načrtněme
ted’ obecný algoritmus, který opakuje řešeńı úloh LP postupně pro omezeněǰśı a omezeněǰśı
oblasti řešitelnosti, až dojde k celoč́ıselnému optimu (existuje-li).

Geometricky je oblast řešitelnosti pr̊unikem poloprostor̊u, tedy polyedrem, který může mı́t

vrcholy s neceloč́ıselnými souřadnicemi. Vydá-li nám algoritmus pro LP takový vrchol,

odřežeme ho přidanou nerovnićı [̌rezaj́ıćı rovinou], která zachová uvnitř nového menš́ıho

polyedru všechny p̊uvodńı body s celoč́ıselnými souřadnicemi; a pokračujeme hledáńım

nového optimálńıho vrcholu pomoćı (relaxovaného) LP ...

Gomoryho metoda řezaj́ıćıch rovin (Gomory’s Cutting-Plane Method). Podáme
obecný náčrt tohoto algoritmu, řeš́ıćıho ILP:

Vstup: matice A, vektory b, c (rozměr̊u m× n, m× 1, n× 1) s celoč́ıselnými prvky.

Výstup: odpověd’, zda úloha max{cTx | Ax ≤ b, x ∈ (Z+)
n} je řešitelná omezená (FB),

řešitelná neomezená (FU), či neřešitelná (I); v př́ıpadě FB algoritmus také vydá (nějaké)
optimálńı (samozřejmě celoč́ıselné) řešeńı x∗ (a hodnotu cTx∗).

Postup:

1. Vyřeš relaxovanou úlohu max{cTx | Ax ≤ b, x ≥ 0} (v ńıž požadavek celoč́ıselnosti neńı
kladen); řekněme simplexovým algoritmem s Blandovým (či lexikografickým) pravidlem.

Když jsi dospěl k závěru I (infeasible), vrat’ I (a skonči).

Když relaxovaná úloha nemá žádné řešeńı, tak pochopitelně nemá ani celoč́ıselné

řešeńı.

Když jsi dospěl k závěru FU (feasible unbounded), tak zjisti, jestli p̊uvodńı úloha má
alespoň jedno celoč́ıselné řešeńı (úloha ILP je “feasible”)

(to lze řešit rekurzivně, tedy stejnou metodou, ale tak, že mı́sto cTx maximalizujeme

0x, což nemůže skončit jako FU [připomeňme si ale, že ILP-feasability je NP-těžký

problém]);

v pozitivńım př́ıpadě vrat’ FU; jinak vrat’ I (a skonči).

Jak jsme snadno ilustrovali, relaxovaná úloha může být řešitelná neomezená, přičemž

nemá celoč́ıselné řešeńı (např. max {x2 | 1
3 ≤ x1 ≤ 2

3 }). Neńı těžké ukázat, že

jestliže relaxovaná úloha je řešitelná neomezená a celoč́ıselná úloha má řešeńı, pak je

i celoč́ıselná úloha řešitelná neomezená. [Idea geometricky: u neomezené úlohy s pouze

celými, či obecněji s racionálńımi, č́ısly v zadáńı, roste hodnota účelové funkce podél

nějaké (polo)př́ımky p, s racionálńı směrnićı, v př́ıslušném polyedru; když polyedr
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obsahuje bod s celoč́ıselnými souřadnicemi, tak j́ım procházej́ıćı př́ımka, která je

rovnoběžná s p, obsahuje nekonečně mnoho celoč́ıselných bod̊u, na nichž účelová

funkce roste také nade všechny meze.]

2. Necht’ x∗ je źıskané optimálńı řešeńı (primárńı úlohy).
Když x∗ je celoč́ıselné, vrat’ FB a x∗ (a skonči); jinak pokračuj daľśım bodem, přičemž
aktuálńı tabulka, která mj. rozděluje proměnné (včetně doplňkových) na bázové a
nebázové, je ta posledńı simplexová tabulka, kterou dosavadńı běh algoritmu sestro-
jil.

3. V aktuálńı tabulce nalezni řádek i, v němž prvek v nejpravěǰśım sloupci (na mı́stě b̂i)
neńı celoč́ıselný a přitom proměnná označuj́ıćı řádek je nejmenš́ı možná (v zafixovaném
uspořádáńı proměnných; jde o analogii Blandova pravidla).

i/ Na abstraktněǰśı úrovni lze zakončit popis algoritmu takto:
řezaj́ıćı rovinu generovanou rovnićı v i-tém řádku vyjádři (výhradně) po-
moćı proměnných x (tedy jen p̊uvodńımi proměnnými x1, . . . , xn, bez použit́ı
doplňkových proměnných) a přidej ji jako daľśı nerovnici k systému max{cTx |
Ax ≤ b, x ≥ 0} v bodě 1; pak začni znovu bodem 1 s t́ımto novým systémem (s
větš́ım počtem nerovnic a s menš́ı oblast́ı řešitelnosti).

ii/ Rozumné implementaci bližš́ı je tento popis:
k nerovnici odpov́ıdaj́ıćı řezaj́ıćı rovině generované rovnićı v i-tém řádku přidej
novou doplňkovou proměnnou, č́ımž vznikne nová rovnice;
tu novou doplňkovou proměnnou přidej k bázovým a vyjádři ji pomoćı nebázových;
pak doplň př́ıslušný řádek do posledńı tabulky a aplikuj tzv. duálńı simplexovou
metodu (s Blandovým či lexikografickým pravidlem) na tuto doplněnou tabulku.

Duálńı simplexová metoda bude osvětlena ńıže; z konkrétńıho př́ıkladu vysvitne

i d̊uvod pro jej́ı použit́ı.

Skončila-li tato duálńı simplexová metoda s odpověd́ı FU, vrat’ I (a skonči).

Jelikož jsme zač́ınali s př́ıpustným řešeńım duálńı úlohy, tato úloha je řešitelná

(feasible); pokud zjist́ıme, že je řešitelná neomezená (FU), tak primárńı úloha

muśı být neřešitelná (I, infeasible), což plyne z věty o slabé dualitě.

Jinak (tedy když jsme tuto fázi skončili nalezeńım optimálńıch řešeńı y∗ a x∗

aktuálńı duálńı a primárńı úlohy), jdi na bod 2.

Ilustrujme metodu na našem konkrétńım př́ıkladu (43), kde nav́ıc klademe podmı́nku
celoč́ıselnosti proměnných.

Bod 1 vede k tabulce (47); d́ıky neceloč́ıselnosti x∗ přejdeme na bod 3. Proměnné máme
uspořádány jako x1, x2, y1, y2, . . . , proto vybereme rovnici v řádku odpov́ıdaj́ıćım x1, tedy
x1 +

1
2y2 −

1
2y1 =

1
2 ; k ńı př́ısluš́ı řezaj́ıćı rovina x1 − y1 ≤ 0.

Při abstraktněǰśı verzi 3.i/ bychom x1 − y1 ≤ 0 vyjádřili jako x2 ≤ 0

(z posledńı tabulky to odvod́ıme z rovnic x1+
1
2y2−

1
2y1 = 1

2 a x2+
1
2y2+

1
2y1 =

1
2 , z nichž plyne y1 = 2x1 + y2− 1 a y2 = −2x2− y1 +1, tedy 2y1 = 2x1− 2x2,
a tedy y1 = x1 − x2 [jak hned vid́ıme z tabulky (45)]),
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přidali x2 ≤ 0 k p̊uvodńım omezeńım, a pokračovali bodem 1 (s p̊uvodńım systémem

doplněným o nerovnici x2 ≤ 0). Zde pokračujeme konkrétněǰśı verźı 3.ii/.

Nerovnici x1 − y1 ≤ 0 změńıme na rovnici x1 − y1 + y3 = 0 (přidali jsme novou, dosud
nepoužitou, doplňkovou proměnnou y3), a y3 vyjádř́ıme pomoćı aktuálně nebázových y1, y2:
použijeme-li pouze aktuálńı tabulku, dosad́ıme x1 =

1
2 −

1
2y2 +

1
2y1 a źıskáme

y3 = −x1 + y1 = −(12 −
1
2y2 +

1
2y1) + y1 = −1

2 + 1
2y2 +

1
2y1.

K soustavě (48) tedy přibude rovnice y3 − 1
2y2 −

1
2y1 = −

1
2 a tabulku (47) doplńıme na

| y2 y1 |
x2 | 1

2
1
2 | 1

2
x1 | 1

2 −1
2 | 1

2

y3 | −1
2 −1

2 | −1
2

| 1
2

1
2 | 1

2

(51)

(kde si zat́ım rámečku nevš́ımáme).

T́ım jsme prostor př́ıpustných řešeńı relaxovaného problému ořezali, ale tak, že jsme za-

chovali všechna celoč́ıselná př́ıpustná řešeńı.

Máme pokračovat aplikaćı simplexové metody na výslednou tabulku; ale pozor: bázové řešeńı
ted’ neńı př́ıpustné, protože v něm je y3 záporné. Mı́sto spuštěńı inicializačńı fáze (primárńı)
simplexové metody využijeme toho, že pořád máme k dispozici př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy,
a proto spust́ıme

Duálńı simplexový algoritmus. Je to jen př́ımočará analogie “normálńıho” postupu,
jej́ıž korektnost plyne z úvah, které jsme již udělali. (Simplexová tabulka reprezentuje, přes
“asociovanou tabulku”, i duálńı úlohu, což pivotováńı zachovává.) Nyńı jde o to, at’ se pi-
votováńım udržujeme v př́ıpustných řešeńıch duálńı úlohy (až do okamžiku, kdy se zároveň
objev́ı př́ıpustné bázové řešeńı primárńı úlohy, nebo kdy zjist́ıme, že duálńı úloha je neome-
zená).

Pro simplexovou tabulku, v jej́ımž spodńım řádku (bez pravého dolńıho rohu) jsou jen
nezáporná č́ısla (tedy −ĉ ≥ 0) pro pivot zvoĺıme

i/ řádek r se záporným b̂i [a nejmenš́ı proměnnou, když je jich v́ıce]; pokud takový řádek
neńı, máme optimum;

ii/ sloupec s, pro nějž ârs je záporné a poměr −ĉsârs
je nejbĺıže nule [v př́ıpadě v́ıce možnost́ı

voĺıme zase nejmenš́ı proměnnou]; pokud ârj je nezáporné pro vš. j, tak je duálńı úloha
neomezená (a primárńı úloha je tedy neřešitelná).

Pivot v našem př́ıkladu (51) je orámován. Transformaćı podle toho pivotu dostaneme

| y2 y3 |
x2 | 0 1 | 0
x1 | 1 −1 | 1
y1 | 1 −2 | 1

| 0 1 | 0

(52)

56



Ted’ už jsou bázová řešeńı duálńı úlohy i primárńı úlohy př́ıpustná, a tedy optimálńı. (Jinak
bychom pivotovali dále.) Optimálńı řešeńı primárńı úlohy (x∗1, x

∗
2) = (1, 0) je celoč́ıselné; proto

jej vraćıme jako celoč́ıselné optimum výchoźıho problému (43) a konč́ıme.

Můžeme si všimnout, že pivotem prohazuj́ıćım v tabulce (51) y2 a y3 bychom skončili v

druhém optimu (0, 0).

Poznámka. Uvedli jsme si kompletńı d̊ukaz, že simplexový algoritmus skonč́ı (nezacykĺı se),
jestliže je použ́ıváno lexikografické pravidlo. Pro Blandovo pravidlo jsme d̊ukaz neprovedli a
neprovád́ıme zde ani (o něco složitěǰśı) d̊ukaz konečnosti Gomoryho algoritmu.

Výpočetńı složitost LP a ILP. Jen stručně: simplexový algoritmus pro LP neńı po-
lynomiálńı, protože lze ukázat konstrukci (umělých) instanćı vyžaduj́ıćıch navšt́ıveńı expo-
nenciálně mnoha báźı (odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊um př́ıslušného polyedru). Přesto v praxi je sim-
plexový algoritmus velmi úspěšný (samozřejmě s r̊uznými implementačńımi “vychytávkami”,
které se mj. také snaž́ı vyhýbat př́ılǐs malým pivot̊um a jiným př́ıčinám numerických problémů
...)

Významnou teoretickou hodnotu má elipsoidová metoda (Khachiyan 1979) prokazuj́ıćı, že
LP patř́ı do tř́ıdy PTIME; existuje tedy polynomiálńı algoritmus řeš́ıćı všechny instance LP,
byt’ v praxi se d́ıky vyšš́ımu stupni př́ıslušného polynomu nepouž́ıvá. Později byly navrženy i
jiné verze polynomiálńıch algoritmů ...

Problém ILP je ovšem NP-těžký, už jen rozhodováńı, zda je daná úloha ILP řešitelná (fe-
asible), je NP-těžké; pro ILP tedy žádný polynomiálńı algoritmus neńı znám (a vypadá to,
že ani neexistuje).

Jistě jste slyšeli o otázce PTIME
?
=NPTIME (stručněji P

?
=NP). Přes velké výzkumné

úsiĺı se ji doposud nepodařilo zodpovědět; převládá ovšem obecné přesvědčeńı, že NP je

vlastńı nadtř́ıdou P, z čehož by mj. plynulo, že pro tzv. NP-těžké problémy polynomiálńı

algoritmy neexistuj́ı.

Proto je také jasné, že Gomoryho algoritmus pro ILP obecně vyžaduje (exponenciálně) dlouhé
sekvence přidáváńı řezaj́ıćıch rovin a řešeńı meziproblémů LP.

(Nepovinně.)(Exponenciálně) dlouhé sekvence řezáńı. Ilustraci tohoto faktu jsme jen
naznačili na př́ıkladu. Úlohu (43) jsme upravili na tuto instanci problému ILP:

maximalizuj x2 za podmı́nek x2 ≤ 2x1, x2 ≤ −2x1 + 2, přičemž x1, x2 ∈ Z+. (53)

Kniha [4] uvád́ı na s.154 obecněǰśı problém (Chvátal-Gomory cutting planes) x2 ≤ 2kx1,

x2 ≤ −2kx1 + 2k; naše instance (53) je speciálńım př́ıpadem s parametrem k = 1.

Když zde řeš́ıme relaxovanou úlohu (bod 1 Gomoryho algoritmu), skonč́ıme s tabulkou

| y1 y2 |
x1 | −1

4
1
4 | 1

2
x2 | 1

2
1
2 | 1

| 1
2

1
2 | 1

(54)

Vyb́ıráme ted’ tedy prvńı rovnici x1 − 1
4y1 +

1
4y2 = 1

2 (s neceloč́ıselnou pravou stranou); ta
generuje řezaj́ıćı rovinu x1 − y1 ≤ 0 jako minule, ale tentokrát tato nerovnice neodpov́ıdá
nerovnici x2 ≤ 0, ale nerovnici −x1 + x2 ≤ 0 (v p̊uvodńıch proměnných).
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Přidáńım omezeńı x2 ≤ x1 k (53) zase uřežeme vrchol, tentokrát ( 12 , 1), ale nezbyde pouhá

úsečka. Snadno lze (geometricky) nahlédnout, že na zmenšeném polyedru [v našem př́ıpadě

polytopu ve tvaru trojúhelńıku] je optimem vrchol ( 23 ,
2
3 ).

Pokračováńım v Gomoryho postupu dodáme doplňkovou proměnnou y3 a rovnici x1−y1+y3 =
0, kterou pomoćı nebázových proměnných vyjádř́ıme jako y3 − 3

4y1 −
1
4y2 = −1

2 . Dostáváme
tedy následuj́ıćı tabulku, kde hned zarámujeme pivot.

| y1 y2 |
x1 | −1

4
1
4 | 1

2
x2 | 1

2
1
2 | 1

y3 | −3
4 −1

4 | −1
2

| 1
2

1
2 | 1

(55)

Použit́ım duálńı simplexové metody se dostaneme do optima

| y3 y2 |
x1 | −1

3
1
3 | 2

3
x2 | 2

3
1
3 | 2

3
y1 | −4

3
1
3 | 2

3

| 2
3

1
3 | 2

3

(56)

Zde vybereme ke generováńı daľśı řezaj́ıćı roviny rovnici x1 − 1
3y3 +

1
3y2 = 2

3 . Nová řezaj́ıćı
rovina tedy bude x1 − y3 ≤ 0; jak se můžeme snadno přesvědčit, v p̊uvodńıch proměnných
je to naše známá x2 ≤ 0. Takže pokračováńı Gomoryho algoritmu skonč́ı v následuj́ıćı iteraci
(dodáńım y4, vyjádřeńım rovnice x1 − y3 + y4 = 0 pomoćı nebázových proměnných y3, y2 [a
nové bázové y4] a vyřešeńım př́ıslušného relaxovaného problému duálńı simplexovou metodou;
dodělejte sami).

Bázové řešeńı pomoćı determinant̊u.

Jak brzy uvid́ıme, existuj́ı prakticky se vyskytuj́ıćı úlohy ILP, kde Gomoryho postup ne-
potřebujeme, protože vrcholy polyedru řešeńı maj́ı celoč́ıselné souřadnice a celoč́ıselná úloha
je tedy hned vyřešena vyřešeńım relaxovaného problému.

K pochopeńı d̊uležitého př́ıpadu tohoto typu je vhodné se znovu zamyslet nad t́ım, jak
vypadá optimálńı řešeńı úlohy LP nalezené simplexovým algoritmem. Uvažujme úlohu

max{cTx | Ax = b, x ≥ 0}

(vzniklé ze standardńı maximalizačńı úlohy s nerovnostmi dodáńım doplňkových proměnných,
č́ımž se nerovnosti změńı na rovnosti). V matici A můžeme předpokládat (tj. rychlým algo-
ritmem doćılit) nezávislost řádk̊u; máme tedy m nezávislých řádk̊u a n ≥ m sloupc̊u.

Existuje-li optimálńı řešeńı, pak je to bázové řešeńı odpov́ıdaj́ıćı nějaké bázi sloupcového
prostoru (column space) matice A, tvořenou m nezávislými sloupci. Když

β = (j1, j2, . . . , jm)

je uspořádáná m-tice nezávislých slopuc̊u, označ́ıme Aβ čtvercovou matici (m × m), která
je sestavena právě ze sloupc̊u j1, j2, . . . , jm matice A. Matice Aβ je tedy regulárńı (neboli
nesingulárńı, neboli invertibilńı).
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K regulárńı matici B označuje B−1 matici inverzńı; ta tedy splňuje vztahy B−1 · B =

B ·B−1 = I, kde I označuje jednotkovou matici př́ıslušného rozměru.

Bázové řešeńı xβ = (xβ1 , x
β
2 , . . . , x

β
n) př́ıslušné k bázi β vznikne tak, že polož́ıme xβj = 0 pro

všechna j ̸∈ β a vyřeš́ıme rovnici

Aβ ·


xj1
xj2
·
·

xjm

 = b, takže dostáváme


xβj1
xβj2
·
·

xβjm

 = A−1β b.

Vzpomeňme si ted’ na Cramerovo pravidlo pro řešeńı Ax = b, kde A je regulárńı matice
typu m×m. Řešeńı x∗ = A−1b splňuje

x∗j =
det(A[j←b])

det(A) pro j = 1, 2, . . . ,m;

det(A) označuje determinant matice A (který je nenulový, protože A je regulárńı), a výrazem
A[j ← b] označujeme matici, která vznikne z A tak, že j-tý sloupec nahrad́ıme sloupcem b.

Jen bokem si pro úplnost můžeme připomenout d̊ukaz Cramerova pravidla.
Mějme regulárńı matici A typu m×m. Pro j = 1, 2, . . . ,m definujme funkce fj : Rm → R
tak, že fj(y1, . . . , ym) = det(A[j ← y]), kde y = (y1, . . . , ym)T . Standardńım rozvojem
determinantu matice A[j ← y] podle j-tého sloupce dostáváme, že

fj(y1, . . . , ym) = Cj
1y1 + Cj

2y2 + · · ·+ Cj
mym

pro jisté konstanty Cj
i (kde Cj

i je determinant matice vzniklé z A vypuštěńım sloupce j a

řádku i, př́ıpadně vynásobený −1). Když řádkovým vektorem (Cj
1 , . . . , C

j
m) vynásob́ıme

matici A, dostaneme vektor (0, . . . , 0,det(A), 0, . . . , 0), kde det(A) je na j-té pozici.
(Vynásob́ıme-li totiž vektor (Cj

1 , . . . , C
j
m) a sloupec matice A, který je jiný než j-tý, do-

staneme determinant matice s dvěma stejnými sloupci; ten je d́ıky singularitě této matice
nulový.)

Položme x∗ = A−1b, tedy Ax∗ = b. Z rovnice (Cj
1 , . . . , C

j
m)·A = (0, . . . , 0,det(A), 0, . . . , 0)

(kde det(A) je na j-té pozici) plyne také

(Cj
1 , . . . , C

j
m) ·A · x∗ = (0, . . . , 0,det(A), 0, . . . , 0) · x∗

Levá strana se ovšem rovná (Cj
1 , . . . , C

j
m) ·b = Cj

1b1+ · · ·+Cj
mbm = det(A[j ← b]) a pravá

strana se rovná det(A) · x∗j . Proto x∗j = det(A[j←b])
det(A) .

Pro naše bázové řešeńı xβ to speciálně znamená, že když prvky matice A a vektoru b jsou
celoč́ıselné (což je vyžadováno u všech instanćı ILP) a det(Aβ) je 1 nebo −1, tak xβ je
celoč́ıselné.

Totálně unimodulárńı matice a celoč́ıselnost řešeńı úloh LP.

Výše jsme ukázali, že instance problému ILP, tedy úloha

max{cTx | Ax ≤ b, x ∈ (Z+)
n}, kde prvky matice A a vektor̊u b, c jsou celoč́ıselné

je jistě vyřešena, pokud je nalezeno optimálńı řešeńı relaxovaného problému odpov́ıdaj́ıćı bázi
β, pro niž je det(Aβ) roven 1 nebo −1.
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Celoč́ıselná čtvercová matice, jej́ıž determinant je 1 nebo −1, se nazývá unimodulárńı.

Tato pro nás žádoućı vlastnost (totiž, že det(Aβ) ∈ {−1, 1}) je jistě zaručena, pokud je
matice A v zadáńı úlohy totálně unimodulárńı:

Definice (Obecná obdélńıková) celoč́ıselná maticeA se nazývá totálně unimodulárńı, jestliže
každá jej́ı čtvercová podmatice (vzniklá z A vypuštěńım nějakých sloupc̊u a řádk̊u) má de-
terminant −1, 1, nebo 0. (Mj. tedy každý prvek matice muśı patřit do množiny {−1, 0, 1},
nebot’ tvoř́ı podmatici typu 1× 1.)

Věta Je-li v instanci ILP max{cTx | Ax ≤ b, x ∈ Zn} matice A totálně unimodulárńı, pak
všechna bázová řešeńı relaxovaného problému jsou celoč́ıselná.

Důkaz jsme již vlastně provedli. Stač́ı si jen ještě uvědomit, že dodáńım jednotkové matice
(odpov́ıdaj́ıćı doplňkovým proměnným) nic nezkaźıme. Když totiž A je totálně unimodulárńı,
tak také (A I) je totálně unimodulárńı.

To plyne z očividného faktu, že když k totálně unimodulárńı matici přidáme sloupec (nebo

řádek), který obsahuje (nanejvýš) jednu 1 a jinak nuly, tak výsledná matice je zase totálně

unimodulárńı. (Řekněte si explicitně proč.)

Když už jsme u toho, tak si všimneme, že např. vynásobeńım řádku nebo sloupce −1 také

totálńı unimodularitu nepokaźıme.

Také si všimneme, že A je totálně unimodulárńı právě tehdy, když AT je totálně unimo-

dulárńı (jelikož pro každou čtvercovou matici B plat́ı det(B) = det(BT )).

Důkaz Königovy věty přes dualitu a totálńı unimodularitu.

Připomněli jsme si, že jsme již dř́ıve (algoritmicky) dokázali, že velikost maximálńıho
párováńı (maximum-cardinality matching) v bipartitńım grafu se rovná velikosti minimálńıho
vrcholového pokryt́ı (minimum-cardinality vertex cover).

Ted’ jsme př́ımočaře k uvedenému problému maximálńıho párováńı sestavili lineárńı program

(tj. úlohu LP, kde proměnné odpov́ıdaly hranám grafu; maximalizovali jsme
∑

e∈E xe za

podmı́nek nezápornosti xe ≥ 0 a splněńı
∑

e∈δ(v) xe ≤ 1 pro všechny vrcholy v)

a ukázali jsme, že př́ıslušná matice je totálně unimodulárńı.

T́ım pádem je optimálńı bázové řešeńı celoč́ıselné. Stejně tak optimálńı bázové řešeńı duálńı
úlohy je celoč́ıselné. Uvědomili jsme si, že celoč́ıselné řešeńı duálńı úlohy přirozeně odpov́ıdá
vrcholovému pokryt́ı, přičemž účelová funkce poč́ıtá kardinalitu tohoto pokryt́ı.

Každý sloupec matice odpov́ıdá jedné hraně; jsou v něm právě dvě jedničky (jinak nuly),
a sice v řádćıch odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊um incidentńım s danou hranou. Dı́ky bipartitnosti
našeho grafu můžeme vynásobit řádky odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um prvńı partity −1 a doćılit
tak matici (obecně odpov́ıdaj́ıćı orientovanému grafu), kde každý sloupec obsahuje právě
jednu 1 a jednu −1. (Důkaz totálńı unimodularity této matice je snadný; žádá to jeden
úkol.) Když máme celoč́ıselné řešeńı duálńı úlohy (tj. nezápornou celoč́ıselnou lineárńı
kombinaci řádk̊u), pro každý sloupec muśı mı́t v řešeńı nenulový koeficient alespoň jeden
jeho “jedničkový” řádek; množina řádk̊u s nenulovými koeficienty odpov́ıdá tedy množině
vrchol̊u, která tvoř́ı vrcholové pokryt́ı.

Vı́me, že př́ımé zobecněńı Königovy věty na obecné grafy neplat́ı. Nebipartitńı graf (zde
K3) může vést např. na matici 1 1 0

1 0 1
0 1 1


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kde kýžené vlastnosti nedoćıĺıme. Matice totiž neńı totálně unimodulárńı: jej́ı determinant
je (rozvojem podle prvńıho řádku)

1 ·
∣∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ = −2 .
Úkoly pro cvičeńı.

1. 2-aproximačńı algoritmus pro MinWeightVertexCover.
Využit́ım lineárńıho programováńı snadno navrhneme 2-aproximačńı algoritmus pro
MinWeightVertexCover; u tohoto problému má každý vrchol v vstupńıho grafu
nezápornou váhu, či cenu, c(v) a my hledáme vrcholové pokryt́ı s nejmenš́ı váhou.

Uvažme tuto úlohu LP vytvořenou ke grafu G = (V,E, c):

Každému vrcholu v dodáme proměnnou xv s omezeńım 0 ≤ xv ≤ 1; pro
každou hranu {u, v} ∈ E dodáme nerovnici xu + xv ≥ 1; minimalizujeme∑

v∈V c(v)xv.

Jako úloha ILP (celoč́ıselného LP) to přesně vystihuje problém MinWeightVertexCover.
ILP je ovšem NP-ekvivalentńı, jak v́ıme. Relaxovanou úlohu však můžeme vyřešit poly-
nomiálńım algoritmem pro LP. Takto dospějeme k optimálńımu řešeńı x∗, které nemuśı
být celoč́ıselné, ale pro každou hranu {u, v} máme jistě splněno x∗u ≥ 1

2 nebo x∗v ≥ 1
2 .

Pak ovšem

C = {v ∈ V | x∗v ≥
1

2
}

je vrcholovým pokryt́ım a jeho váha
∑

v∈C c(v) je očividně maximálně dvojnásobkem
relaxovaného optima

∑
v∈V c(v)x∗v, a t́ım sṕı̌se maximálně dvojnásobkem skutečného

(celoč́ıselného) optima.

2. (Nepovinně.) Zkuste exaktně dokázat, že když je úloha ILP řešitelná a jej́ı relaxovaná
varianta je řešitelná neomezená, tak i p̊uvodńı celoč́ıselná úloha je řešitelná neomezená.
(Připomeňte si, jak skonč́ı simplexový algoritmus, když je relaxovaná varianta řešitelná
neomezená.)

3. Vyřešte Gomoryho metodou (těžkou :-) ) úlohu

maximalizuj x1 za podmı́nek − 3x1 ≤ −1 a 3x1 ≤ 2, přičemž x1 ∈ Z+.

4. Vysvětlete, proč (obecná obdélńıková) matice, v ńıž každý sloupec obsahuje právě jednu
1 a právě jednu −1 a jinak nuly, je totálně unimodulárńı.

(Nápověda: postupujte indukćı podle rozměru čtvercových podmatic. Důležitý bod

je, že když ve čtvercové matici obsahuje každý sloupec právě jednu 1 a právě jednu

−1, tak jsou řádky lineárně závislé (tj., existuje jejich nenulová lineárńı kombinace

rovnaj́ıćı se nulovému vektoru) a determinant této matice je tedy 0.)
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Týden 11

Uvedli jsme pravděpodobnostńı algoritmy a jako př́ıklad pravděpodobnostńı řešeńı problému
MaxSAT, včetně derandomizace vedoućı k deterministickému aproximačńımu algoritmu.

Pravděpodobnostńı algoritmy

Existuj́ı rozhodovaćı (tedy Ano/Ne) problémy, pro které neznáme rychlé (tj. polynomiálńı)
algoritmy, a přesto je lze v praxi spolehlivě řešit nejen pro malé vstupy. Stač́ı slevit z abso-
lutńıho nároku na řeš́ıćı algoritmus, totiž z toho, aby algoritmus vždy vydal zaručeně (tedy
stoprocentně) správnou odpověd’. Přesněji řečeno, přestaneme vyžadovat, aby algoritmus
nutně předepisoval deterministický proces, a připust́ıme náhodný prvek (házeńı kostkou).
Opakované běhy algoritmu na tentýž vstup pak mohou vydávat r̊uzné výstupy – každý z nich
s určitou pravděpodobnost́ı.

K formalizaci pojmu pravděpodobnostńıho algoritmu můžeme použ́ıt jednoduchou verzi
pravděpodobnostńıho Turingova stroje (probabilistic Turing machine, PTM); takový stroj
PM = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ) si můžeme představit jako standardńı Turing̊uv stroj s t́ım, že δ(q, a)
může být nyńı i dvouprvková množina – v tom př́ıpadě se při výpočtu v konfiguraci uqav
voĺı jedna ze dvou možných bezprostředně následuj́ıćıch konfiguraćı náhodně – tak, že každá
má pravděpodobnost zvoleńı 1

2 . (Můžeme si představit, že se zde při výpočtu háźı minćı; v
programovaćıch jazyćıch se typicky vyskytuje nějaká funkce random, založená na generátoru
(pseudo)náhodných č́ısel.)

Podobně jako u nedeterministického Turingova stroje, odpov́ıdá jednomu vstupu PTM
strom výpočt̊u. Vrcholy stromu jsou ohodnoceny konfiguracemi; kořen je ohodnocen počátečńı
konfiguraćı a následńıci vrcholu ohodnoceného konfiguraćı c jsou ohodnoceni právě bez-
prostředně následuj́ıćımi konfiguracemi konfigurace c.

Každá hrana je přitom ohodnocena př́ıslušnou pravděpodobnost́ı – hraně vycházej́ıćı z vr-
cholu s jedńım následńıkem je přǐrazena 1, každé ze dvou hran vycházej́ıćıch z vrcholu s dvěma
následńıky je přǐrazena 1

2 . Každému vrcholu v je přǐrazena pravděpodobnost jeho dosažeńı –
tj. součin ohodnoceńı hran na cestě od kořene k vrcholu v.

Pak lze např. přesně definovat pravděpodobnost jevu, že daný PTM vydá na daný vstup
x odpověd’ Ano – tato pravděpodobnost je dána součtem pravděpodobnost́ı list̊u ve stromu
výpočtu pro vstup x, které jsou ohodnoceny koncovými konfiguracemi znamenaj́ıćımi odpověd’

Ano (tedy přij́ımaj́ıćımi konfiguracemi).

Než se pod́ıváme na konkrétńı Ano/Ne problém, u nějž má pravděpodobnostńı algoritmus
praktický smysl, pod́ıváme se na př́ıpad, kdy je užitečné uvažovat pravděpodobnostńı algo-
ritmus, který ale vzápět́ı derandomizujeme, tedy nahrad́ıme deterministickým algoritmem.

A use of (de)randomization; Max-3-Sat is in APX(8/7)

Let us consider the problem Max-3-Sat. An instance is a boolean formula φ(x1, . . . , xn) in
CNF, where each clause contains 3 literals; the task is to find a truth-assignment (for variables
x1, . . . , xn) which satisfies the maximal number of clauses. We assume φ = c1 ∧ c2 ∧ · · · ∧ cm;
so m denotes the number of clauses.

Exercise (non-compulsory). Show that Max-3-Sat is NP-equivalent. (NP-hardness can

be easily shown by Sat ≤T Max-3-Sat; but can you also show Max-3-Sat ≤T Sat ?)
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There is a simple approximation algorithm A for Max-3-Sat with rA ≤ 2 (so Max-3-Sat
belongs to the class APX(2)):

Evaluate the number of satisfied clauses for the truth assignments (0, 0, . . . , 0)
and (1, 1, . . . , 1) and return the one which satisfies more clauses (more precisely,
at least as many clauses as the other assignment).

The desired property follows from the observation that if clause ci is not satisfied by
(0, 0, . . . , 0) then it is surely satisfied by (1, 1, . . . , 1); hence one of the assignments satisfies at
least ⌈m2 ⌉ clauses, which guarantees

⌈m2 ⌉ ≤ v(φ, sA(φ)) ≤ vopt(φ) ≤ m, and thus
vopt(φ)

v(φ,sA(φ)) ≤ 2.

Remark. We have thus also illustrated a frequent scheme for estimating approximation

ratios. In the case of maximization problems, we try to find a suitable upper bound for

the optimal value (since we seldom are able to express this value exactly) and a lower

bound for the computed approximation value. In the minimization problems, we look for

a suitable lower bound for the optimum and an upper bound for the approximation.

Let us note that if we take a (uniformly distributed) random truth assignment (for
x1, x2, . . . , xn) in φ, where we assume that all three variables in each clause are different,
then the expected value E(Y ) of (the random variable counting) the number of satisfied
clauses is 7

8m (why?).

(Hint. Recall that the expected value is linear, so E(Y ) = E(Y1 + Y2 + · · · + Ym) =

E(Y1) + E(Y2) + · · · + E(Ym) where E(Yi) is the expected value of the random variable

which is 1 if the clause ci is satisfied and 0 if ci is not satisfied.)

Exercise. Try to derandomize the probabilistic algorithm based on this observation, i.e.,
suggest a deterministic polynomial algorithm approximating Max-3-Sat with the ratio ≤ 8

7 .

Hint. Use the fact that E(Y ) = 7
8m = 1

2 · E(Y |x1 = 0) + 1
2 · E(Y |x1 = 1), and thus

necessarily at least one of the values E(Y |x1 = 0), E(Y |x1 = 1) is ≥ 7
8m. Let the

(deterministic) algorithm put x1 = b1 so that E(Y |x1 = b1) ≥ E(Y |x1 = 1−b1). Denote

by Ȳ1 the random variable counting the number of satisfied clauses on condition that

x1 = b1, and observe that E(Ȳ1) = 1
2 · E(Ȳ1|x2 = 0) + 1

2 · E(Ȳ1|x2 = 1). Since we

have shown E(Ȳ1) ≥ 7
8m, we must have that at least one of the values E(Ȳ1|x2 = 0),

E(Ȳ1|x2 = 1) is ≥ 7
8m. ....

Prvoč́ıselnost

Prakticky použ́ıvaný pravděpodobnostńı algoritmus lze ilustrovat na problému prvoč́ıselnosti:

Název: Prvoč́ıselnost

Vstup: Přirozené č́ıslo n (v dekadickém zápise).

Výstup: Ano, když n je prvoč́ıslo, Ne, když n je č́ıslo složené.
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Všimněme si, že př́ımočaré testováńı prvoč́ıselnosti podle definice vede k (determinis-
tickému) algoritmu s exponenciálńı složitost́ı, protože velikost vstupu n je v našem př́ıpadě
log n. Žádný polynomiálńı deterministický algoritmus nebyl až do léta 2002 znám. (Ted’ už je
znám, ale přesto má smysl kv̊uli větš́ı rychlosti nadále uvažovat pravděpodobnostńı algorit-
mus.)

Všimněme si, že je zřejmé, že doplňkový problém – tj. problém složenosti č́ısla – je v NP

(proč?). Využit́ım jistých výsledk̊u teorie č́ısel se dá ukázat, že i problém prvoč́ıselnosti

je v NP. Tento problém byl dlouho jedńım z mála
”
přirozených“ problémů v NP (resp. v

pr̊uniku NP ∩ coNP), u kterých neńı znám polynomiálńı algoritmus a ani se neumı́

prokázat NP-úplnost. (Měli bychom upřesnit, že již dř́ıve byla známa existence poly-

nomiálńıho algoritmu, který by prvoč́ıselnost rozhodoval za předpokladu, že plat́ı tzv. Ri-

emannova hypotéza – to se ovšem nev́ı.)

S využit́ım poznatk̊u teorie č́ısel lze sestavit rychlý pravděpodobnostńı algoritmus A

(časová složitost algoritmu je tedy polynomiálńı; to znamená, že existuje polynom p tak,

že délka každé větve stromu výpočtu pro vstup x je omezena hodnotou p(size(x)); délka

každého výpočtu je tedy omezena polynomiálńı funkćı velikosti vstupu),

který má tyto vlastnosti

- jestliže n je prvoč́ıslo, vydá A odpověd’ Ano s pravděpodobnost́ı 1 (Ne v̊ubec
nemůže vydat);

- jestliže n neńı prvoč́ıslo, vydá A odpověd’ Ne s pravděpodobnost́ı alespoň 1
2 .

Představme si nyńı, že výpočet A zopakujeme pro dané n např. 50-krát. Když (alespoň)
jednou vydá Ne, v́ıme, že n jistě neńı prvoč́ıslo (a dále už A opakovat nemuśıme). Když ve
všech př́ıpadech vydá Ano, tak n je prvoč́ıslo s pravděpodobnost́ı větš́ı než 1− 1

250
, tedy n je

prvoč́ıslo
”
prakticky stoprocentně“ (proč ?).

Než se pod́ıváme na detaily konkrétńıho algoritmu pro prvoč́ıselnost, všimneme si, že obecně
nám stač́ı rychlý algoritmus pro Ano/Ne problém, který vydá chybnou odpověd’ nanejvýš s
pravděpodobnost́ı ε, kde 0 ≤ ε < 1

2 .

Tř́ıda BPP (Bounded-error Probabilistic Polynomial time)

BPP je tř́ıda Ano/Ne problémů (jazyk̊u), pro něž existuj́ı polynomiálńı pravděpodobnostńı
algoritmy s omezenou chybou. Přesněji: jazyk L ⊆ Σ∗ patř́ı do BPP, jestliže existuje ε,
0 ≤ ε < 1

2 , a pravděpodobnostńı algoritmus A s polynomiálńı (časovou) složitost́ı, který pro
každé w ∈ Σ∗ vydává Ano nebo Ne, přičemž Ano vydá s pravděpodobnost́ı alespoň 1−ε pro
w ∈ L a s pravděpodobnost́ı nanejvýš ε pro w ̸∈ L; v tom př́ıpadě ř́ıkáme, že algoritmus A
rozhoduje jazyk L s pravděpodobnost́ı chyby (nanejvýš) ε (např. ε = 1

3).

Někdy se tř́ıda BPP definuje jen užit́ım fixńıho ε, např. ε = 1
3 . Ukážeme ted’, že výsledná

tř́ıda problémů je vždy stejná, a také zároveň ukážeme, proč problémy z BPP můžeme
považovat za prakticky zvládnutelné. Je to tedy rozumné rozš́ı̌reńı tř́ıdy P, i když nev́ıme, zda
neplat́ı P=BPP. (Vztah BPP k NP je nejasný z hlediska obou inkluźı.)
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Robustnost tř́ıdy BPP a praktická řešitelnost problémů z BPP.
Mějme polynomiálńı algoritmus A, který rozhoduje jazyk L ⊆ Σ∗ s pravděpodobnost́ı
chyby ε, 0 < ε < 1

2 . Navrhněme polynomiálńı algoritmus A′, který rozhoduje jazyk L s
pravděpodobnost́ı chyby 2−t = 1

2t , např. pro t = 100.

Následuj́ıćı postup je přebrán z knihy Sipser: Introduction to the theory of computation.

Algoritmus A′ pro vstup w ∈ Σ∗ spust́ı A v́ıcekrát na w, konkrétně 2k-krát, kde k záviśı
pouze na ε a t a bude specifikováno ńıže. Dostane sekvenci S sestávaj́ıćı z 2k prvk̊u množiny
{Ano,Ne}. Vydá Ano, pokud je odpověd́ı Ano v sekvenci S v́ıce než polovina (tedy v́ıce
než k), jinak vydá Ne.

Zkoumejme pravděpodobnost toho, že odpověd’ algoritmu A′ na w je špatná (vydá Ano, i
když w ̸∈ L, nebo Ne, i když w ∈ L). Pokud je výsledná odpověd’ nesprávná, tak alespoň k
odpověd́ı v sekvenci S bylo špatných, tedy př́ıslušná sekvence S má pravděpodobnost výskytu
nanejvýš εk(1−ε)k (proč?). Počet takových špatných sekvenćı nebudeme odhadovat, stač́ı
prostě vźıt počet všech možných sekvenćı délky 2k, tedy 22k, neboli 4k. Pravděpodobnost, že
A′ vydá chybnou odpověd’, je tedy ≤ (4ε(1−ε))k. (Uvědomme si, že máme 4ε(1−ε) < 1 a
tedy se zvětšuj́ıćım se k pravděpodobnost chyby exponenciálně klesá.)

Chtěli bychom mı́t (4ε(1−ε))k ≤ 2−t; po zlogaritmováńı tedy

log2(4ε(1−ε))k ≤ log2 2
−t, tedy k · log2(4ε(1−ε)) ≤ −t.

Stač́ı tedy vźıt k ≥ t
α , kde α = | log2(4ε(1−ε))|.

Např. pro ε = 2
5 je α = | log2 24

25 | = log2 25− log2 24 ≥ 4.64− 4.59 = 1
20 ; tedy stač́ı k ≥ 20 t;

v př́ıpadě t = 100 tedy vezmeme k = 2000 (algoritmus A′ spust́ı A 4000 krát).

Pro ε = 1
10 je α = | log2 36

100 | = log2 100 − log2 36 ≥ 6.64 − 5.17 = 147
100 ; tedy stač́ı k ≥ 100

147 t;
jelikož 100

147 ≤ 0.69, stač́ı k ≥ 0.69 t, v př́ıpadě t = 100 tedy vezmeme k = 69 (algoritmus
proběhne 138 krát).
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Týden 12

Problém prvoč́ıselnosti

Připomı́náme problém, který hraje velmi d̊uležitou úlohu mj. v kryptografii.

Název: Prvoč́ıselnost

Vstup: Přirozené č́ıslo n (v dekadickém, či binárńım, zápise).

Výstup: Ano, když n je prvoč́ıslo, Ne, když n je č́ıslo složené.

Již jsme avizovali, že pro řešeńı tohoto problému se použ́ıvá rychlý pravděpodobnostńı
algoritmus A, který má tyto vlastnosti:

- jestliže n je prvoč́ıslo, vydá A odpověd’ Ano s pravděpodobnost́ı 1;

- jestliže n neńı prvoč́ıslo, vydá A odpověd’ Ne s pravděpodobnost́ı alespoň 1
2 .

Naznač́ıme, jak algoritmus A vypadá. Mj. se oṕırá o tzv. malou Fermatovu větu:

Věta 4 (Malá Fermatova věta) Jestlǐze p je prvoč́ıslo, tak pro každé a, 0 < a < p, plat́ı

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Důkaz. Rozvineme-li (a + b)p podle binomické věty, ověř́ıme snadno, že výsledek modulo p
je roven ap + bp (modulo p), je-li p prvoč́ıslo (ověřte !). Tedy, když ≡ označuje kongruenci
“modulo p”, máme 1p ≡ 1, 2p ≡ (1 + 1)p ≡ 1p + 1p ≡ 1 + 1 ≡ 2 a obecně ap ≡ a. Je tedy
a(ap−1 − 1) ≡ 0, neboli a(ap−1 − 1) = k · p pro nějaké k. Pokud největš́ı společný dělitel a a
p je 1 (což pro 0 < a < p je), muśı být (ap−1 − 1) násobkem p, tud́ıž ap−1 ≡ 1. □

Jako d̊ukaz složenosti (tj. neprvoč́ıselnosti) daného č́ısla m nejlépe slouž́ı nějaký netriviálńı
dělitel a č́ısla m (všichni známe rychlý algoritmus, kterým se přesvědč́ıme, že dané a skutečně
děĺı m).

Z toho hned plyne, že problém složenosti (tj. neprvoč́ıselnosti) patř́ı do NP, a tedy problém

prvoč́ıselnosti patř́ı do coNP.

Z Fermatovy věty ovšem plyne d̊uležité pozorováńı: když nalezneme pro dané m č́ıslo a, 0 <
a < m tak, že am−1 ̸≡ 1 (mod m), tak jsme našli svědka složenosti č́ısla m (tedy svědka toho,
že m neńı prvoč́ıslo), byt’ t́ım neźıskáme netriviálńıho dělitele m (jen jsme tak dokázali jeho
existenci).

Cvičeńı. Ukázali jsme si, že 2 je svědek složenosti č́ısla 15, protože 214 ̸≡ 1(mod 15).

Modulárńı umocňováńı. Je d̊uležité si uvědomit, že poč́ıtáńı mocnin (ae mod m) umı́me
rovněž velmi rychle (i když a, e,m jsou velká č́ısla, zapsaná binárně či dekadicky), a sice
tzv. metodou

”
opakovaného umocňováńı“: poč́ıtáńım x0 = a, x1 = (x0)

2 mod m, x2 =
(x1)

2 mod m, x3 = (x2)
2 mod m, . . . , xi = (xi−1)

2 mod m, . . . dostáváme postupně a,
a2 mod m, a4 mod m, a8 mod m, . . . , a2

i
mod m, . . . . Chceme-li pak např́ıklad znát a560,

vynásob́ıme a512 · a32 · a16 (tj. x9 · x4 · x5; vše poč́ıtáno samozřejmě modulo m).

Pro konkrétńı e s binárńım zápisem bkbk−1 · · · b0 lze využ́ıt iterativńıho výpočtu poč́ıtaj́ıćıho
(abkbk−1···bi mod m) pro i = k+1, k, . . . , 0, což pro i = k+1 dává hodnotu 1:

Je-li (abkbk−1···bi mod m) = d, pro i > 0, pak (abkbk−1···bi−1 mod m) = (d2 · abi−1 mod m).
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Multiplikativńı grupy a svědkové složenosti. Vrat’me se k algoritmu A, který využ́ıvá
Fermatovu větu. Všimli jsme si, že každý prvek a, 0 < a < m, pro nějž plat́ı am−1 ̸≡ 1( mod m)
je svědek složenosti m.

Cvičeńı. Dokažte, že každé a, 0 < a < m, které je soudělné s m, tedy gcd(a,m) > 1 (gcd

označuje největš́ıho společného dělitele [greatest common divisor]), je svědkem složenosti

m v uvedeném smyslu.

Označme Z∗m = {a | 0 < a < m, gcd(a,m) = 1}. Např. Z∗15 = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}.

Cvičeńı. Dokažte, že Z∗m je multiplikativńı grupa (vzhledem k násobeńı modulo m).

(Nápověda. Množina Z∗m je očividně uzavřena na násobeńı (modulo m). Existenci in-

verzńıho prvku k a ∈ Z∗m ukážeme takto: Uvažujeme sekvenci a, a2, a3, . . . . Nutně na-

stane př́ıpad ai ≡ aj pro i < j, tedy ai(aj−i − 1) ≡ 0. Jelikož gcd(a,m) = 1, dostáváme

(aj−i − 1) ≡ 0, a tedy a · aj−i−1 ≡ 1, z čehož plyne, že aj−i−1 je inverzńı prvek k a.)

Už jsme si ukázali, že každé a, 0 < a < m, lež́ıćı mimo Z∗m je svědkem složenosti m (jelikož
am−1 ̸≡ 1(mod m)). Dá se celkem snadno ukázat, že

nesvědkové v Z∗m tvoř́ı podgrupu grupy Z∗m

(plyne to z uzavřenosti na násobeńı: když am−1 ≡ 1(mod m) a bm−1 ≡ 1(mod m), tak

(ab)m−1 ≡ 1(mod m)).

Pokud tedy existuje svědek složenosti v Z∗m, tak je těch svědk̊u v Z∗m nejméně polovina! To
plyne z tzv. Lagrangeovy věty, která ř́ıká, že počet prvk̊u podgrupy H konečné grupy G děĺı
počet prvk̊u grupy G.

Podrobnosti nalezne zájemce např. v prvńı části materiálu [VP].

Algoritmus A hledaj́ıćı náhodně svědka složenosti č́ısla m (s rovnoměrným rozložeńım
pravděpodobnosti na množině {a | 0 < a < m}) tedy uspěje s pravděpodobnost́ı minimálně
1
2 , pokud m je složené a v Z∗m existuje alespoň jeden svědek složenosti.

Nejsme ovšem ještě úplně hotovi, protože existuj́ı (velmi ř́ıdká) tzv. Carmichaelova č́ısla,
což jsou složená m u nichž plat́ı am−1 ≡ 1(mod m) pro všechna a ∈ Z∗m. (Nejmenš́ı Carmi-
chaelovo č́ıslo je 561 = 3 · 11 · 17.)
Algoritmus A se dá rozš́ı̌rit na tzv. “Miller-Rabin test”, v němž se pojem svědka složenosti

rozš́ı̌ŕı tak, že pro každé složené č́ıslo m plat́ı, že množina nesvědk̊u složenosti č́ısla m tvoř́ı
vlastńı podgrupu grupy Z∗m.

Podrobnosti nalezne zájemce rovněž v prvńı části materiálu [VP].

Poznámka. Ač problém testováńı prvoč́ıselnosti je takto uspokojivě vyřešen, nejsou známy

žádné rychlé algoritmy pro nalezeńı prvoč́ıselného rozkladu složeného č́ısla. Tedy ač

např. umı́me rychle zjistit, že dané 500-mı́stné č́ıslo je složené, nezaručuje nám to rychlé

nalezeńı netriviálńıho dělitele. Speciálně, když nám někdo dá 500-mı́stné č́ıslo, které vy-

tvořil jako součin dvou zhruba 250-mı́stných prvoč́ısel, nemáme (zat́ım?) praktickou šanci

tato prvoč́ısla naj́ıt. Mj. i na tom je založena bezpečnost už́ıvaných kryptografických pro-

tokol̊u v digitálńı komunikaci.
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Tř́ıdy BPP, RP a co-RP

Jen poznamenejme, že jsme mj. ukázali, že problém prvoč́ıselnosti patř́ı do tř́ıdy BPP (při
použit́ı testu Miller-Rabin). Ve skutečnosti měl náš algoritmus jen jednostrannou chybu.

Tř́ıda RP je tř́ıda problémů pro nějž existuj́ı polynomiálńı pravděpodobnostńı algoritmy,
které

• pro pozitivńı instanci vydaj́ı odpověd’ Ano s pravděpodobnost́ı alespoň 1
2 ,

• pro negativńı instanci vydaj́ı odpověd’ Ne s pravděpodobnost́ı 1.

Je tedy vidět, že RP je podmnožinou NP (proč?).

My jsme ukázali, že problém prvoč́ıselnosti patř́ı do coRP (nebot’ jeho doplňkový problém
patř́ı do RP).

Poznamenejme, že vztah tř́ıdy BPP k NP je nejasný.
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Týden 13

Zopakováńı látky, speciálně s ohledem na zkoušku.

Okruhy ke zkoušce

A) Otázky “d̊ukazové”:

1. Polynomiálńı algoritmus pro maximálńı vážené párováńı na bipartitńıch grafech.

2. Problém obchodńıho cestuj́ıćıho. Algoritmy pro metrickou úlohu. Obt́ıžnost aproximace
obecné úlohy.

3. Problém minimálńıho Steinerova stromu.

4. Problém MinSetCover a hladový aproximačńı algoritmus.

5. Aproximačńı schéma pro úlohu batohu a pro úlohu Min-load-scheduling.

6. Lineárńı programováńı. Důkaz slabé duality.

7. MinVertexCover a MinSetCover pomoćı (relaxovaného) lineárńıho programováńı (LP).

8. Celoč́ıselnost řešeńı LP. Totálně unimodulárńı matice. Maximálńı párováńı a vrcholové
pokryt́ı na bipartitńıch grafech.

9. Pravděpodobnostńı algoritmy pro problémy Max-SAT a Max-Cut. Derandomizace me-
todou podmı́něných očekávaných hodnot.

10. Testováńı prvoč́ıselnosti. Fermatova věta. Modulárńı umocňováńı.

B) Otázky pojmové a přehledové (vždy s př́ıklady)

1. Pojmy optimalizačńı problém, aproximačńı algoritmus a jeho aproximačńı záruky.

2. Obt́ıžnost optimalizačńıch problémů. Tř́ıdy PO a NPO, vztah k tř́ıdám P a NP.

3. Tř́ıdy APX, PTAS, FPTAS.

4. Lineárńı programováńı a jeho varianty.

5. Simplexový algoritmus. Metoda řezaj́ıćıch rovin pro ILP.

6. Pravděpodobnostńı algoritmy, tř́ıdy RP, co-RP, BPP.

Poznámky k pr̊uběhu zkoušky:
bez splněného zápočtu nelze j́ıt na zkoušku;
přihlašováńı na termı́ny vypsané v IS STAG (pokud neńı domluveno jinak);
zkouška bude ústńı;
student si náhodně vytáhne otázku z okruhu A a bude mu přidělena doplňuj́ıćı otázka z
okruhu B, z jiné oblasti než bude zvolená otázka z okruhu A;
čas na ṕısemnou př́ıpravu: minimálně 20 minut (bez možnosti použ́ıváńı donesených ma-
teriál̊u);
čas na ústńı zkoušeńı: zhruba 30 minut.
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