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Poznamky k textu. Tento text vznikd v prubéhu kurzu v zimnim semestru 2023/24 jako
podpurny materidl k pfednaskam a cviéenim. (Byt by se mél text dotknout vseho podstatného
z prednasek a cviceni, jisté je nemuze nahradit.)

Text bude postupné pribyvat, aktudlnost verze bude ziejmé z data uvedeného vyse a také
z poc¢tu zahrnutych tydnt; text bude zhruba ¢lenén po jednotlivych tydnech v semestru. Pro
prehlednost zapis k jednotlivému tydnu za¢ind vzdy na nové strané.

Jako zakladni ucebnici ke kursu lze uvést napi. knihu

Sipser M. Introduction to the Theory of Computation. PWS Publishing Company, Boston,
MA, 1997. ISBN 0-534-94728-X,

ktera jiz vysla ve vice vydanich. Pro teorii vy¢islitelnosti lze doporucit také napt. knihu
Kozen D. Automata and Computability (Springer 1997),

kterd by z domény “upol” méla byt pristupnd v elektronické formé (pro osobni pouziti pii
studiu). V piislusné oblasti existuje ovsem Siroké spektrum ucebnic a ucebnich materidlu,
mnohé jsou i volné pristupné na webu. Nékteré materialy 1ze napt. najit na strankach starsich
béhti podobného kurzu doc. Jana Koneéného.

V naSem textu se specidlné budeme odkazovat na pasaze pracovniho materialu autora textu,
ktery v minulosti pouzival na VSB-TU (a ktery je také pfimo piistupny na webové strance
predmétu):

[JAN-TT] Jancar P.: Teoreticka informatika (VSB-TU Ostrava, 2010).



Tyden 1

Zacali jsme par slovy o obsahu teorie vy¢islitelnosti a slozitosti a o planovaném béhu naseho
kurzu (véetné ndvaznosti na teorii jazyku a automatu).

Avizoval jsem prvni zdpoc¢tovou pisemku v 6. tydnu semestru a druhou zdpoctovou pisemku
v 12. tydnu (s moznosti oprav v poslednim, 13. tydnu).

Problémy, algoritmy, Turingovy stroje.
Obsah prednasky a cviceni je pokryt ¢astmi 6.1. a 6.2. textu [JAN-TI].

(Pfipomenime, ze odkazem [JAN-TI| minime text Jancar: Teoretickd informatika, ktery je
uveden na prvni strané a ktery je piimo piistupny z webové stranky predmétu.)

Ujasnili jsme si technicky vyznam pojmu problém (Ei vypocetni problém) v nasem kon-
textu, specidlné pak pojmu rozhodovaci problém (neboli ANO/NE problém), algoritmicky
(ne)resitelny problém, (ne)rozhodnutelnyj problém.

Problém P muzeme chépat jako trojici (IN,OUT,p), kde IN je mnozina vstupu, neboli
instanci, OUT je mnozina vystupu a p je zobrazeni typu p : IN — OUT. V piipadé rozho-
dovaciho problému méme OUT = {0, 1}, kde 0 je chdpana jako FALSE a 1 jako TRUE.

Rekneme, ze problém P = (IN,OUT,p) je algoritmicky fesitelny, jestlize existuje algo-
ritmus, ktery ho tesi, tj. algoritmus, ktery ke kazdému vstupu w € IN provede kone¢ny
vypocet a vydd problémem ptedepsany vystup p(w). V piipadé ANO/NE problému fikdme
také “rozhodnutelny” misto “algoritmicky reSitelny”.

Zminili jsme napf. problém tiidéni (¢i sefazeni), ktery je algoritmicky Fesitelny. Také jsme
zminili rozhodovaci problémy SAT (splnitelnost booleovskych formuli) a Eq-FA (ekvivalence
kone¢nych automati), které jsou rozhodnutelné.

O problému Eq-CFG (ekvivalence bezkontextovych gramatik) jsme si jen tekli, Ze je ne-
rozhodnutelny. Pozdéji to dokdzeme, ted ndm ale nebylo jasné, jak dokdzat neexistenci
prislusného algoritmu. V prvé fadé si musime pojem “algoritmus” vice ujasnit.

Nejdiive jsme si pripomnéli, Ze pro feSeni problému algoritmy musime jejich vstupy a
vystupy néjak piirozené kédovat, napi. slovy (neboli Fetézci) v néjaké koneéné abecedé.
Problém lze tak prirozené chapat jako funkci f : ¥* — ¥* pro néjakou konecnou abecedu
Y (napf. stac¢i ¥ = {0, 1}, protoze prvky jakékoli koneéné abecedy lze jednoduse zakédovat
dostateéné dlouhymi fetézci bitu).

Funkce f: ¥* — ¥* je algoritmicky vycislitelnd (nékdy se téz t1ka jen vycislitelnd), jestlize
existuje algoritmus, ktery ke kazdému w € ¥* po konetném vypoctu (neboli béhu algoritmu)
vydé f(w).

Vsimli jsme si souvislosti rozhodovacich problému s jazyky: kazdy takovy (ANO/NE)
problém P muZzeme pfirozené ztotoznit s jazykem Lp C ¥*, ktery sestavd z kodu pozi-
tivnich instanci problému P; rozumi se, Ze instance kédujeme fetézci v prislusné abecedé 3.
V doplnku Lp, tedy v mnoziné ¥* \ Lp, jsou pak kédy negativnich instanci a také fetézce,
které nejsou kédem instanci problému P. Napi. Lgar sestava ze zdpisu splnitelnych boo-
leovskych formuli, v jeho dopliiku jsou pak zdpisy nesplnitelnych formuli a také fetézce v
piislusné abecedé, které nejsou booleovskymi formulemi.

O jazyku L C ¥* fekneme, zZe je rozhodnutelny, jestlize problém piislusnosti k L je roz-
hodnutelny, tedy jestlize existuje algoritmus, ktery pro kazdé w € ¥* po koneéném vypoctu



zjisti, zda plati w e L ¢i w & L.

Diskutovali jsme, Ze algoritmy prirozené ztotoznujeme s programy v znamych programo-
vacich jazycich. Kdyz jsme se pak zamysleli, co vlastné z hlediska vnéjsiho pozorovatele
délame, kdyz provadime vypocCet daného programu na daném vstupu, dospéli jsme vcelku
piimocaie k pojmu Turinguv stroj, ktery jsme definovali jako strukturu

M = (Q727F767QO7F)7

kde @ je kone¢nd mnozina stavu, o € @ je pocéteéni (neboli inicidlni) stav, F' C @ je mnozina
koncovych stavu, X je konecénd vstupni abeceda, I' je kone¢na paskova abeceda, kde ¥ C T a
pro specidlni “prazdny znak” [ plati O € I' \\ X, a “jadro stroje”, tedy prechodova funkce 4,
je typu

0:(QNF)xT' - QxT x{-1,0,+1}.

Pro exaktni vyjadieni pojmu vypocet Turingova stroje jsme zavedli pojem konfigurace stroje
M, coz je Fetézec z (regularniho) jazyka I'"*QI'*. Na mnoziné konfiguraci pfirozené zavedeme
relaci ks (odvozeni jednim krokem) touto definici:

e kdyz 6(q,a) = (¢, b,0), tak ugav Fps ug'bv pro kazdé u,v € I'*;
e kdyz 0(q,a) = (¢',b,+1), tak ugav -y ubg'v pro kazdé u,v € T'*;
e kdyz 0(q,a) = (¢',b, —1), tak uxzqgav Fpr ug’xbv pro kazdé z € T a u,v € T™.

Pro ptesnost dodame, ze konfiguraci qu ztotoznujeme s konfiguraci Clgv a uq ztotoznujeme s
ug] (a tedy konfiguraci ¢ ztotoznujeme s Og).

Inicidlni (neboli po¢atecni) konfigurace pro (vstupni) slovo w € ¥* je Fetézec gow.

Vipocet stroje M = (Q,%,T,6,qo, F') na vstupnim slové w € ¥* chdpeme jako posloupnost
konfiguraci Cy, Cy,Ca, ..., kde Cp je gow a pro i = 0,1,2,... mame C; by Citq (tedy Ciqq
dostaneme z C; jednim krokem, piislusnou aplikaci prechodové funkce ¢§). Vypocet muze
skon¢it v koncové konfiguraci, tj. v konfiguraci uqu, kde ¢ € F', nebo byt nekone¢ny.

Bavili jsme se o tom, ze Turingovy stroje lze také chapat jako programy v “nejjednodussim
univerzalnim programovacim jazyku”; slovo univerzdlni zde odkazuje k moznosti “naprogra-
movat vSechny algoritmy”.

Zakon¢ili jsme diskusi Church-Turingovy teze, kterou muzeme struéné vyjadfit takto:
Algoritmus = Turingtv stroj.

Kdyz pozdéji dokdzeme, ze néjaky problém je algoritmicky nefeSitelny, tak to bude ve
skutecnosti tak, ze ukazeme, Ze neni fesitelny zadnym Turingovym strojem, a tiSe se odvolame
na Church-Turingovu tezi.

Cwic¢ent. Diskutovali jsme konstrukce jednoduchych Turingovych stroju, napi. Turingova
stroje rozhodujictho (nebezkontextovy) jazyk {wecw | w € {a,b}*}.



Tyden 2

Pokracovali jsme v ilustraci myslenek sestavovani jednoduchych Turingovych stroju.

Simulace mezi ruznymi variantami Turingovych stroju. Miuzeme mj. odkdzat na
kapitolu 6.4 v [JAN-TI]. (Zajemce se samozfejmé muze seznamit i s modelem RAM v ¢ésti
6.3., v tomto kurzu se mu ale nebudeme vénovat.)

Piipomnéli jsme, ze vypocet Turingova stroje M = (Q,3,T, 4, qo, F') na vstupnim slové
w € X* chapeme jako posloupnost konfiguraci Co, C1,Cy, ..., kde Cy je inicidlni konfigurace
gowaproi=0,1,2,... médme C; ks Ciy1 (tedy Ci1q dostaneme z C; jednim krokem, aplikaci
prechodové funkce §). Vypocet muze skoncit v koncové konfiguraci (se stavem g € F'), nebo
byt nekonecny. Znakem 3, oznacujeme reflexivni a tranzitivni uzdveér relace -y, tedy

CHi,

oznacuje, ze vypocet stroje M se z konfigurace C' dostane do C’ koneénym poctem krokt.
Rekneme, ze stroj M = (Q,%,T,6,q0, F) je simulovdn strojem M' = (Q', X, T", 5, ¢, F"),
jestlize existuje jednoduché kédovani konfiguraci C stroje M konfiguracemi conp(C') stroje
M’ (kde zobrazeni COD a jeho inverze jsou realizovany jednoduchymi algoritmy), tak, ze ke
kazdému vypoctu
Co,C1,Co, ..., C (1)

stroje M je vypocet stroje M’ zacinajici v C{y = cop(Cp) tvaru
Ch, C1,Chy ..., Chr, (2)

kde existuji ig < i1 < i9 < --- < 4} pro néz plati ig = 0, i, = k' a C’{j = coD(C}) pro vs.
j €10, k]. Kazda konfigurace z vypoctu (1) m4 tedy svuj obraz ve vypoctu (2), ale jeden krok
vypoctu (1) je simulovédn obecné konecnou sekvenci kroku ve vypoctu (2). Tuto definici lze
prirozené rozsitit i na nekoneéné vypocty.

Podrobnéji jsme probrali simulaci Turingova stroje s oboustranné nekone¢nou paskou stro-
jem s jednostranné nekoneénou péaskou. Konkrétné ke stroji M = (Q, %, T, 9, qo, F') (pfi jehoz
vypoctu je mozné, ze paskova hlava se dostane i vlevo od vstupniho slova) jsme navrhli stroj
M = (Q,%,17,0,q), F) takto:

V prvé fadé predpokladdme, ze stroj M nepouziva k zdpisu symbol O, tedy 0(q,a) =
(¢',a’,m) implikuje o’ # O. (Pokud by to nebylo splnéno, tak prosté ke I' pfiddme “ndhradni
(zapisovaci) prazdny symbol” [0’ a funkei § prislusné upravime.)

Pii konstrukei M’ polozime IV = T'U{¢}, kde ¢ ¢ T' je specidlni symbol slouzici pro oznacen{
zacatku pasky, a Q' vytvoiime rozsifenim Q o stavy

»

qz Pro vs. x € X,

qr,

5¢ Pro vs. q € @,

S(z,q) PO V8. ¢ € Q ax € I' \ {00},

S(L,q) PTO V8. ¢ € Q.

Funkce &’ pak vznikne rozsifenim funkce ¢ takto:



(chceme, aby pro konfiguraci gjw, w € X*, platilo gjw F3,, ¢gow)

&' (g0, ) = (g0, ¢, +1)

(90, ) = (g, ¢, +1) provs. z € ¥

(¢z,y) = (qy,z,+1) provs. z € ¥,y € X

8 (q,,0) = (qp,z,—1) provs. z € &

8 (qr,x) = (qp,x,—1) provs. z € &

&'(qz,¢) = (qo, ¢, +1)

(pro konfiguraci q¢v, ¢ € @ [hlava piisla na ¢ ve stavu g, chceme docilit gev Fy,, ¢qCv)
¢'(g;¢) = (sg,¢,+1)

/

S &

§'(sq.0) = (¢,0,0)

6'(54, %) = (8(2,q), 0, +1) pro vé. z € T\ O

6" (8(z,9)5Y) = (8 (y7q) x, +1) provs. x,y € '\ 0O
0'(8(2,9),0) = (511 —1)provs. z e '\ 0O
6" (8(L,q) ) = (S(Lq), ,—1)provs. z e '\ 0
8'(s(z,9),0) = (¢,0,0)

Pak jsme se zamysleli, jak model dvouhlavych Turingovych stroju simulujeme stan-
dardnim modelem (jednohlavych Turingovych stroju). Ukazali jsme tedy jak k 2H-TS M =
(Q,X,1,0,q0, F), vnémz méme ¢ : (QNF)XI'xT - Q@ xI'x{-1,0,+1} xI'x {-1,0,+1}
a jehoz vypocet je prislusné definovan, sestrojit 1H-TS M’ = (Q',%,1",¢, ¢y, F') (v némz
méame & : (Q' N F') xI" = Q' xI" x {—1,0,+1}), ktery simuluje stroj M. (Myslenka byla
jednoduchd: M’ si na pdsce zna¢i pozice obou hlav stroje M; jeden krok stroje M je pak
simulovéan prislusnou sekvenci kroku stroje M’, ktera realizuje zdpis a posun u obou znacek
pro hlavy stroje M.)

Pak jsme se zamysleli nad simulaci dvoupaskového stroje standardnim jednopéaskovym. Mj.
jsme to udélali i technikou “dvoustopé pasky”.

Cuicent. Déle jsme promysleli simulace, mj. k-paskového stroje jednopaskovym a také stroje
s dvourozmérnou péaskou (hlava muze chodit nejen doprava a doleva, ale také nahoru a dolu)
standardnim jednopaskovym.



Tyden 3

(Cantorova) diagonaliza¢ni metoda. Pfripomnéli jsme si tuto metodu nejprve na dukazu
faktu, ze jazyku nad dvouprvkovou abecedou ¥ = {0,1} je nespocetné mnoho, tedy ze
mnozina

L={L|LC%*

je nekonetnd mnozina, kterd neni spocetna.

Piedstavili jsme si nekonecnou (dvourozmérnou) tabulku, jejiz sloupce jsou oznaceny slovy
wo, W1, Wa, ... v dané abecedé ¥ (téch je spocetné mnoho, nebot prvky w € ¥* lze uspoiddat
napt. podle délky a v ramci stejné délky lexikograficky, coz je zndzornéno zapisem >* =
{€,0,1,00,01,10,11,000,001,...}). Pro tcely dukazu sporem jsme piedpokladali, ze jazyku
L C ¥* je také spocetné mnoho a tadky tabulky jsme pak oznacili jazyky Lg, L1, Lo, ...,
pricemz jsme piedpokladali, ze kazdy jazyk L C ¥* se v tomto seznamu vyskytuje (tedy pro
kazdy L C ¥* existuje i € N, pro néz L = L;).

Do pruseciku fadku ¢ a sloupce j jsme napsali 1, jestlize w; € L;, a 0, jestlize w; & L.
Pak jsme vzali doplnék jazyka uréeného diagondlou: definovali jsme tedy L = {w; | w; & L;}
(podrobnéji psano L = {w € ¥* | pro i splaujici w = w; plati w; € L;}). Méli bychom podle
predpokladu mit L = L; pro néjaké i € N; zkoumejme pro ono 7, zda w; € L:

e kdyz w; € L, tak podle definice jazyka L mame w; € L;, coz je ve sporu s predpokladem
L =L

e kdyz w; € L, tak podle definice jazyka L mame w; € L;, coz je ve sporu s predpokladem
L=1,.

Tedy predpoklad, ze L je v seznamu Lg, L1, Lo, . . ., vede ke sporu. Vyvodime tedy, ze nemuize
existovat seznam Lg, L1, Lo, ..., ktery obsahuje vSechny prvky mnoziny £; mnozina L tedy
neni spocetna.

Cviceni. Ukazte, ze mnozina P(N) = {X | X C N} je nespocetnd. Pak otdzku
spocetnosti/nespocetnosti zvazte pro mnozinu jazyku nad jednoprvkovou abecedou, tedy pro
mnozinu {L | L C {a}*} pro jakykoli pevné zvoleny symbol a.

Nerozhodnutelnost problému zastaveni (Halting problem, HP).
Uvazovali jsme rozhodovaci (neboli ANO/NE) problém

Halting Problem (HP)

Instance: Turinguv stroj M a slovo w v jeho vstupni abecedé.

Otdzka: Zastavi se M na w (neboli je vypocet stroje M pro w koneény)?
To nés prirozené piivedlo ke kddum Turingovych stroji (pripomnéli jsme si, ze vstupni objekty
problému potiebujeme néjak jednoduse kédovat fetézci ve vhodné abecedé, médme-li zvazovat
algoritmickou fesitelnost). Nejdiive jsme se bez ijmy na obecnosti omezili na Turingovy stroje

se vstupni abecedou ¥ = {0,1} a pédskovou abecedou I' = {0,1,0} (prodiskutovali jsme
zpusob, jak lze libovolny Turinguv stroj simulovat strojem s takto omezenymi abecedami).



Nagrtli jsme si konkrétni pfirozeny postup, jak lze Turingiv stroj M prirozené prezento-
vat kédem (M), coz je fetézec v abecedé {0,1}. (Pro pohodli muzeme samoziejmé nejprve
pouzit trosku veétsi abecedu, ale je nam jasné, ze kazdy symbol vétsi abecedy lze nahradit
dohodnutym fetizkem biti dostatecné délky.)

Jazyk kéda Turingovych stroju, tedy
{u €{0,1}* | u = (M) pro néjaky stroj M},

je otividné rozhodnutelny a snadno navrhneme Turinguv stroj, ktery pro zadané &islo ¢ € N
vypise kéd stroje M;, ze seznamu My, My, Ms, ... vSech stroju, které lze usporadat podle
délky kédu a v rdmci stejné délky abecedné. (Takovy stroj prosté generuje postupné vsechny
fetézce v {0,1}*, o kazdém zjisti, zda je nebo neni kédem néjakého Turingova stroje, a tim
postupné dostava kédy (Mp), (M1), (Ma), ... a nakonec vydd (M;) pro zadané i.)

Vyse uvedeny diagonaliza¢ni postup jsme ted upravili takto:

Sloupce tabulky jsou stédle oznaceny (vsemi) slovy wg, wi, ws, ... v abecedé {0, 1}, ale tadky
ted oznaéime stroji My, My, Mo, ..., tedy vSemi Turingovymi stroji (s uvedenymi abecedami
{0,1} a {0,1,0}). (Turingovych stroju je o¢ividné jen spoc¢etné mnoho, protoze odpovidaji
svym kédum, tedy spo¢etné mnoha sloviim v abecedé {0,1}.)

Pro tucely sporu jsme predpokladali, ze existuje stroj Ty p, ktery rozhoduje problém HP, a
navrhli jsme konkrétni stroj D, ktery pracuje takto:

Pro zadané w € {0, 1}* zjisti jeho potradi ¢ (tedy w = w; v seznamu oznacujicim
sloupce), zkonstruuje stroj M; (coz lze, jak jsme diskutovali vyse) a pomoci Ty p
zjisti, zda M; se zastavi na w;; kdyz ano, tak D sko¢i do nekone¢ného cyklu, kdyz
ne, tak se D zastavi (tedy vypocet ukonéi skokem do koncového stavu).

Jelikoz D musi byt v seznamu My, My, Ms, ..., mame D = M; pro néjaké konkrétni ¢ € N.
Uvazme, zda D se zastavi na vstup w;:

e kdyz se D zastavi na w;, tak se M; zastavi na w; (protoze D = M;), ale v tom piipadé
se D na w; nezastavi - spor;

e kdyz se D nezastavi na w;, tak se M; nezastavi na w; (protoze D = M;), ale v tom
pripadé se D na w; zastavi - spor.

Dosazeny spor nutné znamend, ze piedpoklad, ze existuje piislusny Tgp, je nepravdivy.
Problém HP tedy neni rozhodovan zadnym Turingovym strojem; diky pfijimani Church-
Turingovy teze fikdme, ze HP je (algoritmicky) nerozhodnutelny.

Cwiceni. Na cviceni jsme mj. dali dohromady dukaz nerozhodnutelnosti HP pies problém
oznaceny jako diagondlni problém zastaveni (DHP) v ¢ésti 6.5 [JAN-TI].
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Cisteéné rozhodnutelné problémy a jazyky (rozsifeni rozhodnutelnych).
Definovali jsme jazyky prijimané Turingovymi stroji, také se jim tika rekurzivné spocetné nebo
casteéné rozhodnutelné.

Konkrétné: Pro Turinguv stroj M = (Q, %, T, 4, qo, {q+,q-}) definujeme jazyk

L(M) ={w € ¥* | gow F}; ug4+v pro néjaké u,v € I'*};

o jazyku L(M) tikdme, ze je piijiman (nebo téz ¢dstetné rozhodovan) strojem M.

Jazyk L C X* je rekurzivné spocetny, jestlize je prijiman néjakym Turingovym strojem,
tedy jestlize L = L(M) pro néjaky stroj M. Tiidu rekurzivné spocetnych jazyku oznacujeme
RecEnum (recursively enumerable).

Podtiidou RecEnum je tiida Rec obsahujici jazyky rozhodované Turingovymi stroji, kterym
se také 1ika rekurzivni nebo rozhodnutelné. O vyse definovaném jazyku L(M) fekneme, Ze je
(nejen pirijiman, ale i) rozhodovdn strojem M, jestlize navic pro kazdé w € ¥* ~ L(M) plati
qow 3y ug—v pro néjaké u,v € I'".

Ttidy téchto jazyku (Rec a RecEnum) jsou pochopitelné nekonecéné, ale spocetné, protoze
kazdy Turinguv stroj M muzeme zadat jeho kédem (M), tedy slovem v pevné dané abecedé
(vystacime si samoziejmeé i s posloupnosti bitu, tedy slovem v abecedé {0, 1}); vime, zZe slov
v pevneé zvolené abecedé je (jen) spocetné mnoho.

O ANO/NE problému fekneme, ze je cdastecné rozhodnutelny, jestlize jazyk sestavajici
z (kédu) jeho pozitivnich instanci je pfijimén néjakym Turingovym strojem, tedy (pfi
pripomenuti Church-Turingovy teze) jestlize existuje algoritmus, jehoz béh (vypocet) pro
kazdou pozitivni instanci problému skonéi s odpovédi ANO a pro kazdou negativni instanci
je bud nekone¢ny nebo skonéi s odpovédi NE. (Néekdy se v definici pro jednoduchost uvadi,
Ze vypocty pro negativni instance jsou nekone¢né. Uvédomili jsme si, Ze pojem ¢asteéné roz-
hodnutelného problému se tim nezméni.)

Univerzalni Turingiv stroj.
Uvédomili jsme si, ze dokdzeme vcelku snadno sestrojit (1épe feceno popsat, jak lze sestrojit)
univerzalni? Turinguv stroj:

Véta 1 Existuje Turinguv stroj U, ktery pro vstupni slovo tvaru (M)w simuluje vijpocet stroje
M na w.

Dikaz. (Idea.) U nejdiive zkontroluje, zda vstupni slovo je tvaru (M)w pro néjaky stroj M
a néjaké slovo w € {0,1}*, a v kladném piipadé pak simuluje M na slové w. Omezili jsme
se na stroje M, které maji vstupni abecedu {0,1} a péaskovou abecedu {0,1,0}, ale to neni
zadné redlné omezeni, jak vime. Také jsme si v8imli, ze U se samoziejmé navrhuje snadnéji,
chapeme-li ho jako vicepaskovy a majici bohatsi paskovou abecedu; na jednopaskovy stroj s
paskovou abecedou {0, 1,0} se pak da rutinné prevést, jak jiz vime. O

Halting problem je ¢astec¢né rozhodnutelny. O jazyku

Lyp = {{(M)w | vypocet stroje M na w se zastavi}



jiz vime, ze je nerozhodnutelny; univerzdlni Turinguv stroj prokazuje, ze je ale Cdstecné
rozhodnutelny. (Pro¢?) Jinymi slovy: Halting Problem (HP) je piiklad problému, ktery je
¢astecné rozhodnutelny, ale ne rozhodnutelny.

Postova véta.
Uvédomili jsme si trivialni fakt, ze tiida Rec je uzaviena na doplnék:

Tvrzeni 2 Jazyk L C ¥* je rozhodnutelny prdvé tehdy, kdyz jeho doplnék L = ¥* \ L je
rozhodnutelnj.

Ovsem tiida RecEnum na doplnék uzaviena neni. To plyne z ndsledujici véty (nazyvané
Postova véta):

Véta 3 Jazyk L je rozhodnutelny prdvé tehdy, kdyz L i L (tj. dopinék jazyka L) jsou ¢dstecné
rozhodnutelné.

Ptipomenme si, ze presnéjsi by bylo vétu formulovat jako “L je rekurzivni pravé tehdy,
kdyz L i L jsou rekurzivné spocetné”. Pojmy “rekurzivni” a “rekurzivné spocetny” od-
kazuji k Turingovym strojum, zatimco “rozhodnutelny” a “Gdsteéné rozhodnutelny” k
algoritmum. My jsme ov§em diskutovali tzv. Church- Turingovu tezi (viz také 6.4 v [JAN-
TT)), diky niz pislusné pojmy (jako “rekurzivni” a “rozhodnutelny”) ztotoznujeme.

Diukaz. Jelikoz rozhodnutelny jazyk je i ¢astetné rozhodnutelny (proc?), tak jeden smér
tvrzeni véty plyne hned z Tvrzeni 2.

Pro druhy smér predpokladame, zZe L i L jsou ¢astecné rozhodnutelné; existuje tedy algo-
ritmus (Turinguv stroj) Aj, ktery pfijima (neboli ¢dstecné rozhoduje) jazyk Li, a algoritmus
(Turinguv stroj) As, ktery pfijimé (neboli ¢asteéné rozhoduje) jazyk Lo. Navrhneme algo-
ritmus (Turinguv stroj) A, ktery rozhoduje jazyk L: na vstupu w algoritmus A soubézné
simuluje algoritmy Aj i As; je zfejmé, ze pravé jeden z nich skonéi s odpovédi ANO. Pokud s
odpovédi ANO skonéi Ay, algoritmus A vydd ANO (w € L), a pokud s odpovédi ANO skonéi
Ag, algoritmus A vyda NE (w ¢ L). O

K ANO/NE problému P pfirozené zavedeme pojem doplrikového problému co-P (odpovédi
ANO a NE jsou prohozeny) a v§imneme si jednoduchého dusledku nasich dosavadnich zjisténi:

Tvrzeni 4 Problém HP je cdstecéné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny. Problém co-HP
nent (ani) ¢dsteéné rozhodnutelny.

(Algoritmickd) preveditelnost mezi problémy (mapping reducibility <,,).
Bavili jsme se o problému UHP (Universal Halting Problem), kde instanci je Turinguv stroj
M a otézkou je, zda se M zastavi na kazdy svuj vstup. Prisli jsme na tento vztah:

Tvrzeni 5 Kdyby UHP byl rozhodnutelny, tak by i HP byl rozhodnutelny.

7 toho plyne, ze UHP rozhodnutelny neni.
Uvédomili jsme si nasledujici zobecnéni naseho postupu. Zacali jsme definici.
Pro jazyky L1, Ly C ¥* plati



Ll Sm L27

coz ¢teme L1 je preveditelny, nebo téz redukovatelny, na Lo, jestlize existuje vycislitelnd funkce
f:X" = X* takovd, ze Vw € ¥* 1w € L1 & f(w) € Lo.

Pripomnéli jsme si, co znamend pojem “vycislitelnad funkce”, a uvedli si vyznam indexu
m v <. (Jedna se totiz o tzv. “mapping reducibility”.) Také vime, ze kazdému ANO /NE-
problému P odpovidé jazyk Lp (mnozina vsech zdpisu instanci problému P s odpovédi ANO).
Proto u ANO/NE-problému Pj, P, budeme také pouzivat zapis P <;, P» (Cteme: problém

Py je redukovatelny na problém P»); tento zdpis muzeme formalné chépat jako zkratku za
Lpl Sm Lp2. Tedy

P < P

plati pravé tehdy, kdyz existuje algoritmus, ktery ke kazdé instanci Iy problému P; vyda
instanci I» problému P» tak, ze jsou zaruceny tyto dvé podminky:

1. kdyz I je pozitivni instanci problému P, tak I je pozitivni instanci problému Ps;
2. kdyz I je negativni instanci problému Pj, tak Is je negativni instanci problému Ps.

Pak jsme jednoduse dokdazali nékolik dulezitych fakti:

Tvrzeni 6 Necht L1 <y, Lo.

a) Jestlize Lo je rozhodnutelny, pak Ly je rozhodnutelny.

(Neboli: jestlize Ly je nerozhodnutelny, pak Lo je nerozhodnutelny.)

b) Jestlize Lo je ¢dstecné rozhodnutelny, pak Ly je ¢dstecéné rozhodnutelny.

(Neboli: jestlize L1 neni ¢dstecné rozhodnutelny, pak Lo neni ¢asteéné rozhodnutelny.)

Uvédomili jsme si, ze podstatou naseho dikazu Tvrzeni 5 bylo prokazéani, ze HP<,, UHP.
(Navrhli jsme algoritmus, ktery pro vstup M, w vyda vystup M’ tak, ze M se zastavi na w
pravé tehdy, kdyz M’ se zastavi na viechny vstupy.)

Cviceni. Detailnéji jsme diskutovali nové pojmy a tvrzeni.
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Tyden 5

Nedeterministické Turingovy stroje.

Pred navazanim na minulou latku jsme udélali odbocku k nedeterministickym Turingovym
strojum. Diky zkuSenosti s nedeterministickymi kone¢nymi automaty a nedeterministickymi
zasobnikovymi automaty jsme nedeterministicky Turinguv stroj navrhli jako

M=(Q,%,T,4,q,{q+,q-}),

kde prechodova funkece je typu 6 : (Q ~ {q4,q_}) x I' — 2@xI>X{=1041} (napi tedy muzeme
mit §(q,a) = {(¢',a’,+1),(¢",a”,—1)}). Definici relace t); na mnoziné konfiguraci uvedenou
u standardniho (tedy deterministického) Turingova stroje pfirozené rozsitime pro nedetermi-
nisticky stroj:

e kdyz 0(q,a) 3 (¢, b,0), tak ugav -y uq’bv pro kazdé u,v € T'*;
e kdyz 6(q,a) 3 (¢, b, +1), tak ugav ) ubq'v pro kazdé u,v € T'*;
e kdyz 6(q,a) 3 (¢, b, —1), tak uxqav by ug’xbv pro kazdé z € T a u,v € T*.

Tedy obecné pro slovo w € ¥* nemdme jen jediny vypocet, ale muze jich byt vice (pficemz
nékteré mohou byt koneéné a jiné nekonecné). Tyto vypocty lze prirozené prezentovat stro-
mem vypoctu, v némz kazda vétev odpovida jednomu z moznych vypoétu (inicidlni konfigu-
race gow oznacuje kofen stromu, listy jsou pak oznaceny piisluSnymi koncovymi konfigura-
cemi).

I u nedeterministického Turingova stroje M definujeme jazyk

L(M) ={w € ¥* | gow F}; ug4+v pro néjaké u,v € I'*},

o némz itkdme, ze je strojem M prijimdn. Slovo w je tedy strojem M prijato, jestlize pro néj
existuje alespon jeden akceptujici vypocet. (Slovo neni pfijato, jestlize vSechny vypoéty pro
néj jsou zamitajici nebo nekonecéné.)

Uvédomili jsme si, ze strom vypocti nedeterministického stroje M; na slové w je mozné
konstruovat do $itky deterministickym strojem Ms. Z toho snadno plyne:

Tvrzeni 7 Jazyk je prijimdn nedeterministickym Turingovym strojem prdavé tehdy, kdyz je
prigiman deterministickym Turingovym strojem.

Nedeterministické Turingovy stroje tedy ptijimaji pravé c¢astecné rozhodnutelné jazyky.

Pozndamka. Muzeme také zavést pojem rozhodovand jazyka nedeterministickym strojem; v ta-
kovém pifpadé pozadujeme, at jsou vSechny vypocty koneéné (akceptujici nebo zamitajici).
Snadno nahlédneme, ze tfida jazyku rozhodnutelnych nedeterministickymi stroji je totozna
s tfidou rozhodnutelnych jazyk.

Ani jeden z problémia UHP a co-UHP neni éasteéné rozhodnutelny.
Pfipomenme, ze jsme si ukdzali, ze plati HP<,UHP (a tedy UHP neni rozhodnutelny).
Vsimnéme si:

Pozorovani 8 P <,, P’ & co-P <., co-P’.
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Tedy méme co-HP<,,co-UHP, z ¢ehoz plyne, ze doplikovy problém problému UHP (zfor-
mulujte si jej) neni ¢dstecné rozhodnutelny. Pak jsme si ukdzali nasledujici tvrzeni, z néhoz
plyne, ze problém UHP také neni ¢astecné rozhodnutelny.

Tvrzeni 9 co-HP<,,UHP.

Dukaz. Problém co-HP je dopliikovy (complementary) problém k problému zastaveni; in-
stance je tedy M, w a otazkou je, zda je vypocet M nad w nekonecny. Mame tedy navrhnout
algoritmus, ktery k zadanému M, w sestroji stroj M’ tak, Ze je zaruceno, Ze

e kdyz vypocet M na w je nekonecny, tak vypocty M’ jsou na vSech vstupech konecné;

e kdyz vypocet M na w je kone¢ny, tak existuje vstup u stroje M’ takovy, ze vypocet M’
na u je nekonecny.

Nejdiive si pripomeinime, ze vypocty Turingovych stroju lze prirozené popisovat fetézci ve
vhodné abecedé A; vypocet (nebo téz “vypocetni historie”) je prosté prislusna posloupnost
konfiguraci oddélenych specidlnim znakem: napi. #Co#C1#Co# - - - Cp#. Viimneme si ted
trividlniho faktu:

e kdyz vypocet M na w je koneény,
tak existuje (konecny) fetézec u € A* ve tvaru #Co#C1#Co# - - Cr#, kde Cy je
pocatecni konfigurace gow, Ck je koncovéa konfigurace (stav v ni je koncovy) a plati
Citay Ciprprovs. i =0,1,...,k—1 (tedy Cj41 vznikne z C; jednim krokem stroje M);

e kdyz vypocet M na w je nekonecny,
tak pro kazdy tfetézec u € A* plati, ze je v ném “chyba”, coz znamend, ze plati jedna
z téchto moznosti:

a) wu neni ve tvaru #Co#C1#Co# - - - Cr#, kde vSechny tetézce C; jsou konfiguracemi
stroje M, nebo

b) u je ve tvaru #Co#C1#Co# - - - Cr#, kde viechny fetézce C; jsou konfiguracemi
stroje M, ale v tom pripadé nastava alespon jedna z téchto moznosti:
i) Cp neni konfigurace gow,
ii) C neni koncova konfigurace,

iii) pro néjaké i € [0, k—1] neplati C; Fas Ciq1.

Staci tedy navrhnout M’, ktery pro vstupni v € A* systematicky hledd vyse uvedenou chybu;
kdyz ji najde, zastavi se, ale kdyz tam chyba neni (tedy kdyz u popisuje kompletni konecny
vypocet M na w), tak M’ skoéi do nekone¢ného cyklu (nezastavi se). O

Jiz jsme védeéli, ze co-HP nepatii do RecEnum; jeho dopliikovy problém, tedy HP, do
RecEnum ov8em patii. Problém UHP je tedy “jesté tézsi” nez co-HP: neni v RecEnum a
ani jeho dopliikovy problém neni v RecEnum. Studujf se celé hierarchie problému lezicich

mimo RecEnum, napf. tzv. aritmeticka hierarchie, ale to je mimo zabér naseho kurzu.
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Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je nerozhodnutelny.

Diskutovali jsme o tom, ze problémy prazdnosti Erpg a Ecpr pro reguldrni, resp. bezkon-
textové, jazyky jsou rozhodnutelné; i problém uplnosti (nebo téz univerzality) Allgpa je
rozhodnutelny.

Pak jsme ukazali:

Tvrzeni 10 Problém Allcpr (Instance: bezkontextovd gramatika G = (I1, %2, S, P). Otdzka:
L(G) = ¥*?) neni rozhodnutelny, dokonce ani ¢dstecné rozhodnutelny.

Dikaz. Vzpomnéli jsme si na dikaz Tvrzeni 9 a ukéazali jsme, ze plati co-HP<,, Allcpr.
Klicovym faktem je, ze odhaleni chyby v u € A* tedy ovéfeni, Ze u neni ve tvaru
HCOoHC1#Coy#Cs# - - - Cr#, ktery popisuje kompletni vypocet stroje M na w, lze provést
nedeterministickym zasobnikovym automatem. Specidlné nad ovéfenim C; Fas Ciy1 je oviem
potieba se trochu zamyslet. (Dale si pak sta¢i pfipomenout, ze k nedeterministickému
zésobnikovému automatu lze snadno sestrojit ekvivalentni bezkontextovou gramatiku.)

To, ze Allcpr neni ani ¢dsteéné rozhodnutelny, ted snadno vyvodime diky tomu, Ze
doplikovy problém problému Allcpy, ¢astecné rozhodnutelny je. (Proc?) O

Na cviceni jsme si mj. ukazali, ze Allor;, <m FQcrr; problém EQcpy je definovan takto:
Instance: bezkontextové gramatiky Gi, Ga; Otdzka: L(G1) = L(G2)?
(Co z toho plyne pro problém EQcpr?)

Riceova véta.

Uvédomili jsme si, ze kazdd vlastnost V' Turingovych stroju (napf. ,stroj M mé vice nez
100 stavu®, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup koneény“, apod.) rozdéli mnozinu vsech
Turingovych stroju na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroju, které vlastnost
V maji, a druhd je mnozina stroju, které vlastnost V nemaji. Vlastnost V je trividini, jestlize
je jedna z onéch dvou pifslusnych mnozin prazdna (tedy bud’ vsechny stroje vliastnost V' maji
nebo ji nema ani jeden). Vlastnost V' je netrividlni, jestlize ji alespon jeden stroj m4 a alespon
jeden stroj nema4.

Dukladné jsme si promysleli, co to je vstupné/vistupni vlastnost, zkrédcené téz 1/0 vlastnost,
Turingovych stroju (¢i obecné ,programu*).

Specidlné jsme si uvédomili, ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existujf
dva stroje My, Ms, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni),
ale jeden z nich vlastnost V' méa a druhy ji nema.

Probrali jsme si vlastnosti podobné nize uvedenym (které jsou v feseném piikladu 7.1. v
kapitole 7 [JAN-TI]) a uvédomili si, které jsou I/O vlastnostmi. Specidlné jsme si vsimli, ze
podle definice je kazd4 trividlni vlastnost 1/O vlastnosti.

a/ Zastavi se M na fetézec 001 7
b/ M& M vice nez sto stavu ?
¢/ M4 v néjakém piipadé vypocet stroje M vice kroku nez tisicindsobek délky vstupu ?

d/ Plati, ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvyse n vicekrat zastavi nez neza-
stavi 7
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e/ Zastavi se M na kazdém vstupu w za méné nez |w|? kroki?
f/ Je pravda, ze pro lib. vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni ?

g/ Je pravda, ze M ma nejvySe sto stavii nebo vice nez sto stavu ?

Uvédomme si, ze kazdé vlastnosti V' pfirozené odpovidd ANO/NE problém Py, u néjz
instanci je Turingtiv stroj M a otdzkou je, zda M m4 vlastnost V. Z jiného pohledu: kazdé
vlastnosti V' odpovida jazyk Ly = {(M) | M je Turinguv stroj, ktery ma vlastnost V'}.

Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:

Kazdd netrividlni vstupné /vystupni vlastnost programi (tj. Turingovych stroji) je
nerozhodnutelnd.

Jinak fec¢eno: pro kazdou netrividlni vstupné/vystupni vlastnost V' je problém Py neroz-
hodnutelny (neboli jazyk Ly nepatii do mnoziny Rec).

Cvicend. Mj. jsme si ukdzali jednoduchou redukci Allcpr, <m EQcFL.
Také jsme se zamysleli nad otazkou, na které z nasledujicich dvou vlastnosti se vztahuje
Riceova véta a proc:

e Rozhoduje M ekvivalenci koneénych automatu?

e Rozhoduje M ekvivalenci bezkontextovych gramatik?

14



Tyden 6

Dukaz Riceovy véty.

Uvazujme libovolnou netrividlni vstupné/vystupni vlastnost V' Turingovych stroju. Ukazeme,

ze pro problém Py (Instance: Turinguv stroj M; Otdzka: méa M vlastnost V'?) plati HP<,, Py

nebo co-HP<,, Py (kde HP je Halting Problem). Tim bude dukaz Riceovy véty hotov. (Pro¢?)
Uvazujme ted jisty stroj M, ktery se nezastavi na zadny vstup (napi. vzdy hned skoéi do

nekonecného cyklu). Rozlisme dva piipady:

a) stroj M vlastnost V nem4;

b) stroj M, vlastnost V ma.

Pripad a)

Zvolme néjaky stroj Mj, ktery vlastnost V' mé. (Takovy musi existovat, protoze vlastnost
V je netrividlni.) Ukdzeme, ze plati HP<;, Py: uvézime algoritmus, ktery k instanci HP, tedy
ke stroji M a slovu w, sestroji stroj M’, popsany takto:

- Muzeme si piedstavit, ze M’ je dvoupéaskovy (vime, ze takovy stroj lze simulovat
standardnim jednopdskovym strojem) a svuj vstup u dostane zapsany na prvni
pasce.

- M’ ma ve svém pocitecnim stavu ulozeno slovo w, které na zacdtku svého
vypoétu napise na druhou pasku a pro néj simuluje vypocet M (na druhé pésce,
nezavisle na svém vstupu u zapsaném na prvni pasce).

- Pokud simulace M na w skon¢i (tedy M se zastavi na w, a tedy M, w je pozitivni

instanci problému HP), tak M’ pokracuje simulaci stroje M; na vstupu u na prvn{
pasce.

Vidime, ze plati:

e Pokud M, w je pozitivn{ instanci problému HP (M se zastavi na w), tak M’ m4 stejné
I/O chovéni (m4 stejnou I/O tabulku) jako Mj; v tom piipadé je M’ pozitivn{ instanci
problému Py (M’ musi mit vlastnost V, protoze V je vstupné/vystupni vlastnost, M
m4 vlastnost V' a M’ m4 stejnou I/O tabulku jako Mj).

e Pokud M, w je negativni instanci problému HP (vypocet M na w je nekonecny), tak
M’ mé stejné I/O chovani (mé stejnou I/O tabulku) jako M, ; v tom piipadé je M’
negativni instanci problému Py (protoze M| nem4 vlastnost V).

Pripad b)

Zde stroj M| ma vlastnost V'; zvolime stroj My, ktery vlastnost V' nema. Uvazime algorit-
mus, ktery k M, w sestroji M’ tiplné stejné jako vyse. Ovéite, Ze v nyni uvazovaném piipadé
tento algoritmus prokazuje, ze co-HP<,, Py . O

Pak se psala 1. zapoc¢tova pisemka.
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Tyden 7

Vysledky prvni zdpoctové pisemky, diskuse feSeni.

Teorie (vypocetni) slozitosti

Casova slozitost Turingova stroje, a jeji odhady.
K Turingovu stroji M jsme zavedli jeho ¢asovou sloZitost jako funkci Ths : N — N, kde Tz (n)
je maximélni délka vypoctu stroje M nad vstupem velikosti (tj. délky) n.

Napi. Ty (50) = 2560 znamend, ze vypocet M pro alespon jeden vstup w, kde |w| = 50,
je dlouhy 2560 (jedna se tedy o posloupnost konfiguraci Cy,Cy,Co,...,Ck s k kroky, kde
k = 2560) a délka vypoctu M pro kazdy vstup u, kde |u| = 50, je nanejvys 2560.

Jedna se zde o tzv. worst-case complezity; studuje se napft. i average-case complezity.

Ptipomnéli jsme mj. znaceni O, 0,0, které porovnava funkce z hlediska jejich asympto-
tického rustu:

o f(n) € O(g(n)), jestlize (3c € N)(Ing € N)(Vn > ng) f(n) <c-g(n);

o f(n) € O(g(n)), jestlize f(n) € O(g(n)) a g(n) € O(f(n));
o f(n) € o(g(n)), jestlize (Ve € N)(Ing € N)(Vn > ng) c- f(n) < g(n).
Piipomneéli jsme si (standardni jednopaskovy) Turinguv stroj M, ktery rozhoduje, zda pro
zadané slovo w € {a,b}* plati w = w? (tedy zda w je palindromem), a odvodili jsme, ze pro
¢asovou slozitost Ty, plati Ty, (n) € ©(n?).

Pak jsme navrhli dvoupéaskovy stroj Mas, ktery rozhoduje tentyz problém a pro jeho ¢asovou
slozitost plati Th, (n) € ©(n).

Simulace vicepaskového stroje jednopaskovym s nanejvys kvadratickou ztratou.

Tvrzeni 11 Vicepdskovy Turinguv stroj M s casovou sloZitosti Ty lze simulovat jed-
nopdskovym Turingovym strojem M' s ¢asovou slozitosti Typ(n) € O((Tar(n))?).

Dikaz. (Idea.)

Jakykoli k-paskovy stroj M lze simulovat jednopdskovym strojem M’ s “k-stopou” pdskou,
kde je v kazdé stopé poznacena aktudlni pozice hlavy simulovaného stroje. Béhem vypoctu
nad w se pozice hlav od sebe vzdali maximalné o 2 - Ty, (Jw|) policek (proc¢?). Existuje tedy

(mald) konstanta ¢; takova, ze jeden krok stroje M je simulovan nanejvys c; - Ty (Jw|) kroky
stroje M’. Z toho snadno plyne, ze Ty (n) € O((Th(n))?). O

Ttidy ¢asové slozitosti, Time (f(n)), PTIME.
Pro funkei f : N — N definujeme TIME (f(n)) jako tfidu
jsou Tesitelné Turingovymi stroji s ¢asovou slozitosti v O
PTIME = | ] TruE (n*).
keN

nebo téz mnozinu) problému, které
f(n)). Pak jsme definovali t¥idu

—~~

Uvédomili jsme si, ze PTIME obsahuje pravé ty problémy, které jsou feSitelné Turingovymi
stroji se slozitosti omezenou polynomy (pro takovy M méme Thr(n) < pol(n) pro néjaky
polynom pol jedné proménné).

16



Robustnost tiidy PTIME.
Pfipomnéli jsme si jednoduchy fakt (slozeni polynomu je polynom):

Pozorovani 12 Pro polynomy pol; : N — N a pols : N = N je funkce f: N — N definovand
f(n) = pola(poli(n)) také polynomem (se stupném d = dy - da, kde dy je stuper polynomu poly
a dy je stuperi polynomu pols ).

Diky Twvrzeni 20 a Pozorovani 12 vidime, ze obsah ttidy PTIME je nezavisly na tom,
zda jako referenéni model bereme standardni jednopédskové ¢ vicepaskové stroje. Obecnéji
lze ukazat, ze pojem tiidy PTIME je robustni v tom smyslu, ze je nezavisly na zvoleném
referenénim modelu, pokud ten je “rozumny” (coz v technickém smyslu znamen4, ze je mozné
jej simulovat Turingovymi stroji s nanejvys polynomialni ztrédtou, a naopak).

Proto 1ze vcelku volné hovotit o polynomidlnich algoritmech (coz jsou ty, kterym odpovidaji
Turingovy stroje s polynomidlni slozitosti, pfesnéji feceno se slozitosti omezenou polynomem)
a polynomidlnich problémech (coz jsou ty, které lze fesit polynomidlnimi algoritmy).

Cvicend.
Mj. jsme se podivali na strukturu ukazky druhé zapoctové pisemky a pfripomnéli si
usporadani béznych funkei z hlediska asymptotického rustu.
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Tyden 8
Piipomneéli jsme si polynomidlni algoritmy pro (jiz studentum zndmé) problémy; jsou to napf.
e dosazitelnost v grafu,
e nejkratsi cesta v grafu,
e minimalni kostra grafu,
e tiidéni,
o ...

Pak jsme se zamysleli nad problémem vrcholového pokryti v grafu:

Vertex Cover (VC)

Instance (neboli vstup): Neorientovany graf G = (V, E) (kde V' je mnozina vrcholi
a E je mnozina hran, tj. mnozina obsahujici nékteré (neusporadané) dvojice vr-
cholu).

Vijstup: Nejmensi vrcholové pokryti v G, tedy mnozina V' C V' s nejmens{ moznou
mohutnosti, kterd spliiuje, ze kazdd hrana e € F mé neprazdny prunik s V' (tedy
kazd4 hrana je pokryta mnozinou V', tj. ma alespori jeden konec ve V).

Podobné jako napf. u problému minimdalni kostry se jedna o optimalizaéni problém; vystup
také neni obecné urcen jednoznacné. (Abychom piesné vyhovéli nasi definici problému, coz je
trojice (IN,OUT, f), kde f je funkce typu IN — OUT, museli bychom specifikaci problému
doplnit.)

Uvedli jsme, ze pro problém VC neni zndm polynomialni algoritmus, ani neni dokazéano,
ze neexistuje. To plati dokonce i pro jednodussi ANO/NE problém, ktery je tzv. rozhodovaci
verzi (decision version) problému VC:

VCdec
Instance: instance problému VC, tedy graf G = (V, E), a ¢islo k (0 < k < |V]).
Otdzka: Existuje v G vrcholové pokryti V', kde |V/| =k ?

Vsimli jsme si tizkého vztahu problému VC k problému IS (Independent Set), neboli k
hleddni maximdln{ nezavislé mnoziny vrcholu v (neorientovaném) grafu. (Instance IS jsou
stejné jako u VC, hleddme ale mnozinu vrcholi s nejvétsi mohutnosti takovou, ze zadnd
hrana nem4 oba konce v oné mnoziné.) V problému IS;.. obsahuje instance vedle grafu i ¢islo
k a otazkou je, zda existuje nezdvisld mnozina velikosti k.

Mj. pro exaktnéjsi vyjadieni vztahu problému VCge. a ISge. jsme zavedli na ANO/NE
problémech (¢i pifslusnych jazycich) relaci <p, kterd je zjemnénim (podmnozinou) diive za-
vedené relace <;,:

Pro ANO/NE problémy P;, P, plati

Plgpp%
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coz ¢teme P je polynomidlné preveditelny, nebo téz polynomidlné redukovatelny, na P, jestlize
existuje polynomidlni algoritmus A, ktery k instanci I; problému P; sestroji instanci I (také
oznacenou napt. A(I1)) problému P, pticem? je zaruceno, ze odpovéd Pj na I3 je stejna jako
odpovéd P, na Is.

Pro jazyk L; v abecedé ¥; a jazyk Lo v abecedé ¥o mame L1 <, Lo, jestlize existuje funkce
f 2] — X3, kterd je vycislitelnd polynomidlnim algoritmem a splituje Vw € X7 : w € L; &
f(w) € Lo.

Uvédomili jsme si, ze plati

Tvrzeni 13 VCgee <p ISgec @ ISgec <p VCec-

Dikaz. Vsimnéme si, ze v grafu G = (V| E) je V' nezévisla mnozina pravé tehdy, kdyz V V'
je vrcholové pokryti.

Pro prokdzani jak VCgee <p ISgec, tak ISgec <p VCgee, staci tedy pouzit algoritmus, ktery
ke vstupu G = (V, E), k vyda vystup G = (V, E),|V| — k. O

Uvédomili jsme si také platnost jednoduchych tvrzeni:
Tvrzeni 14 Relace <, je tranzitivni.

Tvrzeni 15 Jestlize P1 <, P2 a P» € PTIME, pak P; € PTIME.
(Neboli: Jestlize Py <, P2 a P1 ¢ PTIME, pak P, ¢ PTIME.)

Ve smyslu piislusnosti ¢i nepiislusnosti k PTIME jsou na tom tedy problémy VC a IS (&
jejich rozhodovaci verze) stejné.

Je zrejmé, ze pokud by existoval polynomialni algoritmus tesici VC, tak existuje poly-
nomiélni algoritmus rozhodujici VCge.. Umite odvodit i opaéné tvrzeni? (Neni to tézké,
ale chce to trochu vice zamysleni.)

Pfipomnéli jsme problém SAT (Instance: booleovskd formule ¢; otdzka: je ¢ splnitelna?) a
uvedli jsme jeho podproblém 3-SAT (Instance: booleovska formule ¢ v konjunktivni normalni
formeé, v niz kazd4d klauzule obsahuje nejvys tii literdly; otdzka: je ¢ splnitelna?)

Ukazali jsme si konstrukce prokazujici, ze

SAT <, 3-SAT <, ISy

(Prevod SAT na 3-SAT je podrobné popsén napf. v Animacich pfistupnych z webové stranky
predmétu.

Idea prevodu 3-SAT na ISz, je jednoducha: ke kazdému vyskytu literdlu ve vstupni for-
muli [tj. v instanci problému 3-SAT] vytvoiime vrchol grafu a hranou spojime vrcholy od-
povidajici dvéma vyskytum literala pokud jsou tyto vyskyty ve stejné klauzuli anebo jsou
komplementarni, tedy ve tvaru x a —x pro néjakou vyrokovou proménnou x); doplnime ¢islo
rovnajici se poc¢tu klauzuli a méame tak kyzenou instanci problému ISg..)

Diky Tvrzeni 14 tak mdme i SAT <, IS4,

Umite ukazat, ze také plati ISge. <, SAT 7
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Tyden 9
Dokongili jsme demonstraci polynomidlnich redukci ve “snuie”

SAT <, 3-SAT <, ISgec <pVCaee <p HC <, HK < A-TSPgee <p TSPgec, (3)
kde

e 3-SAT je podproblém problému SAT: instanci je booleovskd formule v 3-CNF' (tedy v
konjunktivni normalni formé, kde v kazdé klauzuli jsou nejvys tii literdly) a otdzkou je,
zda je dand formule splnitelna;

e VC je optimalizaéni problém, v némz se k zadanému neorientovanému grafu hleda mi-
nimalni vrcholové pokryti (tj. mnozina vrcholi, v niz ma kazdd hrana aspon jeden
konec);

e VCge. je rozhodovaci verze problému VC (instanci je graf G a &islo k; otdzkou jde, zda
v G existuje vrcholové pokryti velikosti k);

e HC je problém, v némz se tdzeme zda v daném orientovaném grafu existuje hamil-
tonovsky cyklus (tedy cesta prochdzejici kazdym vrcholem prévé jednou a konéici ve
vrcholu, v némz zaéind);

e HK je problém, v némz se tazeme zda v daném neorientovaném grafu existuje hamil-
tonovska kruznice (tedy cesta prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou a koncici ve
vrcholu, v némz zaéind);

e TSP (Travelling Salesman Problem, problém obchodniho cestujiciho) je optimalizaén{
problém, jehoz instanci je uplny graf s ohodnocenymi hranami, v némz se hled4d nejkratsi
okruzni cesta;

e A-TSP (téz “metricky TSP”) je podproblém problému TSP, v némz kazda instance
spliiuje trojihelnikovou nerovnost (tedy d(i,5) < d(i, k) +d(k, j), kde 4, j, k jsou vrcholy
a d(z,y) je hodnota [“délka”] hrany {x,y});

e A-TSP4.. a TSPge. jsou piislusné rozhodovaci verze.

SAT <, 3-SAT

Zde jsme si uvédomili, ze k obecné booleovské formuli ¢ lze rychle (standardnim poly-
nomidlnim algoritmem realizujicim napt. syntaktickou analyzu vyrazu v piekladacich pro-
gramovacich jazyku) sestrojit pislusny logicky obvod (boolean circuit), ktery mé na vstupu
booleovské proménné vyskytujici se ve formuli a jehoz hradla odpovidaji vyskytum logickych
spojek ve formuli. Kazdému hradlu jsme prifadili novou booleovskou proménnou a prirozené
jsme sestavili formuli ¢’ v 3-CNF, kterd popisuje spravny vypocet obvodu, jehoZ vystupem
m4 byt hodnota 1. Formule ¢’ je tedy splnitelna pravée tehdy, kdyz ¢ je splnitelna.

ISdec Sp VCdec
Tady to je jasné diky jednoduchému pozorovani:

Turzeni. V grafu G = (V, E) je V' nezdvisld mnozina pravé tehdy, kdyz V . V' je vrcholové
pokryti.
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VCdec Sp HC
To bylo technicky komplikovanéjsi. Pro (neorientovany) graf G = (V, E) a ¢islo k jsme sestrojili
graf G’ = (V' E’) postupné takto:

e pro kazdy vrchol v € V grafu G, se stupném [tedy po¢tem s nim incidentnich hran]
deg(v), zafadime do G’ “fetizek” vrcholi vi — v2-++ — Vagegn) (Sipky oznacuji
piislusné hrany v G’);

e pro dané ¢islo k zaradime do G’ navic vrcholy wy, us,...,ux a pro kazdé i € [1,k] a
kazdy vrchol v € V' s nenulovym stupném piiddme do G’ hrany u; — v a V2. deg(v) — Wi
(z u; 1ze tedy “skocit” na zacdtek libovolného “Fetizku” a z konce libovolného Fetizku
lze zase skoCit na wu;, pro kazdé u; € {ui,ug,...,ux});

e pro kazdy vrchol v € V grafu G ocislujeme jeho incidentni hrany ¢isly 1,2,. .., deg(v)
a pro kazdou hranu e = {v,v'} € F grafu G priddme do G’ ¢tyii (orientované) hrany
takto: necht ¢ je ¢islo hrany e vzhledem k v a ¢ je ¢islo hrany e vzhledem k v'; pak
piiddme hrany ve,_1 <> vh,_; a vy <+ v, (kde z <> y reprezentuje dvojici hran z — y
ay—x).

Provérili jsme, ze skutecné plati
a) kdyz v G existuje vrcholové pokryt{ velikosti k, tak v G’ existuje hamiltonovsky cyklus, a

b) kdyz v G’ existuje hamiltonovsky cyklus, tak v G existuje vrcholové pokryti velikosti k.

HC <, HK

V daném orientovaném grafu G kazdy vrchol v nahradime trojici vrcholu vy, va, v3 s (neori-
entovanymi) hranami {v1,v2} a {ve,v3}. Pak kazdou (orientovanou) hranu (v, v’) nahradime
neorientovanou hranou {vs, v} }; tim vznikne neorientovany graf G’. Neni tézké ovérit, ze v G
existuje hamiltonovsky cyklus pravé tehdy, kdyz v G’ existuje hamiltonovskd kruznice.

Prokézani HK <, HC je jednodussi. Promyslete si to!

HK <, A-TSP

V grafu G = (V, E) (instanci problému HK) jsme kazdé hrané pfifadili hodnotu (délku) 1 a pak
jsme doplnili hrany tak, aby vznikl iplny graf; kazdé doplnéné hrané jsme piiradili hodnotu 2.
Snadno jsme si ovéfili, Ze ve vzniklém ohodnoceném tiplném grafu G’ je splnéna trojihelnikova
nerovnost a v G existuje hamiltonovskd kruznice préavé tehdy, kdyz v G’ existuje okruznf cesta
(neboli hamiltonovska kruznice) délky |V|.

Rychlé ifeseni TSP, stacéi pro rychlé reseni TSP.
Uvédomili jsme si, ze kdybychom méli polynomidlni algoritmus rozhodujici TSPg.., tak
bychom sestrojili i polynomidlni algoritmus fesici optimalizaéni problém TSP.
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Casova slozitost nedeterministickych stroji, tfida NPTIME.

Definovali jsme, co je slozitost Ths : N — N pro nedeterministicky Turinguv stroj M (jenz
rozhoduje néjaky problém tim, ze pro pozitivni instanci ma alespon jeden vypocet akceptujici
a pro negativni instanci ma vSechny vypocty zamitajici). Ths(n) je opét délkou nejdelsiho
vypoctu stroje M nad vstupem velikosti n (pokud jsou vSechny takové vypoéty konecné).

Zavedli jsme tiidy problému NTIME (f(n)) (obsahujici ty problémy, které lze rozhodovat
nedeterministickymi stroji s ¢asovou slozitosti v O(f(n))) a definovali jsme

NPTIME = |_J NTiue (n*).
keN

Trida PTIME se také zkracené oznacuje P a misto NPTIME také piSeme NP. Trividlné
plati:

Tvrzeni 16 P C NP.

v/

ze P # NP, ale nikdo to neumi dokézat.
My jsme si pfipomnéli, Ze relace <, je tranzitivni, a uvédomili si, Ze také plati

Tvrzeni 17 Jestlize P1 <, P2 a P> € NP, pak P € NP.
(Neboli: Jestlize Py <, P2 a P1 € NP, pak P> ¢ NP.)

TSP, patii do NP.

Ukézali jsme, ze TSP 4. patii do NP (a tedy mj. vSechny problémy ve snufe (3) jsou v NP).
Nagrtli jsme prosté pseudokdd jednoduchého nedeterministického algoritmu, ktery TSP 4.
rozhoduje a mé oc¢ividné polynomidlni slozitost:

1. pro dany ohodnoceny tplny graf a limit ¢ postupné (nedeterministicky) zvol permutaci
mnoziny vrcholu (kdyz mnozina vrcholua je {1,2,...,n}, tak pro j = 1,2,...,n postupné
vyber i; € {1,2,...,n} N {i1, 42, ..., 95-1});

2. spocti délku d okruzni cesty uréené zvolenou permutaci;

3. pokud d < ¢, vrat ANO, jinak vrat NE.

NP-tézké a NP-uplné problémy.
Uvedli jsme dulezitou definici:

e (Rozhodovaci) problém P je NP-t¢zky, jestlize VP’ € NP : P’ <, P.
e (Rozhodovaci) problém je NP-uplng, jestlize je NP-tézky a patii do NP.
Mj. jsme si vSimli:
Tvrzeni 18 Jestlize P1 <, P2 a P1 je NP-tézky, pak Pa je NP-tézky.

Naznagcili jsme si dukaz nasledujici dulezité véty, diky niz jsme pak mj. vyvodili, ze vSechny
problémy ve $nufe (3) jsou NP-uplné.
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Véta 19 (Cook) Problém SAT je NP-upiny.

Dikaz. Uz vime, ze SAT je v NP (navic snadno umime navrhnout piimy nedeterministicky
algoritmus prokazujici tento fakt).

Idea dtikazu faktu, ze SAT je NP-tézky:

Uvazme problém P z NP; problém P je tedy rozhodovan nedeterministickym Turingovym
strojem M s ¢asovou slozitosti Ths(n) € O(n*) pro néjaké k € N. Vypocet stroje M nad
slovem w velikosti n chdpeme jako posloupnost O(n*) konfiguraci velikosti O(n*) zapsanych
“pod sebou”. Tak vznikne dvourozmérna tabulka velikost O(n?¥). Pomoci booleovské formule,
ktera je konjunkci malych “lokalnich” podminek, popiSeme, kdy se vyplnéni oné tabulky
skute¢né rovnd akceptujicimu vypoctu stroje M na slové w. Takto je vidét, ze problém P lze
polynomidlné pfevést na SAT (tedy plati P <, SAT). O

Uvedli jsme i t¥idu co-NP a diskutovali NP N co-NP.

Také jsme zminili nejasny status problému grafového izomorfismu: je o¢ividné v NP, ale
neumime ukazat, ze by patfil do P, ani neumime ukézat, ze je NP-tézky.
Pamétova (Ci prostorovd) slozitost

Zavedli jsme pamétovou (& prostorovou) slozitost Sps : N — N Turingova stroje M a defino-
vali t¥idy problému SPACE (f(n)), NSPACE (f(n)), a dale tfidy PSPACE a NPSPACE.

Avizovali jsme, Ze je znamo
PTIMEC NPTIMEC PSPACE=NPSPACE.

Dosud nen{ vylou¢ena dokonce ani rovnost PTIME=PSPACE, byt vypadi “velmi ne-
pravdépodobné”.
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Tyden 10

Konkrétni problém v PSPACE.
Uvedli jsme “oblazkovou hru”:

Problém MINPEBBLE .
Instance: Acyklicky orientovany graf GG, vrchol v a ¢islo k, coz je pocet oblazku.

Otéazka: D4 se docilit situace s obldzkem na vrcholu v v néasledujici “hie pro
jednoho hrace”? Podle pravidel hry lze opakované provadét nasledujici “tahy”:

e lze polozit oblazek na vrchol u, jestlize na vSech vrcholech, z nichz vede hrana
do u, lezi oblazky;

e pokud na (kterémkoli) vrcholu lezi obldzek, lze jej odebrat.

Uvédomili jsme si souvislost napt. s dosta¢ujicim poctem registri pii vyhodnocovani aritme-
tického vyrazu.

Podarilo se ndm najit nedeterministicky algoritmus, ktery dany problém rozhoduje (v
kladném ptipadé alespon jeden vypocet akceptuje a v zaporném piipadé vSechny vypocty
zamitaji) a pracuje pouze v polynomidlnim (dokonce jen linedrnim) prostoru.

Abychom zajistili, ze kazdy vypocet je koneény, omezili jsme pocet tahu v oblazkové hie na
2Vl kde V je mnozina vrcholi. Pfi nejkratsim béhu hry, ktery skonéf polozenim oblazku
na v (existuje-li takovy béh), se totiz neopakuje konfigurace, tj. rozmisténi obldzku na
grafu. Hodnotu ¢itace tahu lze pochopitelné uchovavat v linedrnim prostoru; pii bindrnim
zapisu postaci log 21V biti, tedy |V| bitt.

Prokazali jsme tak, ze MINPEBBLEg.. patii do NPSPACE. Pii tvaze, zda se tento horni
odhad da zlepsit, jsme si nejdiive pfipomnéli, ze “nedeterministicky ¢as” umime simulovat
deterministicky jen s exponencialni ztratou; presnéji fe¢eno:

Tvrzeni 20 Nedeterministicky Turingiv stroj M s ¢asovou sloZitosti Thy (kde Tpr(n) > n) lze
simulovat deterministickym Turingovym strojem M’ s casovou slozitosti Typ(n) € 20(Tn(n))

Zlepsit to neumime, tak se zd4, ze plati PTIME # NPTIME (dokdzat to oviem neumime).
Pro nedeterministicky prostor jsme ale dokdzali Savitchovu vétu, z niz plyne PSPACE =
NPSPACE.

Savitchova véta.
Véta 21 (Savitch) Pro kazZdou funkci f: N — N spliujici f(n) > n plati

NSPACE (f(n)) C SPACE ((f(n))?).

Hlavnim obratem v dukazu bylo, Ze pro nedeterministicky Turinguv stroj M pracujici
na slové w v prostoru f(Jw|) lze existenci/neexistenci pfijimajictho vypoctu zjistit prove-
denim CanYield(Cy, Coce, 2d'f(|w|)), kde Cj je pocatetni konfigurace stroje M na w, Cgyee je
prijimajici konfigurace

24



(pro jednoduchost uvazujeme jen M, ktery “po sobé uklidi”, tj. pfed koncem vypoctu
smaze symboly na pasce a hlavu posune na nejlevéjsi policko puvodniho vstupu; takto je
prijimajici konfigurace uréena jednoznacné),

d je konstanta zarucujici, ze pocet konfiguraci stroje M velikosti nejvyse f(|w|) je nejvyse
2411w 5 (rekurzivni) booleovské procedura CanYield je definovéna takto:

procedure CanYield(Cy, Ca,t):
(kde C1, C4 jsou konfigurace stroje M velikosti f(|w|) a ¢ je kladné celé ¢islo)

pro t = 1 vrat TRUE, jestlize M umoziuje prejit jednim krokem z C; do Cy, a
jinak vrat FALSE

pro t > 1 projdi vSechny konfigurace C' velikosti f(Jw|) a pokud pro nékterou z
nich plati

CanYield(Cy,C, L) a zéroven CanYield(C,Ca, §)

(kde pii déleni ¢ zaokrouhlujeme nahoru),
vrat TRUE.
Jinak (pokud pro Zddnou konfiguraci C' ona konjunkce neplati) vrat FALSE.

Snadnou analyzou jsme zjistili, ze pro provedeni CanYield(Co, Cuee, 2% (‘“’D) sta¢i prostor

O((f(lw]))?).

Rychle jsme diskutovali i fakt, Zze uvedeny dukaz Savitchovy véty tise predpoklada, ze
funkee f je tzv. “prostorové konstruovatelnd” (coz vsechny “bézné” funkce jsou). Pro zcela
obecnou funkci se dukaz jesté musi doplnit.

Jelikoz jsme dokéazali, Ze MINPEBBLEg.. patii do NPSPACE, vime ted, Ze patii i do
PSPACE (nebot PSPACE = NPSPACE).

PSPACE-iplnost.
Analogicky jako u NP-tplnosti jsme zavedli PSPACE-tiplnost.
e (Rozhodovaci) problém P je PSPACE-tézky, jestlize VP’ € PSPACE : P/ <, P.

e (Rozhodovaci) problém je PSPACE-iuping, jestlize je PSPACE-tézky a patii do
PSPACE.

(Uvédomili jsme si, proc¢ i zde pouzivame redukci <, kde p odkazuje na polynomialni cas.)
Odvodili jsme mj.:

Tvrzeni 22 Jestlize P1 <, P2 a P je PSPACE-tézky, pak P2 je PSPACE-tézky.

Uvedli jsme analogii Cookovy véty pro PSPACE; misto SAT uvazujeme problém QBF
(nékdy oznacovany i Q-SAT), ktery se ptd, zda dand plné kvantifikovand booleovska formule
je pravdiva.

Véta 23 Problém @QBF je PSPACE-uplng.
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QBF je v PSPACE.

Piislusnost QBF k PSPACE prokazeme piimocarym rekurzivnim algoritmem. Navod:
Predpokladame zadanou formuli v prenexni formé, tedy nejdiive jsou uvedeny kvantifikatory a
na konci je (pod)formule bez kvantifikdtort; napf. (V1) (3x2)(Ves) (z1 V (22 — 23)) je v pre-
nexni formé. Popiste, jak rozhodnete (ne)pravdivost takové formule (Qx1)(Qax2) - - - (Qnxn)p
pomoci sestrojeni bindrniho stromu hloubky n, jehoz vétve odpovidaji vSem pravdivostnim
ohdnocenim vyrokovych proménnych xq,xs,...,x,. Pak si uvédomte, ze pfislusné vyhod-
noceni (konéici rozhodnutim, zda kofen stromu je “pravdivy”) lze provést pruchodem do
hloubky, pfi némz si v paméti udrzujeme jen aktudlni vétev stromu (nikoli cely strom).

QBF je PSPACE-tézky. (Toto neni potieba ke zkousce.)
PSPACE-obtiznost problému QBF jsme dokazali ipravou obratu, ktery jsme pouzili v dikazu
Savitchovy véty:

Pro dany (deterministicky) Turinguv stroj M pracujici na w v prostoru omezeném pol(|w|)
(kde pol je urcity polynom)

zkonstruujeme formuli oznacenou ¢, ¢, 0 (bez kvantifikdtoru), ktera ma sadu booleovskych
proménnych popisujicich dvé konfigurace velikosti pol(|w|), oznacené Cy, Cs, a ktera je splnéna
pravdivostnim ohodnocenim proménnych pravé tehdy, kdyz toto ohodnoceni popisuje dvé
konfigurace, z nichz druha je pfimym néaslednikem prvni pfi vypoctu stroje M.

Déle zkonstruujeme d - pol(|w|) dalsich formuli oznacenych ®c, cy1, Poyco2, Poy,cn.3
Qe 0045 5 Py o depol(fw])

(kde d je konstanta zarucujici, ze pocet konfiguraci velikosti nejvys pol(|w|) je nejvys
2d~pol(IWI))

tak, ze ®c, ¢, je ve tvaru
(E]C)(VC/,CH) : (((Cl <« Cl) A (C// d C)) V ((C/ 4 C) N (CW <~ CQ))) — (I)C’,C”,t—l-

Je vidét, ze M prijima w pravé tehdy, kdyz formule ®¢; c,...d-poi(|w|) j€ Pravdivd. Pro fixni
M mé tato formule velikost O((pol(|w]))?).

Vyrazem @ ¢, .. .d-pol(jw|) POchopitelné myslime formuli, kterd vznikne z ®¢, ¢, d-poi(jw|)
dosazenim pravdivostnich hodnot za volné proménné tak, ze prvni popsana konfigurace
je pocatecni konfigurace stroje M na w a druhd je akceptujici “uklizend” konfigurace.

Uvedli jsme piekvapivy vysledek, ze nase “solitérni” oblazkové hra je PSPACE-upln4; plati
totiz QBF<, MINPEBBLE., byt jsme si technicky dukaz tohoto faktu neukdzali.

Typické PSPACE-uplné (¢i PSPACE-tézké) jsou problémy formulovatelné jako hry dvou
hracua, jako je napiiklad “generalizovand geografie” GG.

Také jsme uvedli, ze problém NFAgq (ekvivalence nedeterministickych koneénych auto-
matt) je v NPSPACE, a tedy i v PSPACE, nebot NPSPACE = PSPACE. Problém NFAgq
je také PSPACE-tplny, byt jeho PSPACE-obtiZnost jsme nedokazovali.

Pak se psala druhd zdpoctova pisemka.

Zapoctovy tyden

Program je na webové strance predmétu.
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Seznam otazek k ustni zkouSce (pozndmky k prubéhu jsou na dalsi strané).

A) Vycislitelnost

1.

Pojem algoritmus a jeho reprezentace Turingovym strojem; Church-Turingova teze.
Varianty Turingovych stroju (oboustranné/jednostranné nekoneéna paska, vice pasek)
a jejich vzajemné simulace.

. Kédovani Turingova stroje fetézcem v abecedé {0, 1}. Univerzalni Turinguv stroj (popis

jeho ¢innosti).

. Pojem problém (neboli vypocetni problém). Rozhodovaci (tj. ANO/NE) problémy; je-

jich prezentace jako jazyku v néjaké abecedé. Rozhodovani problému Turingovymi
stroji a také jejich rozhodovani nedeterministickymi Turingovymi stroji. Simulace ne-
deterministického Turingova stroje deterministickym.

Rozhodnutelné a ¢dsteéné rozhodnutelné problémy. Souvislost s doplitkovymi problémy
(Postova véta).

5. Nerozhodnutelné problémy. Dukazy diagonaliza¢ni metodou.

. Redukce, neboli algoritmicka preveditelnost, mezi problémy, tedy relace <, (“mapping

reduction”, nebo také “many-one reduction”). Vyuzit{ pro dokazovani rozhodnutelnosti
a nerozhodnutelnosti problému.

Dikaz nerozhodnutelnosti ekvivalence bezkontextovych gramatik.

8. Riceova véta; jeji dikaz a aplikace.

Slozitost

1.

Casova slozitost Turingova stroje. Simulace vicepaskového stroje jednopéskovym s (na-
nejvys) polynomidlni ztratou vzhledem k ¢asové slozitosti.

. Casové slozitost nedeterministického Turingova stroje. Simulace nedeterministického

Turingova stroje deterministickym s (nanejvys) exponencidlni ztratou vzhledem k
casové slozitosti.

. Prostorové (neboli pamétova) slozitost (ne)deterministického Turingova stroje. Simu-

lace nedeterministického Turingova stroje deterministickym s (nanejvys) polynomidlni
ztratou vzhledem k prostorové slozitosti (Savitchova véta).

Tiidy casové a prostorové slozitosti; jejich vzajemny vztah. Specidlné ti¥idy PTIME,
NPTIME, PSPACE, NPSPACE; robustnost jejich definice. Dukaz pftislusnosti
problému SAT a rozhodovaci verze zvoleného optimaliza¢niho problému k NPTIME.

. Piiklady problému s polynomialni ¢asovou slozitosti a myslenky piislusnych algoritmu

(dosazitelnost v grafu, nejkratsi cesta mezi vrcholy, minimalni kostra, tfidéni, ...).

. NP-tplnost. Vyuziti polynomialnich redukei (relace <) k dikaztim piislusnosti k

PTIME ¢ NPTIME a k dikazim NP-obtiznosti konkrétnich problému. Piiklady
konkrétnich polynomialnich redukeci.

7. Cookova véta (SAT je NP-tuplny) a myslenka jejiho dukazu. Otédzka PLNP.
8. PSPACE-uplnost. Pitklady PSPACE-uplnych problému. Prokéazani, ze problém QBF

(pravdivost plné kvantifikovanych booleovskych formuli) je v PSPACE.
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Poznamky k pribéhu zkousky:
- bez splnéného zapoctu nelze jit na zkousku;
prihlasovani na terminy vypsané v IS STAG, pokud neni dohodnuto jinak;
zkouSeni bude typicky probihat ve zkouskovém obdobi ZS;
zkouska je ustni, s pisemnou pripravou;
student si vytdhne dvé otdzky, jedna bude z okruhu A), druhd z okruhu B);
provéiuje se mj. schopnost demonstrace pojmu a tvrzeni konkrétnimi piiklady ...;
¢as na pisemnou piipravu (jen s papirem a tuzkou, bez dalsich materidli): > 15 minut;
¢as na ustni zkouseni (u tabule): zhruba 20 minut ¢i vice (podle situace).
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