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Poznamky k textu. Tento text vznika v prubéhu kurzu v zimnim semestru 2025/26 jako
podpurny materidl k pfednaskam a cviéenim. (Vznika tpravou diivejsi verze. Byt by se mél
text dotknout véeho podstatného z prednasek a cviceni, jisté je nemuze nahradit.)

Text bude postupné pribyvat, aktualnost verze bude ziejmé z data uvedeného vyse a také
z poCtu zahrnutych tydnt; text bude zhruba ¢lenén po jednotlivych tydnech v semestru. Pro
prehlednost zéapis k jednotlivému tydnu zacind vzdy na nové strané.

Jako zakladni ucebnici ke kurzu lze uvést napi. knihu

Sipser M. Introduction to the Theory of Computation. PWS Publishing Company, Boston,
MA, 1997. ISBN 0-534-94728-X,

ktera jiz vysla ve vice vydanich. Pro teorii vy¢islitelnosti lze doporucit také napt. knihu
Kozen D. Automata and Computability (Springer 1997),

kterd by z domény “upol” méla byt piistupnd v elektronické formé (pro osobni pouziti pii
studiu). V prislusné oblasti existuje ovSem Siroké spektrum ucebnic a ucéebnich materiélu,
mnohé jsou i volné pristupné na webu. Nékteré materialy 1ze napft. najit na strankach starsich
béhtu podobného kurzu doc. Jana Koneéného.

V naSem textu se specidlné budeme odkazovat i na pasdze pracovniho materialu autora
textu, ktery v minulosti pouzival na VSB-TU (a ktery je také pifmo pifstupny na webové
strance predmétu):

[JAN-TT] Jancar P.: Teoretickd informatika (VSB-TU Ostrava, 2010).



Tyden 1

Zacali jsme par slovy o obsahu teorie vy¢islitelnosti a slozitosti a o planovaném béhu naseho
kurzu (véetné ndvaznosti na teorii jazyku a automatu).

Upozornil jsem na prvni zdpoctovou pisemku v 6. vyukovém tydnu semestru (ktery je 7.
tydnem semestru kvuli svdatku 28.10.) a druhou zdpoctovou pisemku v 12. tydnu (s moznosti
oprav v poslednim, 13. tydnu).

Problémy, algoritmy, Turingovy stroje.
Obsah pfedndasky a cviceni je pokryt ¢astmi 6.1. a 6.2. textu [JAN-TI].

(Pfipomenme, ze odkazem [JAN-TI] minime text Jancar: Teoretickd informatika, ktery je
uveden na prvni strané a ktery je piimo piistupny z webové stranky predmétu.)

Ujasnili jsme si technicky vyznam pojmu problém (&i vypocetni problém) v nasem kon-
textu, specidlné pak pojmu rozhodovaci problém (neboli ANO/NE problém), algoritmicky
(ne)resitelny problém, (ne)rozhodnutelnyj problém.

Problém P muzeme chépat jako trojici (IN,OUT,p), kde IN je mnozina vstupu, neboli
instanci, OUT je mnozina vystupu a p je zobrazeni typu p : IN — OUT. V piipadé rozho-
dovaciho problému méme OUT = {0, 1}, kde 0 je chdpana jako FALSE a 1 jako TRUE.

Rekneme, 7e problém P = (IN,OUT,p) je algoritmicky fesitelny, jestlize existuje algo-
ritmus, ktery ho tesi, tj. algoritmus, ktery ke kazdému vstupu w € IN provede konecny
vypocet a vyda problémem pfedepsany vystup p(w). V piipadé ANO/NE problému fikdme
také “rozhodnutelny” misto “algoritmicky feSitelny”.

Zminili jsme napi. problém tiidéni (¢i sefazeni), ktery je algoritmicky Fesitelny. Také jsme
zminili rozhodovaci problémy SAT (splnitelnost booleovskych formuli) a Eq-FA (ekvivalence
kone¢nych automatu), které jsou rozhodnutelné.

O problému Eq-CFG (ekvivalence bezkontextovych gramatik) jsme si jen tekli, Ze je ne-
rozhodnutelny. Pozdéji to dokdzeme, ted ndm ale nebylo jasné, jak dokdzat neexistenci
ptislusného algoritmu. V prvé fadé si musime pojem “algoritmus” vice ujasnit.

Nejdiive jsme si pripomnéli, zZe pro feSeni problému algoritmy musime jejich vstupy a
vystupy néjak pfirozené kdédovat, napf. slovy (neboli fetézci) v néjaké konecné abecedé.
Problém lze tak pfirozené chapat jako funkci f : 3¥* — X* pro néjakou konecénou abecedu
Y (napf. stac¢i ¥ = {0, 1}, protoze prvky jakékoli koneéné abecedy lze jednoduse zakdédovat
dostateéné dlouhymi fetézci bitu).

Funkce f: ¥* — ¥* je algoritmicky vycislitelnd (nékdy se téz t1ka jen vycislitelnd), jestlize
existuje algoritmus, ktery ke kazdému w € ¥* po konetném vypoctu (neboli béhu algoritmu)
vyda f(w).

Vsimli jsme si souvislosti rozhodovacich problému s jazyky: kazdy takovy (ANO/NE)
problém P muZzeme pfirozené ztotoznit s jazykem Lp C X*, ktery sestavd z kodu pozi-
tivnich instanci problému P; rozumi se, Ze instance kédujeme fetézci v piislusné abecedé X.
V dopliku Lp, tedy v mnoziné ¥* \ Lp, jsou pak kédy negativnich instanci a také fetézce,
které nejsou kédem instanci problému P. Napi. Lgar sestdava ze zapisu splnitelnych boo-
leovskych formuli, v jeho doplinku jsou pak zapisy nesplnitelnych formuli a také fetézce v
prislusné abecedé, které nejsou booleovskymi formulemi.



O jazyku L C X* fekneme, ze je rozhodnutelny, jestlize problém piislusnosti k L je roz-
hodnutelny, tedy jestlize existuje algoritmus, ktery pro kazdé w € ¥* po kone¢ném vypoctu
zjisti, zda plati w € L ¢i w & L.

Diskutovali jsme, Ze algoritmy prirozené ztotoznujeme s programy v znamych programo-
vacich jazycich. Kdyz jsme se pak zamysleli, co vlastné z hlediska vnéjstho pozorovatele
délame, kdyz provadime vypocCet daného programu na daném vstupu, dospéli jsme vcelku
piimocaie k pojmu Turinguv stroj, ktery jsme definovali jako strukturu

M = (QaEaF767q07F)a

kde @ je kone¢nd mnozina stavi, gy € @ je pocétecni (neboli inicidlni) stav, F C @ je mnoZina
koncovych stavi, ¥ je konecna vstupni abeceda, T' je koneénd paskova abeceda, kde X C T a
pro specidlni “prazdny znak” [ plati J € I' \\ X, a “jadro stroje”, tedy prechodova funkce 4,
je typu

0:(QNF)xT'—-QxTx{-1,0,+1}.

Pro exaktni vyjadfeni pojmu vypocet Turingova stroje jsme zavedli pojem konfigurace stroje

M, coz je tetézec z (regularniho) jazyka I'*QI'™*. Na mnoziné konfiguraci pfirozené zavedeme
relaci 37 (odvozeni jednim krokem) touto definici:

e kdyz 0(q,a) = (¢, b,0), tak ugav Fps uq'bv pro kazdé u,v € I'*;
e kdyz d(q,a) = (¢, b, +1), tak ugav -y ubq'v pro kazdé u,v € I'*;
e kdyz 0(q,a) = (¢',b, —1), tak uxqav Fpr ug’xbv pro kazdé z € T a u,v € T™.

Pro presnost dodame, ze konfiguraci qv ztotoznujeme s konfiguraci Clgv a uq ztotoznujeme s
ug (a tedy konfiguraci ¢ ztotoznujeme s OgJ).

Iniciélni (neboli po¢éteéni) konfigurace pro (vstupni) slovo w € ¥* je Fetézec gow.

Vijpocet stroje M = (Q,%,T, 6, qo, F') na vstupnim slové w € ¥* chédpeme jako posloupnost
konfiguraci Cp, C1,Cy, ..., kde Cy je gqow a pro i = 0,1,2,... médme C; Fpr Ciyy (tedy Citq
dostaneme z C; jednim krokem, piislusnou aplikaci prechodové funkce ¢§). Vypocet muze
skon¢it v koncové konfiguraci, tj. v konfiguraci uqu, kde ¢ € F', nebo byt nekoneény.

Pii vyse uvedené diskusi jsme mj. narazili na potiebnou proceduru “posun obsahu pasky”.
Navrhli jsme pro tuto proceduru konkrétni Turingtv stroj, na némz jsme si zavedené pojmy
ilustrovali.

Bavili jsme se o tom, ze Turingovy stroje lze také chapat jako programy v “nejjednodussim
univerzalnim programovacim jazyku”; slovo univerzdlni zde odkazuje k moznosti “naprogra-
movat vSechny algoritmy”.

Zakoncili jsme diskusi Church-Turingovy teze, kterou muzeme struéné vyjadfit takto:

Algoritmus = Turingtv stroj.

Kdyz pozdéji dokdzeme, ze néjaky problém je algoritmicky nefesitelny, tak to bude ve
skutecnosti tak, ze ukazeme, ze neni fesitelny zadnym Turingovym strojem, a tiSe se odvolame
na Church-Turingovu tezi.

Cwiceni. Konstrukce jednoduchych Turingovych stroju (které napi. rozhoduji (nebezkon-
textovy) jazyk {wew | w € {a,b}*} & {ww | w € {a,b}*}, provadéji zdvojeni slov, tedy w
prevedou na ww, apod.).



Tyden 2

Pokracovali jsme v ilustraci myslenek sestavovani jednoduchych Turingovych stroju.

Simulace mezi ruznymi variantami Turingovych stroju. Muzeme mj. odkédzat na
kapitolu 6.4 v [JAN-TI]. (Z&jemce se samoziejmé muze seznamit i s modelem RAM v ¢asti
6.3., v tomto kurzu se mu ale nebudeme vénovat.)

Pfipomnéli jsme, ze vypocet Turingova stroje M = (Q,%,T', 9, qo, F)) na vstupnim slové
w € X* chapeme jako posloupnost konfiguraci Co, C1,Cs, ..., kde Cy je inicidlni konfigurace
gowaproi=0,1,2,... mdme C; ks Ci11 (tedy Ciy1 dostaneme z C; jednim krokem, aplikaci
prechodové funkce §). Vypocet muze skoncit v koncové konfiguraci (se stavem ¢ € F'), nebo
byt nekonecny. Znakem 3, oznacujeme reflexivni a tranzitivni uzaveér relace s, tedy

ChHi C

oznacuje, ze vypocet stroje M se z konfigurace C' dostane do C’ konetnym poctem krokt.
Rekneme, ze stroj M = (Q,%,T,6,q0, F) je simulovdn strojem M' = (Q', X', 1,4, g, F"),
jestlize existuje jednoduché kédovani konfiguraci C' stroje M konfiguracemi con(C') stroje
M’ (kde zobrazeni cOD a jeho inverze jsou realizovdny jednoduchymi algoritmy), tak, ze ke
kazdému vypoctu
Co,C1,Co, ..., Cy (1)

stroje M je vypocet stroje M’ za¢inajici v C{y = cop(Cp) tvaru
Cp, C1,Ch,y ..., Chr, (2)

kde existuji ig < i1 < ip < -+ < 4} pro néz plati i = 0, i, = k' a C’{j = coD(Cj) pro vs.
J €10, k]. Kazd4 konfigurace z vypoctu (1) mé tedy svuj obraz ve vypoctu (2), ale jeden krok
vypoétu (1) je simulovédn obecné koneénou sekvenci kroku ve vypoctu (2). Tuto definici lze
prirozené rozsitit i na nekoneéné vypocty.

Jako pfiklad muzeme uvést simulaci Turingova stroje s oboustranné nekonec¢nou péskou
strojem s jednostranné nekone¢nou péskou. Konkrétné ke stroji M = (Q, %, T, 9, qo, F') (pii
jehoz vypoctu je mozné, ze paskovd hlava se dostane i vlevo od vstupniho slova) muzeme
navrhnout stroj M’ = (Q',X,1",¢, q;, F') takto:

V prvé fadé predpokladame, ze stroj M nepouzivd k zapisu symbol O, tedy d6(q,a) =
(¢',a’,m) implikuje o’ # 0. (Pokud by to nebylo splnéno, tak prosté ke I' pfiddme “ndhradni
(zapisovaci) prazdny symbol” [0’ a funkci § prislusné upravime.)

Pfi konstrukei M’ polozime IV = T' U {¢}, kde ¢ ¢ T je specidlni symbol slouzici pro
oznaceni zatatku pasky, a pouzijeme opakované proceduru “posun obsahu pasky” (o jedno
policko doprava), kterou jsme diskutovali minule. Konkrétné tedy Q' vytvoiime rozsifenim Q
o stavy

%

qz Pro vs. x € X,

qr,

Sq Pro vs. q € Q,

S(z,q) PO V8. ¢ € Q ax € I' N {00},

S(L,q) Pro V8. q € Q,



a funkce &’ pak vznikne rozsifenim funkce ¢ takto:

(chceme, aby pro konfiguraci gjw, w € X*, platilo gyw F},, ¢gow)

¢'(g0,0) = (q0, ¢, +1)

40, x) = (¢, ¢, +1) provs. x € &

9,Y) = (qg,x,+1) provs. z € ¥,y € &

8 (¢, 0) = (qp,z,—1) provs. z € &

qr,x) = (qr,z,—1) pro vi. z € X

'(qr,¢) = (qo, ¢, +1)

(pro konfiguraci g¢v, ¢ € @ [hlava piisla na ¢ ve stavu ¢, chceme docilit gev H,, ¢q0v)
8'(q,¢) = (8¢, ¢, +1)

5 (s,0) = (¢,0,0)

6'(5q, ) = (8(z,q), 0, +1) pro vé. x € '\ [

0" (8(2,9),¥) = (8(y,9)5 T —|—1) provs. z,y e '\ 0O
0'(8(2,q),0) = (8(1,q)» T, —1) pro vé. x € I' N\ O
6'(5(L,q), %) = (S(Lq —1)provs. z e '\ O
d'(s(1,g),0) = (%570)

Na prednasce jsme podrobné popsali, jak lze model dvouhlavych Turingovych stroju simulo-
vat standardnim modelem (jednohlavych Turingovych stroju). Ukdzali jsme tedy jak k 2H-T'S
=(Q,%,1,6,q0, F), vnémz mame ¢ : (QNF)xI'xI" - QxI'x{-1,0,+1}xI'x{-1,0,+1}
a jehoz vypocet je prislusné definovan, sestrojit 1H-TS M’ = (Q',%,I",¢, ¢y, F') (v némz
méme 0 : (Q' N F') xT" — Q' x I" x {—1,0,+1}), ktery simuluje stroj M. (Myslenka byla
jednoduchd: M’ si na pdsce znaci pozice obou hlav stroje M; jeden krok stroje M je pak
simulovan prislusnou sekvenci kroku stroje M’, kterd realizuje zdpis a posun u obou znacek
pro hlavy stroje M.)

Pak jsme se zamysleli nad simulaci dvoupéaskového stroje standardnim jednopaskovym. Mj.
jsme to udélali i technikou “dvoustopé pasky”.

Cuicend. Simulace k-paskového stroje jednopaskovym a také stroje s dvourozmérnou paskou
(hlava muze chodit nejen doprava a doleva, ale také nahoru a dolu) standardnim jed-
nopaskovym.



Tyden 3

(Cantorova) diagonaliza¢ni metoda. Pfripomnéli jsme si tuto metodu nejprve na dukazu
faktu, ze jazyku nad dvouprvkovou abecedou ¥ = {0,1} je nespocetné mnoho, tedy ze
mnozina

L={L|LC%*

je nekonetnd mnozina, kterd neni spocetna.

Piedstavili jsme si nekonecnou (dvourozmérnou) tabulku, jejiz sloupce jsou oznaceny slovy
wo, W1, Wa, ... v dané abecedé ¥ (téch je spocetné mnoho, nebot prvky w € ¥* lze uspoiddat
napt. podle délky a v ramci stejné délky lexikograficky, coz je zndzornéno zapisem >* =
{€,0,1,00,01,10,11,000,001,...}). Pro tcely dukazu sporem jsme piedpokladali, ze jazyku
L C ¥* je také spocetné mnoho a tadky tabulky jsme pak oznacili jazyky Lg, L1, Lo, ...,
pricemz jsme piedpokladali, ze kazdy jazyk L C ¥* se v tomto seznamu vyskytuje (tedy pro
kazdy L C ¥* existuje i € N, pro néz L = L;).

Do pruseciku fadku ¢ a sloupce j jsme napsali 1, jestlize w; € L;, a 0, jestlize w; & L.
Pak jsme vzali doplnék jazyka uréeného diagondlou: definovali jsme tedy L = {w; | w; & L;}
(podrobnéji psano L = {w € ¥* | pro i splaujici w = w; plati w; € L;}). Méli bychom podle
predpokladu mit L = L; pro néjaké i € N; zkoumejme pro ono 7, zda w; € L:

e kdyz w; € L, tak podle definice jazyka L mame w; € L;, coz je ve sporu s predpokladem
L =L

e kdyz w; € L, tak podle definice jazyka L mame w; € L;, coz je ve sporu s predpokladem
L=1,.

Tedy predpoklad, ze L je v seznamu Lg, L1, Lo, . . ., vede ke sporu. Vyvodime tedy, ze nemuize
existovat seznam Lg, L1, Lo, ..., ktery obsahuje vSechny prvky mnoziny £; mnozina L tedy
neni spocetna.

Cviceni. Ukazte, ze mnozina P(N) = {X | X C N} je nespocetnd. Pak otdzku
spocetnosti/nespocetnosti zvazte pro mnozinu jazyku nad jednoprvkovou abecedou, tedy pro
mnozinu {L | L C {a}*} pro jakykoli pevné zvoleny symbol a.

Nerozhodnutelnost problému zastaveni (Halting problem, HP).
Uvazovali jsme rozhodovaci (neboli ANO/NE) problém

Halting Problem (HP)

Instance: Turinguv stroj M a slovo w v jeho vstupni abecedé.

Otdzka: Zastavi se M na w (neboli je vypocet stroje M pro w koneény)?
To nés prirozené piivedlo ke kddum Turingovych stroji (pripomnéli jsme si, ze vstupni objekty
problému potiebujeme néjak jednoduse kédovat fetézci ve vhodné abecedé, médme-li zvazovat
algoritmickou fesitelnost). Nejdiive jsme se bez ijmy na obecnosti omezili na Turingovy stroje

se vstupni abecedou ¥ = {0,1} a pédskovou abecedou I' = {0,1,0} (prodiskutovali jsme
zpusob, jak lze libovolny Turinguv stroj simulovat strojem s takto omezenymi abecedami).



Nagrtli jsme si konkrétni pfirozeny postup, jak lze Turingiv stroj M prirozené prezento-
vat kédem (M), coz je fetézec v abecedé {0,1}. (Pro pohodli muzeme samoziejmé nejprve
pouzit trosku veétsi abecedu, ale je nam jasné, ze kazdy symbol vétsi abecedy lze nahradit
dohodnutym fetizkem biti dostatecné délky.)

Jazyk kéda Turingovych stroju, tedy
{u €{0,1}* | u = (M) pro néjaky stroj M},

je otividné rozhodnutelny a snadno navrhneme Turinguv stroj, ktery pro zadané &islo ¢ € N
vypise kéd stroje M;, ze seznamu My, My, Ms, ... vSech stroju, které lze usporadat podle
délky kédu a v rdmci stejné délky abecedné. (Takovy stroj prosté generuje postupné vsechny
fetézce v {0,1}*, o kazdém zjisti, zda je nebo neni kédem néjakého Turingova stroje, a tim
postupné dostava kédy (Mp), (M1), (Ma), ... a nakonec vydd (M;) pro zadané i.)

Vyse uvedeny diagonaliza¢ni postup jsme ted upravili takto:

Sloupce tabulky jsou stédle oznaceny (vsemi) slovy wg, wi, ws, ... v abecedé {0, 1}, ale tadky
ted oznaéime stroji My, My, Mo, ..., tedy vSemi Turingovymi stroji (s uvedenymi abecedami
{0,1} a {0,1,0}). (Turingovych stroju je o¢ividné jen spoc¢etné mnoho, protoze odpovidaji
svym kédum, tedy spo¢etné mnoha sloviim v abecedé {0,1}.)

Pro tucely sporu jsme predpokladali, ze existuje stroj Ty p, ktery rozhoduje problém HP, a
navrhli jsme konkrétni stroj D, ktery pracuje takto:

Pro zadané w € {0, 1}* zjisti jeho potradi ¢ (tedy w = w; v seznamu oznacujicim
sloupce), zkonstruuje stroj M; (coz lze, jak jsme diskutovali vyse) a pomoci Ty p
zjisti, zda M; se zastavi na w;; kdyz ano, tak D sko¢i do nekone¢ného cyklu, kdyz
ne, tak se D zastavi (tedy vypocet ukonéi skokem do koncového stavu).

Jelikoz D musi byt v seznamu My, My, Ms, ..., mame D = M; pro néjaké konkrétni ¢ € N.
Uvazme, zda D se zastavi na vstup w;:

e kdyz se D zastavi na w;, tak se M; zastavi na w; (protoze D = M;), ale v tom piipadé
se D na w; nezastavi - spor;

e kdyz se D nezastavi na w;, tak se M; nezastavi na w; (protoze D = M;), ale v tom
pripadé se D na w; zastavi - spor.

Dosazeny spor nutné znamend, ze piedpoklad, ze existuje piislusny Tgp, je nepravdivy.
Problém HP tedy neni rozhodovan zadnym Turingovym strojem; diky pfijimani Church-
Turingovy teze fikdme, ze HP je (algoritmicky) nerozhodnutelny.

Cwiceni. Mj. dukaz nerozhodnutelnosti HP pfes problém oznaceny jako diagondlni problém
zastaveni (DHP) v ¢asti 6.5 [JAN-TI].



Tyden 4

Cisteéné rozhodnutelné problémy a jazyky (rozsifeni rozhodnutelnych).
Definovali jsme jazyky prijimané Turingovymi stroji, také se jim tika rekurzivné spocetné nebo
casteéné rozhodnutelné.

Konkrétné: Pro Turinguv stroj M = (Q, %, T, 4, qo, {q+,q-}) definujeme jazyk

L(M) ={w € ¥* | gow F}; ug4+v pro néjaké u,v € I'*};

o jazyku L(M) tikdme, ze je piijiman (nebo téz ¢dstetné rozhodovan) strojem M.

Jazyk L C X* je rekurzivné spocetny, jestlize je prijiman néjakym Turingovym strojem,
tedy jestlize L = L(M) pro néjaky stroj M. Tiidu rekurzivné spocetnych jazyku oznacujeme
RecEnum (recursively enumerable).

Podtiidou RecEnum je tiida Rec obsahujici jazyky rozhodované Turingovymi stroji, kterym
se také 1ika rekurzivni nebo rozhodnutelné. O vyse definovaném jazyku L(M) fekneme, Ze je
(nejen pirijiman, ale i) rozhodovdn strojem M, jestlize navic pro kazdé w € ¥* ~ L(M) plati
qow 3y ug—v pro néjaké u,v € I'".

Ttidy téchto jazyku (Rec a RecEnum) jsou pochopitelné nekonecéné, ale spocetné, protoze
kazdy Turinguv stroj M muzeme zadat jeho kédem (M), tedy slovem v pevné dané abecedé
(vystacime si samoziejmeé i s posloupnosti bitu, tedy slovem v abecedé {0, 1}); vime, zZe slov
v pevneé zvolené abecedé je (jen) spocetné mnoho.

O ANO/NE problému fekneme, ze je cdastecné rozhodnutelny, jestlize jazyk sestavajici
z (kédu) jeho pozitivnich instanci je pfijimén néjakym Turingovym strojem, tedy (pfi
pripomenuti Church-Turingovy teze) jestlize existuje algoritmus, jehoz béh (vypocet) pro
kazdou pozitivni instanci problému skonéi s odpovédi ANO a pro kazdou negativni instanci
je bud nekone¢ny nebo skonéi s odpovédi NE. (Néekdy se v definici pro jednoduchost uvadi,
Ze vypocty pro negativni instance jsou nekone¢né. Uvédomili jsme si, Ze pojem ¢asteéné roz-
hodnutelného problému se tim nezméni.)

Univerzalni Turingiv stroj.
Uvédomili jsme si, ze dokdzeme vcelku snadno sestrojit (1épe feceno popsat, jak lze sestrojit)
univerzalni? Turinguv stroj:

Véta 1 Existuje Turinguv stroj U, ktery pro vstupni slovo tvaru (M)w simuluje vijpocet stroje
M na w.

Dikaz. (Idea.) U nejdiive zkontroluje, zda vstupni slovo je tvaru (M)w pro néjaky stroj M
a néjaké slovo w € {0,1}*, a v kladném piipadé pak simuluje M na slové w. Omezili jsme
se na stroje M, které maji vstupni abecedu {0,1} a péaskovou abecedu {0,1,0}, ale to neni
zadné redlné omezeni, jak vime. Také jsme si v8imli, ze U se samoziejmé navrhuje snadnéji,
chapeme-li ho jako vicepaskovy a majici bohatsi paskovou abecedu; na jednopaskovy stroj s
paskovou abecedou {0, 1,0} se pak da rutinné prevést, jak jiz vime. O

Halting problem je ¢astec¢né rozhodnutelny. O jazyku

Lyp = {{(M)w | vypocet stroje M na w se zastavi}



jiz vime, ze je nerozhodnutelny; univerzdlni Turinguv stroj prokazuje, ze je ale Cdstecné
rozhodnutelny. (Pro¢?) Jinymi slovy: Halting Problem (HP) je piiklad problému, ktery je
¢astecné rozhodnutelny, ale ne rozhodnutelny.

Postova véta.
Uvédomili jsme si trivialni fakt, ze tiida Rec je uzaviena na doplnék:

Tvrzeni 2 Jazyk L C ¥* je rozhodnutelny prdvé tehdy, kdyz jeho doplnék L = ¥* \ L je
rozhodnutelnj.

Ovsem tiida RecEnum na doplnék uzaviena neni. To plyne z ndsledujici véty (nazyvané
Postova véta):

Véta 3 Jazyk L je rozhodnutelny prdvé tehdy, kdyz L i L (tj. dopinék jazyka L) jsou ¢dstecné
rozhodnutelné.

Ptipomenme si, ze presnéjsi by bylo vétu formulovat jako “L je rekurzivni pravé tehdy,
kdyz L i L jsou rekurzivné spocetné”. Pojmy “rekurzivni” a “rekurzivné spocetny” od-
kazuji k Turingovym strojum, zatimco “rozhodnutelny” a “Gdsteéné rozhodnutelny” k
algoritmum. My jsme ov§em diskutovali tzv. Church- Turingovu tezi (viz také 6.4 v [JAN-
TT)), diky niz pislusné pojmy (jako “rekurzivni” a “rozhodnutelny”) ztotoznujeme.

Diukaz. Jelikoz rozhodnutelny jazyk je i ¢astetné rozhodnutelny (proc?), tak jeden smér
tvrzeni véty plyne hned z Tvrzeni 2.

Pro druhy smér predpokladame, zZe L i L jsou ¢astecné rozhodnutelné; existuje tedy algo-
ritmus (Turinguv stroj) Aj, ktery pfijima (neboli ¢dstecné rozhoduje) jazyk Li, a algoritmus
(Turinguv stroj) As, ktery pfijimé (neboli ¢asteéné rozhoduje) jazyk Lo. Navrhneme algo-
ritmus (Turinguv stroj) A, ktery rozhoduje jazyk L: na vstupu w algoritmus A soubézné
simuluje algoritmy Aj i As; je zfejmé, ze pravé jeden z nich skonéi s odpovédi ANO. Pokud s
odpovédi ANO skonéi Ay, algoritmus A vydd ANO (w € L), a pokud s odpovédi ANO skonéi
Ag, algoritmus A vyda NE (w ¢ L). O

K ANO/NE problému P pfirozené zavedeme pojem doplrikového problému co-P (odpovédi
ANO a NE jsou prohozeny) a v§imneme si jednoduchého dusledku nasich dosavadnich zjisténi:

Tvrzeni 4 Problém HP je cdstecéné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny. Problém co-HP
nent (ani) ¢dsteéné rozhodnutelny.

(Algoritmickd) preveditelnost mezi problémy (mapping reducibility <,,).
Bavili jsme se o problému UHP (Universal Halting Problem), kde instanci je Turinguv stroj
M a otézkou je, zda se M zastavi na kazdy svuj vstup. Prisli jsme na tento vztah:

Tvrzeni 5 Kdyby UHP byl rozhodnutelny, tak by i HP byl rozhodnutelny.

7 toho plyne, ze UHP rozhodnutelny neni.
Uvédomili jsme si nasledujici zobecnéni naseho postupu. Zacali jsme definici.
Pro jazyky L1, Ly C ¥* plati



Ll Sm L27

coz ¢teme L1 je preveditelny, nebo téz redukovatelny, na Lo, jestlize existuje vycislitelnd funkce
f:X" = X* takovd, ze Vw € ¥* 1w € L1 & f(w) € Lo.

Pripomnéli jsme si, co znamend pojem “vycislitelnad funkce”, a uvedli si vyznam indexu
m v <. (Jedna se totiz o tzv. “mapping reducibility”.) Také vime, ze kazdému ANO /NE-
problému P odpovidé jazyk Lp (mnozina vsech zdpisu instanci problému P s odpovédi ANO).
Proto u ANO/NE-problému Pj, P, budeme také pouzivat zapis P <;, P» (Cteme: problém

Py je redukovatelny na problém P»); tento zdpis muzeme formalné chépat jako zkratku za
Lpl Sm Lp2. Tedy

P < P

plati pravé tehdy, kdyz existuje algoritmus, ktery ke kazdé instanci Iy problému P; vyda
instanci I» problému P» tak, ze jsou zaruceny tyto dvé podminky:

1. kdyz I je pozitivni instanci problému P, tak I je pozitivni instanci problému Ps;
2. kdyz I je negativni instanci problému Pj, tak Is je negativni instanci problému Ps.

Pak jsme jednoduse dokdazali nékolik dulezitych fakti:

Tvrzeni 6 Necht L1 <y, Lo.

a) Jestlize Lo je rozhodnutelny, pak Ly je rozhodnutelny.

(Neboli: jestlize Ly je nerozhodnutelny, pak Lo je nerozhodnutelny.)

b) Jestlize Lo je ¢dstecné rozhodnutelny, pak Ly je ¢dstecéné rozhodnutelny.

(Neboli: jestlize L1 neni ¢dstecné rozhodnutelny, pak Lo neni ¢asteéné rozhodnutelny.)

Uvédomili jsme si, ze podstatou naseho dikazu Tvrzeni 5 bylo prokazéani, ze HP<,, UHP.
(Navrhli jsme algoritmus, ktery pro vstup M, w vyda vystup M’ tak, ze M se zastavi na w
pravé tehdy, kdyz M’ se zastavi na viechny vstupy.)

Cwvicend. Dalsi ilustrace nové zavedenych pojmu a tvrzeni.
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Tyden 5

Ani jeden z problémua UHP a co-UHP neni ¢asteéné rozhodnutelny.
Pfipomenme, ze jsme si ukdzali, ze plati HP<,,UHP (a tedy UHP neni rozhodnutelny).
Vsimnéme si:

Pozorovani 7 P <, P’ < co-P <., co-P’.

Tedy mame co-HP<,,co-UHP, z ¢ehoz plyne, ze doplikovy problém problému UHP (zfor-
mulujte si jej) neni ¢dstecné rozhodnutelny. Pak jsme si ukdzali nasledujici tvrzeni, z néhoz
plyne, ze problém UHP také neni ¢astec¢né rozhodnutelny.

Tvrzeni 8 co-HP<,,UHP.

Diukaz. Problém co-HP je dopliikovy (complementary) problém k problému zastaveni; in-
stance je tedy M, w a otazkou je, zda je vypocet M nad w nekoneény. Mame tedy navrhnout
algoritmus, ktery k zadanému M, w sestroji stroj M’ tak, Ze je zaruceno, Ze

e kdyz vypocet M na w je nekonecny, tak vypocty M’ jsou na vSech vstupech konecné;

e kdyz vypocet M na w je konecny, tak existuje vstup u stroje M’ takovy, ze vypocet M’
na u je nekonecny.

Nejdiive si pfipomeinime, ze vypocty Turingovych stroju lze prirozené popisovat fetézci ve
vhodné abecedé A; vypocet (nebo téz “vypocetni historie”) je prosté piislusnd posloupnost
konfiguraci oddélenych specidlnim znakem: napi. #Co#C1#Co# - - - Crp#. Vsimneme si ted
trividlniho faktu:

e kdyz vypocet M na w je koneény,
tak existuje (konecny) fetézec u € A* ve tvaru #Co#C1#Co# - - Cr#, kde Cy je
pocateéni konfigurace gow, Ck je koncovéa konfigurace (stav v ni je koncovy) a plati
Citay Ciprprovs. i =0,1,...,k—1 (tedy Cj4+1 vznikne z C; jednim krokem stroje M);

e kdyz vypocet M na w je nekonecny,
tak pro kazdy fetézec u € A* plati, Ze je v ném “chyba’”, coz znamen4, ze plati jedna
z téchto moznosti:

a) u neni ve tvaru #Co#C1#Co# - - - Cr#, kde vSechny tetézce C; jsou konfiguracemi
stroje M, nebo

b) u je ve tvaru #Co#C1#Co# - - - Cr#, kde viechny fetézce C; jsou konfiguracemi
stroje M, ale v tom piipadé nastava alespon jedna z téchto moznosti:
i) Cp neni konfigurace gow,
ii) C% neni koncova konfigurace,
iii) pro néjaké i € [0, k—1] neplati C; Fpr Ciqq.
Staci tedy navrhnout M’, ktery pro vstupni v € A* systematicky hledd vyse uvedenou chybu;

kdyz ji najde, zastavi se, ale kdyz tam chyba neni (tedy kdyz u popisuje kompletni koneé¢ny
vypocet M na w), tak M’ skoéi do nekonec¢ného cyklu (nezastavi se). O
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Jiz jsme védeéli, ze co-HP nepatii do RecEnum; jeho doplikovy problém, tedy HP, do
RecEnum ovSem patii. Problém UHP je tedy “jesté tézsi” nez co-HP: neni v RecEnum a
ani jeho dopliikovy problém neni v RecEnum. Studujf se celé hierarchie problému lezicich
mimo RecEnum, napf. tzv. aritmeticka hierarchie, ale to je mimo zabér naseho kurzu.

Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je nerozhodnutelny.

Diskutovali jsme o tom, ze problémy prazdnosti Erpg a Ecpr pro reguldrni, resp. bezkon-
textové, jazyky jsou rozhodnutelné; i problém tplnosti (nebo téz univerzality) Allgpa je
rozhodnutelny.

Pak jsme ukazali:

Tvrzeni 9 Problém Allcpr (Instance: bezkontextovd gramatika G = (I, %, S, P). Otdzka:
L(G) = ¥*?) neni rozhodnutelny, dokonce ani ¢dstecné rozhodnutelny.

Dukaz. Vzpomnéli jsme si na dikaz Tvrzeni 8 a ukdzali jsme, ze plati co-HP<,, Allcpr.
Klicovym faktem je, ze odhaleni chyby v u € A* tedy ovéfeni, Ze u neni ve tvaru
#HCoHC1#Co#Cs# - - - C#, ktery popisuje kompletni vypocet stroje M = (Q, %, T, 0, qo, F)
na w, lze provést nedeterministickym zésobnikovym automatem (NZA). Mnohé chyby v po-
pisu (Cp nenf tvaru gow, néjaky fetézec mezi dvéma symboly # neobsahuje symbol ¢ € @ nebo
jich obsahuje vic, posledni fetézec neobsahuje g € F') lze ovérit konetnym automatem (ktery
lze chapat jakou soucast fidici jednotky NZA). Nad ovérenim C; tpr Ciy1 je ovSem potieba
se trochu zamyslet. (Déle si pak sta¢i pfipomenout, ze k nedeterministickému zdsobnikovému
automatu lze snadno sestrojit ekvivalentni bezkontextovou gramatiku.)

Podivejme se tedy na to, jak muze NZA ovérit, ze retézec #C#C'# nespliuje C Fyp C7;
necht C' = ajaz---a, a C' = ajay---a),. Pokud ajas neni tvaru ga, kde 6(q,a) = (.,.,—1)
(posun hlavy doleva), tak lze C 1y C' prokdzat porovndnim urcité trojice a;a;yiaito S
trojici ajaj,aj,, (proc?), pifpadné zjisténim, ze n > n'. Jelikoz NZA muze uhodnout i,
které si odpocita pomoci zdsobniku, muze toto porovnani provést. V piipadé ajas = ga, kde
d(g,a) = (¢',a’, —1), musi fetézec C’ zaéinat ajabal = ¢'Oa’ (jinak je uz jasné, ze C t/py C') a
v tom pifpadé se porovnaji piislusné trojice a;a;y1a:12 a aj,  aj 5a; 5. (Domyslete i piifpad,
kdy je chyba az na konci a C' konéi symbolem ¢ € Q.) O

Na cviceni jsme si mj. ukédzali, ze Allorr, <m EQcrr; problém EQcry je definovan takto:
Instance: bezkontextové gramatiky Gi, Ga; Otdzka: L(G1) = L(G2)?

Pro problém EQcrr, tedy dostavame, Ze neni (ani) édsteéné rozhodnutelny. Na druhé strane,
jeho dopliikkovy problém NonEQcpr ¢astetné rozhodnutelny je (generujeme systematicky
vSechna termindlni slova a ovéfujeme pro kazdé z nich, zda jej generuje praveé jedna z danych
dvou gramatik).

Riceova véta.

Uvédomili jsme si, ze kazdd vlastnost V' Turingovych stroju (napf. ,stroj M mé vice nez
100 stavu“, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup konecny“, apod.) rozdéli mnozinu vsech
Turingovych stroju na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroju, které vlastnost
V mayji, a druhd je mnozina stroju, které vlastnost V' nemaji. Vlastnost V' je trividini, jestlize
je jedna z onéch dvou pifslusnych mnozin prazdna (tedy bud vSechny stroje vlastnost V maji
nebo ji nema ani jeden). Vlastnost V' je netrividlni, jestlize ji alespon jeden stroj m4 a alespon
jeden stroj nema.
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Dukladné jsme si promysleli, co to je vstupné/vistupni vlastnost, zkrédcené téz 1/0 vlastnost,
Turingovych stroju (¢i obecné ,programu*).

Specidlné jsme si uvédomili, ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existujf
dva stroje M, Ma, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni;
v tabulce jsou v jednom sloupci vSechny vstupy a v druhém pfislusné vystupy véetné symbolu
1 v piipadech, kdy je vypocet pro dany vstup nekonecny), ale jeden z nich vlastnost V' ma
a druhy ji nema.

Probrali jsme si vlastnosti podobné nize uvedenym (které jsou v feseném piikladu 7.1. v
kapitole 7 [JAN-TI]) a uvédomili si, které jsou I/O vlastnostmi. Specidlné jsme si vsimli, ze
podle definice je kazd4 trividlni vlastnost 1/O vlastnosti.

a/ Zastavi se M na fetézec 001 7
b/ Ma M vice nez sto stava ?
¢/ M4 v néjakém piipadé vypocet stroje M vice kroku nez tisicindsobek délky vstupu ?

d/ Plati, ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvyse n vicekrat zastavi nez neza-
stavi ?

e/ Zastavi se M na kazdém vstupu w za méné nez |w|? kroki?
f/ Je pravda, ze pro lib. vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni ?

g/ Je pravda, ze M ma nejvySe sto stavii nebo vice nez sto stavu ?

Uvédomme si, ze kazdé vlastnosti V' pfirozené odpovidd ANO/NE problém Py, u néjz
instanci je Turingtiv stroj M a otdzkou je, zda M m4 vlastnost V. Z jiného pohledu: kazdé
vlastnosti V' odpovida jazyk Ly = {(M) | M je Turinguv stroj, ktery ma vlastnost V'}.

Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:

Kazdd netrividlni vstupné /vystupni vlastnost programi (tj. Turingovych stroji) je
nerozhodnutelnd.

Jinak fec¢eno: pro kazdou netrividlni vstupné/vystupni vlastnost V' je problém Py neroz-
hodnutelny (neboli jazyk Ly nepatii do mnoziny Rec).

Dikaz Riceovy véty.

Uvazujme libovolnou netrividlni vstupné/vystupni vlastnost V' Turingovych stroju. Ukadzeme,
ze pro problém Py (Instance: Turinguv stroj M; Otdzka: mé& M vlastnost V'?7) plati HP<,,, Py
nebo co-HP<,, Py (kde HP je Halting Problem). Tim bude dukaz Riceovy véty hotov. (Pro¢?)

Uvazujme ted jisty stroj M, ktery se nezastavi na zadny vstup (napi. vzdy hned skoéi do
nekonecného cyklu). Rozlisme dva piipady:

a) stroj M vlastnost V nem4;

b) stroj M, vlastnost V ma.
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Pripad a)

Zvolme néjaky stroj Mj, ktery vlastnost V' mé. (Takovy musi existovat, protoze vlastnost
V je netrividlni.) Ukdzeme, ze plati HP<,, Py: uvazime algoritmus, ktery k instanci HP, tedy
ke stroji M a slovu w, sestroji stroj M’, popsany takto:

- Muzeme si piedstavit, ze M’ je dvoupaskovy (vime, ze takovy stroj lze simulovat
standardnim jednopaskovym strojem) a svuj vstup w dostane zapsany na prvni
pasce.

- M’ mé ve svém pocatecnim stavu uloZeno slovo w, které na zacdtku svého
vypoctu napise na druhou pésku a pro néj simuluje vypocet M (na druhé pésce,
nezavisle na svém vstupu u zapsaném na prvni pasce).

- Pokud simulace M na w skon¢i (tedy M se zastavi na w, a tedy M, w je pozitivni

instanci problému HP), tak M’ pokracuje simulaci stroje M; na vstupu u na prvni
pasce.

Vidime, ze plati:

e Pokud M, w je pozitivn{ instanci problému HP (M se zastavi na w), tak M’ m4 stejné
I/O chovani (m4 stejnou I/O tabulku) jako Mj; v tom piipadé je M’ pozitivni instanci
problému Py (M’ musi mit vlastnost V, protoze V je vstupné/vystupni vlastnost, M;
ma vlastnost V' a M’ ma stejnou I/O tabulku jako Mj).

e Pokud M, w je negativni instanci problému HP (vypocet M na w je nekonecny), tak
M’ ma stejné I/O chovdni (md stejnou 1/O tabulku) jako M ; v tom piipadé je M’
negativni instanci problému Py (protoze M| nemd vlastnost V).

Pripad b)

Zde stroj M| ma vlastnost V'; zvolime stroj Mj, ktery vlastnost V nema. Uvazime algorit-
mus, ktery k M, w sestroji M’ iplné stejné jako vyse. Ovéite, ze v nyni uvazovaném piipadé
tento algoritmus prokazuje, ze co-HP <, Py . O

Cvicend. Mj. jsme si ukdzali jednoduchou redukci Allcpr <m EQcFL.
Také jsme se zamysleli nad otazkou, na které z nasledujicich dvou vlastnosti se vztahuje
Riceova véta a proc:

e Rozhoduje M ekvivalenci koneénych automatu?

e Rozhoduje M ekvivalenci bezkontextovych gramatik?
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