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1 Vybrané vlastnosti ¢iselnych mnozin. Supre-
mum a infimum. Realna cisla. Klasifikace bodu
vzhledem k mnoziné.

Priklad 1 V oboru redlnych ¢isel feste nésledujici nerovnice s absolutni hod-
notou:

a) lt—2| <5

o) [#5| <1
Reseni

a) Z rovnice z — 2 = 0 uré¢ime nulovy bod: z = 2. Tento nulovy bod rozdéli
feseni na dva pripady:
e <2 —(x—-2)<b = z>-3 = z€(-3,2
erx>2 (x—2)<b = z<T7 = z€(2,7).

Vysledkem je sjednoceni obou intervalt: « € (—3,7).
b) Za¢neme uréenim nulovych bodu.

e 7 rovnice z — 3 = 0 ziskdme prvni nulovy bod: z = 3.

e 7 rovnice z 4+ 1 = 0 dostaneme druhy nulovy bod: z = —1.
Nalezené nulové body rozdéli obor feseni nerovnice na tii redlné intervaly:
(=00, —-1), (—1,3) a (3,4+00). Déle se postupné zabyvame témito tfemi p¥i-
pady:

erx<—-1: —(z-3)>—-(z+1) = z€(-00,—1)

e —1<2<3 —(z-3)>(z+1) = ze(-1,1)

e3<ux z—-3>x+1 = zei.

Vysledkem je sjednoceni vSech uvedenych intervali: € (—oo, 1).

¢) Pro odstrarovani absolutni hodnoty uré¢ime dva nulové body. Prvni bod z =
—1 ziskdme ihned z rovnice z + 1 = 0, druhym nulovym bodem je z = 1,
ktery dostaneme trivialné z rovnice x — 1 = 0. Obor feSeni nerovnice se tak
opét rozdéli na tii redlné intervaly, pfi¢emz pozadujeme, aby x # 1 (abychom
se vyhnuli déleni nulou). Mame: z € (—o0, —1), z € (—1,1), = € (1, +00).

Déle se témito tfemi pripady budeme postupné zabyvat:



o< —1: %g1 — z¢c(—o0,—1)

o —1<z<1: jwtl)gl = z+1<1l-2 = =z€(-1,0)

el<a <l = z+l1<z-1 = zcl.

Vysledek ziskame opét jako sjednoceni vsech uvedenych intervald. Je tedy:
x € (—00,0).

Priklad 2 Vypiste alespon pét prvki kazdé z nasledujicich mnozin. Déale na-
jdéte u kazdé mnoziny jeji nejmensi a nejvétsi prvek (pokud tyto prvky obsahuje)
a urcete jeji supremum a infimum. Také rozhodnéte, jsou-li zadané mnoziny
(shora, zdola) omezené.

a) K={1;neN}
b) L={n"D"; necN}

c) M=/{ n € N}

n_.
n+17?

d) N:{(_l)n;nGN}

e) O={(-1)""t.n3 neN}
Reseni.

a) K ={1, %, %, i, %, ...}, pri¢emz nejmensi prvek neexistuje, nejvétsi prvek je
1, sup K =1, inf K = 0. Mnozina K je omezen4.

b) L ={1,2,%,4,%,...}, nejmensi prvek neexistuje a také nejvétsi prvek nee-
xistuje, sup L = +o0, inf L = 0. Mnozina L je zdola omezend a neni omezend
shora.

o) M = {1,234 3} nejmensi prvek je 3, nejvéts{ prvek neexistuje,

supM =1, inf M = % Mnozina M je omezena.

d) N = {-1,3,—%,%5,—+%,...}, nejmensi prvek je —1, nejvétsi prvek je 3,
= —1. Mnozina N je omezena.

e) O = {1,-8,27,—64,125, ...}, pfiCemz nejmensi ani nejvétsi prvek neexis-
tuje, supO = +o0, inf O = —oo. Mnozina O neni omezena ani zdola, ani
shora.

Piiklad 3 Cislo 1,728 (s nekoneénym periodickym rozvojem) prevedte na
zlomek dvou prirozenych cisel.



Reseni. Vytvorime rovnici a vyresime ji:

x = 1,728
100z = 172,828
99 = 171,1
1711
= 590"

Poznamenejme, ze tfeti rovnice vznikla ode¢tenim prvni rovnice od jejiho sto-
nésobku (od druhé rovnice).

Priklad 4 Napiste desetinny rozvoj dvou iracionalnich ¢isel p, g tak, aby bylo
mozné urcit Cislici na libovolném misté jejich desetinného rozvoje. Pritom, aft
desetinny rozvoj ¢isla p obsahuje vSechny ¢islice desitkové soustavy a ¢islo ¢,
necht obsahuje pouze dvé ¢islice.

ResSeni. Resenim jsou tfeba &isla
p = 0,12345678910111213141516171819202122. ..
q 1,101001000100001000001000000100000001 . . .

Obé ¢isla maji nekonecny neperiodicky desetinny rozvoj a jsou proto iracionalni.

Priklad 5 Dokazte Bernoulliovu nerovnost: ¥n € IN, Vo € R, z > —1 plati

(I1+2)" > 1+ nz.

ReSeni. Ditkaz provedeme matematickou indukei. Nejprve ovéfime platnost
vztahu pro n = 1. To je trividlné splnéno, nebot (1 + x)! > 1 + lz. Déle
predpoklddejme, Ze pro libovolné n € N plati (1 + z)™ > 1 + nx a dokazme, Ze
za tohoto indukéniho predpokladu je (14 2)"+t!1 > 1+ (n + 1)z. Mame:

(1+z)" ™ = (142)"- (14+2) > (1+nz)-(1+2) = 1+nz+z+nz? > 1+ (n+1)z.

Dikaz indukei je dokoncen.
Priklad 6 Dokazte, Ze /2 neni racionalni &islo.

Reseni. Diikaz provedeme sporem. Predpokliddejme tedy pro spor, ze v/2 lze
napsat ve tvaru zlomku v zdkladnim tvaru, kde v ¢itateli i ve jmenovateli jsou
prirozend cisla. Nasledujicimi jednoduchymi algebraickymi tpravami dojdeme
k tomu, ze hledany zlomek v zakladnim tvaru neexistuje.

V2

q
2¢° = pi

hS



Odsud nutné vyplyva, Ze p? je sudé &islo, coz nastane jen v pripads, Ze prirozené
¢islo p je sudé. Je-li p sudé, musi se rovnat dvojnasobku néjakého jiného priro-
zeného cisla, feknéme r. Plati tudiz, ze p = 2r. Tuto rovnost dale vyuzijeme a
dosadime ji do rovnice 2¢% = p?. Dostaneme tak:

2¢> = (2r)?
q2 = 22

Z posledni rovnice vyplyva, Ze ¢° je sudé, odkud nutné i p¥irozené éislo ¢ musi
byt sudé. Vypocitali jsme, ze ¢isla p i ¢ musi byt sudé, coz je spor s nasim
predpokladem. Proto musi platit opak, neboli v/2 nemiize byt racionalnim &fs-
lem. Dopliime, Ze toto ¢islo je realné, iraciondlni, podobné jako libovolna druhé
odmocnina z daného prvocisla.

Priklad 7

a) DokazZte, ze mnoZina celych ¢isel Z je spocetnd.

b) DokaZte, Ze mnoZina raciondlnich ¢isel @ je spocetnd.

Reseni. Podle definice je potfeba najit bijektivni zobrazeni mezi mnozinou
prirozenych cisel IN a zadanymi mnozinami.

a) MnoZina celych ¢isel lze zapsat takto: Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,4 —4,... }.
Nyni jiz snadno hledanou bijekci f : IN — Z zkonstruujeme. Stac¢i polozit
f)=0,f2) =1, fB) = -1, f(4) =2, f(5) = =2, f(6) = 3, f(7) = =3,
f8) =4, f(9)=—4,...

b) Nejprve si ukdzeme, jak bijektivné zobrazit mnozinu pfirozenych ¢&isel IN na
mnozinu kladnych racionalnich &sel Q. K tomu si pro nazornost pomtizeme
nasledujici tabulkou:

1 2 3 4 5 6
11 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
ol2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6
33 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6
44 4 4 4 a4
1 2 3 4 5 6
515 5 5 5 5 5
1 2 3 4 5 6
gle6 ¢ 6 6 6 ¢
1 2 3 4 5 6




Tabulka zachycuje moznost, jak vytvorit vSechna kladna raciondlni ¢isla,
tedy cisla ve tvaru zlomku, kde v Citateli je prirozené ¢islo a ve jmenovateli
je také prirozené ¢islo. Jde o to, jak najit bijekci prirozenych ¢isel na vSechna
¢isla v tabulce. Pokud bychom vzali jen jeden radek, tak bijekci najdeme, ale
nekonec¢né mnoho fadka vynechame. Podobné bychom dopadli, kdybychom
vzali jen jeden sloupec. Musime postupovat jinak. Jednou z moznosti sprav-
ného postupu je metoda ramovani. Na zacatku vezmeme jen ¢islo 1 = %,
poté pridame dalsi tfi ¢isla 2 = %, 1= %, %, nasledné pridame pét cisel
3= %, %, 1= %, %, % a tak dale. Timto postupem nevynechame ani jedno
¢islo z tabulky. Samoziejmé ndm staci brat jen zlomky v zdkladnim tvaru,
tedy naptiklad jen % z Cisel %, %, %, ... S nulou a se zadpornymi racional-
nimi ¢isly se vyporadame analogicky jako u mnoziny celych ¢isel. Hledanou
bijekei f : IN — Q je tedy toto zobrazeni: f(1) =0, f(2) =1, f(3) = —1,
f4)=2, f(5) = -2, f(6):%7f(7):_%7f(8):37f(9):_37 f(lo):%a
F1) = -3, f(12) = 2, F(13) = —2, FA4) = L, F(15) = —1, ...

Priklad 8

a) Dokazte, ze otevieny interval redlnych éisel (0,1) je nespodetnou mnoZinou.

b) Dokazte, Ze mnozina iracionélnich ¢isel I je nespocetna.

Reseni.

a) Dukaz provedeme sporem, tak zvanou Cantorovou diagonélni metodou. Pro
spor budeme predpokladat, Ze vSechna redlnd ¢isla z intervalu (0,1) lze se-
radit do posloupnosti. Pro nazornost si mozny zacatek takové posloupnosti
vypiseme:

z1 = 0,23789022144. ..
zo = 0,11298755003. ..
x5 = 0,00010199992. ..
z, = 0,14159265358. ..
x5 = 0,97932384626 ...
zs = 0,33337732210...
z; = 0,8888838888S. ..
zs = 0,90654432001 ...

Na tomto konkrétnim prikladé ukdzeme obecny postup, jak dokézat, ze dané
posloupnost je netuplna. Vzdy totiz budeme schopni elegantné zkonstruovat
cislo, které se lisi od vsech ¢isel v dané nekonecné posloupnosti. Staci vytvorit
¢islo, které se na prvnim desetinném misté bude lisit od prvniho ¢isla po-
sloupnosti, tedy od z1, na druhém desetinném misté se bude lisit od druhého



¢isla posloupnosti, tedy od x2, na tfetim desetinném misté se bude lisit od
¢isla x3, ..., na n-tém desetinném misté se bude lisit od ¢isla x,, a tak déle.
Takto zkonstruované ¢islo se nutné lisi od vSech ¢isel v dané posloupnosti.
V nasem konkrétnim (vySe uvedeném) piipadé bychom mohli vytvorit tfeba
¢islo a = 0,32163893 ... Dusledkem toho, ze vSechna redlnd cisla z inter-
valu (0, 1) nelze zapsat do posloupnosti je, ze bijektivni zobrazeni intervalu
(0,1) na mnozinu IN neexistuje. A proto je redlny interval (0, 1) nespocetnou
mnozinou.

b) Vzhledem k tomu, Ze interval (0,1) je nespocetnou mnozinou, kteréd je pod-
mnozinou realnych ¢isel, musi nutné byt i mnozina vsech redlnych cisel R
nespocetna. Vime, ze R = Q UI. S ohledem na to, ze mnozina vSech racio-
nélnich ¢isel Q je spocetnd z toho ihned plyne, Ze mnozina vsech iracionalnich
c¢isel I musi byt nespocetna.

Priklad 9 Dokazte dvé vlastnosti e-okoli bodu.
a) Jsou-li U(a,€;), U(a, ez) dvé e-okoli bodu a € R, pak také U(a, ;) NU(a, €2)
je e-okoli bodu a.

b) Jsou-li a,b € R rtzné, tedy a # b, pak existuji e-okoli Ul(a, ), U(b, e2) tak,
ze U(a,e1)NU(b,e3) = 0.

Reseni.
a) Ziejmé Ula,e1) NU(a,e2) = Ula,€), kde € = min{ey, e2}.
b) Plati, Ze |a — b|] > 0. Pro Feseni pfikladu sta¢i vybrat libovolnd kladna €7, €2

tak, aby €1 + €2 < |a — b].

Priklad 10 Pro niZze uvedené mnoziny urcete jejich vnitiek, hranici, uzavér,
derivaci, mnozinu vsech izolovanych bodu a jejich supremum a infimum.

a ={- %;neN}U(O,l)

b = (—4,4)U{2%: n e N; n < 10}

nZ
= {27 %7%’—%’%’—i,...}U <1O’20)

d) P ={0,27;0,72;0,227;0,722;0,2227;0,7222; ... }.

) M
) N
¢) 0
)
Reseni.

a) e vnitfek M: (0,1)
e hranice M: {—+; n e N}U{0;1}



uzévér M: M = M U {0}
derivace M: M' = (0,1)
mnoZina izolovanych bodt M: {—1; n € N}

supM =1, inf M = -1

vnitiek N: (—4,4)

hranice N: {—4;4} U {1%2; n € N; n < 10}
uzdvér N: N = N U {—4}

derivace N: N’ = (—4,4)

mnozina izolovanych bodi N: {100; 25; 13—0' 100

1716
sup N = 100, inf N = —4

vnitfek O: (10,20)

hranice O: {%, —%, %, —%, %, —i, ...} u{0,10,20}
uzévér O: O = O U {0,20}

derivace O: O’ = (10,20) U {0}

mnozina izolovanych bodu O: {%, —%, %7 —%, i, —i, St
sup O = 20, inf O = f%

vnitiek P: ()

hranice P: celd mnozina P

uzévér P: celd mnozina P

derivace P: P' = {0,2;0,72}

mnozina izolovanych bodt P: celd mnoZina P vyjma bodu 0,72

supP =0,72, inf P =0,2.

Priklad 11 Urcete, zda dané vyrazy maji smysl, pripadné vypocitejte jejich
hodnotu:

1000!

+ (—00)? - (1000 — 00) + /3 - (+00) - 10

(—o0)t2 43T (e — )

d) 100 4 043880743 (270 —1) - 3%

(=%

—+o0

)(ﬁ),



Reseni.

a) 10904 (—00)-(10001°% —00) ++/3+ (+00)-10 = 0+ (—00) - (—00) + 00 = +00

b) =2 (—00)!2 +3%t*. (e —7) =400+ (—00) ... neni definovéno

¢) sin(4+o00) ... neni definovidno

d) 104+ 0+ 388.074+3.27°-1)- %2 =0+0+0+3-(-1)-0=-3
(i)

e) (Z5)'\"F=/ =0° ... neni definovéno.



2 Ciselné posloupnosti, aritmetickd a geomet-
ricka posloupnost. Limita posloupnosti.

Priklad 12 U nésledujicich posloupnosti, které jsou zaddny svymi prvnimi
péti Cleny, urcete jejich n-ty clen:

a) alzl,a2:—3,a3:5,a4:—7,a5:9,...
b) a1 =27, as =57, a3 =87, ag = 117, a5 = 147, ...

C) CL1:O,CL2:1,a3:0,a4:1,a520,...

24
N
S

3
I
—
—_
~—
3
+
—
—~
[\~
S
I
—_
~—

b) a, =30n—3

1+(—1)"
2

_anl
d) an = 15-

Priklad 13 U nésledujicich posloupnosti vypocitejte jejich ¢leny aq, as, as, ay:
a) {(=1)" - 2n};2

b) {1+ )"

c) {sin(y; - ™)}

) n —n—12\1+o0
T n+3  Jn=1

ReSeni. Pro ziskani feSen{ stadi do vzorce definujiciho danou posloupnost po-
stupné za c¢islo n dosadit hodnoty 1, 2,3, 4.

a) a; = —2;a9 = 4;a3 = —6;a4 =8
— 9. _ 9. __ 64. __ 625

b) a1—27a2—17a3—ﬁ7a4—ﬁ
\/7 \/7

¢) ag =0;a0 = L5a3 = Y2504 =

10



d) a1 = —3;a2 = —2;a3 = —1;a4 = 0. U tohoto piikladu se da predpis pro
posloupnost zjednodusit kracenim. Plati totiz, ze

n*—n—-12 (n+3)-(n—4)

= =n—4.
n+3 n+3
Jelikoz je m prirozené ¢islo, pri kraceni jsme nulou nedélili. Jak nyni jasné
vidime, tato posloupnost je aritmeticka, jeji prvni ¢len je a; = —3 a diference
d=1.

Priklad 14 Dokazte, ze posloupnost {2:“3 20 je rostouci a omezena.

ReSeni. Vime, Ze posloupnost je rostouci, pokud pro kazdé n pFirozené plati:
Gn < apy1. Ovérme tuto nerovnost pro zadanou posloupnost:
2n — 3 - 2(n+1)—3
n+1 (n+1)+1
2n—=3)-n+2) < 2n—-1)-(n+1)
MP4+n—6 < 2mP4+n-1
-6 < -1

Tyto ¢tyfi (na N) navzdjem ekvivalentn{ nerovnosti plati, coz znamen4, %e dand

posloupnost 27::13 j{i’j je rostouci. Zrejmé proto bude zdola omezena svym
prvnim c¢lenem a; = f%. Zbyvéa dokazat jeji omezenost shora. Ukazeme, ze je
shora omezend c¢islem 2, tedy, ze pro kazdé n prirozené plati: a,, < 2:

I —

n=3 ooy

n+1 =

2n—3 < 2n+2

-3 < 2.

Tyto tfi (na N) navzajem ekvivalentni nerovnosti dokazuji, Ze je posloupnost

{2n=31+2° Shora omezené.
n+1

Priklad 15 U nésledujicich ¢iselnych posloupnosti urcete jejich monoténnost:

{3
b {n+2}

a

)

)

&) {(=1)" - 100}75

d) g2 =L VneN anyy >0
e) ap —apy1 =2;Vn eN
f)#:l* ; Vn e N; a, > 0.

11



Reseni.
a) Posloupnost je neklesajici.

b) Posloupnost je klesajici.

d) Posloupnost je konstantni (je nerostouci a zéroven neklesajici).

e

)
)
¢) Posloupnost osciluje, nenf tedy monoténni.
)
) Posloupnost je klesajic.

)

f) Posloupnost je rostouci.

" ) _ 11313571 3 5 71
Priklad 16 Je dana posloupnost {an} = {5,7. 5.5 5 8 5 16> 16> 16> 167 - J-

Najdéte z ni vybrané posloupnosti {b,,}, {c»}, {d.} tak, aby

) 1 . 3 .
ngr—ﬁr-loo bn =3 nEI—ir-loo n = 1’ nBI—iI-loo dn = 1.

ResSeni. Resenim jsou napiiklad nésledujici podposloupnosti:

{bn} =

{135917 }

2747816732
3 7 11 23 47

{en} = {Za§7176a372a674’--~}
13 7 15 31 63

{dn} - {5717@3176337216747"'}'

Priklad 17 Vypocitejte limity nasledujicich ¢iselnych posloupnosti:

a)
lim (—n® 4 16n* + 3n? + 999!)

n—-+o0o

. 3n2 +5n+ 10
lim
n—+oo —4An3 — 9n + 150

I &

. —4n2 +19
lim ——M—
n—-+oo 8n2 4 6n + 12

12



lim (V0 ¥3+1)

n—-+oo
f)
I 3.27Fl 118
nﬁlr}rloo 6-2"—9
g)
. n+3
lim cos ( )
n—-+oo T
Reseni.

lim (—n+ 160" +3n%+999) = lim n®- (=145 + 0

n—-+oo n—-+o0o

(400) - (1 4+0+0+0) = —o0

16n*  3n2 999!
n6)

b)
po Bntabndlo M4l 04040 _
notoo “dn® —On+ 150  nrteo =iu¥ =92 L 180~ 41010
c)
hI_E 1) = neexistuje
n—+oo (—1)"
d)
T i —tn® | 19 —4+0 1
I R T, _ __
7L—I>I—&I-1008n2+6n+12 n—>+oo%+%+% 8+0+0 2
e)
lim (%—3<’/i+1):1—1+1:1
n——+4oo
f)
3.2m+1 4 18 3298 340 3
lim 2T = lim S = _ 2
n—too 6-27 —9 n—+too S 6-5)—0 3
g)

. n
lim cos

) = neexistuje.
n——+0oo

™

13



Piiklad 18 Najdéte dvé konkrétni posloupnosti {a,}.125, {b, 1}, tak, aby

n=1»
lim a, =0, lim b, =0 a pritom
n——+o0o n——+00
a)
5
lim — ==

Reseni.

a) ReSenfm je tfeba {a,} 12 = {2}, a {b,}25 = {2},)%, nebot

lim
n—-+oo

3 |03 o
w

b) Reseni ziskdme napifklad tak, Ze a,, nahradime zlomkem —% a b, nahradime
zlomkem ?12 Pak totiz

1
. an . n .
lim — = lim 1" = lim —-n=—o0.

n—+o0o O, n—+o00 = n——+0oo
n

Priklad 19 Vypocitejte nasledujici limity:

a)
lim n- (\/7+n2fn)

n—-+oo

b)
. sin(n? +m) cosn —mn
lim - —
n——+o00 n sinn + 2n
¢)
2454+8+114---4+(3n—1)
im
n—o+too 1+34+54+7+ -4+ (2n—1)
d)
§ Ind4n 15" n'3 1\"
(0 i Iy oy
n—+oo \ 1,27 n n! n! n
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Reseni.

a) Pfimo za n hodnotu +o0o dosadit nelze, protoze by vznikl nedefinovany vyraz
typu +00 — co. Proto vyraz za limitou nejprve algebraicky upravime tak,
abychom pfesli na vypocet limity, ktery jiz definovan bude. Tedy:

n-(V7+n2—n)- (V7+n?+n)

lim n-(V/7+n2—n lim
n——+oo ( ) n—-+oo ‘/7+7’l2 +n
. (74 n?) — n?
lim n: ——t——
notoo /T4 n24n
. 7 7
= lim — =

n—+oo /n%—l-l—kl 2

b) Vyuzijeme znalosti, Ze funkce sinus i kosinus s libovolnym argumentem jsou
vzdy omezené. Vime, ze kazdy zlomek, ktery ma v citateli vlastni hodnotu
a ve jmenovateli +oo, je roven 0.

cosn

i SROZ M cosnomno g on SEoT
n—+00 n sinn + 2n n— 400 n 512n+2
0—m
= 0-1- =0
0+2

¢) Vsimneme si, Ze Citatel je souc¢tem s,, prvnich n ¢leni aritmetické posloup-
nosti s diferenci d = 3 a prvnim ¢lenem a; = 2. Plati, ze

n

3n%+n
5 _

(2+ (30— 1) =

Sn
Podobné i jmenovatel je souc¢tem s/, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti
s prvnim ¢lenem a; = 1 a s diferenci d = 2, pricemz
L

Sn 5

(1+(2n—1)) =n?

Nyni jiz zadanou limitu snadno vypocitame:

2454+8+114---+(3n—1) _ Sn | Gntn 3
1m = lim — = lim = _.
nstoo 14+34+5+7+---+(2n—1) notoosl notoo n? 2
d)
8 In 4 15™ 13 1\ 7
lim (n ndn 157 _n~ ("+ ) —’\”/ﬁ>:0+0+070+671:e—1.
n—+oo \1,2%  n n!  nl n

Priklad 20 Ve skladu jsou na sobé naskladany krabice tak, ze v kazdé radé je
o jednu krabici méné nez v fadé pod ni. Vypocitejte, kolik je ve skladu celkem
krabic, pokud spodni fada obsahuje 25 krabic a vrchni rada 7 krabic.
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Reseni. K feSeni piikladu vyuZijeme vzorec pro vypoéet souctu prvnich n

Clentt aritmetické posloupnosti. Vime, ze a3 = 25, n = (256 —7) + 1 = 19,

n-(a1+an)
2

a1g = 7. Dosazenim téchto hodnot do obecného vzorce s, = ziskame

hodnotu s19 = w = 304. Ve skladu je tedy celkem 304 krabic.

Priklad 21 Urcete prvnich pét ¢lenti aritmetické posloupnosti, je-li znamo,
ze soucet prvniho a Sestého clenu je 29 a odecteme-li druhy ¢len od patého
bude vysledkem ¢islo 15. Déale vypocitejte soucet prvnich Sedesati ¢lent této
posloupnosti.

Reseni. Ze zadani snadno sestavime dvé vychozi rovnice:

ay + ag = 29

a5 — ag = 15.

U aritmetické posloupnosti je zndmo, Ze a, = a1 + (n — 1)d. Dvé vise uvedené
rovnice tak muzeme ekvivalentné prepsat na tvar:

ai + (a1 + 5d) = 29
(a1 + 4d) — (a1 + d) = 15.

Z posledni rovnice vyplyva, ze 3d = 15, odkud diference d = 5. Dosazenim této
hodnoty do rovnice a; + (a1 + 5d) = 29, obdrzime, ze 2a; + 25 = 29, odkud
a1 = 2. Ze znalosti diference a prvniho ¢lenu jiz snadno dopocitdme prvnich pét
Clen: a1 =2, a2 =7, a3 =12, ay = 17, a5 = 22.

Zbyvéa zjistit soucet prvnich Sedeséti ¢lenu aritmetické posloupnosti s diferenci
d = 5 a prvnim c¢lenem a; = 2. K tomu vyuzijeme obecny vzorec pro soucet
prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti: s, = § - (a1 + a,). V nasem piipadé
potfebujeme vypocitat hodnotu sgg, k cemuz potiebujeme znat hodnotu agp,
kterou snadno vypocitame: agg = a1 +59-d = 2+ 59 -5 = 297. Nyni jiz snadno

ziskdme chtény vysledek: sggp = 6—20 - (24 297) = 8970.

Priklad 22 Vypoctéte prvnich Sest ¢lent geometrické posloupnosti a urcete
jejich soucet, vite-li, ze az = 8 a ay = 128.

ReSeni. Plati, Ze ar = ag - ¢*. Proto ¢* = 128 = 16, odkud |q| = V16 = 2.
Kvocient ¢ tak mtze byt bud roven 2 nebo —2.

e Jelig =2 pak ag = 2, a2 =4, a3 =8, a4 = 16, a5 = 32 a ag =
64. Soucet téchto ¢lentt mizeme ziskat jejich sectenim, nebo s vyuzitim

znamého vzorce: sg = aq - % =2- % =2-63 =126.
o Jelig=—-2,paka; =2,a, =—-4,a3 =8, a4 = —16, a5 = 32 a ag = —64.

6
Soucet téchto ¢lent je roven sg = 2 - (:22)7_;1 =12 — 42,
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Priklad 23 Na sporicim tctu je ulozeno 50 000 K¢. Vypoditejte, jakd castka
bude na c¢tu presné po péti letech, pripisuje-li se mésiéné na konto 0,5% trok.

ReSeni. Vyuzijeme vzorec pro vypoéet n-tého ¢lenu geometrické posloupnosti:
an, = ay - ¢" 1. Vime, Ze a; = 50000; ¢ = 1,005; n = 5 - 12 = 60. Po dosazeni
méame: agyg = 50000 - 1,005°9 = 67106, 97. Céstka se tedy po péti letech zvysi
na 67106,97 K¢ (po zaokrouhleni na dvé desetinnd mista).
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3 Pojem funkce. Elementarni funkce a jejich vlast-
nosti.

Priklad 24 Pro nasledujici redlné funkce urcete jejich definiéni obory.

a> fl:y:aﬂ-&i—ﬁ
b) fo:y= {2

fa:y=+v5bx2 -9z +18

foiy=In2=3

)
)

e) f5:y=logsinz + logcosx
) fe:y=arcsin(l — z) + arctan 1
)

f7 1y = arccos(z? — 5).

a) Jmenovatel zlomku nesmi byt roven 0. Musime tedy vyfesit kvadratickou
rovnici: 22 +x — 6 = 0. Ta je ekvivalentni s rovnici: (z + 3) - (z — 2) = 0,
kterd mé za kofeny hodnoty © = —3 a = = 2. Proto D(f;) = R\ {-3;2}.

b) Opét musime zajistit, aby jmenovatel vyrazu nebyl roven 0, tedy doplnime
podminku: z # 4. Zaroven musi byt vyraz pod sudou odmocninou nezédporny,
fesSime tedy nerovnice:

e (x4+5>20)AN4d—-2>0) = z€ (=54
e (z+5<0)AN(d—2<0) = z €.

Definiénim oborem funkce f5 je interval (—5,4), neboli D(fy) = (—5,4).

¢) Odmocninné funkce s lichou odmocninou jsou definoviny pro vsechna redlna
¢isla, stejné tak i kazdy polynom. Nemusime tak ovétovat zddnou podminku,
odkud D(f3) =R.

d) V argumentu logaritmu se musi vyskytovat kladné ¢islo. Jmenovatel zlomku

zaroven nesmi byt roven nule. Resime nerovnici i—;g > 0:

e (z—3>0)A(x+3>0) = z€(3,+00)
o (z—3<0)A(x+3<0) = z€(—00,—3).

Tedy D(f4) = (=00, —3) U (3, +00).
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)

V obou argumentech logaritmu musi byt kladné ¢islo, coz vede k dvéma
podminkam, které musi byt soucasné splnény: sinx > 0, cosxz > 0. Odtud
dostavame, Ze D(fs) = (2km; 5 + 2k7), kde k € Z.

Funkce arkus tangens je definovdna pro vsechna redlna ¢isla. Avsak kvuli
zlomku % nemuze byt v definicnim oboru funkce fg ¢islo 0. Dale vime, ze
funkce arkus sinus je definovdna jen pro realna cisla z uzavieného intervalu
(—1,1). Proto musi soucasné platit, ze —1 <1 —=xz a 1 — 2z < 1, coz spliuji
v8echna z € (0, 2). Dohromady mame: D(fs) = (0,2).

Argumentem funkce arkus kosinus musi byt ¢islo z uzavreného intervalu
(—1,1). Z toho plyne, Ze musi soucasné platit ndsledujici dvé nerovnosti:

e —1<z2-5
o 2 —5<1.
Tyto nerovnosti jsou ekvivalentni néasledujicim dvéma nerovnostem:
o 2 < |z
o |z| < V6.
Odtud jiz snadno zjistime, ze D(f7) = (=6, —2) U (2,V/6).

Priklad 25 Urcete nulové body nasledujicich funkei a intervaly, na nichz jsou
tyto funkce kladné a zaporné.

a)
b)

c)

g1:y =3224+12x — 63

L. 242-8
92 Y = 161z

g3y =—|r+6|+5.

ResSeni.

a)

Pro uréeni nulovych bodii vyfesime nasledujici kvadratickou rovnici: 322 +
12z — 63 = 0. Obé strany této rovnice muzeme vydélit tfemi a fesit tak
jednodussi kvadratickou rovnici ve tvaru 2% 4+4x — 21 = 0. Ta je ekvivalentni
s rovnici (x —3) - (z+7) = 0, jejiz dva kofeny z = 3 a © = —7 jsou hledanymi
nulovymi body funkce g;. Dosazenim libovolné hodnoty z intervalu (-7, 3)
snadno zjistime, ze je na celém tomto intervalu funkce zaporna. Kladnych
hodnot pak nabyva na mnoziné (—oo, —7) U (3, +00).

Pro usnadnéni vypoctu predpis pro funkci go vykratime ¢tyrmi. Dostaneme
tak ekvivalentni funkci y = 64“':3. Nulovy bod ziskdme z podminky, Ze Citatel
lomeného vyrazu musi byt roven 0, tedy 6z —2 = 0. Jedinym nulovym bodem
funkce g- je tak hodnota % Pro nalezeni intervalu, na némz je funkce kladna,

fesime nasledujici nerovnice:
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e (6z—2>0)A(4—2>0) = z€(5,4)

e (62 —2<0)AN(d—2<0) = z€.
Jak vidime, funkce go je kladna na intervalu (%7
je na intervalu (—oco, ) a na intervalu (4, +oc0).

4). Odtud plyne, Ze zdpornd

¢) Nejprve uréime nulovy bod absolutni hodnoty: |z + 6| = 0 = z = —6.
Nyni odstranime absolutni hodnotu (dle toho, je-li zdpornd, nebo neni) a
vyTesenim prislusnych rovnic nalezneme nulové body funkce gs:

e < —6:—(—(x+6)+5=0 = xz=-11
ezx>—6:—(x4+6)+5=0 = x=—1.
Nulovymi body funkce g3 jsou tedy body —11 a —1. Zvolime-li libovolnou
hodnotu z intervalu (—11,—1) a dosadime ji do predpisu funkce, zjistime,
ze funkce pro ni nabyva kladnych hodnot. Proto je funkce gs na inter-
valu (=11, —1) kladna. Z toho okamzité vyplyva, Ze je zdpornd na mnoziné
(—o0, —11) U (-1, +00).

Priklad 26 Dokazte, ze funkce

a) f:y =3z +2 je rostouci
b) g:y=—2x+1 je klesajici
¢) h:y=sgnz je neklesajic
d) rostouci je prosté.
Reseni.

a) Necht x; < 5. Pak zfejmé i f(x1) = 3x1 + 2 < 329 + 2 = f(22), ¢imZ je
podle definice ovéreno, ze f je rostouci funkce.

b) Necht 21 < zqo. Pak ziejmé g(x1) = —2x1 + 1 > —229 + 1 = g(a2), ¢imZ je
podle definice ovéreno, ze g je klesajici funkce.

¢) Pro libovolné zaporné redlné ¢islo z a libovolné kladné redlné ¢islo k je funkce
signum definovana tak, ze sgn z = —1, sgn0 = 0 asgn k = 1. Tato funkce tedy
nenf klesajici v Zddném svém bodé (a je rostouci pouze v bodé nula). Nutné
proto plati, ze pro x; < 2 je sgnz; < sgnxa, coz je v souladu s definici
(kazdé) neklesajici funkce.

d) Je-li funkce f rostouci, pak pro kazdé x1,zo € D(f) takové, ze x1 < xo plati
f(z1) < f(x2). To ale mimo jiné znamend, Ze pro x1 # x2 je f(x1) # f(z2),
tedy f je prosta.

Piiklad 27 Naleznéte priseéik funkei y; = 22 4+ 10z + 40 a 3y, = 16 — .
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ResSeni. Pro stanoveni z-ové soufadnice priseciku polozime y; = ys a vyfe-
$ime p¥islusnou kvadratickou rovnici: 22 + 102 + 40 = 16 — =, neboli rovnici ve
tvaru: 2+ 11x+24 = 0. Tato rovnice je ekvivalentni s rovnici (z+3)-(z+8) = 0,
jejimz Tesenim ziskdvame hodnoty z; = —3 a xy2 = —8. Dosazenim téchto
hodnot do libovolného z predpist zadanych funkci ziskdme hledané pruseciky
Ay =[-3,19] a Ay = [-8,24].

Priklad 28

a) Necht f je redlnd funkce, kterd vznikne soucinem dvou funkci se stejnou
paritou. Dokazte, ze f je suda.

b) Necht g je redlnd funkce, kterd vznikne souc¢inem dvou funkef s rtiznou pari-
tou. Dokazte, ze g je licha.

¢) Necht h je redlnd funkce, kterd vznikne sou¢tem dvou funkef se stejnou pa-
ritou. Dokazte, ze h bude mit stejnou paritu, jako obé tyto funkce.

d) Uvedte priklad redlné funkce, kterd je souctem liché a sudé funkce a sama
neni ani suda, ani licha.

e) Predokladejme, Ze funkce [ je lichd. Jakd bude funkce |I| a pro¢?

Reseni.

a) Predpoklddejme, ze funkce f vznikne sou¢inem dvou funkei fi a fo. Jejim
defini¢nim oborem bude zfejmé mnozina D(f1)ND(f2). Uvazujme nésledujici
dva pripady.

e Funkce f1 a fy jsou obé sudé. Pak i funkee f je sudé, nebot
f(=2) = fi(=2) - fa(=x) = fi(z) - f2(2) = f(2).
e Funkee f, a f, jsou obé liché. Pak funkce f je opét sudd, nebot
f(=z) = fi(=2) - fo(=2) = = f1(2) - (= fa(2)) = f(2).

b) Predpoklddejme, Ze funkce g vznikne soucinem dvou funkef ¢g; a go. Jejim
definién{m oborem bude zfejmé mnoZina D(g;) N D(g2). Necht funkce g1 je
licha a funkce g, je suda. Pak

9(=z) = g1(—2) - g2(—2) = —g1(z) - g2(x) = —g(),

coz dokoncuje dukaz toho, ze funkce g je lichd. Pripad, kdy funkce g; je suda
a funkce go je licha se Tesi analogicky.

c¢) Predpokladejme, Ze funkce h vznikne souctem funkei hy a ho. Jejim definic-
nim oborem bude zfejmé mnozina D(hi) N D(hs). Uvazujme nésledujici dva
pripady.
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e Funkce hy a hg jsou obé sudé. Pak i funkce h je suda, jelikoz
h(—z) = hi(—z) + ho(—x) = h1(z) + ho(z) = h(z).
e Funkce hy a hg jsou obé liché. Pak i funkce h je liché, protoze
h(—x) = hi(—z) + ho(—z) = —hy(x) — ho(x) = —h(x).

d) Zfejmé funkce z? je sud4 a funkce z3 je lichd. P¥itom funkce f : y = 22 + a3,
definovana pro kazdé redlné ¢islo, neni ani lichd, ani suda. Totiz f(—z) =
(—2)? + (—2)3 = 22 — 23, pFicemz 2% — 22 je rtzné od —f(z) i od f(x).

e) Je-li funkce [ lichd, tak pro kazdé x € D(I) jei —z € D(I) a I(—x) = —l(x).
Déme-li funkci I do absolutni hodnoty, jeji defini¢ni obor se nezméni. Zméni
se vSak jeji parita, protoZe se z ni stane sudd funkce. Totiz [[(—z)| = |—I(x)| =

[1()].

Priklad 29 U nésledujicich funkei urcete jejich paritu.

2) by iy =(z+4)- (z—4)
b) he:y=a" + 923 + 6x
¢) hg:y=sin(z—3)+1
d) hy:y=lo+1]

e) hyyz%%

f) he:y=sgnz- x(x)

g) h7:y:1n(§1—§).

Reseni.

a) Roznasobenim ziskdvdme predpis y = 2% — 16. Vime, 7e polynomicka funkce
obsahujici pouze sudé mocniny je vzdy suda. Pro kontrolu ovétime, zda jsou
splnény nutné podminky sudé parity funkce:

o Ziejmé plati, ze x € D(h1) = —x € D(h1), nebot D(hy) =R.
e Také plati, Ze hy(—z) = hy(z), jelikoz (—x)? — 16 = 22 — 16.

b) Funkce je polynomickd a obsahuje pouze liché mocniny (bez absolutniho
¢lenu), je tedy lichd. Opét provedeme kontrolu ovéfenim podminek liché pa-
rity funkce:

e Ziejmé plati, ze © € D(he) = —=x € D(hz), jelikoz D(hs) = R.
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c)

e Rovnéz plati, ze ho(—2) = —ha(z), nebot (—z)7 + 9(—z)3 + 6(—x) =
— (27 + 922 + 67).

Ziejmé je D(h3) = R. Funkce hj je suda, jelikoZ sin (z — 2I) = cosz a vime,
7e cosx je sudd funkce. (Vertikdlni posun neovliviiuje sudou paritu funkce,
proto i y = sin (z — 2F) + 1 je sudou funkei.)

Funkce nenf ani sudé, ani lichd, jelikoz |(—z) + 1| # |x + 1| a zdroven |(—x) +
1| # —|z +1].

Defini¢nim oborem funkce hs jsou vSechna redlna ¢isla splnujici podminku

tan 2z # 0, odkud D(hs) = R\ {%; k € Z} aplat{, ze z € D(h;) = -z €

D(hs). S vyuzitim toho, ze funkce 22, sinz a tanx jsou liché a funkce 22 a

cos x jsou sudé plati, ze:

_ (~=z)?-sin(—z) - cos(—x)  —a®-(—sinz) cosx B
hs (=) = (14 (—z)2?) -tan2(—x) (1 +22)-(—tan2w) hs ().

V souladu s definici je tedy funkce hs liché.

Vzhledem k tomu, ze funkce signum je licha a Dirichletova funkce je sudi,
bude zfejmé funkce hg lichd. Pro kazdé redlné ¢islo x totiz plati hg(—z) =
sgn(—z) - x(—x) = —sgnz - x(x) = —he(x).

Urceme nejprve definicni obor. Ziejmé x # —3 a ddle je nutné, aby argu-
mentem logaritmu bylo kladné ¢islo. To vede na nasledujici dvé podminky:

e3—z>0a34+2x>0 = z€(-3,3)

e3—2x<0ald3+2<0 = zcl.

Zjistili jsme, Ze D(hy) = (—3,3), mé tedy smysl zabyvat se ddle zjistovanim
parity. Plati:

(o) =t (305 ) = (372) =~ (555) = ~hela)

Ovérili jsme, ze funkce hy; je licha.

Priklad 30 Existuji funkce, které jsou zaroven sudé a liché? Kolik takovych
funkci f muZeme nalézt za predpokladu, ze
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ResSeni. 7 definice plyne, 7e graf sudé funkce je vzdy soumérny podle osy y a
graf liché funkce musi byt soumérny podle poc¢atku souradnic.

a) Na definiénim oboru R existuje pravé jedna funkce, kterd vyhovuje obéma
vyse uvedenym podminkidm. Je to osa z, kterd méa rovnici y = 0.

b) Existuje nekone¢né (nespocetné) mnoho takovych funkei, napiiklad funkce
fy= % s definiénim oborem R \ {0}, nebo tfeba funkce f. : y = 0
s definiénim oborem (—r,r), kde r € R, r > 0. Pritom vSechny funkéni
hodnoty vSech funkci f, musi nutné lezet na ose x.

Priklad 31 Urcete, zda je danéd funkce periodicka, v kladném pripadé urcete
jejl zékladni periodu (pokud existuje):

a) f1:y=sina?

b) fo:y=sing +tan

¢ fsry=xz—|z]

d) f1:y=1In|cosx|

)
)
)
e) Dirichletova funkce x(z).

Reseni.

a) Funkce f; neni periodickd na R, jelikoz vnitini funkce y = 22 je suda a
rostouci pro = > 0.

z

b) Funkce sin § je periodickd, se zdkladni periodou p; = 67. Také funkce tan J
je periodickd, pricemz jeji zakladni perioda je ps = 4m. Souctem téchto dvou
funkef je periodickd funkce fo se zdkladni periodou 127 (coZz je nejmensi
spoleény ndsobek ¢isel p; a ps).

¢) Pfipomenme nejprve, ze |x] znadi celou ¢ast éisla x. Funkee celd ¢dst vraci
jako vysledek nejblizsi nizsi celé ¢islo. Napriklad je

1] =1, [4,7]=4, |-0,3]=-1

a podobné. Nyni jiz snadno nahlédneme, ze funkce f3 je periodicka a jeji
zékladni perioda je 1.

d) Funkce f4 je definovdna pro hodnoty, kdy je funkce cosx nenulova. V ostat-
nich pfipadech je argumentem logaritmu kladné ¢islo (pfesnéji redlné ¢islo
z intervalu (0,1)), coz je v potadku. Je tedy D(fy) = R\ {§ + k7}, kde
k € Z. Funkce |cosz| je sudd a periodickd, se zédkladni periodou m. Stejné
tak je i funkce f4 suda a periodicka, se zakladni periodou p = 7.

e) Dirichletova funkce y(z) je periodickd na R. Jeji periodou je kazdé kladné ra-
cionalni ¢&islo, pricemz zdkladn{ perioda neexistuje (nebot neexistuje nejmensi
kladné racionélni ¢islo).
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Piiklad 32 Rozhodnéte, které z nésledujicich funke{ jsou prosté (injektivni)
na celém svém definiénim oboru, pripadné urcete nejdelsi mozné intervaly, na
kterych prosté jsou:

2)
b)
)
d)

g1:y = |4z — 6|
g2y =1(@?+8)
g3y =3z +11

gs:y=6tan(x — 7).

Reseni.

a)

Funkce g1 neni kvili absolutni hodnoté prostd na celém svém defini¢nim
oboru. MuZeme nalézt napriklad hodnotu 6 = g1(0) = g1(3), kterd porusuje
podminku prostoty. Nicméné, funkce g1 je prostd na intervalu (—oo, %> nebo
na intervalu (3, +00).

Funkce go je funkce sudd, definovana pro kazdé nenulové redlné cislo. D&
se na ni nahlizet i jako na funkci mocninnou se zdpornym sudym expo-
nentem. Takova funkce neni prostd na svém definiénim oboru, napriklad je
3 = g2(—3%) = g2(3). Tato funkce je ale prosté na intervalu (—oo,0) a také
na intervalu (0, +00).

Funkce g3 je rostouci a tedy i prosta na celém svém definicnim oboru.

Funkce tangens je periodickd, odkud vyplyva, ze zadana funkce g4 prosta byt
nemuze. Je ale prostd na kazdém intervalu (kw, (k + 1)w), kde k € Z.

Priklad 33 Pro nasledujici funkce naleznéte funkce k nim inverzni a tém
urcete jejich defini¢ni obor a obor hodnot:

a)
b)
)
Q)

firy=3
21y =25"
3z+2

fsry=53

firy=(x+1)>=%

Reseni.

a)

Inverzni funkce pro konstantni funkci fi neexistuje, protoze tato funkce neni
prosta.
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b) Inverzni funkei k funkci exponencidlni je funkce logaritmickd. V nasem pii-
padé je to funkce fy ' :y = logs x, jejiz definiéni obor D(f; ') = (0,400) a
obor hodnot H(f;') =R.

¢) Inverzni funkei k funkei linedrni lomenné je funkce linedrni lomenné. Vypo-
¢itejme nejprve predpis pro funkei inverzni. Provedeme to standardné tak,
ze u funkce f3 vzdjemné zaménime proménnou x za proménnou y a poté
vyjadiime proménou y:

3y +2

x =
5y + 3
Sry+3x = 3y+2
y(br—3) = 2-3z
23
Y7 -3

Zjistili jsme, Ze f;' :y = £32 pricemz D(f;') = R\ {2} a H(f;!) =
3
R\ {-£}.
d) Inverzni funkei k funkci mocninné je funkce odmocninné. Konkrétné méme

fity=vE -1, piicemz D(fi') = (0, +00) a H(f; ) = (=1, +00).

Priklad 34 Zjednoduste vyraz:

a) (5v2+2vV5) - (2v2 - 5V5)
b) \/éa%b

54a Vb

@i~

:
IS

Reseni.
a) V zadaném vyrazu roznasobime zévorky a vzniklé vyrazy seéteme:
(5v2+2v5) - (2v2-5V5) = 10(vV2)? —25V2-5+4v2-5 — 10(V/5)?
= 20-21v10—-50
= —30-21v10.

V6a3bs  Ba3bs  aB3-9pG-3) o3p8 ab?
V54a¥/b  3v6a3bs 3 3 3

Priklad 35 Nasledujici zlomky usmérnéte:

< %‘a §\5

o)
¥
B
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Reseni. Jak je pozadovano v zadani, ekvivalentnim zpusobem, odstranime
odmocniny ze jmenovateli zadanych zlomki.

a)
10 10 V6 10v5  10v5  2V5
35 3v5 V5 3-(V5)2 15 3
b) Pfed usmérniovanim zlomek zjednodusime:
6 6 3-2 2

VI8 V29 32 V2

Upraveny zlomek jiz usmérnime:

2 _ 22 M

V2 V2 V2
¢) Pro usmérnén{ zlomku vyuZijeme znamy vzorec (a + b) - (a — b) = a? — b*:
VB VB VI-VB_VEB-(WBP VB3, .
VE+VB VI+VE VA3 (WP - (AP /

Priklad 36 U funkce f jsou zndmy dvé tabulkové hodnoty: f(7,31) = 1,4563
a f(7,25) = 1,4559. Pomoci linedrni interpolace urcete hodnotu f(7,28).

Reseni. Dvéma zadanymi body vedeme piimku, jejiz obecny vzorec je:

Y1 — Yo
y=yo+(x—mx0) .
r1 — To

Dosazenim zndmych hodnot do vzorce dostaneme:
1,4563 — 1, 4559
7,31 —17,25

0,0004
0,06

y=1,4559 + (z — 7,25) - =1,4559 + (z — 7,25) -

Odtud pro hodnotu z = 7,28 vypocitame, ze

0, 0004
0,06

y:L4%9+(Q%- ):L4%L

Tedy f(7,28) = 1,4561.

Priklad 37 U nésledujicich lomenych vyrazi snizte stupeni (polynomu) ¢ita-
tele pod stuperl (polynomu) jmenovatele:

22° —a? 2
a) it

z! 4227 +1
b) z2—1
) x3+3m27x

¢ x+1
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Reseni.
a) Provedeme klasické déleni polynomi:

1

2z% — 2? 2):(2z+1)=a—a+1 :
(22 — 2 +2x+2): 2x+1)=z—z+ +2x—|—1

b) Stupen ¢itatele mizeme opét snizit vydélenim polynomu. UkéZeme si jiny
postup, s jehoz pomoci ziskdme stejny vysledek. Zadany zlomek muzeme
vyhodné rozdélit na dva:

x4+2m2+17w47x2 32+ 1
2 -1 21 2 -1

Prvni zlomek jsme schopni vydélit virazem 2% — 1, ziskdvame tedy vyraz

2 4 32741 Obdobné dokazeme zlomek 25+ upravit takto:

322 -3 4 3(2*-1) 4
x2—1  22-1  22-1 x2 -1

Dohromady tak po zkraceni ziskdme vyraz x% + 3+ ﬁ, ktery je hledanym
vysledkem.

¢) Nyni jiz struénéji zopakujeme postup, ktery jsme pouzili vyse:

¥ +322 -2 P42 -z P(e+l) 0u’-z
z+1 oz +1 z+1  z4+1 r+1
_ x2+2:172+2:1:+—3x :x2—|—2x—|—73$73—|— 3
z+1 z+1 z+1 z+1
= x2+2m73+i-
z+1

Priklad 38 Do jednoho obrizku nacrtnéte grafy funkei f1 : y =sinz, fo:y =
2sinx a f3:y = sin 2.

Reseni.
3 y=2sinx
y=sin2x
; y=sinx
-7 —6 -5 —4 -2 -1 1 2 4 5 7
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Vidime, ze funkce y = 2sinx ma oproti vychozi funkci y = sinx dvojnasobné
velky obor hodnot a stejnou periodu, funkce y = sin 2x mé polovi¢ni periodu
a stejny obor hodnot. U vSech t¥{ zadanych (periodickych) funkei je definiénim
oborem mnozina vsech realnych cisel.

Priklad 39 Do jednoho obrazku nacrtnéte grafy funkci f1 : y = 2%, fo 1y = €”
a f3:y=3"

7 y:2
6 yzex
y=3"

U vsech t¥1 zadanych exponencidlnich funkei je definicnim oborem mnozina vsech
redlnych cisel a oborem hodnot mnozina vsech kladnych redlnych ¢isel. Samo-
ziejmé zadané funkce prochdzi bodem [0,1] na ose y. VSimnéme si jesté, ze
s rostouci velikosti zdkladu stoupa krivka exponencidlni funkce prudceji.

Priklad 40 Do jednoho obrazku nacrtnéte grafy funkei f1 : y = log, z, fo :
y=Inza f3:y=Ilogsx.
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y=log,x
5| y=lnx
y=log x

-1

-2

-3

U vsech tri zadanych logaritmickych funkei je defini¢cnim oborem mnozina vsech
kladnych realnych ¢isel a oborem hodnot mnozina vSech redlnych ¢isel. Samo-
ziejmé zadané funkee prochézi bodem [1,0] na ose z. VSimnéme si, Ze na rozdil
od exponencidlni funkce roste krivka logaritmické funkce prudéeji se zmensuji-
cim se zakladem. To se da ocekévat, jelikoz vime, Ze exponencialni a logaritmické
funkce o stejném zakladu jsou si vzdjemné inverzni.

Priklad 41 Na mnoziné redlnych ¢isel feste rovnice:

a) $3%L — \9cos? x — {/—2Tsin’ x
b) 4sinx + 3cosx =5
¢) 92 4972 = 3. 2741

)

d) In(3z —5) —In(z —2) =1n2.

Reseni.

a) Jmenovatel zlomku musi byt nenulovy, tedy « # 2kw, kde k € Z. Zadanou
rovnici postupné upravime:

1
Seosr V9cos?z — /=27 sin?
1—cosx
1
Jeosr 3(cos? z + sin® z)
1—cosx
1+cosr = 3—3cosx
1
cosr = 3

ReSenim je mnozina viech redlnych &isel ve tvaru +%5 + 2km, kde k € Z.
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b) Zavedenim substituci v = sinxz a v = cosz prejde rovnice ze zadini na
tvar: 4u + 3v = 5. Odtud vyjadrime, ze u = 513”. Takto vyjadrené u do-
sadime do obecné platného vztahu u? + v? = 1, tedy do zndmého vzorce:
sin x + cos? z = 1. Dostaneme tak kvadratickou rovnici s neznamou v, kte-

rou postupné vytresime:

<5—4:sU)2+v2 _

25 — 30v + 902 + 160> = 16
2502 —300+9 = 0
(5v—3)2 = 0.

Kvadraticka rovnice ma jako reseni dvojnasobny koten v = % Zpétnym do-
sazenim do zavedené substituce obdrzime rovnici pro neznamou x ve tvaru:
cosz = £. Refenfm jsou viechna redlnd &isla o = 2km = cos™!(2), k € Z.

¢) Zavedeme substituci ¢ = 2*. S touto substituci pfejde zadand rovnice na
rovnici kvadratickou, kterou snadno vyfesime:
2 —
t“+4t = 6t
tt—2) = 0.
Kvadratickd rovnice méa dvé feseni: t; = 0 a to = 2. Nyni se vratime zpét
k pocatecni substituci a vypocéitdme neznamou z. V prvnim pfipadé obdr-

zime rovnici 0 = 27, ktera nem4 feSeni. Ve druhém pripadé dostaneme rovnici
2 = 27 s jedinym feSenim: x = 1, coz je hledany vysledek.

d) Nejprve uréime, pro kterd z je rovnice definovana. Argument logaritmu mus{
byt kladné ¢islo, odkud dostéavame dvé podminky, které musi soucasné platit:

e 3r—5>0 = x>§
e r—2>0 = x>2.

Z podminek plyne, ze € (2,400). Nyni zadanou logaritmickou rovnici

vyresime:
1n3x—5 = In2
xr— 2
3 —
xr — 5 _ o
xr— 2
3r—5 = 2x—4
r = 1.

Z rovnice nadm vyslo feseni, které nevyhovuje podmince, ze x € (2, +00). To
znamena, ze dand rovnice nema reseni.
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4

Limita funkce. Spojitost funkce.

Priklad 42 Vypocitejte limity nasledujicich funkei:

a)

T+ 2

b)
) x—3
lim
e=3 12 —6—x
c)
) 2t 4+ 523 — 2246
lim
z——oc 3zt — 623 + 4 — 8
d)
lim (\/:172 +1- x)
T—+0o0
e)
1
lim 22 - cos —-
z—0 T
Reseni.
a) Limitu nelze vypocitat pfimym dosazenim — ziskali bychom nedefinovany
vyraz %. Vyraz ve jmenovateli zlomku 1ze ale rozlozit na soucin pomoci vzorce
a? —b® = (a+b) - (a—b). Nasledné miizeme zlomek vykratit vyrazem x + 2.
Tato tprava jiz umozni primé dosazeni hodnoty —2. Mame:
. T+ 2 . T+ 2 . 1 1 1
lim —— = lim —— = lim = =—-.
t——232 -4 z--2 (1‘+2)~(5E72) r—=—23 — 2 —2-2
b) Pi{imym dosazenim hodnoty do zlomku bychom opét ziskali vyraz %. Jmeno-

vatel zlomku proto rozlozime na souéin ¢éinitelt: 22—z —6 = (z+2) - (v — 3).
Poté muzeme kratit vyrazem x — 3 a nésledné primo dosadit hodnotu 3.
Tedy:

lim —2 5 —fm 25 ==

1
20872 76 ans(z+2) (x—3) ausz+2 3+2 5

Po primém dosazeni hodnoty —oco za = dostaneme nedefinovany vyraz. Je

tedy tfeba opét provést urcité algebraické ipravy. V predpisu lomené funkce
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nalezneme vyraz obsahujici nejvys$i mocninu (tedy z#) a vytkneme jej v ¢ita-
teli i ve jmenovateli a nasledné jim zlomek vykratime. Poté dosadime hodnotu
—o0 a obdrzime vysledek:

4 3 .2

at + 52 — 22+ 6 A R
1 1 3 = lm s )
z——oc0 3x* — 613 +4x — 8 T——00 I ﬁ_kxif—"_z% =

1404040 1
340+04+0 3

Po pifimém dosazeni hodnoty 400 za x obdrzime nedefinovany vyraz typu

, e PR VZZ¥ita
+00 — 00. Proto vyraz vhodné rozsifime (vyndsobime zlomkem ﬁ) a
vyuzijeme vzorec (a+0b)-(a—b) = a® —b%. Po téchto tipravach jiz Ize hodnotu
400 za x dosadit a dostat se k vysledku. Je:

vz +1
lim (Va?+1—2z) = lim (Va?+1—2x) vt

T—+00 x—+00 ’ \/I2+1+l’
. (22 4+1) — 22 . 1
= lim ——— = lim ———
z400 (/2 4+ 1+ ot /a4 14
1 1

(+00)2 4+ 1400 +0

Zde vyuzijeme toho, Ze funkce cos :%2 je omezend (jejim oborem hodnot je
interval (—1;1)) a toho, ze

lim 22 = 0.
x—0

Vime, ze nulova funkce vynasobena omezenou funkei zlistava funkei nulovou.
Odtud plyne:

. 9 1 . 1
lim z -005—2:O-llmcos—2:0.
x—0 e x—0 X

Vsimnéme si, ze jsme byli schopni priklad vypocitat, prestoze

1
lim cos — = neexistuje.
x—0 T

Priklad 43 Vypocitejte limity nasledujicich funkei:

a)

1\ 5z
lim (1 + 7)
Tr—+00 X

sin bx
im
z—0 15x
. sinx
lim —
x—0 1’3



. T+ 4\7
lim ( )
rz—+oo \x + 3

lim (1+§), je-lic € Ry e > 0

xr—+00
f)
sin bx
im —
z—0 sin 3x
g)
. 1—cosbx
lim ———.
x—0 33;‘2
ResSeni. Pii feSeni tohoto piikladu nékolikrat vyuzijeme dvou specidlnich li-
mit: 1 .
lim (1 n 7) —e,  lim 2% _q,
r—+00 x x—0 X
a)
1 5z 1 x 5
im (14-)" = 1m ((1+-)7) =¢°
Tr—+00 x€X r—r+00 xX
b)
sin bx .1 sinbx 1 1
im = lim = - —-.1="=
z—0 1bx z—0 3 5x 3 3
¢)
. sinx . —1 sinzx o =1
lim — = lim —- :hm—2 1=-
x—0 x z—0 x x z—0 2
d)
. T+ 4\* . x+3 1 \=
lim <7) = lim ( + )
z—+oo \ L + 3 zo+oco \x+3 x+3
1 z+3 -3
—  lim (1+ ) . lim (1+ )
T—>+00 r+3 T—+00 x+3
= e 13=¢e-1=¢
e)
. c\® . 1\e\¢
lim (1—4—7) = lim ((14—;) ) = e
T—400 x T—+00 °
f)
sin 5 .5 7512‘5% 5
im = lim - - —= = =
z—0sin3x =03 % 3

34



. 1—cosbhx . (1 —=cosbz) - (1+ cosbzx)
lim ———— = lim
a—0  3a2 0 322 - (1 4 cos bz)
1 — cos? 5z . sin? 5x 25
= lim = lim R
=0 322 - (1 + cosbx) 2—03z2- (1 +cosbr) 25
. sinbx . sinbx . 25
= lim - lim - lim
e=0 5r 2—0 5z  2—03- (14 cosbx)
-1 2B
3.2 6

Priklad 44 Zjistéte, zda jsou nasledujici funkce spojité v zadaném bodé:

a) f
b) fo:y=a?+2z—15v bodé x = —3
c) f y—cos(a:—%)vbodém:g

)

d) fi:y=1logy,x v bodéx=0.

Reseni.

a) Funkce f; neni spojitd v bodé x = 2, protoZe tento bod neni souéasti jejiho
defini¢niho oboru.

b) Funkce fa je spojitd na celém svém definiénim oboru, na R.

c¢) Funkce f3 je spojitd na celém svém definiénim oboru, na R.

d) Funkce fy4 neni spojitd v bodé = = 0, protoze 0 ¢ D(f4).

Priklad 45 Zjistéte, zda jsou v daném bodé nésledujici funkce spojité. V opac-

ném pripadé rozhodnéte, o jaky druh nespojitosti se jedna.

. 22 -4 pro z<4
a) Vbodex4funkceg1.y{ 3 pro x> 4.
b) V bodé z = 0 funkce g : y = sgnx.

d) V bodé x = —5 funkce g4 : y = :1;_+3 .

e) V bodé z =1 funkee g5 : y = Y2=2=2,

f) V bodé z = 0 funkee gg : y = e.
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Reseni.

a) Zajima nas chovin{ funkce v bodé x = 4. Vidime, Ze funkce je v tomto bodé
definovdna a obé jednostranné limity jsou si rovny:

lim (2% —4) = 12, lim 3z = 12.

T4~ z—4t
Funkce g7 je tedy v bodé = = 4 spojita.

b) Funkce go neni spojitd v bodé x = 0, protoze v ném mé dvé vlastni jedno-
stranné limity, které se vzédjemné nerovnaji:

lim sgnx = —1, lim sgnx = 1.
z—0— r—0Tt

V bodé x = 0 m4 funkce g, neodstranitelnou nespojitost 1. druhu se skokem
2.

c¢) Funkce g3 neni spojitd v bodé = = 8, jelikoz v ném neni definovidna. Obé
jednostranné limity jsou si vsak v tomto bodé rovny:

lim 27 =4, lim 2z = 4.
z—8~ z—8+
Jedna se tedy o odstranitelnou nespojitost. Snadno bychom ji odstranili do-
definovdnim funkéni hodnoty g3(8) = 4.

d) Funkce g4 neni spojitd, bodem nespojitosti je z = —5. V tomto bodé mé
funkce dvé nevlastni jednostranné limity:

lim = +4o00, lim = -0
z——5- T+ D z——5+ 2+ 5

Jednd se tedy o neodstranitelnou nespojitost 2. druhu.

e) Definiénim oborem funkce g5 je mnozina D(gs) = (—o00,2) \ {1}. Funkce g5
tak nemtze byt spojita v bodé z = 1, protoze v tomto bodé neni definovana.
Spocitejme limitu pro x jdouci k jedné:

hm\/’c')—x—2 Vo—x—2 Vh—x+2 VJ2—x+1

—_— = m
=1 /2 — o1 —1 .L—>1\/ﬂ71 \/57§U+2 \/271"{‘1
(G-2)—4 , VZ-w+1

i N g R s
2 1

— 1.7_7
4 2

7 existence vlastni oboustranné limity vidime, Ze jde v tomto ptipadé o
odstranitelnou nespojitost. Dodefinovanim funkéni hodnoty g¢5(1) = % by se
funkece g5(z) stala spojitou na intervalu (—oo, 2).
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f) Funkce gg je nespojitd pouze v bodé x = 0, ktery jako jediny nepatii do
jejtho defini¢niho oboru. V tomto bodé ma funkce dvé ruzné jednostranné
limity, z nichz jedna z nich je nevlastni:

. 1 . 1
lim e =0, lim e* = +oo0.
z—0~ z—07+

Jedna se tedy o neodstranitelnou nespojitost 2. druhu.

Priklad 46 Uvedte jednu konkrétni funkci, kterda bude

a) mit v bodé x = —2 neodstranitelnou nespojitost 2. druhu, pfi¢emz limita
pro z jdouci k hodnoté —2 zleva, ani zprava nebude existovat.

b) definovdna a nespojitd v kazdém bodé = € R, pficemz jej{ absolutni hodnota
bude funkci spojitou na R.

Reseni.

a) Chytfe vyuzijeme toho, Ze pro = 400 neexistuje limita funkce sinz. Re-

Senfm je pak napifklad funkce sin —=, kterd evidentné neni v bodé z = —2

427
definovéna a navic:

lim sin = sin (—o00) = neexistuje,
T——2- T +2
lim sin = sin (+00) = neexistuje.

r——2T x4+ 2

b) Vime, ze Dirichletova funkce x(z) je nespojitd v kazdém bodé = € R. Tuto
funkei snadno modifikujeme na funkei (), kterd bude spliiovat podminky
v zadani. Staci polozit ¢ (z) = 1 pro libovolné racionalni éislo a ¢ (z) = —1
pro libovolné &islo iraciondlni. Absolutn{ hodnota |¢(z)| je funke{ konstantni
(spojitou) s oborem hodnot {1}.

Priklad 47 Dodefinujte funkci f : y = olte’—a—1 tak, aby byla spojita na R.

1—x2

ResSeni. Funkce f je zfejmé spojitd na celém svém definiénim oboru, tedy na
R\ {-1;1}. Potfebujeme odstranit nespojitost v bodech —1 a 1. Pfedtim, za

predpokladu, ze x # +1 vyraz ””4+1$_3;f*1 zjednodusime:
43 —2x—-1 (2—-1)-(1+4a) (22 +z+1) 5 .
= =—x‘—z—1
1—a2 1-2z) (142
Odtud plyne:
4, .3
—x—1
lim e lim (—2? —2 —1) = —1,

z——1 1—22 z——1
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4 3
—z—1
lim ST TP i (a? -2 1) = -3,
x—1 1— 372 x—1

Aby se funkce f stala spojitou, je nutné dodefinovat f(—1) = —1a f(1) = —3.

Piiklad 48 Vime, Ze plati tvrzeni (T): je-li funkce spojita na intervalu (a, b)
(a,b € R), pak je na tomto intervalu omezend. Na piikladech ukaZte, Ze oba
predpoklady (spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou pro platnost tohoto
tvrzeni podstatné.

Reseni.

1. Na uzavieném intervalu (—1,1) je funkce y = m% nespojitd a neni na ném
omezena. Ukazali jsme tak, ze pri poruseni predpokladu spojitosti funkce
tvrzeni (T) nemusi platit.

2. Funkce y = % je spojitd na otevieném intervalu (0,1), ale neni na ném
omezena. Zjistili jsme tak, ze pii poruseni predpokladu uzavienosti intervalu
tvrzeni (T) obecné neplati.

Priklad 49 Vime, ze plati véta Weierstrassova: je-li funkce f spojitd na uza-
vieném ohrani¢eném redlném intervalu (a,b), pak na tomto intervalu nabyva
svého maxima a minima. Na prikladech ukazte, Ze oba predpoklady (spojitost
funkce a uzavienost intervalu) jsou pro platnost véty Weierstrassovy podstatné.

Reseni.

1. Na uzavieném intervalu (0,1) neni funkce y = x — |z] spojitd. PTestoze je
na tomto intervalu omezend, nenabyva na ném své nejvétsi hodnoty. Ukazali
jsme tak, ze pri poruseni predpokladu spojitosti funkce véta Weierstrassova

obecné neplati.

2. Funkce y = x je spojita na otevieném intervalu (—2,2), PrestoZe je na tomto
intervalu omezend, nenabyva na ném své nejvétsi a ani své nejmensi hodnoty.
Odtud ihned vyplyva, ze pri poruseni predpokladu uzavrenosti intervalu ne-
musi véta Weierstrassova platit.

Priklad 50

a) Dokazte, Ze rovnice cos(x + 1) — 2 = 0 m4 alespoil jedno Teseni.

b) Dokaite, ze funkce f : y = x* — 323 + 222 — x protind na otevieném intervalu
(2,3) osu x.

38



Reseni. U feSeni obou piikladi vyuzijeme Bolzanovu vétu: je-li funkce f spo-
jitd na redlném intervalu (a, b) a plati-li f(a)-f(b) < 0, pak existuje bod x € (a,b)
tak, ze f(x) =0.

a) Dosadime-li do funkce f : y = cos(x + 1) — = hodnotu —1, zjistime, Ze
f(=1)=1—(-1) =2 > 0. Vime, ze —1 < cos(x+1) < 1. Proto, dosadime-li
za z hodnotu 3, bude zfejmé f(3) < 0. Z Bolzanovy véty odtud vyplyva, ze
rovnice cos(z + 1) — z = 0 ma na intervalu (—1,3) alespoii jedno TeSeni.

b) Uréime hodnoty funkce f v bodech 2 a 3. Ziejmé

f2 = 22-3.224+2.22-2=16-24+8-2=-2<0,
f(3) = 3*-3.334+2.32-3=81-81+18-3=15>0.

Plati tedy f(2)- f(3) < 0, odkud z Bolzanovy véty plyne, Ze funkce f protind
osu z na intervalu (2, 3).
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5 Derivace funkce. Diferencial funkce.

Priklad 51 S vyuzitim definice derivace funkce vypocitejte derivaci spojité
funkce

a) fi:y=2a%+3vbodéxy=4
b) fo:y=|z|vbodéxzy=0
c) f3:y =23 v libovolném bodé =

d) f4:y=sinz v libovolném bodé x.

Reseni. Derivace funkce f v bodé x( je obecné definovana jako vlastni limita

lim f(xo + Ax) — f(ffo)’
Az—0 Az

pokud je f v okoli bodu z( definovéna.

a) Dosazenim zadanych hodnot do predpisu ziskdme vyraz

i (44 Az)? +3) — (42 +3)

2 / _
(" + 3)%:4  Az—0 Az ’

ktery dale upravime:

. 16+8-Ar+ (Az)?+3-16—3 . (Az)?+8Ax
lim = lim ——
Az—0 Az Ax—0 Az

= lim Az +8=28.
Azxz—0

Vsimnéme si, ze vysledkem derivace funkce v konkrétnim bodé je ¢islo.
b) S vyuzitim vzorce definujiciho derivaci funkce v daném bodé méame:

(|z]), —o = lim [0+ Az| - [0] = lim 18z| = neexistuje.
ro= Az—0 Ax Az—0 Az

To, ze tato limita neexistuje si miizeme ovérit vypoctem jednostrannych limit:

|Az|
Az—s0- Az

|Az|

-1
’ Az—0+ Ax

1.
Jednostranné limity vysly rtuzné, tudiz funkce fo v bodé 0 derivaci nema.
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¢) Opét dosadime do vzorce. Dostaneme

) + Az)? — 23
3\/ —_ 1 (Z‘
(%) Azms0 Az
. 23+ 322 Ax + 3z(Az)? + (Az)? — 23
= lim
Az—0 Az
. 322Ax + 3z(Ax)? + (Az)?
= lim
Azx—0 Ax
= lim (32% + 3zAx + (Az)?) = 32°.
Az—0

Vsimnéme si, ze vysledkem derivace funkce v libovolném bodé je funkce.

d) U tohoto piikladu pouZijeme goniometricky vzorec ve tvaru:

. ) L a—pf a+p
sina — sin 8 = 2sin 5 e85

Podle vzorce definujictho derivaci dostaneme:

sin(z + Az) —sinz

. / _ 1
(ine) = Jim, Az
_ 2sin(4E) - cos(z + 42)
= lim
Az—0 Az
: Az
sin( &% A
= lim 22). lim cos(eri)
Axz—0 Tm Axz—0 2
= 1-cos(zx+0)=-cosz

Priklad 52 Vime, ze plati tvrzeni: ma-li funkce v bodé x( derivaci, pak je
v tomto bodé spojitd. Najdéte priklad ukazujici, ze obracené tvrzeni neplati,
tedy, Ze ze spojitosti funkce v bodé xy neplyne existence derivace v tomto bodé.

Reseni. Hledanym pifkladem je tfeba funkce f : y = || v bodé 0. Tato funkce
je spojita v kazdém bodé x € R, nebot
lim |z| = |zol.

T—x0

Je tedy spojitd i v bodé xyp = 0. V tomto bodé vSak nemd derivaci, jak jsme se
presvédcili v predchozim prikladé.

Priklad 53 Stanovte derivace néasledujicich funkei:

a) fr:y="7x* =623 +5x2 —4x +3

b) fo:y=3Vr+8Yr+x
c) f3:y=22"°>—-3z"2 45!

)
)
)
d) fa:y=6"+e® —e® +logsx+Inz +Inb.

41



Reseni.

a) Neékolikrét vyuzijeme obecny vzorec pro derivaci redlného (konstantniho) né-
sobku mocninné funkce: (cz™)’ = c-n-x" ! a také faktu, Ze derivace konstanty
je nula: ¢/ = 0. Dostaneme tak:

y = 47247 —3.6207) +2. 5227 — 42071 40
2823 — 1822 4+ 10z — 4.

b) Zadany vyraz si nejprve upravime, aby se ndm snadnéji derivoval:

397+ 8z + vz = 326 + 8z + 22,

Mame:
1 1 1
y/ = 3. 6Jg(éfl) +8. 1x(zfl) + 533(%71)

! -3 +9227% 4 1 -3

— —T T _x
2 2

. 1 + 2 + 1

Ve Vi 2V

c)
y/ = 5. 21-(—5—1) _ (_2 . 31.(—2—1)) + (_1 . 5(,6(_1_1))

= —10z7 %+ 6273 — 5272

1

z-lnb

1
y =6 -In6+0—e* + + = +0=6"-In6—¢e" +
T

z-Inb

Priklad 54 Stanovte derivace nasledujicich funkei:

a) gy :y=a" 5%

b) go 1y = 2T

c) g3:y=sinx-cosx
)

Reseni. Prifeseni tohoto prikladu vyuzijeme vzorec pro derivaci sou¢inu dvou
funkci a také vzorec pro derivaci podilu dvou funkei:

, , , w\’  uwv—u
(u-v) =u'v+uw, —) =
v v
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a) y' =5x*.-5% +2%.5%-1In5

b) r_ 3:(8x—2)—(3z+7)-8 _ 24x—6—242—56 __ 31
y = 8z—2)? = T64z2 32044 322216012
/ : : _ 2 s 02
¢) ¥y =cosz-cosx +sinz- (—sinz) = cos®z —sin”
d) y, _ 4:v3~10g4 r—z4~ﬁ _ 13(4log4z—ﬁ)
log? = log? © :

Priklad 55 Vypocitejte derivace slozenych funkei:

a) hy:y= 4=

b) hg:y = cosbz

c) hz:y=el810?

d) hy:y= 7sin® @

ReSeni. Piipometime, Ze slozenou funkei derivujeme jako souéin derivace vnéjsi

funkce s derivaci funkce vnitini, a ze podobné je mozné derivovat i vice do sebe
vnorenych funkci.

a) y = 4% In 4 . 322

b) ¢ = —sinbx -5

/1 _ Jlogigx 1
C)y = %10 " ZzIn10

d) ¢ = 750’ 0 7. 6sin® x - cos z.

Priklad 56 Nasledujici funkce zderivujte podle x. Poté urcete hodnotu deri-
vace v zadaném bodé z.

a) fi:y=(z3—52—10) -3z, v =3

b) fQ:y:e31:2112w’x0:0

2
) fary=Ingty, zp=1

d) friy=a/7, 29 =1

sin z
)

e) fs:y=cosx To =

vol3
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Reseni.

2)

Derivujeme jako soucin dvou funkci, pricemz vime, Ze druhd z nich, tedy
v/ 3z, je funkce slozena. Mame

3
"= (32% = 5) - V3z + (2® — 5z — 10) - ——.
v = (3% =5) VB + ( ) 5
Dosazenim hodnoty 3 za x ziskdme derivaci v bodé z¢y = 3
3
y'(3) = (27—5)~3+(27715—10)~6 =66+1=67.

erivujeme podle vzorce pro podil dvou funkei s tim, ze pii derivaci ¢itatele
Derivuj dl dil d funkci s tim, ze pii derivaci ¢itatel
pouzijeme vzorec pro derivaci souc¢inu dvou funkci. Tedy
, (e"-sinz+e”-cosx)- (32% +2) — (e - sinx) - 6
v= (322 + 2)2.

Tato derivace ma v bodé xg = 0 hodnotu

0+1)-2—0 1

/
)= =77 _

Derivujeme jako slozenou funkci, pficemz vnéjsi funkei je logaritmus a vnitini
jeho argument. Jelikoz je vnitini funkce podilem dvou funkci, vyuzijeme vzo-
rec pro derivaci podilu dvou funkci. Dostaneme tak

. 1 2z-(9—2%) —(9+2?) - (—22)
- — -
Star (9 —22)2

18z — 223 + 18z + 223 36z
(9+22)-(9—22)  81—at

Odtud jiz snadno vypocitdme derivaci v bodé x¢ = 1. Je totiz

36 9
My =2 -2
v =35~ 30

V tomto prikladé se musime vyporadat se situaci, jak zderivovat funkci umoc-
nénou na funkci. Poslouzi ndm k tomu rovnost

In A
A=¢e"",

kde A muze byt libovolnd funkce, kterou lze zlogaritmovat. Pokud si za A
dosadime zV? zjistime, Ze

NG :
x\/:f _ eln:r _ e\/flna:.

Platnost posledni rovnosti plyne ze zndmého vztahu: In B¢ = C-In B. Pouzili
jsme pro B=x a C = /.
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Misto #V® (funkce umocnéné na funkei) budeme tedy derivovat eV=™# (kon-
stantu umocnénou na souéin dvou funkei), coz pomoci zndmych vzorcu pro
derivaci umime. Obdrzime

y/:eﬁ-lnm'(%.lnx+\/§.%) :xﬁ(%-kﬁ)

Dopocitani funkéni hodnoty pro bod zg = 1 je jednoduché
y(1)=1-(0+1)=1.

sin x sin z-Iln cos

e) Funkci y = cosx prevedeme do ekvivalentni podoby y = e
Tuto funkci zderivujeme jako funkci sloZenou, pricemz si uvédomime, ze
vnitini funkce je soucinem dvou funkei: sin z a slozené funkce In cos z. Plat{

i ‘ 1
y = esimwincose, (cosx ‘Incosx +sinz - —— - (— sm:c)).
cos x

Hodnotu zy = & do funkce 3’ nelze dosadit, protoze nepatii do jejiho defi-

ni¢nfho oboru. TotiZz cos § = 0, tedy Incos § a ﬁ neni definovano. Zavér
22

zni: y' (%) = neexistuje (neni definovano).

Priklad 57 S vyuzitim diferencidlu funkce urcete pfibliznou hodnotu

a) /0,994
b) sin 46°.

Reseni.

a) Prfi hledani pfibliZzné hodnoty vyuZijeme znalost nésledujici pfiblizné rov-
nosti:
flxo +Az) = f(zo) + Ay = f(xo) + f'(20) - Ax.

Hodnotu zg zvolime v blizkosti zadané hodnoty 0,994 tak, abychom byli
schopni pifmo uréit hodnotu funkce /z v tomto bodg; polozime tedy zg =
1. Médme: Az = 0,994 — 1 = —0,006. Derivace funkce y = /z mé tvar
/ —1 1

y = %x =5 Nyni uréime diferencial funkce:

Fzo) - Az = (—0,006) = —0, 003.

1
21
Vypoctené hodnoty dosadime do vyse uvedeného vzorce:

£(0,994) = /1 — 0,006 ~ 1 + (—0,003) = 0,997.
Piibliznd hodnota /0,994 je tedy 0, 997.
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b) Opét budeme dosazovat odpovidajici hodnoty do vzorce
flzo + Ax) = f(x0) + Ay & f(xo) + f'(x0) - Az.

Tentokrat volime xo = § = 45°, odkud Az = (46 — 45)° = 1° = {55. Vime,
Ze (sinzx)’ = cos z. Dostavame tak:

T T ™
in 46° = sin(45 + 1)° ~ sin — ( —)~—z,719448.
sin46° = sin(45 + 1)° = sin 1 + { cos 180 0
Priblizna hodnota sin 46° je tedy 0, 719448.

Priklad 58 Urcete prvni, druhou, tfeti derivaci néasledujicich funkeci:

a) y = 3x° + 22* — 623 + T2 — 200 + 72

x

b) y =cosx + e~

) y=vr

d) y = arctan z.

Reseni.
a)
y = 15z% + 823 — 1822 + 142 — 20
y' = 602° + 242% — 362 + 14
y" = 180x% 4 48z — 36
b)
y = —sinz—e”
" = —cosx+e®
" = sinz—e®
c)
1 . 1
ro— G =
4 2" NG
1 /-1 | —1 3 -1
A e N e e VIR
4 2(2)352 43:2 4/ 3
—1 -3 3 3 5 3
meo o T2 (2} g2 2 5
Y 1 (2) v 8 T sV



;o 1
L Qg
—2x

"o
YT Ut

mo_ —2-(1+2%)?2 - (-2x)-2-(1+22) - 22
Y (1+22)4

—2(1+a?) + 822  6a® —2
(1+22)3 (1 422)3

Priklad 59 Urcete stou derivaci funkce

a) y=x-¢e"

b) y =sinx + cosz.

Reseni.

a) S vyuwzitim vzorce pro derivaci sou¢inu dvou funkci vypoécitdme nékolik prv-

nich derivaci funkce y:

/

Y

"

e’ +x-e”

= "+ +r-ef=2"+x-e"
" 2¢" + e +x-e” =3e" +x-e”.
Nyni jiz vidime, jak bude vypadat n-t4 derivace funkce y:
y ™ =n-e® 4z et

Odtud ihned plyne, ze 3199 =100 - e® + z - €®.

b) Opét spocitdme nékolik prvnich derivaci funkce y dostatecnych k tomu,
abychom odvodili, jak bude vypadat std derivace:

/

Yy = cosx —sinx
y' = —sinz —cosz
y" = —cosx+sinz

y(4) = sinx 4+ cosz.

Vidime, Ze ¢tvrté derivace je stejné jako funkce y, plati tedy y®*) =y a také
y®) =y a podobné. Vzhledem k tomu, Ze &slo sto je piirozenym nasobkem
¢isla 4, dostavame tak y(190) = ¢ = sinz + cos x.
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6 L’Hospitalovo pravidlo. Taylorav a Maclauri-
niv rozvoj.

Priklad 60 Pomoci L’Hospitalova pravidla vypocitejte limity funkei:

a)

sinx

lim
z—0 X

. 33+ 22 —5x—3
lim
z——1 2 —1

3 —1
im
z—0 22 + 22

. arctan (x + 3)
lim ———
rz——3 4 —9

. sin bx
lim ——.
z—0e¥ —e™%

Reseni. U vsech zde uvedenych piikladi jde o vypocet limit typu [2], nebot
jsou ve tvaru lim,_, ., %, kde f(zo) = g(xzo) = 0. Snadno ovéfime, ze u kaz-
dého prikladu muzeme pouzit L’Hospitalovo pravidlo a tudiz limity pocitat s
vyuzitim derivaci:
!/
x
i@ (@)
z—zo g(x)  w—wo (g(x))

Po zderivovani ¢itatele a jmenovatele uz lze dosadit konkrétni hodnotu zq, ¢imz
obdrzime hledany vysledek.

a)

i sinz lim (sinx)’ i %% 4
=0 T z—0  (z) z—0 1
b)
323 + 22 —5r —3 . (32 + 2% — 52— 3)
lim 5 = lim
rz——1 x4 —1 r——1 (1’2 — ]_)'
_ 922 4+ 22 -5 _
r——1 2x



.3 -1 . (3*—1Y _ 3*.ln3 In3
lim = lim = lim = -
e—0 22 + 2z 2—0 (22 4 22)" 10 22+ 2 2
d)
1
4 G
i @ 3) g, (arctan(@3) o mewE L
Tz——3 2 —9 rT——3 (1’2 — 9)’ r——3 2z 6
e)
sin 5z . (sin 5x)’ . 5 cos bz 5
hmizhmiz m —— = —

z—0eT —e T 30 (e® —e 7))  z-0e? — (—e T) 2"

Priklad 61 Vypocitejte limity funkei:

a)
. cos8x —1
lim —
z—0 SIn“x

i 1 —cosx
im —
z—0 e —4p — 1

Inx

lim
x—0+ cotx

. 2sinz — sin 2z
lim ————.
z—0 x —sinzx

ReSeni. Pii feseni téchto pifkladi budeme opakované pouzivat L'Hospitalovo
pravidlo a vhodné algebraické upravy.

a) Jednd se o limitu typu [8]. Muzeme pouzit L’Hospitalovo pravidlo:

cos8r—1 . (cos8—1) . 8.(—sin8x)
- = lim - = lim ———=.
=0  sin®x =0 (sin® x)’ -0 2sinz - cosx

V tomto pripadé nam jedno pouziti L’Hospitalova pravidla nestacilo, ale
jelikoZ jsme ziskali viraz typu [3], mizeme pravidlo vyuzit znovu. Piedtim
nez Citatele a jmenovatele opét zvlast zderivujeme, vyuzijeme zndmy vzorec:
2sinx - cos ¢ = sin 2x. Obdrzime tak

8- (—sin8x) (—8sin8z)’ . —64cos8z

- = lim - — = lim ——— = —32.
=0 2sinx - cosxz  +—0 (sin2x) z—=0 2cos2x
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b) Opét jsou splnény predpoklady pro pouziti L’Hospitalova pravidla, znovu
pro limitu typu [%]. Maéme:

y 1—cosz . (1 —cosz) . sin x
im ——m—— = lim ———— = lim ——.
g—0 et —4dx —1 -0 (e* —4dx — 1)  2-04et® —4

Stejné jako v predchozim prikladé aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo po-
druhé:
sin x . (sinzx)’ . coszx 1

i _— = _— = —,
750 det® — 4 250 (dete —4) 250 16e% 16

¢) Uplatnime L’Hospitalovo pravidlo na limitu typu [£22]. Déle vyraz upravime
a pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo podruhé, tentokrat pro limitu typu [%].
Dohromady méame:

1 . .
Inx = —sin?z . —2sinx - cosx

lim = lim = lim ——=lim —— =0.
z—0t cotxr  z—0t z—0+ T z—0+ 1

sin? x

d) Trikrat po sobé aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo na limity typu [%]:

. 2sinx — sin 2% . 2cosx — 2cos2x
lim ———— = lim
z—0 r —sinx z—0 1 —cosx
. —2sinx +4sin 2z
= lim -
z—0 sin x
. —2cosx + 8cos2x
= lim =
2—0 cos X

Priklad 62 S vyuzitim L’Hospitalova pravidla vypocitejte:

a)

lim z-lnx
z—0t+

b)
lim 2" -e™ %, kde ne N
Tr—r—+00

c)

. 7 7

lim ( - — )

z—0 \sinx tanx
d)

lim z*®



Reseni.

a) Danou limitu typu [0 - (—o0)] jednoduse upravime na vypocet limity typu

[_T_%}, na kterou lze aplikovat I.’Hospitalovo pravidlo:
Inx 1
lim z-Inz = lim —— = lim & = lim —x=0.
z—0t xz—0t = z—0t - z—0t

b) Danou limitu typu [(+00) - 0] pfevedeme na vypocet limity typu [%] Poté
jiz muzeme nkrat po sobé uplatnit L’Hospitalovo pravidlo:

n n—1
. _ . . n-xr
lim z"-e® = lim — = lim

T—+00 z—+oo e¥ T—+00 e’

-2 0

. n-(n—1)-z2" . n!-x

= lim ( ) =...= lim — = 0.
T—+00 e’ rz—+oco e¥

¢) Jednd se o limitu typu [+o0o — o0], kterou vhodnymi dpravami prevedeme na
limitu typu [%] a ndsledné pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo:

hm( ! - ! ) = 7~lim( L i):?.]jmlfﬂ

z—0\sinx tanx z—0 \sinx (S:g;“; z—=0 sinz
. sinz
= 7-lim =7-0=0.
z—0 COS T

d) Limitu typu [0°] pfevedeme nejprve na limitu typu [0 - (—o0o)] a tu pak na
limitu typu [%], na kterou aplikujeme L’Hospitalovo pravidlo. S vyuzitim
spojitosti exponencialni funkce zapiseme prvni krok nasledujicim zptsobem:

sin x sinz-lnx __ elimzaoJr sinz-lnx

lim =z
z—0t z—0t

Vysledkem tedy bude hodnota e?, kde
1

Inxz P
A= lim sinz-lnz = lim —— = lim —2—
20+ z—0t = =0t —=5
sin x sin® x
. sinz
— — lim - lim tanz = (-1)-0=0.
0+ T z—0t
Odtud
lim 251% =4 =0 =1
r—0t

Priklad 63 Necht f(z) = 2cosxz+3x a g(x) = 5x+sin z. Ovéite, Ze neexistuje
!/

)

v—+oo (g(7))

piestoze limita typu [+22] ve tvaru

)

lim M
v=+o0 g(x)

je vlastni. Urcete jeji hodnotu.
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Reseni. Nejprve ovéiime, Ze limita

L @)
o= (gl2))

neexistuje. Dosadime odpovidajici funkce ze zadani a zderivujeme je. Obdrzime

. (f) . (2cosz + 3x)’ . —2sinx+3
lim —%% = lim ~— % = lim ———
a—+oo (g(x))!  a—+oo (b +sinx) z—+oo0  § 4+ cosx

Tato limita ziejmé neexistuje (funkce je periodickd). Déale uré¢ime hodnotu limity

lim f(@)

z=+oo g(x)

Z citatele i ze jmenovatele zlomku vytkneme z, kterym zlomek zkratime. Potom
zbyde vyraz, u kterého je jiz snadné limitu vypocitat. Mame:

f(z) _owe(3243) 043 3

i 27— —

im . = = 2.
e—=too g(x) aw—toox- (54 =E) 540 5

Timto prikladem jsme pripomenuli, ze L’Hospitalovo pravidlo neni vSemocné.
Existuji priklady (jako tento), kdy je tfeba postupovat jinak, abychom se dopo-
¢itali ke spravnému vysledku.

Priklad 64 Naleznéte Maclauriniv rozvoj nasledujicich funkei pro obecné n:

)
)

c) fa:y=coszx
)

fary=In(1-2).

Reseni. Vime, ze Maclaurintiv vzorec ma podobu:

f70) 5 f70) g F™(0)
T R A TR A A

~x" + Ry (x).

a) Zjistime funkéni hodnotu f;(0). Uréime nékolik prvnich derivaci funkce f;
a jejich funkéni hodnoty v bodé 0. Podle nich uz budeme schopni stanovit
obecny Maclaurintv rozvoj:

o filz)=e* = f1(0)=¢e"=1
¢« fll@) = - = fi(0)=—c0 =1
c @)= = H0)==1
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Ziejmé pro k € IN plati, ze fl(%)(O) =1a 1(%71)(0) = —1. Vypoctené
koeficienty dosadime do Maclaurinova vzorce. Dostaneme tak:

_ 332 333 n

filz) =e x=1—x—|———7+...(_1)nm

b) Ziejmé f5(0) = sin0 = 0. Opét vypodcitdme nékolik prvnich derivaci funkee
f2(x) v bodé 0:

o fl(x)=cosz = fi(0)=rcos0=1
1!

o fll/(x)=—sinz = fY(0)=—-sin0=0
o f)!(x)=—cosz = [fJ'(0)=—cosO=-1
o fVa)=sine = f0)=sin0=0.
Nyni jiz dokdzeme urcit, jak vypadaji derivace v bodé 0 obecné pro k € N:
o fM0)=0
o 7V0) = (-1

Vypoctené koeficienty opét dosadime do Maclaurinova obecného vzorce:
O B 2n—1

f2(f€):Sinx:x77+77.“(71)n,1 x

3l " 5l @n_1y + Fenma(@):

¢) Podobné jako v pfedchozim ptikladu jsme (pro k € IN) schopni obecné urcit
hodnotu k-tych derivaci v bodé 0 a ty dosadit do Maclaurinova vzorce:

o f3(0) = (~1)
N i)E2k—1)(0):0.

Odtud méame:

.’EQ £U4 2n

no1®
fa(x) =cosx=1-— o + o (=1 1271! + Ron ().

d) Vypocitdme koeficienty pot¥ebné pro dosazeni do Maclaurinova vzorce:
o fulx)=In(l—2) = f4(0)=0
o file) =1 = fi0)=-1
« @)= = —  f0)=-1
o fI'(2) =gt = fi'(0)=-2
4 _ 4
o V) =2 = fY0)=-6

Ziskané koeficienty dosadime do Maclaurinova vzorce a po zkraceni obdrzime
vysledek:

T T T z"

falx)=In(1—2)=—z 7 "3 " -

+ R, (z).
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Priklad 65 U funkce f : y = /1 + z urcete Taylorav polynom 4. stupné
v bodech 3 a 1.

Reseni. Vime, ze Taylortiv vzorec ma tvar:

f@) = Sl + L @ gy ¢ L0 (o gy SO0 ey
(n) (5
—i-if (o) (x — z0)" + Rn(x — x9).

n!

Podle zad4ni ndm staéi uréit Taylortiv polynom dané funkce po ¢leny s 2, tedy:

f' (o) f" (o) f" (o) N S P (o)

4
11 21 3 (=) a1

(z—m0)* + (x—m0)",

f(zo)+ (x—x0)+

kde zq je rovno 3, respektive 1. K tomu si vypocitame prvni ¢tyri derivace funkce

f(z) =1+ x. Plati:
. F@)=h 4
o ['w)=—1-(1+a2)

o /@)= F- ()

3
2

5 _z
° f(4)(x):—%—6-(l+x) 2.
Dosazenim hodnoty zo = 3 do vysSe uvedeného vzorce (a po jednoduchém zkra-

ceni) obdrzime:

r—3 (z—3)?2 (z-3)% 5(x-3)*
Vitzr=2 . - .
tr=2+t— 61 512 16384

Zcela analogicky ziskame vysledek i pro hodnotu xy = 1:

— ac—li(ac—l)2 (m—l)375(x—1)4
T+o=va+ 2v/2 161/2 * 64/2 10242

Priklad 66 Pomoci Taylorova polynomu 3. stupné urcete priblizné hodnotu

V/66.

ReSeni. Zvolime funkci g : y = ¥/r a bod z¢ = 64, coz je hodnota blizka 66, u
niz jsme bez pocitani schopni zjistit 3. odmocninu. Ziejmeé je x —xy = 2. V bodé
2o = 64 uré¢ime potiebné funkéni hodnoty:

Wl

o g(x) =1z = g(64) =14

= g'(64) = 55

Wl

e gx)=1% 2

o4



9" (64) = — 1555

[ )
Q\
—

5
N~—

I
|
©oho

5

wlu

—
10 — — g///(64) — 8845736 .

. g’”(m) =1z

wloo

Nyni jsme schopni uréit pfibliznou hodnotu g(66) dosazenim ziskanych hodnot
do Taylorova polynomu 3. stupné:

5

1 __1 _5
V66 = V64 +2 =4+ e 2 + ‘;’08 222 4 88‘57'36 .23 = 4,0412401741.

Pro srovndni jesté uvedeme presnou hodnotu vyrazu v/66 zaokrouhlenou na
stejny pocet &islic za desetinnou Garkou: v/66 = 4, 0412400206.
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7

Uziti diferencialniho poctu. Prubéh funkce.

Priklad 67 U néasledujicich funkci naleznéte stacionarni body (pokud existuji)
a vySetTete intervaly monoténnosti.

a)

fi(z) = —bx3 +32% + 92— 7

b) fa(x) = m?il
c) f3(x) = T

d) fa(z) =22 es.
Reseni.

a)

Uréime prvni derivaci funkce a jeji definiéni obor:
fi(x) = —1522 + 62 +9,  D(f]) =R.

Pro nalezeni staciondrnich bodd budeme fesit rovnici fi(x) = 0, tedy rov-
nici —152% 4+ 6z + 9 = 0. Pro usnadnéni vypoctu tuto kvadratickou rovnici
vydélime tfemi: —5x2 + 2z + 3 = 0. Rovnice m4 kofeny z; = —%; xo =1,
coz jsou hledané staciondrni body funkce f;.

Nyni uréime znaménka 1. derivace funkce na intervalech (—oo, —2), (—£,1)
a (1, 400). Do pfedpisu f{(z) si postupné dosadime vhodné hodnoty z téchto
intervali. Pritom vime, Ze kladnd hodnota prvni derivace znaci funkci ros-

touci na daném intervalu, zadporna hodnota znaci funkci klesajici. Mame:

fi(-1) = —15-(-1)*+6-(-1)+9=-12<0
f1(0) = —15-0°4+6-0+9=9>0
fi2) = —-15-2246-2+9=-39<0.

Zjistili jsme tak, Ze dand funkce je rostouci na intervalu (—2,1) a klesajici

57
na intervalech (—oo, —2) a (1, +00).

Uréime prvni derivaci funkce fo a jeji defini¢ni obor:

, _4(x2+1)—4a:-2x_4(1—x2) "o
fala) = (22 +1)2 T (@21 1)2 D(f3) =R.

Resfme rovnici f5(z) = 0, tedy rovnici 4(1 — 22) = 0, jejimiz kofeny jsou
ziejmé body x1 = —1 a x9 = 1. To jsou hledané stacionarni body funkce.

Déle uréime znaménko derivace funkce na intervalech (—oo,—1), (—=1,1)
a (1,400). Do predpisu funkce f4(x) postupné dosadime vhodné hodnoty
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7 téchto intervalu:

gy - 12
2(—2) 55 <0
f2(0) = 4>0
, 12
2) = =
f2(2) 2% <0

Funkce je tedy rostouci na intervalu (—1, 1) a klesajic{ na intervalech (—oo, —1)
a (1, 400).

Uréime prvni derivaci funkce f3:

fi(a) = (1~lnx)2— (- 2) _ Inz — 1.

In“z In?z

Déle urc¢ime definiéni obor funkce f4(x). Vime, Ze argument logaritmu musi
byt kladny, plati tedy = > 0. Zaroven musi platit Inxz # 0, odkud = # 1.
Tedy D(f5) = (0,1) U (1, 400).

Stacionarni bod(y) nalezneme vyfeSenim rovnice fi(x) = 0, tedy rovnice
Inz — 1 = 0. Odtud ihned vyplyva, ze staciondrnim bodem je bod zy = e.
Vzhledem k defini¢cnimu oboru 1. derivace funkce a s tim, Ze konstanta e je
staciondrnim bodem, budeme vySetfovat monoténnost na intervalech (0, 1),
(1,e) a (e, +00). Dosazenim vhodnych hodnot z téchto intervalt dostaneme:

1
(L _
f3<e> 2<0
In2-1
(2) = ——=-0,64<0
B = o
1
2 — —
f3(€) - 4>O'

Odtud plyne, ze funkce f3 je klesajici na intervalech (0,1) a (1, e) a rostouct
na intervalu (e, +00).

Nejprve funkci f; zderivujeme:

1
Ex

fiw)=22-e% +a?- (= 5) = e - (22 -1).

Ziejmé D(f1) = R\ {0}. VyfeSenim rovnice fj(z) = 0 uréime staciondrni
bod(y):

ex-2r—1) = 0
(22-1) = 0

1

r = —.

2

Stacionarnim bodem je tedy bod g = 3. S ohledem na D(f}) a bod zq vy-

Setffme monoténnost na intervalech (—oo,0), (0,1) a (3, +00). Dosazenim
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vhodnych hodnot uré¢ime znaménka prvni derivace na téchto tfech interva-
lech:

fa(=1) = e%l-(2-(—1)_1):_%<0
4

fi(i) = 64-(2&—1):—%<0

fi1) = eT-(2:1-1)=e>0.

Zjistili jsme tak, ze funkce je rostouci na intervalu (%, +00) a klesajici na
intervalech (—o0,0) a (0, 3).

Priklad 68 Naleznéte lokdlni extrémy nésledujicich funkci.

a) g1(x)

b) g2(z) =z -Inx
¢) ga(x) = el="")
d) ga(z) = 2"
Reseni

a) Podezrelé z extrému jsou takové body, v nichz prvni derivace funkce neexis-
tuje nebo je v nich nulova. Uréfme prvni derivaci: ¢f(x) = 322 — 10x + 3,
polozime ji rovnu nule a vyresime vzniklou kvadratickou rovnici:

1
322 -10243=0 = x1:§;x2:3.

Ziejmé D(g;) = R. Funkce mé prvni derivaci definovanou na celém svém
defini¢nim oboru, extrémy tedy hleddme pouze ve stacionarnich bodech 1,
Zo. Vypocitame druhou derivaci funkce:

g7 (x) =62 — 10

a dosadime do ni stacionarni body:

a1 el 0
91(3) = 6 5-10=-8<0
') = 6-3-10=8>0.

Zjistili jsme, ze v bodé x1 = % je druha derivace funkce zapornd, a proto se
v ném nachézi lokdlni maximum. V bodé xo = 3 je druhd derivace kladna,
takze se v ném nachazi lokalni minimum. Bodim jesté dopocitame chybéjici
soufadnice. Mame:

91(%) = (%)3‘5'(%)2%%_7:_%

a(3) = 3 -5.32+3.3-7=-16.
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Lokaln{ minimum funkce g; se tedy nachézi v bodé [1; —11] a lokdlni ma-

ximum mé g; v bodé [3; —16].
Nejprve vypocitdme prvni derivaci funkce go(x) a urcéime jeji defini¢ni obor:
1
gh(z)=1-Inz+z-— =lnz+1, D(g5) = (0, +00).
x
Nalezneme stacionarni bod(y):

Inz+1 =

o =

|~

Uréime druhou derivaci a dosadime do ni vypoc¢teny stacionarni bod xg:

1 1
" _ - " —
g (z) = z 92( )

— =e>0.
e

o= =

Odtud plyne, ze v bodé xg = % se nachdazi lokdlni minimum. Dopocitame

druhou soufadnici: go(1) = 1 -Inl = —1. Lokaln{ minimum funkce g se
nachazi v bodé [1; —1]. Funkce nemé 7adné lokaln{ maximum.

Vypoéitdme prvni derivaci funkce gs(x) a urc¢ime jeji defini¢ni obor:
.2
g3(x) = (=22) - "), D(gy) =R.
Nalezneme staciondrni bod(y):

(—23:)-6(_‘"”2) =0
z = 0.

Nyni uréime druhou derivaci funkce gs:

g5 (@) = (=2) - 4 (=20) - (7)) - (~20) = e (42— 2)
a dosadime do ni vypocteny stacionarni bod xy = 0:

g5 (0)=¢€"-(4-0°-2)=-2<0.

V bodé xy = 0 se nachazi lokdlni maximum dané funkce. Dopoéitdme druhou
soutadnici: g3(0) = €® = 1. Zjistili jsme, 7e funkce g3 ma lokdlni maximum
v bodé [0; 1] a nemd zaddné lokdlni minimum.
Vypoéitdme prvni derivaci funkce g4(x) a uréime jeji defini¢ni obor.

gy(x) =72%  D(f) =R

Z rovnice 728 = 0 piimocafe vyplyvi, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod
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2o = 0. Druhou derivaci funkce g4 je zfejmé funkce g4 () = 422°. Dosadime-
li do nf stacionarni bod zo obdrzime: g{(0) = 42 -0° = 0. Nulova druh4
derivace neznamend, ze lokalni extrém v daném bodé neexistuje. Jeho exis-

tenci musime ovérit jinak. Vime, ze pro sudou n-tou derivaci funkce g4 v bodé

xo plati, ze pokud gj(zg) = gj(xg) = -+ = ginil)(:ﬁo) =0a gfln)(xo) £ 0,

pak v tomto bodé lokalni extrém existuje, pricemz bylo-li by toto n liché,
funkce g4 by v bodé xg extrém nemeéla. Pokracujeme tedy v derivovani:

gl'(x) = 2102 = g{’(0)=210-0"=0
V@) = 8402 = V(0)=840-0°=0
(@) = 252002 = ¢{P(0)=2520.0=0
@) = 50400 = ¢9(0)=5040.0=0
9V(z) = 5040 #£0.

Sedma derivace funkce g4 je nenulova, coz znamend, ze funkce nemé v bodé
zo = 0 lokdlni extrém. Funkce g4 tedy nemé zadné lokdlni minimum ani
zadné lokalni maximum.

Poznamenejme, ze lokalni extrém nebo jeho neexistenci ve stacionarnim bodé
je mozné ovérit i pomoci znaménka 1. derivace v pravém a levém okoli tohoto
bodu — tedy zjiSténim, zda je funkce v tomto okoli rostouci nebo klesajici.
V nasem pripadé je funkce v levém i pravém okoli bodu x = 0 rostouci,
nemuze se v ném tedy nachazet lokalni extrém.

Priklad 69 U nésledujicich funkei naleznéte inflexni body (pokud existuji) a
urcete intervaly konvexnosti a konkavnosti.

a) hi(z) = —a® +22% — 2+ 12

Reseni.

a) Vypocitame prvni a druhou derivaci funkce hy:

Ry (x) = =322 + 4z — 1, hY(z) = —6z + 4.

Zjistime, kdy je druha derivace rovna 0:

—6x +4

€T =

Wl @
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Bod xy = % je podezrely z inflexe. Treti derivace funkce h; je nenulova,
nebot hY’(x) = —6. Zjistili jsme, Ze funkce hy mé v bodé zy = % inflexi.
Dopocitame druhou souradnici:
2 2\3
m(z)=-() +2
1\3 3 +

Z112=
3 +

() 55

Konvexnost a konkévnost budeme vySetfovat na dvou intervalech: (—oco, 2)

a (%, +00). K tomu ur¢ime hodnotu druhé derivace funkce h; pro vhodné
body z téchto intervali. Vime, Ze kladnd hodnota druhé derivace v daném
intervalu znaci konvexnost, zapornd pak konkavnost. Mame:

h/(0) = —6-0+4=4>0
P/(1) = —6-144=-2<0

Zjistili jsme, Ze funkce hy je konvexni na intervalu (—oo, %) a konkévni na
. 2 vy .. . . v 2. 322
intervalu (5, +00), pricemz inflexi ma v bodé [5; 5=].

Opét vypocitame prvni a druhou derivaci a nalezneme body podezrelé z in-
flexe:
1
1 ex 1 1
1
-1 1 11 ew
h(z) = e%-—-(l—f) e - — = —.
2( ) IQ T + 502 £Zf3

Jelikoz e je kladné funkce, nemtze mit funkce hy zadny inflexni bod. Vzhle-
dem k tomu, ze D(hY) = R\{0}, budeme uréovat konvexnost a konkdvnost na
intervalech (—o0,0) a (0, +00). Zvolme bod —1 € (—o00,0) a bod 1 € (0, 400)
a podivejme se na piislusné funkéni hodnoty druhych derivaci:

1

- 1
RI(-1) = S ==
2( ) (_1)3 €<O

1
hy(1) = %:e>0.

Odtud plyne, Ze funkce hy je konkdvni na intervalu (—oo,0) a konvexni na
intervalu (0, +00).

Uréime prvni a druhou derivaci funkce hs:

, 2z (2 -9)—2?-20  —18z

hs(x) = (z2 — 9)2 T (22— 9)2
Iy o (-18) - (2 —9)*+18z-2- (2 —9) - 22 54 (3+1?)
= @ oy BGEDE

Ziejmé D(hY) = R\ {—3;3}. Nyni hleddme body podezielé z inflexe. Resime

2
proto rovnici % = 0, ekvivalentné rovnici 54- (3+22) = 0. Tato rovnice
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neméa na mnoziné realnych cisel feseni, funkce h3 tedy nemé zadny inflexni
bod. Konvexnost a konkdvnost budeme, s ohledem na D(hY), vySetfovat na
intervalech (—oo0,—3), (—3,3) a (3,+00). Pro kazdy z téchto t¥{ intervali
vypocitame hodnotu druhé derivace funkce ve vhodné zvoleném bodé:

54 - (34 (—4)?) _ 1026

hy(—4) = 0
3(=4) (—22-97% 343 ~
54 - (3 +0%) 162
h// — B S
3(0) (02 —9)3 729 <0
. 2
h) = - (3+4%) 1026

(42 —9)3 343
Funkce hg je tedy konvexni na intervalech (—o0,3) a (3,400) a konkavni na

intervalu (-3, 3).

Priklad 70 Naleznéte vertikalni asymptoty a asymptoty se smérnici ke grafim
nasledujicich funkei:

a) fi(z) = ﬁ
b) fa(x) = 42°=32+6

c) fa(z) = o
Reseni.
a) Ziejmé D(f1) = R\ {2}. Jedingm moznym bodem, jimz mtze prochézet ver-

tikalni asymptota, je bod x = 2. Existenci této asymptoty ovérime vypoctem
prislusnych jednostrannych limit:

. T 2 n

im = — =+400
z—2+ x — 2 ot

. €T 2

lim = — =—00.
z—2- T — 2 0—

Funkce mé tedy vertikalni asymptotu prochazejici bodem x = 2 (a rovnobéz-
nou s osou y). JelikoZz —oo a 400 jsou hromadnymi body defini¢niho oboru
funkce f1, ma smysl pocitat asymptoty se smérnici dané rovnici y = kz + q.
Pro nalezeni asymptot vypocitame koeficienty k a g:

X
- 1
N £1C)R J T —=0
T—+oo x r—+too I z—too x — 2
0 = [l (h@) k)= lm (5 -0)=1

Limity pro vypocet k a g jsou obé vlastni, tudiz funkce f; mé i asymptotu
se smérnici, jejiz rovnice je y = Oz + 1. Zjistili jsme, ze funkce f; ma jednu
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vertikdlni asymptotu danou rovnici x = 2 a jednu asymptotu se smérnici
danou rovnici y = 1.

Ziejmé D(f2) = R\ {—3}. Vypocitdme proto jednostranné limity v bodé
T =3

422 -3+ 6 36+9+6 N
11m = = +o0
r——3+ r+3 0+
. 42?2 —-3x+6 36+9+6
lim = — _
z——3~ z+3 0—-

Limity jsou nevlastni, takze funkce fo ma vertikdlni asymptotu prochazejici
bodem z = —3. Déle budeme zjistovat, zda existuji asymptoty se smérnici
dané rovnici ve tvaru y = kx + g. K tomu vypocitame koeficienty k a g:

422 —32+6
Lk = lim M: lim L;: lim M:Zl
r—too x r—+oo x r—+oo (E2 + 3z
. . 42°> — 32+ 6
¢ = lm (h@)—kn)= lm (T )
. 4% — 32 4+ 6 — 42 — 122 . —15x 4+ 6
= lim = lim — = —15.
r—Fo00 x+3 z—+co x4+ 3

Po dosazeni obdrzime: y = 4x — 15. Funkce f; méa vertikdlni asymptotu
danou rovnici x = —3 a asymptotu se smérnici ve tvaru y = 4z — 15.

Uréime defini¢ni obor funkce f3. Argument logaritmu musi byt kladny, odkud
x > 0 a zaroven musi byt jmenovatel zlomku nenulovy, odkud = # 1. Tedy
D(f3) = (0,1)U(1, +00). VySetFime jednostranné limity zadané funkce v bodé
xz =1 a v bodé 0 zprava:

i x 1 n
im —— = _— = o0
z—1+ Inx 0+

I x 1

m —— = — = -
z—1- lnx 0—

1

lim —— = lim 1 =0.

z—0+ lnx xz—0t >

Z vypocta vyplyva, ze funkce f3 ma pouze jednu vertikdlni asymptotu, ktera
je déna rovnici & = 1. Déle, pro urdeni asymptot se smérnic{ (ve tvaru
y = kx + q) zjistime hodnoty koeficenti k a ¢q. JelikoZz —oo neni hromadnym
bodem defini¢niho oboru funkce f3, zabyvame se pouze hodnotou 4oc:

T 1 1
ko= dim B gy mEo_ogy, L1
z—+oo I T—to0 z—4oo Inx 400
T
g 1. —_ = 1 _ — .
q m_l)l:r_lm(fg(x) kx) Jm 5 — 0z = +o0

Hodnota ¢ je nevlastni ¢islo, a proto asymptota se smérnici neexistuje. Funkce
f3 ma pouze vertikdlni asymptotu danou rovnici z = 1.

63



Priklad 71 VysSetiete prubéh nasledujicich funkci a nacértnéte jejich grafy:

g1y =—2x*+8z2 +11
2

929 = "%

93°Y= 1z

941y:(mi71)2

g5 :y = In(cosz)

3

g6 Y= 13-

ReSeni. Vlastnosti funkce budeme zjistovat v nasledujicim poradi:

10)

11)

12)

Urcéime defini¢ni obor funkce a body nespojitosti.

Uréime paritu funkce a zjistime, zda je periodickd. To ndm umozni zamérit
se pri dalsim postupu pouze na ¢ast definicniho oboru. U sudé a liché funkce
na polovinu defini¢niho oboru u funkce periodické pak na vhodné zvolenou
¢ast definicniho oboru (o délce zakladni periody).

Uréime 1. derivaci funkce, stacionarni body a body, v nichz 1. derivace nee-
xistuje. Vime, Ze pouze v téchto bodech mohou nastat lokalni extrémy.

Nalezneme intervaly, v nichz je 1. derivace kladnd (zdporna), tedy funkce je
na nich rostouci (klesajici).

Uréime lokalni extrémy a jejich funkéni hodnoty.

Vypocitdme 2. derivaci funkce a nalezneme body, v nichz je rovna nule a body,
v nichZ neexistuje. Vime, Ze pouze v téchto bodech muze nastat inflexe.

Nalezneme intervaly, v nichz je 2. derivace kladnd (zdporna), tedy funkce je
na nich konvexni (konkdvni).

Stanovime inflexni body a jejich funkéni hodnoty.

Uréime vertikalni asymptoty a asymptoty se smérnici, poptipadé limity v bo-
dech, kde dand funkce neni definovand a také v krajnich bodech defini¢niho
oboru.

Stanovime obor hodnot, nulové body a zjistime, kdy je funkce kladnd (mé
kladné funkéni hodnoty) a kdy je zdpornd (mé zdporné funkéni hodnoty).

Vypocitame prusecik grafu funkce s osou y, pripadné dalsi body, které nam
pomohou se sestrojovanim nacrtku grafu.

Na zakladé vsech vyse zjisténych tdaji nacrtneme graf funkce.
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FesSeni a)

)
2)

Ziejmé D(g1) = R. Tedy funkce nemd ziddné body nespojitosti.

Vime, ze D(g1) = R a pro kazdé = € R plati, ze g1(—x) = g1 (). Funkce je
tedy suda — jeji graf bude soumérny podle osy y. Tato znalost ndm umozni
zameérit se pri zjistovani dalsich vlastnosti pouze na ¢ast definiéniho oboru,
vybereme si interval (0, +00). Funkce zfejmé neni periodicka.

gy = —8x% + 16.

Resfme rovnici —82% + 162 = 0, kterou upravime na —8z - (#2 — 2) = 0.
Resenim této rovnice ziskdme tfi stacionarni body: g = 0; 12 = +v/2. Na
intervalu (0, +00) nas zajimaji body zo = 0 a z; = v/2.

Stacionarni body rozdéli definié¢ni obor na ¢tyfi intervaly. Jelikoz je funkce
sudé, staci ndm zjistit znaménka pouze u dvou z nich:

e Na intervalu (0,v/2) je 1. derivace kladnd, funkce je zde rostouci.

e Na intervalu (v/2, +00) je 1. derivace zdporna, funkce je zde klesajici.
Body podezielé z extrému jsou v nezaporné ¢asti definiéniho oboru 0 a /2.
V bodé 0 se zfejmé nachdzi lokaln{ minimum. Snadno dopoéitame g1(0) = 11.
Loké&lni minimum g; je tedy v bodé A = [0; 11]. Na zakladé pfedchoziho bodu
vime, 7e v bodé v/2 se nachizi lokdlni maximum. Vypoéitdme g;(v/2) =

—2(v2)* +8(v2)2 + 11 = —8 4 16 + 11 = 19. Lokalni maximum funkce se
nachézi v bodé B = [v/2;19].

gy = —24z% + 16.
Vyfesenim rovnice gi = 0 ziskdme body podezielé z inflexe: x34 = i\/g .
Na intervalu (0, 4+00) nés zajimd bod x5 = 2.
Uréime znaménko 2. derivace na kladnych intervalech rozdélenych bodem

2.
5

e Na intervalu (O, \/g) je 2. derivace kladnd, g1 je zde konvexni.
e Na intervalu (\/%, +oo) je 2. derivace zapornd, g; je zde konkavni.

V predchozim kroku jsme zjistili, ze znaménko 2. derivace se v okoli bodu

\/g méni z kladného na zaporné, jedné se tedy o inflexni bod. Vypocitame
4 2

funkéni hodnotu bodu: g1 <\/g) = —2( %) +8( %) +11 = %9. Funkce

. . . _ [ /2.139
mé tedy inflexni bod C = [\/; T]
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9) Vzhledem k defini¢nimu oboru g; vidime, Ze funkce nemd zddné vertikalni
asymptoty — neexistuje zadny vlastni bod, v némz by méla nevlastni limitu.
Z¥ejmé neexistuje ani asymptota se smérnici. Nyni vypocitame limity funkce
v nevlastnich bodech (s vyuzitim sudosti funkce staci pocitat pouze pro +00):

8§ 11

lim (~20%4+82%411) = lim o' (=24 5+
x X

Tr——+0o0 r—+o0

) = 400-(—2+4040) = —o0.

Vyhledem k tomu, Ze vysla nevlastni hodnota, funkce g; nemutze mit asymptotu
se smeérnici.

10) Na zdkladé ziskanych poznatkt uréime obor hodnot funkce. Vime, Ze g, nenf
zdola omezend a shora je omezena lokdlnim (v tomto pripadé i globalnim)
maximem v bodé B = [v/2;19]. Proto H(g1) = (—oc,19). Nulové body ur-
¢ime vyfeSenim bikvadratické rovnice —2x% + 822 + 11 = 0. Rovnici fesime
substituéni metodou tak, ze polozime s := 22, odkud s? = z*. Dostaneme tak
kvadratickou rovnici s nezndmou s ve tvaru —2s2 4+ 8s + 11 = 0, kterou vy-
feSfme standardné pomoci diskriminantu. Plati D = 8% — 4. (=2) - 11 =

152 > 0. Po udpravach pak dostaneme, Ze s1 2 = 2 & 12—9, odkud hle-

dané (kladné) z5 = 4/2+ ,/12—9 = 2,254. Prusecikem g; s osou z je proto
bod X = {, [2+ 179;0] Odtud plyne, e funkee je kladn na intervalu
(O; \/2+ ,/%) a zdpornd na intervalu (\ [2+ %; +oo).

11) Prusecik funkce s osou y jsme jiz vypocéitali vyse, jednd se o bod A = [0; 11].

12) Nyni jiz naértneme graf funkce g:
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20

Feseni b)

1)

2)

Ziejmé D(g2) = R\ {0}. Bodem nespojitosti je bod xy = 0.

Plati, ze * € D(g2) == —x € D(g2). Zaroven snadno ovéfime, ze pro
Vo € D(g2) plati: go(—2x) = —ga(z). Funkce je tedy lichd — jeji graf bude
stredové soumérny podle poc¢atku souradnic. Nadéle se proto budeme zabyvat
pouze intervalem (0, +00). Funkce neni periodicka.

, 20— (22 —-1) 2241
92 = 2 =3

€T €T

Funkce zfejmé nemd stacionarni body. Bodem, ve kterém neni 1. derivace
definovand, je bod ¢ = 0.

Na intervalu (0, +00) je 1. derivace kladnd, funkce je na ném rostouci. (Z li-
chosti plyne, Ze na intervalu (—oo,0) je funkce g také rostouci.)
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5)

10)

11)

Lokalni extrém se muze nachézet pouze v bodé xy = 0. JelikoZ v ném ale
neni funkce definovina, znamena to, ze funkce g, nemé ani lokdlni minimum
ani lokalni maximum.

o 2x-a?— (2% + 1) 22 2
g2 = P! = -

a3
Funkce neméa body podezielé z inflexe, jelikoz rovnice —12—3 = 0 nem4 Teseni
na mnoziné realnych cisel.

Na intervalu (0,+00) je 2. derivace zdpornd, funkce je na ném konkévni.
(Z lichosti vime, ze na intervalu (—o0,0) je funkce konvexni.)

Inflexni bod go nema.

Vertikalni asymptota se mize nachazet jen v bodé zy = 0. Jeji existenci
ovéfime vypoctem prislusnych jednostrannych limit:

. |

lim = —00
z—0t x

. |

lim = +oo.
x—0— X

Zjistili jsme, Ze vertikdlni asymptota je dédna rovnici z = 0 (je to osa y).
Pokusime se nalézt asymptotu se smérnici danou rovnici y = kx + g. Mame:

2
-1
Bo= o odm 20 gy, Ty
r—+o0 x r—+o0 €T
) ) 2?2 —1— 22 . -1

7 vypoctu vyplyva, ze asymptota se smérnici existuje, je ji pifimka y = x.

Zjistili jsme, ze funkce neni omezena shora ani zdola a neni definovana v bodé
xo = 0, pricemz v tomto bodé ma vertikalni asymptotu. Zaroven vime, ze
mé funkce asymptotu se smérnici ve tvaru y = = a Ze je rostouci na celém
svém defini¢nim oboru. Z téchto tidaji vyvodime, ze H(gs) = R.

v v ’ . 2— 7’
VytesSenim rovnice ‘"’371 = 0 snadno nalezneme nulové body: z1o = £I1.

Uréime znaménka funkce (opét stac¢i pouze pro interval (0, +00), ktery bod
21 = 1 rozdéli na dva intervaly). JednodusSe zjistime, Ze na intervalu (0,1) je
funkce zdporné a na intervalu (1,4+00) je kladn4.

Vime, ze pruseéik funkce s osou y neexistuje (funkce neni definovana v bodé

x = 0). Pro vétsi presnost nacrtku je vhodné vypocitat funkéni hodnotu

alesponi v jednom dalsim bodé. Zvolme t¥eba & = 10, pak g2(10) = 10120_1 =
%. Graf funkce bude tedy prochazet bodem o soufadnicich [10; %]. Podobné
je g2(2) = % = 2, a proto musi graf prochdzet i bodem [2; 3].
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12) Na zékladé vsech vyse ziskanych idaju jsme schopni nacrtnout graf go:

FeSeni c)

1) Vime, Zze argumentem logaritmu mus{ byt kladné ¢islo a zdroven nesmi byt
Inz = 0. Plati tedy: z > 0Az #1 = D(g3) = (0,1) U (1, +00). Bodem
nespojitosti je bod xg = 1.

2) O¢ividné funkce neni ani sudd, ani lichd a ani periodické.

3)
lnx—x-% 71112771

I
93 In?x In?z

Z rovnice g4 = 0 ziskdme staciondrni bod 1 = e, pficemz 1. derivace nenf
definovana v bodé xzg = 1.
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)

Zjistime znaménka 1. derivace na intervalech, které vzniknou rozdélenim
D(g3) pomoci bodi g =1 a 21 = e:

e Na intervalu (0, 1) je 1. derivace zédpornd, funkee je zde klesajici.

e Naintervalu (1, e) je 1. derivace také zapornd, funkce je na ném klesajici.

e Na intervalu (e, +00) je 1. derivace kladna, funkce je zde rostouci.
Ovérime, zda se v jediném staciondrnim bodé x; = e nachazi lokalni extrém.
Vzhledem k tomu, zZe je funkce v tomto bodé spojita a méni se zde znaménko
1. derivace (ze zdporného na kladné), ma v tomto bodé g3 lokalni minimum.

Dopocitame jeho funkéni hodnotu: gs(e) = & = e. Lokdlni minimum se
nachézi v bodé A = [e;e].

%~1n2x—(1nx—1)~%~lnx_2—lna:

g3 = = .
In* x z-In®z

Podezielym z inflexe je bod zo = €2, pii¢emz 2. derivace neni definovina
opét v bodé xg = 1.

Zjistime znaménka 2. derivace na intervalech, které vzniknou rozdélenim
D(g3) pomoci bodti zg = 1 a x5 = e
e Na intervalu (0, 1) je 2. derivace zédpornd, funkce je na ném konkavni.
e Na intervalu (1,e?) je 2. derivace kladn4, funkce je na ném konvexni.
e Na intervalu (€2, +00) je 2. derivace zapornd, funkce je zde konkavni.

Podeztely z inflexe je pouze bod zy = e2. Jelikoz je v tomto bodé funkce

spojita a méni se v ném znaménka 2. derivace, jedna se o inflexni bod. Do-

poéitame jeho funkéni hodnotu: gz(e?) = e = % Inflexnim bodem je tedy

~ Ilne?
bod B = [e2; &].

Vertikalni asymptotu hleddme v bodé nespojitosti ¢ = 1:

T
m — = 440
z—1+ Inx
. T
lim — = -
z—1- Inz

Zjistili jsme, ze primka x = 1 je vertikdlni asymptotou. Déale vypocitame
koeficienty k a g pro asymptotu se smérnici (danou rovnici y = kx + q):

Fo—  lim 8@ oy, L
z—+oo z—+oo Inx
X
7= U lesl) —ke) = g =t

Jednd se o nevlastni limitu (¢ vysSlo +00), funkce tedy nemd asymptotu se
smeérnici.
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10) Pro urceni oboru hodnot funkce vypoéitdme limitu zprava pro hraniéni bod

defini¢niho oboru: .

1m
z—0+ Inx

Funkce nenf omezend shora ani zdola, mé lokdlni minimum v bodé A = [e; ¢]
a pro bod z¢ = 0 se funkéni hodnota limitné blizi 0. Proto H(g3) = (—o0,0)U

(e, +00). Funkce nema nulové body, jelikoz rovnice = = 0 nemd na D(g3)

feSeni. Snadno zjistime, Ze na intervalu (0, 1) je funkece zdpornd a na intervalu
(1, +00) kladné.

11) Funkce neprotind osu y, pouze se k ni limitné blizi (konkrétné k bodu [0;0]).

12) Nyni nacrtneme graf funkce gs:

14
12

10

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

-2

—4

-8

Feseni d)
1) (x+1)2#0 = D(g4) = R\ {—1}. Bodem nespojitosti je zg = —1.
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2)

3)

Dané funkce neni o¢ividné ani sudd, ani lichd a ani periodicka.

;e (@)t —e"2-(x+1)  (w—1)-€”
= (@+ 1)1 CEEE

Vypocteny zlomek polozime roven 0 a ziskdme stacionarni bod z; = 1, pri-
¢emz si poznacime, ze 1. derivace funkce neni definovana v bodé zo = —1.

Urc¢ime monotonnost funkce g4 na intervalech vzniklych rozdélenim R pomoci
boda zg = —1a x; = 1:

e Na intervalu (—oo,—1) je 1. derivace kladnd, funkce je proto na ném
rostouci.
e Na intervalu (—1,1) je 1. derivace zdporné, funkce je na ném klesajici.
e Na intervalu (1,400) je 1. derivace kladnd, funkce je zde rostouci.
Funkce je ve stacionarnim bodé x; = 1 spojita a v jeho okoli se méni zna-
ménko 1. derivace ze zaporného na kladné, a proto se jednéd o lokalni mini-

mum. Dopoéitdme g4(1) = ﬁ = ¢. Lokalni minimum se tedy nachazi

v bodé A = [1; £].

g oo D) @) D)3 1)
4 (x +1)8
ozt (z4+1)—-3-(x—1)-e® (22 —2z+3)-€”
- (z+ 1)t ECESE

K tomu, abychom nalezli bod podezrely z inflexe, potfebujeme vyftesit kva-
dratickou rovnici z? — 2z 4+ 3 = 0. JelikoZ tato rovnice nemé v R FeSeni,
funkce nema zadny bod podezrely z inflexe. Poznacime si, ze 2. derivace neni
definovana v bodé zy = —1.

Na prislusnych intervalech (uréenych bodem nespojitosti 2. derivace) stano-
vime konvexnost a konkavnost funkce g4:

e Na intervalu (—oo, —1) je 2. derivace kladnd, odkud plyne, Ze je na ném
funkce konvexni.
e I na intervalu (—1,4+00) je 2. derivace kladnd, a proto je zde g4 také

konvexni.

Funkce nemé zadny inflexni bod. Nema4 totiz ani bod podezrely z inflexe a
navic se v zaddném bodé neméni znaménko 2. derivace.
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0)

10)

11)

12)

Vertikalni asymptotu hledame pouze v bodé zy = —1. Abychom existenci
asymptoty potvrdili, vypocitame si odpovidajici jednostranné limity:

xT

e
lim —— = 4o
r——1+ (x =+ 1)2
ex
lim —— = 4o0.
z——1- (x+1)2
Funkce mé skutecné vertikalni asymptotu danou rovnici x = —1. Nyni hle-

ddme asymptoty se smérnici dané rovnici y = kx + ¢. Pocitat je budeme
standardné v nevlastnich bodech definiéniho oboru (nejprve v +00):

x

k= lim 94(2) = lim ¢ __ +00.
r—+o0 I T—+o00 I - (x + 1)2

Jednd se o nevlastni limitu, funkce tedy v bodé +o0o0 nemuze mit asymptotu
se smérnici. Pro nevlastni bod —oco mame:

Eo—  qm B oy
r——00 I T——00 I - (J,‘ + 1)2
) ) e’
¢ =l ()~ ke) = lim (s - 0n) =0

Odtud y = 0240 = 0. Zjistili jsme, Ze funkce g4 ma (v bodé —oo) asymptotu
se smérnici danou rovnici y = 0 (coz je osa x).

Funkce je zdola omezena pfimkou y = 0 a neni shora omezend. Proto H(g4) =
(0, +00). Funkce zfejmé nemd nulové body a je kladnd na celém svém defi-
ni¢nim oboru.

1

iz = 1. Priisec¢ikem je

Uréime pruseéik grafu g4 s osou y: g4(0) = ﬁ =
bod B = [0;1].

Nacrtneme graf funkce gy4:
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R
Feseni e)

1)

Jednd se o slozenou funkci, pricemz vnitini funkce cosz je definovana pro
kazdé redlné ¢islo. Definiénim oborem vnéjsi funkce In z je interval (0, +00).
Vime, ze vnitini funkce cos z nabyvé kladnych hodnot na intervalech (—% +
2km, 5 + 2km), kde k € Z. Proto

™ Y
D(gs) —]2(2+2kw,2+2m).

Prestoze je funkce g5 oCividné nespojitd, na svém definiénim oboru body
nespojitosti nema.

Plati, Ze pro Vx € D(gs) jei —x € D(gs) a zdroven gs(—x) = g5(x). Jde tedy
o sudou funkci. Tato funkce je zaroven periodicka, se zakladni periodou 27.
Vzhledem k definiénimu oboru, sudosti a periodi¢nosti, omezime vysetfovani
pritbéhu funkce na interval (0, %), coz ndm znacné snizi pocet vypoctii.

, sinz
gs = — = —tanx.
cos T

74



10)

11)

12)

Na intervalu (0, 5) je 1. derivace funkce vSude definovina, piicemz jedinym
stacionarnim bodem je bod zg = 0.

Na intervalu (0, §) je 1. derivace zdporna a tudiz je na ném funkce klesajici.

Ve stacionarnim bodé xy = 0 se zfejmé nachéazi lokdlni maximum. Vypodi-
tdme funkéni hodnotu: In (cos0) = In1 = 0. Lokalni maximum se tedy na

intervalu (0, §) nachédzi v bodé A = [0;0].

" 1

g5 = ——5—
5 cos? x

, 3) a rovnice
= 0 nem4 FesSeni, nem4 funkce g5 zddné body podezielé z inflexe.

Vzhledem k tomu, Ze 2. derivace je definovéna pro kazdé x € (0
1
T cos?x

Na intervalu (0, §) je 2. derivace zaporna a tudiz je na ném funkce konkavni.

Funkce ziejmé nemd zadny inflexni bod, nebot (jak vime) nemd ani jeden
bod podeztely z inflexe.

Hledame vertikalni asymptotu v hrani¢nim bodé defini¢ntho oboru, v bodé
Z zleva:
2

lim In(cosx) = —oc.
=57

Na intervalu (0, 5) je pravé jedna vertikdlni asymptota. Jednd se o pfimku
urcenou rovnici = 7. Nemd smysl hledat asymptotu se smérnici, jelikoz
ani nedokazeme urcit, jestli £oo jsou hromadné body funkce gs.

P1i urcovani oboru hodnot g5 si uvédomime, zZe je tato funkce shora omezend
primkou y = 0 a Ze zdola omezend neni. Proto H(gs) = (—o0,0). Jediny
nulovy bod A = [0;0] jsme jiz na intervalu (0, ) urcili. Jednalo se zaroven
o lokalni maximum funkce. Funkce je nekladna na celém svém definicnim
oboru.

Prusecik s osou y je ocividné bod A = [0;0].

Na zékladé vsech vyse uvedenych informaci nacrtneme graf funkce. Vyuzi-
jeme samoziejmeé toho, zZe je funkce sudé a periodicka.
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FeSeni f)

1)

2)

Musi byt splnéna podminka 22 —2 # 0. Odkud D(gg) = R\ {#+/2}, piicemz
body nespojitosti jsou —v/2 a /2.

Pro kazdé = € D(gg) je i —x € D(gs). M4 tak smysl ovérit, zda se jednd

o sudou ¢ lichou funkci. Mdme gg(—x) = (_(;)ﬂ)iz = —xg’iz = —gs(x).

Funkce je tedy lichd a graf tak bude stfedové soumérny podle bodu [0;0].
Tuto symetrii vyuZijeme a budeme se zabyvat déle jen intervalem (0, +00).
Funkce ziejmé neni periodicka.

, 3a? (2 —2)—a2% 20 a2t —62?
BTy T @
Staciondrni body funkce nalezneme vyfesenim rovnice z* — 622 = 0, tedy
rovnice 72 - (22 —6). Na intervalu (0, +00) se jedna o body zg = 0 a 1 = /6,
pricemz 1. derivace funkce neni definovana v bodé x4 = V2.

Uréime intervaly monoténnosti podle znaménka 1. derivace s tim, ze opét
vyuZijeme lichosti funkce a budeme se zabyvat pouze intervalem (0, +00).
Tento interval rozdéli body xo = V2 a z1 = /6 na t¥i podintervaly:

e Na intervalu (0, Vv2) je 1. derivace zéporna, funkce je proto na ném
klesajici.
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5)

e Na intervalu (v/2,v/6) je 1. derivace zaporna, funkce je zde klesajici.
e Na intervalu (v/6, +00) je 1. derivace kladna, funkce je na ném rostouci.

Lokaln{ extrém se na (0,+o0) nachizi v bodé v/6. Podle vyse uvedenych
zmeén znaménka 1. derivace snadno stanovime, ze se jednd o lokalni minimum.

Dopocitame pifslusnou funkéni hodnotu: gg(v/6) = (\(/\6/)62); = #. Lokalni
minimum se nachézi v bodé A = [/6; %}

(423 —122) - (22 — 2)? — (2* — 622) -4z - (22 - 2)

1

96 = (.Z‘2 — 2)4
_ 425 — 1223 — 822 + 24x — 425 + 2413 _ 473 4 24x
- (o2 —2)° GEEE

Bod podeziely z inflexe je jen zg = 0, pfitemz bod x5 = /2 je jediny, pro
ktery neni 2. derivace funkce na intervalu (0, +00) definovana.

Podle znamének 2. derivace ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti.
Opét se zaméfime pouze na interval (0,+00), ktery bod zy = V2 rozdeli
na dva podintervaly:

e Na intervalu (0,/2) je 2. derivace zapornd a tedy funkce je zde kon-
kavni.

e Na intervalu (v/2, +00) je 2. derivace kladnd, a proto je na ném funkce
konvexni.

Z lichosti funkce vyplyne, Ze inflexnim bodem je bod zg = 0. Dopocitame pro
n&j funkénf hodnotu: g(0) = 52y = 0. Inflexni je tedy bod B = [0; 0] Zadny
jiny inflexni bod funkce nemé a to i piesto, Ze se v bodé v/2 znaménko 2.
derivace méni. Tento bod neni soucéasti defini¢cniho oboru gg a zahy uvidime,

ze je v ném neodstranitelna nespojitost 2. druhu

Pro nalezen{ vertikalnich asymptot na intervalu (0, +00) zkoumédme chovan{
funkce pravé v okoli bodu v/2:

) 3

lim 5 = oo
w—)\/§+ T4 —2

. 23

lim 5 = —oo.
z—V/2 LT 2

7Z vypoctu vyplyva, Ze existuje vertikdlni asymptota a je urcena rovnici
x = /2. Déale vypocitame koeficienty asymptoty se smérnici, danou rov-
nici y = kx + ¢. S vyuzitim lichosti funkce se zamérime jen na limity jdouci
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k nevlastnimu bodu +o0o. Méame:

3 2
1
1.0 B T A TR — =1
z—+oo T ztoo -+ (22 —2) zotooax? 11— =
3
. . z . 2x
¢ = wggloo(g(a(x) —kz) = wgrfoo (3;‘2 -2 x) N zgl}rloo 22—2 0-

Funkce mé tedy asymptotu se smérnici danou rovnici y = .

10) Funkce neni omezend shora ani zdola, H(gs) = R. Uréime nulové body
funkce. Rovnice z;”—; = 0 ma jediné feseni, a to g = 0. Nulovym bodem je
tedy bod B = [0;0]. Snadno nahlédneme, 7e na intervalu (0,+/2) je funkce
g6 Zaporna a na intervalu (v/2, +00) je kladna.

11) Prusecikem grafu funkce s osou y je bod B = [0;0].

12) Ze vsech vyse ziskanych informaci naértneme graf:

12

-12 =10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12

Lo

4

Piiklad 72 Mame k dispozici pletivo o délce 48 metri. Jakou (obsahem)
nejvétsi obdélnikovou plochu jim muzeme vymezit? Urcete rozméry tohoto po-
zemku.
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ResSeni. Vzorec pro obvod obdélnika je o = 2z + 2y, kde 2 > 0 a y > 0.
V nasem piipadé je o = 48 a tedy = + y = 24, pTiemz x < 24 a y < 24. Ziejmé
y = 24 — x. Obsah hledaného obdélnika je S = z - y. Hleddme tedy maximum
funkce f: - (24 — z) = 242 — 2%. Uréime prvni derivaci funkce:

f(z) =24 — 2u.

Staciondrni bod(y) funkce nalezneme vyfesenim rovnice 24 — 22 = 0, odkud
x = 12. Nyni ovérime, zda se v tomto bodé skuteéné nachazi lokalni maximum.
Jelikoz je 2. derivace funkce: f”(x) = —2 < 0, nachdzi se v bodé = = 12 lo-
kaln{ maximum funkce f. Dosazenim této hodnoty jednoduse vypocitame, ze
y = 24 — 12 = 12. Pro obsah plati: S = 12-12 = 144 m?.

Délky stran obdélniku (s maximéalnim obsahem 144 m?) jsou obé rovny 12 me-
tram, pozemek je tedy ¢tvercovy.

Priklad 73 V tovarné se vyrabéji konzervy ve tvaru valce, ktery ma objem
216 cm?®. Vypoditejte rozméry tohoto valce tak, aby na vyrobu konzervy bylo
spotfebovano co nejmensi mnozstvi materidlu.

Reseni. Povrch valce vypocitdme pomoci vzorce:
S = 2mr? + 271w,
kde v znaci vysku a r polomér valce. Ze znamého vzorce pro objem valce:

V = mr?v,

plyne, ze v = 218, Takto vyjadienou proménnou v dosadime do rovnice pro
Tr

vypocet obsahu:
216 432
5:27rr2+27rr~—2 =22 + —=.
wr
Ziskanou funkci pro vypocet obsahu zderivujeme podle proménné r:

432
S'(r) = 4mr — =
Hleddme staciondrni bod(y): 4mr — % =0 = r = {18 = 325156
Nyni zkontrolujeme, zda se v tomto bodé vyskytuje lokalni minimum. K tomu
vypocitame druhou derivaci funkce:

864
SN(T) == 47T + Tig

Jelikoz S”(f/%) = 47 + 87 = 127 > 0, nachézi se v bodé \3/% skutecéné
lokalni minimum. Zjistime jesté vysku valce:
216 216

w2 (A08)3

= 6,50311.
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Vidime, ze aby bylo spotifebovano nejmensi mozné mnozstvi materidlu, mély
by se vyrabét konzervy o stejné velikosti vysky a priméru podstavy. V nasem
pripadé je vyska konzervy priblizné rovna 6,5 cm a polomér jeji podstavy ma
cca 3,25 cm.

Priklad 74 V chranéné dilné na ru¢ni vyrobu mydel lze vyjadiit vynos z vy-
roby jako funkci ¢; : y = 6z + 8 a naklady na vyrobu jako funkci g : y =
23 — 422 + 10z, kde proménna z reprezentuje sto vyrobenych myjdel denné.
Urcete hodnotu proménné x tak, aby méla dilna co nejvétsi zisk.

ReSeni. Jako prvni krok je nutné si uvédomit, ze zisk z vyroby vypocitdme
jako vynos po odecteni nakladi. Zajima nas tedy maximum funkce

g(z) = g1(x) — go(x) = 62 + 8 — (2% — 42 +10x) = —2> + 42? — 4z + 8.

Vypoéitame 1. derivaci: ¢'(x) = —3x2 +8x —4 a pro nalezen{ stacionarnich bodt
ji polozime rovnu nule:

—3224+8x—4=0.

Snadno zjistime, Ze tato kvadratickd rovnice (s diskriminantem D = 16) md
dva kofeny: x1 = % a xo = 2. Déle ur¢ime 2. derivaci funkce a jeji hodnotu ve
stacionarnich bodech: g”(z) = —6x + 8, piidemz ¢”(3) = 52 +8=4>0a
g"(2) = —12+8 = —4 < 0. Funkce g ma tedy v bodé 1 = 2 lok4ln{ minimum a
v bodé zo = 2 lokdlni maximum, coz je bod, ktery jsme hledali. Dilna dosdhne

nejvyssiho zisku pri vyrobé 200 mydel denné.

Priklad 75 Meésta A a B jsou od sebe vzdélena 17 kilometri vzdusnou Carou.
Meéstem A vede silnice ve tvaru ptimky, jejiz nejkratsi vzddlenost od mésta B je 8
kilometra. Urcete, v jaké vzdalenosti od mésta A je potieba zacit budovat novou
silnici do mésta B tak, aby trvala preprava mezi obéma mésty co nejkratsi dobu.
Po staré silnici je maximdalni mozné rychlost jizdy 80 km/h a po nové silnici to
bude jen 60 km/h.

ReSeni. Vychozi situaci zndzornime obrézkem. P¥i hledan{ feSeni vyuzijeme
starou silnici, protoze je na ni vétsi maximalni mozna rychlost nez na nové
silnici. Z mésta A se do mésta B dostaneme pres misto X, které lezi na staré
silnici mezi méstem A a bodem C' (tj. mistem, které je nejbliZze ze staré silnice
k méstu B).
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8 km nova 17 km

silnice

A
" —

stara silnice

Nejdrive vypocitdme délku treti strany pravoithlého trojihelnika ABC'. To do-
kazeme snadno pomoci Pythagorovy véty:

82 +|AC|> =17 = |AC| = V289 — 64 = 15 km.
Oznacime-li délku tsecky C'X jako x, pak velikost usecky AX je 15—x. Velikost
usecky X B ziskame opét pomoci Pythagorovy véty:
82 + 2% = |XB|? = |XB|= V22 +64

Oznacime zadané rychlosti: v; = 80 km/h, vo = 60 km/h. Vime, Ze dobu trvani
jizdy lze vyjadrit jako podil ujeté drahy a rychlosti, kterou se pohybujeme.
Nejkratsi dobu jizdy t ur¢i minimum néasledujici funkce proménné z, kde 0 <
r < 15:

|AX]| L |XB| 15—x n V2 + 64

t =t tg = .
@=ttt="m+, 80 60
Vypoéitame 1. derivaci funkce t(x):
1 1 1 1
V(@)= ——+ ——(2®+64)72 - 20 = —— + x

80 60 2 80  60vx2Z + 64

Stacionarni body nalezneme vyfesenim rovnice
1 n x
80  60v/x2 + 64

Snadnou tpravou ziskdvame rovnici 4z = 3v/x2 + 64, kterou mizeme umocnit:

1622 =922 4964 — 1’2:5—;6.

Odtud ziskavame vysledek x = +9,071. Zajima nés pouze kladny koren rovnice,
nebot feSeni hleddme v intervalu (0,15). Z praktické povahy tlohy se zfejmé
jedna o lokalni minimum funkce. Pomoci z jiz jen dopocitame ptibliznou velikost
usecky AX, coz je nds hledany vysledek: |[AX| = 15 — x = 5,929. Novou silnici
je tedy nejvyhodnéjsi zacit stavét ve vzdalenosti priblizné 5,929 kilometri od
mésta A (dle obrdzku v bodé X).
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Priklad 76 Svare¢ mé k dispozici dva stejné kusy t¥i metry dlouhého zeleza, ze
kterych mé svafit kostru akvéria (ve tvaru kvadru). Je pozadovano, aby rozméry
jeho dna byly v poméru 3 : 5 a aby se do néj veslo co nejvice vody. Jaké budou
rozméry akvaria?

Reseni. Oznacme si rozméry dna pismenky z, y a vysku akvéaria pismenkem
z. Pak plati:

¢ 3 _, _5
y 5 y=g

Vime, ze kostra akvéria (kvadru) mé mit délku 2-3 = 6 metrii, pfic¢emz kazdou
ze stran je tifeba zapocitat ctyfikrat. Obdrzime tak:

6 =4x + 4y + 4z,

odkud po dosazeni y = %x vyjadiime vysku akvaria:
. 6—da—4-(5%)
4
3 8z
z = - = —.
2 3

Méame maximalizovat objem V akvaria, ktery je dan vzorcem V = x -y - z.
Po dosazeni vyse vypocitanych hodnot za y a z bude velikost objemu funkci
proménné x:

5% 3 8z

Vo= eg(3-5)
522 4023

V = > " g9

Nyni najdeme extrém funkce V(z) a to s vyuzitim derivaci. Zfejmé:

4 2
V'(z) = bz — 0;.

Snadno zjistime, Ze rovnice V'(z) = 0 md pouze jedno kladné feSeni: z = 3.

V tomto bodé mé funkce V(x) maximum, nebot je V"(z) = 5 — 832, piidemz

V"(3) = —5 < 0. Zbyva dopocitat velikosti ostatnich dvou rozmért. Mame
% _5,,-3_ 8 _1

Yy=%=sg2*r=3-3 =72

Akvarium bude mit rozméry dna % metru a g metru a vysku % metru.

Priklad 77 Cena vstupenky na plavbu vyletni lodi zalezi na poc¢tu cestujicich.
Je-li cestujicich méné nez 35, plavba se neuskutecnuje. Je-li jich od 35 do 60,
je cena vstupenky pro kazdého presné 800 K¢. Cena vstupenky se kazdému
cestujicimu zleviiuje o 10 K¢ a to za kazdého pasazéra nad 60 osob. Popluje-li
tedy naptiklad 63 cestujicich, zaplati kazdy z nich 770 K¢é. Pti kolika cestujicich
inkasuje spole¢nost (realizujici plavbu) nejvice penéz za vstupenky, vime-li, ze
lod ma maximalni kapacitu 90 cestujicich?
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ReSeni. V pifpadé, e cestujicich x bude od 35 do 60, tedy = € (35,60) bude
mozno za vstupenky inkasovat maximéalné 60 - 800 = 48 000 K¢. Pro pripad, ze
x € (61,90) bude cena vstupenky ddna funkei f(z) = - (1400 — 10x). Najdeme
jejl extrém. Plati

f'(x) = 1400 — 20z,

odkud f'(z) = 0, pravé kdyz « = 70. Vzhledem k tomu, ze f”(z) = —20 < 0
nastédva v tomto bodé lokalni maximum. Z¥ejmé f(70) = 70 - (1400 — 10 - 70) =
49000.

Nejvice penéz za vstupenky inkasuje spolecnost, popluje-li 70 cestujicich.
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8 Ciselné rady. Kritéria konvergence. Mocninné
rady.

Priklad 78 Cislo 0,8 pfevedte na zlomek s celo¢iselnym ¢itatelem i jmenova-
telem.

Reseni. Dané periodické ¢islo vyjadifme jako (nekonecnou) ¢iselnou fadu:

(03 . .
" 10 100 1000 = 10000

Pro a; = % aq= % vypocitame soucet s této geometrické rady. Mame:

8
aip 10 8

Cislo 0,8 lze zapsat jako zlomek 8.

Priklad 79 Vysvétlete, v ¢em je mylnd starovéka Zendénova aporie, podle které
rychlonohy béZec Achilles nikdy nedohoni Zelvu, kterd je o kus pfed nim. Pro
konkrétnost si predstavme, ze ma zdavod délku 150 metru. Jelikoz je Achilles
padesatkrat rychlejsi nez zelva, d& ji na zacatku naskok 100 metrt. V dobé,
kdy Achilles ubéhne 100 metri, bude zelva od startu vzdalena 102 metri. Kdyz
Achilles ubéhne dalsi 2 metry, bude Zelva zase o kousek dal a tak az do neko-
necna. ProtoZe se Zelva vZdy trochu posune, Achilles ji (podle Zenéna) nikdy
nedohoni.

ReSeni. Pointa tkvi v tom, Ze soucet nekoneéné fady mize byt koneény (po-
kud tato fada konverguje). V tomto piipadé tomu tak je. Pomoci jednoduchého
vypoctu muzeme snadno urcit misto, kde Achilles Zelvu doZene. Sta¢i secist
nekone¢né mnoho tseki, o které se zelva posune smérem od startu k cili:

100 100 100
— 1004 —— 4 — 4
y t50 T 502 T 508

Jedné se o geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = 100 a s kvocientem ¢ = =.

50
Jelikoz je |¢| < 1, mizeme dosadit do zndmého vzorce, odkud

a 100 5000

l—q 1-4

= 102, 0408163265.

Achilles Zelvu dozene priblizné ve vzdalenosti 102, 04082 metri od startu.
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Priklad 80 Pro kazdou z nasledujicich ¢iselnych fad urcete jeji soucet (v pii-
padé, Ze existuje) a rozhodnéte, zda je konvergentni nebo divergentni:

a)

b)
<(n+1)-(n+2)
c)
“+oo
Y (=1"n
n=1
d)
00 1
n:l\/ﬁ
€)
foo on—1
_2\n—-1
n*1(3)
f)
;1,3 1.3 1.3 1,
2 2 6 4 18 8 54
g)
2_1+1 1+i_1+i_1+
) 5 2 10 3 20 4
Reseni.

a)

Vime, Ze nutnou (nikoliv vSak postacujici) podminkou konvergence fady
> ay, je, ze se a, pro n jdouci k +oo limitné blizi 0. Podminku ovéfime:

1 1
lim —— = lim —. =——#0.

3=

Rada tedy diverguje. To znamené, 7e bud je jeji soucet nevlastni, nebo viibec
neexistuje. Jelikoz se jedna o radu s kladnymi ¢leny, jeji soucet je +oo.
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b) Radu nejprve vhodné upravime:

+o0 1 _+oo(n+2)_(n+1)_+oo 1 1
G D 2 ) 072 v ra)

Dosazenim do upravené rady ziskame jeji n-ty castecny soucet:

(1 1)+(1 1)+(1 1)Jr +( 1 1 ) 1 1
S, = (—— — - — — - — — — = — — .
"\2 3 3 4 4 5 n+l n+2/ 2 n+2
Odtud jiz snadno zjistime soucet fady s, nebot

) 1 1 1
s= lim (7_ ):f.
n—+oo \ 2 n -+ 2 2

Jedna se o vlastni ¢islo, fada je tedy konvergentni.
Ovéfime nutnou podminku konvergence:

lim (—1)" -n = neexistuje.
n—-+o0o

Rada tedy diverguje a zfejmé nemd soucet (nezndme ani hodnotu vyrazu
(=1)™ - n v nekoneénu).

Opét ovérime nutnou podminku konvergence:

1
lim — =0.

n—+oo \/ﬁ

Podminka plati — fada muze a nemusi konvergovat. Vime ovSem, ze pokud
vybrand posloupnost diverguje, diverguje i posloupnost ¢astecnych souctu.
Plati:

I vn
Sp = N n- = n,
Viov2 o V3 V4 vn vn
pricemz

lim +/n = +o0.

n—-+oo

Rada tedy diverguje a ma soucet s = 4o0.

Jednd se o geometrickou fadu, kde a1 =1 a ¢ = —%. Vidime, Ze |¢| < 1; fada
tedy konverguje a muzeme snadno vypocitat jeji soucet. Hodnoty dosadime
do vzorce:

wlon| =
ot

[SA{[9)

Rada je konvergentni a ma soucet s =
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f) Vychozi fadu rozdélime na dvé geometrické rfady s; a so:

_ 4. 3,.3.3
1= 27173

_ ot or 1t 1
2.7 T9T6 1R B

N|—

Prvni geometricka fada méa kvocient ¢; =
urc¢ime soucty obou tad:

s = =6

1
_ T3 3
S9 = 1= 7
-3

Odtud plyne, ze zadana rada konverguje a jeji celkovy soucet je s = s1+52 =

3 _ 21
6—-1=7%.

g) Cleny zadané fady rozdélime na kladné a zdporné. Soucet viech zapornych
¢lent bude roven —oo, nebot se jednd o soucet zakladni harmonické rady,

kde kazdy ¢len mé opac¢né znaménko:

Soucet kladnych ¢lentt bude roven vlastnimu ¢islu, protoze jde o soucet geo-

metrické fady s kvocientem ¢ = % a prvnim ¢lenem %:

2,2 .2 2 2 4
510 20 40 S1-41 05
Jelikoz —oo + % = —00, zadana rada je divergentni a ma soucet —oo.

Priklad 81 Rozhodnéte o chovani nasledujicich nekonecnych rad. Pri feseni
pouzijte srovnavaci kritéria.

a)

>t
— (3n+5)?
b)
P B
ot 8n2 — 6n + 10
c)
-
— 2n+ 17
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> o
2n+1
n=1 3
e)
P
= Van? -2
f)
—+o0 .
|sinn - cosn|
Z an '
n=1
Reseni.
a) Vyuzijeme 1. srovndvaci kritérium, které rikd, ze pokud mame dvé kladné
fady > an, Y. b, a pro skoro vSechna n plati a, < b,, pak z konvergence
>~ by, plyne konvergence . a,, a z divergence Y . a,, plyne divergence Y b,.
V tomto piikladu pouzijeme pro srovnani konvergentni fadu ) % Jelikoz
pro vSechna n € IN plati, ze m < #, fada > m (dle 1. srovnéva-
cfho kritéria) také konverguje.
b) Vyuzijeme 2. srovndvaci kritérium, které ¥ikd, ze pokud médme dvé kladné

fady > an, > b, a plati, ze

a
lim — =K a K €(0,+00),
n—-+oo n
pak obé tyto fady maji stejné chovani. Opét vyuzijeme konvergujici fadu %
a hleddme limitu podilu téchto dvou fad pro n — +o0:

1
PR 7= A 1 _ 11
im ———— = lim — - T = =—.
n—-+oo nZ n—+oo n 8*E+ﬁ 8—-0+0 8

Zjistili jsme, ze Ffady maji stejné chovani, fada > m tedy také kon-
verguje. Poznamenejme, ze nezalezi na tom, ktera rada bude v citateli a kterd
ve jmenovateli, jelikoz pokud K € (0,+00), pak i K~ € (0, +00).

Opét vyuzijeme 1. srovnavaci kritérium. Mtzeme si povSimnout podobnosti
fady se zakladni harmonickou fadou, o niz vime, ze diverguje. Jelikoz pro
« s~ 1 1 ’ v v 11 1
viechna n € N, n > 16 plati, Ze 5.75= > 5. a zdroven fada ) 5. = 3>+
. . s s . , 1.y 1 - 1 .
mé stejné chovani jako zédkladni harmonicka fada ) =, fada ) e diver-
guje.
P1i pouziti 2. srovnavaciho kritéria dostaneme stejny vysledek rychleji:
1
. 2 1 . n 1
lim %7 -

m — = —
notoo = n—+oo 2n + 17 2

€ (0, 400).
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Vyuzijeme 3. srovndvaci kritérium. Opét jsou ddny dvé kladné fady Y an,
> by,. Pokud pro témér vSechna n plati, ze % < %, pak z divergence
> ayp, plyne divergence > b, a z konvergence ibn plyne konvergence > a,.

V naSem pfipadé pouZijeme pro srovnani fadu > 3%, o niz vime, Ze je kon-

vergujici geometrickou fadu s kvocientem ¢ = % Pro kazdé n € IN plati:
1 1 2n+1 n
32(n+1)+1 3n+1 3 3 1 1
< = < = —< -
1 - 1 2n+3 — 1 =
32n+1 3n 3 n+ 31’L+ 9 3

Vsechny uvedené nerovnice plati. Mizeme tedy pouzit 3. srovnavaci krité-
rium a z konvergence fady > 3% vyvodit konvergenci zadané fady > 32%

Pouzijeme 2. srovnavaci kritérium. Opét se nabizi vyuzit podobnost zadané
tfady se zakladni harmonickou fadou:

=3 =

—a— = lim ——=v4-0=2.

n—-+oo n
4n2—2

lim
n—-+oo

Vidime, Ze vysledek limity lezi v intervalu (0,+o00). Obé fady maji stejné
chovani, zadané tada tedy diverguje.
Ziejmé
|sinn - cosn| 1
> P e
27L - 27L
Jelikoz je fada 2% konvergentni, je (podle posledni uvedené nerovnosti a

1. srovnévaciho kritéria) i zadand fada y mlﬁg%”' konvergentni.

Priklad 82 Rozhodnéte o chovani nasledujicich nekoneénych fad. K feseni
vyuzijte limitni podilové kritérium.

2)

+oo |
n

211

n=1

—+oo

n=1

X 5.l
Z nnn :

n=1
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Mame-li kladnou fadu }_ a, a
an+1 _ A

Reseni.
lim
n—-+oo an

pak podle limitniho podilového kritéria pro A < 1 fada konverguje, pro A > 1

fada diverguje. (Pro A = 1 je nutné pouzit jiné kritérium.)

a)
(n+1)!
m 1)-n!-27 1
lm 2 gy ALt onEloy
n—+oo 2o n—too  pl.2n+l n—too 2
Rada diverguje.
b)
n+1
- 1)-e™ 1 1 1
i e o gy 0Dt Lo ntl 1y
n—-+oo o n—+too entl.n e n—+oo N e
Rada konverguje.
c)
5" L. (n41)!
lim —Dm = lim 57 (n A1) -l =5 lim ( )”
n—-+o0 52'”"! n—too 5" - (n+4 1)7t1.nl n—+oco \m 41
1 \n+l 1 -1
= 5 1m (1-——=) - (1-—)
n—+o00 n+1 n+1

-1 1:§>1.

= 5.e L.
e

Rada diverguje. Poznamenejme, 7e k vypoétu jsme vyuzili znalost specialni

limity
I\ 1
lim (1—7)

n—+oo n &

Priklad 83 Rozhodnéte o chovani nasledujicich nekonecnych fad. K feseni
vyuzijte limitni odmocninové kritérium.

400 6"

)
P

n=1

b)
Z :
£ 11og"n
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d)
*i’ (4+ )"
3
n=1 n

ReSeni. Vyuzivame limitni odmocninové kritérium. Mame-li fadu s nezapor-
nymi cleny Y a, a
li Va, = A
i V=4
pak pro A < 1 tato fada konverguje a pro A > 1 diverguje. (Pro A =1 je tfeba
postupovat jinak.)

)
R 6 6
e Vo =B G T8 707

Zadand Tada diverguje. Pro vypocet je dilezita znalost limity

lim /n=1.

n—-+oo

. 1 \» . 1
lim ¢ ( ) = lim =0<1.
n—-+oo logn n—-+oc logn

Rada konverguje.

)

) =(G5) =<t

3 |3 o

. Wl M5\ ) n 1+
lim ( ) = lim (— .
n——+o0o 3n—2 n—+oo \n 3 —

Rada konverguje.

d)

1
. | L4
A W D AR A

Rada diverguje.
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Priklad 84 Rozhodnéte o absolutni konvergenci, neabsolutni konvergenci ¢i
divergenci néasledujicich alernujicich fad. K feseni vyuzijte Leibnizovo kritérium.

a)

—+00
>yt
n=1
b)
+o0
(=1)"
712::2 Inn
¢)
S~ (="
n=1 W
Q)

Reseni. Leibnizovo kritérium pouzivame pro alternujici fady, tedy pro rady
ve tvaru

+oo “+oo
S0 an, Y ()" ay,
n=1 n=1

kde a, > 0. Podle tohoto kritéria alternujici rada konverguje tehdy, jestlize
existuje ng € IN takové, 7e any > ang+1 = Gngt+2 > - .. (posloupnost {a,} je od
ur¢itého indexu nerostouci) a zaroven lim,, 1 a, = 0.

Pfipomenime jesté, Ze fada > a,, konverguje neabsolutné, pokud je konvergentni,
priéemz fada > |a,| diverguje. Rada Y a,, je tzv. absolutné konvergentni, pravé
kdyz konverguje fada > |an|.

a) Posloupnost {n—ls} je klesajici a lim,,_, 4o, n~2 = 0. Podle Leibnizova kritéria
tedy fada > (—1)"*t. # konverguje. Ziejmé konverguje i absolutné, nebot
fada Y [(—1)""! - L[ =3 L je konvergentni.

b) Posloupnost { -} je klesajici a lim,,_, { o - = 0. Zadand Fada tedy konver-
guje dle Leibnizova kritéria. Zbyva nam zjistit, zda konverguje i fada jejich
¢lenu v absolutni hodnoté. K tomu vyuzijeme 1. srovnavaci kritérium. Pro
n > 2 plati, 7e [T = L

(fnlzln |. Zadand fada tedy konverguje neabsolutné.

> % 7 divergence zdkladni harmonické rady

plyne divergence fady > |
c) Ziejmé

1
li =1.
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Zadana tada tedy diverguje a zfejmé nemd smysl ovétovat konvergenci fady
jejich ¢lent v absolutni hodnoté.

d) Plati:
. 4n . n2 % 0 0
1m - m — - = — =
n—toon2 —2  n—too n2 1—% 1-0 ’

pri¢emz posloupnost {n;lz} je (pro m > 1) klesajici. Zadana fada tedy dle

Leibnizova kritéria konverguje. Dale prozkoumame chovani rady jejich ¢lenti
v absolutni hodnoté. Radu Y |(=1)" - 42| = gn_ jsme (pro n > 1)

n2-21 n2—2
schopni zdola omezit divergentni harmonickou radou: n;”_Lz > % Od-
+oo n 4n
n:2(_1) T h2—2

tud (dle 1. srovnavaciho kritéria) ihned plyne, Ze fada
konverguje neabsolutné.

Priklad 85 Navrhnéte, jak pferovnat neabsolutné konvergentni fadu >
tak, aby byl jeji soucet +oc0.

(—1)"

ReSeni. Podle teorie lze pferovnat jakoukoliv neabsolutné konvergentni fadu
tak, aby méla libovolny, pfedem dany soucet. Je znamo, ze u kazdé neabsolutné
konvergentni fady je soucet jejich zdpornych ¢lentt —oo a soucet jejich kladnych
¢lent +o00. Pri prerovnavani budeme postupovat tak, Ze vezmeme tolik kladnych
¢lent, aby byl jejich soucet vétsi nez 1 a k nim priddme jeden zaporny Clen a
tolik kladnych c¢lenti, aby byl jejich soucet vétsi nez 2. Pak opét priddme jeden
zaporny clen a tolik kladnych ¢lenti, aby byl jejich soucet vétsi nez 3, atd. Timto
postupem je zaruceno, Ze vysledny soucet poroste nade vsechny meze (bude
roven +00), pri¢emz se postupné vyuziji, jak vSechny ¢leny kladné, tak vSechny
¢leny zaporné.

Priklad 86 Urcete, pro kterd x > 0 konverguje rada

a)
¢ o8 ab ot
3 18 81 324 7

b)
f(nm—l—aj)n
n=1 n
Reseni.
a) Radu nejprve upravime:
A L B S —io i
3 18 81 324 T 1.3 2.32 3.3 4.34 o n-3n
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v n ’ Ve . . z 7 7’ . /.
Oznacme a,, = ;5. Nyni pouzijeme limitn{ podilové kritérium:

mn+1
. An+1 . (n+1)-3n+1 . n-r X
lim = lim ——— = lim —— = .
n—+00 Gy n—+400 P T n—+oo 3 - (’I’L =+ 1) 3

Odtud ihned dostavdame, zZe zadand fada konverguje pro x € (0, 3) a diverguje
pro z € (3,+00). Zbyva uréit, jak se fada chovd pro x = 3. Po pfimém
dosazeni dostaneme zdkladni harmonickou fadu:

1Lyl
2 73 4"

o které je dobre znamo, ze diverguje. Dana rada tedy konverguje pro vsechna
x € (0,3).

b) Nabizi se pouzit limitn{ odmocninové kritérium. Mame:

n 1
lim § (na:—i—x) = lim nt cx=1-x=uz,

n——+o0o n n——+o0o n

odkud bezprostiedné plyne, Ze dand fada konverguje pro = € (0,1) a diver-
guje pro x > 1. Zbyva urcit, jak se dand fada chovad pro x = 1. Pro x =1
fada nespliiuje nutnou podminku konvergence, protoze
1\» 1\"
lim (n—|— ) = lim (1—}——) =e#0.
n

n—-+oo n n—-+oo

Zadana fada tedy konverguje pro vSechna x € (0,1).

Priklad 87 Stanovte obor konvergence u nésledujicich mocninnych rad:

a)

+oo s
;nﬁ”
b)
0+z+222 432 +42* + ...
Reseni.

a) Vysetfime absolutni konvergenci uzitim limitniho odmocninového kritéria:

(T _ el el

notoo V.57  5-3/n 5

Ztejmé %l < 1, pravé kdyz x € (=5, 5). Zbyva vySettit krajni body intervalu
konvergence: —5 a 5. Pro x = —5 se (po zkréacen{) zadand fada zméni{ na fadu
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alternativni: > # Tato fada podle Leibnizova kritéria konverguje. Pro
x = b5 se (po zkricen{) zadand fada zméni na zdkladni harmonickou radu:
> %, ktera diverguje. Oborem konvergence zadané mocninné rady je tedy
interval (—5,5).

Plati:

“+oo
O+x+212+3x3+49§4+~~:Znaj".
n=0

Aby dand fada mohla vibec konvergovat, musi spliiovat nutnou podminku
konvergence. Ta je ale splnéna pouze v pripadé, ze x = 0. Zadana rada
konverguje jen v bodé 0 (pfi¢emz jeji soucet je nulovy).
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