
KAPITOLA 1. ROZCVI�KA

Dosazením yn za y a p(n) za p dostáváme

p(n+ 1)− p(n)
p(n)

= − r
K
p(n)+ r,

tj. roznásobením dostáváme diferen£ní rovnici prvního °ádu (kde
hodnota p(n) vystupuje v první i v druhé mocnin¥)

(1.10) p(n+ 1) = p(n)(1− r

K
p(n)+ r) .

Zkuste si promyslet nebo vyzkou²et chování tohoto modelu
pro r·zné hodnoty r a K. Na obrázku je pr·b¥h hod-
not pro parametry r = 0,05 (tj. p¥tiprocentní nár·st
v ideálním stavu), K = 100 (tj. zdroje limitují hod-

notu na 100 jedinc·) a p(0) jsou dva jedinci.

V²imn¥me si, ºe po£áte£ní p°ibliºn¥ exponenciální r·st se
skute£n¥ pozd¥ji zlomí a hodnota se postupn¥ blíºí kýºenému li-
mitu 100 jedinc·. Pro p blízké jedné a K daleko v¥t²í neº r bude
pravá strana rovnice (1.10) p°ibliºn¥ p(n)(1 + r), tzn. chování
je obdobné Malthusiánskému modelu. Naopak p°i p p°ibliºn¥ K
bude pravá strana p°ibliºn¥ p(n). Pro v¥t²í po£áte£ní hodnoty p
neº K budou hodnoty klesat, pro men²í neº K r·st, takºe systém
bude zpravidla postupn¥ oscilovat kolem hodnoty K.

4. Pravd¥podobnost

Te¤ se podíváme na jiný obvyklý p°ípad skalárních hodnot
funkcí � sledované hodnoty £asto nejsou známy
ani explicitn¥ vzorcem, ani implicitn¥ n¥jakým
popisem. Jsou výsledkem n¥jaké nahodilosti
a my se snaºíme popsat s jakou pravd¥podob-

ností nastane ta £i ona moºnost.

1.13. Co je pravd¥podobnost? Jako jednoduchý p°íklad m·ºe
slouºit obvyklé házení kostkou se ²esti st¥nami s ozna£eními

1, 2, 3, 4, 5, 6.

Pokud popisujeme matematický model takového házení
�poctivou� kostkou, budeme o£ekávat a tudíº i p°edepisovat,
ºe kaºdá ze stran padá stejn¥ £asto. Slovy to vyjad°ujeme �kaºdá
p°edem vybraná st¥na padne s pravd¥podobností 1

6 �.
Pokud si ale t°eba sami noºíkem vyrobíme takovou kostku

z kusu d°eva, je jisté, ºe skute£né relativní £etnosti výsledk· ne-
budou stejné. Pak m·ºeme z velikého po£tu pokus· usoudit na re-
lativní £etnosti jednotlivých výsledk· hod· a tyto ustanovit jako
pravd¥podobnosti v na²em matematickém popisu. Nicmén¥ p°i se-
bev¥t²ím po£tu pokus· nem·ºeme vylou£it moºnost, ºe se náho-
dou povedla velice nepravd¥podobná kombinace výsledk· a ºe
jsme proto ná² matematický model skute£nosti pro na²i kostku ne-
vybrali dob°e.
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podmínku). Obdobn¥ pro zbylé dv¥ skupiny. Dále snadno vy£íslíme

a1 = 2, a2 = 4, a3 = 7. Postupným dopo£ítáním

a12 = 1705.

Téº bychom dle uvedené teorie mohli odvodit explicitní vzorec

pro n-tý £len takto zadané posloupnosti (viz 3.10). Charakteristický

polynom dané rekurentní rovnice je x3 − x2 − x− 1 s jedním reálným

a dal²ími dv¥ma komplexními ko°eny, které m·ºeme vyjád°it pomocí

vztah· (∥1.1∥). □

1.32. Skóre basketbalového utkání mezi týmy �eské republiky

a Ruska vyzn¥lo po první £tvrtin¥ 12 : 9 pro

ruský tým. Kolika zp·soby se mohlo vyvíjet

skóre?

�e²ení. Ozna£íme-li P(k,l) po£et zp·sob·, kterými se mohlo vyvíjet

skóre basketbalového utkání, které skon£ilo k : l, tak pro k, l ≥ 3 platí

rekurentní vztah:

P(k,l) = P(k−3,l) + P(k−2,l) + P(k−1,l) + P(k,l−1) + P(k,l−2) +
+ P(k,l−3).

(Zp·soby, kterými se mohlo vyví-

jet utkání s výsledným skóre k : l,
si rozd¥líme na ²est po dvou dis-

junktních podmnoºin podle toho,

které druºstvo vst°elilo ko² a za ko-

lik bod· (1, 2, £i 3).) Ze symetrie

úlohy z°ejm¥ platí P(k,l) = P(l,k).

Dále pro k ≥ 3 platí:

P(k,2) = P(k−3,2) + P(k−2,2) + P(k−1,2) + P(k,1) + P(k,0),
P(k,1) = P(k−3,1) + P(k−2,1) + P(k−1,1) + P(k,0),
P(k,0) = P(k−3,0) + P(k−2,0) + P(k−1,0),

coº spolu s po£áte£ními podmínkamiP(0,0) = 1, P(1,0) = 1, P(2,0) = 2,
P(3,0) = 4, P(1,1) = 2, P(2,1) = P(1,1) + P(0,1) + P(2,0) = 5,
P(2,2) = P(0,2) + P(1,2) + P(2,1) + P(2,0) = 14 dává

P(12,9) = 497178513. □
Poznámka.Vidíme, ºe rekurentní vztah v tomto p°íkladumá sloºit¥j²í

formu, neº kterou jsme se zabývali v teorii a tudíº neumíme vy£ís-

lit libovolné £íslo P(k,l) explicitn¥, nýbrº pouze postupným výpo£tem

od po£áte£ních £len·. Takové rovnice nazýváme parciální diferen£ní

rovnice, protoºe £leny posloupnosti jsou zna£eny dv¥ma nezávislými

prom¥nnými (k, l).
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V dal²ím budeme pracovat s abstraktním matematickým po-
pisem pravd¥podobnosti v nejjednodu²²ím p°iblíºení.
To, do jaké míry je takový popis adekvátní pro kon-
krétní pokusy £i jiný problém, je záleºitostí mimo sa-
motnou matematiku. To ale neznamená, ºe by se ta-

kovým p°emý²lením nem¥li zabývat matematici (nejspí²e ve spo-
lupráci s jinými experty). Pozd¥ji se vrátíme k pravd¥podobnosti
coby teorii popisující chování nahodilých proces· nebo i pln¥ de-
terminovaných d¥j·, kde ov²em neznáme p°esn¥ v²echny ur£ující
parametry.

Matematická statistika pak umoº¬uje posuzovat, do jaké
míry lze o£ekávat, ºe vybraný model je ve shod¥ s realitou, resp.
umoº¬uje ur£it parametry modelu tak, aby docházelo k co nejlep²í
shod¥ s pozorováním a zárove¬ umí odhadnout míru spolehlivosti
zvoleného modelu.

K matematické pravd¥podobnosti i statistice ov²em budeme
pot°ebovat dosti rozsáhlý matematický aparát, který budeme mezi-
tím n¥kolik semestr· budovat.

Na p°íkladu na²í neum¥lé kostky si to m·ºeme p°edstavit tak,
ºe v teorii pravd¥podobnosti budeme pracovat s parametry pi pro
pravd¥podobnost jednotlivých hodnot stran a budeme poºadovat
pouze, aby v²echny tyto pravd¥podobnosti byly nezáporné a jejich
sou£et byl

p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1.

P°i volb¥ konkrétních hodnot pi pro konkrétní kostku pak v mate-
matické statistice budeme schopni odhadnout s jakou spolehlivostí
tento model na²í kostce odpovídá.

Na²ím skromným cílem je te¤ pouze nazna£it, jak abstraktn¥
zachytit pravd¥podobnostní úvahy ve formalizova-
ných matematických objektech. Následující odstavce
tak budou ve své podstat¥ pouhými cvi£eními v jed-
noduchých operacích nad mnoºinami a jednoduché

kombinatorice (tj. výpo£tech po£tu moºností, jak mohou být
spln¥ny dané podmínky kladené na kone£né mnoºiny prvk·).

1.14. Náhodné jevy. Budeme pracovat s neprázdnou pevn¥ zvo-
lenou mnoºinou� v²ech moºných výsledk·, kterou nazýváme zá-
kladní prostor. Pro jednoduchost bude pro nás� kone£ná mnoºina
s prvkyω1, . . . , ωn p°edstavujícími jednotlivémoºné výsledky. Ka-
ºdá podmnoºina A ⊆ � p°edstavuje moºný jev. Systém podm-
noºin A základního prostoru se nazývá jevové pole, jestliºe

• � ∈ A (tj. základní prostor je jevem),
• jsou-li A,B ∈ A, pak A \ B ∈ A (tj. pro kaºdé dva jevy je
jevem i jejich mnoºinový rozdíl),
• jsou-li A,B ∈ A, pak A ∪ B ∈ A (tj. pro kaºdé dva jevy je
jevem i jejich sjednocení).

Zjevn¥ je i komplement Ac = � \ A jevu A jevem, který
nazýváme opa£ný jev k jevu A. Pr·nik dvou jev· je op¥t jevem,
protoºe pro kaºdé dv¥ podmnoºiny A, B ⊆ � platí

A \ (� \ B) = A ∩ B.
Slovy se tak dá jevové pole charakterizovat jako systém pod-

mnoºin (kone£ného) základního prostoru uzav°ený na pr·niky,
sjednocení a rozdíly. Jednotlivé mnoºiny A ∈ A nazýváme ná-
hodné jevy (vzhledem k A).
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O lineárních rekurentních formulích (diferen£ních rovnicích)

vy²²ích °ád· s konstantími koe�cienty si povíme více v kapitole 3.

D. Pravd¥podobnost

Uve¤me si n¥kolik jednoduchých p°íklad· na klasickou pravd¥po-

dobnost, kdy zkoumáme n¥jaký pokus, který má kone£n¥ mnoho moº-

ných výsledk· (�v²echny p°ípady�) a nás zajímá, kdy výsledek po-

kusu bude náleºet n¥jaké podmnoºin¥ moºných výsledk· (�p°íznivé

p°ípady�). Hledaná pravd¥podobnost je pak rovna pom¥ru po£tu p°íz-

nivých p°ípad· ku po£tu v²ech p°ípad·. Klasickou pravd¥podobnost

m·ºeme pouºít tam, kde p°edpokládáme (víme), ºe kaºdý z moºných

výsledk· má stejnou pravd¥podobnost toho, ºe nastane (nap°íklad p°i

hodech kostkou).

1.33. Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu ²estibokou kostkou padne

£íslo v¥t²í neº 4?

�e²ení. V²ech moºných výsledk· je ²est (tvo°í mnoºinu

{1, 2, 3, 4, 5, 6}), p°íznivé moºnosti jsou dv¥ ({5, 6}). Hledaná

pravd¥podobnost je tedy 2/6 = 1/3. □

1.34. Ze skupiny osmi muº· a £ty° ºen náhodn¥ vybereme skupinu

p¥ti lidí. Jaká je pravd¥podobnost, ºe v ní budou alespo¬ t°i ºeny?

�e²ení. Pravd¥podobnost spo£ítáme jako podíl po£tu p°íznivých

p°ípad· ku po£tu v²ech p°ípad·. P°íznivé p°ípady rozd¥líme podle

toho, kolik je v náhodn¥ vybrané skupin¥ muº·: mohou v ní být bu¤

dva, nebo jeden muº. Skupinek o p¥ti lidech s jedním muºem je osm

(záleºí pouze na výb¥ru muºe, ºeny v ní musí být v²echny), skupinek

se dv¥ma muºi je potom c(8, 2) · c(4, 3) = (8
2

) · (4
3

)
(vybereme dva

muºe z osmi a nezávisle na tom t°i ºeny ze £ty°, tyto dva výb¥ry

m·ºeme nezávisle kombinovat a podle pravidla sou£inu dostáváme

uvedený po£et skupin). V²ech moºných skupin o p¥ti lidech pak

m·ºeme sestavit c(12, 5) = (12
5

)
. Hledaná pravd¥podobnost je tedy

8+ (4
3

)(8
2

)(12
5

) . □

Uve¤me si p°íklad, p°i jehoº °e²ení není vhodné pouºívat klasické

pravd¥podobnosti:

1.35. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe £tená° této úlohy vyhraje

p°í²tí týden alespo¬ milión dolar· v loterii?

�e²ení. Takováto formulace úlohy je neúplná, neposkytuje dostatek

údaj·. P°edvedeme chybné °e²ení. Základní prostor v²ech moºný jev·

je dvouprvkový: bu¤ vyhraje nebo nevyhraje. P°íznivý jev je jeden (vy-

hraje), hledaná pravd¥podobnost je tedy 1/2 (a to je zjevn¥ ²patná od-

pov¥¤). □
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Pro na²e házení kostkou je� = {1, 2, 3, 4, 5, 6} a jevové pole
je tvo°eno v²emi podmnoºinami mnoºiny �. Nap°. náhodný jev
{1, 3, 5} pak interpretujeme jako �padne liché £íslo�.

N¥co málo terminologie, která by m¥la dále p°ipomínat sou-
vislosti s popisem skute£ných model·:

• celý základní prostor � se nazývá jistý jev, prázdná pod-
mnoºina ∅ ∈ A se nazývá nemoºný jev,
• jednoprvkové podmnoºiny {ω} ⊆ � se nazývají elementární

jevy,
• spole£né nastoupení jev· Ai , i ∈ I , odpovídá jevu ∩i∈IAi ,

nastoupení alespo¬ jednoho z jev· Ai , i ∈ I , odpovídá jevu
∪i∈IAi ,
• A,B ∈ A jsou neslu£itelné jevy, je-li A ∩ B = ∅,
• jev A má za d·sledek jev B, kdyº A ⊆ B,

P°estavte si p°íklady v²ech uvedených pojm· pro jevový prostor
popisující házení kostkou nebo obdobn¥ pro házení mincí!

1.15. De�nice. Pravd¥podobnostní prostor je trojice (�,A , P ),
kdeA je jevové pole podmnoºin (kone£ného) základního prostoru
�, na kterém je de�nována skalární funkce P : A→ R s následu-
jícími vlastnostmi:

• P je nezáporná, tj. P(A) ≥ 0 pro v²echny jevy A,
• P je aditivní, tj. P(A ∪ B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
A, B ∈ A a A ∩ B = ∅,
• pravd¥podobnost jistého jevu je 1, tj. P(�) = 1.

Funkci P nazýváme pravd¥podobností na jevovém poli A.

Zjevn¥ je okamºitým d·sledkem na²ich de�nic °ada prostých,
ale uºite£ných tvrzení. Nap°. pro v²echny jevy platí

P(Ac) = 1− P(A),

kde Ac = � \A je jev opa£ný (pouºívá se téº pojm· dopl¬kový £i
komplementární) k jevu A. Dále m·ºeme matematickou indukcí
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Poznámka. V p°edchozím p°íklad¥ je poru²ena základní podmínka

pouºití klasické pravd¥podobnosti, totiº to, ºe kaºdý z elementárních

jev· má stejnou pravd¥podobnost toho, ºe nastane.

1.36. Do °ady v kin¥ o 2n místech je náhodn¥ rozmíst¥no n muº· a

n ºen. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ºádné dv¥ osoby stejného pohlaví

nebudou sed¥t vedle sebe?

�e²ení. V²ech moºných rozmíst¥ní lidí v °ad¥ je (2n)!, rozmíst¥ní

spl¬ujících podmínky je 2(n!)2: máme dv¥ moºnosti výb¥ru pozice

muº·, tedy i ºen � bu¤ v²ichni muºi budou sed¥t na lichých místech

(a tedy ºeny na sudých), nebo v²ichni muºi na sudých (a tedy ºeny na

lichých místech); na nich jsou pak muºi i ºeny rozmíst¥ny libovoln¥.

Výsledná pravd¥podobnost je tedy

p(n) = 2(n!)2

(2n)!
,

p(2) .= 0,33, p(5) .= 0,0079, p(8) .= 0,00016 . □

1.37. Do výtahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kaºdá

z nich vystoupí se stejnou pravd¥podobností v libovolném poschodí.

Jaká je pravd¥podobnost, ºe vystoupí

i) v²ichni v ²estém poschodí,

ii) v²ichni ve stejném poschodí,

iii) kaºdý v jiném poschodí?

�e²ení. Základní prostor v²ech moºných jev· je prostor v²ech moº-

ných zp·sob· vystoupení 5 osob z výtahu. T¥ch je 85.

V prvním p°ípad¥ je jediná p°íznivá moºnost vystoupení, hledaná

pravd¥podobnost je tedy 1
85 , ve druhém p°ípad¥ máme osm moºností,

hledaná pravd¥podobnost je tedy 1
84 a kone£n¥ ve t°etím je po£et

p°íznivých p°ípad· dán p¥tiprvkovou variací z osmi prvk· (z osmi

pater vybíráme p¥t, ve kterých se vystoupí a dále kte°í lidé vystoupí

ve vybraných poschodích), celkem je hledaná pravd¥podobnost ve

t°etím p°ípad¥ rovna (viz 1.6 a 1.8)
v(5, 8)
V (5, 8)

= 8 · 7 · · · 4
85

.= 0,2050781250. □

1.38. Náhodn¥ vybereme celé kladné £íslo men²í neº 105. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe bude sloºeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zárove¬ bude

d¥litelné £íslem 5?

�e²ení. �ísel spl¬ující danou podmínku je 2 · 34− 1 (krom¥ poslední

cifry máme na kaºdý °ád na výb¥r ze t°í cifer, p°ípadné £íslice 0 na

za£átku slova nepí²eme. V²ech celých kladných £ísel men²ích neº 105

je 105 − 1, podle klasické pravd¥podobnosti dostáváme, ºe hledaná

pravd¥podobnost je 2·34−1
105−1 . □
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snadno roz²í°it aditivitu na jakýkoliv kone£ný po£et vzájemn¥ ne-
slu£itelných jev· Ai ⊆ �, i ∈ I , tj.

P(∪i∈IAi) =
∑
i∈I

P(Ai),

kdykoliv Ai ∩ Aj = ∅, pro v²echna i, j ∈ I , i ̸= j .
1.16. De�nice. Nech´� je kone£ný základní prostor a nech´ jevové
pole A je práv¥ systém v²ech podmnoºin v �. Klasická pravd¥po-
dobnost je pravd¥podobnostní prostor (�,A, P ) s pravd¥podob-
nostní funkcí

P : A→ R, P (A) = |A||�| ,

kde |A| zna£í po£et prvk· mnoºiny A ∈ A.

Zjevn¥ takto zadaná funkce skute£n¥ de�nuje pravd¥podob-
nost, ov¥°te si samostatn¥ v²echny poºadované axiomy.

1.17. S£ítání pravd¥podobností. Uneslu£itelných jev· je s£ítání
pravd¥podobností pro výskyt alespo¬ jednoho z nich p°ímo
poºadováno v základní de�nici pravd¥podobnosti. Obecn¥
je s£ítání pravd¥podobností pro výskyty jev· sloºité. Pro-
blém totiº je, ºe pokud jsou jevy slu£itelné, £áste£n¥ máme

v sou£tu pravd¥podobností zapo£teny p°íznivé výskyty vícekrát.
Nejjednodu²²í je si nejprve p°edstavit situaci se dv¥ma slu£itel-

nými jevy A, B. Uvaºme nejprve klasickou pravd¥podobnost, kde
jde vlastn¥ o po£ítání prvk· v podmnoºinách. Pravd¥podobnost
výskytu alespo¬ jednoho z nich, tj. pravd¥podobnost jejich sjedno-
cení, je dána vztahem

(1.11) P(A ∪ B) = P(A)+ P(B)− P(A ∩ B),
protoºe ty prvky, které pat°í do mnoºiny A i B, jsme nejprve
zapo£etli dvakrát, a tak je musíme jednou ode£íst.

Tentýº výsledek dostaneme i pro obecnou pravd¥podobnostP
na n¥jakém jevovém poli. Protoºe A ∩ B a A \ B jsou nezávislé
jevy, platí

P(A) = P(A \ B)+ P(A ∩ B).
Podobn¥ pro A ∪ B máme

P(A ∪ B) = P(A \ B)+ P(B \ A)+ P(A ∩ B).
Dosazením za pravd¥podobnosti mnoºinových rozdíl· dostáváme
op¥t vztah (1.11).

Následující v¥ta je p°ímým promítnutím tzv. kombinatoric-
kého principu inkluze a exkluze do na²í kone£né
pravd¥podobnosti a °íká, jakým zp·sobem vícená-
sobné zapo£ítávání výsledk· kompenzovat v obec-
ném p°ípad¥.

Jde patrn¥ o dobrý p°íklad matematického tvrzení, kde
nejt¥º²í je najít dobrou formulaci a pak se dá °íci, ºe (intuitivn¥)
je tvrzení z°ejmé.

Na obrázku je situace znázorn¥na pro t°i mnoºiny
A, B, C a pro klasickou pravd¥podobnost. Jednodu²e ²rafo-
vané oblasti v prostém sou£tu máme dvakrát, dvojit¥ ²rafované
t°ikrát. Pak ty jednodu²e ²rafované jednou ode£teme, p°itom ty
dvojit¥ ²rafované op¥t t°ikrát ode£teme, proto je tam nakonec je²t¥
jednou zapo£teme.
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1.39. Ze sá£ku s p¥ti bílými a p¥ti £ervenými koulemi náhodn¥ vy-

táhneme t°i (koule do sá£ku nevracíme). Jaká je pravd¥podobnost, ºe

dv¥ budou bílé a jedna £ervená?

�e²ení. Rozd¥lme uvaºovaný jev na sjednocení t°í disjunktních jev·:

podle toho, kolikátou vytáhneme £ervenou kouli. Pravd¥podobnosti,

ºe vytáhneme koule p°esn¥ ve zvoleném po°adí jsou: 1
2 · 4

9 · 5
8 ,

1
2 · 5

9 · 1
2 ,

1
2 · 5

9 · 1
2 . Celkem

5
12 .

Jiné °e²ení. Uvaºme po£et v²ech moºných trojic vytaºených koulí

(koule jsou mezi sebou rozli²itelné), tedy
(10

3

)
. Trojic, které obsahují

práv¥ dv¥ bílé koule je potom
(5

2

) · (5
1

)
(dv¥ bílé koule m·ºeme vytáh-

nout
(5

2

)
zp·soby, k nim pak £ervenou p¥ti zp·soby). □

1.40. Z klobouku, ve kterém je p¥t bílých, p¥t £ervených a ²est £er-

ných koulí, náhodn¥ vytahujeme koule (bez vracení). Jaká je pravd¥po-

dobnost, ºe pátá vytaºená koule bude £erná?

�e²ení. Spo£ítáme dokonce obecn¥j²í úlohu. Totiº pravd¥podobnost

toho, ºe i-tá vytaºená koule bude £erná, je stejná pro v²echna

i, 1 ≤ i ≤ 16. M·ºeme si totiº p°edstavit, ºe vytáhneme

postupn¥ v²echny koule. Kaºdá taková posloupnost vytaºených

koulí (od první vytaºené koule po poslední), sloºená z p¥ti bílých,

p¥ti £ervených a ²esti £erných koulí, má stejnou pravd¥podobnost

vytaºení a pro výpo£et hledané pravd¥podobnosti m·ºeme op¥t

pouºít model klasické pravd¥podobnosti. Zmín¥ných posloupností je

P(5, 5, 6) = 16!
5!·5!·6! . Po£et posloupností, kde na i-tém míst¥ je £erná

koule, zbytek libovolný, je tolik, kolik je libovolných posloupností p¥ti

bílých, p¥ti £ervených a p¥ti £erných koulí, tedy P(5, 5, 5) = 15!
5!5!5!

Celkem je tedy hledaná pravd¥podobnost

P(5, 5, 5)
P (5, 5, 6)

=
15!

5!5!5!
16!

6!5!5!

= 3
8
. □

Poznámka. Vra´me se k házení kostkou a zkusme popsat jevy ze zá-

kladního prostoru � vznikající p°i házení tak dlouho, dokud nepadne

²estka, ne v²ak více neº stokrát.

Pro jeden hod samostatn¥ je základním prostorem ²est £ísel od

jedné do ²esti a jde o klasickou pravd¥podobnost. Pro celé série na²ich

hod· bude základní prostor daleko v¥t²í � bude to mnoºina kone£ných

posloupností £ísel od jedné do ²estky, které bu¤ kon£í ²estkou, mají

nejvý²e 100 £len· a v²echna p°edchozí £ísla jsou men²í neº ²est, nebo

jde o 100 £ísel od jedné do p¥ti. Jevem A m·ºe být nap°. podmnoºina

�házení kon£í druhým pokusem�. V²echny p°íznivé elementární jevy

pak jsou

[1, 6], [2, 6], [3, 6], [4, 6], [5, 6].
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Obecn¥ si díky aditivní vlastnosti pravd¥podobnosti m·ºeme
p°edstavit, ºe kaºdý jev rozloºíme na elementární (tj. jednobodové)
jevy, jakkoliv ve skute£nosti nemusí jednoprvkové podmnoºiny do
uvaºovaného jevového pole pat°it. Pak je pravd¥podobnost kaº-
dého jevu dána sou£tem pravd¥podobností jednotlivých elementár-
ních jev· do n¥j pat°ících a m·ºeme p°i vyjád°ení pravd¥podob-
nosti nastoupení alespo¬ jednoho z jev· postupovat takto: se£teme
v²echny pravd¥podobnosti výsledk· pro v²echna Ai zvlá²´, pak
ov²em musíme ode£íst ty, které tam jsou zapo£teny dvakrát (tj.
prvky v pr·nicích dvou). Te¤ si ov²em dovolujeme ode£íst p°íli²
mnoho tam, kde ve skute£nosti byly prvky t°ikrát, tj. korigujeme
p°i£tením pravd¥podobností ze t°etího £lenu, atd.

V¥ta. Bu¤te A1, . . . , Ak ∈ A libovolné jevy na základním pro-
storu � s jevovým polem A. Pak platí

P
(
∪ki=1Ai

)
=

k∑
i=1

P(Ai)−
k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

P(Ai ∩ Aj )+

+
k−2∑
i=1

k−1∑
j=i+1

k∑
ℓ=j+1

P(Ai ∩ Aj ∩ Aℓ)− . . .+

+ (−1)k−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak).
D·kaz. Aby se vý²e nazna£ený postup stal d·kazem, je za-

pot°ebí si ujasnit, ºe skute£n¥ v²echny korekce, tak
jak jsou popsány, jsou skute£n¥ s koe�cienty jedna.
Místo toho m·ºeme snáze dát dohromady formáln¥j²í
d·kaz matematickou indukcí p°es po£et k jev·, jejichº

pravd¥podobnosti s£ítáme. Zkuste si pr·b¥ºn¥ porovnávat oba po-
stupy, m¥lo by to vést k vyjasn¥ní, co to znamená �dokázat� a co
�porozum¥t�.

Pro k = 1 tvrzení zjevn¥ platí, vztah pro k = 2 je totoºný
s rovností (1.11) a tu jsme pro obecné pravd¥podobnostní funkce
jiº dokázali také.

P°edpokládejme tedy, ºe v¥ta platí pro v²echny po£ty mnoºin
aº do pevn¥ zvoleného k ≥ 1. Nyní m·ºeme pracovat v induk£ním
kroku se vztahem pro k + 1 jev·, kdyº sjednocení prvních k jev·
bereme jako A ve vzorci (1.11) vý²e, zatímco zbývající jev hraje
roli B:

P
(
∪k+1
i=1Ai

)
= P

((
∪ki=1Ai

)
∪ Ak+1

)
=

=
k∑
j=1

(−1)j+1
∑

1≤i1<···<ij ≤k
P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aij )

+
+ P(Ak+1)− P((A1 ∪ · · · ∪ Ak) ∩ Ak+1).
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Ze známé klasické pravd¥podobnosti pro jednotlivé hody umíme od-

vodit pravd¥podobnosti na²ich jev· v �. Není to ale jist¥ klasická

pravd¥podobnost. Tak pro diskutovaný jev chceme popsat, s jakou

pravd¥podobností nepadne ²estka p°i prvém hodu a zárove¬ padne p°i

druhém. Vnucuje se °e²ení

P(A) = 5
6
· 1

6
= 5

36
,

protoºe v prvém hodu padne s pravd¥podobností 1 − 1
6 jiné £íslo neº

²est a druhý hod, ve kterém naopak poºadujeme ²estku, je zcela ne-

závislý na prvním. Samoz°ejm¥ toto není pom¥r po£tu p°íznivých vý-

sledk· k velikosti celého stavového prostoru!

Obecn¥ji m·ºeme °íci, ºe po práv¥ 1 < k < 100 hodech pokus

skon£í s pravd¥podobností ( 5
6)
k−1 · 1

6 . Ze v²ech moºností je tedy nej-

pravd¥podobn¥j²í, ºe skon£í jiº napoprvé.

Jiný p°íklad, jak z házení kostkou dostat r·zn¥ pravd¥podobné

jevy, je pozorovat sou£ty p°i hodu více kostkami. Uvaºujme takto:

p°i hodu jednou kostkou je kaºdý výsledek stejn¥ pravd¥podobný

s pravd¥podobností 1
6 . P°i hodu dv¥ma kostkami je kaºdý p°edem zvo-

lený výsledek (a, b), tj. dvojice p°irozených £ísel od jedné do ²esti

(v£etn¥ po°adí), stejn¥ pravd¥podobný s pravd¥podobností 1
36 . Pokud

se budeme ptát po dvou p¥tkách, je tedy pravd¥podobnost polovi£ní

neº u dvou r·zných hodnot bez uvedení po°adí. Pro jednotlivé moºné

sou£ty uvedené v horním °ádku nám vychází po£et moºností v °ádku

dolním:

Sou£et 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Po£et 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
.

Podobn¥ vyjde pravd¥podobnost 1
216 jednotlivých výsledk· hodu t°emi

kostkami, v£etn¥ ur£eného po°adí. Pokud se budeme ptát na pravd¥po-

dobnost výsledného sou£tu p°i hodu více kostkami, musíme pouze

ur£it, kolik je moºností, jak daného sou£tu dosáhnout a p°íslu²né

pravd¥podobnosti se£íst.

1.41. Princip inkluze a exkluze.

Sekretá°ka má rozeslat ²est do-

pis· ²esti r·zným lidem. Dopisy

pro r·zné adresáty vkládá do obá-

lek s adresami náhodn¥. Jaká je

pravd¥podobnost, ºe alespo¬ jeden

£lov¥k dostane dopis ur£ený pro

n¥j?
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To uº p°ipomíná formuli pro k + 1 s£ítaných jev·, nicmén¥ nám
ve velké sum¥ chyb¥jí v²echny výrazy obsahující Ak+1 a £len
s pravd¥podobností sou£asného nastoupení v²ech jev·. Zato nám
v²ak p°ebývá poslední £len. Tento £len výrazu m·ºeme nahradit
výrazem

−P((A1 ∩ Ak+1) ∪ · · · ∪ (Ak ∩ Ak+1))

a pro tento výraz op¥t pouºít induk£ní p°edpoklad, tj. formuli ve
v¥t¥. P°i tro²e trp¥livosti (a dostate£n¥ velkém papíru na roze-
psání v²ech £len·) ov¥°íme, ºe tím práv¥ p°idáme v²echny dosud
chyb¥jící £leny. □

1.18. Princip inkluze a exkluze. Speciálním p°ípadem p°ed-
chozí v¥ty je p°ípad klasické pravd¥podobnosti, kdy
v²echny kone£né podmnoºiny základního prostoru
jsou jevy a v²echny elementární jevy mají stejnou
pravd¥podobnost. Ve vzorci z p°edchozí v¥ty pak v²echny

pravd¥podobnosti dávají práv¥ po£et prvk· p°íslu²ných podm-
noºin aº na spole£ný faktor 1

n
, kde n je po£et prvk· základního

prostoru.
Takto m·ºeme z v¥ty 1.17 vy£íst následující tvrzení pro

mohutnosti obecné kone£né mnoºiny M a jejích podmnoºin
A1, . . . , Ak . Jako obvykle pí²eme |M| pro po£et prvk· mnoºiny
M.

Samoz°ejm¥ pro kone£nou mnoºinu M a její podmnoºiny
platí

|M \ (∪ki=1Ai)| = |M| − | ∪ki=1 Ai |.
Nyním·ºeme dosadit z p°edchozí v¥ty zamohutnost sjednocení na
pravé stran¥ a dostáváme tvrzení, kterému se °íká princip inkluze
a exkluze.

|M \ (∪ki=1Ai)| =

= |M| +
k∑
j=1

(
(−1)j

∑
1≤i1<···<ij ≤k

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aij |
)
.

Op¥t je snadné nakreslit si tvrzení pro dv¥ nebo t°i mnoºiny, viz
obrázek p°ed v¥tou 1.17.

1.19. Nezávislé jevy. Vra´me se na chvíli k jednoduchému mo-
delu dokonalé hrací kostky. Bude nás zajímat, jak mohou být jevy
závislé.

Nap°. pravd¥podobnost, ºe nastanou zárove¬ jevy �padne
liché £íslo� a �padne alespo¬ trojka�, je 1

3 . To je totéº jako
1
2 · 2

3 , tedy sou£in pravd¥podobností jednotlivých jev·. To odpo-
vídá p°edstav¥, ºe m·ºeme nezávisle testovat ob¥ podmínky a vý-
sledná pravd¥podobnost sou£asného spln¥ní bude dána sou£inem
pravd¥podobnostní díl£ích. Jestliºe budeme naopak uvaºovat ne-
slu£itelné jevy, jako jsou nap°. �padne sudé £íslo� a �padne liché
£íslo�, bude pravd¥podobnost sou£asného výskytu obou nulová,
zatímco sou£in díl£ích pravd¥podobností nulový není.

To odpovídá p°estav¥, ºe tyto dva jevy musí být závislé, pro-
toºe výskyt jednoho z nich ten druhý uº vylu£uje. Samoz°ejm¥
m·ºe nastávat slab²í závislost, nap°. jev �padne liché £íslo� je
d·sledkem jevu �padne trojka� a proto také není dána pravd¥po-
dobnost spole£ného výskytu t¥chto dvou jev· pomocí sou£inu.

Pro pravd¥podobnosti P na libovolných jevových polích °ek-
neme, ºe jevy A a B jsou stochasticky nezávislé, jestliºe platí

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).
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�e²ení. Spo£ítejme pravd¥podobnost jevu opa£ného, tedy toho, ºe

ani jeden £lov¥k neobdrºí správný dopis. Stavový prostor v²ech moº-

ných jev· odpovídá v²emmoºným po°adím p¥ti prvk· (obálek). Ozna-

£íme-li jak obálky tak dopisy £ísly od jedné do ²esti, tak v²echny

p°íznivé jevy (tedy ºádný dopis nep°ijde do obálky se stejným £ís-

lem) odpovídají takovým po°adím ²esti prvk·, kdy i-tý prvek není na

i-tém míst¥ (i = 1, . . . , 6), tzv. po°adím bez pevného bodu. Jejich

po£et spo£ítáme pomocí principu inkluze a exkluze. Ozna£íme-liMi

mnoºinu permutací s pevným bodem i (permutace v Mi ale mohou

mít i jiné pevné body), tak výsledný po£et d permutací bez pevného

bodu je roven

d = 6!− |M1 ∪ · · · ∪M6|.
Po£et prvk· pr·niku |Mi1∩· · · ∩Mik |, k = 1, . . . , 6, je (6−k)! (po°adí
prvk· i1, . . . , ik je pevn¥ dáno, ostatních 6−k prvk· °adíme libovoln¥).

Podle principu inkluze a exkluze je

|M1 ∪ · · · ∪M6| =
6∑
k=1

(−1)k+1
(

6
k

)
(6− k)!

a tedy pro hledaný po£et d dostáváme vztah

d = 6!−
6∑
k=1

(−1)k+1
(

6
k

)
(n− k)! =

=
6∑
k=0

(−1)k
(

6
k

)
(6− k)! = 6!

6∑
k=0

(−1)k

k!
.

Pravd¥podobnost toho, ºe ºádný £lov¥k neobdrºí �sv·j� dopis je tedy

6∑
k=0

(−1)k

k!
= 53

144

a hledaná pravd¥podobnost pak

1−∑6
k=0

(−1)k

k!
= 91

144
. □

Poznámka. V²imn¥me si, ºe odpov¥¤ na stejnou otázku se s rostou-

cím po£tem dopis· p°íli² nem¥ní. Pro n dopis· je pravd¥podobnost, ºe

sekretá°ka dá alespo¬ jeden do správné obálky, rovna

1−
n∑
k=0

(−1)k

k!
.= 1− 1

e
.

Jak totiº uvidíme pozd¥ji, uvedená suma konverguje (blíºí se) k hod-

not¥ 1/e.
Následující p°íklad je jednoduchým modelem, který odhaduje

pravd¥podobnost úmrtí osoby p°i dopravní nehod¥.
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Zkusme ale tutéº hru s kostkou s více jevy, t°ebas jevA �padne
liché £íslo�, jev B �padne alespo¬ 3� a jev C �padne nejvý²e 3�.
Pravd¥podobnosti jsou

P(A) = 1
2
, P (B) = 2

3
, P (C) = 1

2
,

P (A ∩ B ∩ C) = 1
6
= 1

2
· 2

3
· 1

2
,

ale po dvojicích dostáváme nap°. P(A ∩ C) = 2
3 ̸= 1

2 · 1
2 .

Naopak ani t°i jevy A, B, C které jsou po dvou nezávislé, ne-
musí spl¬ovat vlastnost P(A ∩ B ∩ C) = P(A) · P(B) · P(C):
nech´ � je devítiprvkový základní prostor sloºený ze slov aaa,
bbb, ccc, abc, acb, bac, bca, cab, cba. Ozna£me jako A jev �na
prvním míst¥ slova je písmeno a�. Dále nech´ B je jev �na dru-
hém míst¥ slova je písmeno a� a C je jev �na t°etím míst¥ slova
je písmeno a�. Pak P(A) = P({aaa, abc, acb}) = 1

3 a ob-

dobn¥ P(B) = P(C) = 1
3 . Potom P(A ∩ B) = P(A ∩ C) =

P(B ∩C) = P({aaa} = 1
9 . Tedy jevy jsou po dvou nezávislé, ale

P(A ∩ B ∩ C) = P({aaa} = 1
9 ̸= P(A) · P(B) · P(C).

Obecn¥ tedy de�nujeme nezávislé jevy takto:

De�nice. Uvaºme libovolný pravd¥podobnostní prostor
(�,A, P ) a v n¥m k jev· A1, . . . , Ak . �ekneme,
ºe tyto jevy jsou stochasticky nezávislé (vzhledem
k pravd¥podobnosti P ), jestliºe pro libovolné z nich

vybrané jevy Ai1 , . . . , Aiℓ , 1 ≤ ℓ ≤ k platí
P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aiℓ) = P(Ai1) · . . . · P(Aiℓ).

Zjevn¥ je kaºdý podsystém stochasticky nezávislých jev· op¥t
stochasticky nezávislý. Dále si pro dva stochasticky nezávislé jevy
A,B spo£t¥me

P
(
A ∩ Bc ) = P(A \ B) = P(A)− P(A ∩ B) =

= P(A)(1− P(B)) = P(A)P (Bc ) .
Odtud uº snadno dovodíme, ºe zám¥nou jednoho nebo více sto-
chasticky nezávislých jev· za jejich opa£né jevy obdrºíme op¥t
stochasticky nezávislé jevy.

�asto je pot°ebná pravd¥podobnost, ºe nastane alespo¬ jeden
ze stochasticky nezávislých jev·, tzn. hledáme P(A1 ∪ · · · ∪ Ak).
M·ºeme pak pouºít elementární vlastnosti mnoºinových operací,
tzv. de Morganova pravidla

(∪i∈IAi)c = ∩i∈IAci ,
(∩i∈IAi)c = ∪i∈IAci ,

a dostáváme

(1.12)
P(A1 ∪ · · · ∪ Ak) = 1− P (Ac1 ∩ · · · ∩ Ack) =

= 1− (1− P(A1)) . . . (1− P(Ak)).

1.20. Podmín¥ná pravd¥podobnost. Míru závislosti dvou jev·
m·ºeme p°eformulovat s p°edstavou, ºe zkoumáme
jeden z nich za podmínky, ºe druhý nastal. U nezá-
vislých by podmínka nem¥la mít ºádný vliv. Nap°.
�jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami

padly dv¥ p¥tky, je-li sou£et hodnot deset?�. Formalizovat takový
postup umíme následovn¥.
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1.42. Ro£n¥ zahyne na silnicích v�R p°ibliºn¥ 1200 £eských ob£an·.

Ur£ete pravd¥podobnost, ºe n¥kdo z vybrané skupiny p¥ti set �ech·

zem°e v následujících deseti letech p°i dopravní nehod¥. P°edpoklá-

dejte pro zjednodu²ení, ºe kaºdý ob£an má v jednom roce stejnou

�²anci� zem°ít p°i dopravní nehod¥ a to 1200/107.

�e²ení. Spo£ítejme nejprve pravd¥podobnost, ºe jeden vybraný

£lov¥k v následujících deseti letech nezahyne p°i dopravní nehod¥.

Pravd¥podobnost, ºe nezahyne v jednom roce, je
(
1− 12

105

)
. Pravd¥po-

dobnost, ºe nezahyne v následujících deseti letech, je pak
(
1− 12

105

)10
.

Pravd¥podobnost, ºe v následujících deseti letech nezahyne nikdo

z daných p¥ti set lidí, je op¥t podle pravidla sou£inu (jedná se

o nezávislé jevy)
(
1− 12

105

)5000
. Pravd¥podobnost jevu opa£ného, tedy

toho, ºe n¥kdo z vybraných p¥ti set lidí zahyne, je

1− (1− 12
105

)5000 .= 0,4512. □
Poznámka. Model, který jsme pouºili v p°edchozím p°íkladu k po-

pisu zadané situace, je pouze p°ibliºný. Problém spo£ívá v podmínce,

ºe kaºdý ob£an z vy²et°ovaného vzorku má stejnou pravd¥podobnost

toho, ºe v pr·b¥hu roku zahyne, kterou jsme odhadli z po£tu usmrce-

ných osob za rok. Po£et tragických nehod se totiº rok od roku m¥ní a

i kdyby se nem¥nil, tak se m¥ní populace. Ukaºme si jednu z nep°es-

ností p°íkladu na jiném zp·sobu °e²ení: zahyne-li 1200 osob za rok,

tak za deset let zahyne 12000. Pravd¥podobnost toho, ºe konkrétní

£lov¥k zahyne v pr·b¥hu deseti let tedym·ºeme odhadnout i zlomkem

12000/107. Pravd¥podobnost, ºe konkrétní osoba nezahyne v pr·b¥hu

10 let je tedy
(
1− 12

104

)
(to jsou první dva £leny binomického rozvoje(

1− 12
105

)10
). Celkem dostáváme analogicky jako v p°edchozím °e²ení

odhad pravd¥podobnosti

1−
(

1− 12
104

)500
.= 0,4514.

Vidíme, ºe oba odhady jsou velmi blízké.

Snaha pouºít matematických znalostí k výh°e v nejr·zn¥j²ích ha-

zardních hrách je velmi stará. Podívejme se na jednoduchý p°íklad.

Nyní si procvi£me tzv. �podmín¥nou� pravd¥podobnost, viz

(1.20).

1.43. Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe p°i hodu dv¥ma kostkami

padne sou£et 7, víme-li, ºe ani na jedné z kostek nepadlo £íslo 2?

�e²ení. Ozna£me jako B jev, ºe ani na jedné kostce nepadne dvojka,

jev �padne sou£et 7� ozna£me jako A. Mnoºinu v²ech moºných vý-

sledk· budeme zna£it op¥t jako �. Pak

P(A|B) = P(A ∩ B)
P (B)

=
|A∩B|

|�|
|B|
|�|
= |A ∩ B||B| .
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Podmín¥ná pravd¥podobnost

De�nice. Nech´H je jev s nenulovou pravd¥podobností v jevovém
poli A v pravd¥podobnostním prostoru (�,A, P ). Podmín¥ná
pravd¥podobnost P(A|H) jevu A ∈ A vzhledem k hypotéze H
je de�nována vztahem

P(A|H) = P(A ∩H)
P (H)

.

Jak je vid¥t p°ímo z de�nice, hypotézaH a jevA jsou skute£n¥
nezávislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H). P°ímo z de�-
nice také vyplývá tzv. �v¥ta o násobení pravd¥podobností�. Máme-
li dva jevy A1, A2 spl¬ující P(A1 ∩ A2) > 0, potom

P(A1 ∩ A2) = P(A2)P (A1|A2) = P(A1)P (A2|A1).

V²echna tato £ísla vyjad°ují pravd¥podobnost toho, ºe nastanou
oba jevy A1 i A2, jenom jinými zp·soby. Nap°íklad v posledním
p°ípad¥ nejprve sledujeme, zda nastane první jev. Potom za p°ed-
pokladu, ºe ten první nastal, sledujeme zda nastane i ten druhý.
Podobn¥ pro t°i jevy A1, A2, A3 spl¬ující P(A1 ∩ A2 ∩ A3) > 0
dostaneme

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = P(A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2).

Slovy to lze op¥t popsat tak, ºe pravd¥podobnost výskytu v²ech t°í
jev· zárove¬ m·ºeme spo£ítat tak, ºe se nejprve zabýváme výsky-
tem pouze prvního z nich, potom druhého za p°edpokladu, ºe první
uº nastal, a naposledy t°etího za p°edpokladu, ºe oba p°ede²lé jevy
jiº nastaly.

Máme-li obecný po£et k jev· A1, . . . , Ak spl¬ujících P(A1 ∩
· · · ∩ Ak) > 0, pak v¥ta °íká následující:

P(A1 ∩ · · · ∩Ak) = P(A1)P (A2|A1)· · ·P(Ak|A1 ∩ · · · ∩Ak−1).

Skute£n¥, dle p°edpokladu jsou i pravd¥podobnosti v²ech pr·nik·,
které jsou brány ve výrazu za hypotézy, nenulové. Pokrácením £ita-
tel· a jmenovatel· získáme i napravo práv¥ pravd¥podobnost jevu
odpovídajícího pr·niku v²ech uvaºovaných jev·.

1.21. Geometrická pravd¥podobnost. V praktických problé-
mech se £asto setkáváme s daleko sloºit¥j²ími mo-
dely, kde základní prostor není kone£nou mnoºinou.
Nemáme momentáln¥ k dispozici ani základní ná-
stroje pro dostate£né zobecn¥ní pojmu pravd¥podob-

nosti, nicmén¥ m·ºeme uvést alespo¬ jednoduchou ilustraci.
Uvaºme rovinu R2 dvojic reálných £ísel a v ní podmnoºinu

� se známým obsahem vol� (symbol �vol� je od anglického
�volume�, tj. obsah/objem). P°íkladem m·ºe slouºit t°eba jednot-
kový £tverec. Náhodné jevy budou reprezentovány podmnoºinami
A ⊆ � a za jevové pole A bereme n¥jaký vhodný systém podm-
noºin, u kterých umíme ur£it jejich obsah. Nastoupení nebo nena-
stoupení jevu je dáno výb¥rem bodu v �, kterým se trefíme nebo
netrefíme do mnoºiny reprezentující jev A.

Uvaºme jako p°íklad problém, kdy náhodn¥ vybereme dv¥
hodnoty a < b v intervalu [0, 1] ⊆ R. V²echny hodnoty a i b jsou
stejn¥ pravd¥podobné a otázka zní �jaká je pravd¥podobnost, ºe
interval (a, b) bude mít velikost alespo¬ jedna polovina?�. Volba
£ísel a, b je volbou libovolného bodu [a, b] ve vnit°ku trojúhelníku
� s hrani£ními vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 1] (viz obrázek).
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�íslo 7m·ºe padnout £ty°mi r·znými zp·soby, pokud nepadne dvojka,

tedy |A ∩ B| = 4, |B| = 5 · 5 = 25, tedy

P(A|B) = 4
25
.

V²imn¥me si, ºe P(A) = 1
6 , tedy jevy A a B jsou závislé. □

1.44. Michal má dv¥ po²tovní schránky, jednu na gmail.com a jednu

na seznam.cz. Uºivatelské jméno má stejné na obou serverech, hesla

r·zná (ale nepamatuje si, které heslo má na kterém serveru). P°i zadá-

vání hesla p°i p°ístupu do schránky se splete s pravd¥podobností 5%
(tj. jestliºe chce zadat jemu známé slovo jako heslo, tak jej s pravd¥po-

dobností 95% skute£n¥ správn¥ na klávesnici zadá). Michal zadal na

serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu oznámil, ºe n¥co není

v po°ádku. Jaká je pravd¥podobnost, ºe cht¥l zadat správné heslo, ale

pouze se �p°eklepnul� p°i zadávání? (P°edpokládáme, ºe uºivatelské

jméno zadá vºdy bez chyby.)

�e²ení. Ozna£meA jev, ºeMichal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

²patné heslo. Tento jev je sjednocením dvou disjunktních jev·:

A1 : cht¥l zadat správné heslo a p°epsal se,

A2 : cht¥l zadat ²patné heslo (to z gmail.com) a bu¤ se p°epsal

nebo ne.

Hledáme tedy podmín¥nou pravd¥podobnost P(A1|A), ta je podle

vztahu pro podmín¥nou pravd¥podobnost rovna

P(A1|A) = P(A1 ∩ A)
P (A)

= P(A1)

P (A1 ∪ A2)
=

= P(A1)

P (A1)+ P(A2)
.

Pot°ebujeme tedy ur£it pravd¥podobnosti P(A1) a P(A2). Jev

A1 je konjunkcí (pr·nikem) dvou nezávislých jev·: Michal cht¥l

zadat správné heslo a Michal se p°i zadávání p°epsal. Dle zadání

je pravd¥podobnost prvního z nich 1/2, druhého 1/20, celkem

P(A1) = 1
2 · 1

20 = 1
40 (pravd¥podobnosti násobíme, protoºe

se jedná o nezávislé jevy). Dále je ze zadání P(A2) = 1
2 . Celkem

P(A) = P(A1) + P(A2) = 1
40 + 1

2 = 21
40 , a m·ºeme vy£íslit:

P(A1|A) = P(A1)

P (A)
=

1
40
21
40

= 1
21
. □

Metodu geometrické pravd¥podobnosti, (viz 1.21 m·ºeme pouºít

v p°ípad¥, ºe daný základní prostor sestává z nekone£n¥ mnoha ele-

mentárních jev·, které dohromady vypl¬ují n¥jakou oblast na p°ímce,

rovin¥, prostoru (u které umíme ur£it její délku, obsah, objem, . . . ).

P°edpokládáme, ºe pravd¥podobnost toho, ºe nastane elementární jev
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Úlohu si m·ºeme p°edstavit jako popis problému, kdy se
hodn¥ unavený ú£astník ve£írku nad ránem pokou²í dv¥ma °ezy
rozd¥lit párek na t°i díly pro sebe a své dva kamarády. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe se na n¥koho dostane aspo¬ p·lka?

Odpov¥¤ je docela jednoduchá: Podobn¥ jako u klasické
pravd¥podobnosti de�nujeme pravd¥podobnostní funkci
P : A→ R vztahem

P(A) = volA
vol�

,

kdeA jsou podmnoºiny v rovin¥, které odpovídají námi vybraným
jev·m.

Pot°ebujeme tedy znát plochu podmnoºiny, která odpovídá
bod·m s b ≥ a + 1

2 , tj. vnit°ku trojúhelníku A ohrani£eného vr-

choly [0, 1
2 ], [0, 1], [ 1

2 , 1]. Evidentn¥ dostáváme P(A) = 1
4 .

Zkuste si samostatn¥ odpov¥d¥t na otázku �pro jakou poºado-
vanou minimální délku intervalu (a, b) dostaneme pravd¥podob-
nost jedna polovina?�.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z ú£inných výpo£etních me-
tod p°ibliºných hodnot je naopak simulace známé tako-
véto pravd¥podobnosti pomocí relativní £etnosti nastou-
pení vhodn¥ zvoleného jevu. Nap°. známá formule pro ob-
sah kruhu o daném polom¥ru °íká, ºe obsah jednotkového

kruhu je roven práv¥ konstant¥
π = 3, 1415 . . . ,

která vyjad°uje pom¥r obsahu kruhu a druhé mocniny jeho po-
lom¥ru. (Tady si také pov²imn¥me východiska, které jsme nedo-
kázali � pro£ by m¥l být obsah kruhu roven konstantnímu ná-
sobku druhé mocniny polom¥ru? Matematicky to budeme um¥t
ukázat, aº zvládneme tzv. integrování. Experimentáln¥ si to ale
m·ºeme ov¥°it níºe uvedeným postupem s r·znými velikostmi
strany £tverce.)

Pokud zvolíme za� jednotkový £tverec a zaA pr·nik� a jed-
notkového kruhu se st°edem v po£átku, pak volA = 1

4π . Máme-li
tedy spolehlivý generátor náhodných £ísel mezi nulou a jedni£kou
a po£ítáme relativní £etnosti, jak £asto bude vzdálenost bodu [a, b]
(ur£eného vygenerovanou dvojicí a, b) od po£átkumen²í neº jedna,
tj. a2 + b2 < 1, pak výsledek bude p°i velkém po£tu pokus· s ve-
likou jistotou dob°e aproximovat £íslo 1

4π .
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z ur£ité podoblasti je rovna pom¥ru její velikosti (délce, obsahu, . . . )

k velikosti celého základního prostoru.

1.45. Z T¥²ína vyjíºdí vlaky co p·l hodinu (sm¥rem na Bohumín)

a z tohoto sm¥ru p°ijíºd¥jí také kaºdé p·l hodiny. P°edpokládejme, ºe

vlaky semezi t¥mito dv¥ma stanicemi pohybují rovnom¥rnou rychlostí

72 km/h a jsou dlouhé 100 metr·, cesta trvá 30 minut, vlaky se míjejí

n¥kde na trase. Nevyspalý hazardér Jarek si vybere jeden z t¥chto vlak·

a b¥hem cesty z T¥²ína do Bohumína náhodn¥ vystr£í hlavu z okna na

p¥t vte°in nad koleji²t¥ pro prot¥j²í sm¥r. Jaká je pravd¥podobnost, ºe

mu bude uraºena? (P°edpokládáme, ºe jiné neº zmín¥né vlaky na trati

nejezdí.)

�e²ení. Vzájemná rychlost protijedoucích vlak· je 40m/s, protije-
doucí vlak mine Jardovo okno za dv¥ a p·l sekundy. Prostor v²ech

moºností je tedy interval [0, 1800 s], prostor �p°íznivých� moºností

je potom interval délky 7,5 s leºící n¥kde uvnit° p°edchozí úse£ky.

Pravd¥podobnost uraºení hlavy je tedy 7, 5/1800 .= 0,004. □

1.46. Jednou denn¥ n¥kdy mezi osmou hodinou ranní a osmou ho-

dinou ve£erní vyjíºdí náhodn¥ autobus z Kolo£avy do Uºhorodu. Jed-

nou denn¥ ve stejném £asovém rozmezí jezdí jiný autobus náhodn¥

opa£ným sm¥rem. Cesta tam trvá p¥t hodin, zp¥t téº p¥t hodin. Jaká

je pravd¥podobnost, ºe se autobusy potkají, jezdí-li po stejné trase?

�e²ení. Prostor v²ech moºných jev· je £tverec 12 × 12, Ozna£íme-

li doby odjezdu obou autobus· x, resp. y, pak se tyto na trase

potkají práv¥ kdyº |x − y| ≤ 5. Tato nerovnost vymezuje

v daném £tverci oblast �p°íznivých jev·�. Obsah zbylé £ásti

spo£ítáme p°ímo jednodu²eji, nebo´ je sjednocením dvou pravo-

úhlých rovnoramenných trojúhelník· o odv¥snách délky 7, tedy

je roven 49, obsah £ásti odpovídající �p°íznivým jev·m� je tedy

144− 49 = 95, celkem je hledaná pravd¥podobnost p = 95
144

.= 0,66.

□

1.47. Dvoumetrová ty£ je náhodn¥ rozd¥lena na t°i díly. Ur£ete

pravd¥podobnost, ºe alespo¬ jeden díl bude nejvý²e 20 cm dlouhý.
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Numerickým postup·m zaloºeným na tomto principu se °íká
metody Monte Carlo.

5. Geometrie v rovin¥

Vposledních odstavcích jsme intuitivn¥ pouºívali elementární
pojmy z geometrie reálné roviny. Te¤ budeme po-
drobn¥ji zkoumat, jak se vypo°ádávat s pot°ebou po-
pisovat �polohu v rovin¥�, resp. dávat do souvislostí

polohy r·zných bod· roviny.
Nástrojem k tomu budou op¥t zobrazení, tentokrát to ale bu-

dou velice speciální pravidla p°i°azující dvojicím hodnot (x, y)
dvojice (w, z) = F(x, y). Zárove¬ p·jde o p°edzv¥st úvah z ob-
lasti matematiky, které se °íká lineární algebra a kterou se budeme
podrobn¥ zabývat v dal²ích t°ech kapitolách.

1.23. Vektorový prostor R2. Podívejme se na �rovinu� jakoºto
na mnoºinu dvojic reálných £ísel (x, y) ∈ R2. Budeme jim °íkat
vektory vR2. Pro takové vektory umíme de�novat s£ítání �po sloº-
kách�, tj. pro vektory u = (x, y) a v = (x′ , y′ ) klademe

u+ v = (x + x′ , y + y′ ).
Protoºe pro jednotlivé sloºky platí v²echny vlastnosti komutativní
grupy, evidentn¥ budou tyto vlastnosti platit i pro na²e nové s£ítání
vektor·. Zejména tedy máme tzv. nulový vektor 0 = (0, 0), je-
hoº p°i£tením k jakémukoliv vektoru v dostaneme op¥t vektor v.
Zám¥rn¥ te¤ pouºíváme tentýº symbol 0 pro vektor i jeho ska-
lární sloºky � z kontextu je vºdy jasné, jakou �nulu� máme kdy
na mysli.

Dále de�nujeme násobení vektor· a skalár· tak, ºe pro a ∈ R
a v = (x, y) ∈ R2 klademe

a · v = (ax, ay).
Zpravidla budeme znak · vynechávat a pouhé z°et¥zení znak· a v
bude ozna£ovat skalární násobek vektoru. P°ímo se ov¥°í dal²í
vlastnosti pro násobení skaláry a, b a s£ítání vektor· u, v, nap°.

a (u+ v) = a u+ a v, (a + b)u = a u+ b u, a(b u) = (ab)u,
kde op¥t pouºíváme stejný znak plus pro s£ítání vektor· i skalár·.

Tyto operace si m·ºeme dob°e p°edstavit, jestliºe uvaºujeme
vektory v jako ²ipky za£ínající v po£átku 0 = [0, 0]
a kon£ící v bod¥ [x, y] v rovin¥.

Takové ²ipky pak m·ºeme p°ikládat jednu za
druhou a to p°esn¥ odpovídá s£ítání vektor·. Náso-

bení skalárem a pak odpovídá nataºení dané ²ipky na a-násobek.
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�e²ení. Náhodné rozd¥lení ty£e na t°i díly je dáno dv¥ma body °ezu,

£ísly x a y (nejprve ty£ roz°ízneme ve vzdálenosti x od po£átku, nehý-

beme s ní a dále ji roz°ízneme ve vzdálenosti y od po£átku). Pravd¥po-

dobnostní prostor je tedy £tverec C o stran¥ 2 m. Umístíme-li £tverec

C tak, aby dv¥ jeho strany leºely na kartézských osách v rovin¥, tak

podmínka, ºe alespo¬ jeden díl má být nejvý²e 20 cm dlouhý, nám

vymezuje ve £tverci následující oblastO:

O = {(x, y) ∈ C | (x ≤ 20) ∨ (x ≥ 180) ∨ (y ≤ 20)∨
∨ (y ≥ 180) ∨ (|x − y|) ≤ 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujímá takto vymezená oblast 51
100 obsahu

£tverce.

□

E. Geometrie v rovin¥

Vra´me se na chvíli ke komplexním £ísl·m. Komplexní rovina je

totiº �normální� rovina, kde ov²em máme dáno n¥co navíc:

1.48. Interpretujte násobení imaginární jednotkou a vzetí komplexn¥

sdruºeného £ísla jako geometrickou transformaci v rovin¥.

�e²ení. Imaginární jednotka i odpovídá bodu (0, 1) a v²imn¥me si, ºe

vynásobení jakéhokoliv £ísla z = a + i b imaginární jednotkou dává

výsledek

i · (a + i b) = −b + i a
coº v interpretaci v rovin¥ znamená oto£ení bodu z o pravý úhel v klad-

ném smyslu, tj. proti sm¥ru hodinových ru£i£ek.

P°i°azení komplexn¥ sdruºeného £ísla je symetrie podle osy

reálných £ísel:

z = (a + i b) 7→ (a − i b) = z̄ . □

Nyní jeden známý, ale velmi p¥kný p°íklad.

1.49. Ur£ete sou£et úhl·, které v rovin¥R2 svírají s osou x postupn¥

vektory (1, 1), (2, 1) a (3, 1)

�e²ení. Uváºíme-li rovinu R2 jakoºto Gaussovu rovinu komplexních

£ísel, tak uvedené vektory odpovídají komplexním £ísl·m 1+ i, 2+ i


