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Pro¢ se zabyvame nekone¢nem? W

fada mnozin, které potrebujeme pri praktickych tGvahach, je nekonecnych

potfebujeme védét, jak se s nekonecnymi mnoZinami pracuje

mnoho tvah o algoritmech obsahuje ivahy o nekonecnych mnozinach

nekonecno je jeden z nejzdhadnéjsich jevi
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Nékteré otazky ﬁy

jak méfit velikost mnozin, zejména nekonecnych?

co znamend, ze dvé mnoziny jsou stejné velké?
kterd mnozina je vétsi, N nebo Q7 QQ nebo R?
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Konecné a nekonecné mnoziny @

Intuitivné:
A je kone¢na, pokud lze jeji prvky ,ocislovat” Cisly 1,...,n.

Definice Mnozina A je konecnd, pokud existuje n € N a bijekce
f:4{L2,...,n} — A.
Mnozina A je nekoneéna, pokud neni konec¢na.

Je-li A konelnd, &islo n z definice se nazyva pocet prvkil (také mohutnost, velikost) A,
znadi se |A|.
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P¥iklad {2,3,5,7} je konetnd, protoze pro n = 4 je napt. zobrazen{
f:{1,2,3,4} — {2,3,5,7} definované

je bijekce. Tedy [{2,3,5,7}| = 4.

Ptiklad Mnozina S vsech kladnych sudych Cisel je nekonecna.

Je to celkem zfejmé. Ale argument: Kdyby f: {1,...,n} — S byla bijekce, vezméme m =
nejvétsi z f(1),..., f(n). Pak 2(m + 1) je sudé, ale protoze 2(m + 1) > m, neni obrazem
zadného 1, coz je spor s tim, ze f je bijekce.

P¥iklad Mnozina R je nekone¢nd. Jasné (napf. podobnym argumentem).
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Spocetné mnoziny @
Intuitivné:

A je spoletnd, pokud lze jeji prvky sefadit do posloupnosti (koneéné nebo nekonecné).

Definice Mnozina A je spocetna, pokud je
konecni,

nebo existuje bijekce f : N — A (pak je tzv. nekonelnd spodetnd, popf. spoetné
nekonecna).

Tedy A je spoletnd, pravé kdyz existuje posloupnost
ai,...,a, nebo ay,as...

ve které se vyskytuji vSechny prvky z A (f je surjekce) a neopakuji se v ni (f je injekce).
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Pfiklad (nekone¢né spocetné mnoziny)

- N

Zakladni nekonlena spoletnd mnozina: identita f(n) = n je bijekce f : N — N.
- {2,4,6,8,...}

Zobrazeni f : N — {2,4,6,8,...} dané f(n) = 2n je bijekce.
- NU {0}

Zobrazeni f : N — N U {0} dané f(n) =n —1 je bijekce.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 6 /36


http://www.inf.upol.cz

P¥iklad (nekonecné spocetné mnoziny, pokrac.)
-7
Pozadovana posloupnost z prvkl Z je napt.
0,-1,1,-2,2,-3,3,...
Jinymi slovy, bijekce f : N — 7Z z definice je

(Napiste explicitni vzorec pro f(n).)

- {k,k+1,k+2,...} pro libovolné k € Z
Zobrazeni f : N — {k,k+ 1,k +2,...} dané f(n) =n+ (k — 1) je bijekce.
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K poslednimu prikladu:
- {k,k+1,...} pro libovolné k € Z
Zobrazeni f : N — {k,k+ 1,k +2,...} dané f(n) =n+ (k — 1) je bijekce.

Neplyne ale spocetnost {k,k +1,...} z toho, ze {k,k+1,...} C7Z a ze Z je spoCetna?

Ano. Dokonce obecné plati:

Véta Kazda nekonecnad podmnozina spocetné mnoziny je spocetna.

(Dasledek: Pokud A je spodetnd a B C A, pak B je spocetnd.)

— Netrividlni otazka: Definice spoCetné mnoziny nevyluCuje mnoziny, které jsou vétsi nez
konecné, ale mensi nez spocetné. Véta tika, ze takové neexistuji.

— Dokazeme pozdéji.
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{0,1}* je mnozina vSech tzv. fetézcl (slov, konecnych posloupnosti) nad abecedou {0,1}.

Priklad

Naptiklad nasledujici jsou prvky mnoziny {0, 1}*:
01,11,10,0,111,01010101, & (prazdny fetézec).

Nasledujici posloupnost je nekonelnd, obsahuje vSechny fetézce z {0,1}* a prvky se v ni
neopakuji:

£,0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010,011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, . ..

Prokazuje tedy, ze {0, 1}* je nekone¢na spodetnd mnozina.
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Usporadani retézcli
e,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, . . .

je obecné diilezité (tzv. shortlex):

1. kratsi fetézce jsou pred delSimi,
2. stejné dlouhé Fetézce jsou usporadany lexikograficky

Podobné Ize sefadit do posloupnosti véechna slova nad libovolnou kone¢nou abecedou.
Tedy:

Véta Mnozina ¥* vSech Yetézcii na koneénou abecedou ¥ = {ay,...,a,} je spoletna.

Napt. ¥ = {a,b,...,z}, ¥* = {¢g, a, computer, world, ssca, . .. }.
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Dalezity diasledek:
Je-li mozné néjaké objekty kddovat (reprezentovat, popsat) jako fetézce nad néjakou

kone¢nou abecedou ¥, je mnozina téchto kédid (popisti) spocetnd, a tedy i mnozina
danych objektl je spocetna.

Argument:
O = mnozina uvazovanych objektd; kédovani = prosté zobrazeni ¢ : O — ¥¥;
¢(O) = mnozina kddi; pak ¢(O) C ¥* a vzhledem ke spocetnosti X* je i ¢(O) spoletna.

Ptiklad
Mnozina vsech zdrojovych kédi v jazyku C (Python, Lisp, ...) je spocetna.
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Odbocka: lexikografické a shortlex usporadani @

Déna abeceda ¥ = {ay,...,an} a na ni linearni usporadani <; predp. a1 < -+ < ay,.

0l=1, e[ =0

délka |u| Yetézce u € ¥* je pocet znakd v u: [010] = 3,
Lexikografické (slovnikové) usporadani <;: pro u = uj - - up, v = v ---vg € £* je

u<;v p.k. u=wvnebo pronéakéijeus - u_1=vi---vi_1au <v

Shortlex usporadani <,: pro u = uy -+ up, v =v1---vg € X* je

u<sv p. ko |ul <|v| nebo (Ju| = |v| a u < v).
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Rozdil mezi <; a <j:

— <, je stejného typu jako prirozené usporadani N (<, vytvafi posloupnost)
— <; neni stejného typu jako prirozené usporadani N (netvofi takovou posloupnost):

— napf. mnozina A = {1,01,001,0001, ...} nem4 nejmensi prvek vzhledem k <,

— ale kazdd podmnozina A C N ma nejmensi prvek

Konec odbocky
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Odbocka: algoritmicky pohled @

Spocetné mnoziny lze chapat jako mnoziny, o kterych Ize uvazovat jako o mnozinach,
jejichz prvky mohou byt postupné vypisovany néjakym algoritmem (ktery p¥ipadné pracuje
nekoneéné dlouho).
Algoritmus vypisujici {1,...,n} (koneéna spocetna):
for i < 1 to n do print(4)
Algoritmus vypisujici{1,2, ...} (nekonelna spoletna):
141
while true do
print(7)
1 i+1
Takové mnoziny se nazyvaji algoritmicky vycislitelné (nebo rekurzivné vy¢islitelné).
Kazda algoritmicky vycislitelnd mnozina je tedy spocetna.
Ale: Existuje spocetnd mnozina, kterad neni algoritmicky vydislitelna! (ukazeme)
Konec odbocky
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P¥iklad (nekonecné spocetné mnoziny, pokrac.)

-Q
— Cisla r € Q Ize chapat (vyjadFit) jako zlomky %’, kdepeZageN
— pripustime-li pro r # 0 pouze %, kde p a g jsou nesoudélna, a r = 0 pouze zlomek %, je
kazdé r € @ vyjadfeno pravé jednim §

(takové 2 jsou v tzv. kanonickém tvaru)

Prvni argument prokazujici spoletnost (detaily prednaska):

— nakreslime mnozinu Z x N,

jeji prvky (p, q) lze sefadit do posloupnosti,

— z ni vybrat jen (p, q) takové, ze % je v kanonickém tvaru

— vybrana podposloupnost tedy obsahuje pravé vsechna racionalni ¢isla a ta se v ni neopakuji

Druhy argument: pozdéji.
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Existuji nekonecné mnoziny, které nejsou spocetné? W

Definice konecnych a spocetnych mnozin dava nasledujici obrazek:
— konecné mnoziny
— nekone¢né mnoziny

— spocletné mnoziny
-7

Definice MnozZina se nazyva nespoletna, pokud neni spocetna (tedy je nekonecnd, ale
neexistuje bijekce mezi N a tou mnoZinou).

Tedy nespocetnd mnozina je ,jesté vétsi* nez N (a kazda jina spodetnd mnozina).
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Véta Mnozina 2V viech podmnozin mnoziny N je nespodetna.

Dikaz Provedeme tzv. diagonalni metodou.
Sporem. Ptedpokladejme, Ze 2N je spocetna.

Pak existuje bijekce f: N — 2N, f(i) = A;, a tedy posloupnost Ay, Ay, ... vech
podmnozin mnoziny N.

Sestrojime nyni mnozinu B C N, ktera je riiznd od kazdé z Aj, As, ..., to bude spor.
Kazdou mnozinu A; reprezentujeme fadkem 0 a 1:

1 2
A0 0

34 -
1 0 ---

tedy 1€ A;, 2 A;,3€ A, 4 € A; a

j c A’i; pokud a’ij — ]_’ ] g Ai7 pOkud aij - O
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Uvazujme schéma a jeho hlavni diagonalu:

1 2 3 4
Ay a1 a2 a3 aus

Ag | az1 a2z a3 axu
Az | az1 a3z azz ass
Ay | as1 as2  a43  Qag

a definujme mnozinu B jako mnozinu, jejiz fadek b vznikne ,,negaci” hlavni diagonaly.
Tedy pro kazdé 7 € N definujeme b; = 1 — a;; neboli
1 € B, pravé kdyz i ¢ A;.

Pak B je podmnozinou N, ale B # Ay, B # As, ..., protoze B a A; se lisi v prvku 7.
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Véta Mnozina 24 viech podmnoZin libovolné nekone¢né spoetné mnoziny A je
nespocetna.

Diakaz Diagonalni metodou jako pro dilkaz predchozi véty pro A = N. [

Z toho plyne, Ze fada dilezitych mnozin je nespocetnych.
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Definice Formalini jazyk na konecnou abecedou ¥ je libovolnd mnozina L C ¥*.
Retézce w € L se nazyvaji slova jazyka L.

— {bn - 010 | b; € {0,1}}, tj. {0,00, 10,000,010, ...}, je formalni jazyk nad {0, 1}.
Sestava ze slov predstavujicich zapisy sudych nezapornych Eisel ve dvojkové soustavé.

- {z,y,(x+y), (x*xx), (x*x(y+y)),...} jejazyk nad {z,y, (,),*,+}, jehoz slova jsou
spravné utvorené aritmetické vyrazy nad danymi proménnymi a symboly operaci.

Véta Mnozina vSech formalnich jazyk( nad libovolnou kone¢nou abecedou je nespocetna.

Dikaz Disledek pfedchozi véty a tvrzeni (dfive), Ze mnozina ¥* vSech fetézcl nad X je
spocetna. O

To ma dilezity disledek:
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Existuje mnozina fetézci nad {0, 1}, ktera neni algoritmicky vyé¢islitelna.

Mnozina viech fetézcii z {0, 1}* je spoletnd. Kazdd A C {0, 1}* je tedy spocetna.

Nékteré podmnoziny mnoziny A C {0, 1}* jsou algoritmicky vy¢islitelné (viz vyse), napf.

jisté vsechny konecné, pak napf. nésledujici:

— {1,11,111,1111,...},

~ {01,0011, 000111, ...},

~ {1,0110,0011100, 0001111000, .. . },

— {u € {0,1}* | u obsahuje stejny pocet 0 a 1}

Ale existuji mnoziny binarnich fetézcl, které nelze vypisovat pomoci algoritm!

Je jich dokonce vic nez téch, které vypisovat lze.

Zdlvodnéni:

— algoritmus je reprezentovan fetézcem znaki nad konecnou abecedou, tedy algoritmi je
spocetné mnoho

— mnozin fetézcl nad {0, 1} je nespocetné mnoho

— existuje tedy mnozina A C {0,1}*, pro kterou neexistuje algoritmus, ktery ji vypisuje
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Diagonalni metoda (také Cantorova diagonélni metoda):
— dilezitd myslenka, objevuje se napf. i v Givahach o algoritmech a vypoctech

Georg Cantor (1845-1918)

— némecky matematik, vytvofil teorii mnoZzin (dnes tzv. intuitivni, naivni)
— Georg Cantor: Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigskeitslehre. Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker Vereinigung 1(1891), 75-78.
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Véta Mnozina R je nespocetna.
Dikaz (pavodnim Cantorovym argumentem): Stadi ukazat, ze (0, 1) neni spoletny.
Kazdé realné r € (0, 1) lze vyjadfit pomoci desetinného rozvoje

r=0,r1rorg---.
PYedpokladejme, ze misto konecnych rozvojd uvazujeme jen nekonecné rozvoje s periodou
9. Tj. misto 0,378 uvazujeme 0,377999 - - - apod. Pak ma kazdé Cislo pravé jeden rozvoj.

Kdyby bylo mozné ¢&isla z (0, 1) sefadit do posloupnosti 71,72, ..., mohli bychom uvazovat
Cislo s = 0, 5152 - - - definované pomoci diagonaly schématu

| 1 2 3
1 11 T12 T13
o B predpisem: pro i € N je s; libovolné z {1,...,9} — {r;;}.
Pak s ma uvazovany rozvoj a s # 11, $ # 13, ..., coz je spor s predpokladem. Ol
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Dalsi vlastnosti spocetnych mnozin @

Véta Pro libovolnou nekonecnou mnozinu A existuje injektivni zobrazeni f : N — A.
(Tedy A obsahuje nekonetnou spocetnou podmnozinu; totiz f(N).)

Dikaz f : N — A budeme definovat indukci:

1. Def. f(1) jako libovolny prvek z A.
2. Ptedp., ze pro n € N jsou definovany f(1),..., f(n) a Ze jsou po dvou riizné.

Pak {f(1),...,f(n)} C A je kone€n4, je riiznd od A, a tedy existuje
acA—{f(1),...,f(n)}.
Polozme f(n+1) = a.

Podle principu definice matematickou indukci existuje injektivni zobrazeni f : N — A. [

(Ke zminénému principu se vratime.)
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Casto pouzivané tvrzeni k prokazani spocetnosti:

Véta Pokud A je spocetnd a B C A, pak B je spocetna.
Diakaz Je-li B konecna, je dle definice spocetna.

Je-li B nekoneéna, existuje dle véty vyse injekce f : N — B. Uvazujme f(N). Pak:
fN) S BCA,

pritom existuje bijekce mnoziny A na f(N).
(Bijekci g : A — f(N) dostaneme napt. jako g = h= o f, kde h : N — A je bijekce.)
Tvrzeni nyni plyne z nasledujiciho lemma (jeho dikaz pozdéji):

Lemma Existuje-li bijekce mnoziny A1 na As a je-li A3 C Ay C Aq, pak existuje bijekce
mnoziny A na As.
Ol
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Véta Kartézsky soucin A x B spocetnych mnozin A a B je spocetnd mnozina.

Diikaz 1. Jsou-li A a B konedné, je A x B kone¢na (a tedy spocetna).
2. Je-li jedna nekone¢na (napf. A ={ai,as,...}) a druha konecnd (B = {by,...,by}), lze
prvky (ai, bj) € A x B usporadat do posloupnosti

<a’17 b1> ) (CL1, b2> PR <(11, bk> ) <a2a b1> PR <a2a bk> ) <a3a b1> yeee
(bijekce f: N — A x B je f(n) = (a;,b;), kde i = [n/k] a j = ((n — 1) mod k) + 1)
3. Jsou-li nekoneéné, A = {a1,as,...} a B={b1,bo,...}, definujme f: Ax B— N
takto: o
f(ai, bj) =2'.3.
ProtoZe 2 a 3 jsou prvodisla, je 2¢ - 37 = 2% . 3! pravé kdy? i = k a j =1, tedy f je injekce.
Mame tedy bijekci A x B na f(A x B).
f(Ax B) C N aN je spoletna je (viz véta) f(A x B) spoCetna. Tedy i A X B je
spocetna. ]
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Véta Jsou-li Aq,..., A, spoletné mnoziny, jei A; X --- X A, spoCetnd mnozina.

Dikaz Matematickou indukci s pouZitim predchozi véty.
1. pro n =1 zfejmé.
2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a uvazujme Ay X -+ X Apqq.
Pak A; x -+ x A, je spoletnd a dle predchozi véty je i (A X -+ x Ay,) X Apq1 spoletnd.
Je zfejmé, ze f: Ay X -+ X Ay) X Apyp1 — A1 X -+ X Ayyq definovana
f({at,. . an),ant1)) = (a1,. .., ant1)
je bijekce.

Tedy i Ay X -+ x Apyq je spoletnd. O
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Diakaz Uvazujme systém {A; | i € I}, kde I je spoletna a kazda A; je spoletnd, a jeho
sjednoceni | J;c 1 A;.

Véta Sjednoceni spocetného systému spoletnych mnoZin je spoCetnd mnoZina.

Kdyz jsou I i vSechny A; konecné, je i |J;c; Ai konecna.
Predpokladejme tedy, ze I nebo nékterd A; je nekoneéna.

Prednaska.
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Jednoduché disledky predchozich tvrzent:

Q je spocetna (uz vime):
rozlozme Q = Q- U {0} U Q™

ukdzeme, 7e Qt = {g € Q| p,q € N nesoudélné } je spoletna:

— zobrazeni fQT — N x N definované f(g) = (p, q) je bijekce mnoziny Q" na podmnozinu
f(QT) spogetné mnoziny N x N, proto je Q1 je spoletna.

Q" je spocetnd (x — —x je bijekce Q= na Q1) a {0} je spoletnd,
tedy i Q =Q U{0} UQT je spocetn.
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— Kazdy fetézec a; - - - a,, € ¥* Ize jednoznalné reprezentovat n-tici (ai,...,a,) € X".

Y* je spoletnd pro kazdou spoéetnou ¥ (uz vime pro konecnou X):

(prazdny Fetézec ¢ pak prvkem (J; pozn.: X0 = {()})

— Ztejmé tedy existuje bijekce mnoziny ¥* na (J;—, X".
(e—=0aar-ay—{(al,...,a,))

- UsZy X" je spocetna (je to sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin).

— Tedy i ¥* je spocetna.
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Jak porovnavat mnoziny podle jejich velikosti? @

Pro kone¢né mnoziny A a B plati (ovérte):
— |A| = |B|, pravé kdyz existuje bijekce f : A — B.
— |A| < |B|, pravé kdyz existuje injekce f : A — B a neexistuje injekce g : B — A.
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Pomoci pokrocilejsiho aparatu teorie mnozin Ize dokazat, Zze pro obecné mnoziny A a B
nastane pravé jedna z moznosti:

1. Existuje bijekce f: A — B.

Pak se A a B povazuji za stejné velké (jsou tzv. ekvivalentni; maji stejnou mohutnost).
2. Existuje injekce f : A — B a neexistuje injekce g : B — A.

Pak se A povazuje za mensi nez B (A ma mensi mohutnost nez B).
3. Existuje injekce f : B — A a neexistuje injekce g : A — B.

Pak se A povazuje za vétsi nez B (A ma vétsi mohutnost nez B).
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Kardinalni &islo @

Kardinalni ¢&islo (kardinalita) mnoziny A je objekt, oznacujeme ho |A|, pfifazeny mnoziné
A tak, ze |A| = |B|, pravé kdyz A a B jsou ekvivalentni.

Definici nebudeme uvadét (viz literatura o teorii mnozin).
Pro kone¢nou A Ize | A| ztotoznit s poétem prvkid mnoziny A (ten jsme znadili |A|).

Pro nekonecnou mnozinu slozitéjsi. Pro zajimavost:

— Cantor: | A| je tfida vSech mnozin ekvivalentnich s A (problematické z hlediska
axiomatickych teorii mnozin)

— axiomatické pfistupy (ZFC): |A| je nejmensi ordindlni &islo ekvivalentni's A

Pro moznosti 1., 2. a 3. vysSe pak piseme |A| = |B|, |A| < |B| a |A| > |B|.

Znacenf:

— Ng = |NJ, tj. mohutnost mnoziny N

- 8y = |R], tj. mohutnost mnoziny R

— vime, Zze Ny < Ny
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Cantorova-Bernsteinova véta @

Véta Pokud pro mnoziny A a B existuje injekce f: A — B a injekce g : B — A, pak
existuje bijekce mnoziny A na mnozinu B.

Dikaz Nebudeme délat (komentaf na prednasce).

Poznamka

— Dokresluje vySe uvedené moznosti 1., 2. a 3.:

— Pokud existuje injekce A do B i injekce B do A, je to pfipad 1 (existuje bijekce A na
B).

— Dokazal G. Cantor s pouzitim tzv. axiomu vybéru.

— 1897 pak F. Bernstein bez axiomu vybéru, konstruktivni diikaz.
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Cantorova véta @

Véta Pro kazdou mnozinu A plati |A| < [24].

Tedy existuje injekce f: A — 24, ale neexistuje injekce ¢ : 24 — A.

Pred dikazem:

— S ohledem na to, Ze a — {a} je injekce A do 24, a s ohledem na
Cantorovu-Bernsteinovu vétu Ize Cantorovu vétu ekvivalentné formulovat takto:

Neexistuje bijekce f : A — 24.
— Pro kone&né mnoziny zname, protoze pak |24| = 214,
— Ukazuje, ze existuji vétsi a vétsi mnoziny, nekonecna hierarchie nekonecen.
— Vime, ze |N| < [R]. Ale jest& v&téi ne R je mnozina 2%, Jest& vétdi je 22" atd.
— S tim souvisi slavna tzv. hypotéza kontinua (komentaf na prednasce):

Neexistuje mnozina A, pro kterou |N| < [A] < |R|.
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Diikaz Cantorovy véty (|A| < [24])
Stadi dokéazat, ze neexistuje surjekce f: A — B.
Dokéazeme sporem. Predpokladejme, ze f: A — 24 je surjekce.

UvaZzujme mnozinu D € 24 definovanou nésledovné:
a € D, pravé kdyz a & f(a).

(napt. pro A=N, a =2, pro f(a) ={1,3,5} je2¢ D, pro f(a) =N jea € D)

f je surjekce, tedy existuje d € A t.z. f(d) = D.
Pak
de D, pk.dé¢ f(d), pk.d¢ D,

COZ je spor. [

Myslenka podobna jako u dFive uvedené diagonalni metody. Srovnejte s pfedchozim
diikazem, Ze 2" je nespoletna (z toho plyne |N| < [2V)).
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