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Co jsou grafy W

graf = (mista, spojeni mezi nimi)

(mésta, silnice/Zeleznice), (webové stranky, odkazy mezi strankami), (lidé,vztahy mezi
nimi), ...

Glohy:

— najit nejkratsi cestu mezi dvéma mésty

— vybudovat nejlevnéj$i sit propojujici viechna mista

— projit vSéechna mista a urazit pri tom nejmensi vzdalenost

— najit velkou skupinu navzajem propojenych lidi (komunitu)

teorie grafii = jedna z nejpouzivanéjSich oblasti diskrétni matematiky
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Definice grafu @

P¥iklad: neorientovany (vlevo) a orientovany graf:

<O
<O

Definice Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je neprazdnd mnozina tzv.
vrcholl (nékdy také uzli) a E C {{u,v} | u,v € V, u # v} je mnozina dvouprvkovych
mnozin vrcholi, tzv. (neorientovanych) hran.

Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je neprdzdnd mnozina tzv. vrchold (uzld) a
E CV x V je mnozina uspofadanych dvojic vrchold, tzv. (orientovanych) hran.
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<O
<O

Neorientovany graf G; = (V, E1) vlevo:
Vi= {u7 v, w,x, y} Ey = {{uv U}: {U, ’U)}, {u’ x}? {Ua w}}

Orientovany graf Go = (V| E3) vpravo:
Vo = {u,v,w,z,y}, B2 = {{u,v), (v,w), (w,u),(w,v), (x,u)}.
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Priklady grafa G = (V, E):
— V = kfizovatky v daném mésté, (ki,ks) € E .. .existuje ulice z k1 do ko
— V = mnozina lidi, {c,d} € E ...c a d se znaji.
Neorientovany graf ,znamosti (socialni sit).
Velikost: 7,8 mld vrcholt (2020). Pocet hran = ?
(Dunbarovo ¢&islo: ¢lovék je schopen udrzovat aktivni vztah s max. 150 lidmi.)
— V' = mnozina webovych stranek, (p1,p2) € E ...z p; je odkaz (hyperlink) na py
Orientovany graf ,web" (tzv. webgraph).
Velikost: 1,74 mld. vrchold (InternetLiveStats 2020, aktivnich asi 25%).
Jiné zdroje: 5.49 mld. (WorldWideWebSize.com 2020).
Pocet hran: napf. 2014 Common Crawl Corpus: 1,72 mld strdnek, 64 mld odkazd.
— V' = mnozina neuronii v mozku, (ni,n2) € E ...z neuronu n; vede vldkno do no

Velikost: 10 mld. neuronii, jeden neuron propojen s cca 10* dalimi neurony.
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|lzomorfni grafy @

— Dva riizné obrazky mohou mohou popisovat v zasadé stejné grafy.
.V zasadé stejné” = maji stejnou strukturu; fikdme, Ze jsou izomorfni.

— Jsou néasledujici grafy izomorfni?
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Definice Necht G = (Vi, E1) a Go = (Vi, E3) jsou neorientované grafy. Bijekce
h : Vi — V5 se nazyva izomorfismus G do GGo, pokud pro kazdé vrcholy u,v € Vi je

{u,v} € By pravé kdyz {h(u),h(v)} € Es.

Necht G; = (V1, E1) a Gy = (Va, Es) jsou orientované grafy. Bijekce i : Vi — V5 se
nazyva izomorfismus GG; do Ga, pokud pro kazdé vrcholy u,v € Vj je

(u,v) € By pravé kdyz (h(u),h(v)) € Es.

Pokud izomorfismus G1 do G4 existuje, nazyvaji se G1 a GG izomorfni. V takovém ptipadé
p|’§eme G1 = GQ.

Poznédmka:

(a) Tedy izomorfni grafy se li$i jen ,pFejmenovanim vrchold”. Pfejmenovani = zobrazeni h.
(b) P¥. h(1) = a, h(2) = e, h(3) =¢, h(4) =d, h(5) = b, h(6) = f na ptedchozim slajdu.
(c) Relace byt izomorfni je ekvivalence na tfidé vSech grafii (ovéfte).
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Podgrafy @

Definice (Orientovany nebo neorientovany) graf (V1, E1) je podgrafem grafu (Va, Es),
pravé kdyz Vi, C Vo a By C FEo.

Podgraf (V1, Eq) grafu (Va, Ey) se nazyva indukovany, pravé kdyz E; obsahuje kazdou
hranu z FEs, jejiz oba koncové vrcholy patfi do V.

Poznamka: Podgrafy = smysluplné Casti grafi.
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Dané grafy:

<O
<O

u v u v

Prvni dva nasledujici grafy jsou podgrafy grafu vlevo nahofte.
Prvni z nich neni indukovany (chybi v ném hrana {u,w}), druhy ano.
Tteti graf je podgrafem grafu vpravo nahore.

w T w x w
u v u u v
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Cestovani v grafech @

— vrcholy jako mista a hrany jako spojnice mezi misty: problémy cestovani
— efektivni algoritmy: jak se dostat nejkratsi cestou z u do v

— riizné interpretace: graf = potitacova sit, cestujici = blok informaci (paket) v siti.
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Definice Sled v (neorientovaném nebo orientovaném) grafu G = (V, E) je posloupnost
V0, €1,V1,€2,V2, ..., €En, Un,

kde v; € V jsou vrcholy, e; € E jsou hrany a plati, Ze

- e; ={vi_1,v;} proi=1,...,n, je-li G neorientovany,
- e;j = (vi_1,v;) proi=1,...,n, je-li G orientovany.
Cislo n se nazyva délka sledu. Sled vg, e1,v1, €2, 09, ..., €n, Uy, S€ NAZyVa

— uzavreny, je-li vg = vy,

tah, neopakuje-li se v ném zadna hrana (tj. pro i # j je e; # €;j),

cesta, neopakuje-li se v ném zadny vrchol (tj. pro i # j je v; # vj),

kruznice, je-li tahem, vg = v, a s vyjimkou vrcholl vy a v, jsou kazdé dva vrcholy
riizné.

Vzdalenost z vrcholu w do vrcholu v je délka cesty z u do v, kterd ma ze vsSech cest z u do
v délku nejmensi.
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V grafu vlevo:

- u, {u,w},w,{w, v}, v, {v,u},u, {u,w}, w je sled, ktery neni tahem (a tedy ani
cestou), protoze se v ném opakuje hrana {u,w}.

Sled w, {u, w},w,{w,v},v, {v,u},u,{u, z}, x je tah, ktery neni cestou, protoze se v
ném opakuje vrchol w.

Sled z, {z,u},u, {u,w},w,{w,v},v, {v,u},u,{u, z}, x je sice uzavreny, ale neni to
kruznice, protoze se v ném opakuje vrchol u.

Sled u, {u, w},w, {w,v},v,{v,u},u, je kruznice.
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v

Véta Existuje-li v grafu sled z vrcholu u do vrcholu v, existuje také cesta z u do v.

Diikaz Opakuje-li se ve sledu u, ..., v néjaky vrchol w, tj. ma-li sled tvar
Uy .oy W,y ..., W, ..., v, Vynechdme posloupnost w, ... ,.
Dostaneme u,...,w,...,v, coz je také sled z v do v.

Pokud je uZ cestou, jsme hotovi. Pokud ne, opét vynechdme posloupnost mezi opakujicimi
se vrcholy. Protoze je sled konecny, po kone¢ném poctu krok( takto skonéime u cesty z u
do v. O

VsSimnéme si:
— Sled = cestovani bez omezeni.
— Najit vhodny tah se bude snazit napt. postovni dorucovatelka.

— Hledani cest: ve spedicnich firmach p¥i rozvozu zbozi; projet mistem vicekrat je
nehospodarné.
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Definice Neorientovany graf G = (V, E) se nazyva souvisly, pravé kdyz pro kazdé dva
vrcholy u,v € V existuje sled z u do v. Komponenta neorientovaného grafu je kazdy jeho
maximalni souvisly podgraf.

Tedy:

(a) Komponenta grafu G = (V, E) je jeho podgraf G’ = (V'  E'), ktery je souvisly a pro
ktery plati, Ze je-li G = (V" E") souvisly podgraf grafu G, pro ktery V! C V" a
E' CE' pak V! =V"a E' = E".

(b) Komponenta grafu G je jeho podgraf G' = (V' E’), ktery je indukovany mnoZinou
vrcholt V! C V takovou, Ze kazdé dva vrcholy z V' Ize spojit cestou a Zze k V' neni mozné
pridat dalsi vrchol z V', aby to stéle platilo.
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Graf neni souvisly (vrcholy = a y nejsou spojeny sledem).

Jeho podgraf indukovany vrcholy u, v a w je souvisly, ale neni to komponenta, protoZe
neni maximalni souvisly.

Komponenty v tomto grafu jsou dvé. Prvni je podgraf indukovany vrcholy u, v, w, x, druha
je podgraf indukovany vrcholem y.

| obecné plati, ze komponenty tvofi ,rozklad grafu®.
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Véta Necht Gy = (V4, Ey), ..., G, = (V,,, E,) jsou véechny komponenty grafu
G = (V, E). Pak kazdy vrchol v € V' patfi pravé do jedné V; a kazda hrana e € FE patfi
pravé do jedné Ej;.

Dikaz Vezméme vrchol v € V. Podgraf indukovany {v} je zfejmé souvisly. Proto je
podgrafem néjakého maximalniho souvislého podgrafu grafu G, tj. komponenty G;. Proto
v € V;, tj. v patii aspon do jedné z mnozin Vi,..., V.

Dale se ukaze, Ze v nemlize pattit do riiznych V; # V.

Ze ka¥da hrana e € E patii pravé do jedné E; dostaneme podobnou Gvahou, kdyz si
uvédomime, ze pro e = {u, v} je podgraf indukovany mnozinou vrchold {u,v} je
souvisly. [
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Ohodnocené grafy @

Definice Hranové ohodnoceni grafu (V, E) s mnozinou hodnot D je funkce w : E' — D.
Vrcholové ohodnoceni grafu (V, E) s mnozinou hodnot D je funkce w : V' — D.

Hranové ohodnoceny graf, kde w({a,b}) = 14, w({a,g}) = 10, ..., w({h,i}) = 1.

Délka sledu vg, e1, ..., en, v, v hranové ohodnoceném grafu je Cislo
wler) + - +w(ep).

Napt. délka sledu b, {b, f}, f,{f,i},4,{é,h}, h v grafu na obrazku je 18.
Jako v neohodnoceném: vzdalenost z u do v = délka nejkratsi cesty.
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Hledani nejkratsi cesty @

Problém:

— vstup: neorientovany graf G = (V, E), jeho hranové ohodnoceni w : E — RT (kazdé
hrané je pfirazena jeji délka), a vrchol s € V.

— vystup: pro kazdy vrchol v € V &islo d(v), které je vzdalenosti z s do v.
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Ukazeme tzv. Dijkstriv algoritmus.

Proménné:
— d(v) = délka nejkratsi zatim nalezené cesty z s do v:
— na zacatku d(s) =0 a d(v) = oo pro ostatni vrcholy v # s,
— d(v) = 0o znamend, ze zadna cesta do v zatim nebyla nalezena,
— hodnota d(v) se v priibéhu vypoltu zmensuje; na konci délka nejkratsi cesty z s do v,
u vrcholl v, do kterych cesta z s nevede, ziistava d(v) = oo.

— A = mnozina vrcholi, pro které zatim nebyla stanovena kone¢né hodnota d(v):
— na zacdtku A=V,
— opakované nasledujici krok: nové A = aktudini A - N, kde N = vrcholy z aktudlni A s
nejmensi hodnotou d(v)
— N = nové stanovené vrcholy, pro néz byla nalezena nejkratsi cesta z s
— vrcholy v z N jsou také povaZovany za vrcholy, pres které mize do zbyvajicich vrcholl u z
A vést kratsi nez dosud nalezend cesta,
— mozné zlepSeni se ovéfi a zméni se hodnoty d(u) se aktualizuji,
— pokud existuje v € A s d(v) # oo, pokraluje se vypottem novych N, A a aktualizaci d(u)
jako vyse
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Dijsktriv algoritmus

Vstup: graf G = (V, E), vrchol s € V,
hranové ohodnoceni w : E — R™,
Vystup: hodnota d(v) pro kazdy v € V, d(v) je délka
nejkratsi cesty z s do v
Proménné: funkce d: V — RT, &islom € RT,
mnoziny A, N CV
1. d(s) :=0; pro kazdy v € V — {s}: d(v) == 00; A=V,
2. pokud neexistuje v € A takovy, ze d(v) # oo, skondi;
3. m:=min{d(v) |ve A}; N:={ve Ald(v)=m}; A:=A— N,
4. pro vSechny v € N, u € A takové, ze {v,u} € E: jestlize d(v) + e({v,u}) < d(u), pak
d(u) :=d(v) + w({v,u}); pokratuj krokem 2.
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Edsger W. Dijkstra (1930-2002)

nizozemsky informatik a matematik
— prlkopnik v riznych oblastech: algoritmy, programovaci jazyky, operacni systémy, ...

Turingova cena 1972

uvedeny algoritmus 1956, publikovan jako: Dijkstra, E. W. 1959. A note on two
problems in connexion with graphs. Numerische Mathematik. 1: 269-271.
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Ptiklad Béh Dijkstrova algoritmu pro nasledujici graf a pocate¢ni vrchol s = h.

O
f
Krok 1:
Ala b ¢ f gh i
d(v)|oo 00 00 00 00 0 00
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Krok 3: m:=0, N :={h}, A:={a,b,c, f,g,i}.
Krok 4:. d(a) = d(h) + w({h,a}) =0+ 17 =17, d(g) = d(h) + w({h,g}) =0+ 6 =6,
d(i) =d(h) +w({h,i}) =0+1=1

pred uvedenymi kroky po uvedenych krocich
Ala b ¢ f g h i Ala b ¢ fg i
d(v)]oo 0o 00 00 00 0 00 d(v)|17Tc0c 00 0 6 1
v’ v’ h
d(v) d(v) 0
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Krok 3: Nastavi se m :=1, N := {i}, A:={a,b,c, f,g}.
Krok 4: d(f) = d(i) + w({7, f})-l—i— :8 d(g) =d(i) +w({i,g}) =1+4=05.
pred uvedenymi kroky po uvedenych krocich
Ala b ¢ fg i Ala b ¢ fg
d(v)|17T 00 00 00 6 1 d(v)|17 00 00 8 5
v’ h v’ h i
d(v) 0 d(v) 0
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Krok 3: m :=5, N :={g}, A:={a,b,c, f}.
Krok 4: d(a) = d(g) + w({g,a}) =5+ 10 =15, d(b) = d(g9) + w({g,b}) =5+ 3 =8.

pred uvedenymi kroky po uvedenych krocich
Ala b c fg Alabecf
d(v)|17 00 00 8 5 d(v)|15 8 oo 8
v’ h 1 v’ gh1
d(v) 01 d(v) 501
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Krok 3: Nastavi se m :=8, N :={b, f}, A := {a,c}.
Krok 4: Upravi se d(c) = d(f) + w({f,c}) = 10.

pred uvedenymi kroky po uvedenych krocich
Alabecf Ala ¢

d(v)|15 8 oo 8 d(v)|15

v’ gh: v’

d(v) 501
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Krok 3: Nastavi se m := 10, N := {c}, A:= {a}.
Krok 4: d se neupravuje.

pred uvedenymi kroky po uvedenych krocich
Ala c A la
d(v){15 10 d(v)|15

v’ fgh:1
d(v) 8501
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Krok 3: Nastavi se m := 15, N := {a}, A:=0.
Krok 4: d se neupravuje.

pred uvedenymi kroky po uvedenych krocich
A la A
d(v)|15 d(v)

v’
d(v)
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Krok 2: neexistuje v € A s d(v) # oo, algoritmus tedy skon&i.

Posledni tabulka udava vzdalenosti k vrcholiim grafu z vrcholu h, tedy:

A
d(v)
vilabec fghat
d(v)[158108 501
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Kudy vede nejkratsi cesta?

— Z vysledku neni vidét, kudy vedou k vrchollim u nejkratsi cesty z s.
— Ty zjistime snadnou Gpravou algoritmu:

— ke kazdému vrcholu u udrzujeme mnozinu vrcholl pred(u), které se na nékteré
z nejkratsich cest z s do u nachazi tésné pred u,

— na zadatku pred(u) := 0

— uréi-li se v kroku 4 nova hodnota hodnota d(u), provedeme

pred(u) :={v € N | d(u) = d(v) + w({v,u})}.
— Priklad: Pro s = h je po skonceni:

pred(c) = {f}, pred(f) = {i}, pred(i) = {h}, pred(h) = 0.

tedy (v tomto p¥ipadé jedind) nejkratsi cesta do ¢ je

h’ {h’i}7i7 {/I” f}’ f’ {f,C},C
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Ruénim ovéfenim zjistime, Ze vySe vypocitané vzdalenosti jsou spravné. Je to tak vzdy?

Véta Dijkstriiv algoritmus spravny, tedy pro kazdy graf G s ohodnocenim w : E — R a
vrchol s € V' je po skonéeni vypoltu pro kazdy vrchol v hodnota d(v) délka nejkratsi cesty
z s do w.

Duikaz spravnosti Dijkstrova algoritmu
Prednaska; podrobné viz [DS1].
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Casova sloZitost Dijkstrova algoritmu v nejhorSim pripadé
Lze ukazat, ze pro n = |V| a m = |E| pro tuto asovou sloZitost T'(n,m) je

T(n,m) = O(nlogn +m).

Pozdéji.
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Stupné vrcholi W

Déle jen neorientované grafy.

Definice Stupen vrcholu v € V' grafu (V, E) je pocet hran, pro které je v koncovym
vrcholem, a znadi se deg(v).

— Pro orientované: vstupni deg;(v) a vystupni deg,(v), deg(v) = deg;(v) + deg, (v).
— deg(v) snadno vidét.
— Pro graf nize vlevo je

deg(u) = 3, deg(v) = 2, deg(w) = 2, deg(z) = 1, deg(y) = 0.
Pro graf vpravo je

deg(u) = 3, deg(v) = 3, deg(w) = 3, deg(x) =1, deg(y) = 0.

x w x w

©) ©)
Y )
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v

Véta V grafu G = (V, E) je > oy deg(v) = 2|E|.

Dikaz Kazda hrana e € E ma dva vrcholy, u a v.

Hrana e prispiva jedni¢kou do deg(u) (je jednou z hran, jejichZ pocet je roven deg(u)),
jednickou do deg(v) a do stupné zadného jiného vrcholu nepfispiva.

Hrana e tedy pfispiva pravé po¢tem 2 do >_, oy deg(v). To plati pro kazdou hranu. Proto
ey deg(v) = 2/, 0

Véta Pocet vrcholi lichého stupné je v libovolném grafu sudy.

Ditkaz 3,y deg(v) = 3,5 deg(v) + 3, deg(v),
kde S a L jsou mnoziny vrchold, které maji sudy a lichy stupen.

Je jasné, ze 37, g deg(v) je sudé Eislo.

Dle véty vyse je >,y deg(v) sudé. Proto i Y, .y deg(v) musi byt sudé.

Kdyby byl pocet vrcholi s lichym stupném lichy, byl by >~ o7 deg(v) liché ¢islo, coz neni
mozné. [
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Skére grafu * (nepovinné) @

Definice Pro graf G = (V, E) s vrcholy vy, ..., v, (v tomto poradi) se posloupnost
deg(vy),...,deg(vy)

nazyva skoére grafu G.

Jakou nese o grafu informaci? Pfitom dvé skére povazujeme za stejna, lisi-li se jen
poradim prvki.
— Dva izomorfni grafy maji stejnd skére (snadno se vidi).
- 1,1,1,1,1,1 je skére grafu; napt. (V, E), kde V = {a,b,c,d,e, f} a
E= {{a’ b}? {Cv d}7 {ea f}}'

kazdé dva grafy s timto skére jsou izomorfni.

— Skére 2,2,2,2,2,2 vak graf jednozna¢né (az na izomorfismus) neurluje:
graf 1. By = {{a,b},{b,c},{a,c},{d, e}, {e, f},{d, f}} (dva trojihelniky),
graf 2: By = {{a,b},{b,c},{c,d},{d,e},{e, f},{a, f}} (Sestithelnik).
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Ne kazda posloupnost Cisel je skére néjakého grafu.
Napt. 3,4,2,0 neni skére grafu (jeden lichy stuper).
6,2,2,0 nema lichy stupen, ale také to neni skére.

Jednoduché kritérium:
Véta Necht d; > dy > d3 > --- > d,, jsou nezdporna celd &islaa 1 < d; <n — 1. Pak
di,da,ds, ... d,
je skére néjakého grafu, pravé kdyz
dy—1,d3—1,...,dg,+1 —1,dg,+2,...,dy
je skére néjakého grafu.

Diikaz Ptednaska; detaily v [DS1].
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Algoritmus testujici, zda posloupnost je skére grafu:

Vstup: neN, (di,...,dy), kde d; > -+ > d,, > 0 jsou celd isla;

Viystup: ANO, pokud (di,...,d,) je skére, NE v opaéném ptipadé;

1. jellin=1ad; =0, odpovéz ANO a skondi;

2. je-lidy >n —1, odpovéz NE a skondi;

3. vypocitej novou posloupnost
(dy,....dy_)=(da—1,d3—1,...,dg41 — 1, dg,42,...,dn);

4. je-li nékteré d; zaporné, odpovéz NE a skondi;

5. uspotadej di,...,d, _ sestupng, pfifad takto usporaddané hodnoty do dj,

AR ’dn_].l
snizn o1 (tj. n:=n — 1) a pokratuj bodem 1.
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Ptiklad Je 6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0 skére néjakého grafu?
Algoritmus postupné generuje:
6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0 — 5,4,3,3,2,2,2,2,1,0 — 3,2,2,2,2,1,1,1,0
— 2,1,1,1,1,1,1,0 — 1,1,1,1,0,0,0 — 1,1,0,0,0,0
— 0,0,0,0,0 — 0,0,0,00 — 00,0 — 00 — O
Odpovéd je tedy ANO.

Ptiklad Je 4, 3,2, 1,1 skére néjakého grafu?
Algoritmus postupné generuje:

4,3,2,1,1 — 21,000 — 1,—-1,0

Odpovéd je tedy NE.
(Ze 4,3,2,1, 1 neni skére, mizeme poznat také pfimo podle toho, Ze 4, 3,2,1,1 ma lichy
pocet lichych stuprid.)
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Eulerovské grafy (jednotazky) * (nepovinné) @

Nakreslete obrazek jednim tahem s tim, Ze Zadnou hranu nesmite nakreslit dvakrat a
nesmite zvednout tuzku z papiru.

4

U levého obrazku to jde, u pravého ne (zdivodnéte).
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Definice Eulerovsky tah je tah, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu a ve kterém se kazda
hrana vyskytuje pravé jednou. Je-li navic uzavreny, nazyva se uzavreny eulerovsky tah
(nebo eulerovska kruznice).

Ztejmé: Eulerovsky tah predstavuje kresleni ,jednim tahem®. Chceme-li navic pri kresleni
vyjit i skoncit v jednom misté, musime najit uzavreny eulerovsky tah.
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Leonhard Euler (1707-1783) a sedm mostl v Krélovci

— jeden z nejvyznamnéjSich matematikd

— 1735 problém 7 mostl v Krélovci (Prusko, dnes Kaliningrad, Rusko): Lze vyjit z
jednoho mista, projit pred kazdy most pravé jednou a skoncit ve stejném misté?

— dal$i zndmy vysledek v teorii grafii: v — e + f = 2 (polty vrchold, hran a stén
konvexniho mnohosténu)

— daldi vyznamné objevy (mat. analyza, Eulerovo &islo e, .. .).
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v

(a) V neorientovaném grafu existuje uzavreny eulerovsky tah, pravé kdyz je souvisly a
kazdy vrchol ma sudy stupen.

Véta

(b) V neorientovaném grafu existuje neuzavieny eulerovsky tah, pravé kdyz je souvisly a
ma pravé dva vrcholy lichého stupné.

Diikaz Pfrednaska a [DS1].

Ptiklad PouzZijte vétu ke zjisténi, zda Ize vySe uvedené grafy nakreslit jednim tahem.
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v

Problém rozhodnout, zda v grafu existuje eulerovska kruznice, je snadny. Dle véty staci
zjistit, zda kazdy vrchol ma sudy stupen.

Eulerovska kruznice vs hamiltonovska kruznice

Podobny je problém rozhodnout, zda v grafu existuje hamiltonovské kruznice.
Hamiltonovska kruznice = kruZznice, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu.

Neni znam rychly algoritmus, ktery by zjistil, zda graf ma hamiltonovskou kruznici.
Navic je pravdépodobné, Ze takovy algoritmus ani neexistuje (zjistit existenci
hamiltonovské kruznice je totiz tzv. NP-dplny problém).

William R. Hamilton (1805-1865), irsky matematik.
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Stromy @

— grafy pfipominajici vzhledem stromy: vétveni

— Siroké pouziti
— rhzna Clenéni, katalogy, adresafe v pocitadi apod. maji strukturu stromu
— zésadni vyznam pro uklddani a vyhledavani dat
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Definice Strom je neorientovany souvisly graf bez kruznic.

Nasledujici grafy jsou stromy:
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N4asledujici grafy nejsou stromy:
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\4

Definice Vrchol se stupném 1 se nazyva koncovy. Koncovy vrchol stromu se nazyva list.

Uvazujme strom

Listy tohoto stromu jsou vrcholy 2, 3, 6 a 7.

Odebereme-li z tohoto stromu néjaky list a hranu, kterd do néj vede, vznikne opét strom.
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\4

Z ného miizeme opét odebrat néjaky list s hranou atd., az z tohoto stromu zbyde jediny
uzel. Popsany proces je vidét zde:

6 5 7

4 3 3
1 1 1

2 2 C2>/© 1

O

Lze i obracené: Vyjit z jednoho vrcholu a postupné k nému pripojovat vrcholy (listy).
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Zminovanou vlastnost maji vSechny stromy. — konstruktivni pohled
Vlastnost dokazeme. NejdFiv pomocné tvrzeni.
Véta V kazdém stromu s alespon dvéma vrcholy existuji aspon dva listy.

Dikaz Uvazujme cestu vg, €1, ..., ey, vy,, kterd mé ze viech cest nejvétsi délku.
Tvrdime, ze vg i v, jsou listy. DokdZeme to sporem.

Kdyby vg nebyl list, existovala by hrana e = {v, v}, kterd je rliznad od e; (v neni list).

Vrchol v musi byt riizny od kazdého v; (i = 1,...,n). Kdyby totiz v = v; pro néjaké
t=1,...,n, pak by v, e, vq,...,v; byla kruznice, coz neni mozné, protoze nas graf je
strom. Pak je ale posloupnost v, e, vg, e1, ..., v, cesta, kterd je delSi nez vy, e1,...,v,, cozZ
je spor s predpokladem, ze vy, e1,...,v, je ze vSech cest nejdelsi. Tedy vg je list.

Podobné se ukaze, ze v, je list. O

Nyni hlavni tvrzeni:
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Véta Pro graf G a jeho koncovy vrchol v jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.
1. G je strom.
2. G — v je strom. (G — v vznikne odstranénim v a hrany z v.)

Ditkaz ,1.=2.": Mame ukazat, ze G — v je souvisly a neobsahuje kruznici.

Souvislost: Vezméme libovolné dva vrcholy u # w grafu G — v. Protoze G je souvisly,
existuje v G cesta u,e,...,w. ProtoZe v je koncovy vrchol grafu GG, musi byt kazdy vrchol
této cesty riizny od v. Cesta u,e,...,w je tedy cestou v grafu G — v. Proto je (G souvisly.

Kruznice: Kdyby G — v obsahoval kruznici, byla by to zfejmé i kruznice v grafu G.
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v

Souvislost: Vezméme vrcholy u # w v G. Kdyz u # v # w, pak protoze G — v je strom,
existuje v G — v cesta z u do w. Ta je zfejmé i cestou v G. Kdyz je u = v (pro w = v je
to podobné), uvazujme vrchol z, ke kterému byl v v grafu G ptipojen (tj. G — v vznikl
odebranim vrcholu v a hrany {v,z}). Ze souvislosti G — v plyne, Ze v ném existuje cesta
Z,...,w. Je ztejmé, Ze pak je u = v,{v,z},x ..., w cesta v G, kterd spojuje u a w. G je
tedy souvisly.

.2.=1.": Predpokladejme naopak, ze G — v je strom. Ukazeme, ze GG je strom.

Kruznice: Pokud by vy, ..., v, byla kruznice v G, pak by neobsahovala v, protoze v je
koncovy vrchol (vrcholy kruznice maji stuper aspon 2). Tato kruZnice by tedy byla i
kruznici v G — v, coz neni mozné, protoze predpokladame, ze G — v je strom.
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Dilezité charakterizace stromu:

Véta Pro neorientovany graf G = (V, F) jsou néasledujici tvrzeni ekvivalentni.
G je strom.

Mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G existuje pravé jedna cesta.

G je souvisly, ale vynechanim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.

G neobsahuje kruZnice, ale pfidanim jakékoli hrany vznikne graf s kruznici.

G neobsahuje kruznice a |V| = |E| + 1.

© ok w b=

G je souvisly a |[V| = |E| + 1.

Diikaz Pfednaska; podrobné viz [DS1].
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Minimalni kostra grafu @

Uloha: Propojit mésta vy, ..., v, elektrickym vedenim co nejlevngji.
Tedy rozhodnout, mezi kterymi mésty mame natdhnout elektrické draty.
Mezi nékterymi dvojicemi mést primé propojeni postavit nelze (hory, prehrady apod.).

Mozné zadani (¢isla udavaji naklady w,, na vystavbu propojeni z a y):
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Mozné feSeni:

Celkové naklady jsou
Waf + Wpf + Wee + Wep +wgr =4+2+8+1+6 =21

Jak uvidime, feseni je zbytecné nakladné. Jak najit nejlepsi feseni?
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V fedi grafi:
Dén souvisly neorientovany graf G = (V, E) a hranové ohodnoceni w : £ — RT.

Chceme vybrat podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a je souvisly, tedy podgraf
G' =(V,E).

G' = (V, E’) nesmi obsahovat kruznice (odstranéni hrany by podgraf zistal souvisly,
ale byl by levnéjsi).

Soucet délek hran z E’ m4 byt nejmensi mozny.

Chceme vybrat tzv. minimalni kostru grafu G.
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Definice Kostra neorientovaného grafu G je jeho podgraf G’, ktery je stromem a obsahuje

vSechny vrcholy grafu G.
Je-liw: F — R" hranové ohodnoceni grafu G = (V, E), nazyva se kostra G' = (V, E)
minimalni kostra, pokud ma ze vSech koster grafu G nejmensi hodnotu w(G’), kde

w(G) = Z w{u,v}).

{uv}er’

— Tucné vyznaleny podgraf vyse je tedy kostrou, ale ne minimalni kostrou.
(Najdéte kostru s mensi hodnotou.)
— Snadno se vidi, ze graf ma kostru, pravé kdyz je souvisly.

— V grafu mize existovat vice koster s nejmensi hodnotou.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1


http://www.inf.upol.cz

v

Kruskaldv algoritmus hleddni minimalni kostry

Vstup: souvisly neorientovany graf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami,
ohodnoceni w: E — R*

Viystup: mnozina hran E' C E takova, ze G' = (V, E’) je minimalni kostra grafu G

1. setfid hrany vzestupné podle ohodnoceni, tj. utvof posloupnost e1, ..., e,, véech hran
z F tak, ze
w(er) < - < wlem);
2. BEg=0;i:=0;
3. dokud F; neobsahuje n — 1 hran, provadéj:

=1+ 1;
E;_1U{e;} pokud (V. E;_1 U{e;})
E; = neobsahuje kruznici,
Ei v opaéném pripadé;
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Pt¥iklad Dan ohodnoceny graf:

Krok 1: Setfidéni hran

€1,€2,...,€69 = {Ca f}a {b7 f}7 {b7 C}a {CL, b}7 {CL, f}a {Ca d}’ {0,, 6}7 {d7 f}7 {C7 6}'
(Spravné, odpovidajici posloupnost hodnot w({u,v}) je 1,2,3,4,4,5,6,6,8.)
Krok 2: Algoritmus nastavi By =0 a i = 0.
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Krok 3:

{e, 71 Ab 11, {b, ¢} {a, b}, {a, £} {e,d} {a, e}, {d, £}, {c e}
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Krok 3:

{e, £3.{b, £} {b, ¢} {a, b}, {a, £}, {c,d} {a, e}, {d, f}, {c, e}
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Krok 3:

{c, £}.4b, £}, {b, ¢} {a, b}, {a, f},{c.d} {a, e}, {d, [}, {c,e}
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Krok 3:

{Cs f}7 {b9 f}a {bv 0}7{0'5 b}a {a, f}v{c9 d}, {a, 6}7 {d, f}a {C’ 6}
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Krok 3:
{c, £}.{b, £} {b.c}{a, b}, {a, [} {c,d}, {a, e}, {d, [}, {c e}

Krok 3: vybrano 5 =n — 1 hran.
Krok 4: E' = {{¢, f},{b, f},{a,b},{c,d},{a,e}}, hodnota kostry = 18
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Jak v kroku 4 zjistit, zda (V, E;_; U {e;}) obsahuje kruznici? Takto:
Graf (V, E;_1) se rozpadd na komponenty.
Mnoziny vrchold Vi,..., Vj téchto podgrafli tvoii rozklad mnoziny V.

Protoze (V, E;_1) kruznice neobsahuje, neobsahuje kruznice ani zadné z jeho komponent.
Kazda jeho komponenta je tedy stromem.

Dle uvedené véty pridanim hrany e; vznikne kruznice, pravé kdyz oba vrcholy hrany e; lezi
v jedné z mnozin V.

Takovy test je zfejmé mozné provést pomérné rychle pomoc datovych struktur pro
uchovani systému disjunktnich mnozin.
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Casova slozitost Kruskalova algoritmu v nejhorsim pfipadé

Lze ukazat, Zze pro n = |V| a m = |E| pro tuto Casovou slozitost T'(n, m) je

T(n,m) = O(mlogn).

Pozdéji.
(V tomto ptipadé lze také ukazat, ze T'(n,m) = O(mlogm).)
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Dikaz spravnosti Kruskalova algoritmu

Prednaska; podrobné viz [DS1]
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Joseph Kruskal (1928-2010)

— americky matematik a informatik,

— J. B. Kruskal, On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman
problem. Proc. Amer. Math. Soc. 7 (1)(1956): 48-50.
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Drivéjsi (jiné) algoritmy:
— O. Boriivka, O jistém problému minimalnim. 1926

O. Boriivka, Pfispévek k Feseni otdzky ekonomické stavby elektrovodnich siti. 1926
— V. Jarnik, O jistém problému minimalnim. 1930

— Jarniklv algoritmus znovuobjeven:
R. C. Prim, Shortest connection networks and some generalizations. 1957
E. W. Dijkstra, A note on two problems in connexion with graphs. 1959
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Otakar Bortvka (1899-1995) Vojtéch Jarnik (1897-1970)
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KoFenové stromy @

= stromy, ve kterych je jeden vrchol oznacen za koten (urluje ,orientaci stromu")

Definice Kofenovy strom je dvojice (G,r), kde G = (V, E) je strom a r € V je vrchol,
tzv. koren.
Necht (G,r) je kofenovy strom.

— Vrchol v se nazyvéa potomek vrcholu u (u se nazyva predek vrcholu v), pravé kdyz
cesta z kofene r do v ma tvarr,...,u,...,v.

Vrchol v se nazyva naslednik (nékdy primy potomek) vrcholu u (u se nazyva
predchiidce (nékdy rodi¢) vrcholu v), pravé kdyz cesta z kofene r do v ma tvar
Ty, Uy €0,

Hloubka (nékdy aroveri) vrcholu v je délka cesty od kofene r do v.

Vyska vrcholu v je délka nejdelsi cesty neobsahujici predky v, kterd vede z v do
nékterého z lista.

Vyska (nékdy hloubka) stromu je vyska jeho kotene (ekvivalentné: je nejvétsi z hloubek
jeho listid).
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v

Ptiklad U nasledujicich strom( zvolte kofen, uréete troven vrcholl, hloubku stromu.
P¥ednéska; podrobnosti [DS1].
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Vrchol mize mit vice nasledovniki, ale nejvyse jednoho rodice.

Vyska stromu je délka nejdelsi cesty, kterd zacina v kofeni.

Korenové stromy se kresli ,od kotene dold" a po Grovnich.

Podstrom indukovany vrcholem v je podgraf indukovany mnozinou vrcholid u, ke
kterym vede z kotene r cesta obsahujici v (tedy mnozinou sestavajici z potomkd
vrcholu v).
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Definice Kofenovy strom se nazyva

— m-arni, pravé kdyz kazdy jeho vrchol ma nejvyse m potomki;
2-arni strom se nazyva binarni, 3-arni pak ternarni.

— zaplnény pokud spliiuje nasledujici podminky:

— kazdy vrchol s vyjimkou vrcholi s hloubkou 2 — 1 ma 0 nebo m naslednikd;
— kazdy list ma hloubku h nebo h — 1.

Zvolime-li nejvySe nakresleny vrchol kofenem, je nasledujici strom bindrnim kofenovym
stromem.
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v

Nésledujici stromy jsou bindrni kofenové stromy (kofeny jsou nejvySe nakreslené vrcholy).
Strom vlevo je zaplnény, strom vpravo ne.
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Vztahy mezi vyskou, poctem vrcholli a poc¢tem listi stromu W
Otazky o kofenovych stromech (binarnich, m-arnich):

— Strom ma vysku h. Kolik mize mit list? Kolik mize mit vrcholl?
— Strom ma [ listd. Jakou ma vysku?

— Strom ma n vrcholl. Jakou mé vysku?

Pro¢ jsou otazky vyznamné?

— Vyhledavaci stromy a dalsi stromové struktury pro ukladani dat.

— Analyza slozitosti riiznych algoritm (napf. rekurzivnich).
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P¥iklad (binarni vyhledavaci stromy)

— binarni korenové stromy, ve kterych
— nésledovnici kazdého vrcholu maji dano poradi: levy (prvni), pravy (druhy);
— v kazdém vrcholu v je ,uloZena" &iselnd hodnota w(v) € R
— je-li u levym potomkem vrcholu v, pak h(u) < h(v),
je-li u pravym potomkem vrcholu v, pak h(u) > h(v).

— priklad: prednaska a [DS1]
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— jak zjistit, zda se hodnota w ve stromu nachazi?: prednaska a [DS1]

— kolik kroki je tfeba ke zjisténi ve stromu s n vrcholy provést?:
v nejhorSim ptipadé ,zhruba A"

— neni-li strom nijak vyvazeny, mize byt h = n — 1 (degenerovany strom = seznam
ulozenych hodnot);

— ve vyvazeném stromé (nap¥t. dle vySe uvedené definice) je ale h = ,zhruba" logy n;

— tedy k vyhledani Cisla ve stromu, ktery obsahuje 1000 Cisel a ktery je vyvazeny, staci
zhruba log, 1024 = 10 krokd.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 76 /78


http://www.inf.upol.cz

v

Véta V zaplnéném binarnim kofenovém stromu s n vrcholy a [ listy, ktery ma vysku h,

plati

(a) 2" <n < 2P 1,

(b) h = logyn];

(c) 2"t <1< 2k

(d) [logyl] < h < |logyl] + 1.

Diikaz Pfrednaska; podrobné viz [DS1]
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Véta V libovolném binarnim kofenovém stromu s n vrcholy a [ listy, ktery ma vysku h,

plati

(a) h+1<n<2Ml 1,
(b) |logan| <h<n-1,
(c)1<1< oh.

(d) [logyl] < h.

Dikaz Viz [DS]]
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