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Co se nauéime @

— co je logika

— vyroky, pravdivost vyroki, logické spojky, kvantifikatory

— vyrokova logika, formule logiky, vyplyvani

— logické (booleovské) funkce, vyjadfovani logickych spojek jinymi
— normalni formy

— axiomaticky systém logiky (jen nahlédneme)

— logické paradoxy, zajimavosti z logiky a z historie logiky
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Upozornéni @

Tyto slajdy jsou jen doprovodnym materidlem k uebnimu textu
[DS1] R. Bélohlavek, Diskrétni struktury 1, Olomouc, 2020.

Slajdy nejsou plnohodnotnym studijnim materidlem.
Nékteré ¢asti ucebniho textu na slajdech probrany nejsou.
Na ucebni text se odkazujeme [DS1].
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Co je logika @

— véda o spravném usuzovani
— jde o formu, ne o obsah

Prsi.

Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.
Silnice jsou mokré.

Mam hlad.

Jestlize mam hlad, kru¢i mi v brise.
Kruéi mi v brise.

Gsudky s riiznym obsahem, ale stejnou formou:
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proto: formalni logika, popf. symbolicka logika E

moderni logika pouzivd matematické metody

budeme se zabyvat klasickou logikou:

— dvé pravdivostni hodnoty (pravda, nepravda)
— klasické spojky (,,a", ,nebo”, ,jestlize ...pak ... ", ...ne...)

existuji neklasické logiky

— modalni: spojky ,je mozné, ze ... ", ,je nutné, ze"

— temporalni: vyroky zavislé na Case

— fuzzy logika: vice pravdivostnich hodnot, napf. 0.5 (je ¢astecné pravda)
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Pro¢ logika @

— obecny vyznam:
— vede k presnosti a srozumitelnosti
— pevny zaklad pro ostatni obory

— vyznam pro informatiku:

— formalni povaha logiky, syntax vs. sémantika = zplsob prace v informatice, pocita¢ rozumi
jen presné popsanym informacim

— zaklad pro riizné oblasti informatiky, napf.
automatické dokazovani (odvozovani z predpokladd, jazyk Prolog),
uméla inteligence (reprezentace znalosti, pfiblizné odvozovani, expertni systémy),
databaze (relaéni databaze, dotazovaci jazyky),
logicka analyza dat

— kromé toho fada ,,mensich divodi“, napf. vyhodnocovani podminénych vyrazi
programovacich jazyk( se provadi podle pravidel logiky
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Viyroky ﬁy

Vyrokem je (intuitivné) tvrzeni, u kterého ma smysl uvazovat o jeho pravdivosti.
Vyroky jsou:

Prsi.

Byl jsem v obchodé a koupil jsem si knihu.

Kdyz prsi, jsou mokré silnice.

2+2=4a3<100.

24+2=6.

Vyroky nejsou:

Kniha v obchodé.
242
At je pékné pocasi.
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Logické spojky @

Logicka spojka je (intuitivné) jazykovy vyraz, ktery umoznuje z jednodussich vyrokd tvorit
Priklady logickych spojek:

e e @ e - -1€bo L. Hjestlize ..., pak ...,

e -, prave kdyz ... ¢, sne ... ¢ (tj. ,neni pravda, ze ... ).

— Z vyroki ,242=4" a ,Prsi." vytvofime pomoci spojky ,,a" vyrok ,,2+2=4 a Prsi."
— Z vyroku ,Prsi." vytvofime pomoci spojky ,ne* (tj. ,neni pravda, ze ... ") vyrok
»Neprsi." (tj. ,Nenfi pravda, Ze prsi.").
— Z vyroki ,Prsi.* a | Silnice jsou mokré." vytvofime pomoci spojky ,jestlize ..., pak
“ vyrok , Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré."
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Vsimnéme si: W

— pojem spojka pouzivame v logice v $irSim vyznamu, nez je bézné (napf. ,jestlize ...,
pak ... ")

— vySe uvedené jsou takzvané klasické spojky

— existuji neklasické (,je mozné, ze ... ", ,vé&Fi se, ze ... "), viz [DS1]

Oznaceni zakladnich spojek klasické logiky:
Vi A Vo oznacuje ,,V; a Vo
V1 VvV, oznacuje ,,Vq nebo V5"
V1 — V5 oznacuje , jestlize V7, pak Vo
V1 < V4 oznacuje, Vq, pravé kdyz Vo“

=V oznacluje ,neni pravda, ze V"
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Pravdivostni hodnota vyroku W

— nékteré vyroky jsou pravdivé (,2+2=4"),
nékteré jsou nepravdivé (,Jaromir Jagr je prezidentem CR.")

— je-li vyrok V' pravdivy, resp. nepravdivy, fikdime, ze méa pravdivostni hodnotu ,pravda®“,
resp. ,nepravda", a piSeme

VIl =1, resp. [[V][=0,

— pravdivostni hodnota vyroku V' se znadi ||V|
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Jak urcit pravdivostni hodnotu vyroku? W

vyrok je ,,Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.

vznikl pouZzitim spojky ,,a" na vyroky ,Prsi* a ,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.

jeho pravdivostni hodnota zavisi na
— vyznamu spojky ,a"
— pravdivostnich hodnotach vyrokid ,Prsi* a ,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.

"

uvedeny vyrok je pravdivy, pravé kdyz je pravdivy prvni vyrok i druhy vyrok

— jaké je za tim obecné pravidlo?
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Obecny pohled: W

— vyrok ma tvar
VinVs
kde A je symbol spojky ,a“
— pravdivostni hodnotu ||Vj A V3|| ,spocitdme” z pravdivostnich hodnot ||V1|| a || V2|
vyrokl V7 a V4 pomoci vyznamu spojky ,,a"

— vyznam spojky ,a“ je dan tabulkou:

o olo
— Ol

A
0
1

— je-li napt. ||[Vi]] = 1 (Vi je pravdivy) a ||Va]| = 0 (V2 je nepravdivy), je dle tabulky
Vi AVal[ =0
— jeli ||[Vi|] =1 a ||Va]| = 1 (oba vyroky pravdivé), je dle tabulky |[V; A Va|| =1

— analogicky postupujeme v pripadé ostatnich spojek

2020 11 /76
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Zbyva tedy zjistit pravdivostni hodnoty ||V;||. Jak? Jsou dvé moznosti: @
1. V; neobsahuje logické spojky (je to atomicky vyrok)
Naptiklad V; je ,Prsi."
Hodnota ||V;|| je pak dana ,zvenéi”, tj. zjistime, jestli prsi, popf. se nékoho zeptdme.
Uréime ji tedy podle externiho zdroje e (stoji mimo logiku).
e urCuje pravdivostni hodnoty atomickych vyroki, proto taky piSeme

Vle misto [[V]|

2. V; obsahuje logické spojky (je to slozeny vyrok)
napriklad V; je ,Prsia2+2=4."
Hodnota ||V;|| se pak uréi podobné jako na predchozim slajdu.
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Jesté k tabulce spojky A (pozdéji vysvétlime znovu):

— tabulka

A
0
1

[esian) New]

1
0
1

popisuje tzv. pravdivostni funkci spojky A (také: logicka nebo booleovska funkce)

tato funkce se znadi A’, jejimi argumenty jsou 0 a 1 a podle tabulky pro ni plati:

0AN0=0, OA1l=0, 1A0=0 1A1=1

— mame tedy
— A --- symbol spojky (syntax)
— A" .-+ vyznam spojky (sémantika)

nékdy piSeme pro jednoduchost A misto A", ale prisné vzato je tfeba rozliSovat

a dalsi spojky?
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nazev zapis v prirozeném symbol  pravdivostni tabulka @

jazyce funkce pravd. funkce
al-a
negace “ne” - = 0| 1
110
A0 1
konjunkce “a” A N 010 O
110 1
vi|l0o 1
disjunkce “nebo” vV \a 0|0 1
1 1
— |0 1
implikace “jestlize ..., pak ..." — — 0 |1
1 [0 1
<~ |0 1
ekvivalence  “..., pravé kdyz ..." > > 01 O
1 /0 1
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P¥iklad ﬁy

Urcete pravdivostni hodnotu vyroku ,,2 4+ 2 = 5 nebo &islo 10 je délitelné cislem 6.

Jde o vyrok V tvaru
ViV Vs

Ztejmé je (to vime z ,externiho zdroje" e)
Vill =1].2+2=5"]=0 a [|Va]|=]].Cislo 10 je délitelné &islem 6"|| =0
a tedy

IVl = 1/,2+42 =5 nebo ¢&islo 10 je délitelné &islem 6."|| =
= MV W= WiV |Ve|]| =0V 0=0.

Dany vyrok je tedy nepravdivy.

K ¢emu takhle? Odpovéd je preci zfejma? Ano, ale vysSe je u postup, jak ji mechanicky
odvodit.
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Uzavorkovani v

U slozenych vyrokl pouzivdme kvilli jednoznacnosti zavorky.
Uvazujme
2-3=5a2+2=5nebo2+2=141
Neni jasné, jestli myslime
(2-3=5a2+4+2=5)nebo2+2=4"
nebo
2:3=5a(2+2=>5nebo 2+2=4)"

P¥i prvnim uzavorkovani dostaneme pravdivy vyrok, zatimco pfi druhém uzavorkovanf{
dostaneme vyrok nepravdivy.

Zavorky pouzivame i pfi symbolickém zapisu. PiSeme napf. Vi A (Vo V V), (Vi A Vo) V V.
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P¥iklad v
Urcete pravdivostni hodnotu vyroku:
“(242 =4 a &islo 10 je délitelné &islem 6), pravé kdyz neni pravda, ze Cina je

Vv

nejlidnatéjsi stat svéta”, vime-li, ze “Cina je nejlidnatéjsi stat svéta” je pravdivy vyrok.

T¥i atomické vyroky, Vi, Vo a V:
“2 42 =4", “slo 10 je délitelné &islem 6” a “Cina je nejlidnatéjsi stat svéta.”

Vime, Ze [[V1|| =1, [|[V2|[ =0, [|V5]| = 1.
Symbolickd podoba zadaného vyroku je

(‘/1 A VQ) — V3.
Pravdivostni hodnota je

(Vi AVa) & =V3|| = [[Vi AVR|| 7 [[=Va]| =
(VAT A TIVR]) <7 (= ][V3]]) = (LA0) &7 (=) =0 =7 0 =1,

tedy vyrok je pravdivy.
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Proménné a vyroky s kvantifikatory @

Cislo x je vétsi nebo rovno 3.

24+y=4.

Jestlize je x délitelné deseti, pak je x sudé.
r+ty=z.

Nejsou to vyroky. Obsahuji proménné.

Dosazenim ciselnych hodnot za proménné vzniknou vyroky. Pokud dosadime 1 za x, 2 za
y, 103 za z, dostaneme vyroky

Cislo 1 je vétsi nebo rovno 3.

2+2=4.

Jestlize je 1 délitelné deseti, pak je 1 sudé.
1+2>103.

Prvni a Ctvrty vyrok je nepravdivy, druhy a treti je pravdivy.
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Vyroky s proménnymi se nazyvaji vyrokové formy. W

V (z) oznaduje vyrokovou formu s proménnou x, napt. ,Cislo x je vét$i nebo rovno 3.".
V(1) oznaluje V(z) po dosazeni 1 za x, tedy napf. ,,Cislo 1 je vétsi nebo rovno 3.

Podobné ,x +y > z" oznadime napf. U(x,y, 2).

K proménné = musime urcit obor jejich hodnot D,.. Napt.
D, ={0,1,-1,2,—-2,3,-3,... }.
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Obecny kvantifikadtor s proménnou x je vyraz E

¢

»Pro kazdy z plati, ze ... “, symbolicky (V) ...
Tedy
»Pro kazdy x plati, ze = je vétsi nebo rovno 1% zapiseme (Vz) (z > 1).

Tento vyraz je vyrokem.

Existen¢ni kvantifikitor s proménnou z je vyraz

‘

,Existuje x tak, Ze plati ... ",  symbolicky (3z). ..

Tedy

wExistuje = tak, ze = je vétsi nebo rovno 1 zapiSeme (Jzx) (z > 1).

Ten vyraz je také vyrokem.
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Pravdivost vyrokii s kvantifikatory @

Je dana vyrokova forma V(z), kde x je proménné s oborem hodnot D,.
Jak definovat pravdivostni hodnoty (Vz)V(z) a (3x)V (x)?

| 1 pokud pro kazdé m € D, je ||V(m)|| =1
1)V @)l = { ) e

Tedy: (Vz)V(x) je pravdivy, pokud pro kazdou hodnotu m z oboru D, je vyrok V(m),
ktery vznikne dosazenim m do vyrokové formy V' (x), pravdivy.

1 pokud aspon pro jedno m € D, je ||V(m)|| =1
II(ﬂw)V(x)Hz{ 0 jinak ] 2 je |[[V(m)]

Tedy: (Jz)V (x) je pravdivy, pokud pro alespon jednu hodnotu m z oboru D, je vyrok
V(m), ktery vznikne dosazenim m do vyrokové formy V' (z), pravdivy.
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Priklad @
Je dan vyrok ,,Pro kazdé z plati, Ze jestlize = je délitelné 6, pak x je délitelné 3." a
D, ={1,2,3,4,...}. Urlete pravdivostni hodnotu daného vyroku.

Vyrok ma tvar (Vz)(V(z)), kde V(z) je ,Jestlize = je délitelné 6, pak x je délitelné 3."
Podle pravidla vyse je ||(Vz)(V(x))|| = 1, p.k. pro kazdé &islo m z Dy je ||V (m)|| = 1.
V(m) je Vi(m) — Va(m), kde Vi(m) je ,m je délitelné 6", Va(m) je ,m je délitelné 3.
Je ztejmé, ze ||Vi(m) — Va(m)|| = 1, tj. ze ||V (m)|| = 1. Pro¢?:

() pro m délitelna 6 je [|Vi (m) — Va(m)|| = [[Vi(m)|| = [IVa(m)[| =1 — 1 =1;

(b) pro m nedélitelna 6 je
[Vi(m) = Va(m)[| = [[Vi(m)]| =" [[Va(m)[| = 0 =" [[Va(m)]| = 1).

Proto je [|(Vz)V (z)[| = ||(Vz)(Vi(z) = Va(2))]| = 1.
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P¥iklad ﬁy

Je dan vyrok ,Existuje x tak, Ze pro kazdé y plati, ze x < y“. D, = D, = {1,2,3,4,... }.
Vyrok je pravdivy, viz [DS1].

Cokdy? Dy =Dy ={...,—2—1-0,1,2,...}?
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Zkratka @

Kvantifikatory se nékdy objevuji v nasledujici podobé.
— ,Pro kazdé liché x plati, ze 22 — 1 je sudé."
— , Existuje liché x tak, ze 22 — 2 je prvodislo.*,

obecné tedy:

— ,Pro kazdé z splnujici P(z) plati V(z)."

“

— ,Existuje x spliujici P(z) tak, ze V(z)

Tato tvrzeni jsou zkratkou za

— ,Pro kazdé z plati, ze jestlize P(x), pak V (z)
— ,Existuje = tak, ze P(z) a V(z)."

u vyroku vyse tedy

— ,Pro kazdé z plati, ze jestlize z je liché, pak 22 — 1 je sudé."
- Existuje z tak, Ze x je liché a Ze 2> — 2 je prvodislo.*
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Shrnuti @

ukazali jsme si zakladni pojmy a postupy logiky, zejm.

— zejména vyrok, logicka spojka,
— prvadivostni funkce spojek,
pravdivost vyroku,
kvantifikatory

— Vvétsinu pojmu jsme definovali jen intuitivné, nepresné

to nékdy staci, nepresnost ale miize vést k problémim

v dal$im se proto sezndmime s Gvodem do (forméalni) vyrokové logiky
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Odbocka: paradoxy W

Existuje velké mnoZzstvi tzv. logickych paradox(, nékteré plynou z nepresného zachazenf
s jazykem a ukazuji potfebu formalniho systému logiky.

Paradox lhéte: Clovék C' ¥ika: ,Lzu". Mluvi pravdu?

Jiné ukazuji napf. na meze klasické logiky.

Paradox hromady: 1 je malé pfirozené Cislo. Je-li n malé, je i n + 1 malé. Tedy kazdé
prirozené Cislo je malé.

Vratime se k nému pozdéji.
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ZAKLADY VYROKOVE LOGIKY
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Vyrokova logika @

definovat vyroky, pravdivost apod. intuitivné nestaci

prirozeny jazyk je bohaty a intuitivni pfistup vede k logickym sporim (p. Ihéfe)

— mozné Feseni: pojmy vyrok, pravdivost apod. definovat presné, formalné

vyrokova logika je nejjednodussim formalnim systémem logiky
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Jazyk a formule vyrokové logiky @

— vyrokova logika (VL) nepracuje se skuteénymi vyroky, ale s formami (tvary) vyrokd
— ty se nazyvaji formule

— jsou to presné definované Fetézce symbold, napt. (p A —q), (p — (¢A 7)), (pAT)Vq
— vyrok vznikne z formule dosazenim vyroki za vyrokové symboly p, ¢, r, ...

— z formule (p — (g A 1)) vznikne vyrok

»Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré a hrozi nebezpeci smyku.",
— prace s formulemi = soustfedime se na formu, odhliZime od obsahu

— symboly, ze kterych sestavaji formule tvofi jazyk VL

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1


http://www.inf.upol.cz

v

Definice Jazyk vyrokové logiky se sklada z
— vyrokovych symbolll p, q, r, ..., popF. s indexy, p1, p2; je jich neomezené mnoho;
— symbol{ vyrokovych spojek:
- (negace), —(implikace), popt. dale A (konjunkce), Vv (disjunkce), <+ (ekvivalence);

— pomocnych symboli (, ), [, |, atd. (rdzné druhy zavorek).
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Definice Formule daného jazyka vyrokové logiky je definovana nasledovné:
1. kazdy vyrokovy symbol p je formule (tzv. atomicka formule);
2. jsou-li ¢ a 1 formule, jsou i vyrazy

-,
(p A1),
(p V),
(o =),
(p =)

formule (tzv. slozené formule).

Definice je tzv. induktivni.

Formulemi jsou: p, q1, =p, (p — q), (pAT) VD), (-p — (g A 7).
Formulemi nejsou fetézce: Ap, p A Vp, pp — (pA)), atd.
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Konvence o vynechavani zavorek
— vnéjsi zavorky misto (p — ¢) jen p — ¢
— priority spojek od nejvétsi po nejmensi: =, A, V, =, <

misto (p A (g AT)) jen pA(gAT),
misto (p — ((pAgq)Vr))jenp—=pAgVr
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Pravdivostni ohodnoceni @

Formule jsou syntaktické objekty, samy o sobé nemaji pravdivostni hodnotu, vyznam.
Proto musime definovat sémantiku VL. Zakladni sémanticky pojem je nasledujici:

Definice (Pravdivostni) ohodnoceni je libovolné zobrazeni e vyrokovych symbolt daného
jazyka do mnoziny {0,1}.

— e tedy pritazuje kazdému symbolu p hodnotu 0 (nepravda) nebo 1 (pravda).

— vyznam ohodnoceni e:
vyrokové symboly oznacuji atomické vyroky
e(p) = 1 znamen4, Ze atomicky vyrok oznaleny symbolem p je pravdivy
e(p) = 0 znamena, ze atomicky vyrok oznaceny symbolem p je nepravdivy.
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Pravdivostni hodnota formule W

Definice Pravdivostni hodnota formule ¢ pfi daném ohodnocenf e, oznacujeme ji ||¢||e, je
definovana nasledovné:
— Je-li ¢ vyrokovym symbolem p, pak
Iplle = e(p).
— Je-li  slozna formule, tj. jednoho z tvari =), Y A B, YV 0, Y — 0, ¢ < 0, pak
I~lle =~ 1],
[¥ A Olle = llelle A 11]]e,
19V Olle = llvlle V110l
[ = Olle = [[¥lle = [|0]]e,
19 ¢ Olle = [[¢lle < [10]]e,
kde =, A", V', =7, <> jsou pravdivostni funkce logickych spojek z vySe uvedené
tabulky.

Definice je induktivni, , kopiruje” definici formule.
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— Jlelle =1 (Jl¢lle = 0) ... formule ¢ je pfi ohodnoceni e pravdiva (nepravdiva) E
— ddlezité:

— otazka ,je formule ¢ pravdiva?" nema smysl

— teprve otazka ,je formule ¢ pravdiva pfi daném e?“ ma smysl

— alternativni definice [|¢||c (slovné):

[ { (1) jiic;ll(:d ] =0,

e A6 = { ! j&z';t'ld el =1 a 6]l = 1,
o v ol = { 1 pokud [l =1 nebo 6] =1
I — 6]l = { (1) jmkkl,ld 4]l = 0 nebo ||| =1,

_J 1 pokud [[¢fle = [I6],
Il 0l = { 0 jinak.
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P¥iklad v
Jakou pravdivostni hodnotu ma formule p vV —q pfi ohodnoceni e?
1. e je dano takto: e(p) =0, e(q) = 0. Pak
[PV =dlle = llplle V" I=glle = lIplle V' ~llglle =0V =~0=0Vv'1=1
2. e je dano takto: e(p) =0, e(q) = 1. Pak
IV =glle = [Iplle V" I=glle = [[plle V- ~llgle =0V =1 =0V 0=0.
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Tautologie, sémantické vyplyvani W

Definice Formule se nazyva
— tautologie, je-li pfi kazdém ohodnoceni pravdiva,
— kontradikce, je-li pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva,

— splnitelnd, je-li pfi aspon jednom ohodnoceni pravdiva.

Formule ¢ sémanticky vyplyvad z mnoziny T" formuli, oznacujeme

T = o,

je-li ¢ pravdiva pri kazdém ohodnoceni, pri kterém jsou pravdivé vsechny formule z T'.
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P¥iklad v
. Formule pV =pip— (pV q) jsou tautologie.
. Formule p A =p i p <> —p jsou kontradikce.

1
2
3. Formule p — —p je splnitelnd, ale neni to ani tautologie, ani kontradikce.
4

. Formule p — ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli 7' = {p — r,—q — —r}.
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Tabulkova metoda W

— jak zjistit a zapsat pravdivostni hodnoty formule pfi vSech moznych ohodnocenich

— sloupce & vyrokové symboly p1,pa,...,p, a jeden sloupec pro formuli ¢(p1,...,pn)

radky ~ jednotlivd pravdivostni ohodnocenf

Tabulka (nebo pravdivostni tabulka) pro formuli (p — q) A (p — 7) je

p g v | (=g ANp—r)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

Tabulka popisuje tzv. pravdivostni funkci formule (p — q) A (p — 7).

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 39 /76


http://www.inf.upol.cz

pocet radkd = pocet moznych prifazeni 0 a 1 symboldm pq,...,p, ve formuli ¢ E

tento pocet je 2"

v Fadku odpovidajicim ohodnoceni e jsou hodnoty: e(p1), ..., e(pn), |l¢lle

predchozi tabulka: 3 vyrokové symboly p, ¢, r, tabulka ma tedy 23 = 8 radki

drobnéa nepresnost: u tabulkové metody nepracujeme s ,,celymi” ohodnocenimi e, ale
jen s ,,&astmi ohodnoceni”, tj. s hodnotami ohodnoceni e pro pi,...,pn;

to mizeme, protoze hodnota ||p(p1,-...pn)l|le zavisi jen na e(p1),...,e(py); viz [DS1]
— zfejmé plati: ¢ je
— tautologie, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ jsou samé 1;

— kontradikce, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ jsou samé 0;
— splnitelna, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ je aspon jedna 1.
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Vybrané tautologie (ovéfte tabulkovou metodou) @

YV (zakon vylouceného tretiho)
Y=

vice viz [DS1]
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— Lze pro vice formuli. Tabulka pro formule =—p, (¢ — —p) a ¢: @

p q|-p (ng—-p) ¢
0 0| O 1 0
0 1| 0 1 1
1 0] 1 0 0
1 1] 1 1 1

— Zjistit, zda {1, ..., om} FE @, tj. formule ¢ sémanticky plyne z formuli ¢1,..., on:
pravé kdyz v kazdém Fadku, kde maji ¢1, ..., ¢, hodnotu 1, ma i ¢ hodnotu 1.
— Napt. vyse vidime, Ze
{=», (¢ = )} Fq
ale
{~q — -p),qa} =,

nebot ve druhém Fadku maji (g — —p) a ¢ hodnotu 1, ale =—p tam ma 0.
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(Sémanticky) ekvivalentni formule

v

Definice Formule ¢ a 1 se nazyvaji (sémanticky) ekvivalentni, zna¢ime ¢ = v, pravé kdyz

pro kazdé ohodnoceni e je ||¢lle = [|]|e-

Véta Formule ¢ a 9 jsou ekvivalentni, pravé kdyz ¢ = a ¢ = .

Dikaz Plyne pfimo z definice = a |.

PFiklad Ukazte, ze (a) o VY = —=(—p A 1)) a ze (b) ¢ — b = - V 1.

Ovérime tabulkou:

o | eV (e AY) o= e VY
0 0| O 0 1 1
0 1| 1 1 1 1
1 0| 1 1 0 0
1 1| 1 1 1 1

(a): 3. a 4. sloupec maji stejné hodnoty;
(b): 5. a 6. sloupec maji stejné hodnoty.
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Dilezité dvojice ekvivalentnich formuli

CAY=P A YVe=pVy
NN =(pAP)NO eV (Vo) =(pVi) Ve
PNV =(@AD)V(eAE) oV (WAD)=(@eVYP)A(pVE)

o=y
(P AY) =—pV -1 (V) =—p A1
p—=YP=-pV = =-(pA)

v

(komutativita)
(asociativita)
(distributivita)
(zékon dvoji negac
(De Morganovy zal

(obménéna implika
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Obménénd a obracend implikace W

Pro formuli ¢ — 1) se Casto uvaZzuji nasledujici formule:
—1) — —p (obménéna implikace)
1 — ¢ (obracena implikace)
Jak ukazuje nasledujici tabulka, —1) — = je ekvivalentni s ¢ — 1, ale ¢ — ¢ ne.

o Yo=Y oo P
0 0 1 1 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
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Obménéna implikace: pouziti @

Mame-li dokazat tvrzeni ve tvaru ¢ — 1, mizeme misto toho dokazat —1) — —p, coz
mize byt snazsi.

Priklad
DOPLNIT
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Booleovské funkce @

Definice Booleovska funkce s n argumenty je libovolna funkce f, kterd kazdé usporadané
n-tici hodnot 0 nebo 1 pritadi hodnotu 0 nebo 1, tedy libovolna

f:{0,1}" — {0,1}.

— B. funkci f s n argumenty |ze zapsat tabulkou podobné jako u tabulkové metody.

Zde jsou tabulky binarnich b. funkei f a g:

r1 x| f Ty T2 | g
0 010 0 010
0 1|1 0 1|1
1 0|1 1 0|1
1 1|1 1 110
— f je shodna s V' (pravdivostni funkce spojky V).
g je nova pravdivostni funkce (odpovida spojce ,bud ..., nebo...").
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— Kazdou booleovskou funkci 2 proménnych mizeme povaZzovat za pravdivostni funkw
logické spojky se dvéma argumenty.

— Tedy spojky A, V, — a <> jen nékteré z logickych spojek se dvéma argumety (viz
funkce g vyse).

— Kolik je ale booleovskych funkci s n argumenty, tj. kolik je rliznych logickych spojek s
n argumenty?

Véta Existuje pravé 2(2") booleovskych funkci s n argumenty.

Dikaz Funkci je tolik, kolika zptsoby lze vyplnit prislusnou tabulku.

Protoze funkce maji n argumentil, ma tabulka 2™ radka.

V kazdém radku je jedno volné misto pro hodnotu funkce, a tu mizeme vyplnit libovolnym
zplsobem (napsat tam 0 nebo 1).

Protoze volnych mist je 2, Ize je hodnotami 0 nebo 1 vyplnit 2(2") zpiisoby.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 48 / 76


http://www.inf.upol.cz

Vsechny unérni (n = 1) booleovské funkce:

Dle Véty jich je 22") = 2(2) = 92 — 4. Zde jsou:
1 | f1 1 | f2 z1 | f3 1 | fa
0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 0 1

f1...nepravda, fo ...identita, f3 ...negace, fs ...pravda

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci)

Diskrétni struktury 1

2020 49 / 76


http://www.inf.upol.cz

Vsechny binarni (n = 2) booleovské funkce: W
Dle Véty jich je 2(2") = 2(2*) = 24 = 16. Zde jsou:

oz |1 o fo fs fa fs fe fr o fs fo fio fuu fiz fis fuiu fis fie
0o oj0O O O O O O O o0 1 1 1 1 1 1 1 1
o 10 0 O O 1 1 1 1 0 O 0 0 1 1 1 1
1 00 0 1 1 O O 1 1 0 O 1 1 0 0 1 1
1 1,0 1 0 1 O 1 0 1 O 1 0 1 0 1 0 1

vSimnéme si:
— fo2, fs, fi0 @ f14 jsou po Fadé pravdivostni funkce spojek A, V, <> a —.

— Funkce f7 je pravdivostni funkce vyse zminéné spojky ,bud ..., anebo ..."
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Booleovské funkce vytvorené formulemi @

— Kazda formule ¢(p1, ..., pn) vytvori (indukuje) booleovskou funkci f, s n argumenty.

Je to pravé funkce, jejiz tabulku ziskame vytvorenim tabulky pro formuli .

— Pro formuli (p — q) A (¢ = 1) je fp—q)r(g—r) ZNdZornéna v tabulce

P 4 7| fesqnmon
0O 0 O 1
0 0 1 1
01 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 O 0
1 1 1 1

— Plati i naopak: Ke kazdé booleovské funkci f s n argumenty existuje formule ¢ takova,
Ze tato formule indukuje pravé funkci f, tj. f = f,. Dokonce k tomu staci spojky =, A
a V. Ukazeme nyni.
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Uplné disjunktivni a konjunktivni normalni formy @

Definice Necht V' je mnozina vyrokovych symboli. Pak

— literdl je libovolny vyrokovy symbol z V' nebo jeho negace;

Gplna elementarni konjunkce (UEK) je konjunkce literali, kde se kazdy symbol z V/

vyskytuje pravé v jednom literélu;

— (plna elementarni disjunkce (UED) je disjunkce literlti, kde se kazdy symbol z V/
vyskytuje pravé v jednom literdlu;

— (plna konjunktivni normalni forma (UKNF) je konjunkce tplnych el. disjunkci nad V;

— Gplna disjunktivni normalni forma (UDNF) je disjunkce tplnych el. konjunkci nad V.

Vyznam:
UDNF a UKNF = standardizované tvary formul
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P¥iklad Pro V = {p, ¢, 7} @
— literély: p,q,r, —p, ~q, =7 (ne =—p)

— UEK: pAgAT, "pAgA-—r (nepAT)

— UED: pV—qVr

— UDNF: (pAgAT)V(pAgA-T)

— UKNF: (pV gV -=r)A(pV-qV-r)
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Konstrukce tplné disjunktivni normalni formy k dané f W

— Je déna (tabulkou) booleovska funkce f(x1,...,zy) : {0,1}" — {0,1}.
— Uvazujme nasledujici postup pro vytvoreni UDNF ¢ nad V = {p1,...,p,}:

1. Pro kazdy radek tabulky odpovidajici ohodnocenf e, pfi kterém ma funkce f hodnotu 1
(tedy f(e(p1),--.,e(pn)) = 1) sestrojime UEK

LA ANy,

o) P pokud e(p;) =1
" | —pi pokud e(p;) =0

2. o je disjunkci UEK postupné sestrojenych v bodu 1.
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Ptiklad konstrukce UDNF k dané f W

Booleovska funkce f je dana nésledujici tabulkou:

HF O, OFORFOS
H O OOOO K Y

R R =0 OO0 o
HHEOORKRKHOOK

Krok 1.: projdeme ¥adky s 1 ve sloupci ,f" a vytvofime p¥islusné UEK:
¥. 1. : UEK je =p A =g A =7

¥.2.: UEK je =p A =g AT

¥.8.: UEK jepAgAT

Krok 2.: vyslednd UDNF je disjunkci UEK z kroku 1., tedy je to formule

(pA=gA=T)V (P A=gAT)V (DAGAT)
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Spravnost konstrukce @

Véta Pokud f ma asponi v jednom ¥adku hodnotu 1 (tedy nepredstavuje kontradikci), pak
sestrojena UDNF ¢ spliiuje f = [ (tedy ¢ vytvaii (reprezentuje) funkci f; tabulky f a ¢
jsou stejné).

(Pokud ma f ve vSech Fadcich 0, postup vrati ,prazdnou formuli®.)
Dikaz Mame ukazat, ze pro libovolné ohodnoceni e plati:

llelle = 1, p. k. v tabulce f je v fadku odpovidajicimu e hodnota 1.
@ matvar ky V- V.

.= "1 Necht ||p[le = 1. Z vlastnosti V: pro néjakou k;j = I3 A --- Al, musi byt ||k;|le = 1.
Tedy musi byt: pro I; = p; je e(p;) =1 a pro l; = —p; je e(p;) = 0.

To e je ale pravé ohodnoceni odpovidajici fadku, diky kterému se k; dostala do ¢, tedy

v tomto radku je hodnota 1.

.<&="1 Je-li v néjakém Fadku 1, uvaZzujme odpovidajici ohodnoceni e a odpovidajici ;.
Z konstrukce plyne, zZe ||kjlle =1, a tedy [[¢]le = ||[k1 V-V Ekplle = 1. O
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Jako snadny disledek tedy dostaneme: @

Véta Ke kazdé booleovské funkci f, kterd nepredstavuje kontradikci, existuje UDNF ¢
tak, ze f = fo.

Diikaz PoZadovanou ¢ je naptiklad UDNF sestrojena k tabulce funkce f.
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Konstrukce UDNF k dané formuli 1 W

Ulohu Ize obménit:
Je dana formule ¢ (misto funkce f). Najdéte UDNF ¢ tak, Ze ¢ a 1) jsou sémanticky
ekvivalentni (tj. maji stejné tabulky).

P¥iklad Sestrojte UDNF formule (p — q) A (p — 7).

Vytvorime tabulku. Rovnou pfiddme sloupec, kam zapiéeme UEK:

p g r|(p=>gANp—r) UEK

0 0 O 1 —pA-ogA-r
0 0 1 1 “pA-gAT
0 1 0 1 “pAgqgA-r
0 1 1 1 “pAGAT

1 0 O 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1 PAGAT

UDNF tedy je (-p A=g A=)V (=p A=gAT)V (mp AgA=r)V (mpAqgAT)V (DAGAT)
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Konstrukce UKNF k dané funkci f (formuli ¢)) @

— Misto hledani UDNF miizeme hledat UKNF ¢ k dané funkci f : {0,1}"* — {0,1}
(nebo k dané formuli ).
— Postup je ,dualni*:

1. Pro kazdy radek tabulky odpovidajici ohodnocenf e, pfi kterém méa funkce f hodnotu 0
(tedy f(e(p1),--.,e(pn)) = 0) sestrojime UED

LWVviaVv---Vi,

I pokud e(p;) =0
] —pi pokude(p;) =1

2. ¢ je konjunkci UED postupné sestrojenych v bodu 1.
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Sestrojte UKNF k formuli (p — q) A (p — 7). W

Vytvofime tabulku pravdivostni funkce formule (p — ¢q) A (p — r); do dalsiho sloupce
zapi$eme pislusné UED.

p g v o> AP—=T) UED

0 0 O 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 0 -pVaq\Vr
1 0 1 0 -pVgqV-r
1 1 0 0 -pV-oqVr
1 1 1 1

Tedy UKNF je: (=pV gV 7r)A(=pVqV—r)A(-pV-qVr)
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Analogicka (duélni) tvrzeni pro UKNF @

Véta Pokud f ma aspon v jednom radku hodnotu O (tedy f nepredstavuje tautologii), pak
sestrojena UKNF ¢ spliuje f = fo-

Jako snadny disledek tedy dostaneme:

Véta Ke kazdé booleovské funkci f, kterad nepredstavuje tautologii, existuje UKNF ¢ tak,

e f = f,.
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Vyjadrovani spojek jinymi spojkami @
Vime:

@V =(pA-tp), tedy
© V1 a =(—¢ A 1)) nabyvaji stejnych hodnot.

Jinak feceno, pro libovolné pravdivostni hodnoty a a b je
aV'b=="(=aN —'b)

To znamena, Ze spojku V lze vyjadfit pomoci = a A.
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Dalsi priklady:

aV'b = =(=aN —b)
aV'b = —“a—="b
aNb = =(=aV —'b)
aNb = =(a— —'b)
a—'b = —|'(a N —|'b)
a—'b = —aV'b
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Dvé diilesité spojky: W

10 1

Shefferova (1, popf. |, NAND): 01 1
111 0

vlo

Peirceova (také Nicodova, |, NOR): 011 O
110 0

Vsimnéme si:
at'b = —(aNDb)
atT b = —aV =D

al’'b = =aN =D
al'b = —(aV'D)
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Kazdou ze spojek =, A a V lze vyjadrit pomoci 1 i pomoci |. W

-a = atl a
anNb = (a1 b1 (a1 b)
aV'db = (at a)t (b1 D)
-a = al a
anNb = (al a)l (bl D)

aVv'b = (al b))l (al b

Ukol: Ovéte vyse uvedené tabulkovou metodou. Vyjadrete podobné — a <.
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Funkéné Gplné systémy spojek @

Definice Mnozina {f1,..., fx} booleovskych funkci je funkéné tplna, pokud kazdou
f:{0,1}" — {0,1} Ize vyjadfit jako slozeni nékterych funkei z {f1,..., fi}.
Mnozina vyrokovych spojek je tplnd, jestlize je iplnd mnozina jejich pravdivostnich funkci.

Véta {—', A", V'} je funkéné Gplna.

(Jinak veceno: {—, A, V} je funkéné Gplna.)

Diikaz Mame dokéazat, ze kazdou booleovskou funkci f Ize ziskat slozenim =", A" a V.
To plyne z véty o UDNF (i z véty o UKNF):

K libovolné funkci f existuje odpovidajici UDNF . Jeji pravdivostni funkce ¢ je slozena z
=, A a VL O
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Nasledujici tvrzeni je ziejmé: @

Lemma Je-li mozné kazdou z {fi,..., fi} vyjadrit jako slozeni nékterych z {g1,..., g},
pak je-li {f1,..., fx} funkéné GpIna, je i {g1,...,q} funkéné Gplna.

Napf.: Kazdou ze spojek z {—", A", V'} Ize vyjadfit slozenim logickych funkci z {—, =}
(napf. a V' b = —"a —" b). Protoze je {—", A", V'} dpln4, je dle lemma i {—",—"} dplna.

Z uvedenych vztahi o vzajemném vyjadfovani spojek a z uvedeného lemma tedy plyne:

Véta Nasledujici mnoziny logickych funkci jsou funkéné Gplné:

{_'.’/\.}v {_‘-7\/.}' {_";—V}. {T}v {\L}

Ale: Zadna z nasledujicich mnozin nenf funkéné Gplna:

=1 b AvE N VE = e e
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Z d&jin logiky ﬁy

Aristotelés (384-322 pf. n. |.)
zakladatel logiky

— smér, kterym se logika ubirala az do 19. stoleti (aristotelovska logika)
— sylogismy:

Kazdy clovék je smrtelny.
Sékratés je Clovék.
Sékratés je smrtelny.

— oddélil formu a obsah
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mezi Aristotelem a 19. stoletim
— stredovék: logika a scholastici

— rany novovék: moderni Gvahy od praktickém vyuziti logiky
napt. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716):

— lidské mysleni je mozné redukovat na matematické vypocty

— univerzalni jazyk, characteristica universalis, ve kterém mélo byt mozné pracovat s
matematickymi a védeckymi pojmy

— koncept zafizeni, tzv. calculus ratiocinator, které mélo provadét prislusné vypoclty
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George Boole (1815-1864)

— revoluéni kniha The Laws of Thought (Zakony myslenf)
— matematicky pristup k logice
— vliv: hlavni smér moderni logiky se nazyva Booleova logika
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2. pol. 19. stoleti

— matematizace logiky
— formalizace a pouzivani matematickych metod
— logika jako metodicky zéklad pro matematiku a exaktni védy
— vyznamni logici:
— Gottlob Frege (1848-1925),
— Giuseppe Peano (1858-1932),
— Charles Sanders Peirce (1839-1914),
— David Hilbert (1862-1943)
— zacal vznikat logicky kalkul, ktery pozdéji podrobné popsali Bertrand Russell
(1872-1970) a Alfred Whitehead (1887-1974): Principia Mathematica (1910-1913)

— vyvinula se z néj moderni predikatova logika

— predmétem intenzivniho zkouméani v 1. pol. 20. stol.
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1. pol. 20. stol.
— vyznamné objevy v logice:

— moznosti (objevena axiomatizace)
— meze formaélnich systémil (nerozhodnutelnost, nedplnost)
— vypocetni aspekty logiky

— vyznamni logici:

Kurtl Godel Alonzo Church Alan Turing
(1906-1978) (1903-1955) (1912-1954)
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Nahlédnuti do dalSich oblasti moderni logiky @
Axiomaticky systém logiky

— Cisté syntakticky systém, ve kterém lze mechanickou manipulaci se symboly z formuli
logicky spravné odvozovat dalsi formule

— axiomaticky systém vyrokové logiku
— axiomy:

= (=)
(=W —=x) = (p—=9) = (p—Xx)
(Y = =) = (¢ = P)

— odvozovaci pravidlo (tzv. modus ponens)

% (z ¢ a o = ¥ odvod 1))

— plati napt. véta o Gplnosti:
Formule ¢ je odvoditelna z axiomi, pravé kdyz ¢ je tautologie.
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v

Predikatova logika
— rozsiteni vyrokové logiky
— znacné bohatsi jazyk: relace, funkce, kvantifikatory, . ..

— zaklad pro mnoho oblasti informatiky, napf. rela¢ni databaze, uméla inteligence, logické
programovani
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Logické programovani a Prolog

programovani zalozené na predikatové logice

program = mnozina logickych formuli (pfedpoklady)

spusténi programu:

— uzivatel polozi dotaz (logicka formule)

— prologovsky interpret zjisti, zda dotaz logicky vyplyvéa z predpokladd
— zaloZeno na algoritmech automatického dokazovani

pro programovani expertnich systémi
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Fuzzy logika

— neklasicka logika
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vice pravdivostnich hodnot, misto {0, 1} mame napf. {0, %,1} nebo [0, 1]
pro¢: || Zabéhnout 100 m za 13 sekund je vynikajici vykon || = 0.8
mnoho aplikaci:

— fuzzy regulatory, expertni systémy

— spotiebni elektronika (pracky, kamery, mycky nadobi, . ..)

— automatické prevodovky, fizeni metra, ...

vyzkum na nasi katedre
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