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4.1 Co a k čemu jsou grafy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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1 Logika

Studijńı ćıle: Po prostudováńı této kapitoly by student měl rozumět základńım
pojmům z logiky. Měl by také rozumět základ̊um výrokové logiky.

Kĺıčová slova: logika, pravdivostńı hodnota, logická spojka, formule, výroková logika.

1.1 Co a k čemu je logika

Logika je vědou o správném usuzováńı. V logice jde o to, aby usuzováńı mělo správnou Logika je věda o
správném
usuzováńı.

formu bez ohledu na obsah. Uvažujme např. tvrzeńı
”
Prš́ı.“ a

”
Jestliže prš́ı, pak jsou

silnice mokré“. Z nich lze odvodit tvrzeńı
”
Silnice jsou mokré.“ Uvažujme jinou dvojici

tvrzeńı, např.
”
Petr má hlad.“ a

”
Jestliže má Petr hlad, pak se Petr snaž́ı sehnat něco

k j́ıdlu.“ Z těchto tvrzeńı lze odvodit tvrzeńı
”
Petr se snaž́ı sehnat něco k j́ıdlu.“ V uve-

dených př́ıkladech vyplývalo z dvojice tvrzeńı daľśı tvrzeńı. Uvedené dvojice tvrzeńı
měly zcela jistě jiný obsah, nebot’

”
Prš́ı.“ znamená něco jiného než

”
Petr má hlad.“

Zp̊usob, jakým jsme odvodili třet́ı tvrzeńı byl však v obou př́ıpadech stejný. Ř́ıkáme,
že usuzováńı mělo stejnou formu. Tuto formu je možné znázornit symbolicky takto: z
tvrzeńı A, a tvrzeńı A→ B (čteme

”
jestliže A, pak B“), plyne tvrzeńı B. V logice jde o

formu usuzováńı,
ne o obsah
usuzováńı.

Uvedené rysy jsou pro moderńı logiku charakteristické, proto je zopakujme: logika stu-
duje formy usuzováńı bez ohledu na obsah. Moderńı logika má proto symbolický cha-
rakter, nebot’ jednotlivá tvrzeńı označujeme symboly (např. výše uvedenými symboly A
a B), zp̊usoby spojeńı tvrzeńı ve složitěǰśı tvrzeńı označujeme také symboly (např. výše
uvedené

”
→“). Pro uvedené rysy bývá moderńı logika označována jako logika formálńı,

popř. symbolická. Symbolický charakter umožňuje logice snadněji odhlédnout od ob- Logika má
symbolický
charakter.

sahu a soustředit se na formy usuzováńı.

Slovo
”
logika“ má v běžném životě i jiné významy. Tyto významy jsou od p̊uvodńıho

významu, který jsme si právě vysvětlili, odvozené, ale jsou nepřesné a zaváděj́ıćı. Měli
bychom se proto snažit slovo

”
logika“ v těchto odvozených významech nepouž́ıvat.

Např. větou
”
Předložený návrh nemá žádnou logiku.“ chce autor ř́ıct, že návrh je

nesrozumitelný, popř. špatně zd̊uvodněný, popř. neracionálńı. Větou
”
Logika našeho

podnikáńı spoč́ıvá v maximálńım uspokojováńı potřeb zákazńıka.“ chce autor ř́ıct, že
uspokojováńı potřeb zákazńık̊u je hlavńım rysem jeho podnikatelské strategie.

”
To je

nelogické.“ znamená, že to nemá smysl. Podobných př́ıklad̊u můžeme naj́ıt celou řadu.

Při studiu otázek, které v logice vznikaj́ı, se často použ́ıvá matematických metod. Z
tohto d̊uvodu se někdy hovoř́ı o matematické logice.

Daľśım př́ıvlastkem, který se v souvislosti s pojmem logika použ́ıvá, je
”
klasická“, popř.

”
neklasická“. Zjednodušeně lze ř́ıćı, že klasickou logikou se rozumı́ logika, která použ́ıvá

dvě pravdivostńı hodnoty (pravda a nepravda) a tzv. klasické logické spojky. Mezi Budeme se
zabývat klasickou
logikou.

klasické logické spojky patř́ı např. spojka
”
jestliže . . . , pak. . .“, se kterou jsme se se-

tkali výše. Logika, která se zabývá i jinými spojkami než klasickými, popř. daľśımi
aspekty, kterými se klasická logika nezabývá, se nazývá neklasická logika. Př́ıkladem
neklasické spojky je spojka

”
je možné, že . . .“. Touto spojkou se zabývá modálńı logika.

Daľśım př́ıkladem neklasické logiky je tzv. temporálńı logika (někdy nazývaná logikou
času). Temporálńı logika, se zabývá tvrzeńımi, ve kterých hraje roli čas, např.

”
Po ze-

lené naskoč́ı na semaforu oranžová.“,
”
Každý den vycháźı Slunce.“ Daľśım př́ıkladem Existuj́ı i

neklasické logiky,
např. modálńı
logika, temporálńı
logika, fuzzy
logika.

neklasické logiky je tzv. fuzzy logika. Ta se zabývá tvrzeńımi, které mohou mı́t kromě
pravdivostńıch hodnot pravda a nepravda i jiné hodnoty. Např tvrzeńı

”
Zákazńık je spo-

kojený.“ může mı́t pravdivostńı hodnotu 1 (pravda), pokud je spokojený bez výhrad,
0 (nepravda), pokud je nespokojený, ale i 0.8, pokud je např. spokojený, ale ne zcela.
Fuzzy logika našla významné uplatněńı v praxi a stále v ńı prob́ıhá intenźıvńı výzkum.
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Vztah logiky a informatiky je bohatý a r̊uznorodý. Se základy logiky by měl být
obeznámen každý informatik. Znalost základ̊u logiky nám umožňuje srozumitelně a
jednoznačně se vyjadřovat a argumentovat. To je pochopitelně užitečné pro každého, Vztah logiky a

informatiky je
bohatý a
r̊uznorodý.

nejen pro informatika. Pro informatika je to však d̊uležité i proto, že svoje konstrukce a
návrhy muśı

”
sdělit poč́ıtači“, např. ve formě zdrojového kódu napsaného ve vhodném

programovaćım jazyku. Zdrojový kód obvykle obsahuje výrazy, které se vyhodnocuj́ı
podle pravidel logiky (např. podmı́nky v př́ıkazech větveńı

”
if . . . then . . . else . . .“). Lo-

gika nás těmto pravidl̊um uč́ı. Zdrojový kód muśı být přesný, jinak je program chybný.
Chyby mohou mı́t dalekosáhlé následky (pomysleme na program pro výpočet mezd,
program pro ř́ızeńı elektrárny apod.). Zdrojový program muśı být také srozumitelný,
jinak mu nikdo jiný než jeho autor nebude rozumět (a po čase mu nebude rozumět
ani jeho autor). Logika nás uč́ı přesnosti i srozumitelnosti. To je daľśı významný efekt Logika nás uč́ı

přesnosti i
srozumitelnosti.

studia logiky.

Pokročileǰśı partie logiky jsou základem d̊uležitých oblast́ı informatiky, pro př́ıklad jme-
nujme logické programováńı, umělou inteligenci, expertńı systémy, analýzu dat.

1.2 Výroky a logické spojky

Výrokem intuitivně rozumı́me tvrzeńı (výpověd’), u kterého má smysl uvažovat o jeho
pravdivosti. Výroky jsou např. následuj́ıćı tvrzeńı. Výrok je tvrzeńı,

které m̊uže být
pravdivé nebo
nepravdivé.

Prš́ı.

Byl jsem v obchodě a koupil jsem si knihu.

Když prš́ı, jsou mokré silnice.

2 + 2 = 4 a 3 < 100.

2 + 2 = 6.

Následuj́ıćı tvrzeńı ale nejsou výroky.

Kniha v obchodě.

2 + 2

At’ je pěkné počaśı.

Z jednodušš́ıch výrok̊u se vytvářej́ı složitěǰśı výroky pomoćı tzv. logických spojek1.
Logické spojky jsou speciálńı jazykové výrazy jako např. Logické spojky

jsou jazykové
výrazy, kterými z
jednodušš́ıch
výrok̊u vytvář́ıme
výroky složitěǰśı.

”
. . . a . . .“,

”
. . . nebo . . .“,

”
jestliže . . . , pak . . .“,

”
. . . , právě když . . .“,

”
ne . . .“ (tj.

”
neńı pravda, že . . .“).

Např́ıklad z výroku
”
2+2=4“ a výroku

”
Prš́ı.“ vytvoř́ıme pomoćı spojky

”
a“ výrok

”
2+2=4 a Prš́ı.“ Z výroku

”
Prš́ı.“ vytvoř́ıme pomoćı spojky

”
ne“ (tj.

”
neńı pravda, že

. . .“) výrok
”
Neprš́ı.“ (tj.

”
Neńı pravda, že prš́ı.“). Z výrok̊u

”
Prš́ı.“ a

”
Silnice jsou

mokré.“ vytvoř́ıme pomoćı spojky
”
jestliže . . . , pak . . .“ výrok

”
Jestliže prš́ı, pak jsou

silnice mokré.“

1Mı́sto
”
logická spojka“ ř́ıkáme často jen

”
spojka“.

7



Pr̊uvodce studiem

Všimněme si, že pojem spojka zde použ́ıváme v širš́ım významu než bývá běžné:
spojkou chápeme jazykový výraz, jehož použit́ım na výroky dostaneme nový
výrok. Např. výrok

”
Jestliže prš́ı, pak jsou silnice mokré.“ vznikl použit́ım spojky

”
jestliže. . . , pak . . .“ na výroky

”
Prš́ı.“ a

”
Silnice jsou mokré.“ Z hlediska českého

jazyka je výraz
”
jestliže“ spojkou, jinou spojkou je výraz

”
pak“.

Všimněme si také, že při použit́ı spojek na výroky měńıme pořad́ı větných člen̊u.
Např. v právě uvedeném př́ıkladu by př́ısně vzato výsledným výrokem měl být
výrok

”
Jestliže prš́ı, pak silnice jsou mokré.“. Tento výrok ale nezńı pěkně. Podobné

jazykové jevy budeme z hlediska logiky považovat za podružné a nebudeme se jimi
zabývat. Ze stejného d̊uvodu nebudeme rozlǐsovat např. tvrzeńı

”
Neprš́ı.“ a

”
Neńı

pravda, že prš́ı.“

Klasická logika (té se budeme věnovat) se zabývá tzv. klasickými spojkami. Mezi ně
patř́ı výše uvedené spojky, s daľśımi klasickými spojkami se seznámı́me později.

Pr̊uvodce studiem

Kromě klasických spojek se v běžném životě použ́ıvaj́ı i daľśı spojky, např.
”
je

možné, že . . .“,
”
je nutné, že . . .“,

”
v́ı se, že . . .“,

”
věř́ı se, že . . .“. Např. z výroku

”
Vesmı́r je nekonečný.“ vytvoř́ıme pomoćı spojky

”
věř́ı se, že . . .“ výrok

”
Věř́ı

se, že vesmı́r je nekonečný.“, pomoćı spojky
”
je možné, že . . .“ pak výrok

”
Je

možné, že vesmı́r je nekonečný.“ Spojkami
”
je možné, že . . .“,

”
je nutné, že . . .“

se zabývá modálńı logika, spojkami
”
v́ı se, že . . .“,

”
věř́ı se, že . . .“ se zabývá

epistemická logika. Tyto spojky jsou složitěǰśı než klasické spojky a my se jimi
zabývat nebudeme.

Některé výroky jsou pravdivé (např.
”
2+2=4“), některé jsou nepravdivé (např.

”
2+2=6“). O tvrzeńı, které je pravdivé, řekneme, že má pravdivostńı hodnotu 1

(pravda); o tvrzeńı, které je nepravdivé, řekneme, že má pravdivostńı hodnotu 0 (ne-
pravda).

Pr̊uvodce studiem

U některých tvrzeńı má smysl uvažovat o jejich pravdivosti (jsou tedy výroky), např.

”
Člověk s výškou 180cm je vysoký“, přesto se však zdráháme ř́ıci, že dané tvrzeńı

je pravdivé nebo, že neńı pravdivé (je nepravdivé). Pravdivostńı hodnota, kterou
bychom mu přǐradili, by byla někde mezi 0 a 1, např. řekneme-li, že

”
Člověk vysoký

180cm je vysoký“ má pravdivostńı hodnotu 0.8, ř́ıkáme t́ım, že je pravdivé ve stupni
0.8, tj. že je skoro pravdivé. V následuj́ıćım se omeźıme na (tvrzeńı, které mohou
mı́t jen) dvě pravdivostńı hodnoty (0 a 1). Poznamenejme pouze, že studiem v́ıce
pravdivostńıch hodnot se zabývá tzv. fuzzy logika (ta je v současné době intenźıvně
zkoumána).

U některých tvrzeńı záviśı pravdivostńı hodnota na čase, např.
”
Za týden bude

pršet.“ Takovými tvrzeńımi se zabývá temporálńı logika (logika času). My se ta-
kovými tvrzeńımi zabývat nebudeme.

Klasická logika se tedy zabývá jen speciálńımi výroky. Nepokrývá všechny výroky, které
v běžném životě použ́ıváme, pokrývá ale jejich významnou část. V daľśım výkladu se
zaměř́ıme na to, jak se výrok̊um přǐrazuj́ı pravdivostńı hodnoty.
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1.3 Pravdivostńı hodnota výroku

V předchoźı části jsme si řekli, že některé výroky jsou pravdivé, některé jsou neprav-
divé. Je-li výrok V pravdivý, ř́ıkáme také, že má pravdivostńı hodnotu

”
pravda“. Mı́sto Výrok m̊uže být

pravdivý nebo
nepravdivý.

”
pravda“ použ́ıváme symbolické označeńı 1, a ř́ıkáme tedy, že V má pravdivostńı hod-

notu 1. Je-li výrok V nepravdivý, ř́ıkáme, že má pravdivost́ı hodnotu
”
nepravda“, popř.

že má pravdivostńı hodnotu 0. že je výrok V pravdivý, resp. nepravdivý, pak zapisujeme
také

||V || = 1, ||V || = 0,

tj. pravdivostńı hodnotu výroku V označujeme ||V ||.

Jak ale zjist́ıme pravdivostńı hodnotu výroku? Pod́ıvejme se na následuj́ıćı výrok.

Prš́ı a venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.

Tento výrok vznikl použit́ım spojky
”
a“ na výrok

”
Prš́ı.“ a na výrok

”
Venkovńı teplota

je menš́ı než 15◦C.“ Výroky
”
Prš́ı.“ a

”
Venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“ neobsahuj́ı

žádné spojky. Takovým výrok̊um ř́ıkáme atomické. Pravdivostńı hodnota výroku
”
Prš́ı

a venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“ záviśı na pravdivostńıch hodnotách výrok̊u

”
Prš́ı.“ a

”
Venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“ Jsou-li oba výroky

”
Prš́ı.“ i

”
Venkovńı

teplota je menš́ı než 15◦C.“ pravdivé, je i výrok
”
Prš́ı a venkovńı teplota je menš́ı

než 15◦C.“ pravdivý. Jinak, tj. je-li některý z výrok̊u
”
Prš́ı.“ a

”
Venkovńı teplota je

menš́ı než 15◦C.“ nepravdivý, je výrok
”
Prš́ı a venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“

nepravdivý.

Uvedený postup má obecnou platnost, a proto ho rozeberme podrobněji. Označme
složený výrok

”
Prš́ı a venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“ symbolem V . Atomické

výroky
”
Prš́ı.“ a

”
Venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“ označmě symboly V1 a V2.

Označme dále spojku
”
a“ symbolem ∧. Výrok V má tedy tvar (někdy ř́ıkáme formu)

V1 ∧ V2.

Pravdivostńı hodnotu ||V1 ∧ V2|| výroku V1 ∧ V2 vlastně
”
spoč́ıtáme“ z pravdivostńıch

hodnot ||V1|| a ||V2|| výrok̊u V1 a V2 pomoćı významu spojky
”
a“. Význam spojky

”
a“

je dán následuj́ıćı tabulkou.
∧· 0 1

0 0 0
1 0 1

Význam spojky
”
a“ je tedy dán přǐrazeńım pravdivostńıch hodnot dvojićım pravdi-

vostńıch hodnot. Např. dvojici 0 a 0 je přǐrazena hodnota 0, dvojici 0 a 1 hodnota 0,
dvojici 1 a 0 hodnota 0, dvojici 1 a 1 hodnota 1, protože na pr̊useč́ıku řádku označeného
0 a sloupce označeného 0 je hodnota 0 atd. Toto přǐrazeńı (zobrazeńı, funkci) označme
∧·. Tabulka tedy ř́ıká 0∧· 0 = 0, 0∧· 1 = 0, 1∧· 0 = 0, 1∧· 1 = 1. Pravdivostńı hodnota
||V1 ∧ V2|| výroku V1 ∧ V2 je tedy dána vztahem

||V1 ∧ V2|| = ||V1|| ∧· ||V2||.

Tomuto vztahu je třeba rozumět takto: Pravdivostńı hodnotu ||V1∧V2|| výroku V1∧V2

(levá strana rovnice) spoč́ıtáme použit́ım funkce ∧· na pravdivostńı hodnoty ||V1|| a
||V2|| výrok̊u V1 a V2. T́ımto použit́ım źıskáme hodnotu ||V1|| ∧· ||V2|| funkce ∧· na
pravdivostńıch hodnotách ||V1|| a ||V2|| (pravá strana rovnice). Hodnotu ||V1|| ∧· ||V2||
zjist́ıme z výše uvedené tabulky: je to hodnota na pr̊useč́ıku řádku označeného ||V1|| a
sloupce označeného ||V2||.

Otázkou z̊ustává, jak zjist́ıme pravdivostńı hodnoty ||V1|| a ||V2|| výrok̊u V1 a V2. Zde
muśıme rozlǐsit dva př́ıpady.
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1. Je-li výrok Vi atomický, tj. neobsahuje logické spojky, pak jeho pravdivostńı hod-
nota muśı být dána

”
zvenč́ı“. Např. v našem př́ıpadě jsou oba výroky V1 (

”
Prš́ı.“)

i V2 (
”
Venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“) atomické. Jejich pravdivostńı hod-

notu nám někdo řekne, popř. ji sami zjist́ıme (pod́ıváme se z okna, pod́ıváme se
na teploměr, najdeme na internetu apod.). Obecně budeme předpokládat, že exis-
tuje nějaký exterńı zdroj informaćı, označme ho e, pomoćı kterého pravdivostńı
hodnotu e(Vi) výroku Vi zjist́ıme.

2. Neńı-li výrok Vi atomický, tj. obsahuje logické spojky, pak je to složený výrok
a jeho pravdivostńı hodnotu spoč́ıtáme podobně jako jsme poč́ıtali pravdivostńı
hodnotu p̊uvodńıho výroku V . Pokud je např. výrok V1 složeným výrokem a má
tvar V11∧V12, pak pravdivostńı hodnotu ||V1|| výroku V1, tj. hodnotu ||V11∧V12||
výroku V11 ∧ V12 spoč́ıtáme podle vztahu

||V11 ∧ V12|| = ||V11|| ∧· ||V12||.

Výroky V11 a V12 mohou být opět složné nebo atomické a při určováńı jejich
pravdivostńıch hodnot postupujeme obdobně.

Výrok V je jazykový výraz (tvrzeńı), např.
”
Prš́ı a venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“

Pravdivostńı hodnota výroku V záviśı na významu logických spojek a na pravdivostńıch
hodnotách atomických výrok̊u, ze kterých se výrok V skládá. V našem př́ıpadě záviśı
pravdivostńı hodnota výroku V na tabulce pravdivostńıch funkce ∧· spojky

”
a“ a na

pravdivostńıch hodnotách atomického výroku
”
Prš́ı.“ a atomického výroku

”
Venkovńı

teplota je menš́ı než 15◦C.“ Tabulky pravdivostńıch funkćı logických spojek považujeme
za jednou provždy dané (pevné, konstantńı). Jak jsme ale řekli, pravdivostńı hodnoty
atomických výrok̊u jsou dány zvenč́ı. Někdo nám je muśı sdělit nebo je muśıme zjistit.
Obecně předpokládáme, že pravdivostńı hodnoty e(

”
Prš́ı.“) a e(

”
Venkovńı teplota je

menš́ı než 15◦C.“) výrok̊u
”
Prš́ı.“ a

”
Venkovńı teplota je menš́ı než 15◦C.“ zjist́ıme

z nějakého exterńıho zdroje informaćı e. Na tomto zdroji tedy pravdivostńı hodnota
výroku V záviśı. Proto bychom přesněji měli psát

||V ||e mı́sto ||V ||,

abychom explicitně zd̊uraznili, že jde o pravdivostńı hodnotu výroku V při e. Na e se
vlastně můžeme d́ıvat jako na přǐrazeńı, které atomickým výrok̊um přǐrazuje prav-
divostńı hodnoty. e se proto v logice nazývá pravdivostńı ohodnoceńı (atomických
výrok̊u).

Stejně jako v př́ıpadě spojky
”
a“ postupujeme i v př́ıpadě ostatńıch logických spo-

jek, např.
”
ne“,

”
nebo“,

”
jestliže . . . , pak . . .“,

”
. . . , právě když . . .“. Tyto spojky Pravdivostńı

hodnota výroku se
poč́ıtá z
pravdivostńıch
hodnot
atomických
výrok̊u pomoćı
pravdivostńıch
funkćı spojek.

označujeme symboly ¬, ∨, →, ↔. Jejich významy, tj. zobrazeńı popisuj́ıćı přǐrazeńı
pravdivostńıch hodnot, pak označujeme ¬·, ∨·, →·, ↔·. Přehled právě uvedených lo-
gických spojek podává tabulka 1.

Pr̊uvodce studiem

Každá logická spojka má své označeńı a sv̊uj význam. Označeńım je symbol logické
spojky. Významem je pravdivostńı funkce logické spojky. Symboly a pravdivostńı
funkce základńıch logických spojek podává tabulka 1.

Př́ıklad 1.1. Máme za úkol určit pravdivostńı hodnotu výroku
”
2 + 2 = 5 nebo č́ıslo

10 je dělitelné č́ıslem 6.“ Jde o složený výrok, který vznikl použit́ım spojky disjunkce
(
”
nebo“) na atomické výroky

”
2+2 = 5“ a

”
Č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6.“ Označ́ıme-li

tyto atomické výroky symboly V1 a V2 a složený výrok symbolem V , můžeme výrok V
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název zápis v přirozeném symbol pravdivostńı tabulka
jazyce funkce pravd. funkce

negace
”
ne“ ¬ ¬·

a ¬·a
0 1
1 0

konjunkce
”
a“ ∧ ∧·

∧· 0 1

0 0 0
1 0 1

disjunkce
”
nebo“ ∨ ∨·

∨· 0 1

0 0 1
1 1 1

implikace
”
jestliže . . . , pak . . .“ → →·

→· 0 1

0 1 1
1 0 1

ekvivalence
”
. . . , právě když . . .“ ↔ ↔·

↔· 0 1

0 1 0
1 0 1

Tabulka 1: Základńı logické spojky.

zapsat symbolicky ve tvaru V1 ∨ V2. Přitom v́ıme, že
”
2 + 2 = 5“ je nepravdivý výrok

a
”
Č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6.“ je také nepravdivý výrok, tj. e(

”
2 + 2 = 5“) = 0 a

e(
”
Č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6.“) = 0. Pro pravdivostńı hodnotu výroku

”
2 + 2 = 5

nebo č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6.“ potom dostaneme

||
”
2 + 2 = 5 nebo č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6.“|| =

= ||V ||e = ||V1 ∨ V2||e = ||V1||e ∨· ||V2||e = 0 ∨· 0 = 0.

Poznámka 1.2. V př́ıpadě složených výrok̊u často použ́ıváme závorky, abychom jed-
noznačně vyznačili strukturu výroku. Např. kdybychom napsali

”
2 · 3 = 5 a 2 + 2 = 5

nebo 2 + 2 = 4“, neńı jasné, jestli mysĺıme
”
2 · 3 = 5 a (2 + 2 = 5 nebo 2 + 2 = 4)“

nebo
”
(2 ·3 = 5 a 2 + 2 = 5) nebo 2 + 2 = 4“. Všimněme si, že při prvńım uzávorkováńı

dostaneme nepravdivý výrok, zat́ımco při druhém uzávorkováńı dostaneme výrok prav-
divý. Závorky použ́ıváme i při symbolickém zápisu výrok̊u. Ṕı̌seme např. V1∧ (V2∨V3),
(V1 ∧ V2) ∨ V3.

Shrňme nyńı, co v́ıme o určováńı pravdivostńı hodnoty výroku.

Pr̊uvodce studiem

Je-li dán výrok V v přirozeném jazyce a máme-li určit jeho pravdivostńı hodnotu,
postupujeme následovně.

1. Urč́ıme atomické výroky V1, . . . , Vn, ze kterých se V skládá.

2. Urč́ıme pravdivostńı hodnoty e(V1), . . . , e(Vn) atomických výrok̊u V1, . . . , Vn.
Hodnoty e(Vi) jsou součást́ı zadáńı nebo je zjist́ıme nebo je známe.
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3. Výrok V zaṕı̌seme v symbolické podobě, dostaneme např. V1 ∧ (V2 → V3).

4. Je-li V atomický výrok, pak ||V ||e = e(V ).

5. Je-li V složený výrok, tj. má jeden z tvar̊u ¬V1, V1 ∧ V2, V1 ∨ V2, V1 → V2,
V1 ↔ V2, pak jeho pravdivostńı hodnotu urč́ıme podle pravidel

• ||¬V1||e = ¬·||V1||e,
• ||V1 ∧ V2||e = ||V1||e ∧· ||V2||e,
• ||V1 ∨ V2||e = ||V1||e ∨· ||V2||e,
• ||V1 → V2||e = ||V1||e →· ||V2||e,
• ||V1 ↔ V2||e = ||V1||e ↔· ||V2||e.

Poznámka 1.3. Poznamenejme, že ohodnoceńı e (náš exterńı zdroj informaćı, který
ř́ıká, které atomické výroky jsou pravdivé a které jsou nepravdivé) někdy neńı popsán
úplně. U některých atomických výrok̊u se totiž předpokládá, že je známo, zda jsou
pravdivé či nikoli. Naše zadáńı potom je např.

Určete pravdivostńı hodnotu výroku
”
2 + 2 = 4 a 2 · 3 = 5“.

mı́sto úplného

Určete pravdivostńı hodnotu výroku
”
2 + 2 = 4 a 2 · 3 = 5“, v́ıte-li, že

”
2 + 2 = 4“ je pravdivý a

”
2 · 3 = 5“ je nepravdivý výrok.

U zkráceného zadáńı se předpokládalo, že v́ıme e(
”
2 + 2 = 4“) = 1 a e(

”
2 · 3 = 5“) = 0.

Př́ıklad 1.4. Určeme pravdivostńı hodnotu výroku
”
(2 + 2 = 4 a č́ıslo 10 je dělitelné

č́ıslem 6), právě když neńı pravda, že Č́ına je nejlidnatěǰśı stát světa“, v́ıme-li, že
”
Č́ına

je nejlidnatěǰśı stát světa“ je pravdivý výrok.

Tento výrok se skládá ze tř́ı atomických výrok̊u, totiž z výroku
”
2 + 2 = 4“, výroku

”
č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6“ a výroku

”
Č́ına je nejlidnatěǰśı stát světa.“ Označ́ıme-li

tyto výroky V1, V2 a V3, v́ıme, že e(V1) = 1, e(V2) = 0, e(V3) = 1. Symbolická podoba
zadaného výroku je (V1 ∧ V2)↔ ¬V3. Pravdivostńı hodnota ||(V1 ∧ V2)↔ ¬V3|| je

||(V1 ∧ V2)↔ ¬V3|| = ||V1 ∧ V2|| ↔· ||¬V3|| =
(||V1|| ∧· ||V2||)↔· (¬·||V3||) = (1 ∧· 0)↔· (¬·1) = 0↔· 0 = 1,

tedy výrok
”
(2+2 = 4 a č́ıslo 10 je dělitelné č́ıslem 6), právě když neńı pravda, že Č́ına

je nejlidnatěǰśı stát světa.“ je pravdivý.

1.4 Kvantifikátory a pravdivostńı hodnoty výrok̊u s kvantifikátory

Některé výrazy přirozeného jazyka obsahuj́ı proměnné. Př́ıkladem jsou věty

Č́ıslo x je větš́ı nebo rovno 3.

2 + y = 4.

Jestliže je x dělitelné deseti, pak je x sudé.

x+ y ≥ z.
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Tyto výrazy nejsou výroky. K tomu, aby se tyto výrazy staly výroky, bychom museli
určit hodnotu proměnných, které se v těch výrazech vyskytuj́ı. Dosazeńım č́ıselných
hodnot za proměnné vzniknou z těchto výraz̊u výroky. V našem př́ıpadě, pokud do-
sad́ıme 1 za x, 2 za y, 103 za z, dostaneme výroky

Č́ıslo 1 je větš́ı nebo rovno 3.

2 + 2 = 4.

Jestliže je 1 dělitelné deseti, pak je 1 sudé.

1 + 2 ≥ 103.

Prvńı a čtvrtý výrok je nepravdivý, druhý a třet́ı je pravdivý.

Výrazy obsahuj́ıćı proměnné, které se po dosazeńı hodnot za proměnné stanou výroky,
se nazývaj́ı výrokové formy. Výroky jsme označovali ṕısmeny, např. V . Výrokové Výrazy,

obsahuj́ıćı
proměnné, ze
kterých se po
dosazeńı hodnot
za proměnné
stanou výroky, se
nazývaj́ı výrokové
formy.

formy bývá zvykem označovat ṕısmenem, za kterým jsou v závorce uvedeny všechny
proměnné, které forma obsahuje. Např.

”
Č́ıslo x je větš́ı nebo rovno 3.“ bychom označili

V (x),
”
x + y ≥ z“ bychom označili U(x, y, z) apod. Výraz, který vznikne z výrazu

U(x, y, z) dosazeńım hodnoty 6 za proměnnou y, označ́ıme U(x, 6, z) apod. Pozname-
nejme, že U(x, 6, z) neńı výrok, nebot’ stále obsahuje proměnné. Výrokem bude např.
výraz U(1, 6, 100), tj. výraz

”
1 + 6 ≥ 100“.

Z výrokových forem můžeme tedy tvořit výroky dosazeńım hodnot za proměnné. Pro
každou proměnnou x, která se v dané výrokové formě vyskytuje, bychom ale měli zadat
jej́ı obor hodnot , tj. množinu Dx všech hodnot, kterých může proměnná x nabývat. Obor
hodnot Dx se někdy nezadává, zvláště je-li z nějakého d̊uvodu zřejmý. To však může
vést k nedorozuměńı, a proto bychom obor hodnot každé proměnné měli vždy zadat.
Např. u výrazu

”
x je větš́ı nebo rovno 3“ neńı jasné, co je oborem hodnot proměnné

x. Tento obor muśıme zadat. Muśıme např. ř́ıct, že x může nabývat hodnot z množiny
všech celých č́ısel, tj. Dx = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . }. Kvantifikátory

jsou jazykové
výrazy, kterými s
výrokových forem
vznikaj́ı výroky.
V klasické logice
rozeznáváme
obecný a
existenčńı
kvantifikátor.

Daľśı zp̊usob, jak tvořit z výrokových forem výroky představuj́ı kvantifikátory. V kla-
sické logice rozeznáváme dva kvantifikátory, obecný a existenčńı.

Obecný kvantifikátor s proměnnou x je výraz

”
Pro každý x plat́ı, že . . .“,

popř. jen
”
Pro každý x . . .“. Symbolicky se obecný kvantifikátor s proměnnou x

označuje výrazem (∀x). Použit́ım obecného kvantifikátoru na výraz
”
x je větš́ı nebo

rovno 1“ dostaneme výraz

”
Pro každý x plat́ı, že x je větš́ı nebo rovno 1“,

což můžeme zapsat také symbolicky jako
”
(∀x) (x je větš́ı nebo rovno 1)“, popř.

”
(∀x)

(x ≥ 1)“. Obecný
kvantifikátor se
znač́ı symbolem
∀, existenčńı
kvantifikátor se
znač́ı symbolem
∃.

Existenčńı kvantifikátor s proměnnou x je výraz

”
Existuje x tak, že plat́ı . . .“,

popř. jen
”
Existuje x tak, že . . .“. Symbolicky se existenčńı kvantifikátor s proměnnou

x označuje výrazem (∃x). Použit́ım existenčńıho kvantifikátoru na výraz
”
x je větš́ı

nebo rovno 1“ dostaneme výraz

”
Existuje x tak, že x je větš́ı nebo rovno 1.“,
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což můžeme zapsat také symbolicky jako
”
(∃x) (x je větš́ı nebo rovno 1).“, popř.

”
(∃x)

(x ≥ 1)“. Tento výraz je výrokem.

Pr̊uvodce studiem

Symboly ∀ a ∃ pro obecný a existenčńı kvantifikátor pocházej́ı z němčiny. Symbol
∀ vznikl otočeńım počátečńıho velkého

”
A“ ve slově

”
allgemein“, což je německý

výraz pro
”
obecný“. Symbol ∃ vznikl otočeńım počátečńıho velkého

”
E“ ve slově

”
existentiell“, což je německý výraz pro

”
existenčńı“.

Obecně plat́ı, že použit́ım obecného nebo existenčńıho kvantifikátoru s proměnnou x na
výrokovou formu, jej́ıž jedinou proměnnou je proměnná x, źıskáme výrok. To je snadno
vidět. Např. ve výše uvedeném př́ıkladu vznikl výrok

”
Existuje x tak, že x je větš́ı nebo

rovno 1.“ použit́ım existenčńıho kvantifikátoru na výraz
”
x je větš́ı nebo rovno 1.“ Použit́ım

kvantifikátor̊u na
výrokové formy
vznikaj́ı výroky.

Obecněji plat́ı, že výrok vznikne použit́ım obecného nebo existenčńıho kvantifikátoru
s proměnnou x na výraz, ve kterém je proměnná x jedinou proměnnou, která má v
daném výrazu volný výskyt. Pojem volný výskyt proměnné zde nebudeme přesně defi-
novat. Je to pojem intuitivně jasný, a proto z̊ustaneme v rovině intuice. Řekneme, že
výskyt proměnné x v nějakém výrazu je volný, pokud se proměnná x v tomto výskytu
nenacháźı v dosahu platnosti nějakého kvantifikátoru s proměnnou x. Uvažujme např.
výraz

(Pro každé z je z větš́ı než 0) nebo (existuje y tak, že x je menš́ı než y).

Dosah platnosti kvantifikátoru je ta část výrazu, na kterou se kvantifikátor vztahuje.
Např. dosah platnosti kvantifikátoru

”
Pro každé z“ je

”
z větš́ı než 0“, dosah platnosti

kvantifikátoru
”
existuje y“ je

”
x je menš́ı než y“ apod. Proto výskyt proměnné z ve

výrazu
”
z větš́ı než 0“ neńı volným výskytem (z je totiž v dosahu platnosti kvan-

tifikátoru
”
Pro každé z“), výskyt proměnné y ve výrazu

”
x je menš́ı než y“ neńı

volným výskytem (y je totiž v dosahu platnosti kvantifikátoru
”
existuje y“), ale výskyt

proměnné x ve výrazu
”
x je menš́ı než y“ je volným výskytem.

Pod́ıvejme se nyńı, jak se vyhodnocuj́ı pravdivostńı hodnoty výrok̊u, které obsahuj́ı
kvantifikátory. Předpokládejme, že je dána výroková forma V (x), kde x je proměnná Pravdivostńı

hodnoty výrok̊u s
kvantifikátory se
určuj́ı podle
jednoduchých
pravidel.

s oborem hodnot Dx. Pravdivostńı hodnotu ||(∀x)V (x)|| výroku (∀x)V (x), tj. výroku

”
Pro každé x plat́ı V (x)“ definujeme pravidlem

||(∀x)V (x)|| =
{

1 pokud pro každé m ∈ Dx je ||V (m)|| = 1
0 jinak.

Slovy: Výrok (∀x)V (x) je pravdivý, pokud pro každou hodnotu m z oboru Dx je výrok
V (m), který vznikne dosazeńım m do výrokové formy V (x), pravdivý. Pravdivostńı
hodnotu ||(∃x)V (x)|| výroku (∃x)V (x), tj. výroku

”
Existuje x tak, že plat́ı V (x)“ de-

finujeme pravidlem

||(∃x)V (x)|| =
{

1 pokud aspoň pro jedno m ∈ Dx je ||V (m)|| = 1
0 jinak.

Slovy: Výrok (∃x)V (x) je pravdivý, pokud pro alespoň jednu hodnotu m z oboru Dx

je výrok V (m), který vznikne dosazeńım m do výrokové formy V (x), pravdivý.

Př́ıklad 1.5. (1) Je dán výrok
”
Pro každé x plat́ı, že jestliže x je dělitelné 6, pak

x je dělitelné 3“. Oborem hodnot proměnné x je množina všech přirozených č́ısel, tj.
Dx = {1, 2, 3, 4, . . . }. Určete pravdivostńı hodnotu daného výroku.
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Daný výrok můžeme symbolicky zapsat jako (∀x)(V (x)), kde V (x) je
”
Jestliže x je

dělitelné 6, pak x je dělitelné 3.“ Podle výše uvedeného pravidla je ||(∀x)(V (x))|| = 1,
právě když pro každé přirozené č́ıslo m je ||V (m)|| = 1. Přitom výrok V (m) má tvar
V1(m) → V2(m), kde V1(m) je

”
m je dělitelné 6“ a V2(m) je

”
m je dělitelné 3“. Je

zřejmé, že ||V1(m) → V2(m)|| = 1, tj. že ||V (m)|| = 1 (podrobněji: pro m dělitelná
6 je ||V1(m) → V2(m)|| = ||V1(m)|| →· ||V2(m)|| = 1 →· 1 = 1; pro m nedělitelná
6 je ||V1(m) → V2(m)|| = ||V1(m)|| →· ||V2(m)|| = 0 →· ||V2(m)|| = 1). Proto je
||(∀x)(V1(x) → V2(x))|| = 1, tj. výrok

”
Pro každé x plat́ı, že jestliže x je dělitelné 6,

pak x je dělitelné 3“ je pravdivý.

(2) Je dán výrok
”
Existuje x tak, že pro každé y plat́ı, že x ≤ y“. Oborem hodnot

proměnných x i y je množina všech přirozených č́ısel, tj. Dx = Dy = {1, 2, 3, 4, . . . }.
Určete pravdivostńı hodnotu daného výroku.

Daný výrok můžeme symbolicky zapsat jako (∃x)(∀y)(V (x, y)), kde V (x, y) je
”
x ≤ y“.

Přitom (∀y)(V (x, y)) je výroková forma, kterou můžeme označit U(x). Podle uvedených
pravidel je ||(∃x)(∀y)(V (x, y))|| = 1, tj. ||(∃x)U(x)|| = 1, právě když existuje přirozené
č́ıslo m tak, že ||U(m)|| = 1. Zvolme za m č́ıslo 1. U(1) je výrok (∀y)(V (1, y)). To
je výrok tvaru (∀y)(W (y)), kde W (y) je výroková forma V (1, y), tj. W (y) je 1 ≤ y.
Podle uvedených pravidel je ||(∀y)(V (1, y))|| = 1, tj. ||(∀y)(W (y))|| = 1, právě když
pro každé přirozené č́ıslo m je ||W (m)|| = 1, tj. když pro každé přirozené č́ıslo m je
||V (1,m)|| = 1, tj. když pro každé přirozené č́ıslo m je 1 ≤ m. To je evidentně pravda,
a proto ||(∀y)(V (1, y))|| = 1, a tedy i ||(∃x)(∀y)(V (x, y))|| = 1. Výrok

”
Existuje x tak,

že pro každé y plat́ı, že x ≤ y“ je tedy pravdivý.

Bude-li ovšem oborem hodnot proměnných x i y je množina všech celých č́ısel, tj.
Dx = Dy = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }, bude daný výrok nepravdivý.

Poznámka 1.6. Kvantifikátory se někdy objevuj́ı v následuj́ıćı podobě:

”
Pro každé liché x plat́ı, že x2 − 1 je sudé.“

”
Existuje sudé x tak, že x2 je sudé.“

Obecný tvar těchto tvrzeńı je:

”
Pro každé x splňuj́ıćı P (x) plat́ı V (x).“

”
Existuje x splňuj́ıćı P (x) tak, že V (x).“

Tato tvrzeńı jsou vlastně zkratkami za tvrzeńı:

”
Pro každé x plat́ı, že jestliže P (x), pak V (x).“

”
Existuje x tak, že P (x) a V (x).“

Taková tvrzeńı už jsou obvyklými tvrzeńımi s kvantifikátory. Prvńı dvě tvrzeńı v této
poznámce můžeme tedy považovat za úsporněǰśı formy následuj́ıćıch tvrzeńı:

”
Pro každé x plat́ı, že jestliže x je liché, pak x2 − 1 je sudé.“

”
Existuje x tak, že x je sudé a x2 je sudé.“
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1.5 Základy výrokové logiky

Úvod

Náš dosavadńı výklad logiky ukázal několik základńıch pojmů a postup̊u, které jsou v
logice d̊uležité. Základńı pojmy, se kterými jsme pracovali, tj. pojmy výrok a později
výroková forma, však z̊ustaly jen neurčitě definované. Řekli jsme, že výrokem intuitivně
rozumı́me tvrzeńı, u kterého má smysl uvažovat o jeho pravdivosti. Tato definice, byt’ Náš pojem výroku

je neurčitý a
př́ılǐs široký.

v řadě př́ıpad̊u stač́ı, má dvě zásadńı nevýhody. Za prvé, je nepřesná a ponechává
prostor pro spekulace o tom, co to vlastně výrok je. Proto byly i daľśı naše definice
př́ısně vzato nepřesné a stavěné sṕı̌se na intuici2. Za druhé, je př́ılǐs široká, připoušt́ı i
r̊uzná komplikovaná tvrzeńı, která mohou přinést zásadńı problémy. Ukažme si to na
př́ıkladu, kterému se ř́ıká paradox lháře.

Pr̊uvodce studiem

Představme si člověka C, který ř́ıká
”
Lžu“. Podle našeho kritéria je to výrok. Je

tento výrok pravdivý nebo ne?
Pojd’me si to rozebrat. Jsou dvě možnosti. Bud’ je to pravdivý výrok nebo je to

nepravdivý výrok.
Je-li výrok

”
Lžu.“ pravdivý, pak je pravda to, co C ř́ıká, tj. je pravda, že C lže.

To, co C ř́ıká, je tedy nepravdivé, tedy i výrok
”
Lžu.“ je nepravdivý. Závěrem: Je-li

výrok
”
Lžu.“ pravdivý, pak je tento výrok nepravdivý.

Je-li výrok
”
Lžu.“ nepravdivý, pak neńı pravda to, co C ř́ıká, tj. C nelže. To,

co C ř́ıká, je tedy pravdivé, tedy i výrok
”
Lžu.“ je pravdivý. Závěrem: Je-li výrok

”
Lžu.“ nepravdivý, pak je tento výrok pravdivý.

Došli jsme k tomu, že výrok
”
Lžu.“ je pravdivý, právě když je nepravdivý. To je

spor.

Přirozený jazyk
je velmi bohatý.
Obsahuje výroky,
které vedou k
logicky sporným
situaćım.

Paradox lháře ukazuje, že přirozený jazyk je natolik bohatý, že může vést k situaćım,
kdy nějaký výrok nemůže být ani pravdivý, ani nepravdivý, aniž by se porušila cel-
ková logická bezespornost. V př́ıpadě paradoxu lháře je př́ıčinou to, že výrok

”
Lžu.“ se

odvolává sám na sebe, mluv́ı sám o sobě, podobně jako výrok
”
Tento výrok je neprav-

divý.“

Má ale paradox lháře nějaké řešeńı? Jedńım z možných řešeńı je vzdát se ambice praco-
vat se všemi možnými výroky přirozeného jazyka a namı́sto toho pracovat jen s určitými
výroky, které ke spor̊um nevedou. Tak postupuje moderńı matematická logika. Ćılem
kapitoly 1.5 je ukázat si základy výrokové logiky. Výroková logika je nejjednodušš́ım
formálńım systémem klasické logiky. Je prakticky d̊uležitý a d́ıky své jednoduchosti
nám umožńı ukázat, jak se v moderńı logice pracuje.

Jazyk výrokové logiky, formule, pravdivostńı ohodnoceńı formuĺı

Na př́ıkladu paradoxu lháře jsme viděli, že pokud nijak neomeźıme množinu výrok̊u,
se kterými pracujeme, můžeme se dostat do sporu. Ve výrokové logice jsou výroky,
se kterými se pracuje, omezené. Ve výrokové logice nav́ıc nepracujeme s výroky sa- Formule výrokové

logiky popisuj́ı
tvar výrok̊u.
Konkrétńı výroky
dostaneme
nahrazeńım
výrokových
symbol̊u
atomickými
výroky.

motnými, ale pracujeme s formami (tvary) výrok̊u. Formy výrok̊u se nazývaj́ı formule a
jsou to přesně definované řetězce symbol̊u. Definici formule uvedeme později. Př́ıkladem
formuĺı jsou řetězce (p ∧ ¬q), (p → (q ∧ r)), (p ∧ r) ∨ q. Formule je volně řečeno to,
co je společné výrok̊um se stejným tvarem. Např. formule (p → (q ∧ r)) popisuje tvar

2Přesto jsme se se základńımi principy klasické logiky poměrně dobře seznámili. Mohli jsme sice
postupovat zcela přesně už od začátku, ale bylo by to na úkor srozumitelnosti.
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mnoha konkrétńıch výrok̊u, např. výrok̊u
”
Jestliže prš́ı, pak jsou silnice mokré a hroźı

nebezpeč́ı smyku.“,
”
Jestliže inflace roste, pak lidé méně spoř́ı a v́ıce utrácej́ı.“ Tyto

konkrétńı výroky můžeme z formule (p→ (q∧r)) dostat dosazeńım atomických výrok̊u
za symboly p, q, r, např. prvńı výrok dostaneme dosazeńım

”
Prš́ı.“ za p,

”
Silnice jsou

mokré.“ za q a
”
Hroźı nebezpeč́ı smyku.“ za r. Proto ze symbol̊um p, q, r, které se ve

formuĺıch výrokové logiky vyskytuj́ı, ř́ıká výrokové symboly. T́ım, že ve výrokové lo-
gice pracujeme s formulemi, a ne s konkrétńımi výroky, se můžeme lépe odhlédnout od
obsahu a soustředit se na formu. A o to nám v logice jde.

Začneme definićı jazyka výrokové logiky.

Definice 1.7. Jazyk výrokové logiky se skládá z Jazyk výrokové
logiky obsahuje
symboly, ze
kterých se
skládaj́ı formule
výrokové logiky.

• výrokových symbol̊u p, q, r, . . . , popř. s indexy, p1, p2; předpokládáme, že máme
neomezeně mnoho (spočetně mnoho) výrokových symbol̊u;

• symbol̊u výrokových spojek ¬ (negace), →(implikace), popř. dále ∧ (konjunkce),
∨ (disjunkce), ↔ (ekvivalence);

• pomocných symbol̊u (, ), [, ], atd. (r̊uzné druhy závorek).

Ze symbol̊u jazyka sestávaj́ı formule výrokové logiky.

Definice 1.8. Necht’ je dán jazyk výrokové logiky. Formule daného jazyka výrokové
logiky je definována následovně:

• každý výrokový symbol je formule (tzv. atomická formule);

• jsou-li ϕ a ψ formule, jsou i výrazy ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ), (ϕ ↔ ψ)
formule.

Př́ıklad 1.9. Formulemi jsou tedy jisté konečné posloupnosti symbol̊u jazyka výrokové
logiky.

Formulemi jsou např. posloupnosti p, q1, ¬p, (p → q), ((p ∧ r) ∨ p), (¬p → (q ∧ ¬r)).
Posloupnost (¬p→ (q ∧ ¬r)) je formule, protože: r je formule (atomická), tedy i ¬r je
formule, což spolu s t́ım, že q je formule, dává, že (q ∧ ¬r) je formule; dále je p a tedy
i ¬p formule, a tedy konečně i (¬p→ (q ∧ ¬r)) je formule.

Formulemi nejsou posloupnosti ∧p, p ∧ ∨p, pp→ (p∧)), atd.

Všimněme si, že správně bychom měli ř́ıkat
”
formule daného jazyka výrokové logiky“.

My však v př́ıpadě, že jazyk je zřejmý z kontextu, popř. neńı d̊uležitý, budeme ř́ıkat
pouze

”
formule výrokové logiky“ nebo jen

”
formule“.

Poznámka 1.10 (konvence o vynecháváńı závorek). Jak zná čtenář z aritmetiky, je
pro zjednodušeńı zápisu a čteńı užitečné vynechávat závorky tam, kde neutrṕı jedno-
značnost čteńı. Podobně budeme postupovat i my. Např. mı́sto (p → q) budeme psát
jen p → q. Dále se dohodneme na prioritách symbol̊u spojek: od největš́ı po nejmenš́ı
je to ¬, ∧, ∨, →, ↔. To nám umožńı vynechávat závorky. Tak např. mı́sto (p∧ (q ∧ r))
můžeme psát jen p ∧ (q ∧ r), mı́sto (p→ ((p ∧ q) ∨ r)) jen p→ p ∧ q ∨ r apod.

Zat́ım jsme se věnovali jen tzv. syntaktické stránce výrokové logiky. Vı́me, co je to
jazyk výrokové logiky, co jsou to formule. Zat́ım však nev́ıme, co to je pravdivá formule
apod. Formule jsou jisté posloupnosti symbol̊u jazyka, samy o sobě však nemaj́ı žádný
význam. Přǐrazeńı významu syntaktickým objekt̊um je záležitost́ı tzv. sémantiky. Právě
sémantice výrokové logiky se v daľśım budeme věnovat.
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Definice 1.11. (Pravdivostńı) ohodnoceńı je libovolné zobrazeńı e výrokových symbol̊u
daného jazyka výrokové logiky do množiny {0, 1}, tj. ohodnoceńı e přǐrazuje každému
výrokovému symbolu p hodnotu 0 nebo 1.

Poznámka 1.12. (1) 0 a 1 reprezentuj́ı pravdivostńı hodnoty nepravda a pravda.
Hodnotu přǐrazenou ohodnoceńım e symbolu p označujeme e(p). Je tedy e(p) = 0 nebo
e(p) = 1.

(2) Význam ohodnoceńı e můžeme chápat následovně. Jak jsme si řekli, výrokové sym-
boly jsou pro nás symboly, které označuj́ı atomické výroky. Je-li e(p) = 1, znamená to
pro nás, že atomický výrok označený symbolem p je pravdivý. Je-li e(p) = 0, znamená
to, že atomický výrok označený symbolem p je nepravdivý.

Je-li dáno ohodnoceńı e, můžeme ř́ıci, co je to pravdivostńı hodnota formule. Pravdi-
vostńı hodnota libovolné formule je pravdivostńım ohodnoceńım jednoznačně určena a
je definována následovně.

Definice 1.13. Necht’ je dáno ohodnoceńı e. Pravdivostńı hodnota formule ϕ při ohod-
noceńı e, označujeme ji ‖ϕ‖e, je definována následovně:

• Je-li ϕ výrokovým symbolem p, pak

‖p‖e = e(p).

• Je-li ϕ složená formule, tj. jednoho z tvar̊u ¬ψ, ψ ∧ θ, ψ ∨ θ, ψ → θ, ψ ↔ θ, pak

‖¬ψ‖e = ¬·‖ψ‖e,
‖ψ ∧ θ‖e = ‖ψ‖e ∧· ‖θ‖e,
‖ψ ∨ θ‖e = ‖ψ‖e ∨· ‖θ‖e,
‖ψ → θ‖e = ‖ψ‖e →· ‖θ‖e,
‖ψ ↔ θ‖e = ‖ψ‖e ↔· ‖θ‖e,

kde ¬·, ∧·, ∨·, →·, ↔· jsou pravdivostńı funkce logických spojek z Tabulky 1.

Poznámka 1.14. (1) Je-li ‖ϕ‖e = 1 (‖ϕ‖e = 0), ř́ıkáme, že formule ϕ je při ohodnoceńı
e pravdivá (nepravdivá). Uvědomme si, že nemá smysl ř́ıci

”
formule ϕ je pravdivá“ nebo

”
nepravdivá“ (muśıme ř́ıci, při jakém ohodnoceńı!). Uvědomme si, že to přesně odpov́ıdá

situaci z Kapitoly 1.3, kdy jsme při určováńı pravdivostńı hodnoty výroku museli znát
pravdivostńı hodnoty atomických výrok̊u. Roli atomických výrok̊u ted’ maj́ı výrokové
symboly.

(2) Část definice pravdivostńı hodnoty formule, ve které se zavád́ı pravdivostńı hodnota
složené formule, můžeme alternativně uvést

”
slovně“:

‖¬ψ‖e =

{
1 pokud ‖ψ‖e = 0,
0 jinak,

‖ψ ∧ θ‖e =

{
1 pokud ‖ψ‖e = 1 a ‖θ‖e = 1,
0 jinak,

‖ψ ∨ θ‖e =

{
1 pokud ‖ψ‖e = 1 nebo ‖θ‖e = 1,
0 jinak,

‖ψ → θ‖e =

{
1 pokud ‖ψ‖e = 0 nebo ‖θ‖e = 1,
0 jinak,

‖ψ ↔ θ‖e =

{
1 pokud ‖ψ‖e = ‖θ‖e,
0 jinak.
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Snadno se vid́ı (ověřte si), že taková definice skutečně vede ke stejným pravdivostńım
hodnotám formuĺı.

Následuj́ıćı definice zavád́ı některé daľśı užitečné pojmy.

Definice 1.15. Formule se nazývá

• tautologie, je-li při každém ohodnoceńı pravdivá,

• kontradikce, je-li při každém ohodnoceńı nepravdivá,

• splnitelná, je-li při aspoň jednom ohodnoceńı pravdivá.

Formule ϕ sémanticky vyplývá z množiny T formuĺı, jestliže ϕ je pravdivá při každém
ohodnoceńı, při kterém jsou pravdivé všechny formule z T ; to označujeme

T |= ϕ.

Formule ϕ

Poznámka 1.16. Splnitelné formule jsou tedy právě ty, které nejsou kontradikcemi.
že je formule ϕ tautologie, se někdy zapisuje |= ϕ.

Př́ıklad 1.17. (1) Formule p ∨ ¬p i p→ (p ∨ q) jsou tautologie.

(2) Formule p ∧ ¬p i p↔ ¬p jsou kontradikce.

(3) Formule p→ ¬p je splnitelná, ale neńı to ani tautologie, ani kontradikce.

(4) Formule p→ q sémanticky vyplývá z množiny formuĺı T = {p→ r,¬q → ¬r}.

Uvedené skutečnosti se snadno ověř́ı tabulkovou metodou, kterou uvedeme ńıže. Je
možné je také ověřit úvahou. Vezměme např́ıklad formuli p → (p ∨ q). Proč je tauto-
logíı? Kdyby existovalo ohodnoceńı e, pro kterém by tato formule byla nepravdivá, pak
z vlastnost́ı implikace plyne, že muśı být p pravdivá a p∨q nepravdivá, což neńı možné,
protože je-li p pravdivá, je i p ∨ q pravdivá.

Př́ıklad 1.18. Dokažme, že pro libovolnou množinu T formuĺı a formule ϕ,ψ plat́ı

T, ϕ |= ψ právě když T |= ϕ→ ψ.

To je inutitivně poměrně jasné tvrzeńı. Přitom T, ϕ znamená T ∪{ϕ}, tj. T, ϕ označuje
množinu T rozš́ı̌renou o formuli ϕ. Důkaz je velmi snadný, stač́ı si rozmyslet, co máme
dokázat. Předpokládejme tedy T, ϕ |= ψ a dokažme T |= ϕ → ψ. Máme dokázat, že
je-li e ohodnoceńı, při kterém jsou pravdivé všechny formule z T , je při e pravdivá i
formule ϕ → ψ. Kdyby ale při e nebyla pravdivá formule ϕ → ψ, musela by být při e
ϕ pravdivá a ψ nepravdivá (z definice pravdivostńı funkce spojky implikace). Je-li ale
při e pravdivá ϕ i všechny formule z T , pak je dle předpokladu T, ϕ |= ψ pravdivá i ψ,
což je spor s t́ım, že ψ je nepravdivá. Naopak, předpokládejme T |= ϕ→ ψ a dokažme
T, ϕ |= ψ. Máme dokázat, že je-li e ohodnoceńı, při kterém je pravdivá ϕ i všechny
formule z T , je při něm pravdivá i ψ. Dle předpokladu je ovšem při e pravdivá i ϕ→ ψ
a protože je při e pravdivá i ϕ, je při e pravdivá i ψ, což jsme měli dokázat.

Tabulková metoda

Tabulková metoda představuje jednoduchý zp̊usob, jak zjistit a přehledně zapsat prav-
divostńı hodnoty dané formule při všech možných ohodnoceńıch. Jsou-li p1, . . . , pn
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p q r (p→ q) ∧ (p→ r)

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

Tabulka 2: Tabulka pro formuli (p→ q) ∧ (p→ r).

všechny výrokové symboly, které se vyskytuj́ı ve formuli ϕ, budeme mı́sto ϕ psát také
ϕ(p1, . . . , pn).

Podstata tabulkové metody je následuj́ıćı. Pro zadanou formuli ϕ(p1, . . . , pn) vytvoř́ıme
tzv. pravdivostńı tabulku. Tabulka 2 je tabulkou pro formuli (p→ q)∧ (p→ r). Řádky
tabulky odpov́ıdaj́ı ohodnoceńım výrokových symbol̊u. Sloupce tabulky odpov́ıdaj́ı
symbol̊um p1, . . . , pn a formuli ϕ. Tabulka má tedy n + 1 sloupc̊u, každý je v záhlav́ı
označen př́ıslušným výrazem, tj. postupně p1, . . . , pn, ϕ. Obsah řádku, který odpov́ıdá
ohodnoceńı e je následuj́ıćı. Na mı́stě odpov́ıdaj́ıćımu sloupci tabulky s označeńım pi
je hodnota e(pi), tj. hodnota symbolu pi při ohodnoceńı e. Na mı́stě odpov́ıdaj́ıćımu
sloupci tabulky s označeńım ϕ je hodnota ||ϕ||e, tj. pravdivostńı hodnota formule ϕ
při ohodnoceńı e. Tabulka má tolik řádk̊u, kolik je možnost́ı, jak ohodnotit symboly
p1, . . . , pn hodnotami 0 a 1. Protože každému ze symbol̊u p1, . . . , pn můžeme přǐradit
dvě možné hodnoty (tj. e(pi) může být 0 nebo 1), máme celkem 2n možnost́ı (2 možnosti
pro p1 krát 2 možnosti pro p2 krát · · · krát 2 možnosti pro pn, tj. 2 × · · · × 2 = 2n

možnost́ı). Tabulka má tedy 2n řádk̊u. To je potvrzeno v tabulce 2. Zde máme tři
výrokové symboly p, q, r, tabulka má tedy 23 = 8 řádk̊u. V každém řádku uvedeme
př́ıslušné ohodnoceńı symbol̊u p1, . . . , pn a hodnotu formule ϕ při tomto ohodnoceńı.
Např. ve třet́ım řádku tabulky 2 jsou uvedeny postupně hodnoty 0, 1, 0, 1, protože
tento řádek odpov́ıdá ohodnoceńı, které symbol̊um p, q a r přǐrazuje postupně hodnoty
0, 1 a 0 a protože při tomto ohodnoceńı má formule (p → q) ∧ (p → r) hodnotu 1. Je
zvykem všechna možná ohodnoceńı symbol̊u uvádět přirozeně uspořádaná, tj. v prvńıch
n sloupćıch bude v prvńım řádku 0 . . . 0 (n nul), ve druhém řádku pak 0 . . . 01 (n − 1
nul a jedna jednička), atd. až v posledńım řádku bude 1 . . . 1 (n jedniček). Tak je to
také v tabulce 2.

Tabulka dané formule popisuje tzv. pravdivostńı funkci této formule. Např́ıklad výše
uvedená tabulka 2 popisuje pravdivostńı funkci formule (p→ q) ∧ (p→ r).

Poznámka 1.19. Řekli jsme, že v tabulce chceme zachytit hodnoty ϕ při všech
možných ohodnoceńıch. Ohodnoceńı e je ale dáno t́ım, jaké hodnoty přǐrazuje všem
výrokovým symbol̊um, tedy nejen symbol̊um p1, . . . , pn. My jsme ale při popisu ta-
bulkové metody uvažovali jen hodnoty přǐrazené symbol̊um p1, . . . , pn. Dopustili jsme
se t́ım jisté nepřesnosti, v zásadě nepodstatné. Přesně řečeno se má situace takto.
Pravdivostńı hodnota ||ϕ||e záviśı jen na hodnotách e(p1), . . . , e(pn), tj. na ohodnoceńı
výrokových symbol̊u p1, . . . , pn, a nezáviśı na e(p) pro p 6= p1, . . . , p 6= pn, tj. ohodno-
ceńı výrokových symbol̊u jiných než p1, . . . , pn. To je jasné proto, že ϕ(p1, . . . , pn) jiné
výrokové symboly než p1, . . . , pn neobsahuje. Chceme-li v tabulce zachytit hodnoty ϕ při
všech možných ohodnoceńıch, stač́ı tedy zachytit hodnoty ϕ pro všechna možná ohod-
noceńı symbol̊u p1, . . . , pn. Totiž, jak jsme řekli, hodnota ||ϕ||e záv́ıśı jen na hodnotách
e(p1), . . . , e(pn). Je-li e′ jiné ohodnoceńı, které se s e shoduje v hodnotách přǐrazených
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ϕ ∨ ¬ϕ (zákon vyloučeného třet́ıho)

ϕ→ ϕ

Tabulka 3: Vybrané tautologie výrokové logiky. DOPLNIT

p q ¬¬p (¬q → ¬p) q

0 0 0 1 0

0 1 0 1 1

1 0 1 0 0

1 1 1 1 1

Tabulka 4: Tabulka pro formule ¬¬p, (¬q → ¬p) a q.

p1, . . . , pn, tj. e(p1) = e′(p1), . . . , e(pn) = e′(pn), pak ||ϕ||e = ||ϕ||e′ , tj. hodnoty for-
mule ϕ při ohodnoceńıch e a e′ jsou stejné. V daném řádku uvedená hodnota formule
||ϕ||e je tedy hodnotou formule ϕ při každém ohodnoceńı e, které symbol̊um p1, . . . , pn
přǐrazuje hodnoty uvedené v prvńıch n sloupćıch tohoto řádku. Např́ıklad třet́ı řádek
v tabulce 2 udává hodnotu formule (p → q) ∧ (p → r) při ohodnoceńı e, kde e(p) = 0,
e(q) = 1, e(r) = 0, e(p1) = 0, e(p2) = 0, . . . (p1 a p2 jsou výrokové symboly jazyka,
které se nevyskytuj́ı ve formuli (p → q) ∧ (p → r)), ale i při ohodnoceńı e′, e′(p) = 0,
e′(q) = 1, e′(r) = 0, e′(p1) = 0, e′(p2) = 1, . . . , a i při každém daľśım ohodnoceńı e′′, pro
které je e′′(p) = 0, e′′(q) = 1, e′′(r) = 0. Řádky tedy vlastně neodpov́ıdaj́ı jednotlivým
ohodnoceńım, ale celým tř́ıdám (skupinám) ohodnoceńı.

Tabulka vytvořená pro formuli ϕ umožňuje zjistit některé výše popsané vlastnosti for-
mule ϕ: ϕ je tautologie, právě když ve sloupci odpov́ıdaj́ıćım formuli ϕ jsou samé 1;
ϕ je kontradikce, právě když ve sloupci odpov́ıdaj́ıćım formuli ϕ jsou samé 0; ϕ je
splnitelná, právě když ve sloupci odpov́ıdaj́ıćım formuli ϕ je aspoň jedna 1. Vybrané
tautologie ukazuje tabulka 3 (ověřte, že jde o tautologie).

Tabulkovou metodu můžeme jednoduše rozš́ı̌rit pro v́ıce formuĺı. Předpokládejme, že
máme formule ϕ1, . . . , ϕm, a že všechny proměnné vyskytuj́ıćı se v alespoň jedné z
těchto formuĺı jsou právě p1, . . . , pn. Odpov́ıdaj́ıćı tabulka bude mı́t 2n řádk̊u a n+m
sloupc̊u označených postupně p1, . . . , pn a ϕ1, . . . , ϕm. Do řádk̊u ṕı̌seme ohodnoceńı
e a hodnoty formuĺı ϕ1, . . . , ϕm v těchto ohodnoceńıch: hodnoty e(pi) symbol̊u pi v
ohodnoceńı e ṕı̌seme do sloupc̊u označených pi. Př́ıslušné hodnoty ||ϕj ||e formuĺı ϕj při
ohodnoceńı e ṕı̌seme do sloupc̊u označených ϕj . Př́ıklad vid́ıme v tabulce 4.

Rozš́ı̌renou tabulkovou metodu můžeme použ́ıt ke zjǐstěńı, zda formule ϕ sémanticky
plyne z formuĺı ϕ1, . . . , ϕm. Stač́ı vytvořit tabulku pro formule ϕ1, . . . , ϕm a ϕ. Podle
definice pak ϕ sémanticky plyne z ϕ1, . . . , ϕm, právě když v každém řádku, ve kterém
maj́ı formule ϕ1, . . . , ϕm hodnotu 1, má také formule ϕ hodnotu 1. Z tabulky 4 např.
vid́ıme, že formule q vyplývá z formuĺı ¬¬p a (¬q → ¬p). Totiž, jediný řádek, ve kterém
maj́ı obě formule ¬¬p a (¬q → ¬p) hodnotu 1, je čtvrtý řádek a v tomto řádku má
formule q také hodnotu 1. Naopak, formule ¬¬p nevyplývá z formuĺı (¬q → ¬p) a q,
protože ve druhém řádku maj́ı formule (¬q → ¬p) a q hodnotu 1, ale formule ¬¬p tam
má hodnotu 0.

Pr̊uvodce studiem

Tabulková metoda slouž́ı k vypsáńı (tabelaci) hodnot zadaných formuĺı ϕ1, . . . , ϕm v
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ϕ ψ ϕ ∨ ψ ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ) ϕ→ ψ ¬ϕ ∨ ψ
0 0 0 0 1 1

0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Tabulka 5: Tabulka k př́ıkladu 1.21.

ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ ψ ∨ ϕ ≡ ϕ ∨ ψ (komutativita)
ϕ ∧ (ψ ∧ θ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∧ θ ϕ ∨ (ψ ∨ θ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∨ θ (asociativita)

ϕ ∧ (ψ ∨ θ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ θ) ϕ ∨ (ψ ∧ θ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ θ) (distributivita)
ϕ ≡ ¬¬ϕ (zákon dvoj́ı negace)

¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ ¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ (De Morganovy zákony)
ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ ϕ→ ψ ≡ ¬(ϕ ∧ ¬ψ)
ϕ→ ψ ≡ ¬ψ → ¬ϕ (obměněná implikace)

Tabulka 6: Sémanticky ekvivalentńı formule. DOPLNIT

tabulce. Tabulka má 2n řádk̊u a n+m sloupc̊u, kde n je počet všech výrokových sym-
bol̊u, které se vyskytuj́ı ve formuĺıch ϕ1, . . . , ϕm. Do řádk̊u ṕı̌seme všechna možná
ohodnoceńı těchto symbol̊u a hodnoty formuĺı ϕ1, . . . , ϕm.

Pomoćı tabulkové metody můžeme zjistit, zda zadaná formule je tautologie,
kontradikce, splnitelná, a také, zda zadaná formule sémanticky vyplývá z jiných
zadaných formuĺı.

Tabulková metoda umožňuje snadno nahlédnout, že dvě formule jsou sémanticky ekvi-
valentńı.

Definice 1.20. Formule ϕ a ψ se nazývaj́ı (sémanticky) ekvivalentńı, což znač́ıme

ϕ ≡ ψ,

právě když pro každé ohodnoceńı e je ‖ϕ‖e = ‖ψ‖e.

Snadno se vid́ı, že ϕ a ψ jsou ekvivalentńı, právě když ϕ |= ψ a ψ |= ϕ, tedy když ψ
sémanticky plyne z ϕ a naopak.

Př́ıklad 1.21. Ukažme, že (a) ϕ∨ ψ ≡ ¬(¬ϕ∧¬ψ) a že (b) ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ∨ ψ. Vztahy
(a) i (b) jsou patrné z tabulky 5: (a) plyne z toho, že třet́ı a čtvrtý sloupec maj́ı stejné
hodnoty, (b) pak z toho, že stejné hodnoty maj́ı i pátý a šestý sloupec.

Důležité dvojice navzájem ekvivalentńıch formuĺı ukazuje tabulka 6.

Pro formuli ϕ→ ψ se často uvažuj́ı následuj́ıćı formule:

¬ψ → ¬ϕ (obměněná implikace)

ψ → ϕ (obrácená implikace)

Jak ukazuje tabulka 7, ¬ψ → ¬ϕ je s ϕ→ ψ ekvivalentńı, ale ψ → ϕ ne. Ekvivalentnost
implikace a k ńı obměněné implikace se často využ́ıvá v d̊ukazech. Máme-li dokázat
tvrzeńı ve tvaru ϕ → ψ, můžeme mı́sto toho dokázat ¬ψ → ¬ϕ, což může být snazš́ı.
DOPLNIT
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ϕ ψ ϕ→ ψ ¬ψ → ¬ϕ ψ → ϕ

0 0 1 1 1

0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 1 1 1 1

Tabulka 7: Implikace, obměněná implikace a obrácená implikace

x1 x2 f

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

x1 x2 g

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

Tabulka 8: Tabulka booleovských funkćı dvou proměnných.

Booleovské funkce, úplná konjunktivńı a disjunktivńı normálńı forma

Definice 1.22. Booleovská funkce s n argumenty (někdy n-árńı booleovská funkce) je
libovolné zobrazeńı f : {0, 1}n → {0, 1}.

Booleovská funkce s n argumenty je tedy zobrazeńı, které každé uspořádané n-tici
hodnot 0 a 1 přǐrad́ı hodnotu 0 nebo 1. Každou booleovskou funkci f s n argumenty
lze zapsat tabulkou podobným zp̊usobem jako u tabulkové metody. Argumenty funkce
f označme proměnnými x1, . . . , xn, odpov́ıdaj́ıćı hodnotu funkce f pak f(x1, . . . , xn).
Tabulka funkce f má 2n řádk̊u a n+ 1 sloupc̊u. Sloupce označ́ıme symboly x1, . . . , xn a
f . Do každého řádku naṕı̌seme hodnoty proměnných x1, . . . , xn a do posledńıho sloupce
pak hodnotu f(x1, . . . , xn). Př́ıkladem jsou booleovské funkce f a g dvou proměnných,
které jsou zapsané v tabulce 8. Funkce f např. přǐrazuje dvojici hodnot 0 a 1 hodnotu
1, tj. f(0, 1) = 1, dále f(0, 0) = 0, f(1, 0) = 1, f(1, 1) = 1. Pro funkci g je g(0, 0) = 0,
g(0, 1) = 1, g(1, 0) = 1, g(1, 1) = 1.

Všimněme si, že výše uvedená funkce g je shodná s pravdivostńı funkćı ∨· spojky dis-
junkce. Pravdivostńı funkce každé ze spojek, se kterými jsme se setkali, jsou booleovské
funkce. Pravdivostńı funkce spojek ∧, ∨, → a ↔, jsou funkce 2 argument̊u, pravdi-
vostńı funkce spojky ¬ je booleovská funkce jednoho argumentu. Pravdivostńı funkce
logických spojek jsou vlastně booleovské funkce. Funkce f z tabulky 8 ukazuje, že exis-
tuj́ı i jiné booleovské funkce než pravdivostńı funkce ∧·, ∨·, →· a ↔· logických spojek
∧, ∨, → a ↔.

Každou booleovskou funkci 2 proměnných můžeme totiž považovat za pravdivostńı
funkci logické spojky se dvěma argumenty. Z tohoto pohledu jsou tedy spojky ∧, ∨, →
a ↔ jen některé z logických spojek se dvěma argumety. Skutečně, např. pravdivostńı
funkce spojky

”
bud’ . . . , anebo . . .“ je právě funkce f z tabulky 8 (

”
Bud’ V1, nebo V2“

je pravdivý výrok, právě když je pravdivý právě jeden z výrok̊u V1, V2).

Kolik booleovských funkćı s n argumenty existuje, tj. kolik existuje r̊uzných logických
spojek s n argumenty?

Věta 1.23. Existuje právě 2(2n) booleovských funkćı s n argumenty.

D̊ukaz. Funkćı je tolik, kolika zp̊usoby lze vyplnit př́ıslušnou tabulku. Protože funkce
maj́ı n argument̊u, má tabulka 2n řádk̊u. V každém řádku je jedno volné mı́sto pro
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x1 f1

0 0

1 0

x1 f2

0 0

1 1

x1 f3

0 1

1 0

x1 f4

0 1

1 1

Tabulka 9: Všechny booleovské funkce jedné proměnné.

x1 x2 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Tabulka 10: Všechny booleovské funkce dvou proměnných.

hodnotu funkce, a tu můžeme vyplnit libovolným zp̊usobem (napsat tam 0 nebo 1).
Protože volných mı́st je 2n, lze je hodnotami 0 nebo 1 vyplnit 2(2n) zp̊usoby.

Př́ıklad 1.24. Tabulka 9 ukazuje všechny unárńı (1-árńı) booleovské funkce. Dle
věty 1.23 jsou skutečně čtyři, nebot’ 2(2n) = 2(21) = 22 = 4. Přitom f3 je pravdivostńı
funkce spojky negace.

Př́ıklad 1.25. Tabulka 10 ukazuje všechny binárńı (2-árńı) booleovské funkce. Dle
věty 1.23 jich je opravdu 16, nebot’ 2(2n) = 2(22) = 24 = 16. Všimněme si, že f2, f8, f10

a f14 jsou po řadě pravdivostńı funkce spojek ∧, ∨, ↔ a →. Funkce f7 je pravdivostńı
funkce výše zmı́něné spojky

”
bud’ . . . , anebo . . .“

Je jasné, že každá formule ϕ obsahuj́ıćı výrokové symboly p1, . . . , pn indukuje boo-
leovskou funkci ϕ n argument̊u. Tuto funkci označme fϕ. Je to právě funkce, jej́ıž
tabulku źıskáme vytvořeńım tabulky pro formuli ϕ. Např́ıklad pro formuli (p →
q) ∧ (q → r) plat́ı pro př́ıslušnou funkci f(p→q)∧(q→r), že f(p→q)∧(q→r)(0, 0, 0) = 1, . . . ,
f(p→q)∧(q→r)(1, 0, 1) = 0, . . . , f(p→q)∧(q→r)(1, 1, 1) = 1. Tato funkce znázorněna výše
uvedenou tabulkou 2.

Zaj́ımavé ale je, že plat́ı také opačné tvrzeńı. Ke každé booleovské funkci f s n argu-
menty existuje formule ϕf taková, že tato formule indukuje právě funkci f . Plat́ı do-
konce, že formuli ϕf můžeme vźıt takovou, že obsahuje pouze spojky ¬, ∧ a ∨. Postup,
jak takovou formuli źıskat, si nyńı podrobně poṕı̌seme. Zaved’me nejprve následuj́ıćı
pojmy.

Definice 1.26. Necht’ V je množina výrokových symbol̊u. Pak

• literál nad V je libovolný výrokový symbol z V nebo jeho negace;

• úplná elementárńı konjunkce nad V je libovolná konjunkce literál̊u, ve které se
každý výrokový symbol z V vyskytuje právě v jednom literálu;

• úplná elementárńı disjunkce nad V je libovolná disjunkce literál̊u, ve které se
každý výrokový symbol z V vyskytuje právě v jednom literálu;

• úplná konjunktivńı normálńı forma nad V je konjunkce úplných elementárńıch
disjunkćı nad V ;

• úplná disjunktivńı normálńı forma nad V je disjunkce úplných elementárńıch
konjunkćı nad V .
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Př́ıklad 1.27. Uvažujme V = {p, q, r}. Pak

• literály jsou: p, q, r,¬p,¬q,¬r (literál neńı např. ¬¬p);

• ÚEK jsou: p ∧ q ∧ r, ¬p ∧ q ∧ ¬r (p ∧ r ne);

• ÚED je např. p ∨ ¬q ∨ r;

• ÚDNF je např. (p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ ¬r)

• ÚKNF: je např. (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ ¬r).

Předpokládejme nyńı, že je tabulkou dána booleovská funkce f(x1, . . . , xn) : {0, 1}n →
{0, 1}. Uvažujme následuj́ıćı postup pro vytvořeńı úplné disjunktivńı normálńı formy
ϕ nad V = {p1, . . . , pn}:

1. Pro každý řádek tabulky odpov́ıdaj́ıćı ohodnoceńı e, při kterém má funkce f
hodnotu 1 (tedy f(e(p1), . . . , e(pn)) = 1) sestroj́ıme ÚEK

l1 ∧ l2 ∧ · · · ∧ ln,

kde

li =

{
pi pro e(pi) = 1
¬pi pro e(pi) = 0

2. ϕ je disjunkćı ÚEK postupně sestrojených v bodu 1.

Př́ıklad 1.28. UPRAVIT Sestroj́ıme ÚDNF k booleovská funkci f dané následuj́ıćı
tabulkou:

p q r f

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

Krok 1.: Projdeme řádky s 1 ve sloupci
”
f“ a vytvoř́ıme př́ıslušné ÚEK:

ř. 1. : ÚEK je ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r

ř. 2. : ÚEK je ¬p ∧ ¬q ∧ r

ř. 8. : ÚEK je p ∧ q ∧ r

Krok 2.: Výsledná ÚDNF je disjunkćı ÚEK z kroku 1., tedy je to formule

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r)

Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že výše popsaná konstrukce je správná (dělá, co má):

Věta 1.29. Necht’ f je booleovská funkce, která má aspoň v jednom řádku hodnotu
1 (tedy nepředstavuje kontradikci). Pak ÚDNF ϕ sestrojená výše uvedeným postupem
splňuje f = fϕ (tedy ϕ vytvář́ı funkci f ; tabulky f a ϕ jsou stejné).
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D̊ukaz. Máme ukázat, že pro libovolné ohodnoceńı e plat́ı, že ‖ϕ‖e = 1, právě když
p. k. v tabulce f je v řádku odpov́ıdaj́ıćımu e hodnota 1. Uvědomme si, že ϕ má tvar
k1∨· · ·∨km, kde každá ÚEK kj má tvar l1∧· · ·∧ ln. Dokážeme oba požadované směry.

”
⇒“: Necht’ ‖ϕ‖e = 1. Z vlastnost́ı ∨ plyne, že pro nějakou kj = l1 ∧ · · · ∧ ln muśı být
‖kj‖e = 1. Pak muśı pro li = pi být e(pi) = 1 a pro li = ¬pi pak e(pi) = 0. Takové e
je ale právě ohodnoceńı odpov́ıdaj́ıćı řádku, d́ıky kterému se kj naš́ı konstrukćı dostala
do ϕ, tedy v tomto řádku muśı být hodnota 1.

”
⇐“: Je-li v nějakém řádku 1, uvažujme odpov́ıdaj́ıćı ohodnoceńı e a odpov́ıdaj́ıćı kj .

Z konstrukce plyne, že ‖kj‖e = 1, a tedy ‖ϕ‖e = ‖k1 ∨ · · · ∨ km‖e = 1.

Uvědomme si, že pokud má f ve všech řádćıch 0, uvedený postup vrát́ı
”
prázdnou

formuli“. Plat́ı tedy:

Věta 1.30. Ke každé booleovské funkci f , která nepředstavuje kontradikci, existuje
ÚDNF ϕ tak, že f = fϕ.

D̊ukaz. Požadovanou ϕ je např́ıklad ÚDNF sestrojená k tabulce funkce f .

Úlohu lze obměnit následovně. Mı́sto funkce f je dána formule ψ a ćılem je naj́ıt ÚDNF
ϕ tak, aby ϕ a ψ byly sémanticky ekvivalentńı (tedy měli stejné tabulky).

Př́ıklad 1.31. UPRAVIT Sestrojme ÚDNF formule (p → q) ∧ (p → r). Vytvoř́ıme
tabulku dané formule a rovnou do ńı přidáme sloupec, kam zaṕı̌seme ÚEK:

p q r (p→ q) ∧ (p→ r) ÚEK

0 0 0 1 ¬p ∧ ¬q ∧ ¬r
0 0 1 1 ¬p ∧ ¬q ∧ r
0 1 0 1 ¬p ∧ q ∧ ¬r
0 1 1 1 ¬p ∧ q ∧ r
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1 p ∧ q ∧ r

Výsledná ÚDNF tedy je (¬p∧¬q∧¬r)∨(¬p∧¬q∧r)∨(¬p∧q∧¬r)∨(¬p∧q∧r)∨(p∧q∧r).
NASLEDUJICI
ROZSIRIT:K dané booleovské funkci f , popř. k dané formuli ψ, lze podobným (duálńım) zp̊usobem

sestrojit i ÚKNF.

1. Pro každý řádek tabulky odpov́ıdaj́ıćı ohodnoceńı e, při kterém má funkce f
hodnotu 0 (tedy f(e(p1), . . . , e(pn)) = 0) sestroj́ıme ÚED

l1 ∨ l2 ∨ · · · ∨ ln

kde

li =

{
pi pokud e(pi) = 0
¬pi pokud e(pi) = 1

2. ϕ je konjunkćı ÚED postupně sestrojených v bodu 1.

Př́ıklad 1.32. UPRAVIT Sestrojme ÚKNF k formuli (p → q) ∧ (p → r). Vytvoř́ıme
tabulku pravdivostńı funkce formule (p → q) ∧ (p → r); do daľśıho sloupce zaṕı̌seme
př́ıslušné ÚED.

26



p q r (p→ q) ∧ (p→ r) ÚED

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0 ¬p ∨ q ∨ r
1 0 1 0 ¬p ∨ q ∨ ¬r
1 1 0 0 ¬p ∨ ¬q ∨ r
1 1 1 1

Sestrojená ÚKNF je: (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r).

Pro ÚKNF plat́ı analogická tvrzeńı:

Věta 1.33. Necht’ f je booleovská funkce, která má aspoň v jednom řádku hodnotu
0 (tedy nepředstavuje tautologii). Pak ÚKNF ϕ sestrojená výše uvedeným postupem
splňuje f = fϕ.

Věta 1.34. Ke každé booleovské funkci f , která nepředstavuje tautologii, existuje
ÚKNF ϕ tak, že f = fϕ.

V výše uvedeného je zřejmé, že plat́ı také:

Věta 1.35. Ke každé formuli výrokové logiky, která neńı kontradikćı (tautologíı) exis-
tuje s ńı sémanticky ekvivalentńı formule, která je ve tvaru úplné disjunktivńı normálńı
formy (úplné konjunktivńı normálńı formy).

Vyjadřováńı spojek jinými spojkami
TUTO CAST
NAKONEC
UPRAVIT

Vı́me:

ϕ ∨ ψ ≡ ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ), tedy

ϕ ∨ ψ a ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ) nabývaj́ı stejných hodnot.

Jinak řečeno, pro libovolné pravdivostńı hodnoty a a b je

a ∨· b = ¬·(¬·a ∧· ¬·b)

To znamená, že spojku ∨ lze vyjádřit pomoćı ¬ a ∧.

Daľśı př́ıklady:

a ∨· b = ¬·(¬·a ∧· ¬·b)
a ∨· b = ¬·a→· b

a ∧· b = ¬·(¬·a ∨· ¬·b)
a ∧· b = ¬·(a→· ¬·b)

a→· b = ¬·(a ∧· ¬·b)
a→· b = ¬·a ∨· b

Dvě d̊uležité spojky:
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Shefferova (↑, popř. |, NAND):

↑· 0 1

0 1 1
1 1 0

Peirceova (také Nicodova, ↓, NOR):

↓· 0 1

0 1 0
1 0 0

Všimněme si:

a ↑· b = ¬·(a ∧· b)
a ↑· b = ¬·a ∨· ¬·b

a ↓· b = ¬·a ∧· ¬·b
a ↓· b = ¬·(a ∨· b)

Každou ze spojek ¬, ∧ a ∨ lze vyjádřit pomoćı ↑ i pomoćı ↓.

¬·a = a ↑· a
a ∧· b = (a ↑· b) ↑· (a ↑· b)
a ∨· b = (a ↑· a) ↑· (b ↑· b)

¬·a = a ↓· a
a ∧· b = (a ↓· a) ↓· (b ↓· b)
a ∨· b = (a ↓· b) ↓· (a ↓· b)

Úkol: Ověřte výše uvedené tabulkovou metodou. Vyjádřete podobně → a ↔.

Definice 1.36. Množina {f1, . . . , fk} booleovských funkćı je funkčně úplná, pokud
každou f : {0, 1}n → {0, 1} lze vyjádřit jako složeńı některých funkćı z {f1, . . . , fk}.

Množina výrokových spojek je úplná, jestliže je úplná množina jejich pravdivostńıch
funkćı.

Věta 1.37. {¬·,∧·,∨·} je funkčně úplná. (Jinak řečeno: {¬,∧,∨} je funkčně úplná.)

D̊ukaz. Máme dokázat, že každou booleovskou funkci f lze źıskat složeńım ¬·, ∧· a ∨·.
To plyne z věty 1.30 a z věty 1.34: K libovolné funkci f , který neńı kontradikćı, existuje
odpov́ıdaj́ıćı ÚDNF ϕ a k funkci f , která neńı tautologíı, existuje odpov́ıdaj́ıćı ÚKNF
ϕ. Jej́ı pravdivostńı funkce ϕ· formule ϕ je složená z ¬·, ∧· a ∨·.

Následuj́ıćı tvrzeńı je zřejmé:

Lemma 1.38. Je-li možné každou z {f1, . . . , fk} vyjádřit jako složeńı některých z
{g1, . . . , gl}, pak je-li {f1, . . . , fk} funkčně úplná, je i {g1, . . . , gl} funkčně úplná.

Např́ıklad každou ze spojek z {¬·,∧·,∨·} lze vyjádřit složeńım logických funkćı z {¬·,→·
} (např. a∨· b = ¬·a→· b). Protože je {¬·,∧·,∨·} úplná, je dle lemma i {¬·,→·} úplná.

Z uvedených vztah̊u o vzájemném vyjadřováńı spojek a z uvedeného lemma tedy plyne:
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Věta 1.39. Následuj́ıćı množiny logických funkćı jsou funkčně úplné: {¬·,∧·}, {¬·,∨·},
{¬·,→·}, {↑·}, {↓·}.

Žádná z následuj́ıćıch množin ale funkčně úplná neńı: {¬·}, {∧·}, {∨·}, {∧·,∨·}, {→·},
{↔·}, {¬·,↔·}. Pokuste se zd̊uvodnit proč (posledńı tři jsou obt́ıžněǰśı).

Shrnut́ı

Logika je věda o správném usuzováńı. V logice jde o formu usuzováńı, nikoli o obsah.

Pojmy k zapamatováńı

• logika,

• logická spojka,

• výrok,

• pravdivostńı hodnota výroku,

• symbol logické spojky a pravdivostńı funkce logické spojky,

• kvantifikátor.

Kontrolńı otázky

1. Jaké znáte logické spojky?

2. Co to je klasická a neklasická logika?

3. Jaký je vztah mezi obecným a existenčńım kvantifikátorem?

4. Co to je formule výrokové logiky?

5. Vysvětlete, co to je tabulková metoda a k čemu slouž́ı.

6. Vysvětlete pojem sémantické vyplýváńı.

Cvičeńı

1. Určete pravdivostńı hodnotu výroku
”
Jestliže Č́ına je nejlidnatěǰśı stát světa, pak

Petr je synem Marie.“. Přitom
”
Petr je synem Marie.“ je pravdivý výrok.

2. Je dán výrok
”
Pro každé x plat́ı, že jestliže 2x+ 1 je sudé, pak x je násobkem 5“.

Přitom Dx je množina všech přirozených č́ısel. Je daný výrok pravdivý?

3. Jsou dány výroky
”
Pro každé x existuje y tak, že plat́ı x ≤ y“ a

”
Existuje y

tak, že pro každé x plat́ı x ≤ y“. Oborem hodnot proměnných x i y je množina
všech celých č́ısel, tj. Dx = Dy = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . }. Určete pravdivostńı
hodnoty daných výrok̊u.

4. U každé z následuj́ıćıch formuĺı zjistěte, zda je tautologie, kontradikce, splnitelná.

ϕ ∨ ¬ϕ zákon vyloučeného třet́ıho
¬(ϕ ∧ ¬ϕ) zákon sporu
¬(ϕ ∧ ψ)↔ (¬ϕ ∨ ¬ψ) De Morgan̊uv zákon
¬(ϕ ∨ ψ)↔ (¬ϕ ∧ ¬ψ) De Morgan̊uv zákon
(ϕ→ ψ)↔ (¬ψ → ¬ϕ) zákon kontrapozice

5. Zjistěte, zda formule ψ sémanticky plyne z ϕ: (a) ϕ je (p∧ q)∨ r, ψ je p→ (q∨ r);
(b) ϕ je (p ∧ q) ∨ r, ψ je p→ (q ∨ ¬r).

6. Přesvědčte se, že je-li ψ |= ϕ a ϕ |= χ, pak ψ |= χ.

29



Úkoly k textu

1. Vypǐste všechny binárńı logické spojky.

2. Uved’te př́ıklady výrokových forem V (x, y) tak, že (∀x)(∃y)(V (x, y)) je pravdivý
výrok a (∃y)(∀x)(V (x, y)) je nepravdivý výrok. Lze naj́ıt př́ıklad formy V (x, y)
tak, aby (∀x)(∃y)(V (x, y)) byl nepravdivý výrok a aby (∃y)(∀x)(V (x, y)) byl
pravdivý výrok?

3. Ukažte, že je-li V (x) výroková forma, pak ||(∀x)(V (x))|| = minx∈Dx ||V (m)|| a
||(∃x)(V (x))|| = maxx∈Dx ||V (m)||.

4. Ukažte, že je-li V (x) výroková forma, pak ||(∀x)(V (x))|| = ||¬(∃x)(¬V (x))|| a
||(∃x)(V (x))|| = ||¬(∀x)(¬V (x))||.

5. Někdy se uvád́ı následuj́ıćı varianta paradoxu lháře: Krét’an ř́ıká
”
Všichni

Krét’ani lžou.“ Je to paradox, tj. vede tato situace ke sporu podobně jako vede
ke sporu paradox lháře?

6. Zd̊uvodněte podle definice, že formule ϕ je tautologie, právě když ϕ sémanticky
vyplývá z prázdné množiny formuĺı.

Řešeńı

1. Výrok je pravdivý.

2. Výrok je pravdivý. Nápověda: Pro každé přirozené č́ıslo m je 2m + 1 liché, tedy

”
Jestliže 2m + 1 je sudé, pak m je násobkem 5“ je pravdivý výrok, viz tabulka

pravdivostńı funkce spojky implikace.

3. Výrok
”
Pro každé x existuje y tak, že plat́ı x ≤ y.“ je pravdivý. Výrok

”
Existuje

y tak, že pro každé x plat́ı x ≤ y.“ je nepravdivý.

4. Všechny formule jsou tautologie.

5. (a) ano; (b) ne.

6. Jednoduchou úvahou př́ımo z definice: Necht’ e je libovolné ohodnoceńı, při kterém
je ψ pravdivá. Protože předpokládáme ψ |= ϕ, je při ohodnoceńı e pravdivá také
ϕ, a tedy protože předpokládáme ϕ |= χ, je při e pravdivá i χ, což jsme měli
dokázat.
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2 Množiny, relace, funkce

Studijńı ćıle: Po prostudováńı této kapitoly by student měl rozumět pojmům množina,
relace a funkce. Měl by znát základńı operace a vztahy definované pro množiny, základńı
operace definované pro relace, zp̊usoby reprezentace relaćı a základńı typy funkćı. Stu-
dent by měl tyto pojmy znát aktivně, měl by tedy umět samostatně dokazovat jedno-
duchá tvrzeńı, hledat př́ıklady a protipř́ıklady.

Kĺıčová slova: množina, prvek, podmnožina, pr̊unik, sjednoceńı, rozd́ıl, kartézský
součin, relace, inverzńı relace, skládáńı relaćı, funkce, injekce, surjekce, bijekce

2.1 Co a k čemu jsou množiny, relace a funkce

Množiny, relace a funkce jsou matematickými protěǰsky jev̊u, se kterými se setkáváme
v každodenńım životě. Množina je protěǰskem souboru (či seskupeńı). Relace je
protěǰskem vztahu. Funkce je protěǰskem přiřazeńı. Pojmy množina, relace a funkce Množina, relace a

funkce jsou
základńı pojmy
matematiky. V
informatice se bez
nich neobejdeme.

patř́ı k základńım stavebńım prvk̊um diskrétńı matematiky a matematiky v̊ubec.
Umožňuj́ı přesné, srozumitelné a jednoduché vyjadřováńı. Použ́ıvaj́ı se v matematice
(bez jejich znalosti nemůžeme č́ıst žádný matematický text) a v řadě aplikovaných obor̊u
včetně informatiky (funkcionálńı programováńı, relačńı databáze, informačńı systémy,
znalostńı inženýrstv́ı a daľśı).

Pr̊uvodce studiem

S pojmy množina, relace a funkce se podrobně seznamte. Jsou to jednoduché pojmy.
Byly zavedeny, abychom mohli přesně mluvit o souborech, seskupeńıch, systémech,
vztaźıch, přǐrazeńıch apod. Nenechte se svést t́ım, že v́ıte, co je to seskupeńı nebo
vztah. Když formalismus množin, relaćı a funkćı dobře zvládnete, ušetř́ıte si spoustu
práce v daľśım studiu. Nav́ıc budete umět praktické problémy dobře

”
uchopit“ a

popsat. Když naopak formalismus množin, relaćı a funkćı nezvládnete, budete se s
t́ımto nedostatkem v daľśım studiu neustále potýkat.

2.2 Množiny

2.2.1 Pojem množiny

Pojem množina je matematickým protěǰskem běžně použ́ıvaných pojmů soubor, sesku-
peńı, apod. Množina je objekt, který se skládá z jiných objekt̊u, tzv. prvk̊u té množiny.
Tak např́ıklad množina (označme ji S) všech sudých č́ısel, která jsou větš́ı než 1 a menš́ı Množina je

objekt, který se
skládá z jiných
objekt̊u, tzv.
prvk̊u množiny.

než 9, se skládá z č́ısel 2, 4, 6, 8. Tato č́ısla jsou tedy prvky množiny S. Fakt, že S se
skládá právě z prvk̊u 2, 4, 6, 8 zapisujeme

S = {2, 4, 6, 8}.

Množiny zpravidla označujeme velkými ṕısmeny (A,B, . . . , Z), jejich prvky pak malými
ṕısmeny (a, b, . . . , z). Fakt, že x je prvkem množiny A označujeme

x ∈ A

a ř́ıkáme také, že x patř́ı do A (popř. x je v A, A obsahuje x apod.). Neńı-li x prvkem
A, ṕı̌seme x 6∈ A.

Daný objekt do dané množiny bud’ patř́ı, nebo nepatř́ı. Množina je jednoznačně dána Množina je
jednoznačně dána
t́ım, jaké prvky
obsahuje.
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svými prvky, tj. t́ım, které prvky do ńı patř́ı a které ne. Nemá tedy smysl hovořit o
pořad́ı prvk̊u v množině (tj. pojmy

”
prvńı prvek množiny“,

”
druhý prvek množiny“

atd. nemaj́ı smysl). Nemá také smysl uvažovat, kolikrát je daný prvek v dané množině
(tj. ř́ıci

”
prvek x je v dané množině A třikrát“).

Speciálńı množinou je tzv. prázdná množina. Označuje se ∅. Tato množina neobsahuje
žádný prvek, tj. pro každý prvek x plat́ı x 6∈ ∅.

Př́ıklad 2.1. Význačné množiny č́ısel maj́ı svá speciálńı označeńı.

• N označuje množinu všech přirozených č́ısel. N tedy sestává z prvk̊u
1, 2, 3, 4, 5, . . . .

• Z označuje množinu všech celých č́ısel. Z tedy sestává z prvk̊u
0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . . .

• Q označuje množinu všech racionálńıch č́ısel. Q tedy sestává z celoč́ıselných
zlomk̊u, tj. z č́ısel m

n , kde m ∈ Z, n ∈ N.

• R označuje množinu všech reálných č́ısel. Ta obsahuje i iracionálńı č́ısla, např.√
2, π apod.

Množiny se děĺı na konečné a nekonečné. Množina A se nazývá konečná, právě když Prvky konečných
množin lze
oč́ıslovat č́ısly 1,
. . . , n. Pokud to
nelze, je množina
nekonečná.

existuje přirozené č́ıslo n tak, že prvky této množiny lze oč́ıslovat č́ısly 1, 2, . . . n (tedy
každému prvku přǐrad́ıme některé z č́ısel 1, . . . , n tak, že r̊uzným prvk̊um přǐrad́ıme
r̊uzná č́ısla a při oč́ıslováńı každé z č́ısel 1, . . . , n použijeme). Č́ıslo n se přitom nazývá
počet prvk̊u množiny A a znač́ıme ho |A|, tj. |A| = n. Ř́ıkáme také, že A má n prvk̊u.
Např. množina {2, 4, 6, 8} je konečná. Zvoĺıme-li totiž n = 4, můžeme jej́ı prvky oč́ıslovat
např. následovně: prvku 2 přǐrad́ıme č́ıslo 1, prvku 4 č́ıslo 2, prvku 6 č́ıslo 3, prvku 8
č́ıslo 4. Máme tedy |{2, 4, 6, 8}| = 4, tj. počet prvk̊u množiny {2, 4, 6, 8} je 4. Množina
A se nazývá nekonečná, neńı-li konečná. Pak ṕı̌seme |A| = ∞ a ř́ıkáme, že A má
nekonečně mnoho prvk̊u. Např. množina N všech přirozených č́ısel je nekonečná. Vı́ce
se o nekonečným množinách dozv́ıme v kapitole 7.

2.2.2 Zápisováńı množin

Množiny zapisujeme dvěma základńımi zp̊usoby. Prvńım je zápis tzv. výčtem prvk̊u. {a1, . . . , an} je
množina, která
obsahuje právě
prvky a1, . . . , an.

Množina sestávaj́ıćı právě z prvk̊u a1, . . . , an se označuje {a1, . . . , an}. Př́ıkladem je
výše uvedený zápis {2, 4, 6, 8}. Zápis výčtem prvk̊u můžeme použ́ıt u konečných množin.
Druhým je zápis udáńım tzv. charakteristické vlastnosti . Množina sestávaj́ıćı právě z
prvk̊u, které splňuj́ı vlastnost ϕ(x), se označuje {x | ϕ(x)}.

{x | ϕ(x)} je
množina, která
obsahuje právě
prvky x splňuj́ıćı
vlastnost ϕ(x).

Vlastnost ϕ(x) může být popsaná třeba i v přirozeném jazyce, ale muśı mı́t jednoznačný
smysl. Např. je-li ϕ(x) vlastnost

”
x je sudé přirozené č́ıslo větš́ı než 1 a menš́ı než 9“,

můžeme uvažovat množinu označenou {x | ϕ(x)}. Ta je shodná s množinou označenou
{2, 4, 6, 8}.

Mı́sto
”
množina označená zápisem {. . . }“ budeme ř́ıkat jen

”
množina {. . . }“. Např.

ř́ıkáme
”
množina {a, b, c} má tři prvky“,

”
uvažujme množinu {x | x je sudé celé č́ıslo}“

apod.

Někdy se použ́ıvá i pro zápis nekonečných množin zp̊usob, který je podobný zápisu
výčtem. Např́ıklad množinu všech kladných sudých č́ısel zaṕı̌seme {2, 4, 6, 8, . . . }.
Obecně tedy můžeme použ́ıt zápis {a1, a2, a3, a4, . . . }, pokud je z prvk̊u a1, a2, a3, a4

zřemá vlastnost charakterizuj́ıćı prvky popisované množiny. Poznamenejme také, že
prázdná množina se někdy zapisuje {}.
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Poznámka 2.2. Zápis výčtem prvk̊u svád́ı k tomu mluvit o prvńım prvku množiny,
druhém prvku množiny, atd. Např. u množiny {2, 4, 6, 8} máme tendenci ř́ıci, že 2
je prvńım prvkem, 4 druhým prvkem atd. My však v́ıme, že výrazy

”
prvńı prvek

množiny“,
”
druhý prvek množiny“ atd. nemaj́ı smysl. Množina je totiž dána jen t́ım,

jaké prvky obsahuje, ne jejich pořad́ım. Při zápisu výčtem se ale pořad́ı objevuje.
Správně bychom měli ř́ıci, že {2, 4, 6, 8} označuje množinu, v jej́ımž zápise výčtem,
který jsme použili, je prvek 2 na prvńım mı́stě, prvek 4 na druhém mı́stě atd. Stejnou
množinu můžeme zapsat výčtem a např. {4, 6, 2, 8}. V tomto zápise je prvek 2 na třet́ım
mı́stě.

Zápis výčtem svád́ı dále k tomu mluvit o tom, kolikrát se prvek v dané množině vysky-
tuje. Z technickým d̊uvod̊u je výhodné připustit, aby se prvky v zápisu výčtem opako-
valy. Můžeme např. napsat {2, 4, 6, 8, 2, 2, 4}. Takový zápis označuje stejnou množinu
jako {2, 4, 6, 8}. Stejnou množinu označuje i {6, 6, 6, 2, 4, 8}. Zálež́ı tedy jen na tom,
které prvky se v zápise vyskytuj́ı, nezálež́ı na počtu jejich výskytu. Nelze tedy např.
ř́ıci, že množina {2, 4, 6, 8, 2, 2, 4} obsahuje tři prvky 2. Můžeme jen ř́ıci, že v zápise
{2, 4, 6, 8, 2, 2, 4} se prvek 2 vyskytuje třikrát.

Poznámka 2.3. (1) Zápis {x ∈ A | ϕ(x)} označuje množinu {x | x ∈ A a ϕ(x)}. Je to
tedy zápis pomoćı charakteristické vlastnosti. Označ́ıme-li totiž ψ(x) vlastnost, kterou
prvek x splňuje, právě když patř́ı do A a splňuje ϕ(x), pak množina {x ∈ A | ϕ(x)} je
rovna množině {x | ψ(x)}. Např. množina {x ∈ Z | x ≤ 2} je množina {x | x ∈ Z a x ≤
2}, tj. množina všech celých č́ısel, která jsou nejvýše rovna 2.

(2) Často se také použ́ıvá zápis {ai | i ∈ I}. Přitom I je nějaká množina (ř́ıká se j́ı
indexová) a pro každý (index) i ∈ I je ai nějaký prvek. Pak {ai | i ∈ I} je množina

{x | existuje i ∈ I tak, že x = ai}.

{ai | i ∈ I} je tedy vlastně zápis pomoćı charakteristické vlastnosti, nebot’ označuje
množinu {x | ϕ(x)}, kde ϕ(x) je

”
existuje i ∈ I, tak, že x = ai“. Je-li každý prvek ai

množinou, nazývá se {ai | i ∈ I} indexovaný systém množin.

(3) Při zápise pomoćı charakteristické vlastnosti se při popisu vlastnosti ϕ(x) často
použ́ıvaj́ı obraty

”
pro každé y plat́ı, že . . .“ a

”
existuje y tak, že plat́ı . . .“. Jak je

běžné, budeme tyto obraty zkráceně zapisovat (po řadě) pomoćı
”
∀y . . .“ a

”
∃y . . .“ s

př́ıpadnými závorkami, které zajist́ı jednoznačný zp̊usob čteńı, popř. větš́ı srozumitel-
nost.

”
∀y ∈ Y . . .“ a

”
∃y ∈ Y . . .“ znamenaj́ı

”
pro každé y z množiny Y plat́ı, že . . .“

a
”
existuje y z množiny Y tak, že plat́ı . . .“. Např. množina {x | ∃y ∈ N : x = y2}

je množina prvk̊u x takových, že existuje přirozené č́ıslo y tak, že x = y2. Je to tedy
množina všech druhých mocnin přirozených č́ısel. V Kapitole ?? se s kvantifikátory a
jejich vlastnostmi seznámı́me podrobněji.

Př́ıklad 2.4. Pod́ıvejte se na následuj́ıćı množiny a jejich zápisy.

• {k | ∃n ∈ N : k = 2n} označuje množinu všech kladných mocnin č́ısla 2. Stejnou
množinu označuje {2, 4, 8, 16, . . . }.

• {k ∈ N | k 6= 1 a jestliže ∃m,n ∈ N : m · n = k, pak m = 1 nebo n = 1} označuje
množinu všech prvoč́ısel.

• {{a, b}, {a}, {1, 2, 3, {a, b}}} je množina, která má tři prvky. Tyto prvky samy, tj.
{a, b}, {a}, a {1, 2, 3, {a, b}}}, jsou opět množiny. {a, b} má dva prvky (a a b),
{a} má jeden prvek (a), {1, 2, 3, {a, b}}} má tři prvky (jsou to 1, 2, 3 a {a, b}).
Vid́ıme tedy, že množina může obsahovat prvek, který je sám množinou. Tento
prvek-množina sám může obsahovat prvky, které jsou množinami atd.
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• {∅} je jednoprvková množina. Jej́ım jediným prvkem je ∅ (prázdná množina).
Uvědomte si, že {∅} a ∅ jsou r̊uzné množiny ({∅} obsahuje jeden prvek, ∅ neobsa-
huje žádný). {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} je čtyřprvková množina. Jej́ı prvky jsou ∅,
{∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.

• Necht’ a1 = p, a2 = q, a3 = r, a4 = x, a5 = y, a6 = z, a7 = 1, a8 = r, I =
{1, 2, 3, 4}, J = {1, 2, 3, 7, 8}. Pak {ai | i ∈ I} je množina {p, q, r, x}, {ai | i ∈ J}
je množina {p, q, r, 1}.

• {2i | i ∈ N} je zápis typu {ai | i ∈ I}, ve kterém ai = 2i a I = N. Je to množina
všech kladných mocnin č́ısla 2.

Množina je pojem, který intuitivně použ́ıváme v běžném životě, chceme-li označit
několik objekt̊u najednou (

”
dát je do jednoho pytle“). Např. řekneme-li

”
eko- Pouhý množinový

zápis umožňuje
přehledně vyjádřit
strukturu, kterou
chceme zachytit.

nomické odděleńı“, mysĺıme t́ım vlastně množinu zaměstnanc̊u ekonomického
oděleńı. Množinový zápis také umožňuje jednoduše vyjádřit hierarchickou strukturu.
Předpokládejme pro jednoduchost, že v nemocnici pracuje ředitel (R), tři údržbáři
(U1, U2, U3), na odděleńı chirurgie dva lékaři (C1, C2) a tři sestry (CS1, CS2, CS3), na
anesteziologicko-resuscitačńım odděleńı dva lékaři (A1, A2) a dvě sestry (AS1, AS2), na
odděleńı interńım tř́ı lékaři (I1, I2, I3) a čtyři sestry (IS1, IS2, IS3, IS4). Pak strukturu
zaměstnanc̊u nemocnice popisuje jistým zp̊usobem např. množina

{{R}, {U1, U2, U3},
{{C1, C2, CS1, CS2, CS3}, {A1, A2, AS1, AS2}, {I1, I2, I3, IS1, IS2, IS3, IS4}}}.

Při tomto pohledu se d́ıváme takto: Zaměstnanci nemocnice jsou rozděleni
do třech skupin, a to {R} (vedeńı), {U1, U2, U3} (technický personál),
{{C1, C2, CS1, CS2, CS3}, {A1, A2, AS1, AS2}, {I1, I2, I3, IS1, IS2, IS3, IS4} (zdra-
votnický personál). Zdravotnický personál se dále děĺı na {C1, C2, CS1, CS2, CS3}
(chirurgické odděleńı), {A1, A2, AS1, AS2} (anesteziologicko-resuscitačńı odděleńı) a
{I1, I2, I3, IS1, IS2, IS3, IS4} (interńı odděleńı). Jiným zp̊usobem (vedeńı, technický
personál, lékaři, sestry) popisuje strukturu zaměstnanc̊u množina

{{R}, {U1, U2, U3},
{C1, C2, A1, A2, I1, I2, I3}, {CS1, CS2, CS3, AS1, AS2, IS1, IS2, IS3, IS4}}.

Pokud mluv́ıme o množině, jej́ıž prvky jsou opět množiny, ř́ıká se někdy mı́sto
”
množina

množin“ sṕı̌se
”
systém množin“ nebo

”
soubor množin“. Důvody k tomu jsou však jen

estetické (zvukomalebné,
”
množina množin“ nezńı dobře).

Poznámka 2.5. (1) Ne každou slovně popsanou vlastnost lze použ́ıt k zápisu množiny.
Uvažujme např. zápis {x | x je č́ıslo udávaj́ıćı ve stupńıch Celsia vysokou letńı teplotu Je-li vlastnost

ϕ(x) popsaná
slovně, nemuśı
být určitá, a pak
{x | ϕ(x)}
nepopisuje
množinu.

v Česku}. Problém je v tom, že pojem
”
vysoká letńı teplota v Česku“ neńı vymezen

tak, že by pro každá teplota bud’ byla nebo nebyla vysoká. Např. by teploty 30 stupň̊u
a v́ıce byly vysoké a teploty menš́ı než 30 stupň̊u vysoké nebyly. Pojem

”
vysoká letńı

teplota v Česku“ je totiž vágńı, určité teploty mu vyhovuj́ı lépe, určité h̊uře. Vágnost́ı se
zabývá tzv. fuzzy logika a fuzzy množiny. Fuzzy množina se od (klasické, tj.

”
nefuzzy“)

množiny lǐśı v zásadě v tom, že objekt do fuzzy množiny může patřit v určitém stupni,
např. 0 (v̊ubec nepatř́ı), 0.2 (patř́ı jen trochu), . . . , 1 (úplně patř́ı). Klasické množiny
lze chápat jako hraničńı př́ıpad fuzzy množin, kdy použ́ıváme pouze stupně 0 a 1.

(2) Př́ıstup k množinám, který zde představujeme, je tzv. naivńı (popř. intuitivńı).
Může však vést k zvláštńım situaćım, tzv. paradox̊um. Začátkem 20. stol. na ně upo-
zornil Bertrand Russel. Aby paradoxy odstranil, navrhl tzv. teorii typ̊u a na ńı vybu-
doval př́ıstup k množinám, ve kterém se paradoxy neobjevuj́ı. Jiný, později mnohem
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rozš́ı̌reněǰśı př́ıstup k množinám, ve kterém se paradoxy nevyskytuj́ı, nab́ıźı tzv. axio-
matická teorie množin. Pro naše účely a i v řadě jiných situaćı však postačuje naivńı
př́ıstup. Protože je také mnohem jednodušš́ı, z̊ustaneme u něj.

(3) Jedńım z nejznáměǰśıch paradox̊u naivńıho př́ıstupu k množinám je tzv. Russell̊uv Russell̊uv paradox
ukazuje meze
našeho př́ıstupu k
množinám.

paradox. Vypadá takto: Prvky množin mohou být opět množiny. Dále lze jistě uvažovat
vlastnost

”
x 6∈ x“ a množiny objekt̊u, které ji splňuj́ı. Označme ji N a nazvěme ji

množinou všech normálńıch množin, tj. x ∈ N , právě když x 6∈ x. Poznamenejme na
okraj, že všechny množiny, které jsme zat́ım viděli, byly normálńı. Protože N sama o
sobě množina, můžeme se zeptat, zda plat́ı N ∈ N , tj. zda N sama je normálńı. Je
jasné, že muśı být bud’ (a) N ∈ N , nebo (b) N 6∈ N . Zkusme ty možnosti rozebrat:
(a) Když N ∈ N , pak N splňuje vlastnost prvk̊u množiny N , tedy splňuje x 6∈ x,
tedy N 6∈ N . Naopak, když (b) N 6∈ N , pak protože N splňuje vlastnost x 6∈ x, je
dle definice normálńı a tedy patř́ı do množiny všech normálńıch množin, tedy patř́ı do
N , tedy N ∈ N . Vid́ıme tedy, že z N ∈ N plyne N 6∈ N a z N 6∈ N plyne N ∈ N ,
tedy N ∈ N plat́ı, právě když N 6∈ N . To je spor. Z přirozených předpoklad̊u jsme
přirozenými úvahami došli ke sporu, odtud název paradox. Russell̊uv paradox má řadu
populárńıch podob. Jednou z nich je tzv. paradox holiče: Ve městě je holič, který hoĺı
právě ty lidi, kteř́ı nehoĺı sami sebe. Otázka: Hoĺı holič sám sebe?

2.2.3 Vztahy mezi množinami

Základńı vztahy mezi množinami jsou rovnost (označujeme ji symbolem =) a inkluze
(označujeme ji symbolem ⊆). Jsou-li A a B množiny, pak A = B čteme

”
(množina) A Základńı vztahy

mezi množinami
jsou rovnost a
inkluze.

se rovná (množině) B“ a A ⊆ B čteme
”
(množina) A je podmnožinou (množiny) B“.

Přitom
A = B znamená, že pro každý x : x ∈ A, právě když x ∈ B

a
A ⊆ B znamená, že pro každý x : jestliže x ∈ A, pak x ∈ B.

Jinými slovy, A = B znamená, že množiny A a B obsahuj́ı stejné prvky (neexistuje
prvek, který by do jedné patřil ale do druhé ne). A ⊆ B znamená, že všechny prvky
množiny A jsou také prvky množiny B. A 6= B znamená, že neplat́ı A = B. A 6⊆ B
znamená, že neplat́ı A ⊆ B.

Všimněme si, že A = B plat́ı, právě když plat́ı zároveň A ⊆ B a B ⊆ A. Někdy je
výhodné psát A ⊂ B, abychom označili, že A ⊆ B a A 6= B. Dále si uvědomme, že pro
všechny množiny A,B,C je ∅ ⊆ A, A ⊆ A a že jestliže A ⊆ B a B ⊆ C, pak A ⊆ C.

Dokažme posledńı tvrzeńı. Předpokládejme, že A ⊆ B a B ⊆ C. Máme dokázat A ⊆ C,
tedy že pro každý x plat́ı, že když x ∈ A, pak x ∈ C. Zvolme tedy libovolný x a
předpokládejme, že x ∈ A. Chceme ukázat x ∈ C. Uděláme to následovně. Z x ∈ A a
z předpokladu A ⊆ B plyne, že x ∈ B. Dále z x ∈ B a z předpokladu B ⊆ C plyne
x ∈ C. Důkaz je hotov.

Právě dokázané tvrzeńı je velmi jednoduché. Je tak jednoduché, že má člověk sklon
ř́ıci

”
to je přece jasné, to neńı třeba dokazovat“. Tvrzeńı však mohou být složitěǰśı a

složitěǰśı (viz dále) tak, že už nebudou
”
přece jasná“. Dokázat dané tvrzeńı, tj. vyj́ıt z

předpoklad̊u a pomoćı jednoduchých úvah (a popř. i pomoćı známých tvrzeńı) doj́ıt z
předpoklad̊u k závěru daného tvrzeńı, je pak jediným zp̊usobem, jak se přesvědčit, že
tvrzeńı plat́ı. Ostatně uvědomme si, že i u velmi jednoduchých tvrzeńı je jediným ko-
rektńım zd̊uvodněńım d̊ukaz. Ř́ıci

”
to je přece jasné“ nemá jako argument žádnou váhu.

Za prvé, člověk se může splést (co, co se mu zdá jasné, tak ve skutečnosti nemuśı být).
Za druhé, a to je snad ještě d̊uležitěǰśı, argumentujeme-li pomoćı

”
to je jasné“, může

se nám stát, že pojmy, o kterých mluv́ıme, vlastně pořádně nechápeme, že je chápeme
jen povrchně, intuitivně. Umět dokázat i jednoduchá tvrzeńı (a tvrzeńı v̊ubec) je tedy i
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dobrý test, jestli věci rozumı́me (u složitěǰśıch tvrzeńı je dobré alespoň d̊ukaz si přeč́ıst
a pochopit). Tedy naše doporučeńı: Čtěte d̊ukazy a pokoušejte se je sami vymýšlet. To
je užitečný zvyk nejen pro diskrétńı matematiku. Naše zkušenost je následúıćı: Osvojit
si d̊ukazy (č́ıst je, ty jednoduché i sami formulovat) vyžaduje počátečńı časovou inves-
tici. Ta se ale vyplat́ı. Věcem lépe porozumı́te, začnou se zdát jednoduché a začnete
vidět souvislosti. Plat́ı to nejen pro matematiku a informatiku, ale i pro každou oblast,
ve které ze základńıch kamen̊u (pojmů, konstrukt̊u, princip̊u, . . . ) budujeme složitěǰśı
systém.

Př́ıklad 2.6. Plat́ı např.

• {2} = {n ∈ N | n je sudé prvoč́ıslo},

• ∅ = {k ∈ Z | ∃n ∈ N : 2k = 2n+ 1},

• {a, b, c, d} = {b, d, c, a}, {a, b, 1} = {1, a, a, b, b, b, 1},

• {a, b} ⊆ {a, b, c, d}, {a, b} ⊆ {1, 2, a, b},

• {a, {a, b}, {{a, 1}, b}} ⊆ {a, b, {a, b}, {a, b, 1}, {{a, 1}, b}},

• {a, b} 6⊆ {{a, b, c}}, {{a, 1}} 6⊆ {a, b, 1, {a}, {1}}.

Proč plat́ı {a, b} 6⊆ {{a, b, c}}, tj. proč {a, b} neńı podmnožinou {{a, b, c}}? Vždyt’

v {{a, b, c}} jsou všechny prvky, které jsou v {a, b} (pokušeńı které může plynout z
povrchńıho chápáńı ⊆). Zd̊uvodněńı: Např. pro prvek a je a ∈ {a, b}, ale a 6∈ {{a, b, c}}.

Pr̊uvodce studiem

Pod́ıvejte se znovu na Př́ıklad 2.6. Vztahy mezi množinami, které jsou v něm uve-
dené, a daľśı podobné vztahy byste měli umět bez problémů zd̊uvodnit. Tak si
ověř́ıte, že těm úplně základńım věcem rozumı́te. Tady i na jiných mı́stech v textu
plat́ı, že skoro nemá smysl č́ıst text dál, dokud vám nebude jasné (tj. dokud nebudete
umět pomoćı definic zd̊uvodnit), proč např. plat́ı {{a}} ⊆ {{a}, {b}} a proč neplat́ı
{{a}} ⊆ {{a, b}}. Než tyto věci začnete jasně chápat a vidět, může to chv́ıli trvat.
Ten čas se vám ale vrát́ı. Zd̊uvodněte např., proč je x ∈ A, právě když {x} ⊆ A.

Množina, jej́ımiž prvky jsou právě všechny podmnožiny dané množiny X, se nazývá
potenčńı množina množiny X a znač́ı se 2X . Tedy Potenčńı

množina množiny
X je množina
všech podmnožin
množiny X.

2X = {A | A ⊆ X}.

Vezměme např. X = {a, b}. X má čtyři podmnožiny. Jsou to ∅ (ta je podmnožinou
každé množiny), {a}, {b} a {a, b} (množina je podmnožino sebe samé). Tedy 2X =
{∅, {a}, {b}, {a, b}}.

Př́ıklad 2.7. • Pro X = {a} je 2X = {∅, {a}},

• pro X = {1, 2, 3} je 2X = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}},

• pro X = ∅ je 2X = {∅} (to si promyslete: jedinou podmnožinou množiny ∅ je ∅),

• pro X = {a, {a}} je 2X = {∅, {a}, {{a}}, {a, {a}}}.

Věta 2.8. Je-li X konečná, pak |2X | = 2|X|. Tedy potenčńı množina n prvkové množiny
má právě 2n prvk̊u.
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D̊ukaz. Necht’ X = {x1, . . . , xn}. Každou podmnožinu A množiny X můžeme zřejmě
reprezentovat posloupnost́ı b1 . . . bn, kde bi = 1, když xi ∈ X, a bi = 0, když xi 6∈ X.
Např́ıklad pro X = {x1, x2, x3} a A = {x1, x3} je b1b2b3 = 101. Podmnožin A je zřejmě
právě tolik jako všech posloupnost́ı b1 . . . bn nul a jedniček. Těch je 2n, protože b1 může
mı́t dvě hodnoty, nezávisle na tom b2 dvě hodnoty, atd. To je celkem 2 · · · · · 2 (n krát),
tedy 2n, možnost́ı.

2.2.4 Operace s množinami

Se skupinami objekt̊u provád́ıme v běžném životě r̊uzné operace. Např. řekneme
”
sa-

mostatnost a logické uvažováńı jsou společné vlastnosti Jany a Aleny“. Z množinového
pohledu t́ım mysĺıme následuj́ıćı. Jana i Alena maj́ı nějaké vlastnosti. Množinu rys̊u
Jany označme J , množinu rys̊u Aleny označme A. Množiny J a A jsou r̊uzné, např.
označuje-li m vlastnost

”
je dobrá v matematice“, může být m ∈ J (Jana je dobrá v

matematice), ale m 6∈ A (Alena neńı dobrá v matematice). Označme s a l vlastnosti

”
samostatnost“ a

”
logické uvažováńı“. Označme dále J ∩ A množinu vlastnost́ı, které

patř́ı do J i do A. Pak
”
samostatnost a logické uvažováńı jsou společné vlastnosti Jany

a Aleny“ vlastně znamená s ∈ J ∩A a l ∈ J ∩A.

Mezi základńı operace s množinami, se kterými se seznámı́me, patř́ı pr̊unik (znač́ı se
∩), sjednoceńı (znač́ı se ∪) a rozd́ıl (znač́ı se −). Jsou-li A a B množiny, definujeme Základńı operace

s množinami jsou
pr̊unik,
sjednoceńı a
rozd́ıl.

množiny A ∩B, A ∪B a A−B předpisy

A ∩B = {x | x ∈ A a x ∈ B},
A ∪B = {x | x ∈ A nebo x ∈ B},
A−B = {x | x ∈ A a x 6∈ B}.

Tedy x patř́ı do A ∩B, právě když x patř́ı do A i do B; x patř́ı do A ∪B, právě když
x patř́ı do A nebo do B; x patř́ı do A−B, právě když x patř́ı do A, ale nepatř́ı do B.

Př́ıklad 2.9. • Pro A = {a, b, e}, B = {b, c, d} je A∩B = {b}, A∪B = {a, b, c, d, e},
A−B = {a, e},

• pro A = {1, 2, a, b}, B = {1, a} je A ∩ B = {1, a}, A ∪ B = {1, 2, a, b}, A − B =
{2, b}, B −A = ∅,

• Pro A = {a}, B = {b, {a}} je A ∩B = ∅, A ∪B = {a, b, {a}},

• pro A = {∅, a, {a}, {a, b}}, B = {b, {a, {b}}} je A ∩ B = ∅, A ∪ B =
{∅, a, {a}, {a, b}, b, {a, {b}}}, A−B = A, B −A = B.

Množiny A a B se nazývaj́ı (navzájem) disjunktńı, právě když A∩B = ∅. Např. množiny
{a, b, c, d} a {1, 2, 3} jsou disjunktńı, množiny {a, b, 1} a {1, 2, a} disjunktńı nejsou.

Často uvažujeme jednu množinu X, které ř́ıkáme univerzum (obor našich úvah) a pra-
cujeme jen s množinami, které jsou podmnožinami X. Např. uvažujeme univerzum X
všech občan̊u České republiky a potom pracujeme s jeho podmnožinami (např. množina
dět́ı z X, množina zaměstnaných, množina d̊uchodc̊u apod.). Je-li dáno nějaké univer-
zum X a množina A ⊆ X, pak doplněk (někdy také komplement) množiny A je množina
X −A a znač́ıme ji A. Např. pro X = {a, b, c, d, e} je {a, c} = {b, d, e}.

Je-li A = {Bi | i ∈ I} množina, jej́ıž prvky jsou opět množiny (tedy A je systém
množin), definujeme sjednoceńı

⋃
A, a to vztahem⋃

A = {x | ∃i ∈ I : x ∈ Bi}.

Tedy x ∈
⋃
A, právě když x patř́ı do nějaké množiny, která je prvkem A. Např́ıklad⋃

{{a, b, c}, {a, 1}, {1, 2}} = {a, b, c, 1, 2}.
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A
B A B

A = B
A B

Obrázek 1: Vennovy diagramy.

Analogicky definujeme pr̊unik systému množin, tedy⋂
A = {x | ∀i ∈ I : x ∈ Bi}.

Je např́ıklad
⋂
{{a, b, c}, {a, 1}, {1, 2}} = {a}. Vennovy

diagramy slouž́ı
ke grafické
ilustraci množin.

Pr̊uvodce studiem

Operace a základńı vztahy mezi množinami můžeme ilustrovat pomoćı tzv. Ven-
nových diagram̊u3. Množiny se znázorňuj́ı (jsou reprezentovány) v rovině jako
obrazce ohraničené uzavřenými křivkami (kružnice, ovály apod.). Přitom jedna
množina může být reprezentována několika obrazci, které se neprot́ınaj́ı, popř. se
jen dotýkaj́ı. Prvky množiny jsou ty body roviny, které se nacházej́ı uvnitř od-
pov́ıdaj́ıćıho obrazce (popř. se některé prvky v obrazci explicitně vyznač́ı kř́ıžkem).
Ke každému obrazci se naṕı̌se symbol odpov́ıdaj́ıćı množiny. Pod́ıvejte se na Obr. 1.
Každá ze čtyř situaćı (vlevo dole, vpravo dole, vpravo nahoře, vlevo nahoře)
znázorňuje dvě množiny, A a B. Pro situaci vlevo dole je A = B, vpravo dole
jsou A a B disjunktńı, vpravo nahoře A a B disjunktńı nejsou, vlevo nahoře je
A ⊆ B. Množina A ∩ B je reprezentována obrazcem, který je roven společné části
obrazce reprezentuj́ıćıho A a obrazce reprezentuj́ıćıho B. Množina A ∪ B je repre-
zentována obrazcem, který je dán sloučeńım obrazce reprezentuj́ıćıho A a obrazce
reprezentuj́ıćıho B. Fakt A ⊆ B odpov́ıdá situaci, kdy obrazec reprezentuj́ıćı A je
obsažen v obrazci reprezentuj́ıćım B.

Vennovy diagramy umožňuj́ı názornou představu. Lze pomoćı nich znázornit
množiny, jejichž prvky můžeme chápat jako dvourozměrné. Některé množiny tak
znázornit nemůžeme.

Pod́ıvejme se ted’ na některé základńı vlastnosti.

Věta 2.10. Pro množiny A,B,C plat́ı

A ∩ ∅ = ∅, A ∪ ∅ = A

A ∪A = A, A ∩A = A

A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

A ∪ (A ∩B) = A, A ∩ (A ∪B) = A
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Před d̊ukazem si uvědomme následuj́ıćı. Máme-li dokázat A = B, máme podle definice
dokázat, že pro libovolný prvek x je x ∈ A, právě když x ∈ B. To lze dále rozložit na
ověřeńı toho, že z x ∈ A plyne x ∈ B a že z x ∈ B plyne x ∈ A. Pojd’me na d̊ukaz
Věty 2.10.

D̊ukaz. A ∩ ∅ = ∅: Zvolme libovolný x. Je x ∈ A ∩ ∅, právě když (podle definice ∩)
x ∈ A a x ∈ ∅. Protože x ∈ ∅ je vždy nepravdivé, je vždy nepravdivý i výrok x ∈ A a
x ∈ ∅. Máme tedy dále x ∈ A a x ∈ ∅, právě když x ∈ ∅. Celkem tedy máme x ∈ A∩∅,
právě když x ∈ ∅, což dokazuje A ∩ ∅ = ∅.

A ∪ ∅ = A: x ∈ A ∪ ∅, právě když (podle definice ∪) x ∈ A nebo x ∈ ∅, právě když
(protože x ∈ ∅ je vždy nepravdivé) x ∈ A.

A ∪A = A: x ∈ A ∪A, právě když x ∈ A nebo x ∈ A, právě když x ∈ A.

A∩A = A: Podobně jako předchoźı, x ∈ A∩A, právě když x ∈ A a x ∈ A, právě když
x ∈ A.

A ∪ B = B ∪ A: x ∈ A ∪ B, právě když x ∈ A nebo x ∈ B, právě když x ∈ B nebo
x ∈ A, právě když x ∈ B ∪A.

A ∩B = B ∩A: Podobně jako předchoźı.

(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C): x ∈ (A ∪ B) ∪ C, právě když x ∈ (A ∪ B) nebo x ∈ C,
právě když (x ∈ A nebo x ∈ B) nebo x ∈ C, právě když (podle pravidel výrokové
logiky) x ∈ A nebo (x ∈ B nebo x ∈ C), právě když x ∈ A nebo x ∈ B∪C, právě když
x ∈ A ∪ (B ∪ C).

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C): Podobně jako předchoźı.

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C): x ∈ A ∩ (B ∪ C), právě když x ∈ A a x ∈ B ∪ C,
právě když x ∈ A a (x ∈ B nebo x ∈ C), což je podle pravidel výrokové logiky právě
když (x ∈ A a x ∈ B) nebo (x ∈ A a x ∈ C), právě když x ∈ A ∩ B nebo x ∈ A ∩ C,
právě když x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C): Podobně jako předchoźı.

A ∪ (A ∩ B) = A: x ∈ A ∪ (A ∩ B), právě když x ∈ A nebo (x ∈ A a x ∈ B)), což je
podle pravidel výrokové logiky právě když x ∈ A.

A ∩ (A ∪B) = A: Podobně jako předchoźı.

Vid́ıme tedy, že řadu vlastnost́ı operaćı s množinami dostaneme jednoduše z od-
pov́ıdaj́ıćıch pravidel výrokové logiky. Pod́ıvejme se ještě jednou na d̊ukaz tvrzeńı
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C). Z výrokové logiky v́ıme, že formule p ∧ (q ∨ r)
je ekvivalentńı formuli (p ∧ q) ∨ (p ∧ r), tj. tyto formule maj́ı při každém ohodnoceńı
stejnou pravdivostńı hodnotu. Vezmeme-li ohodnoceńı, které výrokovým symbol̊um p,
q a r přǐrazuj́ı po řadě pravdivostńı hodnoty tvrzeńı x ∈ A, x ∈ B, x ∈ C, pak při
tomto ohodnoceńı má formule p ∧ (q ∨ r) stejnou pravdivostńı hodnotu jako tvrzeńı
x ∈ A∩ (B ∪C) (pod́ıvejte se do výše napsaného d̊ukazu) a formule (p∧ q)∨ (p∧ r) má
stejnou pravdivostńı hodnotu jako tvrzeńı x ∈ (A∩B)∪(A∩C). Proto je x ∈ A∩(B∪C),
právě když x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C), tedy A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Pr̊uvodce studiem

Jedńım z jednoduchých ale užitečných př́ınos̊u teorie množin je, že nám dává
prostředky jednoduše a jednoznačně se vyjadřovat. Bez množinového formalismu
bychom vše museli vyjadřovat opisem. K jednoduchosti: Zkuste např. opisem (tj.
v přirozeném jazyku, bez množinového formalismu) popsat množinu (A ∩ (B ∪
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(A ∩ D))) ∪ (B ∪ E). K jednoznačnosti: Řekneme-li
”
seskupeńı sudých a lichých

č́ısel“, máme nejsṕı̌s na mysli sjednoceńı množiny sudých a množiny lichých č́ısel.
Řekneme-li ale

”
soubor malých a zelených muž́ıčk̊u“, máme asi na mysli soubor

těch muž́ıčk̊u, kteř́ı jsou zároveň maĺı a zeleńı (pr̊unik množiny malých muž́ıčk̊u a
množiny zelených muž́ıčk̊u), ale můžeme mı́t na mysli i soubor těch muž́ıčk̊u, kteř́ı
jsou maĺı nebo zeleńı (sjednoceńı množiny malých muž́ıčk̊u a množiny zelených
muž́ıčk̊u). Co přesně máme na mysli, vyplývá z kontextu nebo to muśıme upřesnit.
Množinový formalismus je naproti tomu jednoznačný.

Shrnut́ı

Množiny, relace a funkce patř́ı k základńım pojmům matematiky. Množina je matema-
tický pojem, který je protěǰskem běžně použ́ıvaného pojmu soubor, seskupeńı apod.
Relace je protěǰskem pojmu vztah. Funkce je protěǰskem pojmu přǐrazeńı.
Množina je dána t́ım, jaké prvky obsahuje. Speciálńı množinou je prázdná množina, ta
neobsahuje žádný prvek. S množinami můžeme provádět r̊uzné operace. Mezi základńı
patř́ı pr̊unik, sjednoceńı a rozd́ıl. Základńı vztah mezi množinami je vztah inkluze (být
podmnožinou). Množiny zapisujeme nejčastěji výčtem prvk̊u nebo udáńım charakteris-
tické vlastnosti.

Pojmy k zapamatováńı

• množina,

• inkluze,

• pr̊unik, sjednoceńı, rozd́ıl,

• potenčńı množina.

Kontrolńı otázky

1. M̊uže množina obsahovat daný prvek v́ıce než jedenkrát? Proč? Jsou množiny
{a, b} a {b, a} r̊uzné? Proč?

2. Jaké znáte zp̊usoby zápisu množin? Jsou množiny {x ∈ R | x2 < 0} a {x ∈ N |
x4 < 0} stejné? Je některá z nich rovna ∅?

3. Plat́ı, že když A ⊆ B, pak |A| = |B|? Co je to potenčńı množina dané množiny?
Existuje množina, jej́ı̌z potenčńı množina je prázdná?

4. Jaké znáte množinové operace? Jaká je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby
A ∩X = A? Jaká pro A ∪X = A?

Cvičeńı

1. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı?

a) ∅ ⊆ ∅
b) ∅ ∈ ∅
c) {a} ∈ {a, b, c}
d) {a} ∈ {{a, b}, c}
e) {a, b} ⊆ {a, {a, b}}
f) {a, b} ⊆ {a, b, {a, b}}
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g) A ∈ P (A)

2. Necht’ A = {a, 1, {a, b}}, B = {2, a, {a}}, C = {∅, 2, 3, {a, b}}. Určete A ∪ B,
A ∩ C, C −A, P (B).

3. Necht’ A = {a, {b}}, B = {a, b, {a, b}}. Určete B ∩ P (A), (A×B) ∩ (B ×A).

4. Určete P (∅), P ({∅}), P ({1}), P ({{∅}}), P ({∅, {∅}}).
5. Definujme operaci ⊕ vztahem

A⊕B = (A ∪B)− (A ∩B).

Zjistěte, zda plat́ı následuj́ıćı vztahy (vztahy dokažte nebo nalezněte pro-
tipř́ıklady.)

a) A⊕A = A

b) A⊕ (B ∩ C) = (A⊕B) ∩ (A⊕ C)

c) A ∩ (B ⊕ C) = (A ∩B)⊕ (A ∩ C)

d) A⊕ (A⊕A) = A

e) A ⊆ B ⇒ A⊕ C ⊆ B ⊕ C
6. Najděte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby a) A ⊕ B = A ∪ B, b)
A⊕B = A.

7. Najděte př́ıklady množin A,B,C tak, aby platilo

a) A ∩B = C ∩B, ale A 6= C 6= ∅
b) A ∩B ⊂ A ∩ C, ale B 6⊆ C
c) A ∪B = C ∪B, ale A 6= C

d) A ∪B ⊂ A ∪ C, ale B 6⊆ C
8. Necht’ pro množiny A,B,C plat́ı B ⊂ A ⊂ C. Určete množinu X, pro kterou
A−X = B a A ∪X = C.

Úkoly k textu

1. Zd̊uvodněte (přesně podle definice), proč je prázdná množina podmnožinou každé
množiny.

2. Může mı́t potenčńı množina množiny A méně prvk̊u než množina A? Může jich
mı́t stejně? Může jich mı́t v́ıce?

3. Jaké vztahy plat́ı mezi množinou A a 2A?

Řešeńı

1. a) ano, b) ne, c) ne, d) ne, e) ne, f) ano, g) ano.

2. A ∪ B = {a, 1, 2, {a}, {a, b}}, A ∩ C = {{a, b}}, C − A = {∅, 2, 3}, P (B) =
{∅, {2}, {a}, {{a}}, {2, a}, {2, {a}}, {a, {}}, {2, a, {a}}}.

3. B ∩ P (A) = ∅, (A×B) ∩ (B ×A) = {〈a, a〉}.
4. P (∅) = {∅}, P ({∅}) = {∅, {∅}}, P ({1}) = {1, {1}}, P ({{∅}}) = {{{∅}}, ∅},
P ({∅, {∅}}) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.

5. a) ne, b) ano, c) ano, d) ano, e) ne

6. a) A ∩B = ∅, b) B = ∅.
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7. a) A = {a, b, c}, B = {a, c, d}, C = {a}, b) A = {a}, B = {a, b}, C = {a, c}, c)
A = {a}, B = {a, b, c}, C = {c}, d) A = {a, b}, B = {a, c}, C = {b, c, d}.

8. X = C −B (jiné nejsou).

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitol 2.3 a 2.4 by student měl rozumět pojmům relace
a funkce. Měl by znát základńı operace a vztahy definované nad těmito pojmy. Student
by měl tyto pojmy znát aktivně, měl by umět samostatně dokázat jednoduchá tvrzeńı,
hledat př́ıklady a protipř́ıklady.

Kĺıčová slova: kartézský součin, relace, reprezentace relaćı, inverzńı relace, skládáńı
relaćı, funkce, injekce, surjekce, bijekce, princip indukce.

2.3 Relace

2.3.1 Pojem relace

Pojem relace je matematickým protěǰskem běžně použ́ıvaného pojmu vztah. Různé ob-
jekty jsou nebo nejsou v r̊uzných vztaźıch. Např. č́ıslo 3 je ve vztahu

”
být menš́ı“

s č́ıslem 5, ne však s č́ıslem 2. Karel Čapek byl ve vztahu
”
být bratrem“ s Josefem

Čapkem. Tři body v rovině mohou být ve vztahu
”
ležet na jedné př́ımce“.

Všimněme si, č́ım je vztah určen. Za prvé je to tzv. arita vztahu, tj. č́ıslo udávaj́ıćı
počet objekt̊u, které do vztahu vstupuj́ı. Např. do vztahu

”
být bratrem“ vstupuj́ı dva

objekty, ten vztah je binárńı, do vztahu
”
ležet na jedné př́ımce“ vstupuj́ı tři objekty,

ten vztah je ternárńı. Za druhé jsou to množiny, jejichž prvky do vztahu vstupuj́ı. Např.
do vztahu

”
být bratrem“ vstupuj́ı dva objekty, prvńı je z množiny X1 lid́ı, druhý je z

množiny X2 lid́ı. V tomto př́ıpadě jsou X1 a X2 stejné, tj. X1 = X2. To tak ale nemuśı
být. Uvažujme např. vztah

”
mı́t“ mezi množinou X1 nějakých objekt̊u a množinou X2

nějakých atribut̊u. V tomto př́ıpadě je obecně X1 6= X2, např. X1 = {pes, kočka, běhat,
st̊ul, rychlý, zelený, č́ıst} a X2 = {

”
je podstatné jméno“,

”
je sloveso“}. Je-li dána arita

n a př́ıslušné množiny X1, . . . , Xn, vztah je potom určen t́ım, které prvky x1 z X1, . . . ,
xn z Xn v tom vztahu jsou a které ne. To nás přivád́ı k pojmu relace.

Základńım pojmem je pojem uspořádané n-tice prvk̊u. Uspořádaná n-tice objekt̊u
x1, . . . , xn (v tomto pořad́ı) se označuje 〈x1, . . . , xn〉. Prvek xi (1 ≤ i ≤ n) se nazývá
i-tá složka dané n-tice. Rovnost definujeme tak, že 〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , ym〉, právě
když n = m a x1 = y1, . . . , xn = yn. n-tice a m-tice jsou si tedy rovny, právě když
maj́ı stejný počet složek a odpov́ıdaj́ıćı si složky jsou stejné.

Definice 2.11. Kartézský součin množin X1, . . . , Xn je množina X1 × · · · ×Xn defi-
novaná předpisem

X1 × · · · ×Xn = {〈x1, . . . , xn〉 | x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn}.
Kartézský součin
n množin je
množina všech
uspořádaných
n-tic prvk̊u z
těchto množin.

Je-li X1 = · · · = Xn = X, pak X1×· · ·×Xn znač́ıme také Xn (n-tá kartézská mocnina
množiny X). Uspořádanou 1-tici 〈x〉 obvykle ztotožňujeme s prvkem x (tj. 〈x〉 = x).
Potom X1 je vlastně množina X.

Př́ıklad 2.12. • Pro A = {a, b, c}, B = {1, 2} je A × B =
{〈a, 1〉 , 〈a, 2〉 , 〈b, 1〉 , 〈b, 2〉 , 〈c, 1〉 , 〈c, 2〉}, B2 = {〈1, 1〉 , 〈1, 2〉 , 〈2, 1〉 , 〈2, 2〉},

• pro A = {{a}, b}, B = {1} je A×B = {〈{a}, 1〉 , 〈b, 1〉},

• pro A = {∅, {∅}}, B = {∅} je A×B = {〈∅, ∅〉 , 〈{∅}, ∅〉},

• pro A = {1, 2}, B = {b} je A×B ×A = {〈1, b, 1〉 , 〈1, b, 2〉 , 〈2, b, 1〉 , 〈2, b, 2〉},
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• pro A = ∅, B = {1, 2, 3} je A×B = ∅ (neexistuje totiž uspořádaná dvojice 〈x, y〉
tak, aby x ∈ A a y ∈ B).

Můžeme přistoupit k definici pojmu relace.

Definice 2.13. Necht’ X1, . . . , Xn jsou množiny. Relace mezi X1, . . . , Xn je libovolná
podmnožina kartézského součinu X1 × · · · ×Xn.

Relace mezi
množinami
X1, . . . , Xn je
podmnožina
kartézského
součinu
X1 × · · · ×Xn.

Poznámka 2.14. (1) Č́ıslu n ř́ıkáme arita relace R, R se nazývá n-árńı. Je-li X1 =
· · · = Xn = X, nazývá se R také n-árńı relace v množině X. Pro n = 1, 2, 3, 4 se mı́sto
n-árńı použ́ıvá také unárńı, binárńı, ternárńı, kvaternárńı. To, že R je unárńı relace v
X, vlastně znamená, že R ⊆ X.

(2) O prvćıch x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn ř́ıkáme, že jsou (v tomto pořad́ı) v relaci R, pokud
〈x1, . . . , xn〉 ∈ R.

Relace je tedy množina sestávaj́ıćı z n-tic prvk̊u př́ıslušných množin. Obsahuje ty n-tice
〈x1, . . . , xn〉, které mezi sebou maj́ı zamýšlený vztah. Ty, které zamýšlený vztah nemaj́ı,
neobsahuje. Běžně použ́ıvaný, avšak jen intuitivně chápaný, pojem vztah je tedy po-
jmem relace matematizován. Pojem relace je přitom založen na pojmech množina a
uspořádaná n-tice.

Př́ıklad 2.15. (1) Pro X = {a, b, c}, Y = {1, 2, 3, 4} jsou {〈a, 2〉 , 〈a, 3〉 , 〈b, 1〉 , 〈c, 1〉},
{〈a, 2〉}, ∅, X×Y binárńı relace mezi X a Y . {〈a, b, 2, 4, c〉 , 〈a, a, 2, 2, a〉} je relace mezi
X,X, Y, Y,X. {〈a, 1〉 , 〈2, c〉} neńı binárńı relace mezi X a Y , protože dvojice 〈2, c〉
nepatř́ı do kartézského součinu X × Y .

(2) Předpokládejme, že na rodinné oslavě jsou Adam (A), Bedřich (B), Cyril (C),
Dominik (D), Egon (E), Marta (M), Nad’a (N), Olga (O), Pavla (P) a Radka (R).
Přitom Adam je synem Cyrila a Marty, Cyril je synem Egona a Olgy, Pavla je dcerou
Dominka, Egon je synem Adama a Radky. Určete binárńı relaci R, která odpov́ıdá
vztahu

”
X je d́ıtětem Y“, a ternárńı relaci S, která odpov́ıdá vztahu

”
X je d́ıtětem Y

a Z“, kde Y je otec a Z je matka.

Jde o relace na množině {A, B, C, D, E, M, N, O, P, R}. R bude obsahovat všechny
uspořádané dvojice 〈x, y〉 takové, že x je d́ıtětem y. Tedy

R = {〈A,C〉 , 〈A,M〉 , 〈C,E〉 , 〈C,O〉 , 〈P,D〉 , 〈E,A〉 , 〈E,R〉}

a
S = {〈A,C,M〉 , 〈C,E,O〉 , 〈E,A,R〉}.

(3) Plat́ı-li nav́ıc, že C je manželem M, E je manželem O a A je manželem R, můžeme
uvažovat binárńı relaci T mezi množinou X = {A, B, C, D, E} muž̊u a množinou Y = {
M, N, O, P, R} žen, tj. T ⊆ X × Y , která odpov́ıdá vztahu

”
být manželem“. Pak bude

T = {〈C,M〉 , 〈E,O〉 , 〈A,R〉}.

(4) Zapǐste jako binárńı relaci vztah dělitelnosti (tj.
”
x děĺı y“ znamená, že existuje

celé č́ıslo k tak, že x · k = y) na množině X = {2, . . . , 10}.

Označme př́ıslušnou relaci D. Je tedy D ⊆ X ×X, konkrétně

D = {〈2, 2〉 , 〈2, 4〉 , 〈2, 6〉 , 〈2, 8〉 , 〈2, 10〉 , 〈3, 6〉 , 〈3, 9〉 , 〈4, 8〉 , 〈5, 10〉}.
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př́ıjmeńı jméno narozeńı vzděláńı funkce

Adam Jǐŕı 1976 SŠ prodejce

Kos Jan 1961 VŠ projektant

Malá Magda 1955 SŠ sekretářka

Rychlý Karel 1967 VŠ ředitel
...

...
...

...
...

Zahradńık Milan 1950 ZŠ technik

Tabulka 11: Databáze z Př́ıkladu 2.16.

Pr̊uvodce studiem

Zastavme se u pojmu relace. Podle definice 2.13 je relace podmnožina kartézského
součinu. Dává to smysl? Relace má být matematickým protěǰskem pojmu vztah,
který je přece každému jasný. Naproti tomu

”
podmnožina kartézského součinu“

zńı nepř́ıstupně a zbytečně komplikovaně. Pokud souhlaśıte s předchoźımi dvěma
větami, bude nejlepš́ı, když si zkuśıte sami navrhnout definici pojmu relace. Uvid́ıte,
jestli přijdete na něco lepš́ıho než je definice 2.13. Přitom ale dodržte

”
pravidla

hry“: Vaše definice muśı být jednoznačná (tj. muśı být založana na jednoznačně
definovaných pojmech) a muśı být tak obecná, aby odpov́ıdala pojmu vztah (tj.
nemůžete se např. omezit jen na binárńı relace). Např. definice

”
Relace je dána t́ım,

které prvky jsou v relaci se kterými.“ neobstoj́ı. Je značně neurčitá a nav́ıc je to
definice kruhem (v definici pojmu relace se odkazujeme na pojme relace). Zkuste
si představit, že podle této definice máte rozhodnout, zde něco je nebo neńı relace.
Že je třeba, aby definice relace byla jednoznačná a jednoduchá vynikne nejlépe,
když si uvědomı́me, že relace můžeme cht́ıt zpracovávat poč́ıtačem (a poč́ıtačových
aplikaćı založených na relaćıch je celá řada). Předkládáme-li nejednoznačnou definici
člověku, může nám to proj́ıt, ten člověk si definici třeba domysĺı. U poč́ıtače nám
to neprojde, poč́ıtač si nic nedomysĺı. Kromě toho, jednoznačnost a jednoduchost
definice patř́ı k základ̊um kultury vyjadřováńı nejen v matematice. Nejste-li tedy
spokojeni s Definićı 2.13, zkuste ted’ sami navrhnout lepš́ı a pak pokračujte ve čteńı.

Porovnejte nyńı váš návrh s Definićı 2.13 (nejlépe s kolegy nebo učitelem). Pokud
jste lepš́ı definici nevymysleli, vrat’te se k Definici 2.13 a znovu ji posud’te.

Př́ıklad 2.16. Pojem relace má ústředńı roli v tzv. relačńım databázovém modelu,
který navrhl E. F. Codd.4 Tzv. relačńı pohled na databáze spoč́ıvá v tom, že databázi,
resp. databázovou tabulku, chápeme jako relaci. Např. databázi znázorněnou tab. 11,
která obsahuje v řádćıch informace o zaměstnanćıch, můžeme chápat jako 5-árńı relaci
R mezi množinami (těm se v databáźıch ř́ıká domény) D1 = {Adam, Kos, Malá, Rychlý,
. . . }, D2 = {Jǐŕı, Jan, Magda, Karel, . . . }, D3 = {n ∈ N | 1900 ≤ n ≤ 2004},
D4 = {ZŠ, SOU, SŠ, VŠ}, D5 = {prodejce, projektant, sekretářka, ředitel, . . . }, tedy
R ⊆ D1 × D2 × D3 × D4 × D5. Relace R je dána záznamy (řádky) v databázi, takže
např. 〈 Adam, Jǐŕı, 1976, SŠ, prodejce〉 ∈ R. Je tedy:

R = {〈Adam, Jǐŕı, 1976, SŠ, prodejce〉, 〈Kos, Jan, 1961, VŠ, projektant〉,
〈Malá, Magda, 1955, SŠ, sekretářka〉, 〈Rychlý, Karel, 1967, VŠ, ředitel〉,
...

〈Zahradńık, Milan, 1950, ZŠ, technik〉}

V relačńıch databáźıch jsou zavedeny i jiné operace než ty, které zavedeme my. Tyto

4Pěkně je o tom napsáno v knize C. J. Date: The Database Relational Model: A Retrospective
Analysis. Addison Wesley, Reading, MA, 2001.
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R 1 2 3 4

a × × ×
b × ×
c ×

Tabulka 12: Tabulka popisuj́ıćı binárńı relaci R mezi X = {a, b, c} a Y = {1, 2, 3, 4}.

operace slouž́ı k manipulaci a zpř́ıstupňováńı dat v databázi a čtenář se s nimi může
seznámit téměř v každé učebnici databázových systémů.

2.3.2 Vztahy a operace s relacemi

Relace jsou množiny (relace je podmnožina kartézského součinu). Proto s nimi lze
provádět množinové operace (∩, ∪, −) a lze na ně aplikovat vztah inkluze (⊆). Relace jsou

speciálńı
množiny, a proto
s nimi m̊užeme
provádět všechny
množinové
operace.

Př́ıklad 2.17. (1) Mějme X = {a, b, c}, Y = {1, 2, 3, 4} a uvažujme binárńı relace
R = {〈a, 1〉 , 〈a, 4〉 , 〈c, 2〉 , 〈c, 3〉 , 〈c, 4〉}, S = {〈a, 2〉 , 〈a, 3〉 , 〈a, 4〉 , 〈b, 1〉 , 〈b, 3〉}, T =
{〈a, 4〉 , 〈c, 4〉} mezi X a Y . Pak je např.

R ∩ S = {〈a, 4〉},
R ∪ S = {〈a, 1〉 , 〈a, 2〉 , 〈a, 3〉 , 〈a, 4〉 , 〈b, 1〉 , 〈b, 3〉 , 〈c, 2〉 , 〈c, 3〉 , 〈c, 4〉}.

Dále je T ⊆ S, R 6⊆ S apod.

(2) Necht’ ≤ je relace uspořádáńı a | relace dělitelnosti na množině N přirozených č́ısel.
Tedy 〈k, l〉 ∈≤, právě když k je menš́ı nebo rovno l, a 〈k, l〉 ∈ |, právě když l je dělitelné
č́ıslem k (v tomto př́ıpadě, jako i u jiných př́ıpad̊u binárńıch relaćı, běžně použ́ıváme
tzv. infixovou notaci, tj. ṕı̌seme k ≤ l a k|l). Pak | ⊆≤, tj. relace | je podmnožinou
relace ≤. To vlastně znamená, že pro všechna přirozená č́ısla k, l ∈ N plat́ı, že když k|l,
pak k ≤ l.
(3) Jsou-li R1 a R2 relace popisuj́ıćı nějaké databázové tabulky (viz Př́ıklad 2.16), pak
R1∪R2 je relace popisuj́ıćı databázovou tabulku, která vznikne sloučeńım (zřetězeńım)
výchoźıch tabulek (přesně vzato, sloučeńım a vymazáńım duplicitńıch výskyt̊u da-
tabázových řádk̊u). R1 ∩R2 je relace, která popisuje společné položky obou tabulek.

2.3.3 Operace s binárńımi relacemi

S relacemi však lze d́ıky jejich speciálńı struktuře provádět i daľśı operace.
Zaměř́ıme se na binárńı relace. Ty lze znázorňovat tabulkami. Např. relace R =
{〈a, 1〉 , 〈a, 2〉 , 〈a, 4〉 , 〈b, 2〉 , 〈b, 4〉 , 〈c, 1〉}mezi množinamiX = {a, b, c} a Y = {1, 2, 3, 4}
je znázorněna v Tab. 13. Tedy, je-li 〈x, y〉 ∈ R, je v pr̊useč́ıku řádku x a sloupce y symbol
×, jinak tam neńı nic.

Začneme tzv. inverzńı relaćı. Inverzńı relaćı k relaci R ⊆ X × Y je relace R−1 mezi Y S binárńımi
relacemi lze nav́ıc
provádět operace
inverze a
skládáńı.

a X definovaná předpisem

R−1 = {〈y, x〉 | 〈x, y〉 ∈ R}.

Př́ıklad 2.18. Necht’ relace R mezi X = {a, b, c} a Y = {1, 2, 3} je R =
{〈a, 1〉 , 〈a, 2〉 , 〈b, 2〉}. Pak inverzńı relace k R je relace R−1 mezi Y a X daná R−1 =
{〈1, a〉 , 〈2, a〉 , 〈2, b〉}.

Daľśı operaćı je tzv. skládáńı. Je-li R relaćı mezi množinami X a Y a S relaćı mezi
množinami Y a Z, pak složeńım relaćı R a S je relace R ◦ S mezi X a Z definovaná
předpisem

R ◦ S = {〈x, z〉 | existuje y ∈ Y : 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, z〉 ∈ S}.

45



R b h k o r s v z

1 × ×
2 ×
3 × × × × × × × ×
4 ×
5 × × ×
6 × × × ×
7 × × × ×

S C M N Sp Za

b × ×
h × × ×
k ×
o ×
r × ×
s ×
v × × ×
z ×

Tabulka 13: K Př́ıkladu 2.20: Tabulky popisuj́ıćı binárńı relaci R mezi pacienty a
př́ıznaky nemoćı (vlevo) a relaci S př́ıznaky nemoćı a nemocemi (vpravo).

Tedy 〈x, z〉 patř́ı do relace R ◦ S, právě když existuje prvek y ∈ Y tak, že 〈x, y〉
jsou v relaci R a 〈y, z〉 jsou v relaci S. Prvek y hraje roli prostředńıka mezi x a z (y
zprostředkuje vztah x a z).

Př́ıklad 2.19. Necht’ X = {a, b, c}, Y = {1, 2, 3, 4} a Z = {�,4}. Uvažujme relace

R = {〈a, 1〉 , 〈a, 2〉 , 〈b, 2〉 , 〈c, 4〉} a S = {〈1,�〉 , 〈1,4〉 , 〈2,�〉 , 〈3,4〉 , 〈4,�〉 , 〈4,4〉}.

Pak
R ◦ S = {〈a,�〉 , 〈a,4〉 , 〈b,�〉 , 〈c,�〉 , 〈c,4〉}.

Např́ıklad 〈a,�〉 ∈ R◦S, protože 〈a, 1〉 ∈ R a 〈1,�〉 ∈ S; prvek 1 je tedy prostředńıkem.
Jiným prostředńıkem je prvek 2, nebot’ 〈a, 2〉 ∈ R i 〈2,�〉 ∈ S. Dvojice 〈b,4〉 ale do
relace R ◦ S nepatř́ı, protože neexistuje žádný prvek y ∈ Y , pro který 〈y,4〉 ∈ S.

Skládáńı relaćı je přirozená operace, kterou běžně použ́ıváme. Uvažujme následuj́ıćı
př́ıklad. Necht’ X je množina pacient̊u, Y množina př́ıznak̊u nemoćı a Z množina ne-
moćı. Necht’ R ⊆ X × Y je relace

”
mı́t př́ıznak“, tj. 〈x, y〉 ∈ R znamená, že pacient

x má př́ıznak y, a S ⊆ Y × Z je relace
”
být př́ıznakem“, tj. 〈y, z〉 ∈ S znamená, že y

je př́ıznakem nemoci z (např. zvýšená teplota je př́ıznakem chřipky). Pak pro pacienta
x ∈ X a nemoc z ∈ Z znamená 〈x, z〉 ∈ R ◦S, že existuje př́ıznak y ∈ Y tak, že pacient
x má tento př́ıznak a zároveň je tento př́ıznak př́ıznakem nemoci z. Tedy 〈x, z〉 ∈ R ◦S
můžeme interpretovat jako

”
pacient x může mı́t nemoc z“.

Př́ıklad 2.20. Necht’ X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} (X reprezentuje pacienty 1–7), Y =
{b, h, k, o, r, s, v, z} (b . . . bolest hlavy, h . . . horečka, k . . . bolest končetin, o . . . oteklé
žlázy na krku, r . . . rýma, s . . . strnulý krk, v . . . vyrážka, z . . . zvraceńı), Z =
{C,M,N, Sp, Za} (C . . . chřipka, M . . . meningitida, N . . . plané neštovice, Sp
. . . spalničky, Za . . . zarděnky). Vztah

”
mı́t př́ıznak“ mezi pacienty a př́ıznaky je popsán

relaćı R ⊆ X × Y znázorněnou v tab. 13 vlevo, vztah
”
být př́ıznakem nemoci“ mezi

př́ıznaky a nemocemi je popsán relaćı S ⊆ Y ×Z znázorněnou v tab. 13 vpravo. Složeńı
relaćı R a S je relace R◦S ⊆ X×Z znázorněná v tab. 14. Protože 〈x, z〉 ∈ R◦S můžeme
chápat tak, že pacient x může mı́t nemoc z, můžeme se na př́ıklad d́ıvat následovně. Ze
vstupńıch informaćı R (dáno lékařským vyšetřeńım) a S (dáno znalost́ı lékaře) jsme od-
vodili nové informace reprezentované relaćı R◦S. Ty ř́ıkaj́ı, že např. pacient 1 může mı́t
chřipku, meningitidu nebo spalničky, že pacient 3 může mı́t libovolnou z uvažovaných
nemoćı (má všechny sledované př́ıznaky), pacient 6 může mı́t libovolnou z uvažovaných
nemoćı (přestože nemá všechny sledované př́ıznaky) atd.

Věta 2.21. Pro relace R ⊆ X × Y , S ⊆ Y × Z, T ⊆ Z × U plat́ı.

R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T
(R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1

(R−1)−1 = R
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R ◦ S C M N S Za

1 × × ×
2 × ×
3 × × × × ×
4 × × ×
5 × × × × ×
6 × × ×
7 × × ×

Tabulka 14: Tabulka popisuj́ıćı binárńı relaci R ◦ S mezi pacienty a nemocemi (viz
Př́ıklad 2.20).

D̊ukaz. R ◦ (S ◦T ) = (R ◦S) ◦T : Máme 〈x, u〉 ∈ R ◦ (S ◦T ), právě když existuje y ∈ Y
tak, že 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, u〉 ∈ S ◦ T , právě když existuje y ∈ Y tak, že 〈x, y〉 ∈ R a
existuje z ∈ Z tak, že 〈y, z〉 ∈ S a 〈z, u〉 ∈ T , právě když existuj́ı y ∈ Y a z ∈ Z tak,
že 〈x, y〉 ∈ R, 〈y, z〉 ∈ S, 〈z, u〉 ∈ T , právě když existuje z ∈ Z tak, že 〈x, z〉 ∈ R ◦ S a
〈z, u〉 ∈ T , právě když 〈x, u〉 ∈ (R ◦ S) ◦ T .

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1: 〈z, x〉 ∈ (R ◦ S)−1, právě když 〈x, z〉 ∈ (R ◦ S), právě když
existuje y ∈ Y tak, že 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, z〉 ∈ S, právě když existuje y ∈ Y tak, že
〈z, y〉 ∈ S−1 a 〈y, x〉 ∈ R−1, právě když 〈z, x〉 ∈ S−1 ◦R−1.

(R−1)−1 = R: 〈x, y〉 ∈ (R−1)−1, právě když 〈y, x〉 ∈ R−1, právě když 〈x, y〉 ∈ R.
Zp̊usob̊u, jak
skládat relace,
existuje v́ıce.

Existuj́ı však i daľśı přirozené zp̊usoby, jak skládat relace. Předpokládejme opět, že
R ⊆ X × Y , S ⊆ Y ×Z. Pak RC S, RB S a R�S jsou relace mezi X a Z definované
předpisy

RC S = {〈x, z〉 | pro každé y ∈ Y : pokud 〈x, y〉 ∈ R, pak 〈y, z〉 ∈ S},
RB S = {〈x, z〉 | pro každé y ∈ Y : pokud 〈y, z〉 ∈ S, pak 〈x, y〉 ∈ R},
R�S = {〈x, z〉 | pro každé y ∈ Y : 〈x, y〉 ∈ R, právě když 〈y, z〉 ∈ S}.

Vrat’me se k př́ıklady s pacienty, př́ıznaky a nemocemi. 〈x, z〉 ∈ R C S znamená, že
všechny př́ıznaky, které má pacient x, jsou př́ıznaky nemoci z. 〈x, z〉 ∈ R B S zna-
mená, že pacient x má všechny př́ıznaky nemoci y. 〈x, z〉 ∈ R�S znamená, že pa-
cient x má právě př́ıznaky nemoci y. Uvědomme si, že relace R může vzniknout na
základě lékařského vyšetřeńı (lékař zjǐst’uje, jaké př́ıznaky pacienti maj́ı) a že relace S
je

”
učebnicová znalost“ (lékařské knihy popisuj́ı př́ıznaky jednotlivých nemoćı). Obě R

i S tedy mohou být dostupné např. v databázi. Všechna složeńı R ◦ S, R C S, R B S
i R�S je pak možné z R a S jednoduše spoč́ıtat. Tyto relace poskytuj́ı netriviálńı
informace o tom, kteř́ı pacienti mohou mı́t které nemoci. Přitom pro daného pacienta
x a danou nemoc y má každý z fakt̊u 〈x, z〉 ∈ R ◦ S, 〈x, z〉 ∈ R C S, 〈x, z〉 ∈ R B S i
〈x, z〉 ∈ R�S přesně stanovený význam. Přitom nejslabš́ı indikaćı toho, že pacient x
má nemoc z je fakt 〈x, z〉 ∈ R ◦ S (x má aspoň jeden př́ıznak nemoci z), nejsilněǰśı na-
opak fakt 〈x, z〉 ∈ R�S (x má právě všechny př́ıznaky nemoci z). Jak je vidět př́ımo z
definice (rozmyslete si), relace C i B jsou podmnožinami relace �, ta je jejich pr̊unikem.

Př́ıklad 2.22. Vrat’me se k Př́ıkladu 2.20. Relace RCS, RBS a R�S jsou znázorněny
v Tab. 15.

2.3.4 Binárńı relace a jejich reprezentace
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RC S C M N S Za

1 × ×
2 × × ×
3
4 × × ×
5 ×
6 ×
7 × × × ×

RB S C M N S Za

1
2
3 × × × × ×
4 ×
5 × ×
6 ×
7 ×

R�S C M N S Za

1
2
3
4 ×
5 ×
6 ×
7 ×

Tabulka 15: Tabulka popisuj́ıćı binárńı relace R C S, R B S a R�S mezi pacienty a
nemocemi (viz Př́ıklad 2.22).

Pr̊uvodce studiem

Chceme-li matematické pojmy zpracovávat v poč́ıtači, je třeba je vhodným
zp̊usobem v poč́ıtači reprezentovat. Muśıme tedy navrhnout, jak by měl být mate-
matický pojem (množina, relace apod.) v poč́ıtači (tj. v paměti poč́ıtače) uložen.
Nejde ale jen o samotné uložeńı v paměti, nýbrž také o to, aby výpočty, které budou
s danými pojmy prováděny, byly rychlé.

V této kapitole si ukážeme základńı zp̊usoby reprezentace binárńıch relaćı.
Předpokládejme, že je dána binárńı relace R mezi konečnými množinami X a Y . Matematické

pojmy je třeba
umět vhodně
reprezentovat.
Zvlášt’ d̊uležitá je
reprezentace v
paměti poč́ıtače.

Reprezentace matićı (tabulkou)

Připomeňme, že matice typu m× n je obdélńıkové schéma o m řádćıch a n sloupćıch,
ve kterém se na každém mı́stě odpov́ıdaj́ıćım nějakému řádku a nějakému sloupci
nacháźı nějaká (zpravidla č́ıselná) hodnota. Označme takovou matici M. Pro každé
i ∈ {1, . . . ,m} a j ∈ {1, . . . , n} označme mij prvek matice z pr̊useč́ıku řádku i a
sloupce j.

Pr̊uvodce studiem

Matice typu m × n je to samé co tabulka o m řádćıch a n sloupćıch. Rozd́ıl je jen
v tom, že matice maj́ı specifický zp̊usob zápisu a že s maticemi jsou definovány
r̊uzné standardńı operace. Pojem matice použ́ıvaj́ı matematici a inženýři, zvlášt’

když se s údaji zanesenými v matici budou provádět daľśı operace. Pojem tabulka
použ́ıvá každý, kdo chce přehledným zp̊usobem zapsat údaje o nějakých položkách
(viz tabulkové procesory, nab́ıdkové katalogy apod.).

Tabulky a matice představuj́ı základńı zp̊usob reprezentace binárńıch relaćı. Necht’ R
je relace mezi množinami X = {x1, . . . , xm} a Y = {y1, . . . , yn} a předpokládejme, že
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R 1 2 3 4

a × × ×
b × ×
c ×

MR =

 1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 0 0

 .

Tabulka 16: Tabulka (vlevo) a matice (vpravo) popisuj́ıćı binárńı relaci R mezi X =
{a, b, c} a Y = {1, 2, 3, 4}.

prvky těchto množin jsou oč́ıslovány, jak uváděj́ı indexy u xi a yj . Relaci R reprezentu-
jeme tabulkou/matićı, ve které se na mı́stě odpov́ıdaj́ıćım řádku i a sloupci j nacháźı
hodnota, která určuje, zda dvojice 〈xi, yj〉 je v relaci R. Obvykle se použ́ıvá 1 (popř.
×) k označeńı 〈xi, yj〉 ∈ R a 0 (popř. prázdné mı́sto) k označeńı 〈xi, yj〉 6∈ R. Matice Relaci lze

reprezentovat
matićı (tabulkou).

MR reprezentuj́ıćı relaci R ⊆ {x1, . . . , xm} × {y1, . . . , yn} je definována předpisem

mij =

{
1 je-li 〈xi, yj〉 ∈ R,
0 je-li 〈xi, yj〉 /∈ R .

(1)

MR se nazývá matice relace R. Naopak také, každá binárńı matice M typum×n, tj. ma-
tice s hodnotami 0 a 1, reprezentuje relaci mezi X = {x1, . . . , xm} a Y = {y1, . . . , yn}.

Př́ıklad 2.23. V Tab. 16 vid́ıme tabulkovou a maticovou reprezentaci relace

R = {〈a, 1〉 , 〈a, 2〉 , 〈a, 4〉 , 〈b, 2〉 , 〈b, 4〉 , 〈c, 1〉}

mezi X = {a, b, c} a Y = {1, 2, 3, 4}.
Maticová
reprezentace je
názorná. Jej́ı
nevýhodou je
velká pamět’ová
náročnost.

Výhodou této reprezentace je přehlednost a to, že zjistit, zda 〈xi, yj〉 ∈ R, lze rychle.
Nevýhodou je pamět’ová náročnost. Např. pro reprezentaci relace na množině X s 1000
prvky zab́ırá je odpov́ıdaj́ıćı matice rozměru 1000 × 1000 a má tedy 1000000 poĺıček.
V př́ıpadě, že každý prvek z X je v relaci s (pr̊uměrně) 3 prvky z Y , obsahuje matice 3
tiśıce jedniček a zbytek (997 tiśıc) jsou nuly. Přitom uchovávat nuly je zbytečné, stačilo
by uchovat informaci o tom, kde maj́ı být jedničky. Pro takové př́ıpady se použ́ıvaj́ı
jiné reprezentace.

Pro binárńı matice můžeme zavést operace, které odpov́ıdaj́ı operaćım s relacemi.
Mějme binárńı matice M,N typu m× n a matici K typu n× k. Definujme následuj́ıćı
operace.

M ∨N = P, pij = max{mij , nij}

M ∧N = P, pij = min{mij , nij}

M−N = P, pij = max{0,mij − nij}

M ·K = P, pij = max{mil · klj ; l = 1, . . . , n}

MT , mT
ij = mji .

Např́ıklad operace ∨ přǐrazuje matićım M a N matici P, jej́ıž každý prvek pij je roven
minimu z hodnot mij a nij . Operace s

relacemi lze
provádět pomoćı
vhodných operaćı
s maticemi.

Věta 2.24. Pro relace R,S ⊆ X × Y , U ⊆ Y × Z je

MR∪S = MR ∨MS

MR∩S = MR ∧MS

MR−S = MR −MS

MR◦U = MR ·MU

MR−1 = (MR)T
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Obrázek 2: Graf relace k Př́ıkladu 2.26.

D̊ukaz. Důkaz je jednoduchý. Stač́ı porovnat definice operaćı s maticemi a definice
operaćı s relacemi.

Př́ıklad 2.25. Na množině X = {a1, a2, a3, a4} uvažujme relace R = idX ∪
{〈a1, a2〉, 〈a1, a3〉, 〈a3, a2〉} a S = {〈a1, a1〉, 〈a2, a4〉, 〈a3, a4〉, 〈a4, a1〉}. Přitom idX =
{〈a1, a1〉 , . . . , 〈a6, a6〉}. Matice těchto relaćı jsou

MR =


1 1 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

 a MS =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 1
1 0 0 0

 .

Matice relace R ∪ S je

MR ∨MS =


1 1 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1

 .

Matice relace R ∩ S je

MR ∧MS =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Matice relace R ◦ S je

MR ·MS =


1 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
1 0 0 0

 .

Matice relace R−1 je

(MR)T =


1 0 0 0
1 1 1 0
1 0 1 0
0 0 0 1

 .

Reprezentace grafem

Grafy představuj́ı daľśı názorný zp̊usob reprezentace binárńıch relaćı. Graf binárńı re-
lace R na množině X dostaneme tak, že každý prvek x ∈ X znázorńıme v rovině
jako kroužek s označeńım daného prvku. Pokud 〈x, y〉 ∈ R, nakresĺıme z kroužku od- Relace na

množině lze
graficky znázornit
pomoćı tzv. graf̊u.

pov́ıdaj́ıćıho x do kroužku odpov́ıdaj́ıćıho y orientovanou čáru s šipkou.

Př́ıklad 2.26. Na Obr. 2 vid́ıme graf reprezentuj́ıćı binárńı relaci R =
{〈a, b〉, 〈a, d〉, 〈b, d〉, 〈c, a〉} na množině X = {a, b, c, d}.

Upozorněme už ted’, že graf je jedńım ze základńıch pojmů diskrétńı matematiky. Grafy
se budeme zabývat v Kapitole 4. V tomto smyslu použ́ıváme v této kapitole pojem graf
nepřesně. Podobně jak jsme ukázali, je možné reprezentovat i relace R mezi X a Y .
Čtenář necht’ si detaily rozmysĺı sám.
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a • • b • d

b • • d

c • • a

d

Obrázek 3: Relace R z Př́ıkladu 2.26 reprezentovaná seznamem seznamů.

Reprezentace seznamem seznamů

Tento zp̊usob reprezentace je vhodný pro uložeńı binárńı relace R na množině X v
paměti poč́ıtače. Na Obr. 3 je znázorněna reprezentace relace R z Př́ıkladu 2.26 sezna-
mem seznamů. Reprezentaci tvoř́ı hlavńı (spojový) seznam5, ve kterém jsou uloženy
všechny prvky množiny X. Na Obr. 3 je hlavńı seznam znázorněn shora dol̊u spo-
jenými čtverečky, které obsahuj́ı a, . . . , d. Z každého prvku x ∈ X hlavńıho seznamu
vede seznam obsahuj́ıćı právě ty y ∈ X, pro které 〈x, y〉 ∈ R. Na Obr. 3 jsou tyto
seznamy znázorněny vodorovně. Např. z prvku a hlavńıho seznamu vede seznam obsa-
huj́ıćı b a d. To proto, že 〈a, b〉 ∈ R a 〈a, d〉 ∈ R. Z prvku d nevede žádný seznam (tj. z
d vede prázdný seznam), protože neexistuje y ∈ X tak, že 〈d, y〉 ∈ R. Reprezentace

seznamem
seznam̊u je
pamět’ově
úsporná a je
vhodná pro
poč́ıtačové
zpracováńı.

Vrat’me se k relaci na množině X s 1000 prvky, kde každý prvek je v relaci s pr̊uměrně 3
prvky. Při reprezentaci seznamem seznamů budeme potřebovat 1000 poĺıček pro prvky
hlavńıho seznamu a pro každý z těchto prvk̊u 3 daľśı poĺıčka pro prvky seznamu, který
z tohoto prvky vede. To je celkem 4000 poĺıček. Započ́ıtáme-li, že v každém poĺıčku
je třeba mı́t nejen označeńı prvku, ale i ukazatel na daľśı poĺıčko, je třeba zhruba 2×
4000 pamět’ových buněk. Připomeňme, že maticová reprezentace takové relace vyžaduje
1000000 pamět’ových buněk6.

2.4 Funkce (zobrazeńı)

2.4.1 Pojem funkce

Funkce je matematickým protěǰskem běžně použ́ıvaného pojmu přiřazeńı. Objekt̊um
jsou často jednoznačným zp̊usobem přǐrazovány daľśı objekty. Např. funkce sinus
přǐrazuje každému reálnému č́ıslu x hodnotu sin(x), zaměstnanc̊um jsou ve společnosti,
kde pracuj́ı, přǐrazována identifikačńı č́ısla apod. Takové přǐrazeńı je možné chápat jako
množinu dvojic 〈x, y〉, kde y je objekt přǐrazený objektu x. Přǐrazeńı je tedy možné
chápat jako binárńı relaci mezi množinou X objekt̊u, kterým jsou přǐrazovány objekty,
a množinou Y objekt̊u, které jsou objekt̊um z X přǐrazovány. Taková relace R má d́ıky
jednoznačnosti přǐrazeńı následuj́ıćı speciálńı vlastnost: je-li 〈x, y1〉 ∈ R (objektu x je
přǐrazen objekt y1) a 〈x, y2〉 ∈ R (objektu x je přǐrazen objekt y2), pak y1 = y2 (jed-
noznačnost přǐrazeného objektu, objektu x nemohou být přǐrazeny dva r̊uzné objekty).
To vede k následuj́ıćı definici.

5Spojový seznam je jednou ze základńıch datových struktur. Bĺıže viz jakoukoli učebnici algoritmů
a datových struktur.

6Celá tato úvaha je zjednodušená, ale ilustruje podstatu věci.
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Definice 2.27. Relace R mezi X a Y se nazývá funkce (někdy také zobrazeńı) množiny
X do množiny Y , právě když pro každé x ∈ X existuje y ∈ Y tak, že

〈x, y〉 ∈ R,

a pro každé x ∈ X a y1, y2 ∈ Y plat́ı, že

〈x, y1〉 ∈ R a 〈x, y2〉 ∈ R implikuje y1 = y2.

Fakt, že R je funkce X do Y , označujeme R : X → Y . Pro funkce použ́ıváme sṕı̌s
f, g, . . . než R,S, . . . . Je-li f : X → Y funkce a x ∈ X, pak ten y ∈ Y , pro který je
〈x, y〉 ∈ f , označujeme f(x), ṕı̌seme také x 7→ y, popř. x 7→ f(x).

Př́ıklad 2.28. Uvažujme množiny X = {a, b, c}, Y = {a, b, 1, 2}.

• Relace R = {〈a, a〉 , 〈b, b〉} neńı funkce X do Y , protože k prvku c ∈ X neexistuje
prvek y ∈ Y tak, že 〈x, y〉 ∈ R.

• Relace R = {〈a, a〉 , 〈b, 2〉 , 〈c, a〉 , 〈c, 2〉} neńı funkce X do Y , protože k prvku
c ∈ X existuj́ı dva r̊uzné prvky, které jsou s ńım v relaci R. Máme totiž 〈c, a〉 ∈ R,
〈c, 2〉 ∈ R, ale a 6= 2.

• Relace R = {〈a, 2〉 , 〈b, b〉 , 〈c, 2〉} je funkce X do Y .

Relace R ⊆ X × Y , která splňuje, že když 〈x, y1〉 ∈ R a 〈x, y2〉 ∈ R, pak y1 = y2, se
někdy nazývá parciálńı (částečná) funkce.

Někdy se použ́ıvá obrat
”
uvažujme funkci y = f(x)“, kde f(x) je nějaký výraz, např.

y = x2 apod. Přitom se má za to, že je jasné, o jaké množiny X a Y se jedná (často je
X = Y = R, popř. X ⊆ R). Pak jde vlastně o funkci {〈x, y〉 | x ∈ X, y ∈ Y, y = f(x)}.

2.4.2 Typy funkćı

Definice 2.29. Funkce f : X → Y se nazývá

• prostá (někdy také injektivńı), právě když pro každé x1, x2 ∈ X, že z x1 6= x2

plyne f(x1) 6= f(x2),

• funkce množiny X na množinu Y (někdy také surjektivńı), právě když pro každé
y ∈ Y existuje x ∈ X tak, že f(x) = y,

• vzájemně jednoznačná (někdy také bijektivńı), právě když je prostá a je to funkce
na množinu Y (tj. injektivńı a surjektivńı).

Funkce je tedy prostá, právě když z f(x1) = f(x2) plyne x1 = x2.

Př́ıklad 2.30. • Pro X = {a, b, c, d} a Y = {1, 2, 3, 4} je f =
{〈a, 1〉 , 〈b, 1〉 , 〈c, 4〉 , 〈d, 3〉} funkce X do Y . f neńı injektivńı (protože f(a) = f(b),
ale a 6= b), ani surjektivńı (neexistuje x ∈ X tak, aby f(x) = 2), a tedy ani bijek-
tivńı.

• Pro X = {a, b} a Y = {1, 2, 3} je f = {〈a, 1〉 , 〈b, 3〉} funkce X do Y , která je
injektivńı, ale neńı surjektivńı (neexistuje x ∈ X tak, aby f(x) = 2), a tedy ani
bijektivńı.

• Pro X = {a, b, c} a Y = {1, 2} je f = {〈a, 2〉 , 〈b, 2〉 , 〈c, 1〉} funkce X do Y , která
neńı injektivńı (protože f(a) = f(b), ale a 6= b), ale je surjektivńı, a tedy neńı
bijektivńı.
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• Pro X = {a, b, c} a Y = {1, 2, 3} je f = {〈a, 2〉 , 〈b, 1〉 , 〈c, 3〉} funkce X do Y ,
která je injektivńı i surjektivńı, a i bijektivńı.

Př́ıklad 2.31. Pod́ıvejte se na následuj́ıćı funkce.

• f = {〈x, y〉 ∈ R × R | y = x2} je funkce R do R, která neńı injekce (např.
(−2)2 = 22) ani surjekce (např. neexistuje x ∈ R tak, že x2 = −1). Uvažujeme-li
ji však jako funkci množiny R do množiny {a ∈ R | a ≥ 0} (nezáporná reálná
č́ısla), je to surjekce.

• f = {〈x, y〉 ∈ R × R | y = x3} je funkce R do R, která je injekćı i surjekćı, tj. je
bijekćı.

• f = {〈x, y〉 ∈ N×N | y = x!} je funkce N do N (faktoriál, tj. x! = x·(x−1) · · · 2·1).
Je to injekce, ale ne surjekce (např. č́ıslo 3 neńı faktoriálem žádného č́ısla, tj.
neexistuje x ∈ N tak, že x! = 3).

Pod́ıvejme se na některé vlastnosti funkćı.

Věta 2.32. Pro funkce f, f1, f2 : X → Y , g, g1, g2 : Y → Z plat́ı

a) f ◦ g je funkce.

b) Jsou-li f, g injekce, je f ◦ g injekce.

c) Jsou-li f, g surjekce, je f ◦ g surjekce.

D̊ukaz. Dokažme a). Nejprve muśıme ukázat, že pro každé x ∈ X existuje z ∈ Z tak,
že 〈x, z〉 ∈ f ◦ g. Protože je f funkce, existuje k x ∈ X prvek y ∈ Y tak, že 〈x, y〉 ∈ f ,
a protože je g funkce, existuje k tomu y prvek z ∈ Z tak, že 〈y, z〉 ∈ g. Podle definice
je tedy 〈x, z〉 ∈ f ◦ g. Nyńı muśıme ukázat, že když 〈x, z1〉 ∈ f ◦ g a 〈x, z2〉 ∈ f ◦ g, pak
z1 = z2. Když 〈x, z1〉 ∈ f ◦ g a 〈x, z2〉 ∈ f ◦ g, pak podle definice pro nějaké y1, y2 ∈ Y
je 〈x, y1〉 ∈ f , 〈y1, z1〉 ∈ g, a 〈x, y2〉 ∈ f , 〈y2, z2〉 ∈ g. Protože f je funkce, muśı být
y1 = y2, a protože g je funkce, muśı být z1 = z2. Tedy a) plat́ı.

Dokažme b). Je-li 〈x1, z〉 ∈ f ◦ g, 〈x2, z〉 ∈ f ◦ g, existuj́ı y1, y2 ∈ Y tak, že 〈x1, y1〉 ∈ f ,
〈x2, y2〉 ∈ f , 〈y1, z〉 ∈ g, 〈y2, z〉 ∈ g. Protože g je injekce, plat́ı y1 = y2. Plat́ı tedy
〈x1, y1〉 ∈ f , 〈x2, y1〉 ∈ f , a protože f je injekce, je x1 = x2, tedy f ◦ g je injekce.

c) se dokáže podobně.

Věta 2.33. Funkce f : X → Y je bijekce, právě když existuje funkce g : Y → X, pro
kterou plat́ı f ◦ g = idX a g ◦ f = idY ; funkce g je přitom určena jednoznačně. Funkce
g se pak nazývá inverzńı k funkci f a znač́ı se f−1.

D̊ukaz. Necht’ f je bijekce. Ze surjektivity plyne, že pro každý prvek y ∈ Y existuje
x ∈ X tak, že f(x) = y. Tento prvek je jediný, protože kdyby existoval x′ 6= x, pro
který f(x′) = y, obdrželi bychom spor s předpokladem, že f je injektivńı. Definujme
tedy g : Y → X tak, že g(y) je jediným prvkem x ∈ X, pro který f(x) = y. Je zřejmé,
že (f ◦ g)(x) = g(f(x)) = x a (g ◦ f)(y) = f(g(y)) = y. Pokud g′ : Y → X splňuje
f ◦ g = idX a g ◦ f = idY , je

g′(y) = g′((g ◦ f)(y)) = [(g ◦ f) ◦ g′](y) = [g ◦ (f ◦ g′)](y) = g((f ◦ g′)(y)) = g(y),

tedy g′ = g a g je tedy určena jednoznačně.

Necht’ existuje g tak, že f ◦ g = idX a g ◦ f = idY . Pokud by f nebyla injektivńı,
existovaly by x1 6= x2 tak, že f(x1) = f(x2). Pak ale dle předpokladu x1 = (f ◦g)(x1) =
g(f(x1)) = g(f(x2)) = (f ◦ g)(x2) = x2, což je spor s předpokladem x1 6= x2. f je tedy
injektivńı. f je i surjektivńı, protože pro y ∈ Y je dle předpokladu g ◦ f = idY prvek
g(y) ∈ X prvkem, pro který f(g(y)) = y.
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Je-li f−1 inverzńı funkce k funkci f , je dle definice f inverzńı k f−1.

Př́ıklad 2.34. • Necht’ X = Y = R+ (množina kladných reálných č́ısel). Pak
f : x 7→ x2 je bijekce a f−1(y) =

√
y.

• Funkce f : N→ Z definovaná předpisem

f(n) =

{
−bn/2c pro n liché,
n/2 pro n sudé,

je bijekce, pro kterou

f−1(n) =

{
2n pro n > 0,
−2n+ 1 pro n ≤ 0.

Plat́ı totiž f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = −1, f(4) = 2, f(5) = −2 atd.

2.4.3 Princip indukce

Princip (matematické) indukce umožňuje dokazovat tvrzeńı tvaru
”
pro každé přirozené

č́ıslo n plat́ı V (n)“, kde V (n) je nějaké tvrzeńı, které záviśı na n (např. 1+2+ · · ·+n =
n(n+1)

2 ).

Věta 2.35 (princip indukce). Necht’ je pro každé n ∈ N dáno tvrzeńı V (n).
Předpokládejme, že plat́ı

• V (1) (indukčńı předpoklad),

• pro každé n ∈ N: z V (n) plyne V (n+ 1) (indukčńı krok).

Pak V (n) plat́ı pro každé n ∈ N.

Princip indukce je jednou ze základńıch vlastnost́ı přirozených č́ısel. Z předpokladu, že
každá neprázdná podmnožina K ⊆ N má nejmenš́ı prvek (což je pravdivý a intuitivně
jasný předpoklad) lze princip indukce dokázat.

D̊ukaz. Princip indukce dokážeme sporem. Předpokládejme, že princip indukce neplat́ı,
tj. existuj́ı tvrzeńı V (n) (n ∈ N), které splňuj́ı oba předpoklady principu indukce, ale
pro nějaké n′ ∈ N tvrzeńı V (n′) neplat́ı. Označme K = {m ∈ N | V (m) neplat́ı}
množinu všech takových n′. K je tedy neprázdná (nebot’ n′ ∈ K). K má tedy nejmenš́ı
prvek k (viz poznámka před d̊ukazem) a ten je r̊uzný od 1 (protože podle indukčńıho
předpokladu 1 6∈ K). Pak tedy k − 1 6∈ K, tedy V (k − 1) plat́ı. Z indukčńıho kroku
plyne, že plat́ı i V (k), tedy k 6∈ K, což je spor s k ∈ K.

Př́ıklad 2.36. Dokažme už uvedený vztah 1 + 2 + · · · + n = n(n+1)
2 . Tedy V (n) je

tvrzeńı
∑n

k=1 k = n(n+1)
2 . Podle principu indukce stač́ı ověřit indukčńı předpoklad a

indukčńı krok.

Indukčńı předpoklad: V (1) je tvrzeńı 1 = 1·(1+1)
2 , a to evidentně plat́ı.

Indukčńı krok: Předpokládejme, že plat́ı V (n) a dokažme V (n+1). 1+ · · ·+n+(n+1)

se rovná (1 + · · · + n) + n + 1, což se dle předpokladu rovná n(n+1)
2 + n + 1. Dále je

n(n+1)
2 +n+1 = n(n+1)+2(n+1)

2 = n2+3n+2
2 = (n+1)·(n+2)

2 . Celkem tedy 1+· · ·+n+n+1 =
(n+1)·(n+2)

2 , což je právě tvrzeńı V (n+ 1).

Podle principu indukce je tedy tvrzeńı dokázané.
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2.4.4 Konečné, spočetné a nespočetné množiny

Množina A se nazývá konečná, právě když prázdná (A = ∅) nebo existuje přirozené
č́ıslo n a bijekce f : A → {1, 2, . . . , n}. V prvńım př́ıpadě ř́ıkáme, že počet prvk̊u
množiny A je 0. Ve druhém př́ıpadě ř́ıkáme, že počet prvk̊u množiny A je n.

Př́ıklad 2.37. Je tedy |∅| = 0. Množiny A = {2, 4, 6}, B = {n ∈ N | n ≤ 10000000 a n
je sudé} jsou konečné a je |A| = 3, |B| = 5000000.

Množina A se nazývá nekonečná, právě když neńı konečná. Množina A se nazývá
spočetná, právě když bijekce f : A→ N. Množina A se nazývá nespočetná, právě když
je nekonečná a neńı spočetná.

Poznámka 2.38. (1) Protože pro žádné n ∈ N neexistuje bijekce f : {1, . . . , n} → N,
je každá spočetná množina nekonečná.

(2) Z definice plyne, že každá nekonečná množina je bud’ spočetná, nebo nespočetná.

Př́ıklad 2.39. Množiny A = {2, 4, 6, 8, . . . }, B = {2, 22, 2(22), 2(2(22)),...}, B = Z, C =
Q, D = R, E = [0, 1] jsou nekonečné. Přitom A, B, C jsou spočetné a D a E jsou
nespočetné.

Shrnut́ı

Kartézský součin množin X1, . . . , Xn je množina všech uspořádaných n-tic prvk̊u z
těchto množin. Relace mezi množinamiX1, . . . , Xn je libovolná podmnožina kartézského
součinu těchto množin. S relacemi lze provádět všechny množinové operace. S binárńımi
relacemi lze provádět operace inverze a skládáńı. Binárńı relace se nejčastěji reprezentuj́ı
tabulkou nebo grafem, v paměti poč́ıtače pak matićı nebo seznamem seznamů.
Funkce je zvláštńı typ relace. Injekce, surjekce a bijekce jsou speciálńı typy funkćı.
Princip indukce slouž́ı k prokázáńı toho, že daný výrok plat́ı pro všechna přirozená
č́ısla.

Pojmy k zapamatováńı

• kartézský součin,

• relace, binárńı relace, inverzńı relace, skládáńı binárńıch relaćı, reprezentace
binárńıch relaćı,

• funkce, injekce, surjekce, bijekce,

• princip indukce.

Kontrolńı otázky

1. Je pravda, že každá neprázdná n-árńı relace má aspoň n prvk̊u? Proč?

2. Jaká je inverzńı relace k relaci
”

být otcem“ na množině všech lid́ı (slovně ji
popǐste)? Je-li R výše uvedená relace

”
být otcem“, co je relaćı R ◦ R? Co jsou

relace RCR, RBR?

3. Jaký je rozd́ıl mezi tabulkovou a maticovou reprezentaćı binárńı relace?

4. Necht’ X a Y jsou množiny. Jaký vztah muśı platit mezi |X| a |Y | pro to, aby
existovala funkce f : X → Y , která je injekćı, surjekćı, bijekćı?

5. M̊uže být prázdná množina funkćı X do Y ? Rozeberte v závislosti na mnžinách
X a Y .
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Cvičeńı

1. Určete A×B, kde A = {a, 1, {a, b}} a B = {2, a, {a}}.
2. Dokažte následuj́ıćı vztahy.

A×B = ∅, právě když A = ∅ nebo B = ∅
A×B = B ×A, právě když A×B = ∅ nebo A = B

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

A× (B − C) = (A×B)− (A× C)

(A−B)× C = (A× C)− (B × C)

3. Najděte př́ıklady relaćı, pro které plat́ı (neplat́ı) R ◦ S = S ◦R, R−1 = R.

4. Dokažte, že pro relace R,R1, R2, U ⊆ X × Y , S, S1, S2, V ⊆ Y ×Z, T ⊆ Z ×W
plat́ı

(R−1)−1 = R

(R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T )

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1

Je-li R ⊆ U, S ⊆ V, pak R ◦ S ⊆ U ◦ V
(R1 ∪R2)−1 = R−1

1 ∪R
−1
2

(R1 ∩R2)−1 = R−1
1 ∩R

−1
2

R ◦ (S1 ∪ S2) = R ◦ S1 ∪R ◦ S2

R ◦ (S1 ∩ S2) = R ◦ S1 ∩R ◦ S2

(R1 ∪R2) ◦ S = R1 ◦ S ∪R2 ◦ S
(R1 ∩R2) ◦ S = R1 ◦ S ∩R2 ◦ S

5. Které z následuj́ıćıch relaćı R jsou funkce X do Y ?

a) X = Y = N, R = {〈m,n〉 | m 6= n},
b) X = Y = {a, b, c}, R = {〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈a, c〉},
c) X = Y = {a, b, c}, R = {〈a, a〉, 〈b, a〉, 〈c, a〉},
d) X je množina všech českých slov, Y je množina všech ṕısmen české abecedy
{〈w, l〉 | w je české slovo s posledńım ṕısmenem l},

e) X = Y = R, R = {〈x, y〉 | x2 + y2 = 1},
f) X = Y = R, R = {〈x, y〉 | x2 = y},
g) X = Y = R, R = {〈x, y〉 | x = y2}.

6. Které z následuj́ıćıch funkćı jsou injektivńı? Které jsou surjektivńı?

a) f : N → N , f(n) = n+ 1,

b) f : Z → Z, f(i) = i+ 1,

c) f : K → K, kde K = {1, 2, . . . , k},

f(i) =

{
i+ 1 pro 1 ≤ i < k
1 pro i = k

d) f : N → {0, 1, 2, 3}, kde

f(i) =


0 jestliže i je dělitelné 5, ale ne 11,
1 jestliže i je dělitelné 11, ale ne 5,
2 jestliže i je dělitelné 55,
3 v ostatńıch př́ıpadech,
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e) f : Q→ Q, f(i) = i3.

7. Najděte př́ıklady funkćı f a g tak, aby

a) g nebyla injekce, ale f ◦ g ano,

b) f nebyla surjekce, ale f ◦ g ano.

8. Pro množinu U necht’ je idU = {〈u, u〉 | u ∈ U} relace identita. Ukažte, že pro
relaci f ⊆ X × Y plat́ı

a) f splňuje, že z 〈x, y1〉 ∈ f a 〈x, y2〉 ∈ f plyne y1 = y2, právě když f−1 ◦ f ⊆
idY ,

b) je-li f funkce X do Y , pak je injektivńı, právě když f ◦ f−1 = idX .

c) Je-li f funkce X do Y , pak je surjektivńı, právě když f−1 ◦ f = idY .

9. Mějme f : X → Y . Pro A ⊆ X a B ⊆ Y označme f(A) = {f(x) | x ∈ A} a
f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}. Ukažte, že

a) f je injektivńı, právě když f−1 splňuje, že z 〈x, y1〉 ∈ f a 〈x, y2〉 ∈ f plyne
y1 = y2,

b) je-li f injektivńı, pak pro každé A,B ⊆ X plat́ı f(A ∩ B) = f(A) ∩ f(B),
f(A−B) = f(A)− f(B).

c) pro každé A,B ⊆ Y f−1(A∩B) = f−1(A)∩f−1(B), f−1(A−B) = f−1(A)−
f−1(B).

10. Ukažte, že neńı-li f injektivńı, neplat́ı bod b) z předchoźıho cvičeńı.

11. Dokažte, že pro funkce f, f1, f2 : X → Y , g, g1, g2 : Y → Z plat́ı, že

a) je-li f ◦ g injekce, je f injekce,

b) je-li f ◦ g surjekce, je g surjekce,

c) je-li g injekce f1 ◦ g = f2 ◦ g, je f1 = f2,

d) je-li f surjekce f ◦ g1 = f ◦ g2, je g1 = g2.

12. Dokažte indukćı, že
∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

13. Dokažte indukćı, že
∑n

k=1 k
3 = [n(n+1)

2 ]2.

14. Dokažte indukćı, že pro n ∈ N je 2n+2 + 32n+1 dělitelné 7.

15. Dokažte, že pro n ∈ N je (1 + 1
3)n ≥ 1 + n

3 .

16. Kde je chyba v následuj́ıćım
”
d̊ukazu“ indukćı? Tvrzeńı. Pro každou posloupnost

n prvk̊u a1, . . . , an plat́ı, že všechny prvky v ńı jsou stejné.
D̊ukaz. Pro č́ıslo 1 je tvrzeńı triviálně splněno. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı
pro k prvk̊u. Uvažujme posloupnost libovolných k + 1 prvk̊u a1, . . . , ak+1. Pak
a1, . . . , ak je posloupnost k prvk̊u a a2, . . . , ak+1 je posloupnost k prvk̊u, a podle
předpokladu tedy a1 = · · · = ak a a2 = · · · = ak+1. Odtud plyne a1 = · · · = ak+1.

Úkoly k textu

1. Vrat’me se k pojmu uspořádaná dvojice prvk̊u. Tento pojem jsme chápali jako
základńı, tj. nedefinovaný. Je ho však možné definovat pomoćı pojmu množina
tak, že bude mı́t všechny požadované vlastnosti. Řekněme, že uspořádaná dvojice
prvk̊u a, b je množina 〈a, b〉 = {a, {a, b}}. Ukažte, že 〈a, b〉 = 〈c, d〉, právě když
a = c a b = d.

2. Dokažte zbývaj́ıćı části Věty 2.10

3. Dokažte Větu 2.24.
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4. Ukažte, že pro konečné množiny X a Y existuje bijekce X do Y , právě když X
a Y maj́ı stejný počet prvk̊u.

5. Dokažte bod c) z Věty 2.32.

Řešeńı

1. A × B = {〈a, 2〉, 〈a, a〉, 〈a, {a}〉, 〈1, 2〉, 〈1, a〉, 〈1, {a}〉, 〈{a, b}, 2〉, 〈{a, b}, a〉,
〈{a, b}, {a}〉}.

2. Vztahy se dokážou jednoduše, rozepsáńım př́ımo podle definice.

3. Mějme např. X = Y = {x, y, z}. R ◦ S = S ◦ R plat́ı pro R = {〈x, y〉 , 〈z, y〉},
S = {〈y, x〉 , 〈y, z〉}, neplat́ı pro R = {〈x, y〉}, S = {〈y, z〉}.
R−1 = R plat́ı např. pro R = {〈x, y〉 , 〈y, x〉}, neplat́ı např. pro R = {〈x, z〉}.

4. Vztahy se dokážou jednoduše, rozepsáńım př́ımo podle definice.

5. Funkcemi jsou relace R z c), d), f).

6. Injekce: a), b), c), e), surjekce: b), c), d).

7. Vezměme X = {x}, Y = {y1, y2}, Z = {z}. f = {〈x, y1〉}, g = {〈y1, z〉 , 〈y2, z〉}
splňuj́ı a) i b).

8. a) Necht’ f splňuje, že z 〈x, y1〉 ∈ f a 〈x, y2〉 ∈ f plyne y1 = y2. Když 〈y1, y2〉 ∈
f−1 ◦ f , pak existuje x ∈ X tak, že 〈y1, x〉 ∈ f−1 a 〈x, y2〉 ∈ f , tj. 〈x, y1〉 ∈ f a
〈x, y2〉 ∈ f . Z předpokladu plyne y1 = y2, tj. f−1 ◦ f ⊆ idY .
Naopak, necht’ f−1 ◦ f ⊆ idY . Necht’ 〈x, y1〉 ∈ f a 〈x, y2〉 ∈ f . Pak 〈y1, y2〉 ∈
f−1 ◦ f ⊆ idY . Protože f−1 ◦ f ⊆ idY , je 〈y1, y2〉 ∈ idY , tj. y1 = y2. Tedy z z
〈x, y1〉 ∈ f a 〈x, y2〉 ∈ f plyne y1 = y2.
b) a c) se dokážou podobnými úvahami.

9. a) př́ımo z definice.
b) f(A ∩ B) = f(A) ∩ f(B): Protože A ∩ B ⊆ A i A ∩ B ⊆ B, je dle definice
f(A ∩ B) ⊆ f(A) i f(A ∩ B) ⊆ f(B). Z toho plyne f(A ∩ B) ⊆ f(A) ∩ f(B).
Naopak, pokud y ∈ f(A) ∩ f(B), pak existuj́ı x1 ∈ A a x2 ∈ B tak, že f(x1) = y
a f(x2) = y. Protože je f injekce, muśı být x1 = x2. Tedy x1 ∈ A ∩ B, a proto
y ∈ f(A ∩B). Proto je f(A) ∩ f(B) ⊆ f(A ∩B).
f(A − B) = f(A) − f(B): Necht’ y ∈ f(A − B), tj. existuje x ∈ A − B tak, že
f(x) = y. Proto je y ∈ f(A). Kdyby y ∈ f(B), pak existoval x′ ∈ B tak, že
f(x′) = y. Protože x ∈ A− B, je x 6= x′. To je ale spor s injektivitou f , protože
máme x 6= x′ a f(x) = y = f(x′). Tedy je y ∈ f(A) − f(B). Naopak, necht’

y ∈ f(A) − f(B). Pak y = f(x) pro nějaký x ∈ A a neexistuje x′ ∈ B tak, že
f(x′) = y. Proto je x ∈ A−B, a tedy y ∈ f(A−B).
c) se dokáže podobnými úvahami.

10. Vezměme např. X = {x1, x2}, Y = {y}, funkci f danou předpisy f(x1) = y,
f(x2) = y, množiny A = {x1}, B = {x2}. Pak f(A∩B) = ∅ a f(A)∩f(B) = {y}.
Pro množiny A = {x1, x2} a B = {x2} je f(A − B) = f({x1}) = {y} a f(A) =
f(B) = ∅.

11. Dokažme b). Kdyby g nebyla surjekce, pak by existoval z ∈ Z, kte kterému
neexistuje y ∈ Y tak, že g(y) = z. Proto nemůže existovat x ∈ X tak, aby
f ◦ g(x) = z (jinak by pro y = f(x) bylo g(y) = z).
Dokažme d). Protože f je surjekce, existuje pro libovolný prvek y ∈ Y prvek
x ∈ X tak, že 〈x, y〉 ∈ f . Plat́ı tedy g1(y) = g1(f(x)) = f ◦ g1(x) = f ◦ g2(x) =
g2(f(x)) = g2(y). Dokázali jsme, že pro libovolný prvek y ∈ Y je g1(y) = g2(y),
tedy g1 = g2.
a) a c) se dokážou podobnými úvahami.
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12. V (n) je tvrzeńı
∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 . V (1) plat́ı, protože je to tvrzeńı

12 = 1(1+1)(2+1)
6 . Předpokládejme, že plat́ı V (n) a dokažme V (n + 1), tj.

dokažme
∑n+1

k=1 k
2 = (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

6 . Je
∑n+1

k=1 k
2 =

∑n
k=1 k

2 + (n + 1)2 =
n(n+1)(2n+1)

6 + 6(n+1)2

6 = 2n3+9n2+13n+6
6 = (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

6 .

13. Jednoduché, standardně použit́ım jednoduchých úprav.

14. Jednoduché, standardně použit́ım jednoduchých úprav.

15. Jednoduché, standardně použit́ım jednoduchých úprav.

16. Chyba je v tom, že úvaha, kterou se z V (k) dokáže V (k + 1), neńı správná pro
k = 1, tj. neplat́ı, že z V (1) plyne V (2). Projděte si úvahu podrobně: tvrd́ı se
v ńı, že z toho, že v posloupnosti a1 jsou všechny prvky stejné, a z toho, že v
posloupnosti a2 jsou všechny prvky stejné, plyne, že a1 = a2, což neńı pravda.
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Kapitola 3 je převzata z textu R. Bělohlávek, V. Vychodil: Diskrétńı matematika 1, 2,
UP Olomouc, 2006. Bude upravena později.

3 Binárńı relace na množině

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitoly by student měl znát běžné vlastnosti binárńıch
relaćı na množině, jejich vzájemné vztahy a měl by mı́t představu o elementárńıch
technikách, jak tyto vztahy rozpoznat. Dále by měl bých schopen k dané relaci naj́ıt
jej́ı reflexivńı, symetrický a tranzitivńı uzávěr.

Kĺıčová slova: antisymetrie, asymetrie, irreflexivita, mocnina relace, reflexivita, relace,
symetrie, tranzitivita, uzávěr (reflexivńı, symetrický, tranzitivńı), úplnost

3.1 Binárńı relace na množině

V kapitole 2.3 jsme zavedli pojem relace jakožto matematický protěǰsek běžně
použ́ıvaného pojmu vztah. Nyńı se zaměř́ıme na daľśı vlastnosti a práci s relacemi,
konkrétně s binárńımi relacemi na množině. Zopakujme, že binárńı relace R na množině
X 6= ∅ je podmnožina kartézského součinu X × X, to jest R ⊆ X × X. Binárńı
relace na množině jsou tedy matematickým protěǰskem vztah̊u mezi dvěma prvky
množiny, např́ıklad

”
x je menš́ı než y“,

”
x má stejnou barvu jako y“,

”
x nezáviśı na

y“, . . . Speciálńımi relacemi jsou prázdná relace ∅, relace identity ωX = {〈x, x〉|x ∈ X},
a kartézský čtverec ιX = X ×X.

Mnohé binárńı relace maj́ı podobné vlastnosti a to i přesto, že jsou definovány na
r̊uzných nosič́ıch. Vezměme např́ıklad množinu přirozených č́ısel N a definujme binárńı
relaci R na N:

R = {〈m,n〉|m má stejný počet cifer jako n} .

Dále uvažujme, žeX označuje množinu všech lid́ı (z daného regionu) a definujme binárńı
relaci R′ na X následuj́ıćım předpisem

R′ = {〈x, y〉| rozd́ıl měśıčńıch př́ıjmů x a y je menš́ı než 10 000 Kč} .

I když maj́ı relace R,R′ odlǐsené (námi přisouzené) interpretace, maj́ı několik R̊uzné relace
mohou mı́t
analogické
vlastnosti.

společných vlastnost́ı. Plat́ı např́ıklad, 〈n, n〉 ∈ R (
”
n má stejný počet cifer jako n“) pro

každé č́ıslo n ∈ N, analogicky 〈x, x〉 ∈ R′ (
”
rozd́ıl př́ıjmů x a x je menš́ı než 10 000 Kč“)

pro každého člověka x ∈ X. Pro obě relace R,R′ dále plat́ı: pokud 〈m,n〉 ∈ R, pak
i 〈n,m〉 ∈ R; pokud 〈x, y〉 ∈ R′, pak i 〈y, x〉 ∈ R′. V následuj́ıćı definici zavedeme
vlastnosti binárńıch relaćı na množině.

Definice 3.1. Necht’ R je binárńı relace na X. Řekneme, že R je

(i) reflexivńı, pokud pro každé x ∈ X plat́ı 〈x, x〉 ∈ R,

(ii) irreflexivńı, pokud pro každé x ∈ X plat́ı 〈x, x〉 6∈ R,

(iii) symetrická, pokud pro každé x, y ∈ X plat́ı 〈x, y〉 ∈ R→ 〈y, x〉 ∈ R,

(iv) asymetrická, pokud pro každé x, y ∈ X plat́ı 〈x, y〉 ∈ R→ 〈y, x〉 6∈ R,

(v) antisymetrická, pokud pro každé x, y ∈ X plat́ı (〈x, y〉 ∈ R∧〈y, x〉 ∈ R)→ x = y,

(vi) úplná, pokud pro každé x, y ∈ X plat́ı 〈x, y〉 ∈ R ∨ 〈y, x〉 ∈ R,

(vii) tranzitivńı, pokud pro každé x, y, z ∈ X plat́ı (〈x, z〉 ∈ R∧ 〈z, y〉 ∈ R)→ 〈x, y〉 ∈
R.

Vlastnosti relaćı uvedené v definici 3.1 maj́ı přirozenou interpretaci a u konečných
binárńıch relaćı je lze vyč́ıst z jejich maticové a grafové reprezentace. Předpokládejme,
že máme dánu binárńı relaci R na X.
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• Reflexivita relace R vyjadřuje, že každý prvek x ∈ X je v relaci R
”
sám ze sebou“.

Relace R je reflexivńı, právě když má binárńı matice MR na diagonále samé
jedničky, což je právě když je v orientovaném grafu 〈X,R〉 relace R u každého
vrcholu

”
smyčka“.

• Irreflexivita relace R vyjadřuje, že žádný prvek x ∈ X neńı v relaci R
”
sám se

sebou“. Relace R je irreflexivńı, právě když má binárńı matice MR na diagonále
samé nuly, což je právě když u žádného vrcholu orientovaného grafu 〈X,R〉 neńı

”
smyčka“. Relace nemůže být zároveň reflexivńı a irreflexivńı, nemuśı mı́t ale ani

jednu vlastnost z těchto dvou.

• Symetrie relace R vyjadřuje, že 〈x, y〉 ∈ R, právě když 〈y, x〉 ∈ R. To jest relace je
symetrická pokud pro každé x, y ∈ X máme bud’ současně 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, x〉 ∈ R,
nebo současně 〈x, y〉 6∈ R a 〈y, x〉 6∈ R. Relace R je symetrická, právě když jej́ı
binárńı matice MR je symetrická podle diagonály, to jest právě když je transpo-
novaná matice (MR)T shodná s MR. V grafu relace se symetrie projevuje tak, že
mezi vrcholy x, y bud’ neńı žádná hrana, nebo vede hrana z x do y i z y do x.

• Asymetrie relace R vyjadřuje, že do R nepadnou 〈x, y〉 a 〈y, x〉 současně. To jest
relace je asymetrická pokud pro každé x, y ∈ X máme bud’ současně 〈x, y〉 6∈ R
a 〈y, x〉 6∈ R, nebo do R padne právě jedna z dvojic 〈x, y〉 a 〈y, x〉. Z asymet-
rie př́ımo plyne irreflexivita, t́ım pádem asymetrie vylučuje reflexivitu. Pokud je
relace R symetrická a asymetrická současně, pak R = ∅.
• Antisymetrie relace R vyjadřuje, že pro každé dva r̊uzné prvky x, y ∈ X neplat́ı

současně 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, x〉 ∈ R. R je antisymetrická, právě když každá dvě r̊uzná
pole matice MR, která jsou souměrná podle diagonály, neobsahuj́ı dvě jedničky.
V grafu relace se antisymetrie projevuje tak, že mezi dvěma r̊uznými vrcholy x, y
je bud’ jedna hrana, nebo žádná. Z asymetrie plyne antisymetrie (obráceně obecně
neplat́ı). Je-li R současně symetrická i antisymetrická, pak plat́ı R ⊆ ωX .

• Úplnost relace R vyjadřuje, že pro každé dva x, y ∈ X aspoň jedna z dvo-
jic 〈x, y〉, 〈y, x〉 padne do R. Úplnost implikuje reflexivitu, to jest irreflexivita
vylučuje úplnost, t́ım pádem i asymetrie vylučuje úplnost. R je úplná, právě
když každá dvě pole matice MR, která jsou souměrná podle diagonály, obsahuj́ı
aspoň jednu jedničku. V grafu 〈X,R〉 lze úplnost poznat tak, že mezi každými
dvěma vrcholy vede aspoň jedna hrana.

• Tranzitivita relace R vyjadřuje, že pokud 〈x, y〉 ∈ R a pokud 〈y, z〉 ∈ R, pak také
〈x, z〉 ∈ R, to jest neformálně: pokud je x ve vztahu R s y (v grafu 〈X,R〉 vede
hrana z x do y) a pokud je y ve vztahu R se z (v grafu 〈X,R〉 vede hrana z y
do z), pak je i x ve vztahu R se z (v grafu 〈X,R〉 vede hrana z x do z). Řečeno
ještě jinak, pokud v grafu 〈X,R〉 můžeme přej́ıt z vrcholu x do vrcholu y po dvou
hranách přes vrchol z, pak lze přej́ıt x do y př́ımo (z x do y vede hrana).

Vlastnosti konečných relaćı je možné testovat zcela mechanicky prostě t́ım, že ověř́ıme,
zda-li plat́ı definičńı podmı́nky dané vlastnosti. Uvědomte si, že k prokázáńı, že daná
vlastnost neplat́ı stač́ı naj́ıt jen jednu n-tici prvk̊u, pro kterou definičńı předpis ne-
plat́ı – taková n-tice prvk̊u nám slouž́ı jako protipř́ıklad. Např́ıklad k tomu abychom
zjistili, že relace R na X neńı symetrická stač́ı naj́ıt x, y ∈ X tak, že 〈x, y〉 ∈ R, ale
〈y, x〉 6∈ R. Pokud chceme ukázat, že vlastnost pro danou R plat́ı, muśıme provést test
pro všechny prvky. Problém testováńı vlastnost́ı relaćı nastává v př́ıpadě, kdy X je
nekonečná množina – zde již mechanické testováńı

”
přes všechny prvky“ obecně nelze

použ́ıt. V tomto př́ıpadě lze obecně doporučit snažit se vysledovat vlastnosti relaćı z je-
jich popisu (definice) a poté je dokázat nebo vyvrátit protipř́ıkladem. Někdy pomáhá
představit si pouze konečnou podmnožinu X, vysledovat vlastnosti R zúžené na tuto
konečnou podmnožinu a pak se je snažit dokázat obecně.
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Př́ıklad 3.2. (1) Nejprve si uvědomme vlastnosti speciálńıch relaćı ∅, ωX a ιX . ∅
je irreflexivńı, symetrická, asymetrická, antisymetrická a tranzitivńı, evidentně však
neńı úplná ani reflexivńı. ωX je reflexivńı, symetrická, antisymetrická a tranzitivńı,
neńı irreflexivńı a neńı asymetrická. ωX je úplná, právě když |X| = 1. ιX je reflexivńı,
symetrická, tranzitivńı a úplná, neńı irreflexivńı, neńı asymetrická. ιX je antisymetrická,
právě když |X| = 1.

(2) Mějme dánu množinu X = {a, b, c, d} a binárńı relaci R na X, kde

R = {〈a, a〉, 〈a, d〉, 〈b, b〉, 〈b, d〉, 〈c, a〉, 〈c, b〉, 〈c, c〉, 〈c, d〉, 〈d, d〉} .

R je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı (ostatńı vlastnosti uvedené v definici 3.1
nemá).

(3) Vrát́ıme-li se nyńı k motivačńım př́ıklad̊um z úvodu kapitoly, pak pro

R = {〈m,n〉|m má stejný počet cifer jako n} .

definovanou na množině celých č́ısel plat́ı, že R je reflexivńı, symetrická, tranzitivńı
(ostatńı vlastnosti nemá). Relace

R′ = {〈x, y〉| rozd́ıl měśıčńıch př́ıjmů x a y je menš́ı než 10 000 Kč} .

je reflexivńı a symetrická, ale obecně nemuśı být tranzitivńı (pokuste se vymyslet pro-
tipř́ıklad).

(4) Mějme relaci R na množině celých č́ısel danou R = {〈m,n〉 |m− 2 ≤ n}. R je
reflexivńı, protože m − 2 ≤ m. R neńı tranzitivńı, protože 4 − 2 ≤ 2, 2 − 2 ≤ 0, ale
4−2 � 0, to jest 〈4, 2〉 ∈ R, 〈2, 0〉 ∈ R, ale 〈4, 0〉 6∈ R. R je úplná, protože pro libovolná
m,n ∈ Z máme bud’ m ≤ n (potom t́ım sṕı̌s m − 2 ≤ n, tedy 〈m,n〉 ∈ R), nebo
n ≤ m (potom 〈n,m〉 ∈ R). R neńı symetrická, protože třeba 〈5, 2〉 6∈ R a 〈2, 5〉 ∈ R.
R neńı asymetrická, protože je reflexivńı. R neńı antisymetrická, protože 〈1, 2〉 ∈ R
a 〈2, 1〉 ∈ R.

(5) Uvažujme libovolnou množinu U , dále zavedeme binárńı relaci R na 2U následuj́ıćım
předpisem: R =

{
〈A,B〉 |A,B ∈ 2U a A je podmnožina B

}
. Relace R je reflexivńı, an-

tisymetrická a tranzitivńı. Tuto relaci jsme si zavedli již v kapitole 2.2.3 na straně 35
jako množinovou inkluzi a fakt 〈A,B〉 ∈ R jsme zapisovali A ⊆ B. Analogicky bychom
mohli chápat množinovou rovnost A = B jako vyjádřeńı př́ıslušnosti 〈A,B〉 k pr̊uniku
R ∩R−1 = ω2U (zd̊uvodněte proč).

Pr̊uvodce studiem

Asymetrii a antisymetrii nelze zaměňovat. Každá asymetrická relace je antisymet-
rická, ale obecně to neplat́ı obráceně. Např́ıklad relace ωX je antisymetrická, ale neńı
asymetrická. Volně řečeno, antisymetrie vyjadřuje

”
téměř totéž co asymetrie“, až

na prvky vyskytuj́ıćı se na diagonále. Plat́ı, že antisymetrická relace je asymetrická,
právě když je irreflexivńı.

Věta 3.3. Necht’ R je binárńı relace na X. Pak

(i) R je reflexivńı, právě když ωX ⊆ R,
(ii) R je irreflexivńı, právě když ωX ∩R = ∅,
(iii) R je symetrická, právě když R = R−1,
(iv) R je asymetrická, právě když R ∩R−1 = ∅,
(v) R je antisymetrická, právě když R ∩R−1 ⊆ ωX ,
(vi) R je úplná, právě když R ∪R−1 = ιX ,
(vii) R je tranzitivńı, právě když R ◦R ⊆ R.
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a b

cd

〈X,R〉
a b

cd

〈X,R2〉
a b

cd

〈X,R3〉
a b

cd

〈X,R4〉

Obrázek 4: n-tá mocnina relace

D̊ukaz. Tvrzeńı (i), (ii), (iii), (iv) a (vi) jsou zřejmá.
(v): Necht’ R je antisymetrická a necht’ 〈x, y〉 ∈ R∩R−1. Pak 〈x, y〉 ∈ R a 〈x, y〉 ∈ R−1,
tedy 〈y, x〉 ∈ R. Odtud x = y, tedy 〈x, y〉 ∈ ωX . Obráceně, předpokládejme R∩R−1 ⊆
ωX . Pro 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, x〉 ∈ R máme 〈x, y〉 ∈ R−1, tedy 〈x, y〉 ∈ R ∩ R−1 ⊆ ωX ,
z čehož x = y. Relace R je tedy antisymetrická.
(vii): Necht’ R je tranzitivńı a necht’ 〈x, y〉 ∈ R ◦ R. Pak existuje z ∈ X takové, že
〈x, z〉 ∈ R a 〈z, y〉 ∈ R, tedy z tranzitivity 〈x, y〉 ∈ R, to jest R ◦ R ⊆ R. Obráceně,
necht’ plat́ı R ◦R ⊆ R, pak pokud 〈x, z〉 ∈ R a 〈z, y〉 ∈ R, pak 〈x, y〉 ∈ R ◦R ⊆ R, tedy
R je tranzitivńı.

Nyńı zavedeme n-tou mocninu relace pomoćı skládáńı relaćı.

Definice 3.4. Necht’ R je binárńı relace na X. Pro každé n ∈ N definujeme binárńı
relaci Rn na X: n-tou mocninu

relace zavád́ıme
pomoćı skládáńı
relaćı.

Rn =

{
R pokud n = 1,
R ◦Rn−1 jinak.

Rn se nazývá n-tá mocnina R.

Dle definice 3.4 máme R1 = R, R2 = R◦R1 = R◦R, R3 = R◦R2 = R◦(R◦R) . . . Podle
věty 2.21 na straně 46 nav́ıc plat́ı, že R3 = R ◦ (R ◦ R) = (R ◦ R) ◦ R, bez újmy
tedy můžeme vynechávat závorky a psát pouze R3 = R ◦ R ◦ R a podobně. n-tou
mocninu relace R na X lze vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem: 〈x, y〉 ∈ Rn pokud existuj́ı
z1, . . . , zn−1 ∈ X tak, že

〈x, z1〉 ∈ R, 〈z1, z2〉 ∈ R, . . . , 〈zn−2, zn−1〉 ∈ R, 〈zn−1, y〉 ∈ R. (2)

Tedy např́ıklad pro n = 2 přejde (2) v

〈x, z1〉 ∈ R, 〈z1, y〉 ∈ R,

pro n = 3:

〈x, z1〉 ∈ R, 〈z1, z2〉 ∈ R, 〈z2, y〉 ∈ R

a tak dále. Význam Rn si pro konečnou X nejlépe uvědomı́me na orientovaných grafech
př́ıslušných R a Rn. Neformálně řečeno: v grafu Rn vede hrana z x do y (to jest
〈x, y〉 ∈ Rn), právě když se v grafu R lze dostat z x do y po orientovaných hranách
tak, že počet hran, přes které při tom přejdeme je roven n. Vše si demonstrujme na
následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 3.5. Mějme binárńı relaci R = {〈a, b〉, 〈b, c〉, 〈b, d〉, 〈c, c〉, 〈d, a〉, 〈d, b〉} na
čtyřprvkové množině X = {a, b, c, d}. Na obrázku 4 jsou zobrazeny orientované grafy
odpov́ıdaj́ıćı relaćım R = R1, R2, R3 a R4, matice těchto relaćı vypadaj́ı následovně:

MR =


0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 0
1 1 0 0

, MR2

=


0 0 1 1
1 1 1 0
0 0 1 0
0 1 1 1

, MR3

=


1 1 1 0
0 1 1 1
0 0 1 0
1 1 1 1

, MR4

=


0 1 1 1
1 1 1 1
0 0 1 0
1 1 1 1

.
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Např́ıklad 〈a, b〉 ∈ R, 〈b, d〉 ∈ R a 〈d, a〉 ∈ R, máme tedy 〈a, a〉 ∈ R3 – neformálně
řečeno, z a jsme se dostali do a cestou přes tři hrany: 〈a, b〉, 〈b, d〉 a 〈d, a〉. Na druhou
stranu ale třeba 〈a, a〉 6∈ R4, protože neexistuje žádná

”
cesta z a do a“ přes čtyři hrany.

Na tomto př́ıkladu si dále všimněte, že obecně neplat́ı Rn ⊆ Rn+1, zde konkrétně
R3 * R4.

V následuj́ıćım tvrzeńı si uvedeme některé daľśı vlastnosti skládáńı a mocněńı relaćı.

Věta 3.6. Necht’ R,S, T jsou binárńı relace na X, kde S ⊆ T . Pak

(i) S−1 ⊆ T−1,
(ii) R ◦ S ⊆ R ◦ T a S ◦R ⊆ T ◦R,
(iii) pokud je R tranzitivńı, pak Rn ⊆ R pro každé n ∈ N,
(iv) Rm ◦Rn = Rm+n = Rn ◦Rm pro každé m,n ∈ N,
(v) pokud |X| ≤ n a 〈x, y〉 ∈ Rn+1, pak 〈x, y〉 ∈ Rm pro nějaké m ∈ N splňuj́ıćı

m ≤ n.

D̊ukaz. (i) je zřejmé.
(ii): Dokážeme R◦S ⊆ R◦T , druhý vztah se dokazuje analogicky. Necht’ 〈x, y〉 ∈ R◦S,
pak tedy existuje z ∈ X tak, že 〈x, z〉 ∈ R a 〈z, y〉 ∈ S. Jelikož ale S ⊆ T , dostáváme
〈z, y〉 ∈ T , tedy 〈x, y〉 ∈ R ◦ T . T́ım jsme dokázali R ◦ S ⊆ R ◦ T .
(iii): Triviálně R1 ⊆ R. Indukćı ukážeme, že pokud tvrzeńı Rn ⊆ R plat́ı pro n ∈ N,
pak plat́ı i pro n + 1. Necht’ tedy Rn ⊆ R. Jelikož je R tranzitivńı relace, pak dle (ii)
věty 3.6 a dle (vii) věty 3.3 dostáváme Rn+1 = R ◦Rn ⊆ R ◦R ⊆ R.
(iv) plyne z definice a užit́ım věty 2.21 na straně 46.
(v): Mějme |X| ≤ n, to jest X je nejvýš n-prvková množina a necht’ 〈x, y〉 ∈ Rn+1. Dle
definice 3.4 tedy existuj́ı elementy z1, . . . , zn ∈ X takové, že

〈x, z1〉 ∈ R, 〈z1, z2〉 ∈ R, . . . , 〈zn−1, zn〉 ∈ R, 〈zn, y〉 ∈ R.

Označ́ıme-li z0 = x, pak má posloupnost z0, . . . , zn právě n + 1 prvk̊u, což vzhledem
k počtu prvk̊u množiny X (předpokládáme |X| ≤ n) znamená, že muśı existovat indexy
i, j ∈ {0, . . . , n} takové, že i < j a zi = zj . Vezmeme-li nyńı posloupnost dvojic

〈z0, z1〉 ∈ R, 〈z1, z2〉 ∈ R, . . . , 〈zi−1, zi〉 ∈ R, 〈zj , zj+1〉 ∈ R, . . . , 〈zn−1, zn〉 ∈ R, 〈zn, y〉 ∈ R,

kterou jsme źıskali vyjmut́ım (j−i) dvojic 〈zk, zk+1〉 (i ≤ k < j) z výchoźı posloupnosti,
pak zřejmě dostáváme 〈x, y〉 ∈ Rn+1−(j−i). Hledané m ∈ N je tedy např́ıklad m =
n+ 1− (j − i).

3.2 Uzávěry relaćı

Binárńı relace se často použ́ıvaj́ı k popisu stav̊u systému a jejich návaznosti. Mějme
množinu stav̊u X, ve kterých se může nacházet nějaký systém (např́ıklad př́ıstroj se
může nacházet ve stavech

”
zapnut“,

”
v pohotovosti“,

”
v činnosti“,

”
vypnut“, . . . ; tržńı

ekonomika se může nacházet ve stavu
”
konjunktury“,

”
inflace“,

”
deflace“,

”
stagflace“,

”
recese“,

”
deprese“, . . . ). Předpokládejme, že R je binárńı relace na X s významem:

〈x, y〉 ∈ R, právě když
”
systém může (v jednom kroku) přej́ıt ze stavu x do stavu

y“. Relace R (tak zvaná přechodová relace) nemuśı být obecně tranzitivńı: těžko si
lze představit, že např́ıklad ekonomika přejde př́ımo z

”
deprese“ do

”
konjunktury“.

Kdybychom nav́ıc na X definovali daľśı binárńı relaci R′ jakožto relaci dosažitelnosti
stav̊u v obecně v́ıce kroćıch, pak by R′ byla přirozeně tranzitivńı a měla by nav́ıc
úzký vztah k přechodové relaci R: R by byla obsažena v R′ a R′ by byla nejmenš́ı (ve
smyslu množinové inkluze ⊆) ze všech tranzitivńıch relaćı na X obsahuj́ıćıch R. Tento
a podobné typy vztah̊u mezi relacemi si nyńı zavedeme přesně.
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a b

cd

〈X,Ref(R)〉
a b

cd

〈X,Sym(R)〉
a b

cd

〈X,Tra(R)〉

Obrázek 5: Reflexivńı, symetrický a tranzitivńı uzávěr relace

Definice 3.7. Pro binárńı relaci R na X definujeme binárńı relace
Ref(R),Sym(R),Tra(R) na X tak, že Ref(R) (Sym(R), př́ıpadně Tra(R)) je re-
flexivńı (symetrická, př́ıpadně tranzitivńı) relace obsahuj́ıćı R a pro každou reflexivńı
(symetrickou, př́ıpadně tranzitivńı) relaci R′ na X, kde R ⊆ R′, máme Ref(R) ⊆ R′

(Sym(R) ⊆ R′, př́ıpadně Tra(R) ⊆ R′). Ref(R) se nazývá reflexivńı uzávěr R, Sym(R)
se nazývá symetrický uzávěr R, Tra(R) se nazývá tranzitivńı uzávěr R.

Předchoźı definice je nekonstruktivńı, neř́ıká nic o tom, jak relace Ref(R), Sym(R)
a Tra(R) vypadaj́ı a dokonce z ńı ani př́ımo neplyne, zda takové relace existuj́ı pro
každou R. V následuj́ıćı větě si ukážeme, že všechny výše uvedené uzávěry existuj́ı
vždy ke každé binárńı relaci na libovolné množině a lze je konstruktivně popsat.

Věta 3.8. Necht’ R je binárńı relace na X. Pak

Ref(R) = R ∪ ωX , (3)

Sym(R) = R ∪R−1, (4)

Tra(R) =
⋃∞
n=1R

n. (5)

D̊ukaz. Tvrzeńı pro Ref(R) je zřejmé.
Položme S = R ∪ R−1. Nyńı prokážeme, že Sym(R) = S. Plat́ı S−1 = (R ∪ R−1)−1 =
R−1∪(R−1)−1 = R−1∪R = S. To jest S je symetrická dle bodu (iii) věty 3.3 a evidentně
R ⊆ S. Mějme symetrickou relaci S′ na X takovou, že R ⊆ S′. Necht’ 〈x, y〉 ∈ S =
R ∪ R−1. Pokud 〈x, y〉 ∈ R, pak triviálně 〈x, y〉 ∈ S′. Pokud 〈x, y〉 6∈ R, pak 〈x, y〉 ∈
R−1, tedy 〈y, x〉 ∈ R, to jest 〈y, x〉 ∈ S′. Jelikož je S′ symetrická, dostáváme odtud
〈x, y〉 ∈ S′. Prokázali jsme tedy S ⊆ S′ a dohromady Sym(R) = R ∪R−1.
Položme T =

⋃∞
n=1R

n, to jest T = R1 ∪ R2 ∪ R3 ∪ · · · . Evidentně R ⊆ T . Ověř́ıme
tranzitivitu T : necht’ 〈x, z〉 ∈ T a 〈z, y〉 ∈ T . Z definice T plyne, že existuj́ı m,n ∈ N
taková, že 〈x, z〉 ∈ Rm a 〈z, y〉 ∈ Rn. Tedy 〈x, y〉 ∈ Rm ◦ Rn = Rm+n ⊆ T . Mějme
tranzitivńı relaci T ′ na X takovou, že R ⊆ T ′. Pak dle bod̊u (ii) a (iii) věty 3.6 plat́ı
Rn ⊆ (T ′)n ⊆ T pro každé n ∈ N. Odtud máme T ⊆ T ′, tedy Tra(R) =

⋃∞
n=1R

n.

Vztahu (5) je třeba rozumět tak, že výsledný tranzitivńı uzávěr Tra(R) dostaneme t́ım,
že sjednot́ıme nekonečně mnoho relaćı R1 ∪R2 ∪R3 ∪ · · · ∪Rn ∪Rn+1 ∪ · · · . Z pohledu
informatika je toto vyjádřeńı tranzitivńıho uzávěru pořád nekonstruktivńı, protože pro
vstupńı relaci R nedává předpis pro algoritmus, který by vždy po konečně mnoha
kroćıch výpočtu stanovil relaci Tra(R). Pokud je ale R definovaná na konečné množině
X, pak jako d̊usledek bodu (v) věty 3.6 dostáváme, že Rk ⊆

⋃n
i=1R

i pro každé k ∈ N,
kde k > n = |X|. To jest máme

Důsledek 3.9. Necht’ R je binárńı relace na X, kde |X| = n. Pak Tra(R) =
⋃n
i=1R

i.

Př́ıklad 3.10. (1) Vezměme relaci R z př́ıkladu 3.5. Na obrázku 5 jsou zobrazeny
orientované grafy odpov́ıdaj́ıćı reflexivńımu, symetrickému a tranzitivńımu uzávěru R,
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matice těchto relaćı vypadaj́ı následovně (pro přehlednost jsou nově přidané prvky
zvýrazněny barevně):

MRef(R) =


1 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 0
1 1 0 1

, MSym(R) =


0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0

, MTra(R) =


1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 1 0
1 1 1 1

.

(2) Mějme binárńı relaci R na množině přirozených č́ısel N definovánu R =
{〈m,n〉|m+ 1 = n}. Relace R je irreflexivńı, asymetrická, antisymetrická a neńı tran-
zitivńı. Fakt 〈m,n〉 ∈ R lze intuitivně chápat jako

”
m je bezprostředńı předch̊udce n

v množině přirozených č́ısel“. Pro Tra(R) máme 〈m,n〉 ∈ Tra(R), právě když m < n.
Na tomto př́ıkladu je dobré uvědomit si, že v př́ıpadě relaćı na nekonečných množinách
můžeme mı́t

⋃n
i=1R

i ⊂ Tra(R) pro každé n ∈ N. V tomto konkrétńım př́ıpadě: pro li-
bovolné n ∈ N máme 〈1, n+ 2〉 ∈ Tra(R), ale 〈1, n+ 2〉 6∈

⋃n
i=1R

i. To jest d̊usledek 3.9
obecně nelze rozš́ı̌rit pro relace na nekonečných množinách.

Pr̊uvodce studiem

Pokud binárńı relaci R na X interpretujeme jako přechodovou relaci, pak tranzi-
tivńı uzávěr Tra(R) relace R má přirozenou interpretaci jako relace dosažitelnosti.
Tranzitivńı uzávěry relaćı se často použ́ıvaj́ı v informatice, např́ıklad v teorii auto-
mat̊u: pokud R popisuje možnost změny stavu (elementárńı krok výpočtu) nějakého
abstraktńıho výpočetńıho stroje, pak Tra(R) lze chápat jako relaci, která určuje

”
výpočet“, to jest 〈x, y〉 ∈ Tra(R), pokud stroj během výpočtu zač́ınaj́ıćıho ve stavu
x dojde do stavu y.

Shrnut́ı

Binárńı relace na dané množině lze chápat jako matematický protěǰsek vztah̊u mezi
dvěma objekty dané množiny. Při zkoumáńı vlastnost́ı binárńıch relaćı na množině
zavád́ıme abstraktńı vlastnosti relaćı a zkoumáme jejich vzájemné vztahy. Mezi
nejčastěji uvažované vlastnosti patř́ı reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita
a úplnost. Ke každé relaci můžeme nav́ıc stanovit jej́ı reflexivńı, symetrický nebo tran-
zitivńı uzávěr, to jest nejmenš́ı reflexivńı, symetrickou nebo tranzitivńı relaci na dané
množině, která obsahuje výchoźı relaci.

Pojmy k zapamatováńı

• reflexivita, irreflexivita,

• symetrie, asymetrie, antisymetrie,

• úplnost,

• tranzitivita,

• mocnina relace,

• reflexivńı uzávěr, symetrický uzávěr, tranzitivńı uzávěr

Kontrolńı otázky

1. Existuje úplná a symetrická relace na X r̊uzná od ιX?

2. Jaký je vztah mezi asymetrickými a antisymetrickými relacemi?

3. Plat́ı, že relace je irreflexivńı, právě když neńı reflexivńı?
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4. Jaký význam má tranzitivńı uzávěr relace a jak jej lze naj́ıt?

Cvičeńı

1. Zjistěte, jaké vlastnosti maj́ı následuj́ıćı relace R na X.
(a) X = Z, R = {〈m,n〉 |m děĺı n beze zbytku}.
(b) X = {a, b, c, d}, R = {〈a, b〉, 〈b, a〉, 〈b, b〉, 〈b, c〉}.
(c) X = Z× Z, R = {〈〈m,m′〉, 〈n, n′〉〉 |m ≤ n a m′ ≤ n′}.
(d) X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, R = {〈m,n〉 |m− n ≤ 2}.

2. Najděte relaci R na X = {a, b, c, d}, tak aby
(a) R byla reflexivńı, tranzitivńı, úplná a nebyla ani symetrická, ani antisymet-

rická,
(b) R byla reflexivńı, antisymetrická a nebyla tranzitivńı,
(c) R byla tranzitivńı a asymetrická a zároveň R ∪ ωX byla úplná,
(d) Sym(Tra(R)) nebyla tranzitivńı.

3. Mějme relaci R = {〈a, d〉, 〈c, d〉, 〈d, a〉} na množině X = {a, b, c, d, e, f}.
Stanovte Ref(R), Sym(R), Tra(R), Sym(Tra(R)), Tra(Sym(R)),
Tra(Sym(Ref(R))).

Úkoly k textu

1. Mějme reflexivńı relaci R na X, kde |X| = n. Dokažte, že Tra(R) = Rn.

Řešeńı

1. Relace maj́ı právě tyto vlastnosti
(a) reflexivita, tranzitivita, (nesplňuje: irreflexivita, symetrie, asymetrie, antisy-

metrie, úplnost),
(b) nesplňuje ani jednu vlastnost z definice 3.1,
(c) reflexivita, tranzitivita, antisymetrie, (nesplňuje: irreflexivita, symetrie, asy-

metrie, úplnost),
(d) reflexivita, úplnost, (nesplňuje: irreflexivita, symetrie, asymetrie, antisyme-

trie, tranzitivita).

2. Relace maj́ı např́ıklad následuj́ıćı tvar:
(a) R = ιX − {〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉},
(b) R = {〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈b, b〉, 〈b, c〉, 〈c, c〉, 〈d, d〉},
(c) R = {〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉, 〈b, c〉, 〈b, d〉, 〈c, d〉},
(d) R = {〈a, b〉}.

3. Relace maj́ı následuj́ıćı tvar:

Ref(R) = {〈a, a〉, 〈a, d〉, 〈b, b〉, 〈c, c〉, 〈c, d〉, 〈d, a〉, 〈d, d〉, 〈e, e〉, 〈f, f〉} ,
Sym(R) = {〈a, d〉, 〈c, d〉, 〈d, a〉, 〈d, c〉} ,
Tra(R) = {〈a, a〉, 〈a, d〉, 〈c, a〉, 〈c, d〉, 〈d, a〉, 〈d, d〉} ,

Sym(Tra(R)) = {〈a, a〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉, 〈c, a〉, 〈c, d〉, 〈d, a〉, 〈d, c〉, 〈d, d〉} ,
Tra(Sym(R)) = {〈a, a〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉, 〈c, a〉, 〈c, c〉, 〈c, d〉, 〈d, a〉, 〈d, c〉, 〈d, d〉} ,

Tra(Sym(Ref(R))) = Tra(Sym(R)) ∪ {〈b, b〉, 〈e, e〉, 〈f, f〉} .

67



Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitoly by student měl být seznámen s vlastnostmi
nejčastěji použ́ıvaných binárńıch relaćıch na množinách. Student by měl mı́t přehled
o relaci ekvivalence a jej́ım vztahu k rozkladu na množině a k surjektivńım obraz̊um.
Dále by měl být seznámen se základńımi vlastnostmi a typy uspořádaných množin.

Kĺıčová slova: antǐretězec, ekvivalence (indukovaná zobrazeńım / př́ıslušná rozkladu),
ekvivalence, faktorová množina, Hasse̊uv diagram, infimum, kužel (dolńı, horńı), kva-
ziuspořádáńı, lineárńı uspořádáńı, pokryt́ı, polosvaz (pr̊usekový, spojový), princip dua-
lity, (minimálńı / nejmenš́ı / maximálńı / největš́ı) prvek, přirozené zobrazeńı, rozklad
na množině, rozklad př́ıslušný ekvivalenci, řetězec, supremum, svaz, tř́ıda ekviva-
lence / rozkladu, uspořádaná množina, uspořádáńı

Potřebný čas: 120 minut.

3.3 Ekvivalence

V této podkapitole se budeme zabývat binárńımi relacemi, které lze interpretovat jako
matematické protěǰsky nerozlǐsitelnosti. Motivace pro zkoumáńı tohoto fenoménu je Ztotožněńım

nerozlǐsitelných
prvk̊u źıskáme

”
náhled“ na

množinu.

v celku jasná. Pokud množina X reprezentuje velkou kolekci prvk̊u, třeba nekonečnou,
v některých př́ıpadech můžeme cht́ıt ztotožnit ty prvky z X, které jsou vzájemně
nerozlǐsitelné některou svou vlastnost́ı a źıskat tak

”
zjednodušený náhled“ na X.

Ztotožněńım nerozlǐsitelných prvk̊u můžeme źıskat množinu
”
reprezentant̊u“, která

může být výrazně menš́ı než výchoźı množina X.

V úvodu kapitoly si nejprve definujeme speciálńı relaci, která je matematickým
protěǰskem nerozlǐsitelnosti prvk̊u. Jaké vlastnosti by tato relace měla mı́t? Určitě by
měla být reflexivńı, protože každé x ∈ X je totožné s x, to jest

”
x nelze rozlǐsit od x“.

Dále by relace měla být i symetrická:
”
pokud x nelze rozlǐsit od y, pak i y nelze rozlǐsit

od x“. Daľśı vlastnost́ı nerozlǐsitelnost je tranzitivita:
”
pokud x nelze rozlǐsit od y a y

nelze rozlǐsit od z, pak x nelze rozlǐsit od z“. Uvědomte si, že kdybychom hledali mate-
matický protěǰsek vlastnosti

”
být podobný“, pak by již automatické přijet́ı tranzitivity

bylo přinejmenš́ım diskutabilńı. Nyńı zavedeme relaci ekvivalence jako matematický
protěǰsek nerozlǐsitelnosti.

Definice 3.11. Reflexivńı a symetrická binárńı relace na množině se nazývá tolerance.
Tranzitivńı tolerance se nazývá ekvivalence. Pro ekvivalenci E na množině X definu- Ekvivalence je

matematický
protěǰsek
nerozlǐsitelnosti.

jeme pro každý x ∈ X množinu [x]E = {y ∈ X | 〈x, y〉 ∈ E}, kterou nazýváme tř́ıda
ekvivalence prvku x.

Je-li E ekvivalence na X, pak vztah 〈x, y〉 ∈ E někdy čteme
”
x je E-ekvivalentńı

y“. Vzhledem k tomu, že E je symetrická, můžeme 〈x, y〉 ∈ E č́ıst
”
x a y jsou E-

ekvivalentńı“. Tř́ıda ekvivalence [x]E je dle definice množina těch prvk̊u y ∈ X, které
jsou E-ekvivalentńı x. Jinými slovy, [x]E obsahuje právě ty prvky z X, které nelze od
x rozlǐsit ekvivalenćı E.

Př́ıklad 3.12. (1) ωX a ιX jsou ekvivalence na X, které nav́ıc maj́ı mezi všemi ekviva-
lencemi na X výsadńı postaveńı. Relace ωX muśı být dle (i) věty 3.3 obsažena v každé
ekvivalenci na X, to jest ωX je nejmenš́ı ekvivalence na X ve smyslu množinové inkluze
⊆. Pro každý prvek x ∈ X máme [x]ωX = {x}. Naopak relace ιX je evidentně největš́ı
ekvivalence na X. Pro každý prvek x ∈ X máme [x]ιX = X.

(2) Na X = {a, b, c} existuje pět vzájemně r̊uzných ekvivalenćı:

ωX = {〈a, a〉, 〈b, b〉, 〈c, c〉},
E1 = {〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈b, a〉, 〈b, b〉, 〈c, c〉},
E2 = {〈a, a〉, 〈b, b〉, 〈b, c〉, 〈c, b〉, 〈c, c〉},
E3 = {〈a, a〉, 〈a, c〉, 〈b, b〉, 〈c, a〉, 〈c, c〉},
ιX = {〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈b, a〉, 〈b, b〉, 〈b, c〉, 〈c, a〉, 〈c, b〉, 〈c, c〉}.
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(3) Uvažujme množinu celých č́ısel Z a m ∈ N a uvažujme binárńı relaci Zm ⊆ Z× Z
definovanou

Zm = {〈a, b〉 | a = b+ t ·m pro nějaké t ∈ Z} . (6)

Snadno lze ukázat, že relace Zm je ekvivalence na Z. Podrobně, Zm je zcela jistě refle-
xivńı, plat́ı a = a + 0 ·m, odtud plyne 〈a, a〉 ∈ Zm. Pokud 〈a, b〉 ∈ Zm, pak lze psát
a = b + t ·m pro nějaké t ∈ Z. Tento výraz lze upravit na a − t ·m = b. Z vlastnost́ı
součtu a součinu plyne b = a + (−t) · m, to jest 〈b, a〉 ∈ Zm – relace je symetrická.
Zbývá ověřit tranzitivitu: uvažujme 〈a, b〉 ∈ Zm, 〈b, c〉 ∈ Zm. Existuj́ı tedy s, t ∈ Z,
kde a = b + s ·m, b = c + t ·m. Dosazeńım za b dostáváme a = c + t ·m + s ·m, to
jest a = c+ (t+ s) ·m. Relace Zm se nazývá ekvivalence modulo m. O č́ıslech a, b ∈ Z
splňuj́ıćıch 〈a, b〉 ∈ Zm ř́ıkáme, že a je ekvivalentńı b modulo m.

(4) Na Q můžeme uvažovat binárńı relaci R = {〈x, y〉 |x, y ∈ Q, |x| = |y|}, to jest
〈x, y〉 ∈ R, právě když maj́ı x a y tutéž absolutńı hodnotu. Zcela evidentně jde o ekviva-
lenćı na Q, přitom pro každé x ∈ Q máme [x]E = {x,−x}. Speciálně máme [0]E = {0}.

Daľśı přirozený zp̊usob zachyceńı informace o nerozlǐsitelnosti prvk̊u množiny X je
jejich

”
shlukováńı“ do podmnožin vzájemně nerozlǐsitelných prvk̊u. Zřejmě každý prvek

x ∈ X je nerozlǐsitelný sám se sebou, takže ke každému x ∈ X lze uvažovat neprázdnou
podmnožinu Yx ⊆ X obsahuj́ıćı všechny prvky, které jsou od x nerozlǐsitelné. Zřejmě
máme X =

⋃
x∈X Yx a intuice také ř́ıká, že pokud lze x od x′ rozlǐsit, pak neexistuje

žádný prvek z ∈ X, který by byl zároveň nerozlǐsitelný od x i od x′. Následuj́ıćı definice
shrnuje předchoźı pozorováńı:

Definice 3.13. Necht’ X 6= ∅ je množina. Systém množin Π ⊆ 2X splňuj́ıćı Rozklad na
množině je
matematický
protěǰsek shluk̊u
nerozlǐsitelných
prvk̊u.

(i) Y 6= ∅ pro každou Y ∈ Π,

(ii) pro každé Y1, Y2 ∈ Π plat́ı: pokud Y1 ∩ Y2 6= ∅, pak Y1 = Y2,

(iii)
⋃

Π = X,

se nazývá rozklad na množině X. Množiny Y ∈ Π nazýváme tř́ıdy rozkladu Π. Pro
prvek x ∈ X označ́ıme [x]Π tu tř́ıdu rozkladu Π, která obsahuje x.

Poznámka 3.14. Rozeberme nyńı definici 3.13. Rozklad Π naX je systém neprázdných
podmnožin X, přitom dle bodu (ii) požadujeme, aby každé dvě r̊uzné množiny Y1, Y2 ∈
Π, Y1 6= Y2 byly disjunktńı, to jest Y1 ∩ Y2 = ∅, a konečně chceme, aby sjednoceńı
všech množin z Π bylo rovno množině X – někdy proto ř́ıkáme, že rozklad na X je dis-
junktńı pokryt́ı množiny X. Mějme např́ıklad množinu X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Např́ıklad
Π1 = {{1, 2}, {3, 4}, {5}} neńı rozklad na X, protože nesplňuje podmı́nku (iii) defi-
nice 3.13 (6 6∈

⋃
Π1), stejně tak Π2 = {{1, 2, 3}, {3, 4}, {5, 6}} neńı rozklad na X,

protože nesplňuje podmı́nku (ii) definice 3.13 ({1, 2, 3} ∩ {3, 4} 6= ∅), na druhou stranu
třeba {{1, 5, 3}, {4}, {2, 6}} je rozklad na X.

Př́ıklad 3.15. (1) Na množině X existuj́ı dva mezńı rozklady. Prvńı z nich je rozklad
Π, kde [x]Π = {x} pro každé x ∈ X, to jest všechny tř́ıdy rozkladu Π jsou jednoprvkové.
Druhým mezńım př́ıpadem je rozklad Π = {X}, to jest Π obsahuje jedinou tř́ıdu, která
je rovna celé X, t́ım pádem [x]Π = X pro každé x ∈ X.

(2) Mějme X = {a, b, c, d}. Na X existuje patnáct vzájemně r̊uzných rozklad̊u:

{{a}, {b}, {c}, {d}}, {{a, b}, {c}, {d}}, {{b}, {a, c}, {d}}, {{b}, {c}, {a, d}},
{{a}, {b, c}, {d}}, {{a, b, c}, {d}}, {{b, c}, {a, d}}, {{a}, {c}, {b, d}},
{{a, c}, {b, d}}, {{c}, {a, b, d}}, {{a}, {b}, {c, d}}, {{a, b}, {c, d}},
{{b}, {a, c, d}}, {{a}, {b, c, d}}, {{a, b, c, d}}.
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(3) Uvažujme rozklad Π7 = {Z0, Z1, . . . , Z6} na množině celých č́ısel Z takový, že
každá tř́ıda Zi rozkladu Π7 obsahuje právě ta celá č́ısla, která jsou dělitelná č́ıslem 7 se
zbytkem i. To jest máme Z0 = {0, 7,−7, 14,−14, . . . }, Z1 = {1,−1, 8,−8, 15,−15, . . . }
a tak dále. Analogicky bychom mohli uvažovat rozklad Πn pro každé n ∈ N. Πn se
nazývá systém zbytkových tř́ıd modulo n.

(4) Na množině racionálńıch č́ısel Q můžeme uvažovat rozklad Π takový, že pro každé
q ∈ Q máme [q]Π = {q,−q}. Jiným rozkladem na Q může být např́ıklad systém Π =
{Z, {0},K}, kde Z = {x ∈ Q |x < 0}, K = {x ∈ Q |x > 0}.

Pozorný čtenář si jistě všiml, že ukázky rozklad̊u v předchoźım př́ıkladu byly analogické Rozklady
a ekvivalence
vyjadřuj́ı de facto
totéž.

př́ıklad̊um ekvivalenćı z př́ıkladu 3.12. Např́ıklad je vidět, že v bodu (4) předchoźıho
př́ıkladu jsme uvedli ukázky rozklad̊u, které odpov́ıdaj́ı tř́ıdám ekvivalence uvedených
v bodu (4) př́ıkladu 3.12. Vskutku, ekvivalence na množině popisuj́ı

”
totéž“ jako roz-

klady na množině o čemž se přesvědč́ıme ve zbytku kapitoly.

Věta 3.16. Necht’ Π je rozklad na X. Pak binárńı relace EΠ na X definovaná

〈x, y〉 ∈ EΠ, právě když [x]Π = [y]Π (7)

je ekvivalence.

D̊ukaz. Pro každý x ∈ X plat́ı [x]Π = [x]Π triviálně, to jest 〈x, x〉 ∈ EΠ, č́ımž jsme
prokázali reflexivitu EΠ. Necht’ 〈x, y〉 ∈ EΠ, tedy [x]Π = [y]Π, odtud zřejmě [y]Π = [x]Π,
tedy 〈y, x〉 ∈ EΠ. Necht’ 〈x, y〉 ∈ EΠ a 〈y, z〉 ∈ EΠ, pak [x]Π = [y]Π = [z]Π, to jest
〈x, z〉 ∈ EΠ.

Definice 3.17. Ekvivalence EΠ definovaná (7) se nazývá ekvivalence př́ıslušná rozkladu
Π.

Nyńı v́ıme, že každému rozkladu př́ısluš́ı ekvivalence. Dále prokážeme, že ke každé ekvi-
valenci př́ısluš́ı rozklad a nav́ıc, že rozklady a ekvivalence jsou ve vzájemně jednoznačné
korespondenci. Nejprve si však dokážeme některé základńı vlastnosti tř́ıd ekvivalence.

Lemma 3.18. Necht’ E je ekvivalence na X. Pak plat́ı

(i) x ∈ [x]E,
(ii) y ∈ [x]E, právě když 〈y, x〉 ∈ E,
(iii) x ∈ [y]E, právě když y ∈ [x]E,
(iv) [x]E = [y]E, právě když y ∈ [x]E.

D̊ukaz. (i) plyne z reflexivity E, (ii) plyne ze symetrie E, (iii) je d̊usledek bodu (ii).
(iv): Pokud [x]E = [y]E , pak dle (i) máme y ∈ [y]E = [x]E . Předpokládejme tedy
y ∈ [x]E , to jest 〈x, y〉 ∈ E. Pokud z ∈ [x]E , pak 〈z, x〉 ∈ E dle (ii), z tranzitivity
potom 〈z, y〉 ∈ E, odtud z ∈ [y]E dle (ii). Prokázali jsme [x]E ⊆ [y]E . Opačná inkluze
se prokazuje analogicky. Dohromady [x]E = [y]E .

Věta 3.19. Necht’ E je ekvivalence na X. Pak systém množin ΠE ⊆ 2X definovaný

ΠE = {[x]E |x ∈ X} (8)

je rozklad na množině X.

D̊ukaz. Postupně pro ΠE ověř́ıme podmı́nky (i)–(iii) definice 3.13.
(i): Necht’ Y ∈ ΠE , pak dle (8) existuje x ∈ X tak, že Y = [x]E . To jest x ∈ [x]E =
Y 6= ∅.
(ii): Předpokládejme, že [x]E ∩ [y]E 6= ∅. Pak existuje z ∈ X, kde z ∈ [x]E a z ∈ [y]E .
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To jest máme 〈x, z〉 ∈ E a 〈z, y〉 ∈ E, dále užit́ım tranzitivity 〈x, y〉 ∈ E, což znamená
y ∈ [x]E , odtud [x]E = [y]E dle bodu (iv) lemmy 3.18.
(iii): Jelikož x ∈ [x]E pro každý x ∈ X, máme X ⊆

⋃
x∈X [x]E =

⋃
ΠE .

⋃
ΠE ⊆ X

plat́ı triviálně, to jest
⋃

ΠE = X.

Definice 3.20. Rozklad ΠE definovaný (8) se nazývá rozklad př́ıslušný ekvivalenci E.

Mějme ekvivalenci E a př́ıslušný rozklad ΠE . Pokud uvažujeme ekvivalenci EΠE
Rozklady
a ekvivalence jsou
ve vzájemně
jednoznačné
korespondenci.

př́ıslušnou ΠE , pak zřejmě 〈x, y〉 ∈ E, právě když [x]ΠE
= [y]ΠE

, to je právě když
〈x, y〉 ∈ EΠE

. Dostáváme tak vztah E = EΠE
. Analogické tvrzeńı lze ukázat pro roz-

klady, což dohromady shrnuje následuj́ıćı

Důsledek 3.21. Pro ekvivalenci E na X a pro rozklad Π na X máme EΠE
= E,

ΠEΠ
= Π.

Rozklad na množině X př́ıslušný ekvivalenci E označujeme běžně X/E mı́sto ΠE

a někdy jej nazýváme faktorová množina X podle E. Jelikož [x]E = [x]ΠE
, ř́ıkáme,

že [x]E je tř́ıda rozkladu množiny X podle E. Uvažujeme-li o vztahu množiny X a roz-
kladu X/E, pak v́ıme, že každému x ∈ X př́ısluš́ı tř́ıda rozkladu [x]E , pro kterou
x ∈ [x]E . Pro ekvivalenci E na X tedy můžeme uvažovat zobrazeńı fE : X → X/E, kde

fE(x) = [x]E (9)

pro každý x ∈ X, a nazýváme jej přirozené (kanonické) zobrazeńı. Zcela očividně Přirozené
zobrazeńı je vždy
surjektivńı.

plat́ı, že každé přirozené zobrazeńı fE je surjektivńı, protože každá tř́ıda Y ∈ X/E
je neprázdná, existuje tedy y ∈ Y , odtud fE(y) = [y]E = Y . Dále je vidět, že fE je
injektivńı (a t́ım pádem bijekce), právě když [x]E = {x} pro každé x ∈ X, což je právě
když E = ωX .

Pr̊uvodce studiem

Faktorová množina X/E představuje
”
zjednodušuj́ıćı pohled“ na výchoźı množinu

X, při kterém jsme ztotožnili ty prvky X, které od sebe nebyly rozlǐsitelné ekviva-
lenćı E. Pro konečnou X a E 6= ωX nav́ıc plat́ı, že faktorová množina X/E je ostře
menš́ı než výchoźı množina X, to jest plat́ı |X/E| < |X|. Faktorizace jako obecná
metoda zmenšeńı výchoźı množiny (třeba souboru dat) má aplikace v informatice
např́ıklad při analýze dat a shlukováńı.

Přirozené zobrazeńı lze chápat jako zobrazeńı indukované ekvivalenćı. Nyńı se budeme
věnovat opačnému fenoménu, to jest budeme se snažit definovat ekvivalenci pro dané
zobrazeńı. Nejprve si však řekněme, že kromě ekvivalenćı a rozklad̊u existuj́ı daľśı
přirozené pohledy na to

”
jak zjednodušit naźıráńı“ na výchoźı množinu. Jedńım z nich

je surjektivńı zobrazeńı. Pokud je zobrazeńı f : X → Y surjektivńı, pak lze obraz f(x)
prvku x chápat jako vyjádřeńı:

”
prvek x nahrad́ıme (zjednoduš́ıme) prvkem f(x)“, ne-

boli
”
f(x) je zjednodušeným pohledem na x“. Surjektivita f zaručuje, že každý prvek

z Y je
”
zjednodušeným pohledem“ na nějaký x ∈ X. Opět lze ukázat, že surjektivńı

zobrazeńı a ekvivalence maj́ı zvláštńı vztah. Pro zobrazeńı f : X → Y definujeme
binárńı relaci Ef na X předpisem

〈x, y〉 ∈ Ef , právě když f(x) = f(y). (10)

Ef je ekvivalence o čemž se můžete snadno přesvědčit. Ekvivalence Ef definovaná
vztahem (10) se nazývá ekvivalence indukovaná zobrazeńım f . Nyńı můžeme prokázat
následuj́ıćı větu.
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Věta 3.22 (o přirozeném zobrazeńı). Necht’ g : X → Y je zobrazeńı. Pak existuje
injektivńı zobrazeńı h : X/Eg → Y takové, že g = fEg ◦ h. Pokud je nav́ıc g surjektivńı,
pak je h bijekce.

D̊ukaz. Nejprve si uvědomme, že hledané h je zobrazeńı z faktorové množiny X/Eg,
kde Eg je ekvivalence indukovaná zobrazeńım g, do množiny Y . Můžeme tedy položit
h([x]Eg) = g(x) pro každé x ∈ X. Zobrazeńı h je zavedeno jednoznačně – hodnota
h([x]Eg) nezáviśı na výběru prvku z tř́ıdy rozkladu [x]Eg . Vskutku, pro x′ ∈ [x]Eg

máme 〈x, x′〉 ∈ Eg, to jest g(x) = g(x′), odtud

h([x]Eg) = g(x) = g(x′) = h([x′]Eg).

Máme-li g(x) = g(x′), pak 〈x, x′〉 ∈ Eg, to jest [x]Eg = [x′]Eg , tedy zobrazeńı h je
injektivńı. Pro přirozené zobrazeńı fEg : X → X/Eg nav́ıc plat́ı fEg(x) = [x]Eg , to jest

g(x) = h([x]Eg) = h(fEg(x)) = (fEg ◦ h)(x)

pro každé x ∈ X, což dokazuje g = fEg ◦h. Pokud je nav́ıc g surjektivńı, pak pro každé
y ∈ Y existuje x ∈ X tak, že y = g(x) = h([x]Eg), tedy i h je surjektivńı, to jest h je
bijekce.

Poznámka 3.23. Podle předchoźı věty tedy plat́ı, že pokud je g : X → Y surjektivńı
zobrazeńı, to jest zobrazeńı nahrazuj́ıćı prvky z X jejich zjednodušenými protěǰsky z Y ,
pak Y je stejně mohutná množina jako faktorová množina X/Eg, kterou źıskáme roz-
kladem výchoźı množiny X ekvivalenćı indukovanou zobrazeńım g. V tomto smyslu lze
tedy

”
zjednodušeńı“ dané surjektivńım zobrazeńım g nahradit faktorovou množinou

X/Eg. Opačně, pro faktorovou množinu X/E lze uvažovat přirozené (surjektivńı) zob-
razeńı fE : X → X/E. Ve smyslu

”
zjednodušeńı pohledu“ a

”
nerozlǐsitelnost“ jsou tedy

ekvivalence a surjektivńı zobrazeńı vzájemně nahraditelné.

Př́ıklad 3.24. Vezměme surjektivńı zobrazeńı g : Z → {−1, 0, 1}, které každému
celému č́ıslu z ∈ Z přǐrazuje prvek z {−1, 0, 1} předpisem

g(z) =


−1 pokud z < 0,

1 pokud z > 0,
0 jinak.

Zobrazeńı g tedy reprezentuje funkci signum. Faktorová množina X/Eg se skládá
ze tř́ı tř́ıd rozkladu: {x ∈ Z |x < 0}, {0} a {x ∈ Z |x > 0}. Z intuitivńıho pohledu g
i X/Eg reprezentuj́ı zjednodušeńı množiny celých č́ısel, které jsme źıskali

”
odhlédnut́ım

od konkrétńı č́ıselné hodnoty a soustředěńım se pouze na znaménko“. Poznamenejme,
že i na úrovni konečné množiny X/Eg lze dělat řadu úvah o vlastnostech celé množiny
Z.

3.4 Uspořádáńı

Relace uspořádáńı je daľśım typem speciálńı binárńı relace na množině. Uspořádáńı má
mnoho interpretaćı. Na jednu stranu se na něj lze d́ıvat jako na abstraktńı relaci, jej́ıž
speciálńı př́ıpady jsou relace

”
srovnáváńı č́ısel“, které dobře známe. Na druhou stranu

ale uspořádáńı mohou mı́t rysy, které nemaj́ı př́ımou analogii při prostém porovnáváńı
č́ısel. V některých př́ıpadech je uspořádáńı interpretovatelné jako relace určuj́ıćı

”
hi-

erarchii“, př́ıpadně
”
závislosti“. Abychom hned na začátku předešli nedorozuměńım,

upozorněme na to, že uspořádáńı, kterému se budeme ve zbytku kapitoly věnovat,
nemá nic společného se

”
škatulkováńım“ – to jest kategorizaćı (prvk̊u jisté množiny)

podle nějakých jejich vlastnost́ı.
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Uspořádáńı je v informatice pojem zcela zásadńı ačkoliv si to někdy neuvědomujeme.
Mezi základńı výbavu každého informatika patř́ı znalost problému tř́ıděńı a typických
tř́ıd́ıćıch algoritm̊u. Problém tř́ıděńı jako takový však de facto nemá smysl uvažovat po-
kud bychom na množině kĺıč̊u, podle kterých tř́ıd́ıme, nezavedli nějakou smysluplnou
relaci uspořádáńı – obvykle ji však chápeme jako

”
určenou daným kontextem“ a expli-

citně ji nezd̊urazňujeme. Uspořádáńı množin může výrazně zvýšit efektivitu některých
algoritmů, např́ıklad vyhledáváńı a podobně.

Definice 3.25. Reflexivńı a tranzitivńı binárńı relace R na X se nazývá kva-
ziuspořádáńı. Antisymetrické kvaziuspořádáńı se nazývá uspořádáńı. Úplné uspořádáńı
se nazývá lineárńı uspořádáńı neboli řetězec. Pokud je R uspořádáńı na X, pak se
〈X,R〉 nazývá uspořádaná množina.

Relaci uspořádáńı na X obvykle znač́ıme ≤ v souladu s intuitivńım chápáńım
uspořádáńı a mı́sto 〈x, y〉 ∈≤ ṕı̌seme x ≤ y. Zd̊urazněme ale, že označeńı ≤ v tuto
chv́ıli nemá (obecně) nic společného se srovnáváńım č́ısel, na které jsme zvykĺı. Pro
uspořádáńı dále přij́ımáme značeńı x ≥ y jako zkratku za x ≤ y. Pro vyjádřeńı faktu
x ≤ y a x 6= y budeme použ́ıvat stručný zápis x < y a analogicky x > y.

Kvaziuspořádáńı obecně neńı antisymetrické, to jest je-li ≤ kvaziuspořádáńı na X, pak
mohou existovat prvky x, y ∈ X, kde x ≤ y, y ≤ x a x 6= y. Pokud je ≤ uspořádáńı,
pak tato situace nastat nemůže, protože z x ≤ y a y ≤ x plyne x = y. Z předchoźı
definice je také patrný vztah mezi kvaziuspořádáńım, uspořádáńım a ekvivalenćı:

• symetrické kvaziuspořádáńı je ekvivalence,

• antisymetrické kvaziuspořádáńı je uspořádáńı.

Uspořádáńı pořád ještě neńı formálńım protěǰskem
”
uspořádáńı“ na které jsme zvykĺı

při porovnáváńı č́ısel. Je-li 〈X,≤〉 uspořádaná množina, pak mohou existovat x, y ∈ X
(definice to nevylučuje), pro které neplat́ı ani x ≤ y ani x ≥ y. V tomto př́ıpadě
ř́ıkáme, že prvky x, y ∈ X jsou nesrovnatelné, což někdy znač́ıme x ‖ y. V opačném
př́ıpadě (bud’ x ≤ y nebo y ≤ x) řekneme, že prvky x, y ∈ X jsou srovnatelné. Je-
li ≤ lineárńı uspořádáńı na X, pak je ≤ úplná relace, což znamená, že každé dva V řetězci jsou

každé dva prvky
srovnatelné.

prvky jsou srovnatelné. Lineárńı uspořádáńı tedy lze chápat jako matematický protěǰsek

”
tradičńıho srovnáváńı č́ısel“.

Každá relace identity ωX je uspořádáńı, které nazýváme antiřetězec. Je-li ≤ na X
antǐretězec (jinými slovy: ≤=ωX), pak pro každé dva r̊uzné x, y ∈ X máme x ‖ y.
Antǐretězce jsou v jistém smyslu nejmenš́ı uspořádáńı, protože každé uspořádáńı ≤ na
X obsahuje ωX .

Př́ıklad 3.26. (1) Př́ıkladem kvaziuspořádáńı, které neńı ani ekvivalence ani
uspořádáńı je např́ıklad relace R = {〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈b, a〉, 〈b, b〉, 〈c, a〉, 〈c, b〉, 〈c, c〉} na
množině X = {a, b, c}.

(2) Následuj́ıćı relace R jsou uspořádáńı na X = {x | 〈x, x〉 ∈ R}:
(a) R = {〈a, a〉,〈b, b〉,〈c, c〉},
(b) R = {〈a, a〉,〈b, b〉,〈c, a〉,〈c, b〉,〈c, c〉,〈d, a〉,〈d, b〉,〈d, c〉,〈d, d〉},
(c) R = {〈a, a〉,〈b, a〉,〈b, b〉,〈c, a〉,〈c, b〉,〈c, c〉},
(d) R = {〈a, a〉,〈b, a〉,〈b, b〉,〈c, a〉,〈c, c〉,〈d, a〉,〈d, b〉,〈d, d〉,〈e, a〉,〈e, b〉,〈e, c〉,〈e, d〉,〈e, e〉},
(e) R = {〈a, a〉,〈b, b〉,〈c, a〉,〈c, b〉,〈c, c〉,〈d, a〉,〈d, b〉,〈d, d〉}.

(3) Č́ıselné množiny N, Z, Q, . . . jsme běžně zvykĺı uspořádávat relaćı
”
menš́ı rovno“,

přitom tato relace je zjevně reflexivńı, antisymetrická, tranzitivńı i úplná – jedná
se tedy o lineárńı uspořádáńı, kterému budeme dál ř́ıkat přirozené uspořádáńı č́ısel
(přirozených, celých, racionálńıch, . . . ). Uvědomme si však, že přirozené uspořádáńı Přirozené

uspořádáńı
množiny č́ısel
neńı jediné
možné.
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č́ısel neńı jediné možné uspořádáńı č́ıselných množin! Vezměme si např́ıklad množinu
N a pro x, y ∈ N položme x ≤ y, právě když x děĺı y beze zbytku. Pak např́ıklad
2 ≤ 4, ale 2 � 3, protože 2 děĺı 3 se zbytkem 1. Snadno nahlédneme, že takto za-
vedené ≤ je rovněž uspořádáńı na N, které neńı lineárńı (např́ıklad 2 ‖ 3). Na N
ale existuj́ı i lineárńı uspořádáńı r̊uzná od přirozeného uspořádáńı, dokonce je jich
nekonečně mnoho. Označ́ıme-li např́ıklad ≤ přirozené uspořádáńı N, pak R = (≤
−{〈1, 2〉}) ∪ {〈2, 1〉} je lineárńı uspořádáńı, ve kterém jsme oproti ≤

”
zaměnili dvojku

za jedničku“, to jest 2 < 1 < 3 < 4 < · · · .

(4) Uvažujme nyńı množinu pravdivostńıch hodnot X = {0, 1}, které jsme zavedli
v kapitole ??. Pro x, y ∈ X polož́ıme x ≤ y, právě když x→· y = 1. Z vlastnost́ı
logické operace →· plyne, že ≤ je lineárńı uspořádáńı na X, pro které plat́ı 0 ≤ 1, to
jest slovně:

”
nepravda je menš́ı než pravda“.

(5) Relace R z bodu (5) př́ıkladu 3.2 na straně 62 je uspořádáńı, které znač́ıme ⊆
a nazýváme jej množinová inkluze. Pro obecná U neńı ⊆ lineárńı uspořádáńı. Analo-
gicky bychom mohli zavést uspořádáńı ⊇: pro A,B ∈ 2U klademe A ⊇ B, právě když
B je podmnožina A. Obě dvě relaci maj́ı zřejmý vztah, jedná se o vzájemně inverzńı
relace.

Pozorováńı z bodu (5) předchoźıho př́ıkladu zobecňuje následuj́ıćı zřejmý princip.

Věta 3.27 (princip duality).
Necht’ ≤ je uspořádáńı na X. Pak ≤−1 je uspořádáńı na X, které označujeme ≥.

Nyńı si řekněme něco o znázorňováńı konečných uspořádaných množin. Konečné
uspořádáńı ≤ na X je relace, t́ım pádem ji můžeme reprezentovat binárńı matićı M≤

nebo př́ıslušným orientovaným grafem 〈X,≤〉. Dı́ky speciálńım vlastnostem konečných
uspořádáńı je však můžeme znázorňovat mnohem přehledněji pomoćı speciálńıch dia-
gramů. Ke každému uspořádáńı ≤ na X lze uvažovat odvozenou relaci ≺ definovanou
předpisem

x ≺ y, právě když x < y a pro každé z ∈ X plat́ı: pokud x ≤ z ≤ y pak z ∈ {x, y} .
(11)

Relaci ≺ nazýváme pokryt́ı př́ıslušné ≤, výraz x ≺ y čteme
”
x je pokryt y“ nebo

”
y pokrývá x“. Zřejmě máme ≺⊆≤, to jest relace ≺ je obsažena v uspořádáńı ≤.

Relace pokryt́ı je dle definice irreflexivńı, asymetrická (plyne z vlastnost́ı <) a obecně
neńı tranzitivńı. Význam pokryt́ı př́ıslušného uspořádané množině 〈X,≤〉 je následuj́ıćı:
x ≺ y znamená, že x < y a zároveň neexistuje žádný prvek z ∈ X, který by se
nacházel

”
mezi x a y“ vzhledem k uspořádáńı ≤. Relace ≺ tedy zachycuje informaci

o prvćıch, které se
”
bezprostředně pokrývaj́ı“. Pro uspořádáńı ≤ na konečné množině

zřejmě máme ≤= Tra(Ref(≺)), obecně to však neplat́ı. Uvažujme např́ıklad množinu
racionálńıch č́ıselQ a jej́ı přirozené uspořádáńı≤. V tomto př́ıpadě máme≺= ∅, protože
mezi každými dvěma r̊uznými racionálńımi č́ısly x, y ∈ Q, x < y existuje z ∈ Q tak, že
x < z < y. Zřejmě tedy ≤ 6= Tra(Ref(≺)) = ωQ.

Na relaci pokryt́ı je založena jedna z metod jak znázornit konečnou uspořádanou Konečné
uspořádané
množiny
znázorňujeme
Hasseovými
diagramy.

množinu, tak zvané Hasseovy diagramy uspořádaných množin. Diagramy jsou složeny
z uzl̊u reprezentuj́ıćıch prvky množiny X a hran, které vyznačuj́ı relaci pokryt́ı ≺
př́ıslušnou danému uspořádáńı ≤ na X. Podrobněji, prvky množiny X znázorńıme
jako uzly (to jest

”
body“) v rovině tak, aby v př́ıpadě, kdy x < y, ležel bod x ńıže než

bod y. Dva body x, y ∈ X spoj́ıme v diagramu hranou (úsečkou), právě když x ≺ y. Ho-
rizontálńı umı́stěńı bod̊u je vhodné volit tak, aby pokud možno nedocházelo ke kř́ıžeńı
hran.
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Obrázek 6: Hasseovy diagramy uspořádaných množin

Př́ıklad 3.28. Na obrázku 6 jsou zobrazeny Hasseovy diagramy relaćı uvedených
v bodu (2) př́ıkladu 3.26, v diagramech jsou pro přehlednost vyznačeny odpov́ıdaj́ıćı
uzly. Všimněte si, že obrázek (a) odpov́ıdá tř́ıprvkovému antǐretězci a obrázek (c) od-
pov́ıdá tř́ıprvkovému řetězci. Hasse̊uv diagram dané uspořádané množiny má obecně
mnoho možných nakresleńı.

Nyńı se budeme zabývat existenćı speciálńıch prvk̊u v uspořádaných množinách a jejich
vzájemnému vztahu. Např́ıklad vezmeme-li přirozené uspořádáńı ≤ na množině N, pak
o č́ıslu 1 ř́ıkáme, že je

”
nejmenš́ı“. Správně bychom ale měli ř́ıkat

”
nejmenš́ı vzhledem

k uspořádáńı ≤“, protože vlastnosti jako jsou
”
být nejmenš́ı“,

”
být minimálńı“ a po-

dobně, jsou těsně vázány k uvažovanému uspořádáńı. Nyńı si tyto a analogické speciálńı
prvky uspořádaných množin přesně zavedeme.

Definice 3.29. Necht’ 〈X,≤〉 je uspořádaná množina. Prvek x ∈ X se nazývá

• minimálńı, jestliže pro každý y ∈ X plat́ı: pokud y ≤ x, pak x = y,

• nejmenš́ı, jestliže x ≤ y pro každý y ∈ X,

• maximálńı, jestliže pro každý y ∈ X plat́ı: pokud y ≥ x, pak x = y,

• nejvěťśı, jestliže x ≥ y pro každý y ∈ X.

Poznámka 3.30. V definici minimálńıho a nejmenš́ıho prvku je podstatný rozd́ıl,
i když to na prvńı pohled možná neńı zřejmé. Prvek x ∈ X je nejmenš́ı, právě když je
x ∈ X menš́ı (ve smyslu ≤) než všechny ostatńı prvky z X. Minimalita prvku x ∈ X
znamená, že neexistuje žádný prvek, který by byl ostře menš́ı (ve smyslu <) než x. Je
téměř zřejmé, že pokud je x nejmenš́ı, pak je také minimálńı, ale obráceně to již platit
nemuśı. Analogická situace nastává pro největš́ı a maximálńı prvky. Nejprve si vztahy
prvk̊u ukážeme na př́ıkladech.

Př́ıklad 3.31. (1) Budeme-li uvažovat č́ıselnou množinu N a jej́ı přirozené uspořádáńı
≤, pak č́ıslo 1 je nejmenš́ım a zároveň minimálńım prvkem v 〈N,≤〉. Žádný největš́ı ani
maximálńı prvek v 〈N,≤〉 neexistuje. Pokud bychom uvažovali množinu N−{1}, to jest
množinu přirozených č́ısel bez jedničky, a pokud bychom na ńı zavedli uspořádáńı ≤
předpisem: x ≤ y, právě když x děĺı y beze zbytku, pak by 〈N− {1} ,≤〉měla nekonečně
mnoho minimálńıch prvk̊u, kterými by byla právě všechna prvoč́ısla. Na druhou stranu
〈N− {1} ,≤〉 by neměla žádný nejmenš́ı prvek, ani žádný největš́ı či maximálńı prvek.
Např́ıklad Q uspořádaná přirozeným uspořádáńım nemá žádný ze speciálńıch prvk̊u
uvedených v definici 3.29.

(2) Uvažujme uspořádané množiny dané diagramy na obrázku 6. Ad (a): prvky a, b, c
jsou všechny zároveň maximálńı i minimálńı, žádný největš́ı ani nejmenš́ı prvek nee-
xistuje. Ad (b): prvek d ne nejmenš́ı a zároveň minimálńı, prvky a, b jsou maximálńı,
žádný největš́ı prvek neexistuje. Ad (c): a je největš́ı a maximálńı, c je nejmenš́ı a mi-
nimálńı. Ad (d): a je největš́ı a maximálńı, e je nejmenš́ı a minimálńı. Ad (e): a, b jsou
maximálńı, c, d jsou minimálńı, žádné největš́ı ani nejmenš́ı prvky neexistuj́ı. Všimněte
si, že v Hasseově diagramu jsou maximálńı prvky reprezentovány těmi uzly, které ne-
maj́ı žádné pokryt́ı – neexistuje žádný výše zakreslený uzel, se kterým by byl tento
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uzel spojen čarou. Největš́ı prvek poznáme z Hasseova diagramu tak, že pod ńım lež́ı
všechny ostatńı prvky – je tedy zakreslen v diagramu nejvýš a do každého prvku se
z něj lze dostat obecně přes několik hran. Analogicky pro minimálńı a nejmenš́ı prvky.

(3) Potenčńı množina 2U uspořádaná množinovou inkluźı ⊆ má nejmenš́ı a zároveň
minimálńı prvek, kterým je ∅ a dále má i největš́ı a zároveň maximálńı prvek, kterým
je množina U .

V předchoźım př́ıkladu jsme mohli vypozorovat vztahy speciálńıch prvk̊u z definice
3.29. Některé z nich si nyńı prokážeme. V d̊ukazu následuj́ıćı věty vhodně využijeme
principu duality uvedeného ve větě 3.27. Př́ımo z definice 3.29 totiž pro každé x ∈ X
plyne, že x je největš́ı (maximálńı / nejmenš́ı / minimálńı) prvek v uspořádané množině
〈X,≤〉, právě když je x nejmenš́ı (minimálńı / největš́ı / maximálńı) prvek v 〈X,≥〉.

Věta 3.32. Necht’ 〈X,≤〉 je uspořádaná množina. Pak plat́ı

(i) v 〈X,≤〉 existuje nejvýš jeden nejvěťśı a jeden nejmenš́ı prvek;

(ii) je-li x ∈ X nejvěťśı (nejmenš́ı) prvek, pak je také maximálńı (minimálńı)
a žádné daľśı maximálńı (minimálńı) prvky se v X nevyskytuj́ı;

(iii) pokud je ≤ lineárńı uspořádáńı, pak je x ∈ X nejvěťśı (nejmenš́ı) prvek,
právě když je maximálńı (minimálńı).

D̊ukaz. (i): Necht’ x ∈ X je největš́ı prvek. Ukážeme, že pokud y ∈ Y splňuje definičńı
podmı́nky největš́ıho prvku, pak máme x = y. Pokud pro y ∈ X plat́ı: z ≤ y pro každé
z ∈ X, pak máme i x ≤ y. Jelikož je x největš́ı prvek, máme y ≤ x. To jest z antisymetrie
dostáváme x = y. Tvrzeńı pro nejmenš́ı prvek dostaneme užit́ım principu duality.
(ii): Necht’ x ∈ X je největš́ı prvek a necht’ y ≥ x, pak máme rovněž y ≤ x, odtud
z antisymetrie x = y, to jest x je maximálńı. Pokud je y ∈ X maximálńı prvek, pak
y ≤ x implikuje x = y. Zbytek tvrzeńı plyne z principu duality.
(iii): Necht’ ≤ je lineárńı uspořádáńı. Vzhledem k bodu (ii) stač́ı ukázat, že pokud je
x ∈ X maximálńı, pak je největš́ı. Necht’ je tedy x maximálńı a necht’ y ∈ X. Jelikož je
≤ úplná relace, máme bud’ x ≤ y nebo y ≤ x. Pokud y ≤ x, jsme hotovi. Pokud x ≤ y,
pak z maximality plyne y = x ≤ x. To jest x je největš́ı prvek. Zbytek plyne z principu
duality.

Ted’ obrát́ıme naši pozornost k prvk̊um uspořádané množiny 〈X ≤〉, které maj́ı speciálńı
význam vzhledem k některým podmnožinám X. Uvažujeme-li např́ıklad podmnožinu
Y ⊆ X, můžeme se ptát, zda-li v X existuje nějaký prvek, který je větš́ı (menš́ı) než
všechny prvky z Y . Pokud prvek těchto vlastnost́ı existuje, můžeme jej chápat jako

”
horńı (dolńı) mez“ množiny Y .

Definice 3.33. Necht’ 〈X,≤〉 je uspořádaná množina a necht’ Y ⊆ X. Definujeme
množiny,

L(Y ) = {x ∈ X |x ≤ y plat́ı pro každé y ∈ Y }, (12)

U(Y ) = {x ∈ X |x ≥ y plat́ı pro každé y ∈ Y }. (13)

L(Y ) se nazývá dolńı kužel množiny Y v 〈X,≤〉. U(Y ) se nazývá horńı kužel množiny
Y v 〈X,≤〉.

Jinak řečeno, dolńı kužel Y v 〈X,≤〉 obsahuje právě ty prvky z X, které jsou menš́ı
nebo rovny všem prvk̊um obsaženým v Y , analogicky pro horńı kužel. Definice nám
okamžitě ř́ıká, jak dolńı (horńı) kužel nalézt, viz následuj́ıćı př́ıklady.
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Př́ıklad 3.34. (1) Mějme uspořádanou množinu 〈X,≤〉. Pro Y = ∅ máme L(∅) = X =
U(∅). Podrobněji, pro každý x ∈ X je předpoklad y ∈ ∅ nepravdivý, to jest z vlastnosti
implikace v́ıme, že tvrzeńı

”
pokud y ∈ ∅, pak x ≤ y (př́ıpadně x ≥ y)“ plat́ı triviálně

pro každé x ∈ X.

(2) Vezmeme-li Z a jej́ı přirozené uspořádáńı, pak např́ıklad máme L(N) =
{x ∈ Z |x ≤ 1}, U({0}) = N ∪ {0}, U({x ∈ N |x je sudé č́ıslo}) = ∅. Pro Q a jej́ı
přirozené uspořádáńı máme např́ıklad L(

{
1
n |n ∈ N

}
) = L(

{
1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , . . .

}
) =

{q ∈ Q | q ≤ 0}.
(3) Uvažujme uspořádané množiny dané diagramy na obrázku 6. Uvedeme si některé
zaj́ımavé horńı a dolńı kužely. Ad (a): Máme U({x}) = {x} = L({x}) pro libo-
volný x ∈ X. Ad (b): U({a, b}) = ∅, L({a, b}) = {c, d}. Ad (c): U({a, b, c}) = {a},
L({a, b, c}) = {c}. Ad (d): U({b, c}) = U({c, d}) = {a}, L({b, c}) = L({c, d}) = {e}. Ad
(e): U({a, b}) = ∅, L({a, b}) = {c, d}, U({c, d}) = {a, b}, L({c, d}) = ∅.

Řekli jsme, že horńı a dolńı kužel Y ⊆ X je možné interpretovat jako množiny, které
danou podmnožinu Y omezuj́ı shora a zdola. Plat́ı nav́ıc, že 〈U(Y ),≤U(Y )〉, kde ≤U(Y )

je relace vzniklá ze ≤ zúžeńım na množinu U(Y ), je opět uspořádaná množina. Duálně
〈L(Y ),≤L(Y )〉 je uspořádaná množina. Můžeme tedy bez újmy zkoumat kužely coby
uspořádané množiny. Obzvláště zaj́ımavé pro nás je, pokud horńı kužel U(Y ) obsa-
huje nejmenš́ı prvek, protože tento prvek lze interpretovat jako nejmenš́ı horńı mez
podmnožiny Y v 〈X,≤〉. Duálně k tomu, největš́ı prvek dolńıho kuželu L(Y ) lze in-
terpretovat (pokud existuje) jako největš́ı dolńı mez podmnožiny Y v 〈X,≤〉. Tyto
speciálńı prvky nyńı zavedeme jako supremum a infimum:

Definice 3.35. Necht’ 〈X,≤〉 je uspořádaná množina a necht’ Y ⊆ X. Pokud má L(Y )
největš́ı prvek, pak se nazývá infimum Y a označuje se inf(Y ). Pokud má U(Y ) nejmenš́ı
prvek, pak se nazývá supremum Y a označuje se sup(Y ).

Speciálně pro {x, y} ⊆ X ṕı̌seme inf(x, y) mı́sto inf({x, y}), stejně tak pro supremum.
Supremum a infimum dané množiny obecně nemuśı existovat. Ukažme si nejprve některé
př́ıklady.

Př́ıklad 3.36. (1) Vezměme N uspořádanou přirozeným uspořádáńım ≤. Pak zřejmě
pro každé x, y ∈ N máme inf(x, y) = min(x, y) a sup(x, y) = max(x, y). V tomto
př́ıpadě tedy infimum i supremum existuje pro každé dva prvky. Dále zřejmě máme
L(N) = {1}, tedy inf(N) = 1. Např́ıklad ale U(N) = ∅, to jest sup(N) neexistuje. Zde
vid́ıme, že i když supremum existuje ke každým dvěma prvk̊um z N, nemuśı nutně
existovat k libovolné podmnožině N.

(2) Vezměme N−{1} a položme x ≤ y, právě když x děĺı y beze zbytku. Pak např́ıklad
pro č́ısla 8 a 12 máme L(8, 12) = {2, 4}, to jest inf(8, 12) = 4. Analogicky U(8, 12) =
{24, 48, 72, 96, . . . }, tedy sup(8, 12) = 24. Např́ıklad ale inf(2, 3) neexistuje, protože
L(2, 3) = ∅. Supremum existuje ke každým dvěma prvk̊um a sup(x, y) je nejmenš́ım
společným násobkem x a y. Infimum existuje ke každým dvěma soudělným č́ısl̊um a je
rovno jejich největš́ımu společnému děliteli.

(3) Uvažujme uspořádané množiny dané diagramy na obrázku 6, uvedeme si infima
a suprema některých podmnožin. Ad (a): inf(x, y) a sup(x, y) existuje, právě když
x = y. Ad (b): inf(a, b) = c, sup(a, b) neexistuje, inf(x, d) = d pro každé x ∈ {a, b, c, d}.
Ad (c): Infimum a supremum existuje k libovolné podmnožině. Ad (d): sup(b, c) =
sup(c, d) = a, inf(b, c) = inf(c, d) = e. Ad (e): sup(a, b) neexistuje (zde je U({a, b}) = ∅),
inf(a, b) neexistuje (zde je sice L({a, b}) = {c, d} 6= ∅, ale c ‖ d, to jest L({a, b}) nemá
největš́ı prvek), analogicky sup(c, d) neexistuje ani inf(c, d) neexistuje.

Na základě existence infima či suprema ke každým dvěma prvk̊um definujeme speciálńı
uspořádané množiny zvané polosvazy a svazy.
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Definice 3.37. Necht’ 〈X,≤〉 je uspořádaná množina. Pokud pro každé x, y ∈ X exis-
tuje inf(x, y), pak 〈X,≤〉 nazveme pr̊usekový polosvaz. Pokud pro každé x, y ∈ X exis-
tuje sup(x, y), pak 〈X,≤〉 nazveme spojový polosvaz. Je-li 〈X,≤〉 pr̊usekový i spojový
polosvaz, pak 〈X,≤〉 nazveme svaz.

Svaz je tedy uspořádaná množina, kde ke každým dvěma prvk̊um existuje jejich in- Ve svazu existuje
ke každým dvěma
prvk̊u infimum
a supremum.

fimum i supremum. Nosiče svazu znač́ıme obvykle L mı́sto X, to jest svaz znač́ıme
〈L,≤〉. Daľśım zřejmým pozorováńım, které plyne z principu duality je fakt, že 〈X,≤〉
je pr̊usekový (spojový) polosvaz, právě když je 〈X,≥〉 spojový (pr̊usekový) polosvaz.

Př́ıklad 3.38. (1) Každá lineárně uspořádaná množina 〈X,≤〉 je svaz, protože pro
každé dva prvky x, y ∈ X máme bud’ x ≤ y, v tom př́ıpadě inf(x, y) = x a sup(x, y) = y,
nebo plat́ı y ≤ x, v tom př́ıpadě inf(x, y) = y a sup(x, y) = x. Speciálně tedy č́ıselné
množiny N,Z,Q,R uspořádané přirozeným uspořádáńım jsou svazy, ve kterých infima
a suprema odpov́ıdaj́ı minimu a maximu z obou prvk̊u. Obecně v nich ale neexistuj́ı
infima a suprema nekonečných podmnožin.

(2) N − {1} z bodu (2) př́ıkladu 3.36 je spojový polosvaz, ale nejedná se o pr̊usekový
polosvaz. Kdybychom však dělitelnost́ı uspořádali celou množinu N, pak by se jednalo
i o pr̊usekový polosvaz a tud́ıž o svaz.

(3) Uvažujme uspořádané množiny dané diagramy na obrázku 6, pak (a) neńı polo-
svaz (ani pr̊usekový, ani spojový), (b) je pr̊usekový polosvaz, ale nejedná se o spojový
polosvaz, (c) a (d) jsou svazy, (e) neńı polosvaz (ani pr̊usekový, ani spojový).

Na závěr podotkněme, že indukćı se lze snadno přesvědčit, že pokud je 〈L,≤〉 svaz, pak
v něm existuje supremum i infimum pro libovolnou konečnou a neprázdnou podmnožinu
L o čemž se lze snadno přesvědčit matematickou indukćı: pro x ∈ L máme triviálně
inf({x}) = x; necht’ infimum existuje pro každou n − 1 prvkovou podmnožinu L, pak
zřejmě

inf({x1, . . . , xn}) = inf({x1, . . . , xn−1}, xn).

Tvrzeńı lze prokázat duálně pro suprema. Toto pozorováńı má následuj́ıćı d̊usledek. Po-
kud je 〈L,≤〉 konečný svaz, to jest L je konečná množina, pak existuje inf(L) a sup(L), Každý konečný

svaz má nejvěťśı
a nejmenš́ı prvek.

což dle definice infima a suprema znamená, že v 〈L,≤〉 je inf(L) nejmenš́ı prvek a sup(L)
je největš́ı prvek. Jinými slovy, každý konečný svaz má nejmenš́ı prvek (značený 0)
a největš́ı prvek (značený 1). U nekonečných svaz̊u to obecně neplat́ı, viz př́ıklad 3.38.

Shrnut́ı

Relace ekvivalence reprezentuj́ı matematický protěǰsek nerozlǐsitelnosti, jedná se o refle-
xivńı, symetrické a tranzitivńı relace. Ekvivalence jsou ve vzájemně jednoznačné kore-
spondenci s rozklady na množině, to jest s disjunktńımi pokryt́ımi množiny. Ekvivalence
maj́ı rovněž vztah k surjektivńım zobrazeńım.
Kvaziuspořádáńı je reflexivńı a tranzitivńı relace. Relace uspořádáńı je reflexivńı, anti-
symetrická a tranzitivńı relace. Lineárńı uspořádáńı je reflexivńı, antisymetrická, tran-
zitivńı a úplná relace. V uspořádaných množinách se mohou nacházet speciálńı prvky
(největš́ı, maximálńı, nejmenš́ı, minimálńı). Daľśımi speciálńımi prvky uspořádaných
množin vzhledem k jistým podmnožinám jsou infimum a supremum. Pr̊usekový polo-
svaz je uspořádaná množina, ve které ke každým dvěma prvk̊um existuje jejich infimum,
spojový polosvaz je uspořádaná množina, ve které ke každým dvěma prvk̊um existuje
jejich supremum. Svaz je uspořádaná množina, ve které ke každým dvěma prvk̊um
existuje jejich infimum i supremum.

Pojmy k zapamatováńı
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• ekvivalence, tř́ıda ekvivalence, rozklad na množině, tř́ıda rozkladu,

• ekvivalence př́ıslušná rozkladu, rozklad př́ıslušný ekvivalenci, faktorová množina,

• přirozené zobrazeńı, ekvivalence indukovaná zobrazeńım,

• kvaziuspořádáńı, uspořádáńı, uspořádaná množina, lineárńı uspořádáńı, řetězec,
antǐretězec,

• princip duality, pokryt́ı, Hasse̊uv diagram,

• minimálńı prvek, nejmenš́ı prvek, maximálńı prvek, největš́ı prvek,

• dolńı kužel, horńı kužel, infimum, supremum,

• spojový polosvaz, pr̊usekový polosvaz, svaz

Kontrolńı otázky

1. Co v́ıte o intuitivńım významu ekvivalence?

2. Jaký je vztah rozkladu k ekvivalenci?

3. Proč je každá ekvivalenčńı tř́ıda neprázdná?

4. Jak vypadá nejmenš́ı a nejvěťśı ekvivalence na dané množině?

5. Jaký je rozd́ıl mezi kvaziuspořádáńım, uspořádáńım a ekvivalenćı?

6. Co ř́ıká princip duality a jaký má intuitivńı význam?

7. Která ekvivalence je zároveň uspořádáńı?

8. Mohou existovat v lineárně uspořádané množině dva r̊uzné maximálńı prvky?

Cvičeńı

1. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch relaćı R jsou ekvivalence. Proved’te diskusi.
(a) X = {0, 1, 2, 3},R = {〈0, 0〉, 〈1, 1〉, 〈1, 2〉, 〈1, 3〉, 〈2, 1〉, 〈2, 2〉, 〈2, 3〉, 〈3, 2〉, 〈3, 3〉},
(b) X = 2U , R = {〈A,B〉 |A,B ∈ X, |A| = |B|},
(c) X = 2U , R = {〈A,B〉 |A,B ∈ X, A ∩B 6= ∅},
(d) R = S ∩ S−1, kde S je reflexivńı a tranzitivńı relace na X.

2. K následuj́ıćım rozklad̊um Π nalezněte ekvivalence EΠ.
(a) Π = {{a, b, c}, {d}, {e, f}, {g}},
(b) X = 2{a,b}, Π = {{{a}, {a, b}}, {∅, {b}}},
(c) X = N, Π = {{0, 2, 4, . . . }, {1}, {3}, {5}, . . . }.

3. K následuj́ıćım ekvivalenćım E na X nalezněte rozklady ΠE .
(a) X = {0, . . . , 4}, E = {〈0, 2〉, 〈0, 4〉, 〈2, 0〉, 〈2, 4〉, 〈4, 0〉, 〈4, 2〉} ∪ ωX ,
(b) X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, E = {〈x, y〉 | rozd́ıl x −

y je dělitelné třemi beze zbytku},
(c) X = N× N, E = {〈〈m,n〉, 〈p, q〉〉 |m,n, p, q ∈ N, m+ n = p+ q}.

4. Určete, které z následuj́ıćıch relaćı R na X jsou kvaziuspořádáńı, uspořádáńı,
př́ıpadně řetězce.
(a) X = {1, 2, 3, 4}, R = {〈1, 1〉, 〈1, 3〉, 〈1, 4〉, 〈2, 2〉, 〈3, 4〉, 〈4, 4〉},
(b) X = Z, 〈x, y〉 ∈ R, právě když bud’ |x| = |y| a x ≥ y, nebo |x| < |y|,
(c) X = Q, R = {〈x, y〉 |x, y ∈ Q, x2 ≤ y2},
(d) X = N× N, R = {〈〈m,n〉, 〈p, q〉〉 |m,n, p, q ∈ N, m ≤ p a n ≤ q}.

5. Uspořádané množiny zobrazené na následuj́ıćıch diagramech zapǐste binárńımi
maticemi.

a

b
c

d

e

a

b c

d e

f

a

b

c d

a

b c

d e

f

a

b c

d
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6. Vrat’te se k předchoźımu př́ıkladu a určete nejmenš́ı, minimálńı, největš́ı a ma-
ximálńı prvky.

7. Vrat’te se k předchoźımu př́ıkladu a rozhodněte, které z diagramů reprezentuj́ı
pr̊usekové př́ıpadně spojové polosvazy či svazy.

Úkoly k textu

1. Necht’ R je binárńı relace na X. Dokažte, že relace E = Tra(Sym(Ref(R))) je
ekvivalence na X obsahuj́ıćı R a pro každou ekvivalenci E′ na X obsahuj́ıćı R
plat́ı E ⊆ E′.

2. Pro každou množinu X označme E(X) systém všech ekvivalenćı na X. To jest
např́ıklad pro X = {a, b, c} máme E(X) = {ωX , E1, E2, E3, ιX}, kde E1, E2

a E3 jsou ekvivalence z bodu (2) př́ıkladu 3.12 na straně 68. Dokažte následuj́ıćı
tvrzeńı.

(a) Pro každé E1, E2 ∈ E(X) plat́ı E1 ∩ E2 ∈ E(X).

(b) 〈E(X),⊆〉 je pr̊usekový polosvaz, kde inf(E1, E2) = E1 ∩ E2.

(c) Existuje X a E1, E2 ∈ E(X) tak, že E1 ∪ E2 neńı tranzitivńı.

(d) Pro každé E1, E2 ∈ E(X) plat́ı Tra(E1, E2) ∈ E(X).

(e) 〈E(X),⊆〉 je spojový polosvaz, kde sup(E1, E2) = Tra(E1 ∪ E2).

(f) 〈E(X),⊆〉 je svaz s nejmenš́ım prvkem ωX a největš́ım prvkem ιX .

Předchoźı tvrzeńı dokazujte postupně a vhodně využijte již prokázaných tvrzeńı.

Řešeńı

1. (a) neńı ekvivalence, protože neńı symetrická; (b) je ekvivalence; (c) pro |X| = 1
je ekvivalence, pro |X| ≥ 2 neńı tranzitivńı; (d) je ekvivalence: reflexivita a tran-
zitivita plyne z reflexivity a tranzitivity S a S−1, symetrie plyne ze vztahu S
a S−1.

2. Ekvivalence maj́ı následuj́ıćı tvar:
(a) {〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈b, a〉, 〈b, c〉, 〈c, a〉, 〈c, b〉, 〈e, f〉, 〈f, e〉} ∪ ω{a,b,c,d,e,f,g},
(b) {〈∅, ∅〉,〈∅, {b}〉,〈{b}, ∅〉,〈{b}, {b}〉,〈{a}, {a}〉,〈{a}, {a, b}〉,〈{a, b}, {a}〉,〈{a, b}, {a, b}〉},
(c) {〈x, y〉 |x, y ∈ N, x, y jsou obě sudá, nebo x = y}.

3. Rozklady maj́ı následuj́ıćı tvar:
(a) {{0, 2, 4}, {1}, {3}},
(b) {{0, 3, 6, 9}, {1, 4, 7}, {2, 5, 8}},
(c) {{〈1, 1〉}, {〈1, 2〉,〈2, 1〉}, {〈1, 3〉,〈2, 2〉,〈3, 1〉}, {〈1, 4〉,〈2, 3〉,〈3, 2〉,〈4, 1〉}, . . . }.

4. (a) neńı reflexivńı, (b) řetězec, (c) kvaziuspořádáńı (neńı antisymetrické), (d)
uspořádáńı.

5. Matice jsou uvedeny zleva doprava, pořad́ı sloupc̊u a řádk̊u dle abecedy.


1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1

,


1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

,


1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1
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1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

,


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

.

6. Zleva doprava: a je největš́ı a maximálńı, d je nejmenš́ı a minimálńı; a je největš́ı
a maximálńı, f je nejmenš́ı a minimálńı; a je největš́ı a maximálńı, c, d jsou mi-
nimálńı; a je největš́ı a maximálńı, f je nejmenš́ı a minimálńı; a, c jsou maximálńı,
e je nejmenš́ı a minimálńı.

7. Zleva doprava: svaz, svaz, spojový polosvaz, —, pr̊usekový polosvaz.
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4 Grafy a stromy

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitol 4.1, 4.2, 4.3 a 4.4 by student měl rozumět
základńım pojmům teorie graf̊u. Měl by dále znát základńı tvrzeńı, která pro prob́ırané
pojmy plat́ı. K vybraným úlohám teorie graf̊u by student měl znát algoritmy pro jejich
řešeńı.

Kĺıčová slova: orientovaný graf, neorientovaný graf, vrchol, hrana, izomorfismus graf̊u,
podgraf, sled,délka sledu, uzavřený sled, tah, cesta, kružnice, vzdálenost vrchol̊u, ohod-
nocený graf, souvislost, komponenta, hledáńı cest, stupeň vrcholu, skóre, eulerovský
tah

4.1 Co a k čemu jsou grafy

V životě se často setkáváme se situacemi, ve kterých existuj́ı určité objekty a spojeńı
mezi nimi. Mezi některými objekty spojeńı existuj́ı, mezi jinými ne. Objekty mohou být
křižovatky ve městě, spojeńımi pak ulice mezi jednotlivými křižovatkami. Někdy přitom
na orientaci spojeńı nezálež́ı (je jedno, jestli vede spojeńı z objektu A do objektu B
nebo vede-li spojeńı z B do A), někdy na orientaci zálež́ı (může se stát, že vede spojeńı
z A do B ale neexistuje spojeńı z B do A). V situaci s křižovatkami a ulicemi pro
chodce na orientaci spojeńı nezálež́ı. Jsou-li totiž křižovatky A a B spojeny ulićı, která
je lemována chodńıkem, chodec o orientaci spojeńı neuvažuje, protože může j́ıt z A
do B i z B do A. Pro chodce je tedy d̊uležité, že A a B jsou spojena, ale orientace
spojeńı nehraje roli. Pro řidiče ale na orientaci zálež́ı. Křizovatky A a B mohou být
totiž spojeny jednosměrkou a pak je d̊uležité, jestli spojeńı vede z A do B nebo z B do
A. Jiným př́ıkladem podobné situace je každý náčrtek, kde jsou body (objekty) spojené
čarami (schema elektrického obvodu, vývojový diagram, schema hierarchické struktury
ve firmě apod.).

Uvedenými situacemi se zabývá teorie graf̊u. Objekty se nazývaj́ı vrcholy, spojeńı pak
hrany. Graf je dán množinou vrchol̊u a množinou hran mezi nimi. Nezálež́ı-li na orientaci
hran, nazývá se graf neorientovaný, v opačném př́ıpadě se nazývá orientovaný.

Grafy maj́ı řadu zaj́ımavých aplikaćı. Ve městě může být pekařská firma, která má
každé ráno do prodejen pečiva rozvézt zbož́ı. Majiteli firmy přitom zálež́ı na tom,
aby se zbytečně neplýtvalo pohonnými hmotami, tj. aby byl při ranńım rozvozu počet
ujetých kilometr̊u co nejmenš́ı. Z pohledu teorie graf̊u jde o úlohu naj́ıt cestu, která
vycháźı z pekařstv́ı, procháźı v libovolném pořad́ı všemi prodejnami pečiva a konč́ı opět
v pekařstv́ı. Přitom hledáme cestu, která je ze všech takových nejkratš́ı. Jiný př́ıklad
představuje cestuj́ıćı, který chce naj́ıt co nejrychleǰśı vlakové spojeńı z jedné stanice do
druhé. Může ji naj́ıt vyhledávaćım programem na internetu. Samotný program vlastně
hledá nejkratš́ı cestu v grafu, který představuje železničńı śıt’.

4.2 Neorientované a orientované grafy: základńı pojmy

Př́ıklad neorientovaného grafu vid́ıme na obr. 7 vlevo. Má vrcholy u, v, w, x a y. Vrcholy
jsou znázorněny kroužky. Úsečky na obrázku znázorňuj́ı hrany. Např́ıklad úsečka spo-
juj́ıćı kroužky označené x a u představuje hranu mezi vrcholy x a u. Mezi vrcholy x a y
ale hrana neńı. Protože v neorientovaném grafu nemaj́ı hrany orientaci, můžeme hranu
mezi vrcholy u a v reprezentovat neuspořádanou dvojićı, tedy dvouprvkovou množinou
{u, v}. Hovoř́ıme pak o hraně {u, v}. Neorientovaný graf tedy sestává z množiny vrchol̊u
a množiny hran, tj. neuspořádaných dvojic vrchol̊u.

Př́ıklad orientovaného grafu je na obr. 7 vpravo. Má opět vrcholy u, v, w, x a y. Hrany
jsou ale orientované a jsou znázorněny šipkami. Reprezentujeme je tedy uspořádanými
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Obrázek 7: Neorientovaný (vlevo) a orientovaný (vpravo) graf.

dvojicemi. Např́ıklad hranu z u do v reprezentujeme uspořádanou dvojićı 〈u, v〉.7 To
nás vede k následuj́ıćı definici.

Definice 4.1 (neorientovaný a orientovaný graf). Neorientovaný graf je dvojice G =
〈V,E〉, kde V je neprázdná množina tzv. vrchol̊u (někdy také uzl̊u) a E ⊆ {{u, v} |
u, v ∈ V, u 6= v} je množina dvouprvkových množin vrchol̊u, tzv. (neorientovaných)
hran.

Orientovaný graf je dvojice G = 〈V,E〉, kde V je neprázdná množina tzv. vrchol̊u
(uzl̊u) a E ⊆ V × V je množina uspořádaných dvojic vrchol̊u, tzv. (orientovaných)
hran.

Hrana se tedy u neorientovaných graf̊u chápe jako dvouprvková množina {u, v} vrchol̊u
u, v ∈ V . Pak ř́ıkáme, že hrana {u, v} vede mezi u a v, popř. spojuje u a v. To od-
pov́ıdá našemu záměru: Graf je neorientovaný, tj. na pořad́ı vrchol̊u u hrany nezálež́ı.
U orientovaných graf̊u se hrana chápe jako uspořádaná dvojice 〈u, v〉 vrchol̊u u a v.
Pak ř́ıkáme, že hrana vede z u do v. I to odpov́ıdá záměru: Graf je orientovaný, tj.
na pořad́ı vrchol̊u u hrany zálež́ı. Hrana 〈u, v〉 je tedy něco jiného než hrana 〈v, u〉.
Koncové vrcholy hrany jsou u neorientované hrany {u, v} vrcholy u a v, u orientované
hrany 〈u, v〉 také vrcholy u a v.

Pokud neuvedeme jinak, budeme předpokládat, že grafy jsou konečné, tedy že maj́ı
konečnou množinu vrchol̊u, a tud́ıž i hran. Někdy se uvažuj́ı i nekonečné grafy. V ne-
orientovaném grafu se někdy připoušt́ı hrany {v, v}, tedy hrany spojuj́ıćı vrchol v se
sebou samým (smyčky). Naše definice takové hrany nepřipoušt́ı, podle potřeby ji ale
lze rozš́ı̌rit. Orientované smyčky, tj. hrany 〈v, v〉 ale naše definice připoušt́ı.

Př́ıklad 4.2. Uvažujme množinu vrchol̊u V = {u, v, w, x, y}. Uvažujme množinu neo-
rientovaných hran E1 = {{u, v}, {u,w}, {u, x}, {v, w}}. G1 = 〈V,E1〉 je neorientovaný
graf a vid́ıme ho znázorněný na obr. 7 vlevo. Uvažujme ted’ množinu orientovaných
hran E2 = {〈u, v〉 , 〈v, w〉 , 〈w, u〉 , 〈w, v〉 , 〈x, u〉}. Pak G2 = 〈V,E2〉 je orientovaný graf
a vid́ıme ho znázorněný na obr. 7 vpravo.

Př́ıklad 4.3. Daľśı př́ıklady graf̊u G = 〈V,E〉:

(a) V = křižovatky v daném městě, 〈k1, k2〉 ∈ E . . . existuje ulice z k1 do k2

(b) V = množina lid́ı, {c, d} ∈ E . . . c a d se znaj́ı.

Neorientovaný graf
”
známosti“ (sociálńı śıt’).

Velikost: 7,8 mld vrchol̊u (2020). Počet hran = ?

(Dunbarovo č́ıslo: člověk je schopen udržovat aktivńı vztah s max. 150 lidmi.)

(c) V = množina webových stránek, 〈p1, p2〉 ∈ E . . . z p1 je odkaz (hyperlink) na p2

Orientovaný graf
”
web“ (tzv. webgraph).

7Připomeňme, že uspořádaná dvojice 〈u, v〉 je jiná než 〈v, u〉. Na pořad́ı prvk̊u zálež́ı.
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Velikost: 1,74 mld. vrchol̊u (InternetLiveStats 2020, aktivńıch asi 25%).

Jiné zdroje: 5.49 mld. (WorldWideWebSize.com 2020).

Počet hran: např. 2014 Common Crawl Corpus: 1,72 mld stránek, 64 mld odkaz̊u.

(d) V = množina neuron̊u v mozku, 〈n1, n2〉 ∈ E . . . z neuronu n1 vede vlákno do n2

Velikost: 10 mld. neuron̊u, jeden neuron propojen s cca 104 daľśımi neurony.

Pro (neorientovaný nebo orientovaný) graf G = 〈V,E〉 se V a E nazývaj́ı množina
vrchol̊u a množina hran grafu G a znač́ı se V (G) a E(G). Bude-li z kontextu jasné,
jde-li o graf orientovaný nebo neorientovaný, budeme psát jen “graf”. Graf můžeme
zadat př́ımo jeho obrázkem. Např. řekneme-li “uvažujme graf z obr. 7 vlevo”, lze z
tohoto obrázku určit jak množinu V vrchol̊u, tak množinu E hran. Znázorněńı grafu
obrázkem je přitom přehledněǰśı než jeho popis jakožto struktury G = 〈V,E〉.

K orientovanému grafu je třeba někdy uvažovat graf, který vznikne zanedbáńım orien-
tace hran. Ř́ıká se mu symetrizace orientovaného grafu.

Definice 4.4 (symetrizace). Symetrizace orientovaného grafu G = 〈V,E〉 je neorien-
tovaný graf G′ = 〈V,E′〉, kde

{u, v} ∈ E′ právě když 〈u, v〉 ∈ E nebo 〈v, u〉 ∈ E.

Např́ıklad graf na obr. 7 vlevo je symetrizaćı grafu vpravo.

Obrázek daného grafu neńı určen jednoznačně. Dva r̊uzné obrázky přitom mohou po-
pisovat v zásadě stejné grafy, byt’ to na prvńı pohled neńı patrné. Ř́ıkáme-li

”
v zásadě

stejné“, mysĺıme t́ım, že maj́ı stejnou strukturu. V př́ıpadě, že je graf dán obrázkem,
mohou se obrázky dvou v zásadě stejných graf̊u lǐsit rozmı́stěńım vrchol̊u, zakresleńım
hran, popř. také označeńım vrchol̊u. Grafy, které maj́ı stejnou strukturu, se nazývaj́ı
izomorfńı.

Definice 4.5 (izomorfńı grafy). Necht’ G1 = 〈V1, E1〉 a G2 = 〈V2, E2〉 jsou neoriento-
vané grafy. Bijekce h : V1 → V2 se nazývá izomorfismus G1 do G2, pokud pro každé
vrcholy u, v ∈ V1 je

{u, v} ∈ E1 právě když {h(u), h(v)} ∈ E2.

Necht’ G1 = 〈V1, E1〉 a G2 = 〈V2, E2〉 jsou orientované grafy. Bijekce h : V1 → V2 se
nazývá izomorfismus G1 do G2, pokud pro každé vrcholy u, v ∈ V1 je

〈u, v〉 ∈ E1 právě když 〈h(u), h(v)〉 ∈ E2.

Pokud izomorfismus G1 do G2 existuje, nazývaj́ı se G1 a G2 izomorfńı. V takovém
př́ıpadě ṕı̌seme G1

∼= G2.

Definice vlastně ř́ıká, že izomorfńı grafy se lǐśı jen
”
přejmenováńım vrchol̊u“. Toto

přejmenováńı zabezpečuje bijektivńı zobrazeńı h. Snadno se ověř́ı, že relace být izo-
morfńı je ekvivalence na tř́ıdě všech graf̊u (ověřte). Dı́ky symetrii této relace tedy
můžeme ř́ıkat, že G1 a G2 jsou izomorfńı (pořad́ı graf̊u neńı podstatné; je-li h : V1 → V2

izomorfismus G1 do G2, je h−1 : G2 → G1 izomorfismus G2 do G1).

Př́ıklad 4.6. Všechny grafy z obr. 8 jsou po dvou izomorfńı. Např. bijekce h, pro
kterou

h(1) = a, h(2) = e, h(3) = c, h(4) = d, h(5) = b, h(6) = f ,

je izomorfismus prvńıho a druhého grafu.
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Obrázek 8: Izomorfńı neorientované grafy.
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Obrázek 9: Podgrafy.

Části graf̊u se nazývaj́ı podgrafy.

Definice 4.7 (podgrafy). (Orientovaný nebo neorientovaný) graf 〈V1, E1〉 je podgrafem
grafu 〈V2, E2〉, právě když V1 ⊆ V2 a E1 ⊆ E2. Podgraf 〈V1, E1〉 grafu 〈V2, E2〉 se nazývá
indukovaný , právě když E1 obsahuje každou hranu z E2, jej́ıž oba koncové vrcholy patř́ı
do V1.

Prvńı dva grafy na obr. 9 jsou podgrafy grafu z obr. 7 vlevo, přitom prvńı z nich neńı
indukovaný (neńı v něm hrana {u,w}), druhý ano. Třet́ı graf na obr. 9 je podgrafem
grafu z obr. 7 vpravo.

Důležitou oblast́ı je tzv. cestováńı v grafech. Představ́ıme-li si vrcholy grafu jako mı́sta
a hrany jako spojnice, po kterých lze z mı́st do mı́st přecházet, lze se ptát, zda se
z jednoho mı́sta lze dostat do jiného, jaká je nejkratš́ı cesta z jednoho do druhého a
podobně. Úloh o cestováńı existuje celá řada. Pro jejich řešeńı byly vyvinuty efektivńı
algoritmy. Tyto úlohy nacházej́ı uplatněńı i jinde, než tam, kde jde o skutečné cestováńı
a kde třeba řidič auta potřebuje naj́ıt nejrychleǰśı cestu z výchoźıho do ćılového města.
Graf může např́ıklad reprezentovat poč́ıtačovou śıt’ a cestuj́ıćım může být blok informaćı
(paket) v této śıti. Představme si základńı pojmy.

Definice 4.8 (cestováńı). Sled v (neorientovaném nebo orientovaném) grafu8 G =
〈V,E〉 je posloupnost

v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn,

kde vi ∈ V jsou vrcholy, ej ∈ E jsou hrany a plat́ı, že

• ei = {vi−1, vi} pro i = 1, . . . , n, je-li G neorientovaný,

• ei = 〈vi−1, vi〉 pro i = 1, . . . , n, je-li G orientovaný.

Č́ıslo n se nazývá délka sledu. Sled v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn, se nazývá

8Názvoslov́ı je nejednotné. Tedy to, co my budeme nazývat sled, tah a cesta, se v jiné literatuře
může nazývat jinak.
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• uzavřený , je-li v0 = vn,

• tah, neopakuje-li se v něm žádná hrana (tj. pro i 6= j je ei 6= ej),

• cesta, neopakuje-li se v něm žádný vrchol (tj. pro i 6= j je vi 6= vj),

• kružnice, je-li tahem, v0 = vn a s výjimkou vrchol̊u v0 a vn jsou každé dva vrcholy
r̊uzné.

Vzdálenost z vrcholu u do vrcholu v je délka cesty z u do v, která má ze všech cest z u
do v délku nejmenš́ı.

Ř́ıkáme také, že sled v0, e1, . . . , vn vede z v0 do vn. Z definice máme, že každý tah
je sledem. Každá cesta je tahem, nebot’ neopakuj́ı-li se ve sledu vrcholy, nemohou se
opakovat ani hrany. Kružnice nemůže být cestou, protože se v ńı opakuj́ı vrcholy (prvńı
a posledńı).

V grafu na obr. 7 vlevo je posloupnost u, {u,w}, w, {w, v}, v, {v, u}, u, {u,w}, w sled,
který neńı tahem (a tedy ani cestou), protože se v něm opakuje hrana {u,w}.
Sled u, {u,w}, w, {w, v}, v, {v, u}, u, {u, x}, x je tah, který neńı cestou, protože se
v něm opakuje vrchol u. Sled x, {x, u}, u, {u,w}, w, {w, v}, v, {v, u}, u, {u, x}, x je
sice uzavřený, ale neńı to kružnice, protože se v něm opakuje vrchol u. Sled
u, {u,w}, w, {w, v}, v, {v, u}, u, je kružnice.

Existuj́ı tedy sledy, které nejsou cestami. Následuj́ıćı věta ukazuje, že pokud nám jde
o dosažitelnost z vrcholu do vrcholu, vystač́ıme s cestami.

Věta 4.9. Existuje-li v grafu sled z vrcholu u do vrcholu v, existuje také cesta z u do
v.

D̊ukaz. Důkaz je jednoduchý. Opakuje-li se ve sledu u, . . . , v nějaký vrchol w, tj.
má-li sled tvar u, . . . , w, . . . , w, . . . , v, vynecháme posloupnost w, . . . ,. Dostaneme
u, . . . , w, . . . , v, což je také sled z u do v. Pokud je už cestou, jsme hotovi. Pokud
ne, opět vynecháme posloupnost mezi opakuj́ıćımi se vrcholy. Protože je sled konečný,
po konečném počtu krok̊u takto skonč́ıme u cesty z u do v.

Jaký význam maj́ı pojmy z definice 4.8? Sled odpov́ıdá putováńı bez omezeńı: Vy-
jdeme z nějakého mı́sta, po libovolné hraně z něho přejdeme do jiného mı́sta a tak
dále, až dojdeme do koncového mı́sta. Naj́ıt vhodný tah se bude snažit např. poštovńı
doručovatelka. Kdyby šla po hraně (tj. po ulici) v́ıcekrát, zbytečně se nachod́ı. Hledáńım
vhodných cest se zabývaj́ı např. ve spedičńıch firmách při rozvozu zbož́ı: Projet mı́stem,
kde se vylož́ı část zbož́ı (tedy vrcholem př́ıslušného grafu), v́ıcekrát je př́ıznakem ne-
hospodárného naplánováńı rozvozu.

Následuj́ıćı pojmy zavedeme pro neorientované grafy. Pro orientované najdete návod v
úkolech k textu.

Definice 4.10 (souvislost a komponenty). Neorientovaný graf G = 〈V,E〉 se nazývá
souvislý , právě když pro každé dva vrcholy u, v ∈ V existuje sled z u do v. Komponenta
neorientovaného grafu je každý jeho maximálńı souvislý podgraf.

Komponenta grafu G = 〈V,E〉 je tedy jeho podgraf G′ = 〈V ′, E′〉, který je souvislý a
pro který plat́ı, že je-li G′′ = 〈V ′′, E′′〉 souvislý podgraf grafu G, pro který V ′ ⊆ V ′′

a E′ ⊆ E′′, pak V ′ = V ′′ a E′ = E′′. Snadno se vid́ı, že komponenta grafu G je jeho
podgraf G′ = 〈V ′, E′〉, který je indukovaný množinou vrchol̊u V ′ ⊆ V takovou, že každé
dva vrcholy z V ′ lze spojit cestou a že k V ′ neńı možné přidat daľśı vrchol z V , aby
to stále platilo. Např. graf na obr. 7 vlevo neńı souvislý (vrcholy x a y nejsou spojeny
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sledem). Jeho podgraf indukovaný vrcholy u, v a w je souvislý, ale neńı to komponenta,
protože neńı maximálńı souvislý. Komponenty v tomto grafu jsou dvě. Prvńı je podgraf
indukovaný vrcholy u, v, w, x, druhá je podgraf indukovaný vrcholem y. I obecně plat́ı,
že komponenty tvoř́ı

”
rozklad grafu“. Komponenty

tvoř́ı rozklad
grafu.Věta 4.11. Necht’ G1 = 〈V1, E1〉, . . . , Gn = 〈Vn, En〉 jsou všechny komponenty grafu

G = 〈V,E〉. Pak každý vrchol v ∈ V patř́ı právě do jedné Vi a každá hrana e ∈ E patř́ı
právě do jedné Ei.

D̊ukaz. Vezměme vrchol v ∈ V . Podgraf indukovaný {v} je zřejmě souvislý. Proto
je podgrafem nějakého maximálńıho souvislého podgrafu grafu G, tj. komponenty Gi.
Proto v ∈ Vi, tj. v patř́ı aspoň do jedné z množin V1, . . . , Vn. Ukažme, že v nemůže patřit
do dvou r̊uzných Vi 6= Vj . Kdyby v ∈ Vi∩Vj , pak uvažujme nějaký vi ∈ Vi−Vj (takový
existuje, protože Gi a Gj jsou komponenty, a tedy Vi 6⊆ Vj a Vj 6⊆ Vi). Protože Gi je
souvislý, existuje sled vi, e1, u1, . . . , v. Uvažujme množinu vrchol̊u V ′, která vznikne z
Vj přidáńım všech vrchol̊u sledu vi, e1, u1, . . . , v. Pak Vj ⊆ V ′ a podgraf indukovaný
množinou V ′ je souvislý (vezmeme-li v1, v2 ∈ V ′, pak existuje sled z v1 do v i sled z v
do v2 a složeńım těchto sled̊u dostaneme sled z v1 do v2). Tedy Gj by nebyl maximálńı
souvislý podgraf, tj. nebyl by komponentou, což je spor s předpokladem.

Že každá hrana e ∈ E patř́ı právě do jedné Ei dostaneme podobnou úvahou, když
si uvědomı́me, že pro e = {u, v} je podgraf indukovaný množinou vrchol̊u {u, v} je
souvislý.

Ulice, kterou v grafu reprezentujeme hranou, má ve skutečnosti nějakou délku, popř.
propustnost. Stejně tak sklad, reprezentovaný v grafu pomoćı vrcholu, může mı́t určitou
kapacitu. V grafech se takovým doplňuj́ıćım informaćım ř́ıká ohodnoceńı.

Definice 4.12 (ohodnoceńı). Hranové ohodnoceńı grafu 〈V,E〉 s množinou hodnot D
je funkce w : E → D. Vrcholové ohodnoceńı grafu 〈V,E〉 s množinou hodnot D je
funkce w : V → D.

Je-li jasné, o jaké ohodnoceńı jde, ř́ıkáme jen ohodnoceńı. Grafu spolu s ohodno-
ceńım ř́ıkáme také hranově, popř. vrcholově ohodnocený graf, popř. jen ohodnocený
graf. Množinou hodnot D je většinou nějaká množina č́ısel (to budeme automaticky
předpokládat). Hodnota w(e) ∈ D přǐrazená funkćı w hraně e ∈ E představuje např.
délku hrany (vzdálenost mezi mı́sty), jej́ı kapacitu (propustnost informačńıho nebo
dopravńıho spojeńı) apod. Hodnota w(u) ∈ D přǐrazená funkćı w vrcholu u ∈ V
představuje např. propustnost uzlu, do kterého něco přicháźı a něco odcháźı, apod.
Množina hodnot D může obsahovat libovolné prvky, např. názvy ulic nebo datové
struktury obsahuj́ıćı strukturovanou informaci o dané hraně či vrcholu.

Př́ıklad 4.13. Na obr. 10 je hranově ohodnocený graf. Hranové ohodnoceńı w je dáno
předpisem w({a, b}) = 14, w({a, g}) = 10, . . . , w({h, i}) = 1.

Představuje-li hranové ohodnoceńı délky jednotlivých hran, je přirozené zavést pojem
délky sledu, který zohledňuje toto ohodnoceńı. Délka sledu v0, e1, . . . , en, vn v hranově
ohodnoceném grafu je č́ıslo

w(e1) + · · ·+ w(en),

je to tedy součet délek všech hran, které se ve sledu vyskytuj́ı. Např. délka sledu
b, {b, f}, f, {f, i}, i, {i, h}, h v grafu na obr. 10 je 18. Podobně jako v neohodnoceném
grafu definujeme vzdálenost z u do v jako délku nejkratš́ı cesty (délka se uvažuje vzhle-
dem k ohodnoceńı). Uvědomte si, že přǐrazuje-li hranové ohodnoceńı w každé hraně
č́ıslo 1, je délka sledu v takto ohodnoceném grafu rovna délce sledu v neohodnoceném
grafu (viz definice 4.8).
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Obrázek 10: Ohodnocený graf.

4.3 Hledáńı cest

Předpokládejme śıt’ měst se známými vzdálenostmi mezi sousedńımi městy (tj. některé
dvojice měst jsou spojeny silnicemi a my známe délky těchto spojuj́ıćıch silnic). Zaj́ımá
nás, jak se dostat z města A do města B nejkratš́ı cestou (tj. tak, abychom ujeli co
nejméně kilometr̊u). Jak to zjistit?

Z hlediska teorie graf̊u jde o problém hledáńı nejkratš́ı cesty. Představme si totiž
následuj́ıćı neorientovaný graf. Ke každému městu bude v grafu existovat vrchol (pro
r̊uzná města r̊uzné vrcholy). Jsou-li města spojena silnićı, bude mezi jim odpov́ıdaj́ıćımi
vrcholy v grafu hrana. Tento graf hranově ohodnot́ıme tak, že hodnota hrany bude
rovna délce j́ı odpov́ıdaj́ıćı silnice. Zjistit nejkratš́ı cestu z A do B pak skutečně zna-
mená naj́ıt nejkratš́ı cestu (ve smyslu teorie graf̊u) která vede z uzlu odpov́ıdaj́ıćıho
městu A do uzlu odpov́ıdaj́ıćıho B. V následuj́ıćım uvedeme jeden z nejznáměnš́ıch
algoritmů hledáńı nejkratš́ı cesty, tzv. Dijkstr̊uv algoritmus.9

Algoritmus pracuje následovně. Na vstupu je neorientovaný graf G = 〈V,E〉, jeho
hranové ohodnoceńı w : E → R+ (každé hraně je přǐrazeno kladné reálné č́ıslo), a vrchol
s ∈ V . Výstupem algoritmu je pro každý vrchol v ∈ V č́ıslo d(v), které je vzdálenost́ı z s
do v. Algoritmus použ́ıvá proměnné A,N, d,m, přitom A a N označuj́ı množiny vrchol̊u,
d označuje funkci přǐrazuj́ıćı vrchol̊um kladná reálná č́ısla a m označuje nezáporné
reálné č́ıslo. V každém kroku algoritmu je pro vrchol v ∈ V hodnota d(v) rovna délce
nejkratš́ı zat́ım nalezené cesty z s do v. Na začátku se nastav́ı d(s) = 0 a d(v) = ∞
pro ostatńı vrcholy v 6= s (krok 1. ńıže uvedeného algoritmu). Hodnota d(v) = ∞
znamená, že žádná cesta do v zat́ım nebyla nalezena. Tato hodnota se pak u vrchol̊u,
do kterých existuje cesta z s, v pr̊uběhu výpočtu zmenšuje, v každém kroku obsahuje
délku nejkratš́ı zat́ım nalezené cesty z s do v, a na konci délku nejkratš́ı cesty z s do v.
U vrchol̊u v, do kterých cesta z s nevede, z̊ustává d(v) =∞.

Množina A se na začátku nastav́ı na A = V (krok 1). Během výpočtu obsahuje A
ty vrcholy v, pro něž zat́ım nebyla stanovena konečná hodnota d(v) (tj. d(v) byla
stanovena, ale v daľśım výpočtu se ještě může změnit).

Algoritmus opakuje následuj́ıćı krok: zjist́ı nejmenš́ı hodnotu d(v) vrchol̊u z A (hodnota
m v kroku 3). Množinu vrchol̊u v z A s touto nejmenš́ı hodnotou označ́ı N (krok 3).
Z množiny A vyjme všechny vrcholy v, pro které je d(v) nejmenš́ı (krok 3). Vrchol v se
tedy odstrańı z A a vlož́ı do N , právě když

d(v) = min{d(u) | u ∈ A}.
9Edsger W. Dijkstra [dajkstra] —(1930–2002); jeden z nejvýznamněǰśıch informatik̊u.
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Každý takový vrchol v je pak považován za vrchol, pro nějž byla nalezena nejkratš́ı cesta
z s do v, délkou této cesty je d(v), a kratš́ı cesta do v se v daľśıch kroćıch algoritmu už
nehledá (to je zajǐstěno t́ım, že se vrchol odstranil z A).

Vložeńı vrcholu v do N znamená, že v je považován za vrchol, přes který může do
zbývaj́ıćıch vrchol̊u u množiny A vést kratš́ı cesta, než je dosud nalezená nejkratš́ı
cesta do u. V tomto smyslu je tedy každý vrchol v z N kandidátem na zlepšeńı hodnoty
d(u). Algoritmus toto možné zlepšeńı prověř́ı pro vrcholy u z A, do kterých vede z v
hrana.

Algoritmus tedy (krok 4) pro každý v ∈ N a pro každý u ∈ A, pro který existuje
hrana {v, u} ∈ E, porovná hodnotu d(v) + w({v, u}) (délka možné cesty z s do u,
která vede přes v) s hodnotou d(u) (délka dosud nejkratš́ı nalezené cesty z s do u).
Je-li d(v) + w({v, u}) < d(u) (tj. cesta přes v je kratš́ı), změńı se hodnota d(u) na
d(u) = d(v) + w({v, u}).
Algoritmus se pak vrát́ı ke kroku 2. V něm se ověř́ı, zda je v A ještě nějaký vrchol v
s hodnotou d(v) <∞ (uvědomte si, že při prvńım pr̊uchodu krokem 2 je tato podmı́nka
automaticky splněna d́ıky d(s) = 0, proto jsme ji zat́ım nezmiňovali). Pokud ano,
znamená to, že v A se nacházej́ı kandidáti na zlepšeńı hodnot d(u) a pokračuje se
znovu kroky 3 a 4 jako výše, tedy stanoveńım nové množiny N , odebráńım vrchol̊u z A
a tak dále. Pokud ale v A žádný vrchol v s hodnotou d(v) <∞ neńı, algoritmus skonč́ı.

Na konci je množina A bud’ prázdná, a to tehdy, když ke všem vrchol̊um z s cesta
existuje, nebo je neprázdná, a obsahuje jen vrcholy v s hodnotou d(v) = ∞. Vrcholy
s hodnotou d(v) =∞ jsou právě ty, ke kterým z s neexistuje cesta.

Poznamenejme, že pro praktickou implementaci voĺıme mı́sto ∞ nějakou velkou hod-
notu, které nemůže být jinak dosaženo, např. součet délek všech hran zvětšený o 1.
Následuje stručný popis algoritmu (x := y znamená

”
do x přǐrad’ y“).

Algoritmus 4.14 (nalezeńı nejkratš́ıch cest z daného vrcholu).
Vstup: graf G = 〈V,E〉, vrchol s ∈ V ,

hranové ohodnoceńı w : E → R+,
Výstup: hodnota d(v) pro každý v ∈ V , d(v) je délka

nejkratš́ı cesty z s do v
Proměnné: funkce d : V → R+, č́ıslo m ∈ R+,

množiny A,N ⊆ V

1. d(s) := 0; pro každý v ∈ V − {s}: d(v) :=∞; A := V ;

2. pokud neexistuje v ∈ A takový, že d(v) 6=∞, skonči;

3. m := min{d(v) | v ∈ A}; N := {v ∈ A | d(v) = m}; A := A−N ;

4. pro všechny v ∈ N , u ∈ A takové, že {v, u} ∈ E: jestliže d(v) + e({v, u}) < d(u),
pak d(u) := d(v) + w({v, u}); pokračuj krokem 2.

Ukažme si činnost algoritmu na jednoduchém př́ıkladě. Uvažujme graf na obr. 10. Bu-
deme hledat nejkratš́ı cesty z h do ostatńıch vrchol̊u. Nastav́ıme tedy s = h.

Krok 1: Nastav́ı se A := {a, b, c, f, g, h, i}, d(a) = ∞, d(b) = ∞, d(c) = ∞, d(f) = ∞,
d(g) =∞, d(h) = 0, d(i) =∞.

Krok 2: Pokračuje se dál (protože podmı́nka ukončeńı neńı splněna).

Krok 3: Nastav́ı se m := 0, N := {h}, A := {a, b, c, f, g, i}.
Krok 4:. Uprav́ı se d(a) = d(h) + w({h, a}) = 0 + 17 = 17, d(g) = d(h) + w({h, g}) =
0 + 6 = 6, d(i) = d(h) + w({h, i}) = 0 + 1 = 1, tedy pro v ∈ A je d(a) = 17, d(b) =∞,
d(c) =∞, d(f) =∞, d(g) = 6, d(i) = 1.
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Krok 2: Pokračuje se dál.

Krok 3: Nastav́ı se m := 1, N := {i}, A := {a, b, c, f, g}.

Krok 4: Uprav́ı se d(f) = d(i)+w({i, f}) = 1+7 = 8, d(g) = d(i)+w({i, g}) = 1+4 = 5,
tedy pro v ∈ A je d(a) = 17, d(b) =∞, d(c) =∞, d(f) = 8, d(g) = 5.

Krok 2: Pokračuje se dál.

Krok 3: Nastav́ı se m := 5, N := {g}, A := {a, b, c, f}.

Krok 4: Uprav́ı se d(a) = d(g) + w({g, a}) = 5 + 10 = 15, d(b) = d(g) + w({g, b}) =
5 + 3 = 8, tedy pro v ∈ A je d(a) = 15, d(b) = 8, d(c) =∞, d(f) = 8.

Krok 2: Pokračuje se dál.

Krok 3: Nastav́ı se m := 8, N := {b, f}, A := {a, c}.

Krok 4: Uprav́ı se d(c) = d(f) +w({f, c}) = 10, tedy pro v ∈ A je d(a) = 15, d(c) = 10.

Krok 2: Pokračuje se dál.

Krok 3: Nastav́ı se m := 10, N := {c}, A := {a}.

Krok 4: d se neupravuje, tedy pro v ∈ A je d(a) = 15.

Krok 2: Pokračuje se dál.

Krok 3: Nastav́ı se m := 15, N := {a}, A := ∅.

Krok 4: d se neupravuje.

Krok 2: Výpočet se ukonč́ı. Vzdálenosti d(v) z h do v jsou tedy d(a) = 15, d(b) = 8,
d(c) = 10, d(f) = 8, d(g) = 5, d(h) = 0, d(i) = 1. K navrženému

algoritmu
muśıme provést
d̊ukaz jeho
správnosti.

Ručńım ověřeńım zjist́ıme, že vypoč́ıtané vzdálenosti jsou správné. Muśı tomu tak být
vždy? Tedy, je Dijkstr̊uv algoritmus správný v tom smyslu, že pro každý ohodnocený
graf a jeho vrchol s budou po skončeńı výpočtu d(v) délky nejkratš́ıch cest z s do v?

Pr̊uvodce studiem

Ke každému navrženému algoritmu je třeba provést d̊ukaz jeho správnosti. Nestač́ı
zjistit, že algoritmus pracuje správně na několika př́ıkladech. Na jiných by mohl
dávat nesprávné výsledky. Důkaz správnosti je ověřeńı, že pro jakékoli př́ıpustné
hodnoty vstup̊u algoritmus vypoč́ıtá správné výstupy.

Např́ıklad algoritmus 4.14 vycháźı z intuice, že hledáme-li nejkratš́ı cestu lokálně,
tj. z navšt́ıveného vrcholu se snaž́ıme j́ıt do nejbližš́ıho vrcholu, najdeme cestu, která
je nejlepš́ı i globálně. To ovšem neńı zřejmé a je třeba to ověřit. K tomu slouž́ı d̊ukaz
správnosti.

Důkaz správnosti Dijkstrova algoritmu Pro u, v ∈ V označme δ(u, v) délku nej-
kratš́ı cesty z u do v. Předpokládejme, že d(v) jsou hodnoty vypoč́ıtané algoritmem pro
daný graf 〈V,E〉, ohodnoceńı w a vrchol s. Máme dokázat, že pro každý vrchol v ∈ V
je d(v) = δ(s, v). Dokážeme d(v) ≤ δ(s, v) a δ(s, v) ≤ d(v). Při tom budeme dokazovat
indukćı podle počtu pr̊uchod̊u

”
cyklu“ 2.–4., tedy cyklu sestávaj́ıćıho z krok̊u 2., 3.,

4. T́ım se rozumı́ následuj́ıćı: výpočet prob́ıhá tak, že je proveden krok 1., pak se bud’

skonč́ı, nebo se provedou kroky 2., 3., 4. (prvńı pr̊uchod cyklem), pak se bud’ skonč́ı,
nebo se provedou kroky 2., 3., 4. (druhý pr̊uchod cyklem), atd. Provede-li se cyklus cel-
kem n-krát, můžeme mluvit o 1., 2., . . . , n-tém pr̊uchodu a o hodnotách proměnných v
těchto pr̊uchodech. Hodnoty proměnných po i-tém pr̊uchodu cyklu 2.–4. budeme značit
di,mi, Ai a Ni (tj. např. Ai = Ni −Ai−1 apod.).
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Nejdř́ıve dokážeme
δ(s, v) ≤ d(v). (14)

Protože d(v) = dj(v) pro nějaké j, stač́ı dokázat δ(s, v) ≤ di(v). To dokážeme indukćı
podle i. Pro i = 0 (tj. před prvńım pr̊uchodem) je to zřejmé. Je totiž δ(s, s) = 0 = d0(s)
a pro ostatńı v je jistě δ(s, v) ≤ d0(v) =∞. Předpokládejme, že plat́ı δ(s, v) ≤ di(v) a
dokažme δ(s, v) ≤ di+1(v). Pro vrchol v jsou dvě možnosti. Bud’ při (i+1)-tém pr̊uchodu
cyklem v kroku 4 nedojde ke změně, tj. di+1(v) = di(v), a pak je δ(s, v) ≤ di+1(v)
podle indukčńıho předpokladu. Nebo ke změně dojde, tj. di+1(v) = di(u) + w({u, v})
pro nějaký u. Pak ale z indukčńıho předpokladu máme δ(s, u) + w({u, v}) ≤ di(u) +
w({u, v}), a protože jistě plat́ı δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w({u, v}), máme δ(s, v) ≤ di(u) +
w({u, v}) = di+1(v). (14) je dokázáno.

Označme nyńı D1, . . . , Dk všechny od sebe r̊uzné vzdálenosti vrchol̊u grafu od vrcholu
s tak, že 0 = D1 < D2 < · · · < Dk (tj. D1 = 0 je vzdálenost s od s, Dk je vzdálenost
nejvzdáleněǰśıho vrcholu od s). Označme dále Vi = {v ∈ V | d(s, v) = Di} pro i =
1, . . . , k, tj. Vi obsahuje právě vrcholy se vzdálenost́ı Di od s. Indukćı podle i dokážeme,
že Di = mi a Vi = Ni pro každý provedený pr̊uchod i cyklem 2.–4. Z tohoto tvrzeńı
už plyne požadovaná rovnost d(v) = δ(s, v): za prvé, každý v ∈ V , do kterého existuje
cesta z s, patř́ı do nějaké Vi = Ni (pro ostatńı je di(v) = ∞); za druhé, pro vrcholy v
z Ni je di(v) = mi a výsledná vypočtená hodnota d(v) je d(v) = di(v) (v se odstrańı z
A a dál se s nimi nepracuje). Tedy pro každý vrchol v, do kterého existuje z s cesta, je
d(v) = di(v) = mi = d(s, v).

Dokažme tedy Di = mi a Vi = Ni. Pro i = 1 je to zřejmé: D1 = 0 = m1, N1 = {s} = V1.
Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechna j < i a dokažme ho pro i: Vezměme
libovolný v ∈ Vi. Pak podle definice Vi má nejkratš́ı cesta s, . . . , u, e, v délku Di. Cesta
s, . . . , u je pak nejkratš́ı cestou z s do u (jinak by s, . . . , u, e, v nebyla nejkratš́ı z s do v,
rozmyslete). Jej́ı délka je tedy některou z Dj < Di = Dj +w({u, v}). Podle indukčńıho
předpokladu je u ∈ Vj = Nj , a proto dj(v) = Di (podrobněji: kdyby dj(v) < Di, pak
z d(v) ≤ dj(v) je d(v) < Dj = δ(s, v), spor s (14); na druhou stranu se hodnota Di

do dj(v) dostane v j-tém cyklu přǐrazeńım dj(v) := dj(u) + w({u, v}) nebo už bylo
dj−1(v) = Di). Proto i di(v) = Di (pro j < k ≤ i nemůže být dk(v) < dj(v), pak by
opět d(v) < δ(s, v)). Tedy pro všechny v ∈ Vi je di(v) = Di.

Ukážeme ted’ Di = mi, tj. Di = min{di(u) | u ∈ Ai−1}. Kdyby existoval u ∈ Ai−1 tak,
že di(u) < Di, pak u 6∈ Vi (nebot’ jsme ukázali, že pro u ∈ Vi je di(u) = Di). Tedy
bud’ existuje j < i a u ∈ Vj = Nj , což nelze (protože Nj ∩ Ai−1 = ∅), nebo existuje
j > i a u ∈ Vj , což také nelze, protože pak by d(s, u) = Dj > Di > di(u) ≥ d(u), a
to je spor s (14). Máme tedy Di = mi. Podle definice Ni je tedy Vi ⊆ Ni (protože pro
u ∈ Vi je di(u) = Di = mi). Ale žádný jiný u z Ai−1 do Ni nepatř́ı. Pak by totiž musel
u ∈ Vj pro j > i, tedy by d(s, u) = Dj > Di = di(u) ≥ d(u), což je spor s (14). Tedy je
Vi = Ni. Důkaz správnosti Dijkstrova algoritmu je hotov. �

Poznámka 4.15. Dijkstr̊uv algoritmus zjist́ı vzdálenosti vrchol̊u u od daného vr-
cholu s, ale nesděĺı nám, kudy nejkratš́ı cesta z s do u vede. Tuto informaci zjist́ıme
následuj́ıćı úpravou uvedeného algoritmu. Ke každému vrcholu u udržujeme množinu
vrchol̊u pred(u), které se na některé z nejkratš́ıch cest z s do u nacháźı těsně před u
(nejkratš́ıch cest z s do u může obecně existovat v́ıce). Na začátku (např. po prove-
deńı kroku 1) nastav́ıme pro každý u ∈ V hodnotu pred(u) := ∅. Krok 4 rozš́ı̌ŕıme
následovně. Urč́ı-li se v kroku 4 nová hodnota hodnota d(u), provedeme

pred(u) := {v ∈ N | d(u) = d(v) + w({v, u})} .

Po skončeńı algoritmu pak pro každý uzel u, do kterého vede cesta z s (tj. d(u) 6=∞),
obsahuje výše popsané vrcholy.
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Použijeme-li tento postup ve výše uvedeném př́ıkladu pro s = h, pak např́ıklad

pred(c) = {f}, pred(f) = {i}, pred(i) = {h}, pred(h) = ∅,

tedy (v tomto př́ıpadě jediná) nejkratš́ı cesta z h do c je

h, {h, i}, i, {i, f}, f, {f, c}, c.

Poznámka 4.16. Lze ukázat, že pro n = |V | a m = |E| pro časovou složitost T (n,m)
Dijkstrova algoritmu v nejhorš́ım př́ıpadě plat́ı

T (n,m) = O(n log n+m).

SLOZITOST
PODROBNEJI

4.4 Stupně vrchol̊u

Jednou ze základńıch a snadno zjistitelných informaćı o grafu je, kolik hran vcháźı a
vycháźı do jednotlivých vrchol̊u. Je to informace, kterou dobře vńımáme i pohledem na
obrázek grafu. V této kapitole ukážeme několik základńıch úvah založených na počtech
hran jednotlivých vrchol̊u.

Definice 4.17 (stupeň vrcholu). Stupeň vrcholu v ∈ V grafu 〈V,E〉 je počet hran, pro
které je v koncovým vrcholem, a znač́ı se deg(v).

U orientovaných graf̊u se někdy zavád́ı vstupńı a výstupńı stupeň vrcholu jako počet
hran, které do přicházej́ı, a počet hran, které z něj vycházej́ı. Stupeň vrcholu je pak
součet vstupńıho a výstupńıho stupně. Pro graf na obr. 7 vlevo je deg(u) = 3, deg(v) =
2, deg(w) = 2, deg(x) = 1, deg(y) = 0. Pro graf vpravo je deg(u) = 3, deg(v) = 3,
deg(w) = 3, deg(x) = 1, deg(y) = 0. V této kapitole budeme předpokládat, že grafy,
kterými se zabýváme, jsou neorientované.

Věta 4.18. V grafu G = 〈V,E〉 je
∑

v∈V deg(v) = 2|E|.

D̊ukaz. Máme dokázat, že součet stupň̊u všech vrchol̊u grafu je roven dvojnásobku
počtu hran. Tvrzeńı je téměř zřejmé, uvědomı́me-li si následuj́ıćı. Každá hrana e ∈ E má
dva vrcholy, u a v. Hrana e přisṕıvá jedničkou do deg(u) (je jednou z hran, jejichž počet
je roven deg(u)), jedničkou do deg(v) a do stupně žádného jiného vrcholu nepřisṕıvá.
Hrana e tedy přisṕıvá právě počtem 2 do

∑
v∈V deg(v). To plat́ı pro každou hranu.

Proto
∑

v∈V deg(v) = 2|E|.

Důsledek 4.19. Počet vrchol̊u lichého stupně je v libovolném grafu sudý.

D̊ukaz. Označme S a L množiny vrchol̊u, které maj́ı sudý a lichý stupeň. Protože každý
vrchol patř́ı bud’ do S, nebo do L, je

∑
v∈V deg(v) =

∑
v∈S deg(v) +

∑
v∈L deg(v). Je

jasné, že
∑

v∈S deg(v) je sudé č́ıslo. Podle Věty 4.18 je
∑

v∈V deg(v) = 2|E|, tedy∑
v∈V deg(v) je sudé č́ıslo. Proto i

∑
v∈L deg(v) muśı být sudé č́ıslo. Kdyby byl počet

vrchol̊u s lichým stupněm lichý, byl by
∑

v∈L deg(v) součet lichého počtu lichých č́ısel,
a tedy by

∑
v∈L deg(v) bylo liché č́ıslo, což neńı možné. Počet vrchol̊u s lichým stupněm

je tedy sudý.

Uvedená tvrzeńı představuj́ı základńı podmı́nky, které stupně každého grafu splňuj́ı.
Představme si, že o grafu s vrcholy v1, . . . , vn nev́ıme nic v́ıc než stupně jeho vr-
chol̊u, tj. známe posloupnost deg(v1), . . . ,deg(vn) stupň̊u jeho vrchol̊u. Tato posloup-
nost se nazývá skóre grafu (někdy grafová posloupnost). Přitom dvě skóre považujeme
za stejná, lǐśı-li se jen permutaćı (seřazeńım) člen̊u. Určuje skóre graf jednoznačným
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zp̊usobem (až na izomorfismus)? Vezměme např. posloupnost 1, 1, 1, 1, 1, 1. Jedno-
duchou úvahou dojdeme k tomu, že každé dva grafy, jejichž skóre je 1, 1, 1, 1, 1, 1
jsou izomorfńı. Jsou to grafy izomorfńı s grafem 〈V,E〉, kde V = {a, b, c, d, e, f}
a E = {{a, b}, {c, d}, {e, f}}. Skóre 2, 2, 2, 2, 2, 2 však graf jednoznačným zp̊usobem
neurčuje. Na množině vrchol̊u V = {a, b, c, d, e, f} totiž můžeme mı́t dva grafy,
které nejsou izomorfńı, a přesto je 2, 2, 2, 2, 2, 2 skóre každého z nich. Prvńı je dán
množinou hran {{a, b}, {b, c}, {a, c}, {d, e}, {e, f}, {d, f}} (dva trojúhelńıky), druhý
množinou {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e}, {e, f}, {a, f}} (šestiúhelńık). Grafy si nakreslete
a zd̊uvodněte si to.

Jak v́ıme, ne každá posloupnost č́ısel je skóre nějakého grafu. Např. 3, 4, 2, 0 neńı skóre
grafu (zkuste takový graf nakreslit a uvid́ıte, že to nejde). Můžeme to ale zjistit i
bez kresleńı. Stač́ı použ́ıt d̊usledek 4.19: Graf, jehož skóre je 3, 4, 2, 0 by měl právě
jeden vrchol lichého stupně, což neńı možné. Posloupnost 6, 2, 2, 0 ale podmı́nce z
Důsledku 4.19 vyhovuje, ale graf se skóre 6, 2, 2, 0 také neexistuje (zkuste nakres-
lit). Vid́ıme, že podmı́nka z d̊usledku 4.19 je sice nutná, ale neńı postačuj́ıćı. Otázkou
je, jestli existuje jednoduchá podmı́nka, kterou posloupnost nezáporných celých č́ısel
splňuje, právě když je to skóre nějakého grafu. Ukážeme, že ano a že to, zda plat́ı,
dokonce lze ověřit jednoduchým algoritmem.

Věta 4.20. Necht’ d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ · · · ≥ dn jsou nezáporná celá č́ısla a 1 ≤ d1 ≤ n− 1.
Pak

d1, d2, d3, . . . , dn

je skóre nějakého grafu, právě když

d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn

je skóre nějakého grafu.

D̊ukaz. Uvědomme si nejdř́ıve následuj́ıćı věc. Posloupnost d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 −
1, dd1+2, . . . , dn má n−1 prvk̊u. Přitom jej́ı část d2−1, d3−1, . . . , dd1+1−1 má d1 prvk̊u
a dostaneme ji odečteńım jedničky z prvńıch d1 prvk̊u posloupnosti d2, d3, . . . , dn. Část
dd1+2, . . . , dn má n−d1−1 prvk̊u a je to posledńıch n−d1−1 prvk̊u prvk̊u posloupnosti
d2, d3, . . . , dn.

Ukážeme nejdř́ıve, že když d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn je skóre, pak i
d1, d2, d3, . . . , dn je skóre. Když je d2− 1, d3− 1, . . . , dd1+1− 1, dd1+2, . . . , dn skóre grafu
G = 〈V,E〉, má G n − 1 vrchol̊u (označme je v2, . . . , vn), které maj́ı po řadě stupně
d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, . . . , dd1+2, . . . , dn. Vytvořme z G nový graf G′ = 〈V ′, E′〉
přidáńım vrcholu v1, tj.

V ′ = {v1, v2, . . . , vn},

a ke každému z vrchol̊u v2, . . . , vd1+1 přidejme hranu k vrcholu v1, tj.

E′ = E ∪ {{v1, vj} | j = 2, . . . , d1 + 1}.

V grafu G′ vede z vrcholu v1 právě d1 hran (tolik jsme jich přidali) a stupeň každého z
vrchol̊u v2, . . . , vd1+1 se o 1 zvýšil. Stupně ostatńıch vrchol̊u se nezměnily (hrany jsme
k nim nepřidávali). Skóre grafu G′ je tedy deg(v1), (d2−1)+1, (d3−1)+1, . . . , (dd1+1−
1) + 1, dd1+2, . . . , dn, což je právě d1, d2, d3, . . . , dn. Dokázali jsme, že d1, d2, d3, . . . , dn
je skóre grafu.

Ukažme ted’ naopak, že když d1, d2, d3, . . . , dn je skóre, je i d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 −
1, dd1+2, . . . , dn skóre. Je-li d1, d2, d3, . . . , dn, uvažujme př́ıslušný graf G s vrcholy
v1, . . . , vn tak, že deg(vi) = di. Rozlǐśıme dva př́ıpady.

Prvńı př́ıpad: Vrchol v1 stupně d1 je hranou spojen s každým z vrchol̊u v2, . . . , vd1+1.
Pak graf, který vznikne z G odstraněńım vrcholu v1 a hran, které z něj vycházej́ı (to
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jsou právě hrany {v1, v2}, . . . , {v1, vd1+1}), má právě skóre d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 −
1, dd1+2, . . . , dn, tedy posloupnost d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn je skóre
grafu.

Druhý př́ıpad: Vrchol v1 stupně d1 spojený hranami s vrcholy v2, . . . , vd1+1 neexistuje.
Pak tedy existuje vrchol vi (2 ≤ i ≤ d1 + 1), který neńı spojen s v1, a vrchol vj
(d1 + 1 < j ≤ n), který je spojen s v1.

Tvrd́ıme, že existuje vk 6= vj , který je spojen s vi, ale neńı spojen s vj : vi je totiž spojen
s di vrcholy, mezi kterými neńı v1; vj je spojen s dj ≤ di vrcholy a jedńım z nich je
v1; lze tedy zvolit vrchol vk, který je spojen s vi, ale ne s vj ; pokud vk 6= vj , jsme
hotovi; pokud vk = vj , pak vi je jedńım z dj vrchol̊u spojených s vj ; vynecháme-li tedy
ze soused̊u vrcholu vi vrchol vj a ze soused̊u vrcholu vj vrcholy v1 a vi, zbyde di − 1
soused̊u vrcholu vi, mezi kterými neńı v1, ani vi, a dj − 2 soused̊u vrcholu vj ; protože
di − 1 > dj − 2, existuje vk spojený s vi, který neńı spojen s vj .

Vytvořme graf G′, který vznikne z G odstraněńım hran {v1, vj} a {vi, vk} a přidáńım
hran {v1, vi} a {vj , vk}. Skóre grafu G′ je opět d1, d2, d3, . . . , dn. Záměnou jsme dosáhli
toho, že z posloupnosti v2, . . . , vd1+1 je hranou spojeno s vrcholem v1 v́ıce vrchol̊u v
novém grafu G′ než v p̊uvodńım G. Na graf G′ je ted’ bud’ možné použ́ıt prvńı př́ıpad,
nebo ho lze postupným opakováńım právě provedené úpravy převést na graf, na který
prvńı př́ıpad už použ́ıt lze.

Věta 4.20 je základem pro následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 4.21 (test skóre).
Vstup: n ∈ N, 〈d1, . . . , dn〉, kde d1 ≥ · · · ≥ dn ≥ 0 jsou celá č́ısla;
Výstup: ANO, pokud 〈d1, . . . , dn〉 je skóre, NE v opačném př́ıpadě;

1. je-li n = 1 a d1 = 0, odpověz ANO a skonči;

2. je-li d1 > n− 1, odpověz NE a skonči;

3. vypoč́ıtej novou posloupnost〈
d′1, . . . , d

′
n−1

〉
= 〈d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn〉;

4. je-li některé d′i záporné, odpověz NE a skonči;

5. uspořádej d′1, . . . , d
′
n−1 sestupně, přǐrad’ takto uspořádané hodnoty do

d1, . . . , dn−1, sniž n o 1 (tj. n := n− 1) a pokračuj bodem 1.

Ukažme, že algoritmus pracuje správně. Skonč́ı-li algoritmus v bodě 1, je to správně,
protože jednoprvková posloupnost 0 je skóre grafu (o jednom vrcholu a žádné hraně).
Skonč́ı-li algoritmus v bodě 2, je to správně, nebot’ stupeň žádného vrcholu nemůže být
větš́ı než počet vrchol̊u minus jedna. Pokud má aktuálńı posloupnost v́ıce než 1 člen, v
bodě 3 se vypoč́ıtá nová posloupnost, která je dle věty 4.20 skóre grafu, právě když je
p̊uvodńı posloupnost skóre grafu. Na základě věty 4.20 se tedy v tomto kroku testováńı
redukuje na testováńı posloupnosti, která je o 1 člen kratš́ı. Pokud se při výpočtu nové
posloupnosti objev́ı záporné č́ıslo, algoritmus skonč́ı s odpověd́ı NE (stupeň vrcholu
nemůže být záporný). Jinak algoritmus novou posloupnost sestupně setř́ıd́ı a pokračuje
znovu bodem 1. Je zřejmé, že algoritmus vždy skonč́ı, nebot’ posloupnosti se vždy o 1
zkracuj́ı. Pro vstupńı posloupnost délky n algoritmus skonč́ı nejvýše po n−1 výpočtech
nové posloupnosti. Algoritmus bychom mohli urychlit o krok, ve kterém by se testovaná
posloupnost zkrátila o koncové nuly (zd̊uvodněte to).
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Obrázek 11: Nakreslete obrázky jedńım tahem.

Př́ıklad 4.22. Algoritmus 4.21 použijeme ke zjǐstěńı, jestli jsou posloupnosti
6, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 0 a 4, 3, 2, 1, 1. Test posloupnosti 6, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 0 vede
postupně na testy posloupnost́ı 5, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 1, 0, pak 3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 0, pak
2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, pak 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, pak 1, 1, 0, 0, 0, 0, pak 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, pak
0, 0, 0, pak 0, 0, pak 0 a skonč́ı odpověd́ı ANO v bodě 1. Test 4, 3, 2, 1, 1 vede postupně
na 2, 1, 0, 0, pak se v bodě 4. vypoč́ıtá posloupnost 1,−1, 0 a algoritmus skonč́ı s od-
pověd́ı NE. To, že 4, 3, 2, 1, 1 neńı skóre, můžeme poznat také př́ımo podle d̊usledku 4.19,
protože 4, 3, 2, 1, 1 má lichý počet lichých stupň̊u.

Se stupni vrchol̊u souviśı známá úloha nakreslit jedńım tahem zadaný obrázek.

Pr̊uvodce studiem

Úloha o kresleńı jedńım tahem: Na obr. 11 jsou dva obrázky. Úkolem je na-
kreslit obrázek jedńım tahem s t́ım, že žádnou hranu nesmı́me nakreslit dvakrát
a nesmı́me zvednout tužku z paṕıru. U levého obrázku to jde (např. postupným
spojováńım vrchol̊u 1, 2, 3, 5, 1, 3, 4, 5, 2), u pravého ne (zkuste to zd̊uvodnit).

S touto úlohou se asi každý setkal na základńı škole. Ukážeme si, že rozhodnout,
zda obrázek lze nakreslit jedńım tahem, popř. zda je i možné přitom zač́ıt i skončit
v jednom mı́stě, jde jednoduše podle stupňu vrchol̊u. Na kresleńı jednotažek nav́ıc
existuje algoritmus.

Definice 4.23 (eulerovský tah). Eulerovský tah10 je tah, který obsahuje všechny vr-
choly grafu a ve kterém se každá hrana vyskytuje právě jednou. Je-li nav́ıc uzavřený,
nazývá se uzavřený eulerovský tah.

Eulerovský tah představuje kresleńı
”
jedńım tahem“. Chceme-li nav́ıc při kresleńı vyj́ıt i

skončit v jednom mı́stě, muśıme naj́ıt uzavřený eulerovský tah. Následuj́ıćı věta ukazuje,
jak jednoduše poznat, zda eulerovský tah v̊ubec existuje. Jestli graf má

(uzavřený)
eulerovský tah,
lze jednoduše
poznat ze stupň̊u
jeho vrchol̊u.

Věta 4.24. • V neorientovaném grafu existuje uzavřený eulerovský tah, právě když
je souvislý a každý vrchol má sudý stupeň.

• V neorientovaném grafu existuje neuzavřený eulerovský tah, právě když je souvislý
a má právě dva vrcholy lichého stupně.

D̊ukaz. Dokážeme nejdř́ıve tvrzeńı pro uzavřené eulerovské tahy. Mějme graf G =
〈V,E〉.

Předpokládejme nejdř́ıv, že v G existuje uzavřený eulerovský tah v, e, . . . , v. Je jasné,
že G je souvislý. Uvažujme libovolný vrchol u ∈ V a množinu Eu všech hran, jichž
je u koncovým vrcholem. Jejich počet je stupeň u, tj. deg(u) = |Eu|. Pro u 6= v je

10Leonhard Euler (1707–1783), jeden z nejvýznamněǰśıch matematik̊u.
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libovolný výskyt u v tahu v, e, . . . , v tvaru . . . , e, u, e′, . . . , kde e, e′ ∈ Eu, tj. každý
výskyt u je doprovázen výskytem dvou hran z Eu (jednou z nich se do u vstouṕı,
druhou se vystouṕı). Protože se v tahu každá hrana vyskytuje právě jednou, je jasné,
že hran z Eu je sudý počet. Pro u = v to plat́ı s výjimkou prvńıho (tam hrana z v
pouze vycháźı) a posledńıho výskytu (tam hrana do v pouze vcháźı). Každý z nich je
doprovázen výskytem jedné hrany z Eu a proto je počet hran v Eu opět sudé č́ıslo.

Předpokládejme ted’, že G je souvislý a že každý jeho vrchol má sudý stupeň. Uvažujme
tah v0, e1, . . . , en, vn (označme ho t) v G, který má největš́ı možnou délku (to můžeme:
tah nemůže být deľśı než počet všech hran grafu G, tah̊u s největš́ı délkou ale může
být v́ıce). Všimněme si nejdř́ıv, že muśı být v0 = vn. Jinak by vrchol v0 byl koncovým
vrcholem lichého počtu hran (hrana z něj vycháźı a pak vždy vcháźı a vycháźı). Protože
má v0 sudý stupeň, existuje hrana e = {v, v0}, která neńı obsažena v tahu t. Pak je ale
v, e, v0, e1, . . . , en, vn tah, který je deľśı než t, a to je spor s t́ım, že t má největš́ı možnou
délku. Tedy muśı být v0 = vn. Dokážeme nyńı sporem, že tah t obsahuje všechny hrany
grafuG. Předpokládejme, že existuje e = {u, v} ∈ E−{e1, . . . en}. ProtožeG je souvislý,
je v spojen nějakou cestou s každým vrcholem vyskytuj́ıćım se v tahu t. Necht’ vi je
vrchol, pro který je taková cesta v, . . . , vi nejkratš́ı. Pak se žádná hrana cesty v, . . . , vi
nelež́ı v tahu t (jinak by tato cesta nebyla nejkratš́ı). Proto je

u, e, v, . . . , vi, ei+1, vi+1, . . . , vn = v0, e0, v1, . . . , vi

tah, který je deľśı než t, což je spor s predpokladem. Tah t tedy obsahuje všechny hrany
z E a je eulerovským tahem.

Část tvrzeńı, která se týká neuzavřených eulerovských tah̊u, se dokáže podobně (viz
úlohy k textu).

Pr̊uvodce studiem

Úloze rozhodnout, zda v grafu existuje uzavřený eulerovský tah, je podobná úloha
tzv. hamiltonovské kružnice.11 Hamiltonovská kružnice je kružnice, která obsahuje
všechny vrcholy grafu. Připomeňme, že uzavřený eulerovský tah obsahuje všechny
hrany grafu. Zat́ımco zjistit, zda v grafu existuje uzavřený eulerovský tah, je velmi
snadné (podle věty 4.24 stač́ı ověřit, že každý vrchol má sudý stupeň), neńı znám
rychlý algoritmus, který by zjistil, zda graf má hamiltonovskou kružnici. Nav́ıc je
pravděpodobné, že takový algoritmus ani neexistuje (zjistit existenci hamiltonovské
kružnice je totiž tzv. NP-úplný problém).

Shrnut́ı

Graf je tvořen množinou vrchol̊u a hran spojuj́ıćıch některé vrcholy. Graf může být
orientovaný nebo neorientovaný, podle toho, jestli rozlǐsujeme, zda orientace hran hraje
roli. Posloupnost vrchol̊u a hran, která odpov́ıdá možnému pr̊uchodu grafem, se nazývá
sled. Rolǐsujeme několik typ̊u sled̊u. Mezi d̊uležité úlohy patř́ı r̊uzné úlohy o cestováńı
v grafech.

Pojmy k zapamatováńı

• orientovaný graf, neorientovaný graf, vrchol, hrana,

• izomorfismus graf̊u, podgraf,

• sled, délka sledu, uzavřený sled, tah, cesta, kružnice, vzdálenost vrchol̊u,

• ohodnocený graf,
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• souvislost, komponenta, hledáńı cest,

• stupeň vrcholu, skóre, eulerovský tah.

Kontrolńı otázky

1. Vysvětlete rozd́ıl mezi pojmy orientovaný graf a neorientovaný graf.

2. Je-li graf G izomorfńı s grafem G′, je jeho podgrafem?

3. Jaký je rozd́ıl mezi pojmy sled, tah, cesta?

4. M̊uže mı́t souvislý graf po odstraněńı jedné hrany tři komponenty?

5. Existuje graf, který má skóre 7, 3, 1?

Cvičeńı

1. Pro libovolné neorientované grafy G1, G2 a G3 plat́ı: G1
∼= G1; pokud G1

∼= G2,
pak G2

∼= G1; pokud G1
∼= G2 a G2

∼= G3, pak G1
∼= G3. To samé plat́ı pro

orientované grafy. Dokažte.

2. Je-li graf G izomorfńı s grafem G′, je každý podgraf grafu G izomorfńı nějakému
podgrafu grafu G′. Dokažte.

3. Z definice plyne, že jsou-li konečné grafy G1 = 〈V1, E1〉 a G2 = 〈V2, E2〉 izomorfńı,
maj́ı stejný počet vrchol̊u (izomorfismus je totiž bijekce h : V1 → V2). Dokažte,
že izomorfńı grafy maj́ı i stejný počet hran.

4. Necht’ jsou dány grafy G s vrcholy v1, . . . , vn a G′ s vrcholy v′1, . . . , v
′
n takové, že

deg(vi) = deg(v′i). Muśı být G a G′ izomorfńı?

5. Jaký je největš́ı možný součet stupň̊u vrchol̊u neorientovaného grafu s n vrcholy?

6. Určete (např. pomoćı Algoritmu 4.21), zda jsou skóre posloupnosti

(a) 6, 6, 6, 6, 5, 4, 3,

(b) 5, 5, 5, 5, 5, 4, 3,

(c) 4, 4, 4, 4, 3, 3, 2.

Nakreslete př́ıslušné grafy.

Úkoly k textu

1. Dokončete d̊ukaz věty 4.11, tj. ukažte, že každá hrana grafu je hranou právě
jedné jeho komponenty.

2. Dokončete d̊ukaz věty 4.24, tj. dokažte, že v neorientovaném grafu existuje neu-
zavřený eulerovský tah, právě když je souvislý a má právě dva vrcholy lichého
stupně. Návod: Postupujte podobně jako pro uzavřené eulerovské tahy. Sečteńım
hran v eulerovském tahu dojdete k tomu, že když neuzavřený eulerovský tah exis-
tuje, maj́ı právě dva vrcholy lichý stupeň. Naopak, když je graf souvislý a právě
dva vrcholy, u a v, maj́ı lichý stupeň, uvažujte opět nejdeľśı tah. O něm nejdř́ıve
dokažte, že jeho krajńı vrcholy jsou u a v. Pak postupujte podobně jako u d̊ukazu
pro uzavřený eulerovský tah, tj. ukažte, že obsahuje všechny vrcholy i všechny
hrany grafu.

3. Navrhněte algoritmus pro hledáńı uzavřeného eulerovského tahu a algoritmus
pro hledáńı eulerovského tahu. Proved’te d̊ukazy správnosti těchto algoritmů.

4. Upravte algoritmus 4.14 tak, aby fungoval i pro orientované grafy. Tj. vstupem
bude ohodnocený orientovaný graf a jeho vrchol s. Výstupem budou č́ısla d(v),
kde d(v) je délka nejkratš́ı cesty z s do v. Proved’te d̊ukaz správnosti.
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Řešeńı

1. Snadno se totiž ukáže, že idV1 je izomorfismus G1 a G2; je-li h izomorfismus G1 a
G2, je h−1 izomorfismus G2 a G1; je-li g izomorfismus G1 a G2 a h izomorfismus
G2 a G3, je g ◦ h izomorfismus G1 a G3.

2. Snadné.

3. Protože izomorfismus je vzájemně jednoznačné zobrazeńı vrchol̊u grafu G2 vr-
chol̊um grafu G1, plat́ı, že pro libovolné r̊uzné vrcholy u a v grafu G1 jsou h(u)
a h(v) r̊uzné vrcholy grafu G2, a dále, že každé dva r̊uzné vrcholy grafu G2 jsou
tvaru h(u) a h(v) pro nějaké vrcholy u a v grafu G1.
Definice izomorfismu tedy s přihlédnut́ım k právě uvedenému ř́ıká, že mezi dvěma
vrcholy v jednom z těchto graf̊u vede hrana, právě když hrana vede i mezi dvěma
vrcholy, které jim odpov́ıdaj́ı v druhém grafu. Z toho je patrné, že oba grafy maj́ı
stejný počet hran.
Dokázat to lze také ověřeńım toho, že zobrazeńı h : E1 → E2 definované pro
e = {u, v} předpisem

h({u, v}) = {h(u), h(v)}

je bijekce.

4. Ne. Uvažujme n = 6 a E = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, {v4, v5}, {v5, v6}, {v6, v1}}
a E = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v1}, {v4, v5}, {v5, v6}, {v6, v4}}.

5. n · (n− 1).

6. 1. ne, 2. ano, 3. ano.

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitoly 4.5 by student měl rozumět speciálńım graf̊um
nazývaným stromy. Měl by znát základńı vlastnosti stromů a algoritmy pro jejich
procházeńı.

Kĺıčová slova: strom, list, kostra, kořenový strom, houbka vrcholu, výška stromu,
m-árńı strom, uspořádaný kořenový strom, preorder, postorder, inorder

4.5 Stromy

Pr̊uvodce studiem

Stromy jsou speciálńı grafy, které dostaly název podle toho, že vypadaj́ı podobně
jako stromy, popř. keře v př́ırodě. Typický strom-graf vypadá jako strom v př́ırodě.
Má sv̊uj kořen (speciálńı vrchol), ve kterém se větv́ı (vedou z něj hrany) do mı́st
(vrchol̊u), ve kterých se opět větv́ı atd. Stromy jsou grafy, které maj́ı nejčastěǰśı
použit́ı. Setkáváme se s nimi v běžném životě (r̊uzná členěńı, např. členěńı knihy
na kapitoly, podkapitoly atd., maj́ı stromovou strukturu), jako uživatelé poč́ıtač̊u
(stromová struktura adresář̊u) i jako informatici (rozhodovaćı stromy, vyhledávaćı
stromy).

4.5.1 Definice a základńı vlastnosti

Stromy jsou speciálńı grafy, které dostaly název podle toho, že vypadaj́ı podobně jako
stromy, popř. keře v př́ırodě. Zvoĺıme-li jeden vrchol stromu, můžeme ho považovat za
kořen, ze kterého strom vyr̊ustá, větv́ı se a roste do mı́st, ve kterých se opět větv́ı. Tři
stromy vid́ıme na obr. 12. Se stromy se setkáváme v běžném životě. Podobu stromů
maj́ı např́ıklad r̊uzné hierarchické struktury. Kniha se čleńı na kapitoly a podkapitoly.
Adresáře (složky) v poč́ıtači se čleńı na podadresáře, ty opět na podadresáře apod.
Stromy maj́ı rozsáhlé použit́ı v informatice, zejména ve zpracováńı dat.
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Obrázek 12: Stromy.
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Obrázek 13: Grafy, které nejsou stromy.

Stromy budeme chápat jako neorientované grafy. Pojem strom lze zavést několika
zp̊usoby. My vyjdeme z následuj́ıćı definice.

Definice 4.25. Strom je neorientovaný souvislý graf bez kružnic.

Všimněme si, že každý z graf̊u na obr. 12 je souvislý, neobsahuje kružnice, a je tedy stro-
mem. Ani jeden z graf̊u na obr. 13 ale stromem neńı. Graf vlevo totiž obsahuje kružnici
a, {a, b}, b, {b, c}, c, {a, c}, a. Graf vpravo neńı souvislý, protože v něm např́ıklad ne-
existuje sled z vrcholu 1 do vrcholu 6.

Vrchol grafu se stupněm 1 se nazývá koncový (za koncový vrchol se někdy považuje i
vrchol se stupněm 0). Koncový vrchol stromu se nazývá list .

Uvažujme strom na obr. 14. Listy tohoto stromu jsou vrcholy 2, 3, 6 a 7. Jak se můžeme
přesvědčit, odebereme-li z tohoto stromu nějaký list a hranu, která do něj vede, vznikne
opět strom. Z něho můžeme opět odebrat nějaký list s hranou atd., až z tohoto stromu
zbyde jediný uzel. Popsaný proces je vidět na obr. 15, ve kterém byly postupně odebrány
vrcholy 7, 6, 5, 4, 3 a 2.

Můžeme uvažovat i obrácený proces, tedy vyj́ıt z jednoho vrcholu a postupně k němu
připojovat vrcholy, které se připojeńım stanou listy. Snadno se přesvědč́ıme, že at’

zvoĺıme v uvažovaném stromu kterýkoli z jeho vrchol̊u 1–7, můžeme z něj takovým
postupným přidáváńım list̊u vytvořit celý strom.

Zmiňovanou vlastnost maj́ı všechny stromy, tedy nejen uvažovaný strom z obr. 14.
Tato vlastnost tedy nab́ıźı jiný, konstruktivńı pohled, podle kterého jsou stromy právě
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Obrázek 14: Strom.
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Obrázek 15: Odeb́ıráńı (přidáváńı) vrchol̊u stromu.

grafy, které lze z jediného uzlu sestrojit připojováńım nových vrchol̊u tak, že připojený
vrchol se stane koncovým vrcholem zvětšeného grafu. Protože je tato vlastnost d̊uležitá,
zformulujeme ji a dokážeme obecně. Vyjdeme z následuj́ıćıho pomocného tvrzeńı.

Věta 4.26. V každém stromu s alespoň dvěma vrcholy existuj́ı aspoň dva listy.

D̊ukaz. Uvažujme cestu v0, e1, . . . , en, vn, která má ze všech cest největš́ı délku
(uvažujeme graf s konečnou množinou vrchol̊u, v něm má každá cesta délku menš́ı, než
je počet vrchol̊u, a tedy existuje cesta s největš́ı délkou). Tvrd́ıme, že v0 i vn jsou listy.
Dokážeme to sporem. Kdyby např. v0 nebyl list, pak by existovala hrana e = {v, v0},
která je r̊uzná od e1 (jednou hranou vycházej́ıćı z v0 je e1; neńı-li v0 list, muśı z něj
vycházet ještě jiná hrana). Vrchol v muśı být r̊uzný od každého vi (i = 1, . . . , n). Kdyby
totiž v = vi pro nějaké i = 1, . . . , n, pak by v, e, v0, . . . , vi byla kružnice, což neńı možné,
protože uvažovaný graf je strom. Pak je ale posloupnost v, e, v0, e1, . . . , vn cesta, která
je deľśı než v0, e1, . . . , vn, což je spor s předpokladem, že v0, e1, . . . , vn je ze všech cest
nejdeľśı. Podobně se ukáže, že vn je list.

Základem výše uvedené vlastnosti o konstrukci stromů připojováńım vrchol̊u je
následuj́ıćı tvrzeńı. Poznamenejme, že G − v označuje graf, který vznikne z grafu G
odstraněńım vrcholu v a hran, které z něj vycházej́ı.

Věta 4.27. Pro graf G a jeho koncový vrchol v jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı.

1. G je strom.

2. G− v je strom.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že G je strom. Máme ukázat, že G − v je strom, tedy že je
souvislý a neobsahuje kružnici. Souvislost: Vezměme libovolné dva vrcholy u 6= w grafu
G−v. Protože G je souvislý, existuje v G cesta u, e, . . . , w. Protože v je koncový vrchol
grafu G, muśı být každý vrchol této cesty r̊uzný od v. Totiž, u i w jsou r̊uzné od v,
protože to jsou vrcholy grafu G − v; žádný jiný vrchol cesty u, e, . . . , w nemůže být
vrcholem v, protože v je koncový vrchol grafu G, a má tedy stupeň 1 (každý vnitřńı
vrchol cesty má stupeň aspoň 2). Cesta u, e, . . . , w je tedy cestou v grafu G− v. Proto
je G souvislý. Kružnice: Kdyby G− v obsahoval kružnici, byla by to zřejmě i kružnice
v grafu G, což neńı možné, protože G je strom.

Předpokládejme naopak, že G − v je strom. Ukážeme, že G je strom. Souvislost:
Vezměme vrcholy u 6= w v G. Když u 6= v 6= w, pak protože G − v je strom, exis-
tuje v G − v cesta z u do w. Ta je zřejmě i cestou v G. Když je u = v (pro w = v je
to podobné), uvažujme vrchol x, ke kterému byl v v grafu G připojen (tj. G− v vznikl
odebráńım vrcholu v a hrany {v, x}). Ze souvislosti G−v plyne, že v něm existuje cesta
x, . . . , w. Je zřejmé, že pak je u = v, {v, x}, x . . . , w cesta v G, která spojuje u a w. G je
tedy souvislý. Kružnice: Pokud by v0, . . . , vn byla kružnice v G, pak by neobsahovala
v, protože v je koncový vrchol (vrcholy kružnice maj́ı stupeň aspoň 2). Tato kružnice
by tedy byla i kružnićı v G − v, což neńı možné, protože předpokládáme, že G − v je
strom.

Uvědomme si, že věty 4.26 a 4.27 skutečně zd̊uvodňuj́ı správnost výše popsané kon-
strukce stromů. Je-li G strom s aspoň dvěma vrcholy, má dle věty 4.26 aspoň jeden list
(tedy koncový vrchol) v. Podle věty 4.27 vznikne z G po odebráńı v strom G− v. Ten
má bud’ jeden vrchol, nebo má aspoň dva vrcholy a opět mu můžeme odebrat list. Tak
nakonec skonč́ıme s grafem o jednom vrcholu. Naopak, vyjdeme-li z libovolného stromu
S (sestávaj́ıćıho třeba z jediného vrcholu) a připoj́ıme-li k jeho libovolnému vrcholu x
hranou nový vrchol v, dostaneme graf G, pro který zřejmě plat́ı, že S je právě grafem
G− v. Proto je dle věty 4.27 graf G stromem.

Existuj́ı však i daľśı užitečné charakterizace stromů. Následuj́ıćı věta uvád́ı některé z
nich.

Věta 4.28. Pro neorientovaný graf G = 〈V,E〉 jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı.

1. G je strom.

2. Mezi každými dvěma vrcholy grafu G existuje právě jedna cesta.

3. G je souvislý, ale vynecháńım libovolné hrany vznikne nesouvislý graf.

4. G neobsahuje kružnice, ale přidáńım jakékoli hrany vznikne graf s kružnićı.

5. G neobsahuje kružnice a |V | = |E|+ 1.

6. G je souvislý a |V | = |E|+ 1.

D̊ukaz.
”
1.⇒ 2.“: Předpokládejme, že G je strom. Protože G je podle definice souvislý,

existuje mezi každými dvěma vrcholy cesta. Kdyby mezi nějakými vrcholy u a v exis-
tovaly dvě r̊uzné cesty, znamenalo by to, že v G je kružnice. To nyńı ukážeme. Jsou-li
u, e1, v1, . . . , en, v a u, e′1, v

′
1, . . . , e

′
m, v dvě cesty, pak jejich spojeńım je uzavřený sled

s = u, e1, v1, . . . , en, v, e
′
m, . . . , v

′
1, e
′
1, u. Pokud ten ještě neńı kružnićı, opakuje se v něm

nějaký vrchol w 6= u, tj. exsituje v něm úsek w, . . . , w. Nahrazeńım tohoto úseku jen
uzlem w toto opakováńı odstrańıme. Pokud se ve zbylém uzavřeném úseku s′ už žádný
vrchol neopakuje, je s′ hledanou kružnićı. Pokud ano, můžeme v něm opět nahradit
nějakou část w′, . . . , w′ uzlem w′. Tak postupně dostaneme kružnici. To je ale spor s
t́ım, že G je strom.
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”
2. ⇒ 3.“: Pokud v G mezi každými vrcholy existuje právě jedna cesta, je G zřejmě

souvislý. Vynechme hranu e = {u, v} ∈ E. Kdyby byl graf G′, který vynecháńım
vznikne, souvislý, existovala by v něm cesta u, e1, . . . , v mezi u a v. To by ale znamenalo,
že v G existuj́ı dvě cesty z u do v: jednou je u, e1, . . . , v, druhou je u, e, v. To je spor s
t́ım, že mezi každými dvěma vrcholy je v G právě jedna cesta.

”
3.⇒ 4.“: Kdyby G obsahoval kružnici, pak odstraněńım jej́ı libovolné hrany dostaneme

zřejmě opět souvislý graf, což je spor s předpokladem 3. Kdyby po přidáńı hrany e =
{u, v} nevznikla kružnice, v G by neexistovala cesta mezi u a v (kdyby ano, přidáńım e k
této cestě dostaneme kružnici), a tedyG by nebyl souvislý, což je spor s předpokladem 3.

”
4. ⇒ 5.“: DOPSAT

”
5. ⇒ 6.“: Necht’ k je počet komponent grafu G. Vyberme z každé kompo-

nenty po jednom vrcholu a označme tyto vrcholy v1, . . . , vk. Přidejme k − 1 hran
{v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vk−1, vk} ke grafu G. Takto vzniklý graf G′ = 〈V,E′〉 je strom
(je souvislý a nemá kružnice, protože G neměl kružnice). Z výše dokázaného

”
1. ⇒

5.“ plyne, že |V | = |E′| + 1. Podle předpokladu je ale |V | = |E| + 1. Tedy |E| = |E′|.
Protože |E′| = |E|+k−1, je k = 1, tedy G má právě jednu komponentu, tj. je souvislý.

”
6. ⇒ 1.“: Dokážeme to indukćı podle počtu vrchol̊u. Má-li G jeden vrchol, je tvrzeńı

zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro každý graf s n vrcholy a že G má n + 1
vrchol̊u a splňuje |V | = |E| + 1. Je 2|E| = 2(|V | − 1) = 2|V | − 2 a dle věty 4.18 je
součet stupň̊u vrchol̊u grafu G roven 2|V | − 2. Ze souvislosti plyne, že každý vrchol má
stupeň aspoň 1. Kdyby měl každý vrchol stupeň aspoň 2, byl by součet stupň̊u všech
vrchol̊u aspoň 2|V |, ale ten součet je 2|V | − 2 < 2|V |. Tedy muśı existovat vrchol v
stupně právě 1, tj. list. Jeho odstraněńım dostaneme graf G′ = 〈V ′, E′〉 = G− v, který
je zřejmě souvislý, má n vrchol̊u a plat́ı pro něj |V ′| = |V | − 1, |E′| = |E| − 1. G′ tedy
splňuje |V ′| = |E′| + 1 a z indukčńıho předpokladu plyne, že je to strom. Proto je G
dle věty 4.27 strom.

NAVIC:

”
1. ⇒ 5.“:

”
1. ⇒ 5.“: Máme ukázat, že ve stromu je |V | = |E| + 1. Dokažme to

indukćı podle počtu vrchol̊u. Pro n = 1 vrchol to zřejmě plat́ı (pak je totiž |E| = 0).
Předpokládejme, že to plat́ı pro každý strom o n vrcholech. Má-li G n + 1 vrchol̊u,
odstraňme z něj nějaký list. Výsledný graf 〈V ′, E′〉 je podle Věty 4.27 opět strom, má
n vrchol̊u, a tedy podle předpokladu plat́ı |V ′| = |E′|+ 1. Protože však |V | = |V ′|+ 1
a |E| = |E′|+ 1, plat́ı i |V | = |E|+ 1.

Zastavme se u některých charakterizaćı stromů uvedených ve větě 4.28. Vlastnosti 2.,
3. a 4. jsou patrné z př́ıklad̊u stromů, které jsme viděli. Vlastnosti 5. a 6. mimo jiné
ř́ıkaj́ı, že počet vrchol̊u stromu je vždy o 1 větš́ı než počet jeho hran. Např́ıklad prvńı
graf na obr. 12 má 11 vrchol̊u a 10 hran, druhý graf také, třet́ı má 13 vrchol̊u a 12
hran. Je-li tedy dán graf, který má např́ıklad 8 vrchol̊u a 6 hran, v́ıme dle uvedených
vlastnost́ı, že takový graf neńı stromem, aniž bychom znali daľśı podrobnosti (např́ıklad
jeho obrázek). Neplat́ı ale, že je-li počet vrchol̊u grafu o 1 větš́ı než počet hran, je tento
graf stromem (ověřte).

4.5.2 Minimálńı kostra grafu

Představme si, že máme za úkol propojit města v1, . . . , vn elektrickým vedeńım, a to tak,
aby výstavba vedeńı byla co nejlevněǰśı. Muśıme tedy rozhodnout, mezi kterými městy
máme natáhnout elektrické dráty tak, aby se elektřina mohla dostat z každého města
do každého jiného města (ne nutně př́ımým spojeńım, může téct přes ostatńı města).
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Přitom v́ıme, že mezi některými dvojicemi měst př́ımé propojeńı postavit nelze (mezi
městy jsou hory, přehrady apod.). Pokud města vi a vj propojit lze, známe náklady na
výstavbu vedeńı mezi vi a vj .

Př́ıklad výše popsaného zadáńı ukazuje graf na obr. 16. Hrany vedou mezi těmi dvo-
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Obrázek 16: Śıt’ měst.

jicemi měst, mezi kterými lze vést př́ımé elektrické vedeńı, a jejich č́ıselné hodnoty
představuj́ı náklady na výstavbu takového vedeńı (v mil. Kč). Např́ıklad náklady na
propojeńı města a a města b jsou 4 mil. Kč, zat́ımco města e a d př́ımo propojit nelze.
Pokud lze města u a v propojit, náklady propojeńı označ́ıme wuv. Je tedy wab = 4 apod.
Možné propojeńı daných měst ukazuje obr. 17, ve kterém jsou tučně vyznačená spo-
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Obrázek 17: Možné propojeńı měst elektrickým vedeńım.

jeńı, která se vybuduj́ı. Celkové náklady na vybudováńı tohoto propojeńı v miliónech
Kč jsou

waf + wbf + wce + wcf + wdf = 4 + 2 + 8 + 1 + 6 = 21.

Nevýhodou tohoto propojeńı – jak uvid́ıme později – je, že je zbytečně nákladné. Jak
naj́ıt řešeńı, tedy nejlevněǰśı propojeńı všech měst, si nyńı ukážeme.

Popǐsme výše uvedený problém v řeči teorie graf̊u. Zadáńı problému, tedy města, je-
jich možná propojeńı a náklady na výstavbu propojeńı mezi městy, lze chápat jako
neorientovaný graf G = 〈V,E〉 s hranovým ohodnoceńım w : E → R+. Mezi vrcholy
u a v vede hrana, tedy {u, v} ∈ E, právě když u a v lze př́ımo propojit. Náklady
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propojeńı u a v jsou v takovém př́ıpadě dány ohodnoceńım w({u, v}) hrany {u, v},
což je kladné reálné č́ıslo. Hledané propojeńı muśı obsahovat všechny vrcholy grafu.
Protože chceme, aby vybrané hrany (tedy vybudovaná propojeńı) propojovaly všechna
města, chceme vlastně, aby podgraf grafu G = 〈V,E〉 daný množinou V všech vrchol̊u
a množinou E′ vybraných hran, byl souvislý. Vybraný podgraf G′ = 〈V,E′〉 nav́ıc
nemá obsahovat kružnice, protože náklady by byly zbytečně vysoké. Po odstraněńım
libovolné hrany {u, v} v př́ıpadné kružnici totiž vybraný graf z̊ustane souvislým a my
ušetř́ıme w({u, v}). Vybraný podgraf G′ = 〈V,E′〉 má tedy obsahovat všechny vrcholy
p̊uvodńıho grafu, má být souvislý a nemá obsahovat kružnice. G′ = 〈V,E′〉 má tedy
být stromem. Takový podgraf G′ = 〈V,E′〉 se nazývá kostra grafu G = 〈V,E〉. Je-li
nav́ıc ze všech koster nejlevněǰśı, nazývá se tato kostra minimálńı.

Definice 4.29. Kostra neorientovaného grafu G je jeho podgraf G′, který je stromem
a obsahuje všechny vrcholy grafu G.

Je-li w : E → R+ hranové ohodnoceńı grafu G = 〈V,E〉, nazývá se kostra G′ = 〈V,E′〉
minimálńı kostra, pokud má ze všech koster grafu G nejmenš́ı hodnotu w(G′), kde

w(G′) =
∑

{u,v}∈E′
w({u, v}).

Tučně vyznačený podgraf na obr. 17 je tedy kostrou. Tato kostra ale neńı minimálńı
(najděte kostru s menš́ı hodnotou). Snadno se nahlédne, že graf má kostru, právě když
je souvislý. Je také pochopitelné, že minimálńı kostra obecně neńı určena jednoznačně
(v grafu může existovat v́ıce koster s nejmenš́ı hodnotou).

Uvedeme nyńı algoritmus pro hledáńı minimálńı kostry.

Algoritmus 4.30 (minimálńı kostra).
Vstup: souvislý neorientovaný graf G = 〈V,E〉

s n vrcholy a m hranami,
ohodnoceńı w : E → R+

Výstup: množina hran E′ ⊆ E taková, že G′ = 〈V,E′〉 je minimálńı
kostra grafu G

1. setřid’ hrany vzestupně podle ohodnoceńı, tj. utvoř posloupnost e1, . . . , em všech
hran z E tak, že

w(e1) ≤ · · · ≤ w(em);

2. E0 = ∅; i := 0;

3. dokud Ei neobsahuje n− 1 hran, prováděj:

i := i+ 1;

Ei :=


Ei−1 ∪ {ei} pokud 〈V,Ei−1 ∪ {ei}〉

neobsahuje kružnici,

Ei−1 v opačném př́ıpadě;

4. E′ := Ei.

Uvedený algoritmus tedy nejprve vzestupně setř́ıd́ı hrany podle jejich hodnot. Pak
hrany v tomto pořad́ı procháźı a vytvář́ı postupně množiny hran E0, E1, E2, . . . , až je
vytvořena množina Ei s právě n− 1 hranami (ńıže uvid́ıme, že algoritmus vždy skonč́ı
s hodnotou i ≤ m). Počátečńı množina E0 je prázdná. Pokud přidáńım hrany ei do
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množiny Ei−1 dosud přidaných hran nevznikne kružnice, hranu přidáme a vytvoř́ıme
tak množinu Ei; pokud by kružnice vznikla, hranu nepřidáme a vezmeme Ei := Ei−1.

Ukažme, jak tento algoritmus hledá minimálńı kostru grafu z obr. 16.

Krok 1: Algoritmus setř́ıd́ı hrany podle jejich hodnot. Protože v grafu existuj́ı hrany
se stejnými hodnotami, neńı pořad́ı hran jednoznačné (záviśı na konkrétńım tř́ıdićım
algoritmu). Předpokládejme, že setř́ıděńım vznikne posloupnost

e1, e2, . . . , e9 =

{c, f}, {b, f}, {b, c}, {a, b}, {a, f}, {c, d}, {a, e}, {d, f}, {c, e}.

Tato posloupnost je setř́ıděná správně, protože odpov́ıdaj́ıćı posloupnost hodnot
w({u, v}) hran této posloupnosti je

1, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 8.

Krok 2: Algoritmus nastav́ı E0 = ∅ a i = 0.

Krok 3: Protože Ei, tedy E0, neobsahuje n − 1 = 5 hran, algoritmus zvýš́ı hodnotu i,
tedy provede i := 1, a pokuśı se do E0 přidat hranu e1 = {c, f}. Protože t́ımto přidáńım
nevznikne kružnice, hranu přidá a vytvoř́ı

E1 = {{c, f}}.

Krok 3: Ei stále neobsahuje 5 hran, proto zvýš́ı i na i = 2. Přidáńım hrany e2 = {b, f}
k E1 kružnice nevznikne, proto se hrana přidá a vytvoř́ı se

E2 = {{c, f}, {b, f}}.

Krok 3: Ei neobsahuje 5 hran, proto se nastav́ı i := 3. Přidáńım hrany e3 = {b, c} k E2

by vznikla kružnice (spojovala by vrcholy b, c a f). Proto se hrana e3 nepřidá a je

E3 = {{c, f}, {b, f}}.

Krok 3: Ei stále 5 hran neobsahuje, proto se hodnota i zvýš́ı na i = 4. Přidáńım hrany
e4 = {a, b} k E3 kružnice nevznikne, a proto se hrana e4 přidá. Máme tedy

E4 = {{c, f}, {b, f}, {a, b}}.

Krok 3: Ei má méně než 5 hran, proto se provede i := 5. Přidáńım hrany e5 = {a, f}
by vznikla kružnice, proto se hrana e5 nepřidá a je

E5 = {{c, f}, {b, f}, {a, b}}.

Krok 3: Ei má stále méně než 5 hran, proto provedeme i := 6. Přidáńım hrany e6 =
{c, d} kružnice nevznikne, proto hranu e6 přidáme a źıskáme

E6 = {{c, f}, {b, f}, {a, b}, {c, d}}.

Krok 3: Ei stále 5 hran neobsahuje, proto provedeme i := 7. Přidáńım hrany e7 = {a, e}
kružnice nevznikne, proto hranu e7 přidáme. Źıskáme tedy

E7 = {{c, f}, {b, f}, {a, b}, {c, d}, {a, e}}.

Krok 3: Protože Ei nyńı obsahuje 5 hran, přejdeme na krok 4.
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Obrázek 18: Hledáńı minimálńı kostry.

Krok 4: Výsledná množina hran, tedy minimálńı kostra grafu G, je

E′ = E7.

Uvedený postup ilustruje obr. 18. Hodnota źıskané kostry G′ = 〈V,E′〉 je

w(G′) = w({c, f}) + w({b, f}) + w({a, b})
+w({c, d}) + w({a, e})

= 1 + 2 + 4 + 5 + 6 = 18.

Vid́ıme, že tato kostra je levněǰśı než výše uvedená kostra, která měla hodnotu 21.
Snadno se přesvědč́ıme, že tato kostra je minimálńı.

Uvedený algoritmus je v literatuře známý jako Kruskal̊uv algoritmus. Americký mate-
matik a informatik Joseph Kruskal (1928–2010) ho publikoval v roce 1956.12 Mnohem

12J. B. Kruskal, On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman problem.
Proceedings of the American Mathematical Society. 7 (1)(1956): 48–50.
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dř́ıve, v roce 1926, však brněnský matematik Otakar Bor̊uvka (1899-1995) publikoval
jiný algoritmus pro hledáńı minimálńı kostry, dnes známý jako Bor̊uvk̊uv algoritmus.13

Třet́ım známým je algoritmus p̊uvodně objevený českým matematikem Vojtěchem
Jarńıkem (1897–1970)14, který v roce 1957 znovuobjevil Robert Prim (1921–2009) a v
roce 1959 potom Edsger Dijkstra (1930–2002).15

Pokud bychom měli Kruskal̊uv algoritmus naprogramovat, aby ho mohl provádět
poč́ıtač, muśıme mimo jiné rozhodnout, jak testovat, zda graf 〈V,Ei−1 ∪ {ei}〉 obsa-
huje kružnici, tedy zda přidáńım hrany ei ke grafu 〈V,Ei−1〉 vznikne kružnice. Tento
test lze provést efektivně na základě následuj́ıćıho pozorováńı. Graf 〈V,Ei−1〉 se rozpadá
na komponenty, tj. na své maximálńı souvislé podgrafy. Pokud je takových komponent
k, tvoř́ı množiny vrchol̊u V1, . . . , Vk těchto podgraf̊u rozklad množiny V (např́ıklad graf
vpravo na obr. 13 obsahuje dvě komponenty a př́ıslušné množiny jsou V1 = {1, 2, 3}
a V2 = {4, 5, 6}). Protože graf 〈V,Ei−1〉 kružnice neobsahuje, neobsahuje kružnice ani
žádná z jeho komponent. Každá jeho komponenta je tedy stromem. Dle věty 4.28 tedy
přidáńım hrany ei vznikne kružnice, právě když oba vrcholy hrany ei lež́ı v jedné
z množin Vl (kružnice nevznikne, když vrcholy hrany ei lež́ı v r̊uzných množinách).
Takový test je možné provést poměrně rychle pomoćı datových struktur pro uchováńı
systému disjunktńıch množin.16 VYSVETLIT O

A SLOZITOST
PODROBNEJI.

Zat́ım jsme se nezabývali zásadńı otázkou: Je Kruskal̊uv algoritmus správný? Tedy,
lze dokázat, že pro každý souvislý neorientovaný graf G = 〈V,E〉 s ohodnoceńım
w : E → R+ algoritmus skonč́ı a že G′ = 〈V,E′〉 je minimálńı kostra daného grafu?
Algoritmus je totiž poměrně jednoduchý a z jistého pohledu poměrně naivńı. Z hran,
které zbývaj́ı, přidává, pokud to jde, vždy hranu, která má nejmenš́ı ohodnoceńı. Ta-
kovému postupu se ř́ıká žravý (angl. greedy) postup. Žravé postupy se často použ́ıvaj́ı
pro hledáńı suboptimálńıch řešeńı (tedy ne nutně optimálńıch, ale bĺızkých optimu)
r̊uzných problémů. V našem př́ıpadě však žravý postup funguje: Kruskal̊uv algoritmus
je správný.

Důkaz správnosti Kruskalova algoritmu (a) Nejdř́ıve dokážeme, že algoritmus
vždy skonč́ı s hodnotou i ≤ m a vrát́ı množinu E′, která obsahuje n− 1 hran.

Pokud algoritmus skonč́ı s hodnotou i < m (tedy neprošel všechny hrany z posloupnosti
e1, . . . , em), pak E′, tedy posledńı vytvořená množina Ei, má zřejmě n−1 hran (jinak by
nebyla splněna podmı́nka pro ukončeńı cyklu v kroku 3 a došlo by ke zvýšeńı hodnoty
i).

Pokud algoritmus dojde k hodnotě i = m (tedy tato hodnota se nastav́ı prvńım
př́ıkazem kroku 3), pak se v druhé části kroku 3 zpracuje hrana em, tedy posledńı
hrana grafu G. Ukážeme sporem, že po provedeńı tohoto kroku má množina Ei, tedy
množina Em, n−1 hran, a tedy při daľśım testu podmı́nky v kroku 3 dojde k přechodu
na krok 4 a k ukončeńı algoritmu s množinou E′ s n− 1 hranami.

Předpokládejme tedy, že Em má méně než n− 1 hran. Protože vytvořený graf 〈V,Em〉
má n vrchol̊u a méně než n− 1 hran a protože je sestrojen tak, že neobsahuje kružnice,
nemůže být dle věty 4.28 souvislý (kdyby byl souvislý, byl by to dle definice strom s n
vrcholy, ale strom s n vrcholy má n− 1 hran). Muśı tedy existovat vrcholy u a v, které
v sestrojeném grafu 〈V,Em〉 nejsou propojeny cestou. Ve výchoźım grafu G ale cestou

13O. Bor̊uvka, O jistém problému minimálńım. Práce Mor. př́ırodověd. spol. v Brně 3(1926): 37–58.
O. Bor̊uvka, Př́ıspěvek k řešeńı otázky ekonomické stavby elektrovodńıch śıt́ı. Elektrotechnický obzor
15(1926): 153–154.

14V. Jarńık, O jistém problému minimálńım. Práce Mor. př́ırodověd. spol. v Brně 6 (1930): 57–63.
15R. C. Prim, Shortest connection networks and some generalizations. Bell System Technical Journal

36 (6)(1957): 1389–1401. E. W. Dijkstra, A note on two problems in connexion with graphs. Numerische
Mathematik 1 (1)(1959): 269–271.

16Lze ukázat, že časová složitost Kruskalova algoritmu v nejhorš́ım př́ıpadě je T (n,m) = O(m logn),
kde n = |V | a m = |E|. Lze také ukázat, že T (n,m) = O(m logm).
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propojeny jsou, protože G je souvislý. Označme tuto cestu c. Alespoň jedna hrana e
takové cesty nepatř́ı do Em (jinak by to byla cesta z u do v v grafu 〈V,Em〉, ale ta
neexistuje). Uvažujme nyńı libovolnou takovou hranu e = {x, y}. Tato hrana je jednou
z hran, které algoritmus prošel, tedy e = ei pro nějaké i, ale nepřidal. To znamená, že
přidáńım hrany e do Ei−1 by vznikla kružnice v 〈V,Ei−1〉 obsahuj́ıćı e = {x, y}. Protože
tato kružnice sestává z hran z množiny Ei−1, vyjmut́ım hrany e z této kružnice vznikne
cesta cx,y z x do y v 〈V,Ei−1〉. To je i cesta v grafu 〈V,Em〉. Nahrad́ıme-li nyńı každou
hranu e = {x, y} cesty c, která nepatř́ı do Em, cestou cx,y, vznikne z c cesta z u do v
obsahuj́ıćı jen hrany z Em. To je spor s předpokladem, že v grafu 〈V,Em〉 cesta z u do
v neexistuje.

Dokázali jsme, že algoritmus vždy skonč́ı s hodnotou i ≤ m a s množinou E′ obsahuj́ıćı
n− 1 hran.

(b) Dokažme nyńı, že G′ = 〈V,E′〉 je minimálńı kostrou. Z konstrukce množin Ei
je zřejmé, že G′ = 〈V,E′〉 neobsahuje kružnice. Protože G′ má podle výše dokázané
vlastnosti (a) n − 1 hran a protože má n vrchol̊u, je dle věty 4.28 stromem, a tedy
kostrou grafu G.

Muśıme tedy ukázat, že je-li H = 〈V, F 〉 jiná kostra grafu G, má hodnotu aspoň takovou
jako nalezená kostra G′, tedy w(G′) ≤ w(H). Vı́me, že E′ obsahuje n−1 hran. Označme
je e′1, . . . , e

′
n−1, a to tak, že oč́ıslováńı je v souladu s hodnotami těchto hran, tedy

w(e′1) ≤ · · · ≤ w(e′n−1).

Graf H = 〈V, F 〉 má n−1 hran (je to kostra grafu G, tedy strom s n vrcholy). Označme
je f1, . . . , fn−1, opět tak, že oč́ıslováńı je v souladu s hodnotami, tj.

w(f1) ≤ · · · ≤ w(fn−1).

Požadovanou nerovnost

w(G′) =

n−1∑
i=1

w(e′i) ≤
n−1∑
i=1

w(fi) = w(H) (15)

dokážeme následovně. Ukážeme, že

pro každé i = 1, . . . , n− 1 plat́ı w(e′i) ≤ w(fi). (16)

Dokážeme to sporem. Pokud (16) neplat́ı, označme j nejmenš́ı index pro který w(e′j) >
w(fj). Protože e′1 = e1 (hrana e1 je algoritmem vždy vybrána) je hrana s nejmenš́ı
hodnotou w, je jistě j > 1. Uvažujme množiny

E∗ = {e′1, . . . , e′j−1} a

F ∗ = {f1, . . . , fj}.

K prokázáńı sporu stač́ı ukázat, že existuje hrana fi z F ∗, která neńı v E∗ a pro kterou
graf 〈V,E∗ ∪ {fi}〉 neobsahuje kružnici. To se totiž vzhledem k tomu, jak algoritmus
vyb́ırá hrany, nemůže stát: Před přidáńım hrany e′j měl totiž přidat hranu fi. To proto,
že w(fi) ≤ w(fj) < w(e′j), tud́ıž algoritmus hranu fi navšt́ıvil před navšt́ıveńım hrany
e′j . Měl ji přidat, protože by nevznikla kružnice, ale nepřidal ji (protože fi neńı v E∗).
To je požadovaný spor.

Ukažme tedy, že taková hrana fi existuje. Graf 〈V,E∗〉 má n vrchol̊u, j − 1 hran, a
proto vzhledem k j − 1 < n− 1 a k tomu, že nemá kružnice, nemůže být dle věty 4.28
stromem. Neńı tedy souvislý. Graf 〈V,E∗〉 se zřejmě rozpadá na k ≥ 2 komponent
G1, . . . , Gk, tedy na k maximálńıch souvislých podgraf̊u grafu 〈V,E∗〉. Označ́ıme-li
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V1, . . . , Vk množiny vrchol̊u těchto komponent, obsahuje každý Gl právě ty hrany z E∗,
které maj́ı oba vrcholy ve Vl. Každý podgraf Gl je bez kružnic (protože ani 〈V,E∗〉
nemá kružnice), a je to tedy strom. Počet hran grafu Gl je tedy |Vl|− 1. Každá hrana z
E∗ je obsažena v jediném grafu Gl. Počet hran v E∗ je tud́ıž roven součtu počt̊u |Vl|−1
hran jednotlivých graf̊u Gl, neboli

|E∗| =
k∑
l=1

(|Vl| − 1) =
k∑
l=1

|Vl| − k = n− k. (17)

Ukažme následuj́ıćı pomocné tvrzeńı (T): Počet hran z F ∗, jejichž oba vrcholy se
nacházej́ı v nějaké množině Vl, je nejvýše n − k. Protože 〈V, F ∗〉 neobsahuje kružnice,
neobsahuje kružnice ani jeho podgraf 〈Vl, F ∗l 〉, kde F ∗l je množina hran z F ∗, jejichž
oba vrcholy jsou v Vl. Proto je |F ∗l | ≤ |Vl| − 1, a tedy pro počet p hran z F ∗, jejichž
oba vrcholy se nacházej́ı v nějaké množině Vl skutečně plat́ı

p =

k∑
l=1

|F ∗l | ≤
k∑
l=1

(|Vl| − 1) = n− k.

Existence požadované hrany fi nyńı plyne z tvrzeńı (T): Protože n−k je dle (17) počet
hran v E∗ a protože F ∗ má o jednu hranu v́ıce než E∗, je jasné, že existuje hrana
fi množiny F ∗, jej́ıž vrcholy lež́ı v r̊uzných množinách Vl a Vl′ . Hrana fi nemůže být
hranou z E∗, protože každá hrana z E∗ má oba vrcholy v jedné množině Vl. Hrana fi
je tedy požadovanou hranou z F ∗, která neńı v E∗.

4.5.3 Kořenové stromy

Definice 4.31. Kořenový strom je dvojice 〈G, r〉, kde G = 〈V,E〉 je strom a r ∈ V je
vrchol, tzv. kořen.

Kořenový strom je tedy strom, ve kterém je vybrán jeden vrchol (kořen). Může to být
kterýkoliv vrchol. Bývá to ale vrchol, který je v nějakém smysly na vrcholu hierarchie
objekt̊u, která je stromem reprezentována.

To, že je v kořenovém stromu jeden vrchol pevně zvolený a že ve stromu existuje mezi
vrcholy jediná cesta, umožňuje ve kořenovém stromu zavádět uspořádáńı vrchol̊u. Na
základě tohoto uspořádáńı se stromy kresĺı. Základem je následuj́ıćı definice.

Definice 4.32. Necht’ 〈G, r〉 je kořenový strom.

• Vrchol v se nazývá potomek vrcholu u (u se nazývá předek vrcholu v), právě když
cesta z kořene r do v má tvar r, . . . , u, . . . , v.

• Vrchol v se nazývá následńık (někdy př́ımý potomek) vrcholu u (u se nazývá
předch̊udce (někdy rodič) vrcholu v), právě když cesta z kořene r do v má tvar
r, . . . , u, e, v.

• Vrchol v se nazývá list kořenového stromu, právě když nemá žádného
následovńıka; jinak se nazývá vnitřńı vrchol .

• Hloubka (někdy úroveň) vrcholu v je délka cesty od kořene r do v.

• Výška vrcholu v je délka nejdeľśı cesty neobsahuj́ıćı předky v, která vede z v do
některého z list̊u.

• Výška (někdy hloubka) stromu je výška jeho kořene (ekvivalentně: je největš́ı z
hloubek jeho list̊u).
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Kořenový strom se nazývá m-árńı, právě když každý jeho vrchol má nejvýše m
následovńık̊u. 2-árńı strom se nazývá binárńı; 3-árńı strom se nazývá ternárńı.

Poznámka 4.33. (a) Protože ve stromu existuje mezi každými dvěma vrcholy právě
jedna cesta, je každý vrchol, který neńı kořenem, následńıkem právě jednoho vrcholu
(jeho předch̊udce je tedy určen jednoznačně). Vrchol ale může mı́t v́ıce následńık̊u. Viz
následuj́ıćı př́ıklad.

(b) List v kořenového stromu 〈G, r〉 je také listem p̊uvodńıho stromu G (dle definice
nemá v následovńıka, a protože má právě jednoho předch̊udce, má stupeň 1, je tedy
listem stromu G). Pokud má kořen r právě jednoho následovńıka, neńı listem 〈G, r〉,
ale vzhledem k tomu, že má stupeň 1, je listem listem G. Pokud kořen r nemá žádného
následovńıka, je listem (ale ne vnitřńım vrcholem) v 〈G, r〉 i listem v G (pokud za list
považujeme i vrchol stupně 0). Pokud má kořen v́ıce následovńık̊u, je vnitřńım vrcholem
〈G, r〉, a tedy neńı ani listem 〈G, v〉, ani listem G.

Př́ıklad 4.34. (a) Uvažujme strom G = 〈V,E〉 z obr. 19 vlevo. Volbou libovolného
vrcholu r ∈ V źıskáme ze stromu G kořenový strom 〈G, r〉. Takto źıskané kořenové
stromy jsou navzájem r̊uzné, protože maj́ı r̊uzné kořeny, a lǐśı se v nich i vztahy být
potomkem a být následńıkem, výšky a hloubky vrchol̊u i výška celého stromu.
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Obrázek 19: Stromy z př́ıkladu 4.34.

Zvolme např́ıklad r = i a uvažujme kořenový strom 〈G, i〉.

• Vezměme cestu i, {i, f}, f, {f, g}, g, {g, j}, j, {j, k}, k (vynecháme-li hrany,
můžeme takovou cestu stručně zapisovat i, f, g, j, k). Z jej́ı struktury je patrné,
že k je potomkem vrchol̊u j, g, f a i (tyto uzly jsou tedy předch̊udci k). Přitom k
je př́ımý potomek, tedy následńık, j (j je předch̊udce j) a že k neńı následńıkem
žádného jiného vrcholu. Protože i je kořen a délka této cesty je 4, je hloubka
vrcholu k rovna 4.

• Z cesty i, f, g, j, h, d, a, b je patrné, že hloubky vrchol̊u i, f, g, j, h, d, a, b jsou po
řadě 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

• Listy jsou vrcholy b, c, e a k. Délky cest z vrcholu i k těmto list̊um jsou po řadě
7, 2, 5 a 4. Výška vrcholu i je tedy 7. Protože i, je kořenem, je jeho výška také
výškou celého stromu.

• Výšky a hloubky všech vrchol̊u jsou následuj́ıćı:

vrchol a b c d e f g h i j k

hloubka 6 7 2 5 5 1 2 4 0 3 4

výška 1 0 0 2 0 6 5 3 7 4 0

Strom 〈G, i〉 je binárńı, protože počet následovńık̊u každého vrcholu je nejvýše 2
(je to tedy i m-árńı strom pro každé m ≥ 2).
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Zvolme nyńı kořen r = j. Následovńıci vrcholu j jsou v tomto př́ıpadě vrcholy
g, h a k a snadno se vid́ı, že 〈G, j〉 je ternárńı. Vid́ıme tedy, že změnou kořene
se mohou změnit následovńıci a předch̊udci vrchol̊u. Změnit se mohou i výšky a
hloubky vrchol̊u a listy. Např́ıklad listy 〈G, j〉 jsou vrcholy b, c, e, i a k, výška
kořene j, a tedy i výška 〈G, j〉 je 4.

(b) Uvažujme strom na obr. 19 uprostřed a zvolme r = a. Strom na obrázku je nakreslen
tak, jak se kořenové strom kresĺı: nejvýše (v úrovni 0) je kořen; pod ńım (v úrovni 1)
jsou jeho následńıci, tedy vrcholy s hloubkou 1; pod nimi (v úrovńı 2) jejich následńıci,
tedy vrcholy s hloubkou 2 atd. Strom 〈G, a〉 je binárńı.

(c) Zvoĺıme-li ve stromu na obr. 19 uprostřed r = a, źıskáme jiný kořenový strom, který
má stejnou výšku jako strom z bodu (b).

Kořenové stromy z př́ıkladu 4.34 (b) a (c) maj́ı stejnou výšku, ale výrazně jiné počty vr-
chol̊u. Strom vlevo je však mnohem

”
košatěǰśı“ než ten vpravo, který je svým zp̊usobem

degenerovaný (je to seznam, každý vrchol kromě listu má právě jednoho následńıka).
Košatost (zaplněnost úrovńı stromu vrcholy) znamená, že strom dané hloubky pojme
mnoho vrchol̊u, což je d̊uležité při použit́ı stromů jako struktur pro ukládáńı a vy-
hledáváńı dat.

Definice 4.35. m-árńı kořenový strom 〈G, r〉 výšky h se nazývá zaplněný pokud
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• každý vrchol s výjimkou vrchol̊u s hloubkou h− 1 má 0 nebo m následńık̊u;

• každý list má hloubku h nebo h− 1.

Poznámka 4.36. Snadno se lze přesvědčit, že m-árńı kořenový strom 〈G, r〉 výšky h
je zaplněný, právě když vznikne postupným zaplňováńım po vrstvách. Tedy má kořen,
v hloubce 1 jeho m následńık̊u, v hloubce 2 jejich m2 následńık̊u atd. až po hloubku
h − 1 (ve které je všech možných mh−1 vrchol̊u); v hloubce h je pak k vrchol̊u, kde
1 ≤ k ≤ mh, které jsou libovolným zp̊usobem připojeny v vrchol̊um hloubky h− 1.

Je-li strom zaplněný, pak z prvńıch dvou podmı́nek plyne, že každý vrchol hloubky
menš́ı než h − 1 má právě m následńık̊u (podle prvńı podmı́nky nemá bud’ žádného,
nebo jich má m; kdyby neměl žádného, byl by to list hloubky menš́ı než h− 1, což dle
druhé podmı́nky neńı možné). V hloubce h pak je aspoň jeden vrchol, protože strom
má výšku h.

Vznikne-li strom zaplňováńım po vrstvách, je zřejmé, že obě podmı́nky z definice za-
plněného stromu splňuje.

Poznámka 4.37. Pro m-árńı stromy se použ́ıvá r̊uzná terminologie souvisej́ıćı s
”
pl-

nost́ı“ stromu. m-árńı strom se např́ıklad nazývá úplný, pokud každý jeho vrchol je
list, nebo má právě m následńık̊u (to je př́ısněǰśı podmı́nka než naše podmı́nka za-
plněnosti). Má-li nav́ıc každý list stejnou hloubku, nazývá se takový strom perfektńı
(každý perfektńı strom je zaplněný, ale ne naopak). Terminologie ale neńı jednotná.

Následuj́ıćım př́ıkladem nahlédneme do problematiky tzv. vyhledávaćıch stromů.

Př́ıklad 4.38 (binárńı vyhledávaćı stromy). Binárńı vyhledávaćı stromy slouž́ı k
ukládáńı a vyhledáváńı dat (data jsou zpravidla č́ıselné hodnoty). Jsou to binárńı
kořenové stromy s dodatečnou informaćı, které splňuje jistá omezeńı usnadňuj́ıćı vy-
hledáváńı.

Dodatečná informace: Vrcholy binárńıho vyhledávaćıho stromu jsou ohodnoceny
č́ıselnými hodnotami; budeme předpokládat, že ohodnoceńı je funkce w : V → Z (mı́sto
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Z je možné uvažovat jinou č́ıselnou množinu nebo obecněji jinou lineárně uspořádanou
množinu). Č́ıslo w(v) ∈ Z se interpretuje jako hodnota uložená ve vrcholu v. Ke
každému následńıku daného vrcholu je určeno, zda je to tav. levý následńık, nebo
pravý následńık, přičemž pokud jsou následńıci dva, jeden je levý a jeden pravý (levého
následńıka v kresĺıme pod v vlevo, pravého vpravo).

Omezeńı:

• Je-li u levým následńıkem vrcholu v nebo potomkem tohoto následńıka, pak
w(u) ≤ w(v);

• je-li u pravým následńıkem vrcholu v nebo potomkem tohoto následńıka, pak
w(u) ≥ w(v).

Volně řečeno, vrcholy vlevo pod v maj́ı hodnotu menš́ı nebo rovnu hodnotě v; vrcholy
vpravo pod v maj́ı hodnotu větš́ı nebo rovnu hodnotě v.

Dva binárńı vyhledávaćı stromy vid́ıme na obr. 20 (hodnoty vrchol̊u jsou kružnic
znázorňuj́ıćıch vrcholy vepsány). Uvedená omezeńı umožňuj́ı v binárńıch vyhledávaćıch
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Obrázek 20: Binárńı vyhledávaćı stromy.

stromech snadno vyhledávat. Předpokládejme, že máme za úkol zjistit, zda se ve stromu
vyskytuje hodnota x ∈ Z. Postup je následuj́ıćı:

1. v := kořen stromu;

2. je-li w(v) = x odpověz Ano a skonči;

3. je-li x < w(v) pak má-li v levého následńıka u, proved’ v := u a jdi na krok 2,
jinak odpověz Ne a skonči;

4. je-li x > w(v) pak má-li v pravého následńıka u, proved’ v := u a jdi na krok 2,
jinak odpověz Ne a skonči.

Vyhledáváme-li ve stromu na obr. 20 vlevo hodnotu 15, algoritmus skonč́ı s odpověd́ı
Ano v hloubce l = 1, tedy po dvou porovnáńıch (hledanou hodnotu porováme postupně
s hodnotami 8 a 15). V nejhorš́ım př́ıpadě dojdeme až do hloubky l = 3 (vyhledáváme-li
např. hodnotu 0, která ve stromu je uložena, nebo hodnotu 1, která uložena neńı).

Poznámka 4.39. (a) Binárńı vyhledávaćı stromy jsou speciálńım př́ıpadem pozičńıch
stromů. Kořenový strom se nazývá pozičńı, jestliže následńık̊um každého vrcholu jsou
přǐrazena přirozená č́ısla (pozice), přičemž r̊uzným následńık̊um daného vrcholu jsou
přǐrazena r̊uzná č́ısla. Maj́ı-li všechna přǐrazená č́ısla hodnotu nejvýše m, nazývá se
pozičńı strom m-árńı (pak je to zřejmě m-árńı kořenový strom podle definice 4.32).
Binárńı vyhledávaćı strom je tedy pozičńı binárńı kořenový strom s ohodnoceńım vr-
chol̊u, pokud je např. přǐrazené č́ıslo 1, jde-li o levého následńıka, a 2, jde-li o pravého
následńıka.
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(b) Pokud je podstatné pouze seřazeńı následńık̊u každého vrcholu, nazývá se kořenový
strom uspořádaný (budeme se jimi zabývat ńıže, viz definice 4.43). Má-li tedy vrchol
kořenového stromu k následńık̊u, muśı být určeno, který z nich je prvńım, druhým,
. . . až k-tým následńıkem. Pozičńı strom lze považovat za uspořádaný (uspořádáńı je
dáno přǐrazenými pozicemi), naopak to neplat́ı (např. neńı jasné, zda jediný následńık
vrcholu v binárńım stromu je levým nebo pravým následńıkem).

Z př́ıkladu 4.38 je zřejmé, má-li binárńı vyhledávaćı strom n vrchol̊u, tedy obsahuje-li n
uložených hodnot, je při vyhledáváńı hodnoty v nejhorš́ım př́ıpadě třeba dostat se až do
hloubky h rovné výšce stromu (a provést při tom h+1 porovnáńı s hledanou hodnotou).
Č́ım je strom plněǰśı, a tedy č́ım menš́ı je jeho výška, t́ım rychleǰśı je vyhledáváńı.

Pr̊uvodce studiem

Vyhledáváńı v dobře zaplněném (dobře vyváženém) stromu přináš́ı značnou
výpočetńı úsporu. Z př́ıkladu 4.38 v́ıme, že pro vyhledáńı hodnoty ve stromu
s výškou h je v nejhorš́ım př́ıpadě potřeba hledanou hodnotu porovnat s h + 1
uloženými hodnotami. K vyhledáváńı hodnoty v seznamu (degenerovaném stromu,
jako je jen na obr. 20 vpravo) je tedy třeba provést n − 1 porovnáńı. Pro 1500
hodnot je to tedy 1501 porovnáńı. n-hodnot lze ale umı́stit do zaplněného stromu
a ten má dle věty 4.41 výšku blog2 nc. Pak stač́ı blog2 nc + 1 porovnáńı. Pro 1500
hodnot je to jen blog2 1500c+ 1 = 11 porovnáńı.

Poznámka 4.40. Binárńı vyhledávaćı stromy, které jsme si představili v př́ıkladu 4.38,
jsou základem mnoha datových struktur, kterým se ř́ıká vyhledávaćı stromy. Jde např.
o tzv. AVL-stromy, červeno-černé stromy, 2-3 stromy, B-stromy a jiné. U takových
datových struktur je třeba kromě metody vyhledáváńı navrhnout daľśı metody, zejména
metody pro vložeńı hodnoty a odstraněńı hodnoty. Důležité je, aby tyto metody – stejně
jako výše uvedená metoda pro vyhledáváńı – pracovaly v čase (čas měř́ıme počtem
provedených instrukćı) úměrném log2 n (popř. logm n u m-árńıch stromů), kde n je
počet vrchol̊u vyhledávaćıho stromu.Toho lze dosáhnout. Důležité a netriviálńı však je,
aby při manipulaci se stromem (např. při přidáváńı a odstraňováńı hodnot) zajistit,
aby výška stromu z̊ustala malá. To zajǐst’uj́ı metody pro tzv. vyvažováńı stromů, které
je třeba při manipulaci stromem provádět.

Přirozeně se tedy objevuje otázka, jaká je výška binárńıho stromu s n vrcholy. Tato
otázka je významná nejen v kontextu vyhledávaćıch stromů, ale kv̊uli řadě jiných si-
tuaćı, ve kterých se m-árńı stromy vyskytuj́ı. Základńı vztahy mezi výškou, počtem
vrchol̊u, popř. počtem list̊u udávaj́ı následuj́ıćı tvrzeńı. Připomeňme, že pro reálné
č́ıslo x je dxe nejmenš́ı celé č́ıslo, které je větš́ı nebo rovno x, tj.

dxe = min{m ∈ Z | x ≤ m} a bxc = max{m ∈ Z | x ≤ m},

tedy dxe vznikne zaokrouhleńım x
”
nahoru“: d1.2e = 2, d5.8e = 6, d3e = 3; podobně

bxc vznikne zaokrouhleńım
”
dol̊u“.

Věta 4.41. V zaplněném binárńım kořenovém stromu s n vrcholy a l listy, který má
výšku h, plat́ı

(a) 2h ≤ n ≤ 2h+1 − 1;

(b) h = blog2 nc;

(c) 2h−1 ≤ l ≤ 2h;
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(d) dlog2 le ≤ h ≤ blog2 lc+ 1.

D̊ukaz. (a): Má-li strom výšku h, má dle poznámky 4.36 v hloubkách l = 0, 1, . . . ,
h− 1 postupně 20, 21, . . . , 2h−1 vrchol̊u, celkem tedy

∑h−1
l=0 2l vrchol̊u. Plat́ı

h−1∑
l=0

2l = 2h − 1,

což lze nahlédnout vyjádřeńım součtu ve dvojkové soustavě: Protože zápis č́ısla 2l

sestává z 1 následované l nulami, je součet
∑h−1

l=0 2l č́ıslo, jehož zápisem je h cifer 1
(pro h = 4 je to v dvojkové soustavě 1 + 10 + 100 + 1000 = 1111). Přičteme-li k tomuto
součtu jedničku, źıskáme zřejmě č́ıslo, jehož zápisem je 1 následovaná h nulami, což je
č́ıslo 2h. Uvedený součet je tedy roven 2h − 1.

K těmto 2h−1 vrchol̊um je v hloubce h nav́ıc aspoň 1 vrchol, tedy n ≥ (2h−1)+1 = 2h,
nejvýše však 2h vrchol̊u, tedy n ≤ (2h − 1) + 2h = 2 · 2h − 1 = 2h+1 − 1. Odvodili jsme
tedy 2h ≤ n ≤ 2h+1 − 1.

(b): Protože log2 je rostoućı funkce, dostaneme z odvozené nerovnosti 2h ≤ n ≤ 2h+1−1
nerovnost

log2 2h ≤ log2 n ≤ log2(2h+1 − 1).

Protože z x ≤ y plyne dxe ≤ dye, dostaneme z této nerovnosti

dlog2 2he ≤ dlog2 ne ≤ dlog2(2h+1 − 1)e. (18)

Uvědomme si,že log2 2h = h, a tedy protože h je celé č́ıslo, je dlog2 2he = dhe = h.
Vzhledem k tomu, že log2 2h = h, je log2(2h+1−1) < h+1, zároveň ale log2(2h+1−1) >
h, a tedy dlog2(2h+1 − 1)e = h. Z nerovnosti (18) tedy plyne

h ≤ dlog2 ne ≤ h,

muśı tedy být h = dlog2 ne.

(c): Vzhledem k tomu, co jsme uvedli na začátku bodu (a) tohoto d̊ukazu, má strom
s výškou h s nejmenš́ım počtem list̊u za listy všechny vrcholy hloubky h−1 až na jeden
z nich, který má právě jednoho následńıka. Nejmenš́ı možný počet l list̊u je tedy roven
počtu vrchol̊u hloubky h − 1, a těch je 2h−1, což dokazuje prvńı nerovnost. Naopak
strom výšky h s největš́ım počtem list̊u má u každého z 2h−1 dva následńıky, které jsou
právě listy; list̊u je tedy 2h. V obecném př́ıpadě je tedy 2h−1 ≤ l ≤ 2h.

(d): Zlogaritmováńım nerovnosti z (c) dostaneme

h− 1 ≤ log2 l ≤ h.

Z druhé nerovnosti dostaneme dlog2 le ≤ dhe = h; z prvńı pak h ≤ log2 l + 1, odkud
dostaneme h = bhc = blog2 l + 1c = blog2 lc+ 1.

Věta 4.42. V libovolném binárńım kořenovém stromu s n vrcholy a l listy, který má
výšku h, plat́ı

(a) h+ 1 ≤ n ≤ 2h+1 − 1;

(b) blog2 nc ≤ h ≤ n− 1;

(c) 1 ≤ l ≤ 2h;

(d) dlog2 le ≤ h.
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č́ıslon

2 4 6 1 3 5

8 10 7 9

n sud́e n liché

n < 5 n ≥ 5

n = 2 n = 4 n = 6 n 6= 6

n = 8 n = 10

n < 5 n ≥ 5

n = 1 n = 3 n = 5 n 6= 5

n = 7 n = 9

Obrázek 21: Strom pro hádáńı č́ısla z 1, . . . , 10.

D̊ukaz. (a): Prvńı nerovnost plyne ze skutečnosti, že strom výšky h s nejmenš́ım počtem
vrchol̊u je řetězec (každý vrchol kromě listu má právě jednoho následńıka) a ten má
h+ 1 vrchol̊u. Druhá plyne z druhé nerovnosti věty 4.41 (a) a toho, že strom výšky h
s největš́ım počtem vrchol̊u je zaplněný.

(b): Druhá nerovnost plyne z prvńı nerovnosti v (a). Prvńı plyne z věty 4.41 (b) a
z toho, že strom výšky h muśı mı́t výšku rovnou nebo větš́ı, než je výška stromu s n
vrcholy, který je zaplněný (čtenář necht’ tuto skutečnost zd̊uvodńı sám).

(c): Prvńı nerovnost je triviálńı (jeden list má řetězec, tedy l = 1 může nastat).
Druhá nerovnost plyne z druhé nerovnosti ve větě 4.41 (c) a z toho, že strom výšky h
s největš́ım počtem list̊u je ten, který je zaplněný a v hloubce h má všech možných 2h

list̊u.

(d): Nerovnost dostaneme zlogaritmováńım druhé nerovnosti z bodu (c) a z toho, že
dhe = h.

Pr̊uvodce studiem

Vztahy mezi výškou, počtem vrchol̊u a počtem list̊u maj́ı časté použit́ı.
Předpokládejme, že máme pomoćı otázek typu Ano/Ne uhodnout kartu z baĺıčku
32 karet. Pro jednoduchost oč́ıslujme karty č́ısly 1, . . . , 32, a předpokládejme tedy,
že máme uhodnout č́ıslo mezi 1 a 32. Jedna možnost (optimálńı) je prvńı otázkou
rozdělit č́ısla na dvě stejné části (např. otázka

”
Je č́ıslo menš́ı než 17?“, tj. části

po 16 kartách. Daľśı položená otázka, např.
”
Je č́ıslo sudé?“ zbylých 16 karet opět

rozděĺı na dvě poloviny. Atd. až dojdeme k jednomu č́ıslu, a to je to, které hádáme.
Např. pro č́ıslo 7 může být posloupnost dotaz̊u kladených hadačem a posloupnost
odpověd́ı následuj́ıćı. Dotaz:

”
Je č́ıslo menš́ı než 17?“ Odpověd’:

”
Ano.“ Zbývaj́ı 1,

. . . , 16. D:
”
Je č́ıslo sudé?“ O:

”
Ne.“ Zbývaj́ı 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. D:

”
Je č́ıslo

menš́ı než 9?“ O:
”
Ano.“ Zbývaj́ı 1, 3, 5, 7. D:

”
Je č́ıslo menš́ı než 5?“ O:

”
Ne.“

Zbývaj́ı 5, 7. D:
”
Je to č́ıslo 5?“ O:

”
Ne.“ Zbývá 7 a to je č́ıslo, které hádáme. Stra-

tegie volit otázky tak, abychom vždy zredukovali počet možnost́ı (pokud možno) na
polovinu se nazývá metoda p̊uleńı. Důležité je, že existuje-li l možnost́ı, metodou
p̊uleńı se dobereme správné možnosti nejpozději v dlog2 le kroćıch. Strom, který od-
pov́ıdá naš́ı situaci, je totiž vyvážený úplný binárńı strom o l listech. Výška stromu
je právě počet otázek, které muśıme v nejhorš́ım př́ıpadě položit. Na obr. 21 je
strom, odpov́ıdaj́ıćı situaci, kdy hádáme č́ısla z 1, . . . , 10.

Vrat’me se k uspořádaným stromům.

Definice 4.43. Kořenový strom se nazývá uspořádaný , je-li ke každému vrcholu, který
neńı listem, zadáno lineárńı uspořádáńı jeho potomk̊u.
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Formálněji, uspořádaný kořenový strom je struktura 〈〈V,E〉 , r, {≤v| v ∈ V }〉, kde
〈〈V,E〉 , r〉 je kořenový strom a pro vrchol v ∈ V je ≤v lineárńı uspořádáńı na množině
Pv = {v1, . . . , vn} všech potomk̊u vrcholu v, pokud v neńı list, a ≤v= ∅, pokud je v
list. Jsou-li potomkové vrcholu v uspořádáni v1 ≤v · · · ≤v vn, ř́ıkáme, že v1 je prvńı
potomek v atd. V tomto pořad́ı je také kresĺıme po vrchol v.

Častým úkolem spojeným se stromy je proj́ıt všechny vrcholy stromu a v každém
provést nějakou akci. Ve vrcholech stromů mohou být např́ıklad uloženy nějaké in-
formace (např́ıklad výše uvažované č́ıselné hodnoty). Náš úkol může úkol může být
vypsat všechny tyto informace (tj. proj́ıt všechny vrcholy a pro každý vrchol vypsat
informaci, která je v něm uložena). Máme tedy za úkol pro každý vrchol provést ope-
raci zpracuj(v). Přitom zpracuj(v) může znamenat

”
vypǐs informaci uloženou ve v“

apod.

Ukážeme si ted’ dva zp̊usoby procházeńı kořenového stromu, tzv. preorder a postorder .
Poṕı̌seme je jako procedury preorder(v) a postorder(v), které pracuj́ı následovně.
v je vstupńı parametr, za který můžeme dosadit libovolný vrchol stromu. Je-li pak u

konkrétńı vrchol stromu, znamená preorder(u)
”
vyvoláńı“ procedury preorder pro

vrchol u. Stejně je to pro postorder(u). Procedury maj́ı tvar

preorder(v)

{

zpracuj(v);

jsou-li v1,...,vn potomci v v jejich usporadani, proved

zpracuj(v1),...,zpracuj(vn).

}

a

postorder(v)

{

jsou-li v1,...,vn potomci v v jejich usporadani, proved

zpracuj(v1),...,zpracuj(vn);

zpracuj(v).

}

Pro uspořádaný kořenový strom 〈R, r〉 zp̊usob́ı preorder(r) pr̊uchod a zpracováńı
stromu metodou preorder, postorder(r) zp̊usob́ı pr̊uchod a zpracováńı metodou po-
storder. Tedy např. u metody preorder se nejprve zpracuje kořen r (zpracuj(v)) a
má-li r potomky v1, . . . , vn (takto uspořádané), vyvolá se pr̊uchod metodou preorder
ve vrcholu v1 (preorder(v1)), po dokončeńı tohoto pr̊uchodu se se vyvolá pr̊uchod ve
vrcholu v2 (preorder(v2)) atd. až po pr̊uchod ve vrcholu vn (preorder(vn)). Přitom
pr̊uchod preorder(v1) ve v1 prob́ıhá tak, že se zpracuje v1, tj. proběhne zpracuj(v1),
a pak dojde k vyvoláńı pr̊uchod̊u v př́ıpadných potomćıch vrcholu v1.

Uvažujme uspořádaný kořenový strom na obr. 20 vlevo a předpokládejme, že uspořádáńı
následńık̊u vrchol̊u je dáno t́ım, jak jsou nakresleny (zleva doprava). Pokud zpracuj(v)

vyṕı̌se č́ıselnou hodnotu uloženou ve vrcholu v a je-li r kořen, pak pr̊uchodem preorder
budou č́ısla vypsána v pořad́ı

8, 2,−3,−5, 0, 4, 7, 15, 14, 11, 20, 16, 21.

Při pr̊uchodu postorder budou vypsána v pořad́ı

−5, 0,−3, 7, 4, 2, 11, 14, 16, 21, 20, 15, 8.

U binárńıch uspořádaných stromů se někdy použ́ıvá pr̊uchod metodou inorder .
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inorder(v)

{

je-li v1 prvni potomek vrcholu v, zpracuj(v1);

zpracuj(v);

je-li v1 prvni potomek vrcholu v, zpracuj(v2).

}

Při pr̊uchodu výše uvažovaného stromu inorder budou č́ısla vypsána v pořad́ı

−5, 3, 0, 2, 4, 7, 8, 11, 14, 15, 16, 20, 21.

Shrnut́ı

Stromy jsou speciálńı grafy, které lze definovat několika ekvivalentńımi zp̊usoby, např.
jako grafy bez kružnic. Stromy maj́ı četné aplikace v informatice. Speciálńımi př́ıpady
stromů jsou m-árńı stromy, kořenové stromy, uspořádané kořenové stromy. Pro stromy
jsou odvozeny užitečné vztahy mezi jejich charakteristikami.

Pojmy k zapamatováńı

• strom, list, kostra,

• kořenový strom, úroveň vrcholu, hloubka stromu, vyvážený strom,

• m-árńı strom, uspořádaný kořenový strom, preorder, postorder, inorder.

Kontrolńı otázky

1. Co je to strom? Uved’te několik definic. Je strom totéž co kostra?

2. Proč se pojmy úrověň vrcholu a hloubka stromu zaváděj́ı až pro kořenové stromy.
Jaká je nejvěťśı možná hloubka kořenového stromu s n vrcholy?

3. Je každý m-árńı strom vyvážený?

Cvičeńı

1. Necht’ 〈〈V,E〉 , r〉 je kořenový strom a v ∈ V . Ukažte, že podgraf Gv indukovaný
množinou Vv = {u ∈ V | cesta z u do r procháźı vrcholem v} je strom (tzv.
podstrom indukovaný vrcholem v). Ukažte také, že u ∈ Vv, právě když úroveň
vrcholu u je větš́ı nebo rovna úrovni vrcholu v a existuje cesta z u do v, která
neprocháźı kořenem r.

2. Ukažte, že v úplném n-árńım stromu, který má n vrchol̊u, l list̊u a i vnitřńıch
vrchol̊u (ty, které nejsou listy) plat́ı (a) n = mi + 1, (b) l = (m − 1)i + 1, (c)
i = (l − 1)/(m− 1).

3. Jaký je nejmenš́ı počet list̊u úplného m-árńıho stromu výšky h? Jaký je nejmenš́ı
počet vrchol̊u úplného m-árńıho stromu výšky h?

Úkoly k textu

1. Dokažte podrobně Větu 4.27.

2. Dokažte, že v kořenovém stromu má každý vrchol právě jednoho rodiče.
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Řešeńı

1. Gv neobsahuje kružnici, protože je to podgraf stromu, a ten neobsahuje kružnici.
Zbývá ukázat, že Gv je souvislý. Když u,w ∈ Vv, pak dle definice cesta ta je ve
stromu jediná) z u do r i cesta z w do r procháźı vrcholem v. Vezmeme-li úseky z
u do v (z prvńı cesty) a z v do w (z druhé cesty), jejich spojeńım dostaneme cestu
z u do w. Tedy Gv je souvislý, a tedy je to strom. Vezměme u ∈ Vv. Pak existuje
cesta z u do r, která procháźı v, tedy dle definice je úroveň u je větš́ı nebo rovna
úrovni v a existuje cesta z u do v, která neprocháźı kořenem r. Když je úroveň u
je větš́ı nebo rovna úrovni v a existuje cesta z u do v, která neprocháźı kořenem
r, uvažujme cestu z u do r. Ta muśı obsahovat v. Jinak by by hloubka u byla
menš́ı než hloubka v nebo by cesta vzniklá spojeńım cesty z u do r a cesty z r do
v byla cestou z u do v, která obsahuje r (podrobně rozeberte).

2. Snadné, plyne téměř př́ımo z definic a základńıh vztah̊u.

3. Představte si, jak vypadá takový strom s nejméně vrcholy. Obsahuje kořen a v
každé z následuj́ıćıch h úrovńı má právě m vrchol̊u. Má tedy 1 + h ·m vrchol̊u
(1 kořen plus m vrchol̊u v každé z h úrovńı) a (m− 1)(h− 1) + m list̊u (v 1. až
(h− 1). úrovni po m− 1 listech, v posledńı úrovni m list̊u).
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5 Kombinatorika

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitol 5.1, 5.2 a 5.3 by student měl být znát základy
kombinatorického poč́ıtáńı. Měl by znát pravidla součtu a součinu, pojmy permutace,
variace a kombinace. Student by měl umět v základńıch úlohách samostatně provést
správnou kombinatorickou úvahu. Měl by být schopen použ́ıt pravidla součtu a součinu
k rozložeńı složitěǰśı úlohy na jednodušš́ı.

Kĺıčová slova: kombinatorika, pravidlo součtu, pravidlo součinu, permutace, permu-
tace s opakováńım, variace, variace s opakováńım, kombinace, kombinace s opakováńım

5.1 Co a k čemu je kombinatorika

Kombinatorika je jednou z nejužitečněǰśıch oblast́ı diskrétńı matematiky. Zabývá
se určováńım počtu možnost́ı (konfiguraćı), které existuj́ı za určitých předepsaných
podmı́nek. Může nás např́ıklad zaj́ımat, kolika zp̊usoby je možné vyjádřit přirozené Kombinatorika se

zabývá určováńım
počtu možnost́ı,
které mohou
nastat za
předepsaných
podmı́nek.

č́ıslo n ve tvaru součtu n1 + · · · + nk přirozených č́ısel n1, . . . , nk přičemž nezálež́ı
na pořad́ı č́ısel v součtu. Zde se jednou možnost́ı rozumı́ č́ısla n1, . . . , nk. Předepsané
podmı́nky v tomto př́ıpadě ř́ıkaj́ı, že muśı platit n1 + · · · + nk = n a dále že možnosti
n1, . . . , nk a n′1, . . . , n

′
k se považuj́ı za shodné (poč́ıtaj́ı se jako jedna možnost), pokud

se lǐśı jen pořad́ım č́ısel (např. možnosti 1, 1, 2 a 1, 2, 1 se považuj́ı za shodné, 1, 1, 2 a
1, 2, 2 nikoli). Tak např́ıklad pro č́ıslo 3 existuj́ı 3 možnosti (ty možnosti jsou 1 + 1 + 1,
1 + 2, 3), pro č́ıslo 4 existuje 5 možnost́ı (1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 2, 1 + 3, 2 + 2, 4) atd.

Pr̊uvodce studiem

V časopise BYTE Magazine kdysi vyšla následuj́ıćı zpráva. “According to ... WEB
Technologies’ vice president of sales and marketing, the compression algorithm used
by DataFiles/16 is not subject to the laws of information theory” (BYTE Maga-
zine 17(6):45, June 1992). Představitelé WEB Technologies tvrdili, že jejich kom-
presńı program DataFiles/16 komprimuje všechny typy soubor̊u na přibližně jednu
šestnáctinu jejich p̊uvodńı velikosti a že pro soubory velikosti aspoň 64KB je tato
komprese bezeztrátová. Jednoduchá kombinatorická úvaha však ukazuje, že to neńı
možné.

Uvažujme např. délku souboru 16n bit̊u. Existuje celkem 216n r̊uzných soubor̊u
délky 16n bit̊u. Každý takový soubor by podle WEB Technologies mělo být možné
zkomprimovat na výsledný soubor délky nejvýše n bit̊u. Přitom existuje právě 2k

r̊uzných soubor̊u délky k bit̊u. Tedy navzájem r̊uzných soubor̊u délky nejvýše n bit̊u
existuje 20 + 21 + 22 + · · ·+ 2n = 2n+1− 1. Protože ale 2n+1− 1 < 216n, neńı taková
komprese možná. Kompreśı totiž vyrob́ıme z daného souboru délky 16n bit̊u (těch
je 216n) některý ze soubor̊u délky nejvýše rovné n (těch je 2n+1 − 1). Proto muśı
existovat r̊uzné soubory délky 16n, které se kompreśı převedou na stejný soubor
délky nejvýše rovné n. Taková komprese tedy neńı bezeztrátová.

Kombinatorika
má použit́ı v
mnoha
praktických
oblastech našeho
života.

Př́ıklad 5.1. Předpokládejme, že heslo pro př́ıstup do databáze je posloupnost
sestávaj́ıćı z právě 5 povolených znak̊u. Mezi povolené znaky patř́ı ṕısmena a,. . . , z, A,
. . . , Z, č́ıslice 0, 1, . . . , 9. Plat́ı přitom, že heslo muśı zač́ınat ṕısmenem. Kolik existuje
r̊uzných hesel?

Protože ṕısmen je 52 (26 malých a 26 velkých) a č́ıslic je 10, použit́ım pravidla součinu
(viz dále) zjist́ıme, že hesel je 52 · 624 = 768 369 472. Neznáme-li heslo, muśıme tedy to
spávné

”
uhodnout“ z cca 768 milión̊u možných hesel. Úvahy tohoto typu muśı umět

provádět každý, kdo se zabývá bezpečnost́ı poč́ıtačových systémů.
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Př́ıklad 5.2. Uvažujme následuj́ıćı variantu hazardńı hry. Z osud́ı obsahuj́ıćıho mı́čky s
č́ısly 1,. . . , 20 jsou vylosovány 3 mı́čky. Hra spoč́ıvá v tom, že si před losováńım můžeme
vsadit na námi vybraná 3 č́ısla. Za to zaplat́ıme 10 Kč. V př́ıpadě, že uhodneme všechna
3 později vylosovaná č́ısla, vyhrajeme 20 000 Kč, jinak nevyhrajeme nic. Vyplat́ı se
vsadit si?

Vybrat 3 mı́čky z 20 je možné 2 280 zp̊usoby (je to počet kombinaćı 3 z 20, viz dále). My
si vsad́ıme na 1 takový výběr. Pravděpodobnost, že tref́ıme ten správný, je tedy 1

2280 . Z
dlouhodobého hlediska tedy vyhrajeme v 1 z 2 280 př́ıpad̊u. V takových 2 280 př́ıpadech
tedy vyhrajeme 1×20 000 = 20 000 Kč, přitom za vsázeńı utrat́ıme 2 280×10 = 22 800
Kč. Vsadit si se tedy nevyplat́ı.

Př́ıklad 5.3. Předpokládejme, že kódujeme elementárńı zprávy (zpráva může být znak
nebo nějaká posloupnost znak̊u) tak, že každou zprávu zakódujeme jako posloupnost n
symbol̊u 0 a 1, tzv. kódové slovo. Takovému kódu se ř́ıká binárńı kód délky n. Binárńı
kód délky n tedy můžeme považovat za nějakou množinu posloupnost́ı délky n, které
sestávaj́ı z 0 a 1. Např. {100, 010, 001} je binárńı kód délky 3. Ten může být použit
např. pro kódováńı výsledk̊u nějakého procesu, kde výsledek je jeden z tř́ı možných typ̊u
(prohra, remı́za, výhra; rychlost ≤ 50 km/h, rychlost > 50, ale < 70 km/h, rychlost
≥ 70 km/h), tak, že např. prohra je kódována posloupnost́ı 100, remı́za posloupnost́ı
010, výhra posloupnost́ı 001.

Prvńı otázka: Chceme-li kódovat k znak̊u binárńım kódem délky n, jaké nejmenš́ı n
muśıme zvolit, abychom zaručili možnost jednoznačného dekódováńı? Aby byl kód jed-
noznačně dekódovatelný, muśı obsahovat aspoň k posloupnost́ı. Přitom posloupnost́ı z
0 a 1, které maj́ı délku n, je právě 2n (podle pravidla součinu, viz dále). Délka n muśı
tedy splňovat k ≤ 2n, tj. log2 k ≤ n.

Druhá otázka: Předpokládejme, že na kóduj́ıćı posloupnosti 0 a 1 p̊usob́ı rušivé vlivy
a že se proto může 0 změnit na 1 a 1 změnit na 0. Takové chyby jsou ale málo časté.
Přijmeme-li posloupnost v délky n, může být zat́ıžena chybami, a nemuśı to tedy nutně
být nějaké kódové slovo. Protože předpokládáme, že chyby jsou málo časté, je intui-
tivně přirozené chápat v jako chybou změněné kódové slovo w, a to takové w, které se
ze všech kódových slov od v nejméně lǐśı. Ve výše uvedeném př́ıpadě např. 110 neńı
kódovým slovem a jemu nejbližš́ı kódová slova jsou 100 a 010. Vzdálenost́ı posloupnost́ı
přitom rozumı́me počet pozic, na kterých se lǐśı, tj. vzdálenost posloupnost́ı a1 · · · an a
b1 · · · bn je počet prvk̊u množiny {i | ai 6= bi}. Vzdálenost 110 a 100 je tedy rovna 1 (lǐśı
se právě jednou pozićı). Pokud je kód dobře navržený, může dekódováńı prob́ıhat tak,
že přijatá posloupnost w délky n se oprav́ı a výsledkem bude nejbližš́ı kódové slovo.
Jak jsme viděli, výše uvedený kód neńı dobře navržený, protože ke slovu 110 existuj́ı
dvě kódová slova (100 a 010) se stejnou vzdálenost́ı od 110. Jaký je největš́ı počet k
kódových posloupnost́ı binárńıho kódu délky n, který umožňuje opravu jednoduchých
chyb? Přitom jednoduchá chyba je ta, která vznikne změnou právě jednoho symbolu
posloupnosti (jednoduchou chybou vznikne z 001 např. 101, ale už ne 110). Uvažujme
takto: Necht’ takový kód obsahuje právě k kódových slov. Vezměme libovolné z nich a
označme ho v. Slovem v bude interpretována nejen posloupnost v, ale i každá posloup-
nost, jej́ıž vzdálenost od v je 1 (tyto posloupnosti budou opraveny na v). Posloupnost́ı,
které maj́ı od v vzdálenost 1, je právě n (chyba může být na libovolné z n pozic).
Slov, které připadaj́ı na kódové slovo v v tom smyslu, že budou po př́ıpadné opravě
jedné chyby převedeny na v, je tedy celkem 1 + n. Protože na každé z k kódových
slov takto připadá n+ 1 navzájem r̊uzných posloupnost́ı délky n a protože počet všech
posloupnost́ı nul a jedniček délky n je 2n, muśı být k · (n + 1) ≤ 2n, tedy k ≤ 2n

n+1 .
Největš́ı počet kódových posloupnost́ı binárńıho kódu délky n, který umožňuje opravu
jednoduchých chyb, je tedy 2n

n+1 . Pro n = 3 je tedy největš́ı počet 23

3+1 = 2. Kód s 3
kódovými slovy opravuj́ıćı jednoduché chyby tedy muśı mı́t délku n aspoň 4 (protože
pro délku n = 3 je největš́ı počet kódových slov 2). Výše uvedený př́ıklad tedy nelze
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spravit t́ım, že vybereme jiná kódová slova délky 3.

Uvedené př́ıklady představuj́ı typické problémy, kterými se kombinatorika zabývá.
Přesněji řečeno, kombinatorika se, jako každá oblast matematiky, zabývá obecnými
principy, které je potom možné na konkrétńı situace z praktického života použ́ıt. Tak
např́ıklad předpokládejme, že v́ıme, kolika zp̊usoby je možné vybrat dvouprvkovou
podmnožinu {x, y} z daných n prvk̊u. Označme počet těchto zp̊usob̊u D(n). Vı́me

tedy, že D(n) = n(n−1)
2 (vyzkoušejte nebo to př́ımo odvod’te). Pak je snadné spoč́ıtat,

že z 30 student̊u je možné vybrat dvojici student̊u 435 zp̊usoby (nebot’ 435 = 30·29
2 ), že

existuje právě 499 500 zp̊usob̊u jak vybrat dva mı́čky z tiśıce (499 500 = 1000·999
2 ) atd.

Upozorńıme nyńı na d̊uležitou věc. I v kombinatorice se setkáme s t́ım, že pro r̊uzné
situace odvod́ıme r̊uzné vzorce (jako výše uvedený vzorec D(n) = n(n−1)

2 ). Včas však
varujme: Střežme se mechanického použ́ıváńı vzorc̊u! V kombinatorice snad v́ıce než kde
jinde plat́ı, že k tomu, abychom byli v̊ubec schopni vybrat pro danou situaci

”
správný

vzorec“, muśıme situaci rozebrat a dokonale j́ı porozumět. Přitom toto porozuměńı je
často netriviálńı záležitost (tomu tak neńı např. u derivováńı funkćı: máme-li např́ıklad
spoč́ıtat derivaci funkce x2 · sin(x), stač́ı znát vzorce pro derivováńı x2, sin(x) a vzorec
pro derivováńı součinu funkćı; použit́ı vzorce pro úlohu spoč́ıtáńı derivace dané funkce je
tedy téměř triviálńı). Řešeńı kombinatorické úlohy se sṕı̌se podobá řešeńı slovńı úlohy:
neexistuje obecný předpis pro řešeńı. Situaci muśıme nejdř́ıve dobře porozumět, pokud
možno rozložit ji na jednodušš́ı situace a ty potom vyřešit pomoćı základńıch kombi-
natorických pravidel. Tato základńı pravidla mohou mı́t podobu vzorc̊u. Nesrovnatelně
d̊uležitěǰśı než naučit se vzorce, je ale naučit se použ́ıvat základńı kombinatorická pra-
vidla (tato pravidla jsou pravým smyslem kombinatorických vzorc̊u) a provádět kom-
binatorické úvahy. Bez porozuměńı kombinatorickým pravidl̊um nejsme schopni řešit
jiné než triviálńı kombinatorické úlohy.

5.2 Pravidla součtu a součinu

Pravidlo součtu a pravidlo součinu jsou dvě základńı kombinatorická pravidla. Mnoho
daľśıch pravidel vzniká jejich kombinováńım. Základńı

kombinatorická
pravidla jsou
pravidlo součtu a
pravidlo součinu.

Pr̊uvodce studiem

Pravidlo součtu: Lze-li úkol A provést m zp̊usoby a lze-li úkol B provést n
zp̊usoby, přičemž žádný z m zp̊usob̊u provedeńı úkolu A neńı totožný s žádným
z n zp̊usob̊u provedeńı úkolu B, pak provést úkol A nebo úkol B lze provést m+ n
zp̊usoby.

Pravidlo součtu je zjevné. Ukážeme, jak ho lze použ́ıt.

Př́ıklad 5.4. V knihovně je 5 knih, jejichž autorem je A. C. Doyle, a 10 knih, jejichž
autorkou je A. Christie. Čtenář si tedy může vybrat 15 zp̊usoby knihu, kterou napsali
A. C. Doyle nebo A. Christie. Je-li A úkol

”
vybrat knihu, jej́ıž autorem je A. C. Doyle“

a B úkol
”
vybrat knihu, jej́ıž autorem je A. Christie“, pak je m = 5 a n = 10. Přitom

přitom provést úkol A nebo úkol B znamená vybrat knihu, kterou napsali A. C. Doyle
nebo A. Christie. Podle pravidla součtu to lze právě m + n = 15 zp̊usoby. Použit́ı
pravidla součtu je oprávněné, protože žádná kniha, kterou napsal A. C. Doyle, neńı
totožná s žádnou knihou, kterou napsala A. Christie.

Př́ıklad 5.5. Množiny M a N jsou disjunktńı (tj. nemaj́ı společné prvky) a plat́ı
|M | = m a |N | = n. Kolika zp̊usoby lze vybrat prvek, který patř́ı do M nebo do N?
Jsou-li A a B po řadě úkoly

”
vybrat prvek z množiny M“ a

”
vybrat prvek z množiny
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N“, pak předpoklady pravidla součtu jsou splněny (M a N nemaj́ı společné prvky), a
proto existuje m + n zp̊usob̊u, jak vybrat prvek z M nebo N . Jinými slovy, jsou-li M
a N disjunktńı množiny, je |M ∪N | = |M |+ |N |.

Poznamenejme, že předpoklad pravidla součtu, která ř́ıká, že žádný z m zp̊usob̊u
provedeńı úkolu A neńı totožný s žádným z n zp̊usob̊u provedeńı úkolu B, je pod-
statná. Uvažujme př́ıklad 5.5, ale vezměme množiny, které nejsou disjunktńı, např.
M = {a, b, c}, N = {b, c, d, e}. Jak snadno vid́ıme, existuje 5 zp̊usob̊u, jak vybrat prvek
z M nebo N , přitom 5 6= 3 + 4 = m+ n.

Pravidlo součtu lze zobecnit na konečný počet úkol̊u: Pokud úkol A1 lze provést m1

zp̊usoby, úkol A2 lze provést m2 zp̊usoby, . . . , úkol Ak lze provést mk zp̊usoby, přičemž
po každou dvojici Ai a Aj (i 6= j) žádný z mi zp̊usob̊u provedeńı úkolu Ai neńı totožný
s žádným z mj zp̊usob̊u provedeńı úkolu Aj , pak provést úkol A1 nebo úkol A2 nebo
úkol Ak lze provést m1 +m2 + · · ·+mk zp̊usoby.

Př́ıklad 5.6. Necht’ M1, . . . ,Mk jsou konečné po dvou disjunktńı množiny. Kolik prvk̊u
má sjednoceńı M1 ∪ · · · ∪Mk? Pomoćı zobecněného pravidla součtu můžeme podobně
jako v Př́ıkladě 5.5 ukázat, že |M1 ∪ · · · ∪Mk| = |M1|+ · · ·+ |Mk|.

Pr̊uvodce studiem

Pravidlo součinu: Lze-li úkol C rozložit na po sobě následuj́ıćı úkoly A a B (tj.
provést C znamená provést nejdř́ıv A a potom B) a lze-li úkol A provést m zp̊usoby
a úkol B lze provést n zp̊usoby, pak lze úkol C provést m · n zp̊usoby.

Také pravidlo součinu je zjevné. Ukážeme ho na konkrétńıch př́ıkladech.

Př́ıklad 5.7. Kolik prvk̊u má kartézský součin M×N dvou konečných množin M a N?
Připomeňme, že M×N = {〈x, y〉 | x ∈M,y ∈ N}. Určit libovolný prvek 〈x, y〉 ∈M×N
znamená totéž, co splnit úkol

”
zvol x a zvol y“. Tento úkol lze rozložit na úkol

”
zvol x“

a úkol
”
zvol y“. Prvek x lze přitom zvolit |M | zp̊usoby, prvek y lze zvolit |N | zp̊usoby.

Podle pravidla součinu lze tedy úkol
”
zvol x a zvol y“ provést |M | · |N | zp̊usoby. Proto

|M ×N | = |M | · |N |.

Podobně jako pravidlo součtu lze i pravidlo součinu zobecnit na na konečný počet úkol̊u:
Lze-li úkol C rozložit na po sobě následuj́ıćı úkoly A1, . . . , Ak a lze-li úkol Ai provést
mi zp̊usoby (pro každé i = 1, . . . , k), pak lze úkol C provést m1 + · · ·+mk zp̊usoby.

Př́ıklad 5.8. Registračńı značka vozidla má tvar PKC CCCC, kde P, K, a C jsou
symboly a přitom P je některá z č́ıslic 1–9, K je ṕısmeno, určuj́ıćı př́ıslušnost ke kraji
(např.

”
T“ označuje Moravskoslezský kraj,

”
H“ označuje Královéhradecký apod.) a C

je některá z č́ıslic 0–9. Kolik lze v rámci jednoho kraje přidělit registračńıch značek?

Prvńı symbol lze zvolit 9 zp̊usoby, druhý symbol nelze volit, protože je v rámci kraje
pevně daný, třet́ı symbol lze zvolit 10 zp̊usoby, stejně tak lze 10 zp̊usoby zvolit čtvrtý,
pátý, šestý i sedmý symbol. Podle zobecněného pravidla součinu tedy existuje v rámci
jednoho kraje 9·10·10·10·10·10 = 9·105 (devět set tiśıc) možných r̊uzných registračńıch
značek.

Pravidla součtu a součinu se často v jedné úloze kombinuj́ı. Ukažme jednoduchý př́ıklad.

Př́ıklad 5.9. Necht’ A, B, C jsou konečné množiny, přičemž A a B jsou disjunktńı.
Kolik prvk̊u má množina (A ∪B)× C?

Úkol vybrat libovolně prvek z (A∪B)×C lze rozložit na dva následuj́ıćı úkoly
”
vyber

prvek z A ∪ B“ a
”
vyber prvek z C“ (viz př́ıklad 5.7). Přitom úkol

”
vyber prvek

z A ∪ B“ znamená
”
vyber prvek z A nebo vyber prvek z B“ a lze ho podle pravidla

součtu provést |A|+ |B| zp̊usoby (viz př́ıklad 5.5). Proto lze dále podle pravidla součinu
prvek z (A∪B)×C vybrat (|A|+ |B|) · |C| zp̊usoby, tedy |(A∪B)×C| = (|A|+ |B|) · |C|.
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5.3 Permutace, variace, kombinace

Kolika zp̊usoby lze seřadit určitý počet objekt̊u? Kolika zp̊usoby lze vybrat určitý počet
objekt̊u z daných objekt̊u, když na pořad́ı výběru zálež́ı? Co když na pořad́ı výběru
nezálež́ı? Co když se prvky ve výběru nemohou opakovat? Co když se opakovat mo-
hou? Tyto a podobné otázky se často objevuj́ı v r̊uzných kombinatorických úlohách.
Odpovědi na ně lze nalézt použit́ım pravidel součtu a součinu. Protože se však tyto
otázky objevuj́ı opravdu často, odvod́ıme si vzorce, které na některé tyto otázky od-
pov́ıdaj́ı. Vzorce, které odvod́ıme, patř́ı k základ̊um kombinatorického poč́ıtáńı. Nejprve
však ještě jednou varováńı.

Pr̊uvodce studiem

Při použ́ıváńı kombinatorických vzorc̊u, které uvedeme, je d̊uležité vzorci dobře ro-
zumět,

”
vidět do něj“, umět ho kdykoli odvodit. Důležitěǰśı než vzorce samotné

jsou totiž úvahy, které k nim vedou. Vzorec je jen symbolickým vyjádřeńım závěru
kombinatorické úvahy. Osvoj́ıme-li si odpov́ıdaj́ıćı úvahy, potřebné vzorce si nako-
nec můžeme odvodit sami (nebo je někde najdeme). Když si odpov́ıdaj́ıćı úvahy
neosvoj́ıme, budou nám nejsṕı̌s vzorce k ničemu, nebot’ je u jen trochu složitěǰśıch
úloh nebudeme umět použ́ıvat. Čtenáři proto následuj́ıćı doporučeńı: Nesnažte se
učit vzorce. Snažte se pochopit a naučte se sami provádět úvahy. Uvid́ıte, že věci
jsou ve skutečnosti jednoduché.

5.3.1 Permutace

Student si u zkoušky vybere tři otázky. Může si vybrat, v jakém pořad́ı na ně bude
odpov́ıdat. Kolik má možnost́ı? Označme otázky A, B a C. Možná pořad́ı odpov́ıdáńı
jsou ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Je jich tedy šest. Tak přicháźıme k pojmu
permutace. Permutace

nějakých prvk̊u je
jejich seřazeńı.Definice 5.10 (permutace). Permutace n (navzájem r̊uzných) objekt̊u je libovolné

seřazeńı těchto objekt̊u, tj. seřazeńı od prvńıho k n-tému. Počet permutaćı n objekt̊u
budeme značit P (n).

Věta 5.11. P (n) = n!.

D̊ukaz. Jedno, ale libovolné, seřazeńı dostaneme tak, že vybereme 1. prvek (to lze
provést n zp̊usoby), poté vybereme 2. prvek (to lze provést n − 1 zp̊usobem, protože
jeden prvek jsme již vybrali), poté vybereme 3. prvek (to lze provést n − 2 zp̊usoby),
. . . , nakonec vybereme n-tý prvek (to lze provést jedńım zp̊usobem, n−1 prvk̊u totiž již
bylo vybráno a zbývá posledńı prvek). Podle pravidla součinu lze takový výběr provést
n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 1 = n! zp̊usoby. Tedy P (n) = n!.

Seřazujeme-li objekty, z nichž některé jsou stejné, provád́ıme tzv. permutace s opa-
kováńım. U permutaćı s

opakováńım
mohou být
některé
seřazované prvky
stejné.

Definice 5.12 (permutace s opakováńım). Je dáno n objekt̊u rozdělených do r sku-
pin, které maj́ı po řadě n1, . . . , nr objekt̊u, tj. n1 + · · · + nr = n. Objekty v každé ze
skupin jsou navzájem nerozlǐsitelné. Každé seřazeńı těchto n objekt̊u se nazývá permu-
tace s opakováńım (daným parametry (n1, . . . , nr)). Počet takových permutaćı znač́ıme
P (n1, . . . , nr).

Věta 5.13. Pro n1 + · · ·+ nr = n je P (n1, . . . , nr) = n!
n1!·····nr! .
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D̊ukaz. Uvažujme libovolnou permutaci s opakováńım. Oč́ıslujme objekty v rámci každé
z r skupin tak, aby se staly rozlǐsitelnými. Pak dané permutaci s opakováńım odpov́ıdá
několik permutaćı oč́ıslovaných objekt̊u v tom smyslu, že na pozici i (1 ≤ i ≤ n) je v
permutaci s opakováńım objekt z j-té skupiny (1 ≤ i ≤ n), právě když je na pozici i v
permutaci oč́ıslovaných objekt̊u objekt, který vznikl oč́ıslováńım z některého objektu z
j-té skupiny.

Pro př́ıklad: Mějme n = 5, r = 2, n1 = 3, n2 = 2, objekty prvńı skupiny znač́ıme
A, objekty druhé skupiny znač́ıme B. Po oč́ıslováńı budeme mı́t objekty A1, A2, A3,
B1, B2. Permutaci s opakováńım ABAAB odpov́ıdá např. permutace A3B1A2A1B2, ne
však permutace A3A2A1B1B2.

Kolik permutaćı oč́ıslovaných objekt̊u odpov́ıdá každé permutaci s opakováńım? Ob-
jekty prvńı skupiny můžeme na jejich pozićıch (ty jsou pro danou permutaci s opa-
kováńım dány pevně a je jich n1) seřadit n1! zp̊usoby (tolik je permutaćı n1 prvk̊u), . . . ,
objekty r-té skupiny můžeme na jejich pozićıch seřadit nr! zp̊usoby. Protože seřazováńı
objekt̊u každé skupiny provád́ıme nezávisle na seřazováńı objekt̊u libovolné jiné sku-
piny. Proto je celkový počet permutaćı oč́ıslovaných objekt̊u, které odpov́ıdaj́ı libovolné
permutaci s opakováńım, roven n1! · · · · · nr!.
To znamená, že počet všech permutaćı oč́ıslovaných objekt̊u, tedy P (n), je n1! · · · · ·nr!-
krát větš́ı než celkový počet permutaćı s opakováńım, tedy

P (n) = (n1! · · · · · nr!) · P (n1, . . . , nr),

odkud plyne P (n1, . . . , nr) = n!
n1!·····nr! .

Př́ıklad 5.14. Kolik slov (i nesmyslných) lze sestavit přerovnáńım ṕısmen ve slově
POSTOLOPRTY? Počet slov je roven počtu seřazeńı ṕısmen slova POSTOLOPRTY.
Jde o permutace objekt̊u s opakováńım. Máme n = 11 objekt̊u (ṕısmen), které jsou
rozděleny do r = 7 skupin odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým ṕısmen̊um P, O, S, T, L, R, Y.
Počty objekt̊u v jednotlivých skupinách jsou nP = 2, nO = 3, nS = 1, nT = 2, nL = 1,
nR = 1, nY = 1. Počet slov je tedy P (2, 3, 1, 2, 1, 1, 1) = 11!

2!3!2! .

5.3.2 Variace

Na lodi jsou čtyři d̊ustojńıci. Z nich je třeba jmenovat kapitána a jeho zástupce. Kolika
zp̊usoby to lze provést? Označme d̊ustojńıky ṕısmeny A, B, C, D. Pak existuje těchto
12 zp̊usob̊u: AB (A je kapitán, B jeho zástupce), AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD,
DA, DB, DC. Variace je výběr,

u kterého zálež́ı
na pořad́ı
vyb́ıraných prvk̊u.

Definice 5.15 (variace). Je dáno n (navzájem r̊uzných) objekt̊u a č́ıslo r ≤ n. Variace
r (objekt̊u) z n (objekt̊u) je libovolný výběr r objekt̊u z daných n objekt̊u, ve kterém
zálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných objekt̊u. Počet takových variaćı znač́ıme V (n, r).

Ve výše uvedeném př́ıkladu je n = 4 (máme 4 objekty) a r = 2 (vyb́ıráme dva objekty).
Variace BA je výběr, ve kterém je jako prvńı vybrán objekt B a jako druhý objekt A.
Variace BA a AB jsou r̊uzné (zálež́ı na pořad́ı). Celkem existuje 12 takových variaćı,
tj. V (4, 2) = 12.

Věta 5.16. V (n, r) = n · (n− 1) · · · · · (n− r + 1).

D̊ukaz. Každá variace je dána t́ım, jaké objekty jsou na 1., 2., . . . , r-tém mı́stě. Objekt
na 1. mı́stě lze zvolit n zp̊usoby (vyb́ıráme z n objekt̊u), objekt na 2. mı́stě pak n− 1
zp̊usoby (vyb́ıráme z n− 1 objekt̊u, protože jeden objekt je už na 1. mı́stě), . . . , objekt
na r-tém mı́stě lze vybrat n − r + 1 zp̊usoby (tolik objekt̊u je3tě k výběru zbývá).
Podle pravidla součinu je tedy celkový počet takto provedených výběr̊u, tj. počet všech
variaćı, n · (n− 1) · · · · · (n− r + 1).
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Poznámka 5.17. Všimněme si, že V (n, r) = n!
(n−r)! . Skutečně,

n!

(n− r)!
=
n · (n− 1) · · · (n− r + 1) · (n− r) · · · 1

(n− r) · · · 1
= n · (n− 1) · · · (n− r+ 1) = V (n, r)

Všimněte si také, že V (n, n) = n! = P (n), tj. počet variaćı n a n je stejný jako
počet permutaćı n objekt̊u. To neńı náhoda. Variace n a n je vlastně výběr n prvk̊u
z n prvk̊u, ve kterém zálež́ı na pořad́ı. Je to tedy uspořádáńı, tj. permutace, n prvk̊u
(prvńı vybraný prvek je v daném uspořádáńı na prvńım mı́stě, . . . , n-tý vybraný prvek
je v daném uspořádáńı na n-tém mı́stě).

Výběry, ve kterých se prvky mohou opakovat, nazýváme variace s opakováńım. U variaćı s
opakováńım m̊uže
být každý prvek
vybrán
několikrát.

Definice 5.18 (variace s opakováńım). Jsou dány objekty n r̊uzných typ̊u. Objekt̊u
každého typu je neomezeně mnoho a jsou navzájem nerozlǐsitelné. Variace r (objekt̊u)
z n (objekt̊u) s opakováńım je libovolný výběr r objekt̊u z daných objekt̊u n typ̊u, ve
kterém zálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných objekt̊u. Počet takových variaćı znač́ıme V (n, r).

Protože jsou prvky jednotlivých typ̊u nerozlǐsitelné, jsou dvě variace s opakováńım
stejné, právě když maj́ı na odpov́ıdaj́ıćıch si mı́stech (prvńım až r-tém) objekty stejných
typ̊u.

Věta 5.19. V (n, r) = nr.

D̊ukaz. Prvńı prvek můžeme vybrat n zp̊usoby, druhý prvek můžeme vybrat n zp̊usoby,
. . . , r-tý můžeme vybrat n zp̊usoby. Podle pravidla součinu lze tedy výběr provést
n · · · · · n = nr zp̊usoby.

Př́ıklad 5.20. Zámek na kolo s kódem má pro nastaveńı kódu tři otáčećı kolečka.
Na každém z nich lze nastavit č́ıslice 0, 1, . . . , 9. Předpokládejme, že nastaveńı a
zkouška jedné č́ıselné kombinace trvá 2 sekundy. Jak dlouho trvá v pr̊uměrném př́ıpadě
otevřeńı zámku, neznáme-li správnou č́ıselnou kombinaci (pr̊uměrný př́ıpad definujeme
jako aritmetický pr̊uměr nejlepš́ıho a nejhorš́ıho př́ıpadu)?

Č́ıselné kombinace jsou 000 až 999. Jsou to tedy variace 3 z 10 s opakováńım (3 pozice,
10 č́ıslic). Těch je 103 = 1000. V nejlepš́ım př́ıpadě nastav́ıme správnou kombinaci už
v 1. pokusu (to trvá 2 sekundy), vnejhorš́ım až v 1000. pokusu (to trvá 2000 sekund).
V pr̊uměrném př́ıpadě je to tedy 1000

2 = 500 sekund (což je 8 minut a 20 sekund).

Poznámka 5.21. Variace s opakováńım bychom mohli definovat jinak, a to následovně:
Je dáno n (navzájem r̊uzných) objekt̊u a č́ıslo r. Variace r (objekt̊u) z n (objekt̊u) s
opakováńım (definovaná alternativně) je libovolný výběr r objekt̊u z daných n objekt̊u,
ve kterém zálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných objekt̊u a ve kterém se prvky po výběru vracej́ı
mezi prvky, ze kterých se vyb́ırá. Uvědomme si, že zp̊usob výběru zde je jiný, než v
Definici 5.18. Důležité však je, že počet variaćı s opakováńım je i v tomto př́ıpadě
V (n, r) (ověřte).

Př́ıklad 5.22. Z mı́sta A je třeba předávat na mı́sto B zprávu o tom, jak dopadla
akce konaná v mı́stě A. Přitom existuje celkem 20 000 možných výsledk̊u té akce.
Předpokládejme, že pro zakódováńı výsledku se použije posloupnost k = 2 r̊uzných
symbol̊u (např. 0 a 1), která má délku d. Jaká je nejmenš́ı délka takové posloupnosti?
Jak to bude při jiných počtech symbol̊u k = 3, 4, 5?

Jde o to, naj́ıt nejmenš́ı délku d tak, aby posloupnost́ı k symbol̊u bylo aspoň 20000,
tj. aby každý výsledek mohl být nějakou posloupnost́ı zakódován. Výb́ıráme-li z k
symbol̊u posloupnost délky d, vyb́ıráme vlastně variaci d z k s opakováńım. Takových
posloupnost́ı je tedy V (k, d) = kd. Chceme tedy naj́ıt nejmenš́ı d tak, aby kd ≥ 20000.
Pro k = 2 je d = 15, pro k = 3 je d = 10, pro k = 4 je d = 8, pro k = 5 je d = 7.
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5.3.3 Kombinace

V táboře jsou 4 muži (označme je A, B, C, D). Kolika zp̊usoby z nich lze vybrat
dvoučlennou hĺıdku? Výběr hĺıdky je dán výběrem dvou z nich, tedy dvouprvkovou
podmnožinou množiny {A,B,C,D}. Hĺıdky tedy mohou být {A,B}, {A,C}, {A,D},
{B,C}, {B,D}, {C,D}, je jich tedy 6. Kombinace je

výběr, u kterého
nezálež́ı na
pořad́ı vyb́ıraných
prvk̊u.

Definice 5.23 (kombinace). Je dáno n (navzájem r̊uzných) objekt̊u a č́ıslo r ≤ n.
Kombinace r (objekt̊u) z n (objekt̊u) je libovolný výběr r objekt̊u z daných n objekt̊u,
ve kterém nezálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných objekt̊u. Počet takových kombinaćı znač́ıme(
n
r

)
.

Č́ısla
(
n
r

)
se nazývaj́ı kombinačńı č́ısla a označuj́ı se také C(n, r) (čte se “en nad er”).

Ve výše uvedeném př́ıkladu je n = 4 (máme 4 objekty) a r = 2 (vyb́ıráme dva objekty).
Kombinace {A,C} je výběr, ve kterém jsou vybrány A a C. Celkem existuje 6 takových
kombinaćı, tj.

(
4
2

)
= 6.

Věta 5.24.
(
n
r

)
= n!

(n−r)!r! .

D̊ukaz. Vı́me, že V (n, r) = n!
(n−r)! . Uvědomme si, že každé kombinaci r z n odpov́ıdá

tolik variaćı r z n, kolika zp̊usoby lze uspořádat r vybraných objekt̊u (u kombinace
zálež́ı jen na vybraných objektech, ne na jejich uspořádáńı, kdežto u variace zálež́ı i
na jejich uspořádáńı). Např. kombinaci {A,B,C} odpov́ıdaj́ı variace ABC, ACB, BAC,
BCA, CAB, CBA. Existuje r! zp̊usob̊u, jak uspořádat r objekt̊u. Je tedy

počet kombinaćı r z n krát počet uspořádáńı r objekt̊u = počet variaćı r z n,

tj. (
n

r

)
· r! = V (n, r).

Odtud
(
n
r

)
= V (n,r)

r! = n!
(n−r)!r! .

Př́ımo z odvozeného vzorce plyne (
n

r

)
=

(
n

n− r

)
.

Skutečně,
(
n
n−r
)

= n!
(n−(n−r))!(n−r)! = n!

(n−r)!r! =
(
n
r

)
. Dále plat́ı, že(

n

n

)
= 1 a

(
n

0

)
= 1.

Poznámka 5.25. Vzorec pro
(
n
r

)
lze odvodit také takto. Oč́ıslujme n objekt̊u, ze

kterých vyb́ıráme, č́ısly 1 až n. Kombinaci r z n můžeme vyjádřit jako řetězec n nul
a jedniček, který obsahuje právě r jedniček, přičemž na i-tém mı́stě toho řetězce je 1,
právě když se v dané kombinaci nacháźı i-tý prvek. Např. jsou-li a, b, c, d prvńı až
čtvrtý prvek a, pak řetězci 0110 odpov́ıdá kombinace {b, c}. Takový řetězc̊u existuje
právě tolik, kolik existuje permutaćı n prvk̊u s opakováńım, které jsou rozděleny do
dvou skupin obsahuj́ıćıch r prvk̊u (jedničky) a n− r prvk̊u (nuly). Takových permutaćı
je podle věty 5.13 n!

(n−r)!r! .

Př́ıklad 5.26. Kolika zp̊usoby lze vybrat 4 předměty z nab́ıdky 10 volitelných
předmět̊u? Výběr předmět̊u je kombinace 4 z 10. Výběr lze tedy provést

(
10
4

)
= 10!

6!·4! =
10·9·8·7

4·3·2 = 210 zp̊usoby.
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Řekneme si ted’ dva užitečné vztahy. Prvńım z nich je, že pro k < n plat́ı(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
. (19)

Odvod’me to:
(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
= (n−1)!

(k−1)!(n−k)! + (n−1)!
k!(n−k−1)! = k·(n−1)!+(n−k)·(n−1)!

k!(n−k)! =
(k+(n−k))·(n−1)!

k!(n−k)! = n!
k!(n−k)! =

(
n
k

)
.

Druhým je tzv. binomická věta.

Věta 5.27. Pro libovolná a, b ∈ R a nezáporné celé č́ıslo n plat́ı

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk. (20)

D̊ukaz. Matematickou indukćı. Mı́sto d̊ukazu této věty uvedeme d̊ukaz jej́ıho d̊usledku,
viz ńıže.

Věta 5.28. Pro reálné č́ıslo x a nezáporné celé n je

(1 + x)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk. (21)

D̊ukaz. Věta je d̊usledkem binomické věty. Uvedeme př́ımý d̊ukaz.

Dokážeme to indukćı přes n.

Indukčńı předpoklad: Pro n = 0 je tvrzeńı zřejmé. Např. pro n = 0 je (1 + x)0 = 1 a∑0
k=0

(
n
k

)
xk =

(
0
0

)
x0 = 1.

Indukčńı krok: Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n − 1, tj. (1 + x)n−1 =∑n−1
k=0

(
n−1
k

)
xk, a dokažme ho pro n. Máme

(1 + x)n = (1 + x)(1 + x)n−1 = (1 + x)

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk =

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk+1 =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk +

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xk =

=

(
n− 1

0

)
x0 +

n−1∑
k=1

(

(
n− 1

k − 1

)
xk +

(
n− 1

k − 1

)
xk) +

(
n− 1

n− 1

)
xn =

= x0 +

n−1∑
k=1

(

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k − 1

)
)xk + xn =

=

(
n

0

)
x0 +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
xk +

(
n

n

)
xn =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.

Přitom jsme použili vzorec (19).

Podobně lze dokázat následuj́ıćı, obecněǰśı verzi: Pro libovolná a, b ∈ R a nezáporné
celé č́ıslo n plat́ı

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk. (22)

Binomická věta má řadu použit́ı.
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Př́ıklad 5.29. Určeme (x2 + 2y)5. Dle obecněǰśı podoby binomické věty je

(x3 + 2y)5 =

(
5

0

)
(x3)5(2y)0 +

(
5

1

)
(x3)4(2y)1 +

(
5

2

)
(x3)3(2y)2 +(

5

3

)
(x3)2(2y)3 +

(
5

4

)
(x3)1(2y)4 +

(
5

5

)
(x3)0(2y)5 =

=

(
5

0

)
x15 +

(
5

1

)
x122y +

(
5

2

)
x94y2 +(

5

3

)
x68y3 +

(
5

4

)
x316y4 +

(
5

5

)
32y5 =

= x15 + 10x12y + 40x9y2 + 80x6y3 + 80x3y4 + 32y5.

Př́ıklad 5.30 (počet podmnožin n-prvkové množiny). Dosazeńım x = 1 dostáváme

2n =

n∑
k=0

(
n

k

)
=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
.

Protože
(
n
k

)
je počet všech k-prvkových podmnožin n-prvkové množiny, udává součet

vpravo počet 0-prvkových plus počet 1-prvkových plus . . . plus počet n-prvkových, tj.
počet všech podmnožin n-prvkové množiny. Pomoćı binomické věty tedy vid́ıme, že je
roven 2n.

K tomu lze ale doj́ıt i takto: Seřad’me prvky dané n-prvkové množiny za sebe.
Představme si n pozic, které odpov́ıdaj́ı 1., 2.,. . . , n. prvku. Do pozic budeme umı́st’ovat
0 a 1. Podmnožiny jednoznačně odpov́ıdaj́ı umı́stěńım 0 a 1 do těchto pozic: je-li na
i-té pozici 1, pak i-tý prvek patř́ı do dané podmnožiny, je-li tam 0, pak do ńı nepatř́ı.
Podmnožin n-prvkové množiny je tedy právě tolik, kolika zp̊usoby lze do n pozic umı́stit
nuly a jedničky. Tento počet je roven počtu variaćı n ze 2 (vyb́ıráme z {0, 1}), tedy je
to V (n, 2) = 2n.

Zp̊usob̊u, jak
vyřešit
kombinatorický
problém, bývá
několik.

Pr̊uvodce studiem

Počet všech podmnožin n-prvkové množiny je 2n. Lze k tomu doj́ıt několika zp̊usoby.
Dva z nich jsme ukázali v Př́ıkladu 5.30. Taková situace, kdy k jednomu výsledku
můžeme doj́ıt několika zp̊usoby, je pro kombinatoriku typická. Různé zp̊usoby od-
pov́ıdaj́ı r̊uzným pohled̊um na věc. Např́ıklad u počtu všech podmnožin byl prvńı
zp̊usob “sečti počty všech 0-prvkových, 1-prvkových, . . . , n-prvkových podmnožin”,
druhý zp̊usob byl “představ si podmnožiny jako posloupnosti nul a jedniček a urči
počet těchto posloupnost́ı”. Obecný návod, jak si problém vhodně představit, neńı.
Zálež́ı jen na naš́ı představivosti.

Výběr, ve kterém nezálež́ı na pořad́ı prvk̊u a ve kterém se prvky mohou opakovat, se
nazývá kombinace s opakováńım. Vede k tomu následuj́ıćı úloha. V obchodě maj́ı 4 typy
zákusk̊u (věnečky, řezy, špičky a trubičky). Máme koupit 6 zákusk̊u. Kolika zp̊usoby
to lze provést? Jeden možný zp̊usob je koupit 6 věnečk̊u, daľśı je koupit 6 větrńık̊u,
daľśı je koupit 2 větrńıky a 4 řezy, daľśı je koupit věneček, řez, špičku a 3 větrńıky
atd. Důležité je, zaprvé, že pořad́ı zákusk̊u v nákupu je nepodstatné, a zadruhé, že v
nákupu mohou být zákusky stejného typu (zákusky se mohou opakovat). U kombinaćı s

opakováńım m̊uže
být každý prvek
vybrán
několikrát.

Definice 5.31 (kombinace s opakováńım). Jsou dány objekty n r̊uzných typ̊u. Ob-
jekt̊u každého typu je neomezeně mnoho a jsou navzájem nerozlǐsitelné. Kombinace r
(objekt̊u) z n (objekt̊u) s opakováńım je libovolný výběr r objekt̊u z daných objekt̊u
n typ̊u, ve kterém nezálež́ı na pořad́ı vyb́ıraných objekt̊u. Počet takových kombinaćı
znač́ıme C(n, r).
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Že jsou objekty jednotlivých typ̊u nerozlǐsitelné, znamená, že dvě kombinace s opa-
kováńım považujeme za stejné, právě když pro každý z n typ̊u obsahuj́ı stejné počty
objekt̊u toho typu. U př́ıkladu se zákusky to např. znamená, že každé dva nákupy obsa-
huj́ıćı dva větrńıky a čtyři špičky, považujeme za stejné (byt’ v jednom nákupu mohou
být jiné dva věnečky než ve druhém).

Věta 5.32. C(n, r) =
(
n+r−1
n−1

)
.

D̊ukaz. Pod́ıvejme se na výběr takhle. Máme n přihrádek, které odpov́ıdaj́ı typ̊um
objekt̊u. Vybrat kombinaci r z n s opakováńım znamená umı́stit do těchto přihrádek
celkem r kuliček. Počet kuliček v i-té přihrádce můžeme totiž chápat jako počet objekt̊u
typu i, které jsme vybrali. Hledaný počet kombinaćı C(n, r) je tedy stejný jako počet
umı́stěńı r kuliček do n přihrádek.

Abychom určili počet takových umı́stěńı, budeme každé umı́stěńı reprezentovat po-
sloupnost́ı nul (reprezentuj́ı přepážky mezi přihrádkami) a jedniček (reprezentuj́ı
kuličky). Např. pro n = 4 a r = 6 řetězec 101100111 reprezentuje umı́stěńı, kdy je
v prvńı přihrádce 1 kulička, ve druhé 2 kuličky, ve třet́ı 0 kuliček, ve čtvrté 3 kuličky.
Tedy: prvńı jednička reprezentuje 1 kuličku v prvńı přihrádce; následuj́ıćı nula repre-
zentuje přepážku; následuj́ıćı dvě jedničky reprezentuj́ı 2 kuličky ve druhé přihrádce;
následuj́ıćı nula reprezentuje přihrádku mezi druhou a třet́ı přihrádkou; pak nenásleduje
žádná jednička (tj. třet́ı přihrádka neobsahuje žádnou kuličku), ale hned daľśı nula re-
prezentuj́ıćı přepážku mezi třet́ı a čtvrtou přihrádkou; následuj́ı tři jedničky reprezen-
tuj́ıćı 3 kuličky ve čtvrté př́ıhrádce. Protože máme n− 1 přepážek a r kuliček, je každé
umı́stěńı reprezentováno řetězcem délky n+ r− 1, ve kterém je n− 1 nul a r jedniček.
Každý takový řetězec je určen t́ım, na kterých jeho n−1 pozićıch z 1.,. . . ,(n+ r−1)-té
pozice jsou nuly (na ostatńıch pozićıch jsou totiž jedničky). Výběr n− 1 pozic pro nuly
z celkového počtu n+r−1 pozic je kombinace n−1 z n+r−1, a těch je podle věty 5.24(
n+r−1
n−1

)
.

Př́ıklad 5.33. Vrat’me se k zákusk̊um (viz výše). Výběr 6 zákusk̊u ze 4 druh̊u zákusk̊u
je kombinace 6 z 4 s opakováńım. Těch je podle Věty 5.32 C(n, r) =

(
n+r−1
n−1

)
=(

4+6−1
4−1

)
=
(

9
3

)
= 9!

6!3! = 84.

Poznámka 5.34. Zastavme se u pojmů permutace s opakováńım, variace s opakováńım
a kombinace s opakováńım. Ve všech př́ıpadech máme vlastně objekty rozděleny do
několika typ̊u. Zat́ımco však u permutaćı s opakováńım je objekt̊u každého typu
předepsaný počet a tyto počty mohou být pro r̊uzné typy r̊uzné, u variaćı i kombi-
naćı s opakováńım je objekt̊u každého typu neomezeně mnoho.

5.3.4 Daľśı výběry

Permutace, variace a kombinace jsou základńı typy výběr̊u. Ukázali jsme si základńı
typy úvah, které vedou ke stanoveńı jejich počtu. Prakticky se však můžeme setkat s
př́ıklady složitěǰśımi, ve kterých úvahy o permutaćıch, variaćıch a kombinaćıch můžeme
využ́ıt.

Př́ıklad 5.35. Ligu hraje 14 týmů. Výsledek ligy je dán t́ım, které týmy obsad́ı 1., 2.
a 3. mı́sto a které 2 týmy sestouṕı do nižš́ı soutěže. Kolik je možných výsledk̊u ligy?

Výsledek ligy je dán výběrem týmů na 1.-3. mı́stě a výběrem týmů, které sestupuj́ı.
Týmy na 1.-3. mı́stě jsou tři a vyb́ıráme je z 14 týmů, přitom na pořad́ı výběru zálež́ı.
Jde tedy o variace 3 z 14 a je jich V (14, 3). Po jejich výběru vybereme ze zbývaj́ıćıch
11 týmů dva, které sestouṕı. Zde na pořad́ı nezálež́ı. Jde tedy o kombinace 2 z 11 a je
jich

(
11
2

)
. Podle pravidla součinu je celkově V (14, 3) ·

(
11
2

)
možných výsledk̊u ligy.
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Můžeme ale také postupovat obráceně, tj. nejdř́ıv vybrat ze 14 dva sestupuj́ıćı týmy a
pak ze zbylých 12 vybrat 3 medailisty. Tak dostaneme

(
14
2

)
·V (12, 3) možnost́ı. Výsledek

je ale stejný jako u prvńı úvahy, protože(
14

2

)
· V (12, 3) =

14 · 13

2
· 12 · 11 · 10 =

14 · 13 · 12 · 11 · 10

2
=

= 14 · 13 · 12 · 11 · 10

2
= V (14, 3) ·

(
11

2

)
.

Př́ıklad 5.36. Kolika r̊uznými zp̊usoby lze kolem kulatého stolu se 6 židlemi posadit
6 osob? Přitom dvě posazeńı, která se lǐśı jen pootočeńım, považujeme za shodná.

Označmě osoby A, B, C, D, E, F. Kdyby i dvě posazeńı lǐśıćı se pootočeńım, byla
považována za r̊uzná, pak by počet všech posazeńı byl stejný jako počet všech permu-
taćı 6 objekt̊u, tj. P (6) = 6!. Kruhové uspořádáńı kolem stolu by totiž nehrálo roli.
Kolem stolu je 6 mı́st, můžeme jim ř́ıkat 1., 2., . . . , 6. mı́sto. Otázka by pak byla, kolika
zp̊usoby můžeme umı́stit 6 osob na 6 mı́st, tj. vlastně kolika zp̊usoby lze uspořádat 6
osob. Odpověd’ je pak zjevně P (6). Považujeme-li však posazeńı za shodná, právě když
lze z jednoho do druhého přej́ıt pootočeńım, bude celkový počet posazeńı menš́ı. Do-
jdeme k němu např. následovně. Kruhové posazeńı kolem stolu “roztrhneme” a zaṕı̌seme
lineárně. Např. ABCFDE je zápis, kdy A sed́ı na 1. židi, . . . , E sed́ı na 6. židli. Po-
stupným otáčeńım tohoto posazeńı o 0 až 5 židĺı dostaneme celkem 6 jeho zápis̊u: AB-
CFDE, BCFDEA, CFDEAB, FDEABC, DEABCF, EABCFD. Celkový počet zápis̊u je
tedy 6 krát větš́ı než počet posazeńı. Protože zápis̊u je P (6), je hledaný počet posazeńı
P (6)

6 = 6!
6 = 5!.

Př́ıklad 5.37. Kolik existuje posloupnost́ı n nul a k jedniček, ve kterých žádné dvě
jedničky nejsou vedle sebe?

Představme si posloupnost n nul. Na začátku, mezi nulami a na konci této posloupnosti
je celkem n + 1 mı́st (např. pro posloupnost 000 jsou to mı́sta 0 0 0 ). Libovolnou
posloupnost n nul a k jedniček, která splňuje požadované podmı́nky, tak, že na vzniklých
n + 1 mı́st umı́st́ıme k jedniček. Takových možnost́ı je právě tolik, kolika zp̊usoby
můžeme z n + 1 mı́st (mezi nulami) vybrat k mı́st (na každé z nich dáme jedničku),
tedy právě

(
n+1
k

)
. Počet hledaných posloupnost́ı je tedy

(
n+1
k

)
.

Shrnut́ı

Kombinatorika se zabývá zjǐst’ováńım počtu možnost́ı, které mnohou nastat za předem
daných podmı́nek. Základńı kombinatorická pravidla jsou pravidlo součtu a pravidlo
součinu. Pomoćı nich se daj́ı určit např. počty možnost́ı r̊uzných typ̊u výběr̊u. Mezi
základńı typy výběr̊u patř́ı permutace, variace a kombinace. Permutace n prvk̊u je
jejich libovolné uspořádáńı. Variace k prvk̊u z n prvk̊u je libovolný výběr k prvk̊u z
n prvk̊u, ve kterém na pořad́ı vyb́ıraných prvk̊u zálež́ı. Kombinace k prvk̊u z n prvk̊u
je libovolný výběr k prvk̊u z n prvk̊u, ve kterém na pořad́ı vyb́ıraných prvk̊u nezálež́ı.
Variace a kombinace s opakováńım jsou podobné výběry, ve kterých se vyb́ırané prvky
mohou opakovat.

Pojmy k zapamatováńı

• pravidla součtu a součinu,

• permutace a permutace s opakováńım,

• variace a variace s opakováńım,

• kombinace a kombinace s opakováńım.
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Kontrolńı otázky

1. Co ř́ıká pravidlo součtu? Co ř́ıká pravidlo součinu?

2. Čı́m se lǐśı permutace a variace? Čı́m se lǐśı variace a kombinace?

3. Čı́m se lǐśı permutace a permutace s opakováńım? Čı́m se lǐśı variace a variace s
opakováńım? Čı́m se lǐśı kombinace a kombinace s opakováńım?

4. Čı́m se lǐśı aspekt opakováńı u permutaćı s opakováńım, variaćı s opakováńım a
kombinaćı s opakováńım?

Cvičeńı

1. Kolik existuje v soustavě o základu n nezáporných č́ısel, které maj́ı právě k č́ıslic?

2. Kolik r̊uzných slov lze źıskat z akronymu WYSIWYG?

3. Dokažte matematickou indukćı, že
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
pro všechna n ∈ N a

k = 0, 1, . . . , n.

4. Definujme indukćı P 1(X) = P (X) a pro n > 1 Pn(X) = P (Pn−1(X)). Je-li
množina X konečná, kolik prvk̊u má Pn(X)?

5. Kolik má n-prvková množina m-prvkových podmnožin (m < n)?

6. Kolik existuje funkćı m prvkové do n prvkové množiny?

7. Kolik existuje injektivńıch funkćı z m prvkové do n prvkové množiny?

8. Kolik existuje n-árńıch operaćı na m-prvkové množině? Kolik z nich je injek-
tivńıch? Kolik jich je surjektivńıch?

9. Krotitel má do arény přivést za sebou jdoućıch 5 lv̊u a 4 tygry. Přitom žádńı dva
tygři nesmı́ j́ıt bezprostředně za sebou (muśı mezi nimi být lev). Kolika zp̊usoby
to lze provést? Na pořad́ı tygr̊u i lv̊u zálež́ı.

10. Rozeberte předchoźı cvičeńı pro př́ıpad n lv̊u a k tygr̊u.

11. Na poličce je 12 knih. Kolika zp̊usoby lze vybrat 5 z nich tak, aby žádné dvě z
vybraných nestály vedle sebe? Jak je to při výběru k knih z n?

Úkoly k textu

1. U Př́ıklad̊u 5.1, 5.2, 5.3 zd̊uvodněte použité kombinatorické úvahy.

2. Vrat’me se k Př́ıkladu 5.3. Jaký je největš́ı počet k kódových posloupnost́ı
binárńıho kódu délky n, který umožňuje opravu až t-násobných chyb? t-násobnou
chybou vznikne z daného slova slovo, které se od daného lǐśı právě v t pozićıch.
Př́ıklad 5.3 tedy dává odpověd’ pro t = 1. [Odpověd’: 2n

1+n+(n2)+···+(nr)
.]

3. Vrat’me se k Př́ıkladu 5.8. Navrhněte r̊uzné tvary registračńıch značek a pro
každý tvar spoč́ıtejte odpov́ıdaj́ıćı počet značek, které lze přidělit. Jaké pravidlo
pro návrh tvaru registračńıch značek plyne?

4. Zd̊uvodněte podrobně Větu 5.13.

5. Zd̊uvodněte podrobně Větu 5.16.

6. Zd̊uvodněte podrobně Větu 5.24.

Promyslete si a zd̊uvodněte d̊ukaz Věty 5.32.
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Řešeńı

1. (n− 1) · nk−1.
Návod: Jako prvńı č́ıslici lze použ́ıt n−1 č́ıslic (nelze 0), na každou z daľśıch k−1
pozic pak n č́ıslic. Podle principu součinu to lze celkem (n− 1) · nk−1 zp̊usoby.

2. 1260.
Návod: Je to P (2, 2, 1, 1, 1).

3. Dokažte matematickou indukćı, že
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
pro všechna n ∈ N a

k = 0, 1, . . . , n.

4. Označme k = |X|. Pak |P 1(X)| = 2k, |P 2(X)| = 22k , atd. Obecně je |Pn(X)| =

22

...
k

(dvojka je tam k krát).

5.
(
n
m

)
, je to právě počet kombinaćı m z n.

6. V (n,m) = nm.
Návod: Mějme X = {x1, . . . , xm}, Y = {y1, . . . , yn}. Libovolná funkce f je dána
uspořádanou m-tićı 〈f(x1), . . . , f(xm)〉 hodnot f(xi) ∈ Y . Výběr každé takové
m-tice je variace m z n s opakováńım. Těch je V (n,m) = nm.

7. Pro m ≤ n existuje V (n,m) injektivńıch funkćı, pro m > n žádná.
Návod: Viz předchoźı cvičeńı, jde o variace bez opakováńı.

8. mmn
.

Návod: Pro |X| = m je to počet zobrazeńı množiny Xn do množiny X. Protože
|Xn| = mn, je jich nm

n
(viz předchoźı cvičeńı).

9. Existuje 43200 zp̊usob̊u.
Návod: Lvy lze rozmı́stit P (5) = 5! = 120 zp̊usoby. Zbývá 6 mı́st pro umı́stěńı
tygr̊u (na začátku, mezi lvy a na konci). Do nich lze tygry umı́stit V (6, 4) = 360
zp̊usoby. Podle pravidla součinu existuje celkem 120 · 360 = 43200 zp̊usob̊u.

10. Pro k ≤ n+ 1 existuje P (n) · V (n+ 1, k) zp̊usob̊u. Pro k > n+ 1 takový zp̊usob
neexistuje.

11. Existuje 56 možnost́ı. V obecném př́ıpadě existuje
(
n+k−1

k

)
možnost́ı (pokud

2k − 1 ≤ n, jinak žádná možnost neexistuje).
Návod: Každý každý takový výběr k knih z n knih můžeme reprezentovat po-
sloupnost́ı k jedniček (na pozićıch vybraných knih) a n−k nul (na pozićıch nevy-
braných knih), ve které se nevyskytuj́ı soused́ıćı jedničky (vybrané knihy nestoj́ı
vedle sebe). Těch je podle Př́ıkladu 5.37

(
n−k+1

k

)
.

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitol 5.4 a ?? by student měl být znát princip inkluze
a exkluze a umět ho použ́ıt. Dále by měl znát základy poč́ıtáńı pravděpodobnost́ı. Stu-
dent by měl umět v základńıch úlohách samostatně provést správnou kombinatorickou
úvahu.

Kĺıčová slova: princip inkluze a exkluze, pravděpodobnost, poč́ıtáńı pravděpodobnosti

5.4 Princip inkluze a exkluze

V nab́ıdce volitelných předmět̊u je němčina a angličtina. Němčinu si zvolilo 15 student̊u,
angličtinu 30 student̊u. 5 student̊u si zvolilo němčinu i angličtinu. Kolik student̊u si jako
volitelný předmět vybralo ciźı jazyk (tj. němčinu nebo angličtinu)? Označme N a A
po řadě množiny student̊u, kteř́ı si zapsali němčinu a angličtinu. Sečteme-li |N | (počet
těch, kteř́ı si zapsali němčinu) a |A| (počet těch, kteř́ı si zapsali angličtinu), poč́ıtáme
dvakrát ty, kteř́ı si zapsali němčinu i angličtinu (těch je |N ∩ A|). Ty tedy muśıme od
|N |+ |A| odeč́ıst. Počet |N ∪A| těch, kteř́ı si zapsali němčinu nebo angličtinu je tedy

|N ∪A| = |N |+ |A| − |N ∩A| = 15 + 30− 5 = 40.
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Jiný př́ıklad: Na jisté univerzitě je 56 učitel̊u členy americké informatické společnosti
ACM (Association for Computing Machinery). Členové ACM si mohou přikoupit
členstv́ı v některé z tzv. special interest group (SIG, SIG jsou součásti ACM). Ze
zmı́něných 56 učitel̊u jich je 20 členy SIGMOD (Special Interest Group on Manage-
ment of Data), označme jejich množinu A1; 15 členy SIGIR (Special Interest Group on
Information Retrieval), označme jejich množinu A2; 20 členy SIGKDD (Special Interest
Group on Knowledge Discovery in Data), označme jejich množinu A3. Dále je známo,
že 10 jich je členy SIGMOD i SIGIR, 8 jich je členy SIGMOD i SIGKDD, 7 jich je
členy SIGIR i SIGKDD, 4 jsou členy SIGMOD, SIGIR i SIGKDD. Kolik z 56 člen̊u
ACM je členem některé z SIGMOD, SIGIR, SIGKDD? Ptáme se vlastně, kolik prvk̊u
má množina A1∪A2∪A3, přitom známe |A1|, |A2|, |A3|, |A1∩A2|, |A1∩A3|, |A2∩A3|
a |A1 ∩ A2 ∩ A3|. Pokud bychom pouze sečetli |A1| + |A2| + |A3|, pak jsou dvakrát
započ́ıtáni ti z A1 ∩ A2, z A1 ∩ A3 a z A2 ∩ A3, a dokonce třikrát jsou započ́ıtáni ti z
A1 ∩A2 ∩A3. To svád́ı k tomu ř́ıci, že |A1 ∪A2 ∪A3| se rovná

|A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3| − 2|A1 ∩A2 ∩A3|.

To je ale špatně. Odečteme-li totiž od |A1| + |A2| + |A3| počty |A1 ∩ A2|, |A1 ∩ A3| i
|A2 ∩ A3|, odeč́ıtáme v každém z |A1 ∩ A2|, |A1 ∩ A3| a |A2 ∩ A3| i počet těch, kteř́ı
jsou v A1 ∩ A2 ∩ A3 (nakreslete si obrázek). Tedy od |A1| + |A2| + |A3| jsme odečetli
3|A1 ∩A2 ∩A3|. K tomu jsme pak ještě odečetli 2|A1 ∩A2 ∩A3|. Celkově jsme tedy od
|A1| + |A2| + |A3| odečetli |A1 ∩ A2 ∩ A3| pětkrát a měli jsme to odeč́ıst jen dvakrát.
Správný výsledek tedy je

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|+
+|A1 ∩A2 ∩A3| = 20 + 15 + 20− 10− 8− 7 + 4 = 24.

Úvahy ukázané na výše uvedených př́ıkladech jsou předmětem tzv. principu inkluze a
exkluze (tj. zapojováńı a vylučováńı).

Věta 5.38 (princip inkluze a exkluze). Pro množiny A1, . . . , An plat́ı

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| =
∑

∅6=I⊆{1,2,...,n}

(−1)|I|+1|
⋂
i∈I

Ai|.

Zastavme se nejdř́ıv nad t́ım, co princip inkluze a exkluze ř́ıká. Na levé straně rov-
nosti je počet prvk̊u, které patř́ı do sjednoceńı A1 ∪ · · · ∪ An, tj. alespoň do jedné z
A1, . . . , An. Na pravé straně je součet výraz̊u (−1)|I|+1| ∩i∈I Ai|, kde I prob́ıhá přes
všechny neprázdné podmnožiny množiny {1, . . . , n}. | ∩i∈I Ai| je počet prvk̊u pr̊uniku
množin, jejichž index patř́ı do I, tj. např. pro I = {2, 3, 5} je to |A2 ∩ A3 ∩ A5|.
Výraz (−1)|I|+1 je roven 1, pokud I obsahuje lichý počet prvk̊u, a je roven −1, po-
kud I obsahuje sudý počet prvk̊u. Tedy: v součtu na pravé straně jsou počty prvk̊u
všech možných pr̊unik̊u (jednočlenných, dvoučlenných,. . . , až po n-členný) utvořené z
A1, . . . , An, přitom počet prvk̊u daného pr̊uniku je se znaménkem + pro pr̊uniky lichého
počtu množin a se znaménkem − pro pr̊uniky lichého počtu množin. Zkontrolujte, že
vzorec pro n = 2 i n = 3 dává právě dva vzorce, ke kterým jsme došli i př́ıklad̊u s
volitelnými předměty a s členstv́ım v SIG ACM. Přejděme nyńı k d̊ukazu Věty 5.38.

D̊ukaz. Vezměme libovolný prvek u z A1 ∪ · · · ∪ An a porovnejme, jakým č́ıslem p
“přisṕıvá” na levé a na pravé straně dokazované rovnosti. Na levé straně přisṕıvá zřejmě
jedničkou (tedy p = 1).

Pro pravou stranu je to složitěǰśı. Prvek u patř́ı právě do, řekněme, k množin z množin
A1, . . . , An. Můžeme předpokládat, že to jsou množiny A1, . . . , Ak (kdyby ne, množiny
přeznač́ıme). Pak u patř́ı do nějakého pr̊uniku

⋂
i∈I Ai z pravé strany, právě když je
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to pr̊unik nějakých q množin vybraných z A1, . . . , Ak pro nějaké q ≤ k. Je-li to pr̊unik
lichého počtu množin, u do odpov́ıdaj́ıćıho výrazu (−1)|I|+1|

⋂
i∈I Ai| přisṕıvá č́ıslem

1; je-li to pr̊unik sudého počtu množin, u do výrazu (−1)|I|+1|
⋂
∈I Ai| přisṕıvá č́ıslem

−1. Z A1, . . . , Ak lze vytvářet jednoprvkové, . . . , k-prvkové pr̊uniky. Počet q-prvkových
pr̊unik̊u je přitom

(
k
q

)
. Vid́ıme tedy, že u přisṕıvá celkem na pravou stranu č́ıslem(
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− · · ·+ (−1)k+1

(
k

k

)
.

Jaká je hodnota tohoto součtu? Vezměme binomickou větu a dosad’me do (21) x = −1.
Dostaneme

0 = 0k = (1− 1)k = (1 + x)k =

k∑
i=0

(
k

i

)
xi = 1 +

k∑
i=1

(−1)i
(
k

i

)
=

= 1−
((

k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− · · ·+ (−1)k+1

(
k

k

))
.

Odtud tedy vid́ıme, že hledaná hodnota součtu je 1. Prvek u tedy i na pravou stranu
přisṕıvá jedničkou (p = 1). Protože x byl libovolný, výrazy na levé a pravé straně
dokazované rovnosti maj́ı stejné hodnoty.

Př́ıklad 5.39. Kolik je přirozených č́ısel mezi 1 a 100 (včetně 1 i 100), která nejsou
dělitelná ani dvěma, ani třemi nebo pěti? Princip inkluze a exkluze můžeme použ́ıt
následovně. Označme

A1 = {n ∈ N | 1 ≤ n ≤ 100, n je dělitelné 2}, (23)

A2 = {n ∈ N | 1 ≤ n ≤ 100, n je dělitelné 3}, (24)

A3 = {n ∈ N | 1 ≤ n ≤ 100, n je dělitelné 5}. (25)

Pak přirozená č́ısla mezi 1 a 100 (včetně 1 i 100), která nejsou dělitelná ani dvěma, ani
třemi nebo pěti, jsou právě prvky množiny A = A1 ∩A2 ∩A3. Protože

A1 ∩A2 ∩A3 = A1 ∪A2 ∪A3,

je |A| = |A1 ∪A2 ∪A3| = 100− |A1 ∪A2 ∪A3|. Podle principu inkluze a exkluze je

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|.

Zbývá tedy určit |A1|, |A2|, |A3|, |A1 ∩ A2|, |A1 ∩ A3|, |A2 ∩ A3|, |A1 ∩ A2 ∩ A3|, což
je snadné. Ukažme to na př́ıkladu množiny A1 ∩ A2. A1 ∩ A2 je množina přirozených
č́ısel mezi 1 a 100, která jsou dělitelná dvěma i třemi. To jsou ale právě ta č́ısla, která
jsou dělitelná 6 (č́ıslo je dělitelné 6, právě když je dělitelné 2 i 3). Těch je b100

6 c = 16
(dolńı celá část č́ısla 100

6 ), tj. |A1 ∩A2| = 16. Podobně dostaneme |A1| = 50, |A2| = 33,
|A3| = 20, |A1∩A3| = 10, |A2∩A3| = 6, |A1∩A2∩A3| = 3. Dosazeńım pak dostaneme
|A| = 100− |A1 ∪A2 ∪A3| = 26.

Shrnut́ı

Princip inkluze a exkluze je často použ́ıvaným kombinatorickým principem. Udává
počet prvk̊u sjednoceńı několika množin pomoćı počtu prvk̊u pr̊unik̊u jednotlivých
množin.
Poč́ıtáńı pravděpodobnost́ı jednoduchých jev̊u patř́ı mezi základńı aplikace kombina-
torického poč́ıtáńı. Pravděpodobnost jevu je dána pod́ılem počtu možnost́ı př́ıznivých
danému jevu ku počtu všech možnost́ı. Kombinatorické úvahy se uplatńı při určováńı
počtu množnost́ı.

Pojmy k zapamatováńı
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• princip inkluze a exkluze.

Kontrolńı otázky

1. Co ř́ıká princip inkluze a exkluze?

2. Jak se zjednoduš́ı vzorec z principu inkluze a exkluze, jsou-li množiny A1, . . . , An
po dvou disjunktńı?

Cvičeńı

1. Určete počet přirozených č́ısel mezi 1 a 2000 (včetně 1 i 2000), která nejsou
dělitelná ani 2, ani 3, ani 5.

2. Určete počet přirozených č́ısel mezi 1 a 2000 (včetně 1 i 2000), která nejsou
dělitelná ani 2, ani 3, ani 5, ani 7.

3. Určete počet přirozených č́ısel mezi 1 a 2000 (včetně 1 i 2000), která nejsou
dělitelná ani 2, ani 3, ani 5, ale jsou dělitelná 7.

4. Kolika zp̊usoby můžeme rozmı́stit 15 r̊uzných knih do 5 přihrádek tak, aby v
každé přihrádce byla aspoň jedna kniha, ale nejvýše 4 knihy?

Úkoly k textu

1. U Př́ıklad̊u 5.1, 5.2, 5.3 zd̊uvodněte použité kombinatorické úvahy.

2. Vrat’me se k Př́ıkladu 5.3. Jaký je největš́ı počet k kódových posloupnost́ı
binárńıho kódu délky n, který umožňuje opravu až t-násobných chyb? t-násobnou
chybou vznikne z daného slova slovo, které se od daného lǐśı právě v t pozićıch.
Př́ıklad 5.3 tedy dává odpověd’ pro t = 1. [Odpověd’: 2n

1+n+(n2)+···+(nr)
.]

3. Vyřešte podrobně Př́ıklad 5.39.

4. Na základě Př́ıkladu 5.39 dokažte následuj́ıćı tvrzeńı: Jsou-li podmnožiny
A1, . . . , An nějaké k-prvkové množiny X, pak počet prvk̊u množiny X, které
nepatř́ı ani jedné z množin A1, . . . , An je k −

∑
∅6=I⊆{1,2,...,n}(−1)|I|+1|

⋂
i∈I Ai|.

Řešeńı

1. 534.

2. 458.

3. 76.

4. 15!(̇
(

14
10

)
−
(

5
1

)(
10
6

)
+
(

5
2

)(
6
2

)
).
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6 Pravděpodobnost a statistika

Studijńı ćıle: Po prostudováńı kapitoly by student měl znát základńı pojmy teorie
pravděpodobnosti, zejména pro př́ıpad konečných a diskrétńıch pravděpodobnostńıch
prostor̊u.

Kĺıčová slova: pravděpodobnost, pravděpodobnostńı prostor, náhodná veličina,
středńı hodnota, rozptyl, kvantil

Obsah této kapitoly tvoř́ı zejména obsah slajd̊u k přednášce Diskrétńı struktury 1. Do
podoby souvislého textu bude převeden později.

6.1 Co a k čemu je pravděpodobnost a statistika

– zabývá se určováńım pravděpodobnost́ı náhodných jev̊u

– spolu se statistikou jedna z nejužitečněǰśıch oblast́ı matematiky

– vznikla s kombinatorikou při analýze hazardńıch her

– prvńı úvahy v arabské matematice při studiu kryptografie (8–13. stol. n. l.)

– moderněǰśı matematická teorie pravděpodobnosti: 16. a 17. stolet́ı n. l.

Gerolamo Cardano, Pierre de Fermat, Blaise Pascal

– prvńı kniha: Christian Huygens: De Ratiociniis in Ludo Aleae (1657)

– moderńı úvahy: Pierre de Laplace: Théorie analytique des probabilités (1812)

– současná teorie pravděpodobnosti: Andrej N. Kolmogorov: Foundations of
Probability Theory (1933, rusky)

– význam

– obecná schopnost kvantitativně pracovat s daty (každý př́ırodovědec nebo
technik)

– řešeńı r̊uzných problémů v informatice (složitost v pr̊uměrném př́ıpadě,
pravděpodobnostńı algoritmy, . . . )

6.2 Pravděpodobnost

Úvodńı úvahy

Typické základńı problémy:

– Jaká je pravděpodobnost, že při hodu kostkou padne č́ıslo 4? [1/6]

– Jaká je pravděpodobnost, že při hodu kostkou padne sudé č́ıslo? [1/2]

– Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný občan ČR má pozitivńı test na
covid-19? [nev́ıme]

Důležité otázky:

– jaký je obecný rámec úvah o pravděpodobnosti?

– pravděpodobnost čeho?

– co je tedy pravděpodobnost?
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Intuitivńı př́ıstup

Laplaceova (někdy klasická)
”
definice“ pravděpodobnosti:

pravděpodobnost =
počet př́ıznivých výsledk̊u

počet všech výsledk̊u

Př́ıklad Jaká je pravděpodobnost, že při hodu kostkou padne sudé č́ıslo?

Možné výsledky: 1, 2, . . . , 6; př́ıznivé výsledky: 2, 4, 6

pravděpodobnost =
3

6
= 0.5

Tak lze vyřešit mnoho jednoduchých př́ıklad̊u.

Poč́ıtáńı pravděpodobnost́ı jednoduchých jev̊u je jednou z aplikaćı kombinatorického
poč́ıtáńı, která je v praktickém životě užitečná. Představme si, že háźıme kostkou. Může
padnout jednička, dvojka, trojka, čtyřka, pětka nebo šestka. Přitom každý z těchto
výsledk̊u má stejnou šanci (kostka je férová). Jaká je pravděpodobnost, že při hodu
padne č́ıslo dělitelné třemi? Jinými slovy, jaká je pravděpodobnost, že při hodu padne
trojka nebo šestka? Celkový existuje 6 možných výsledk̊u hodu kostkou. Z těchto právě
dva výsledky (trojka a šestka) odpov́ıdaj́ı jevu

”
padne trojka nebo šestka“. Chápeme-li

pravděpodobnost jako počet kladných výsledk̊u ku počtu všech možných výsledk̊u, je
to dvě ku šesti, tedy 2

6 = 0.33333 . . . .

Chceme-li určit pravděpodobnost nějaké události, můžeme jednoduše použ́ıt vzorec
P (A) = |A|

|E| . K tomu je ale třeba učinit následuj́ıćı:

1. Určit množinu E všech elementárńıch jev̊u (výsledk̊u) a ověřit, že jsou všechny
stejně pravděpodobné,

2. určit jev A ⊆ E, který odpov́ıdá dané události,

3. určit počet prvk̊u množiny E, tj. určit |E|,

4. určit počet prvk̊u množiny A, tj. určit |A|.

V kroćıch 1. a 2. si koncepčně ujasńıme situaci (1. a 2. odpov́ıdá nalezeńı správného
pohledu na věc), v kroćıch 3. a 4. obvykle provedeme určité kombinatorické úvahy.

Začneme jednoduchými př́ıklady.

Př́ıklad 6.1. Háźıme modrou a červenou kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že na
modré kostce padne sudé a na červené liché č́ıslo?

Na sitaci se můžeme d́ıvat takto: Výsledek, tj. elementárńı jev, je dán dvojićı č́ısel
〈m, c〉, kde m, c ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} a m a c jsou po řadě výsledek na modré a červené
kostce. Tedy máme

E = {〈m, c〉 | m, c ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}.
Elementárńı jev 〈m, c〉 je př́ıznivý události

”
na modré kostce padne sudé a na červené

liché č́ıslo“, právě když m ∈ {2, 4, 6} a c ∈ {1, 3, 5}. Tedy

A = {〈m, c〉 | m ∈ {2, 4, 6}, c ∈ {1, 3, 5}}.

Vid́ıme, že |E| = 6 · 6 = 36 (př́ımo podle pravidla součinu) a že |A| = 3 · 3 = 9 (podle

pravidla součinu). Tedy hledaná pravděpodobnost P (A) je P (A) = |A|
|E| = 9

36 = 0.25.
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Př́ıklad 6.2. Háźıme dvěma kostkami, které jsou nerozlǐsitelné. Jaká je
pravděpodobnost, že aspoň na jedné z nich padne dvojka?

Vezměme opět E = {〈m, c〉 | m, c ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}. Zaj́ımá nás ted’ jev A = {〈m, c〉 ∈
E | m = 2 nebo c = 2} a jeho počet prvk̊u. K němu můžeme doj́ıt tak: Pro jevy
A1 = {〈m, c〉 ∈ E | m = 2} (na modré padne dvojka) a A2 = {〈m, c〉 ∈ E | c = 2} (na
červené padne dvojka) zřejmě plat́ı A = A1 ∪A2. Protože A1 ∩A2 = {〈2, 2〉}, je podle
principu inkluze a exkluze

|A| = |A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2| = 6 + 6− 1 = 11.

Pravděpodobnost, že aspoň na jedné z kostek padne dvojka je tedy P (A) = |A|
|E| = 11

36 .

Př́ıklad Z baĺıčku 32 mariášových karet vybereme 4 karty.

– Jaká je pravděpodobnost, že vybereme 4 esa?

– Jaká je pravděpodobnost, že vybereme 2 esa?

Výsledek = {k1, k2, k3, k4}. Všech možnost́ı je
(

32
4

)
= 32·31·30·29·

4! = 35960.

– 4 esa:

– Př́ıznivý výsledek = všechny karty ki jsou esa.

– Existuje 1 př́ıznivý výsledek. Tedy

pravděpodobnost =
1(
32
4

) =
1

35960
≈ 0.0000278

– 2 esa

– Př́ıznivý výsledek = právě dvě karty ki jsou esa.

– Jsou celkem 4 esa. Z nich lze vybrat 2 esa
(

4
2

)
= 4·3

2! = 6 zp̊usoby.

Zbylé 2 karty (ne esa) vybrat z 28 ostatńıch, což lze
(

28
2

)
= 28·27

2! = 378
zp̊usoby.

Dle pravidla součinu lze př́ıznivý výsledek {k1, k2, k3, k4} vybrat(
4

2

)
·
(

28

2

)
= 6 · 378 = 2268 zp̊usoby

Tedy

pravděpodobnost =
2268

35960
≈ 0.063

Systematický př́ıstup

– jaký je obecný rámec úvah o pravděpodobnosti?

– pravděpodobnost čeho?

– co je tedy pravděpodobnost?
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Obecný rámec:

– je dán
”
náhodný pokus“:

– hod kostkou,

– výběr člověka z populace ČR,

– spuštěńı algoritmu na vybraném vstupu, . . .

– k pokusu patř́ı množina Ω možných výsledk̊u (elementárńıch jev̊u)

– hod kostkou: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
– výběr člověka: Ω = { člověk 1, . . . , člověk 107}
– spuštěńı algoritmu: Ω = { vstup 1, . . . , vstup n}

– určujeme pravděpodobnost jev̊u

– hod kostkou: jev
”
sudé č́ıslo“ = {2, 4, 6}

– výběr člověka: je
”
žena“ = { člověk c v ČR | c je žena}

– spuštěńı algoritmu α: jev
”
skonč́ı v čase t“ ={ vstup | tα(vstup) ≤ t }

– obecně: jev A = množina výsledk̊u (tedy A ⊆ Ω)

– A = množina uvažovaných (tzv. měřitelných) jev̊u, např. A = 2Ω

– pravděpodobnost (p-stńı mı́ra) je funkce P : B → [0, 1] splňuj́ıćı jisté vlastnosti

Pravděpodobnostńı prostor

– základńı pojem pro všechny úvahy o pravděpodobnosti

– každé použit́ı pravděpodobnosti a statistiky: nejdř́ıv zvolit p-stńı prostor

– tato volba = napasováńı teoretických pojmů na realitu

– volba neńı jednoznačná

– budeme použ́ıvat speciálńı př́ıpad (tzv. diskrétńı)

Neformálně:

Pravděpodobnostńı prostor je trojice 〈Ω,A, P 〉, kde

– Ω je neprázdná množina tzv. elementárńıch jev̊u (výsledky pokusu)

– A ⊆ 2Ω je množina tzv. jev̊u

– P : A → [0, 1] je pravděpodobnostńı mı́ra

pro jev A ∈ A je P (A) ∈ [0, 1] pravděpodobnost, že nastane jev A

Př́ıklad Hod kostkou (náhodný pokus).

Jak vypadá př́ıslušný pravděpodobnostńı prostor 〈Ω,A, P 〉?
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– Ω = {ω1, . . . , ω6}, kde ωi =
”
padne č́ıslo i“

– A = 2Ω, všech 64 možných jev̊u A, např.

– A = {ω1, ω3, ω5} je jev
”
padne liché č́ıslo“

– A = {ω3} je jev
”
padne 3“

– P : A → [0, 1] je dána následovně:

– pro ωi je P ({ωi}) = 1/6

– pro ostatńı A ⊆ Ω je P (A) =
∑

ωi∈A P ({ωi}), např.

pravděpodobnost(
”
padne liché č́ıslo“) = P ({ω1, ω3, ω5}) =

P ({ω1}) + P ({ω3}) + P ({ω5}) = 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1/2

pravděpodobnost(
”
padne 2 nebo 5“) = P ({ω2, ω5}) =

P ({ω2}) + P ({ω5}) = 1/6 + 1/6 = 1/3

Kolmogorovova definice pravděpodobnosti

Definice Pravděpodobnostńı prostor je uspořádaná trojice 〈Ω,A, P 〉, kde

– 〈Ω,A〉 je σ-algebra na Ω, tj. Ω 6= ∅ a A ⊆ 2Ω splňuje:

(a) je-li A ∈ A, pak A ∈ A;

(b) jsou-li A1, A2, · · · ∈ A, pak
⋃∞
i=1Ai ∈ A.

– P je pravděpodobnostńı mı́ra, tj.

(a) P (A) ≥ 0 pro každý A ∈ A,

(b) P (Ω) = 1,

(c) P (
⋃∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 P (Ai) pro každou posloupnost jev̊u A1, A2, . . . , které

jsou po dvou disjunktńı, tj. Ai ∩Aj = ∅ pro i 6= j.

Diskrétńı p-stńı prostor = Ω je konečná nebo spočetná. Jiné uvažovat nebudeme.

Př́ıklad Hod kostkou (viz výše). 〈Ω,A, P 〉 je pravděpodobnostńı prostor:

– Ω = {ω1, . . . , ω6}

– A = 2Ω

– P (A) = |A|/6.

140



Př́ıklad (d̊uležité př́ıklady diskrétńıch p-stńıch prostor̊u)

– Konečný s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnosti:

– Ω = {ω1, . . . , ωn}
– A = 2Ω

– P (A) = |A|/n

– Odpov́ıdá klasické (Laplaceově) definici pravděpodobnosti.

– Konečný s obecným rozděleńım pravděpodobnosti:

– Ω = {ω1, . . . , ωn}
– A = 2Ω

– pro každé ωi dáno pi ∈ [0, 1] t.ž.
∑n

i=1 pi = 1

– P (A) =
∑

ωi∈A pi

– pro pi = 1/n jde o konečný s rovnoměrným rozděleńım

– Spočetný:

– Ω = {ω1, ω2, . . . }, A = 2Ω,

– pro každé ωi dáno pi ∈ [0, 1] t.ž.
∑∞

i=1 pi = 1

– P (A) =
∑

ωi∈A pi

Existuj́ı daľśı typy pravděpodobnostńıch prostor̊u (zejm. spojité).

Věta 6.3. Pro jevy libovolné A a B v pravděpodobnostńım prostoru plat́ı:

(a) P (A) = 1− P (A)

(b) P (∅) = 0

(c) je-li A ⊆ B, pak P (A) ≤ P (B)

(d) 0 ≤ P (A) ≤ 1

(e) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

(f) princip inkluze a exkluze pro pravděpodobnosti

D̊ukaz. (a) Jevy A a A jsou disjunktńı a plat́ı tedy 1 = P (Ω) = P (A ∪ A) = P (A) +
P (A), odkud tvrzeńı ihned plyne.

(b) Dle (a) je P (∅) = P (Ω) = 1− P (Ω) = 1− 1 = 0.

(c) Když A ⊆ B, pak B = A ∪ B − A. Protože jevy A a B − A jsou disjunktńı, je
P (B) = P (A) + P (B −A). Protože P (B −A) ≥ 0, je P (B) ≥ P (A).

(d) 0 ≤ P (A) je podmı́nka (a) z Definice ??. Protože A ⊆ Ω, plyne z (c), že P (A) ≤
P (Ω). Protože z Definice ?? plyne P (Ω) = 1, je tvrzeńı dokázáno.

141



(e) Je A = (A−B)∪(A∩B), B = (B−A)∪(A∩B) a A∪B = (A−B)∪(A∩B)∪(B−A),
přitom A − B, B − A a A ∩ B jsou po dvou disjunktńı. Z aditivity P tedy plyne
P (A ∪ B) = P ((A − B) ∪ (A ∩ B) ∪ (B − A)) = P (A − B) + P (A ∩ B) + P (B − A).
Plat́ı tedy

P (A ∪B) = P (A−B) + P (A ∩B) + P (B −A) =

= P (A−B) + P (A ∩B)− P (A ∩B) + P (A ∩B)

+P (B −A) + P (A ∩B)− P (A ∩B) =

= P ((A−B) ∪A ∩B) + P ((B −A) ∪ (A ∩B))− P (A ∩B) =

= P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Všimněme si, že v každém 〈Ω,A, P 〉 je:

– vždy Ω ∈ A a je P (Ω) = 1 (Ω je tzv. jistý jev);

– vždy ∅ ∈ A a je P (∅) = 0 (∅ je tzv. jistý jev).

Př́ıklad 6.4. Baĺıček mariášových karet obsahuje karty 4 barev (červené, zelené,
žaludy, kule) a 8 hodnot (od sedmičky po eso), celkem 32 karet. Náhodně vytáhneme
tři karty. Jaká je pravděpodobnost, že:

(a) jako druhá karta bude vytaženo červené eso;

(b) jako druhá karta bude vytažena červená nebo žaludy;

(c) budou vytažena 3 esa;

(d) bude vytaženo aspoň jedno eso?

(a): Potřebujeme vźıt v úvahu pořad́ı karet. Za elementárńı jevy (výsledky, prvky
množiny Ω) tedy považujme uspořádané trojice 〈k1, k2, k3〉, kde ki označuje i-tou vybra-
nou kartu. Takových trojic je 32 ·31 ·30 (jde o variace 3 z 32), tj. máme |Ω| = 32 ·31 ·30.
Výsledky př́ıznivé danému jevu A (druhá karta bude červené eso) jsou právě trojice,
pro které k2 je červené eso. Těch je 31 · 30 (dle pravidla součinu: k1 lze zvolit 31
zp̊usoby, k3 pak nezávisle na tom 30 zp̊usoby). Pravděpodobnost výběru každé trojice
je stejná: 1

32·31·30 . Jde tedy o klasickou pravděpodobnost (viz poznámka ??), a proto

P (A) = |A|
|Ω| = 31·30

32·31·30 = 1
32 .

Jinou úvahou: Je zřejmé, že pro každou kartu je pravděpodobnost p, že bude vytažena
jako druhá, stejná. Protože karet je 32 a protože součet těchto pravděpodobnost́ı je 1,
je p = 1

32 .

(b): Zvolme Ω stejně jako v (a). Jev A, tj.

A = {〈k1, k2, k3〉 ∈ Ω | k2 je červená nebo žaludy},

má (8 + 8) · 31 · 30 prvk̊u. Totiž, na pozici k2 lze zvolit libovolnou z 8 červených nebo
libovolnou z 8 žaludských karet. Zbylé karty lze po volbě karty k2 zvolit, stejně jako
v (a), 31 · 30 zp̊usoby. Je zřejmé, že t́ımto zp̊usobem dostaneme všechny trojice, které

jsou př́ıznivé jevu A. Dostáváme tedy P (A) = |A|
|Ω| = 16·31·30

32·31·30 = 1
2 .

Pokud bychom př́ıznivé výsledky popisovali od volby prvńı karty, mohli bychom po-
stupovat takto. k1 lze zvolit 32 zp̊usoby. Nyńı je třeba rozlǐsit, zda k1 je, nebo neńı
jednou z červených nebo žaludských karet. Pokud je, tj. k1 je jednou z 16 červených
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nebo žaludských, lze k2 zvolit 15 zp̊usoby (zbývá 15 červených nebo žaludských), poté
pak zvolit k3 jedńım ze 30 zbývaj́ıćıch zp̊usob̊u; t́ım dostáváme 16 · 15 · 30 výsledk̊u.
Pokud neńı, tj. k1 je jednou z 16 zelených nebo kulových, pak lze k2 zvolit 16 zp̊usoby,
poté k3 30 zp̊usoby; dostáváme 16 ·16 ·30 daľśıch zp̊usob̊u. Tyto zp̊usoby jsou navzájem
r̊uzné, celkem tedy máme 16 · 16 · 30 + 16 · 15 · 30 = 16 · (16 + 15) · 30 = 16 · 31 · 30
zp̊usob̊u. Došli jsme tedy ke stejnému počtu výsledk̊u př́ıznivých jevu A, ovšem bylo to
složitěǰśı. Vid́ıme tedy, že je d̊uležité se vhodným zp̊usobem na situaci pod́ıvat.

(c) Zvolme Ω opět jako v (a). Protože jsou celkem 4 esa, je celkem 4·3·2 trojic, ve kterých
jsou 3 esa, tj. výsledk̊u př́ıznivých danému jevu A. Je tedy P (A) = 4·3·2

32·31·30 ≈ 0.0008.

Jiný pohled. Považujme za výsledek množinu tř́ı vybraných karet, tj. nikoli uspořádanou
trojici 〈k1, k2, k3〉 jako výše, ale neuspořádanou trojici neboli tř́ıprvkovou množinu
{k1, k2, k3}. Takových trojic je

(
32
3

)
. Trojic obsahuj́ıćıch jen esa je

(
4
3

)
. Konkrétně máme

Ω = {{k1, k2, k3} | k1 6= k2 6= k3 6= k1} a

A = {{e1, e2, e3}, {e1, e2, e4}, {e1, e3, e4}, {e2, e3, e4}},

kde e1, . . . , e4 označuj́ı čtyři esa. Hledaná pravděpodobnost je tedy

P (A) =

(
4
3

)(
32
3

) =
4!
3!
32!

29!3!

=
4 · 3 · 2

32 · 31 · 30
,

a to je stejná hodnota, ke které jsme došli prvńım zp̊usobem.

(d) Tento př́ıklad je jedńım z častých př́ıpad̊u, kdy je snadněǰśı určit pravděpodobnost
jevu A, který je komplementárńı k danému jevu A. Zvolme Ω jako v (a). A je jev, který
nastane, když nepadne žádné eso, tj. každá karta v trojici 〈k1, k2, k3〉 bude některou
z 28 karet, které nejsou esa. Takových trojic je 28 · 27 · 26. Dostáváme tedy P (A) =
28·27·26
32·31·30 ≈ 0.66 a P (A) = 1− P (A) ≈ 0.34.

Ke stejnému výsledku opět dojdeme, budeme-li za elementárńı jevy brát tř́ıprvkové

množiny {k1, k2, k3}. Trojic neobsahuj́ıćıch esa je
(

28
3

)
, tedy P (A) =

(28
3 )

(32
3 )

, což po

úpravách dává opět 28·27·26
32·31·30 .

Pokud bychom chtěli určit pravděpodobnost jevu A př́ımo, mohli bychom postupovat
takto. Za výsledky berme opět neuspořádané trojice. Jev A (aspoň jedno eso) lze chápat
jako sjednoceńı tř́ı navzájem disjunktńıch jev̊u, A1 (právě jedno eso), A2 (právě dvě
esa), A3 (tři esa). Počet trojic v A1 je 4 ·

(
28
2

)
, protože trojice s právě jedńım esem

dostaneme tak, že zvoĺıme eso (
(

4
1

)
= 4 zp̊usoby), zvoĺıme neuspořádanou dvojici karet,

která jesou esy (
(

28
2

)
zp̊usob̊u), a eso do této dvojice přidáme. Podle pravidla součinu

tak źıskáme 4 ·
(

28
2

)
r̊uzných trojic, tedy |A1| = 4 ·

(
28
2

)
. Trojic s právě dvěma esy je

podle podobné úvahy (zvoĺıme dvojici es a pak znývaj́ıćı kartu)
(

4
2

)
·
(

28
1

)
=
(

4
2

)
· 28.

Trojic s třemi esy je
(

4
3

)
. Je tedy

|A| = |A1 ∪A2 ∪A3| = |A| ∪ |A2| ∪ |A3| =

= 4 ·
(

28

2

)
+

(
4

2

)
· 28 +

(
4

3

)
= 4 · 378 + 6 · 28 + 4 = 1684.

Je tedy

P (A) =
|A|
|Ω|

=
1684(

32
3

) =
1684

4960
≈ 0.34.

Došli jsme tedy ke stejné hodnotě, ale složitěji.

Pozor na chyby:
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Př́ıklad 6.5. Háźıme dvěma kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že padne součet 8?
Jak určit množinu Ω elementárńıch jev̊u? Ukážeme tři možnosti.

(a) Možnosti výsledného součtu jsou 2 (padnou dvě jedničky), 3 (jednička a dvojka),
. . . , 12 (dvě šestky). Tato úvaha nás vede k volbě Ω = {2, . . . , 12}. Ω má 11 prvk̊u.

(b) Za elementárńı jev můžeme považovat (neuspořádanou) dvojici {i, j}, která vy-
jadřuje, že na jedné kostce padne i, na druhé j a my nerozlǐsujeme, na které. Tedy
Ω = {{1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, . . . , {6, 6}}. Ω má 21 prvk̊u (15 dvojic, které je možné
vybrat z 6 možnost́ı: 15 =

(
6
2

)
; 6 jednoprvkových množin {1, 1}, . . . , {6, 6}).

(c) Za elementárńı jev budeme považovat dvojici č́ısel 〈i, j〉, která vyjadřuje, že na
prvńı kostce pade i a na druhé j. Pak Ω = {〈1, 1〉 , 〈1, 2〉 , 〈2, 1〉 , . . . , 〈6, 6〉} a Ω
má 36 prvk̊u.

O žádné z těchto možnost́ı nelze ř́ıct, že to je
”
ta správná“. Zálež́ı na tom, jak budeme

se zvolenou množinou Ω pracovat. Pojd’me tedy spoč́ıtat pravděpodobnost, že padne
součet 8. Použijme Laplaceovo pravidlo, tj. stanovme zmı́něnou pravděpodobnost, p,
jako pod́ıl počtu výsledk̊u př́ıznivých jevu

”
padne součet 8“ a počtu všech výsledk̊u, tj.

počtu prvk̊u množiny Ω.

Při volbě (a) vycháźı p = 1
11 ≈ 0.091, protože z 11 elementárńıch jev̊u v Ω je jen jeden

př́ıznivá, totiž 8. Při volbě (b) jsou př́ıznivé {2, 6}, {3, 5}, a {4, 4}, tedy p = 3
21 ≈ 0.143.

Při volbě (c) jsou př́ıznivé 〈2, 6〉, 〈6, 2〉, 〈3, 5〉, 〈5, 3〉, 〈4, 4〉. Dostáváme tedy p = 5
36 ≈

0.139.

Jak je to možné? Úvahy týkaj́ıćı se př́ıpad̊u (a) a (b) jsou totiž chybné. Problém je v
tom, že jednotlivé elementárńı jevy v množinách Ω nejsou stejně pravděpodobné, jak
to vyžaduje Laplaceovo pravidlo. Uvažme např́ıklad elementárńı jevy {2, 6} a {4, 4}
v př́ıpadu (b). {2, 6} představuje ve skutečnosti dva možné výsledky: na prvńı kostce
padne 2, na druhé 6, druhý výsledek je, že na prvńı kostce padne 6, na druhé 2; {4, 4}
představuje jen jeden takový výsledek: na prvńı i na druhé kostce padne 4. {2, 6} má
tedy dvakrát větš́ı pravděpodobnost než {4, 4}, a použ́ıt Laplaceovo pravidlo tedy nelze.

Při volbě množiny elementárńıch jev̊u je tedy třeba přihĺıžet k úloze kterou máme
řešit. Jako rozumná se však ukazuje zásada volit jako elementárńı jevy neredukovatelné,
neagregované entity, jak jsme to udělali v př́ıpadu (c) Př́ıkladu 6.5.

Př́ıklad 6.6. V dodávce zbož́ı je 85 výrobk̊u bezchybných a 15 vadných. Náhodně
vybereme 10 výrobk̊u. Jaká je pravděpodobnost, že mezi nimi bude aspoň jeden vadný?
Protože na pořad́ı mezi 10 vybranými výrobky nezálež́ı, vezměme za Ω množinu všech
10-tiprvkových podmnožin množiny {v1, . . . , v100} (výrobky v dodávce). Jejich počet
je roven počtu kombinaćı 10 z 100, tj. počtu zp̊usob̊u, jak vybrat 10 prvk̊u ze 100, což
je
(

100
10

)
. Mı́sto určeńı pravděpodobnosti daného jevu A, tj.

”
aspoň jeden vadný“, je

v tomto př́ıpadě snazš́ı určit pravděpodobnost jevu A, tj.
”
žádný vadný“. A obsahuje

výsledky, tj. 10-ti prvkové podmnožiny, ve kterých jsou všechny výrobky bezvadné, a
těch je

(
85
10

)
. Je tedy

P (A) =

(
85
10

)(
100
10

) =
85!

75!10!
100!

90!10!

=
85!90!

75!100!
≈ 0.18

. Tedy P (A) = 1− P (A) ≈ 0.82

Př́ıklad 6.7. V dodávce je n výrobk̊u, z nich je k bezchybných a n− k vadných. Jaká
je pravděpodobnost, že z p náhodně vybraných výrobk̊u bude právě r vadných?
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Za elementárńı jev považujme množinu p vybraných výrobk̊u. Takových množin je
(
n
p

)
.

Protože r vadných lze vybrat
(
n−k
r

)
zp̊usoby a zbývaj́ıćıch p−r bezchybných lze vybrat(

k
p−r
)

zp̊usoby, existuje
(
n−k
r

)
·
(
k
p−r
)

elementárńıch jev̊u, které jsou obsaženy v daném
jevu A (r vadných a p− r bezchybných). Je tedy

P (A) =

(
n−k
r

)(
k
p−r
)(

n
p

) .

Náhodné veličiny a jejich charakteristiky

Co ukážeme:

– náhodné veličiny = č́ıselné charakteristiky výsledk̊u náhodných pokus̊u

– jaká je očekávaná hodnota?

– jaký je rozptyl hodnot, popř. daľśı charakteristiky?

Definice Náhodná veličina na konečném nebo diskrétńım pravděpodobnostńım pro-
storu

〈
Ω, 2Ω, P

〉
je funkce

X : Ω→ R.

– X = nějaká č́ıselná charakteristika výsledk̊u (hmotnost, věk, cena atd.).

– X(ω) je hodnota výsledku ω (např. hmotnost osoby ω).

– Definice je speciálńım př́ıpadem obecné definice náhodné veličina. Obecně:

X muśı být tzv. měřitelná (pro A = 2Ω je vždy měřitelná).

– Náhodná veličina dle naš́ı definice je tzv. diskrétńı (množina hodnot veličiny X
je konečná nebo spočetná).

– X(Ω) je množina všech hodnot veličiny X.

Př́ıklad (triviálńı) Hod kostkou, Ω = {ω1, . . . , ω6}, P ({ωi}) = 1/6. Pak funkce X
definovaná

X(ωi) = i

je náhodná veličina na
〈
Ω, 2Ω, P

〉
.

Př́ıklad Experiment skonč́ı úspěchem s pravděpodobnost́ı p a neúspěchem s p-st́ı 1−p.
Provedeme ho 3× po sobě; provedeńı jsou na sobě nezávislá. Uvažujme p = 1/2.

Pravděpodobnostńı prostor
〈
Ω, 2Ω, P

〉
:

– Ω = {〈0, 0, 0〉 , 〈0, 0, 1〉 , 〈0, 1, 0〉 , . . . , 〈1, 1, 1〉},
P ({ω}) = 1/|Ω| = 1/8.
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Zobrazeńı X : Ω→ R

X(〈a, b, c〉) = a+ b+ c (počet úspěch̊u v sérii tř́ı pokus̊u)

je náhodná veličina, pro niž plat́ı např.

X(〈0, 0, 0〉) = 0, X(〈0, 1, 0〉) = 1, X(〈1, 0, 1〉) = 2.

Možné hodnoty X jsou 0, 1, 2 a 3, tj. X(Ω) = {0, 1, 2, 3}.

Jaká je pravděpodobnost, že veličina X má hodnotu x?

– Jaká je p-st, že počet chyb náhodně vybraného výrobku je 2?

– obecněji: Jaká je p-st, že hmotnost h náhodně vybraného muže je 75 kg ≤ h ≤
85 kg?

Jinak řečeno: Jakou p-st má jev {ω ∈ Ω | X(ω) = x}, tedy jakou hodnotu má

P ({ω ∈ Ω | X(ω) = x})? (znač́ıme také P (X = x) nebo pX)

Př́ıklad (z předchoźıho slajdu) Jaká je p-st, že ze 3 pokus̊u budou právě dva úspěšné?
Tedy jaká je P (X = 2)?

Plat́ı: jev
”
X = 2“ = {ω ∈ Ω | X(ω) = 2} = {〈0, 1, 1〉 , 〈1, 0, 1〉 , 〈1, 1, 0〉}.

Proto P (X = 2) = 3 · 1/8 = 3/8.

Princip výše uvedeného přechodu

P ({ωi}) (p-st výsledk̊u) −→ pX(xi) (p-st hodnot sledované veličiny)

je následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta Necht’ X je náhodná veličina na konečném nebo diskrétńım
〈
Ω, 2Ω, P

〉
. Definujme

pro xi ∈ X(Ω):
pX(xi) = P ({ω ∈ Ω | X(ω) = xi}).

Pak ∑
xi∈X(Ω)

pX(xi) = 1.

Důkaz Přednáška.

Tedy:

– Pravděpodobnost P na p̊uvodńım prostoru vytvář́ı p-st pX(xi) hodnot xi veličiny
X, ta dále p-sti PX(B) množin B ⊆ X(⊆) hodnot náhodné veličiny.

– Dostaneme tak konečný nebo diskrétńı pravděpodobnostńı prostor〈
X(Ω), 2X(Ω), PX

〉
kde pro B ⊆ X(Ω) definujeme

PX(B) =
∑
xi∈B

pX(xi).
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Př́ıklad (3 pokusy, pokračováńı) Jaká je p-st, že ze 3 pokus̊u bude právě 1 úspěšný
nebo právě 3 úspěšné?

Jaká je tedy
PX({1, 3})?

Dle definice PX je

PX({1, 3}) = P (X ∈ {1, 3}) = P ({ω | X(ω) = 1 nebo X(ω) = 3}) =

P ({〈0, 0, 1〉 , 〈0, 1, 0〉 , 〈1, 0, 0〉 , 〈1, 1, 1〉}) = 4 · 1/8 = 1/2.

Středńı hodnota náhodné veličiny

Definice Středńı hodnota diskrétńı náhodné veličiny X se znač́ı E(X) a je definována
následovně

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

x · P (X = x) neboli E(X) =
∑

x∈X(Ω)

x · pX(x).

– Pokud je množina hodnot veličiny X konečná, tj. X(Ω) = {x1, . . . , xn}, je

E(X) = x1 · P (X = x1) + · · ·+ xn · P (X = xn).

– Pokud je nav́ıc p-stńı rozděleńı rovnoměrné, tj. P (X = xi) = 1/n, pak

E(X) = x1 · 1/n + · · ·+ xn · 1/n =

∑n
i=1 xi
n

,

tedy E(X) je aritmetický pr̊uměr hodnot xi.

– Obecně: E(X) vyjadřuje, s přihlédnut́ım k p-sti hodnot, očekávanou hodnotu
výsledku.

– E(X) nemuśı být rovna žádné z hodnot, které X nabývá.

Př́ıklad Ω = {ω1, . . . , ω4} s rovnoměrným rozděleńım, tj. tj. P ({ωi}) = 1/4 pro každé
i.

X je dána takto:

X(ω1) = 1, X(ω2) = 10, X(ω3) = 1, X(ω4) = 12.

Tři možné hodnoty, x1 = 1, x2 = 10 a x3 = 12 a je

Je P (X = 1) = P ({ω1, ω3}) = 1/2, P (X = 10) = P ({ω2}) = 1/4 a P (X = 12) =
P ({ω4}) = 1/4. Tedy

E(X) = x1 · P (X = x1) + x2 · P (X = x2) + x3 · P (X = x3) =

= 1 · P (X = 1) + 10 · P (X = 10) + 12 · P (X = 12) =

= 1 · 1/2 + 10 · 1/4 + 12 · 1/4 = 6.

Př́ıklad Jaká je E(X) v př́ıkladu výše s posloupnost́ı tř́ı pokus̊u?

Je Ω = {〈0, 0, 0〉 , 〈0, 0, 1〉 , 〈0, 1, 0〉 , . . . , 〈1, 1, 1〉}. Je X(〈a, b, c〉) = a + b + c a X(Ω) =
{0, 1, 2, 3}.
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E(X) = 0 · P (X = 0) + 1 · P (X = 1) + 2 · P (X = 2) + 3 · P (X = 3) =

= 0 · 1/8 + 1 · 3/8 + 2 · 3/8 + 3 · 1/8 =

= 12/8 = 1.5.

Př́ıklad (časová složitost T (n) algoritmu A v pr̊uměrném př́ıpadě jako středńı hodnota)

Obvyklá definice T (n): necht’ I1, . . . , Ik jsou všechny vstupy velikosti n, pak

T (n) =
t1 + · · ·+ tk

k
, kde ti je počet krok̊u A (trváńı) pro zpracováńı vstupu Ii.

Definice přes E(X) (nav́ıc obecněǰśı):

Pro n uvažujme Ωn = {I1, . . . .Ik} spolu s p-stmi p(I1), . . . , p(Ik), tj.
∑k

i=1 p(Ii) = 1.
Definujme náhodnou veličinu Xn:

X(Ii) = ti

Pak časová složitost v pr̊uměrném př́ıpadě je funkce T : N→ R definovaná

T (n) = E(Xn), tedy T (n) =
∑
i

[p-st vstupu Ii] · [trváńı pro Ii].

Pokud p(Ii) = 1/k (stejně pravděpodobné vstupy), dostaneme obvyklou definici.

Věta Necht’ X a Y jsou náhodné veličiny na konečném nebo diskrétńım
〈
Ω, 2Ω, P

〉
a c ∈ R. Uvažujme funkce X + Y a c · X definované (X + Y )(ω) = X(ω) + Y (ω) a
(c ·X)(ω) = c ·X(ω). Pak

(a) X + Y je náhodná veličina

(b) E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

(c) c ·X je náhodná veličina.

(d) E(c ·X) = c · E(X).

Důkaz (a) a (c): triviálńı (za předpoklad̊u je každá funkce f : Ω→ R náhodná veličina).

(b) a (d): Uvědomme si, že E(Z) =
∑

z∈Z(Ω) z · P (Z = z) =
∑

ω∈Ω Z(ω) · P ({ω}).

Pak tedy

E(X+Y ) =
∑

z z ·P (X+Y = z) =
∑

ω∈Ω(X+Y )(ω)·P ({ω}) =
∑

ω∈ΩX(ω)·P ({ω})+∑
ω∈Ω Y (ω) · P ({ω}) = E(X) + E(Y ).

E(cX) =
∑

z z · P (cX = z) =
∑

ω∈Ω(cX)(ω) · P ({ω}) = c ·
∑

ω∈Ω(cX)(ω) · P ({ω}) =
c · E(X).
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Rozptyl a směrodatná odchylka náhodné veličiny

Př́ıklad Jeden člověk sńı celé kuře, druhý nic. V pr̊uměru měl každý p̊ul kuřete.

Př́ıklad

(a) Existuj́ı tři vstupy, I, J a K pro algoritmus A. jejich zpracováńı trvá 10, 1000 a
1990 krok̊u. V pr̊uměru tedy trvá zpracováńı vstupu 1000 krok̊u.

(b) Zpracováńı vstup̊u I, J a K trvá 990, 1000 a 1010 krok̊u. V pr̊uměru tedy 1000
krok̊u.

Ponaučeńı:

Pr̊uměr (a středńı hodnota) poskytuj́ı jen omezenou charakterizaci veličiny X.

Hodnoty X (počet snědených kuřat, počet vykonaných krok̊u) mohou být kolem E(X)
r̊uzně rozptýleny.

Definice Rozptyl (také variance) varX (také µ2(X)) náhodné veličiny X je definován
vztahem

varX = E((X − E(X))2).

Směrodatná odchylka σ náhodné veličiny X je druhá odmocnina rozptylu, tj.

σ =
√

varX.

– varX vyjadřuje, jak moc jsou hodnoty X rozptýleny kolem E(X).

– X je n. veličina, E(X) je č́ıslo, X−E(X) je n. veličina, (X−E(X))2 je n. veličina,
rozptyl E((X − E(X))2) je tedy středńı hodnota veličiny (X − E(X))2.

Věta Pro náhodnou veličinu X a konstanty a, b ∈ R plat́ı:

(a) var(b) = 0 (b jako konstantńı funkce je náhodnou veličinou),

(b) var(aX) = a2var(X),

(c) var(X + b) = var(X),

(d) var(aX + b) = a2var(X),

Důkaz Stač́ı (d), ostatńı plynou z (d):

var(aX + b) = E([aX + b− E(aX + b)]2) = E([aX + b− aE(X)− b]2) =

= E([aX − aE(X)]2) = E(a2[X − E(X)]2) =

= a2E([X − E(X)]2) = a2var(X).

Poznámka Pro náhodnou veličinu X má náhodná veličina Z daná Z = X−E(X)√
varX

vlast-

nosti (d̊ukaz dosazeńım):
E(Z) = 0 a varZ = 1
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Př́ıklad Uvažujme Ω = {ω1, . . . , ω4}, P ({ωi}) = 1/4, a náhodnou veličinu danou

X(ω1) = 0, X(ω2) = 2, X(ω3) = 4, X(ω4) = 6.

Je zřejmé, že

P (X = 0) = 1/4, P (X = 2) = 1/4, P (X = 4) = 1/4, P (X = 6) = 1/4,

a tedy
E(X) = 0 · 1/4 + 2 · 1/4 + 4 · 1/4 + 6 · 1/4 = 3.

Označ́ıme-li x1 = 0, . . . , x4 = 6, pak

varX = E((X − E(X))2) =

4∑
i=1

(xi − 3)2 · 1/4

= [(0− 3)2 + (2− 3)2 + (4− 3)2 + (6− 3)2] · 1/4

= [9 + 1 + 1 + 9] · 1/4 = 5.

Př́ıklad Uvažujme veličinu Y danou (porovnej s předchoźım slajdem)

Y (ω1) = 1, Y (ω2) = 2, Y (ω3) = 4, Y (ω4) = 5.

Pak
P (Y = 1) = 1/4, P (Y = 2) = 1/4, P (Y = 4) = 1/4, P (Y = 5) = 1/4.

Pak E(Y ) = 3. Označ́ıme-li y1 = 1, y2 = 2, y3 = 4, y4 = 5, pak

varY =
4∑
i=1

(yi − 3)2 · 1/4

= [(1− 3)2 + (2− 3)2 + (4− 3)2 + (5− 3)2] · 1/4 =

= [4 + 1 + 1 + 4] · 1/4 = 2.5.

Tedy varY < varX v souladu s intuićı: Hodnoty X jsou v́ıce rozptýleny.

Dále: pro X je σ =
√

3, pro Y je σ =
√

2.5.

– Středńı hodnota a rozptyl jsou nejčastěji použ́ıvané charakteristiky.

– Jsou to speciálńı př́ıpady charakteristik nazývaných momenty.

(E(X) je 1. obecný moment, varX je 2. centrálńı moment.)

– Maj́ı uplatněńı i v situaćıch, kde hodnoty nemaj́ı typickou pravděpodobnostńı
interpretaci, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad Jsou dány hodnoty x1, . . . , xn. Jaká je pr̊uměrná hodnota a jaký je rozptyl?

Napojeńı na pravděpodobnostńı pojmy:

xi považujeme za hodnoty náhodné veličiny X; P (X = xi) = count(xi)
n , kde count(xi)

je počet výskyt̊u xi v x1, . . . , xn (mohou se opakovat).

E(X) a varX se pak rutině spoč́ıtá.

Hodnoty xi jsou např.: zadluženost firem, délka života obyvatel atd.
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Kvantily a modus náhodné veličiny

Definice Pro q ∈ (0, 1) je 100q%-kvantil, někdy q-kvantil, diskrétńı náhodné veličiny
X hodnota xq ∈ R, pro kterou je

P (X < xq) ≤ q a P (X ≤ xq) ≥ q

Význam:

– Při rovnoměrném rozděleńı p-sti: 25% všech hodnot je ≤ xq.

– Obecně: P-st, že hodnota je ≤ xq je q.

Kvantily nejsou určeny jednoznačně (q-kvantilem může být interval hodnot), uvid́ıme.

Speciálńı názvy:

– medián je 0.5-kvantil,

– dolńı kvartil je 0.25-kvantil, horńı kvartil je 0.75-kvantil,

– k. decil je k/10-kvantil, k. percentil je k/100-kvantil.

Definice Modus náhodné veličiny je hodnota x̂ taková, že pro každé x ∈ R je

P (X = x̂) ≥ P (X = x).

Modus je, zhruba řečeno, nejčastěǰśı hodnota náhodné veličiny.

Př́ıklad Hod kostkou, Ω = {ω1, . . . , ω6}, X(ωi) = i.

– x0.5 (medián) je každé č́ıslo z intervalu [3, 4).

– x0.25 (dolńı kvartil) neexistuje.

– x0.75 (horńı kvartil) neexistuje.

– x1/3 je každé č́ıslo z intervalu [2, 3).

– Modus je každá z hodnot 1, . . . , 6.

Př́ıklad Uvažujme Ω = {ω1, . . . , ω4}, P ({ωi}) = 1/4 a náhodnou veličinu danou

X(ω1) = 2, X(ω2) = 2, X(ω3) = 4, X(ω4) = 6.

Pak
p(X = 2) = 1/2, p(X = 4) = 1/4, p(X = 6) = 1/4.

– Mediánem je každá hodnota z intervalu [2, 4).

– Dolńı kvartil neexistuje.

– Horńı kvartil je každá hodnota z [4, 6).

– Modus je jediný, je j́ım hodnota 2.
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Shrnut́ı

Teorie pravděpodobnosti je jednou z nejužitečněǰśıch oblast́ı matematiky. Poč́ıtáńı
pravděpodobnost́ı jednoduchých jev̊u patř́ı mezi základńı aplikace kombinatorického
poč́ıtáńı. Pravděpodobnost jevu je dána pod́ılem počtu možnost́ı př́ıznivých danému
jevu ku počtu všech možnost́ı. Kombinatorické úvahy se uplatńı při určováńı počtu
možnost́ı.
Pojem pravděpodobnostńıho prostoru představuje formálńı rámec pro všechny úvahy
o pravděpodobnosti. Č́ıselné charakteristiky výsledk̊u náhodných pokus̊u jsou forma-
lizovány náhodnými veličinami. Mezi jejich nejd̊uležitěǰśı charakteristiky patř́ı středńı
hodnota, rozptyl a kvantily.

Pojmy k zapamatováńı

• elementárńı jev, jev,

• pravděpodobnost,

• pravděpodobnostńı prostor,

• náhodná veličina

• středńı hodnota, rozptyl, kvantily

Kontrolńı otázky

1. Jaký je rozd́ıl mezi pojmy jev a elementárńı jev?

2. Co je to pravděpodobnost jevu a jak je definována?

Cvičeńı

1. Háźıme dvěma kostkami. Máme si vsadit na č́ıslo, které vzejde jako součet
výsledk̊u na jednotlivých kostkách. Na jaké č́ıslo vsad́ıme?

2. Rozved’te výpočet u Př́ıkladu ??.

3. Háźıme třikrát po sobě kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že výsledek při druhém
i při třet́ım hodu je větš́ı než výsledek při prvńım hodu?

4. Háźıme třikrát po sobě kostkou. Jaká je pravděpodobnost, že výsledek při druhém
hodu je větš́ı než výsledek při prvńım hodu a že výsledek při třet́ım hodu je větš́ı
než výsledek při druhém hodu?

Úkoly k textu

1. Vysvětlete podrobně chybu popsanou v odstavci na Př́ıkladem 6.2.

Řešeńı

1. 6, 7 nebo 8.

2. Návod: Počet všech čtyřprvkových podmnožin 32-prvkové množiny je
(

32
4

)
; exis-

tuje jediná z nich, která obsahuje samé sedmičky;
(

4
2

)(
4
2

)
z nich obsahuje 2 krále

a 2 esa.

3. 55/216.

4. 5/54.
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6.3 Statistika

Bude doplněno. Ke zkoušce nebude požadováno.

Pr̊uvodce studiem

statistika

Shrnut́ı

shrnut́ı

Pojmy k zapamatováńı

• pojem 1,

• pojem 2,

• pojem 3.

Kontrolńı otázky

1. Čı́m se zabývá kombinatorika? Jaký je p̊uvod slova kombinatorika (je to anglické

”
combat“?)?

2. Čı́m se kombinatorika nezabývá?

Cvičeńı

1. Kolika zp̊usoby lze přij́ıt na to, kolika zp̊usoby lze vyřešit nějaký tězký kombina-
torický problém?

Úkoly k textu

1. Úkol k textu

Řešeńı

1. řešeńı cvičeńı
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7 Nekonečno

Studijńı ćıle: TO DO

Kĺıčová slova: nekonečno, spočetná množina, nespočetná množina, diagonálńı metoda

Proč se zabýváme nekonečnem?

– řada množin, které potřebujeme při praktických úvahách, je nekonečných

– potřebujeme vědět, jak se s nekonečnými množinami pracuje

– mnoho úvah o algoritmech obsahuje úvahy o nekonečných množinách

– nekonečno je jeden z nejzáhadněǰśıch jev̊u

Některé otázky

– jak měřit velikost množin, zejména nekonečných?

– co znamená, že dvě množiny jsou stejně velké?

– která množina je větš́ı, N nebo Q? Q nebo R?

– . . .

Konečné a nekonečné množiny

Intuitivně:

A je konečná, pokud lze jej́ı prvky
”
oč́ıslovat“ č́ısly 1, . . . , n.

Definice 7.1. Množina A je konečná, pokud existuje n ∈ N a bijekce

f : {1, 2, . . . , n} → A.

Množina A je nekonečná, pokud neńı konečná.

Je-li A konečná, č́ıslo n z definice se nazývá počet prvk̊u (také mohutnost, velikost) A,
znač́ı se |A|.

Př́ıklad 7.2. {2, 3, 5, 7} je konečná, protože pro n = 4 je např. zobrazeńı f :
{1, 2, 3, 4} → {2, 3, 5, 7} definované

f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 5, f(4) = 7

je bijekce. Tedy |{2, 3, 5, 7}| = 4.

Př́ıklad 7.3. Množina S všech kladných sudých č́ısel je nekonečná.

Je to celkem zřejmé. Ale argument: Kdyby f : {1, . . . , n} → S byla bijekce, vezměme
m = největš́ı z f(1), . . . , f(n). Pak 2(m + 1) je sudé, ale protože 2(m + 1) > m, neńı
obrazem žádného i, což je spor s t́ım, že f je bijekce.

Př́ıklad 7.4. Množina R je nekonečná. Jasné (např. podobným argumentem).
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Spočetné množiny

Intuitivně:

A je spočetná, pokud lze jej́ı prvky seřadit do posloupnosti (konečné nebo nekonečné).

Definice 7.5. Množina A je spočetná, pokud je

konečná,

nebo existuje bijekce f : N→ A (pak je tzv. nekonečná spočetná, popř. spočetně
nekonečná).

Tedy A je spočetná, právě když existuje posloupnost

a1, . . . , an nebo a1, a2 . . .

ve které se vyskytuj́ı všechny prvky z A (f je surjekce) a neopakuj́ı se v ńı (f je injekce).

Př́ıklad 7.6 (nekonečné spočetné množiny). – N
Základńı nekončená spočetná množina: identita f(n) = n je bijekce f : N→ N.

– {2, 4, 6, 8, . . . }
Zobrazeńı f : N→ {2, 4, 6, 8, . . . } dané f(n) = 2n je bijekce.

– N ∪ {0}
Zobrazeńı f : N→ N ∪ {0} dané f(n) = n− 1 je bijekce.

– Z
Požadovaná posloupnost z prvk̊u Z je např.

0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, . . .

Jinými slovy, bijekce f : N→ Z z definice je

f(1) = 0, f(2) = −1, f(3) = 1, f(4) = −2, f(5) = 2, . . .

(Napǐste explicitńı vzorec pro f(n).)

– {k, k + 1, k + 2, . . . } pro libovolné k ∈ Z
Zobrazeńı f : N→ {k, k + 1, k + 2, . . . } dané f(n) = n+ (k − 1) je bijekce.

K posledńımu př́ıkladu:

– {k, k + 1, . . . } pro libovolné k ∈ Z
Zobrazeńı f : N→ {k, k + 1, k + 2, . . . } dané f(n) = n+ (k − 1) je bijekce.

Neplyne ale spočetnost {k, k+ 1, . . . } z toho, že {k, k+ 1, . . . } ⊆ Z a že Z je spočetná?

Ano. Dokonce obecně plat́ı:

Věta 7.7. Každá nekonečná podmnožina spočetné množiny je spočetná.

(D̊usledek: Pokud A je spočetná a B ⊆ A, pak B je spočetná.)

– Netriviálńı otázka: Definice spočetné množiny nevylučuje množiny, které jsou větš́ı
než konečné, ale menš́ı než spočetné. Věta ř́ıká, že takové neexistuj́ı.
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– Dokážeme později.

Př́ıklad 7.8. {0, 1}∗ je množina všech tzv. řetězc̊u (slov, konečných posloupnost́ı) nad
abecedou {0, 1}.

Např́ıklad následuj́ıćı jsou prvky množiny {0, 1}∗:

01, 11, 10, 0, 111, 01010101, ε (prázdný řetězec).

Následuj́ıćı posloupnost je nekonečná, obsahuje všechny řetězce z {0, 1}∗ a prvky se v
ńı neopakuj́ı:

ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, . . .

Prokazuje tedy, že {0, 1}∗ je nekonečná spočetná množina.

Uspořádáńı řetězc̊u

ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, . . .

je obecně d̊uležité (tzv. shortlex):

1. kratš́ı řetězce jsou před deľśımi,

2. stejně dlouhé řetězce jsou uspořádány lexikograficky

Podobně lze seřadit do posloupnosti všechna slova nad libovolnou konečnou abecedou.
Tedy:

Věta 7.9. Množina Σ∗ všech řetězc̊u na konečnou abecedou Σ = {a1, . . . , an} je
spočetná.

Např. Σ = {a, b, . . . , z}, Σ∗ = {ε, a, computer, world, ssca, . . . }.

Důležitý d̊usledek:

Je-li možné nějaké objekty kódovat (reprezentovat, popsat) jako řetězce nad nějakou
konečnou abecedou Σ, je množina těchto kód̊u (popis̊u) spočetná, a tedy i množina
daných objekt̊u je spočetná.

Argument:

O = množina uvažovaných objekt̊u; kódováńı = prosté zobrazeńı c : O → Σ∗;

c(O) = množina kód̊u; pak c(O) ⊆ Σ∗ a vzhledem ke spočetnosti Σ∗ je i c(O) spočetná.

Př́ıklad 7.10. Množina všech zdrojových kód̊u v jazyku C (Python, Lisp, . . . ) je
spočetná.
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Odbočka: lexikografické a shortlex uspořádáńı

Dána abeceda Σ = {a1, . . . , an} a na ńı lineárńı uspořádáńı ≤; předp. a1 < · · · < an.

délka |u| řetězce u ∈ Σ∗ je počet znak̊u v u: |010| = 3, |0| = 1, |ε| = 0

Lexikografické (slovńıkové) uspořádáńı ≤l: pro u = u1 · · ·up, v = v1 · · · vq ∈ Σ∗ je

u ≤l v p. k. u = v nebo pro nějaké i je u1 · · ·ui−1 = v1 · · · vi−1 a ui < vi

Shortlex uspořádáńı ≤s: pro u = u1 · · ·up, v = v1 · · · vq ∈ Σ∗ je

u ≤s v p. k. |u| < |v| nebo (|u| = |v| a u ≤l v).

Rozd́ıl mezi ≤l a ≤s:

– ≤s je stejného typu jako přirozené uspořádáńı N (≤s vytvář́ı posloupnost)

– ≤l neńı stejného typu jako přirozené uspořádáńı N (netvoř́ı takovou posloupnost):

– např. množina A = {1, 01, 001, 0001, . . . } nemá nejmenš́ı prvek vzhledem k
≤l

– ale každá podmnožina A ⊆ N má nejmenš́ı prvek

Odbočka: algoritmický pohled

Spočetné množiny lze chápat jako množiny, o kterých lze uvažovat jako o množinách,
jejichž prvky mohou být postupně vypisovány nějakým algoritmem (který př́ıpadně
pracuje nekonečně dlouho).

Algoritmus vypisuj́ıćı {1, . . . , n} (konečná spočetná):

for i← 1 to n do print(i)

Algoritmus vypisuj́ıćı{1, 2, . . . } (nekonečná spočetná):

i← 1

while true do

print(i)

i← i+ 1

Takové množiny se nazývaj́ı algoritmicky vyč́ıslitelné (nebo rekurźıvně vyč́ıslitelné).

Každá algoritmicky vyč́ıslitelná množina je tedy spočetná.

Ale: Existuje spočetná množina, která neńı algoritmicky vyč́ıslitelná! (ukážeme)

Př́ıklad 7.11 (nekonečné spočetné množiny, pokrač.). – Q
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– č́ısla r ∈ Q lze chápat (vyjádřit) jako zlomky p
q , kde p ∈ Z a q ∈ N

– připust́ıme-li pro r 6= 0 pouze p
q , kde p a q jsou nesoudělná, a r = 0 pouze

zlomek 0
1 , je každé r ∈ Q vyjádřeno právě jedńım p

q

(takové p
q jsou v tzv. kanonickém tvaru)

Prvńı argument prokazuj́ıćı spočetnost (detaily přednáška):

– nakresĺıme množinu Z× N,

– jej́ı prvky 〈p, q〉 lze seřadit do posloupnosti,

– z ńı vybrat jen 〈p, q〉 takové, že p
q je v kanonickém tvaru

– vybraná podposloupnost tedy obsahuje právě všechna racionálńı č́ısla a ta
se v ńı neopakuj́ı

Druhý argument: později.

Existuj́ı nekonečné množiny, které nejsou spočetné?

Definice konečných a spočetných množin dává následuj́ıćı obrázek:

– konečné množiny

– nekonečné množiny

– spočetné množiny

– ???

Definice 7.12. Množina se nazývá nespočetná, pokud neńı spočetná (tedy je ne-
konečná, ale neexistuje bijekce mezi N a tou množinou).

Tedy nespočetná množina je
”
ještě větš́ı“ než N (a každá jiná spočetná množina).

Věta 7.13. Množina 2N všech podmnožin množiny N je nespočetná.

D̊ukaz. Provedeme tzv. diagonálńı metodou.

Sporem. Předpokládejme, že 2N je spočetná.

Pak existuje bijekce f : N → 2N, f(i) = Ai, a tedy posloupnost A1, A2, . . . všech
podmnožin množiny N.

Sestroj́ıme nyńı množinu B ⊆ N, která je r̊uzná od každé z A1, A2, . . . , to bude spor.

Každou množinu Ai reprezentujeme řádkem 0 a 1:

1 2 3 4 · · · j · · ·
Ai 0 0 1 0 · · · aij · · ·

tedy 1 6∈ Ai, 2 6∈ Ai, 3 ∈ Ai, 4 6∈ Ai a

j ∈ Ai, pokud aij = 1, j 6∈ Ai, pokud aij = 0.

Uvažujme schéma a jeho hlavńı diagonálu:

158



1 2 3 4 · · ·
A1 a11 a12 a13 a14 · · ·
A2 a21 a22 a23 a24 · · ·
A3 a31 a32 a33 a34 · · ·
A4 a41 a42 a43 a44 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

a definujme množinu B jako množinu, jej́ıž řádek b vznikne
”
negaćı“ hlavńı diagonály.

Tedy pro každé i ∈ N definujeme bi = 1− aii neboli

i ∈ B, právě když i 6∈ Ai.

Pak B je podmnožinou N, ale B 6= A1, B 6= A2, . . . , protože B a Ai se lǐśı v prvku i.

Věta 7.14. Množina 2A všech podmnožin libovolné nekonečné spočetné množiny A je
nespočetná.

D̊ukaz. Diagonálńı metodou jako pro d̊ukaz předchoźı věty pro A = N.

Z toho plyne, že řada d̊uležitých množin je nespočetných.

Definice 7.15. Formálńı jazyk na konečnou abecedou Σ je libovolná množina L ⊆ Σ∗.

Řetězce w ∈ L se nazývaj́ı slova jazyka L.

– {bn · · · b10 | bi ∈ {0, 1}}, tj. {0, 00, 10, 000, 010, . . . }, je formálńı jazyk nad {0, 1}.
Sestává ze slov představuj́ıćıch zápisy sudých nezáporných č́ısel ve dvojkové sou-
stavě.

– {x, y, (x + y), (x ∗ x), (x ∗ (y + y)), . . . } je jazyk nad {x, y, (, ), ∗,+}, jehož slova
jsou správně utvořené aritmetické výrazy nad danými proměnnými a symboly
operaćı.

Věta 7.16. Množina všech formálńıch jazyk̊u nad libovolnou konečnou abecedou je
nespočetná.

D̊ukaz. Důsledek předchoźı věty a tvrzeńı (dř́ıve), že množina Σ∗ všech řetězc̊u nad Σ
je spočetná.

To má d̊uležitý d̊usledek:

Existuje množina řetězc̊u nad {0, 1}, která neńı algoritmicky vyč́ıslitelná.

Množina všech řetězc̊u z {0, 1}∗ je spočetná. Každá A ⊆ {0, 1}∗ je tedy spočetná.

Některé podmnožiny množiny A ⊆ {0, 1}∗ jsou algoritmicky vyč́ıslitelné (viz výše),
např. jistě všechny konečné, pak např. následuj́ıćı:

– {1, 11, 111, 1111, . . . },

– {01, 0011, 000111, . . . },
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– {1, 0110, 0011100, 0001111000, . . . },

– {u ∈ {0, 1}∗ | u obsahuje stejný počet 0 a 1}

Ale existuj́ı množiny binárńıch řetězc̊u, které nelze vypisovat pomoćı algoritmů!

Je jich dokonce v́ıc než těch, které vypisovat lze.

Zd̊uvodněńı:

– algoritmus je reprezentován řetězcem znak̊u nad konečnou abecedou, tedy algo-
ritmů je spočetně mnoho

– množin řetězc̊u nad {0, 1} je nespočetně mnoho

– existuje tedy množina A ⊆ {0, 1}∗, pro kterou neexistuje algoritmus, který ji
vypisuje

Věta 7.17. Množina R je nespočetná.

D̊ukaz. (p̊uvodńım Cantorovým argumentem): Stač́ı ukázat, že (0, 1) neńı spočetný.

Každé reálné r ∈ (0, 1) lze vyjádřit pomoćı desetinného rozvoje

r = 0, r1r2r3 · · · .

Předpokládejme, že mı́sto konečných rozvoj̊u uvažujeme jen nekonečné rozvoje s peri-
odou 9. Tj. mı́sto 0, 378 uvažujeme 0, 377999 · · · apod. Pak má každé č́ıslo právě jeden
rozvoj.

Kdyby bylo možné č́ısla z (0, 1) seřadit do posloupnosti r1, r2, . . . , mohli bychom
uvažovat č́ıslo s = 0, s1s2 · · · definované pomoćı diagonály schématu

1 2 3 · · ·
r1 r11 r12 r13 · · ·
r2 r21 r22 r23 · · ·
r3 r31 r32 r33 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.
.

předpisem: pro i ∈ N je si libovolné z {1, . . . , 9} − {rii}.

Pak s má uvažovaný rozvoj a s 6= r1, s 6= r2, . . . , což je spor s předpokladem.

Daľśı vlastnosti spočetných množin

Věta 7.18. Pro libovolnou nekonečnou množinu A existuje injektivńı zobrazeńı f :
N→ A.

(Tedy A obsahuje nekonečnou spočetnou podmnožinu; totǐz f(N).)

D̊ukaz. f : N→ A budeme definovat indukćı:

1. Def. f(1) jako libovolný prvek z A.

2. Předp., že pro n ∈ N jsou definovány f(1), . . . , f(n) a že jsou po dvou r̊uzné.

Pak {f(1), . . . , f(n)} ⊆ A je konečná, je r̊uzná od A, a tedy existuje a ∈ A −
{f(1), . . . , f(n)}.

Položme f(n+ 1) = a.
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Podle principu definice matematickou indukćı existuje injektivńı zobrazeńı f : N →
A.

(Ke zmı́něnému principu se vrát́ıme.)

Často použ́ıvané tvrzeńı k prokázáńı spočetnosti:

Věta 7.19. Pokud A je spočetná a B ⊆ A, pak B je spočetná.

D̊ukaz. Je-li B konečná, je dle definice spočetná.

Je-li B nekonečná, existuje dle věty výše injekce f : N→ B. Uvažujme f(N). Pak:

f(N) ⊆ B ⊆ A,

přitom existuje bijekce množiny A na f(N).

(Bijekci g : A→ f(N) dostaneme např. jako g = h−1 ◦ f , kde h : N→ A je bijekce.)

Tvrzeńı nyńı plyne z následuj́ıćıho lemma (jeho d̊ukaz později):

Lemma 7.20. Existuje-li bijekce množiny A1 na A3 a je-li A3 ⊆ A2 ⊆ A1, pak existuje
bijekce množiny A1 na A2.

Věta 7.21. Kartézský součin A×B spočetných množin A a B je spočetná množina.

D̊ukaz. 1. Jsou-li A a B konečné, je A×B konečná (a tedy spočetná).

2. Je-li jedna nekonečná (např. A = {a1, a2, . . . }) a druhá konečná (B = {b1, . . . , bk}),
lze prvky 〈ai, bj〉 ∈ A×B uspořádat do posloupnosti

〈a1, b1〉 , 〈a1, b2〉 , . . . , 〈a1, bk〉 , 〈a2, b1〉 , . . . , 〈a2, bk〉 , 〈a3, b1〉 , . . .

(bijekce f : N→ A×B je f(n) = 〈ai, bj〉, kde i = dn/ke a j = ((n− 1) mod k) + 1)

3. Jsou-li nekonečné, A = {a1, a2, . . . } a B = {b1, b2, . . . }, definujme f : A × B → N
takto:

f(ai, bj) = 2i · 3j .
Protože 2 a 3 jsou prvoč́ısla, je 2i · 3j = 2k · 3l, právě když i = k a j = l, tedy f je
injekce.

Máme tedy bijekci A×B na f(A×B).

f(A × B) ⊆ N a N je spočetná je (viz věta) f(A × B) spočetná. Tedy i A × B je
spočetná.

Věta 7.22. Jsou-li A1, . . . , An spočetné množiny, je i A1×· · ·×An spočetná množina.

D̊ukaz. Matematickou indukćı s použit́ım předchoźı věty.

1. pro n = 1 zřejmé.

2. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n a uvažujme A1 × · · · ×An+1.

Pak A1×· · ·×An je spočetná a dle předchoźı věty je i (A1×· · ·×An)×An+1 spočetná.

Je zřejmé, že f : A1 × · · · ×An)×An+1 → A1 × · · · ×An+1 definovaná

f(〈〈a1, . . . , an〉 , an+1〉) = 〈a1, . . . , an+1〉

je bijekce.

Tedy i A1 × · · · ×An+1 je spočetná.
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Věta 7.23. Sjednoceńı spočetného systému spočetných množin je spočetná množina.

D̊ukaz. Uvažujme systém {Ai | i ∈ I}, kde I je spočetná a každá Ai je spočetná, a jeho
sjednoceńı

⋃
i∈I Ai.

Když jsou I i všechny Ai konečné, je i
⋃
i∈I Ai konečná.

Předpokládejme tedy, že I nebo některá Ai je nekonečná.

Přednáška.

Jednoduché d̊usledky předchoźıch tvrzeńı:

Q je spočetná (už v́ıme):

– rozložme Q = Q− ∪ {0} ∪Q+

– ukážeme, že Q+ = {pq ∈ Q | p, q ∈ N nesoudělná } je spočetná:

– zobrazeńı fQ+ → N× N definované f(pq ) = 〈p, q〉 je bijekce množiny Q+ na

podmnožinu f(Q+) spočetné množiny N× N, proto je Q+ je spočetná.

– Q− je spočetná (x 7→ −x je bijekce Q− na Q+) a {0} je spočetná,

– tedy i Q = Q− ∪ {0} ∪Q+ je spočetná.

Σ∗ je spočetná pro každou spočetnou Σ (už v́ıme pro konečnou Σ):

– Každý řetězec a1 · · · an ∈ Σ∗ lze jednoznačně reprezentovat n-tićı 〈a1, . . . , an〉 ∈
Σn.

(prázdný řetězec ε pak prvkem ∅; pozn.: Σ0 = {∅})

– Zřejmě tedy existuje bijekce množiny Σ∗ na
⋃∞
n=0 Σn.

( ε 7→ ∅ a a1 · · · an 7→ 〈a1, . . . , an〉)

–
⋃∞
n=0 Σn je spočetná (je to sjednoceńı spočetného systému spočetných množin).

– Tedy i Σ∗ je spočetná.

Jak porovnávat množiny podle jejich velikosti?

Pro konečné množiny A a B plat́ı (ověřte):

– |A| = |B|, právě když existuje bijekce f : A→ B.

– |A| < |B|, právě když existuje injekce f : A→ B a neexistuje injekce g : B → A.

Pomoćı pokročileǰśıho aparátu teorie množin lze dokázat, že pro obecné množiny A a
B nastane právě jedna z možnost́ı:

1. Existuje bijekce f : A→ B.

Pak se A a B považuj́ı za stejně velké (jsou tzv. ekvivalentńı; maj́ı stejnou mo-
hutnost).
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2. Existuje injekce f : A→ B a neexistuje injekce g : B → A.

Pak se A považuje za menš́ı než B (A má menš́ı mohutnost než B).

3. Existuje injekce f : B → A a neexistuje injekce g : A→ B.

Pak se A považuje za větš́ı než B (A má větš́ı mohutnost než B).

Kardinálńı č́ısla

Kardinálńı č́ıslo (kardinalita) množiny A je objekt, označujeme ho |A|, přǐrazený
množině A tak, že |A| = |B|, právě když A a B jsou ekvivalentńı.

Definici nebudeme uvádět (viz literatura o teorii množin).

Pro konečnou A lze |A| ztotožnit s počtem prvk̊u množiny A (ten jsme značili |A|).

Pro nekonečnou množinu složitěǰśı. Pro zaj́ımavost:

– Cantor: |A| je tř́ıda všech množin ekvivalentńıch s A (problematické z hlediska
axiomatických teoríı množin)

– axiomatické př́ıstupy (ZFC): |A| je nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo ekvivalentńı s A

Pro možnosti 1., 2. a 3. výše pak ṕı̌seme |A| = |B|, |A| < |B| a |A| > |B|.

Značeńı:

– ℵ0 = |N|, tj. mohutnost množiny N

– ℵ1 = |R|, tj. mohutnost množiny R

– v́ıme, že ℵ0 < ℵ1

Věta 7.24 (Cantorova-Bernsteinova). Pokud pro množiny A a B existuje injekce f :
A→ B a injekce g : B → A, pak existuje bijekce množiny A na množinu B.

D̊ukaz. Nebudeme dělat (komentář na přednášce).

Poznámka

– Dokresluje výše uvedené možnosti 1., 2. a 3.:

– Pokud existuje injekce A do B i injekce B do A, je to př́ıpad 1 (existuje bijekce
A na B).

– Dokázal G. Cantor s použit́ım tzv. axiomu výběru.

– 1897 pak F. Bernstein bez axiomu výběru, konstruktivńı d̊ukaz.

Věta 7.25 (Cantorova). Pro každou množinu A plat́ı |A| < |2A|.

Tedy existuje injekce f : A→ 2A, ale neexistuje injekce g : 2A → A.

Před d̊ukazem:
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– S ohledem na to, že a 7→ {a} je injekce A do 2A, a s ohledem na Cantorovu-
Bernsteinovu větu lze Cantorovu větu ekvivalentně formulovat takto:

Neexistuje bijekce f : A→ 2A.

– Pro konečné množiny známe, protože pak |2A| = 2|A|.

– Ukazuje, že existuj́ı větš́ı a větš́ı množiny, nekonečná hierarchie nekonečen.

– Vı́me, že |N| < |R|. Ale ještě větš́ı než R je množina 2R. Ještě větš́ı je 22R atd.

– S t́ım souviśı slavná tzv. hypotéza kontinua (komentář na přednášce):

Neexistuje množina A, pro kterou |N| < |A| < |R|.

D̊ukaz. (Cantorovy věty) Stač́ı dokázat, že neexistuje surjekce f : A→ B.

Dokážeme sporem. Předpokládejme, že f : A→ 2A je surjekce.

Uvažujme množinu D ∈ 2A definovanou následovně:

a ∈ D, právě když a 6∈ f(a).

(např. pro A = N, a = 2, pro f(a) = {1, 3, 5} je 2 6∈ D, pro f(a) = N je a ∈ D)

f je surjekce, tedy existuje d ∈ A t.ž. f(d) = D.

Pak
d ∈ D, p.k. d 6∈ f(d), p.k. d 6∈ D,

což je spor.

Myšlenka podobná jako u dř́ıve uvedené diagonálńı metody. Srovnejte s předchoźım
d̊ukazem, že 2N je nespočetná (z toho plyne |N| < |2N|).

Shrnut́ı

Nekonečné množiny vystupuj́ı v mnoha úvahách o základńıch otázkách matematiky a
informatiky. Uvedli jsme základńı pojmy souvisej́ıćı s nekonečnými množinami, d̊uležité
př́ıklady a základńı vlastnosti nekonečných množin.

Pojmy k zapamatováńı

• konečná množina, nekonečná množina

• spočetná množina

• nespočetná množina

• kardinalita množiny

Kontrolńı otázky

1. Existuj́ı věťśı množiny než je množina N?

2. Existuj́ı věťśı množiny než je množina R?

3. Existuje nejvěťśı množina?
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8 Rekurze a indukce

Studijńı ćıle: Student se seznámı́ se základy indukce a rekurze, zejména s d̊ukazy
matematickou indukćı, definicemi matematickou indukćı a strukturálńı indukćı.

Kĺıčová slova: rekurze, rekurźıvńı definice, princip indukce, matematická indukce,
strukturálńı indukce

Indukce a rekurze

– provázané jevy

– jsou př́ıtomny v mnoha úvahách v matematice a informatice:

– d̊ukaz matematickou indukćı,

– rekurźıvńı algoritmy,

– rekurźıvńı definice, . . .

– i jinde (uměńı, např. rekurźıvńı obrazce)

Indukce a rekurze jako provázané jevy kolem nás

– indukce a rekurze = dvě strany stejné mince

–
”
je to indukce nebo rekurze?“

často těžko odpovědět, je to věc kontextu nebo pohledu

– indukce ≈ od menš́ıho k větš́ımu (složitěǰśımu),
”
bottom up“

př.: induktivńı definice, induktivńı d̊ukaz, . . .

– rekurze ≈ definice pojmu pomoćı pojmu samotného,
”
top down“

př.: rekurźıvńı procedura, rekurźıvně definovaný pojem

Prvńı př́ıklady

Uvažujme následuj́ıćı funkci pro výpočet faktoriálu č́ısla n.

f(n)
1 if n = 1 then return 1
2 return n ∗ f(n− 1)

– rekurźıvńı funkce (rekurźıvně definovaný pojem faktoriál č́ısla n)

– ř. 1: limitńı (ukončuj́ıćı podmı́nka); jinak se procedura (definice)
”
zacykĺı“

f(4) = 4 * f(3) = 4 * 3 * f(2) = 4 * 3 * 2 * f(1) = 4 * 3 * 2 * 1
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jinak

1. pro n = 1 je f (n) = 1

2. pro n > 1 je f (n) = n ∗ f (n− 1)

nebo jinak zapsáno

f (n) =

{
1, pokud n = 1,
n ∗ f (n− 1), pokud n > 1.

– induktivńı definice

– definujeme nejprve pro základńı prvky (pro n = 1)

– pro složitěǰśı prvky (n > 1) definujeme pomoćı toho, co jsme definovali pro jed-
nodušš́ı prvky (f (n− 1)).

definice mocniny č́ısla an:

power(a, n)
1 if n = 0 then return 1
2 return a ∗ power(a, n− 1)

1. pro n = 0 je an = 1

2. pro n > 1 je an = a ∗ an−1

Stejné schéma má definice mocniny Rn relace R.

induktivńı definice množiny L všech lichých č́ısel:

1. pro 1 ∈ L

2. pokud n ∈ L, pak n+ 2 ∈ L
(nebo úplně: pro každé n > 1: pokud n ∈ L, pak n+ 2 ∈ L)

Matematickou indukćı lze např. dokázat, že každé n ∈ L je liché.
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induktivńı definice množiny A ⊆ N0 × N0

1. pro 〈0, 0〉 ∈ A

2. pokud 〈m,n〉 ∈ A, pak 〈m+ 5, n+ 1〉 ∈ A

Je S = {〈0, 0〉 , 〈5, 1〉 , 〈10, 2〉 , 〈15, 3〉 , }

Zobecněnou matematickou indukćı lze např. dokázat, že pro každé 〈m,n〉 ∈ A je m+n
dělitelné 3.

formule výrokové logiky na množinou V = {p, q, r, . . . } výrokových symbol̊u

1. každý výrokový symbol p je formule (tzv. atomická formule);

2. jsou-li ϕ a ψ formule, jsou i výrazy

¬ϕ,

(ϕ ∧ ψ),

(ϕ ∨ ψ),

(ϕ→ ψ),

(ϕ↔ ψ)

formule (tzv. složené formule).

– induktivně definovaná syntaktická struktura

– v pozad́ı je tzv. strukturálńı indukce (zobecněńı matematické indukce)

Sierpinského trojúhelńıky S(n)

S(1) S(2) S(3) S(4) S(5)
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Droste efekt (Drosteho kakao, 1904)

Matematická indukce (připomenut́ı ze školy)

Umožňuje dokazovat tvrzeńı tvaru

pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı V (n),

kde V (n) je nějaké tvrzeńı, které záviśı na n, např.

pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Základem je:

Věta 8.1. (princip indukce)

Necht’ je pro každé n ∈ N dáno tvrzeńı V (n). Předpokládejme, že plat́ı

(a) V (1) (indukčńı předpoklad),

(b) pro každé n ∈ N: z V (n) plyne V (n+ 1) (indukčńı krok).

Pak V (n) plat́ı pro každé n ∈ N.

Princip indukce je jednou ze základńıch vlastnost́ı přirozených č́ısel. Lze ho dokázat z
následuj́ıćı vlastnosti N:

Každá neprázdná podmnožina K ⊆ N má nejmenš́ı prvek (což je pravdivý a intuitivně
jasný předpoklad).

Lze princip indukce dokázat?

– Jednoduchá odpověd’:
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– Ano, s použit́ım následuj́ıćı vlastnosti N:

– Každá neprázdná podmnožina množiny N má nejmenš́ı prvek.

– Ale, jak v́ıme, že každá neprázdná podmnožina N má nejmenš́ı prvek?!

– Vede na otázku: Co jsou vlastně přirozená č́ısla?

– Axiomatická výstavba N, Peanovy axiomy, atd.

– T́ım se podrobně zabývat nebudeme.

Důkaz principu indukce

Sporem: Předpokládejme, že princip indukce neplat́ı, tj. existuje tvrzeńı V (·), splňuj́ıćı

(a) V (1),

(b) pro každé n ∈ N: z V (n) plyne V (n+ 1),

ale pro nějaké n′ ∈ N tvrzeńı V (n′) neplat́ı.

Označme
K = {m ∈ N | V (m) neplat́ı}

K je neprázdná (nebot’ n′ ∈ K).

K má tedy nejmenš́ı prvek ka ten je r̊uzný od 1 (protože V (1) plat́ı).

Pak tedy k − 1 6∈ K, tedy V (k − 1) plat́ı.

Z indukčńıho kroku plyne, že plat́ı i V (k), tedy k 6∈ K, což je spor s k ∈ K.

Př́ıklad 8.2. Dokažme, že pro každé n ∈ N je

pro každé n ∈ N je 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Tedy V (n) je tvrzeńı 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2 .

(a) Indukčńı předpoklad: V (1) je tvrzeńı 1 = 1·(1+1)
2 , což plat́ı.

(b) Indukčńı krok: dokázat, že z V (n) plyne V (n+ 1).

Tedy dokázat, že z 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2 plyne 1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) = (n+1)(n+2)

2

1 + · · ·+ n+ (n+ 1) = (1 + · · ·+ n) + (n+ 1) = (dle indukčńıho předpokladu V (n))

n(n+ 1)

2
+ n+ 1 =

n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=
n2 + 3n+ 2

2
=

(n+ 1) · (n+ 2)

2
.
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Pozor na chyby

Př́ıklad 8.3. Dokažte, že pro každou posloupnost n prvk̊u a1, . . . , an plat́ı, že všechny
prvky v ńı jsou stejné.

Důkaz matematickou indukćı:

Indukčńı předpoklad: Pro č́ıslo 1 je tvrzeńı triviálně splněno.

Indukčńı krok: Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k prvk̊u. Uvažujme posloupnost
libovolných k + 1 prvk̊u a1, . . . , ak+1.

Pak a1, . . . , ak je posloupnost k prvk̊u a a2, . . . , ak+1 je posloupnost k prvk̊u, a podle
předpokladu tedy a1 = · · · = ak a a2 = · · · = ak+1. Odtud plyne a1 = · · · = ak+1.

Kde je chyba?

Neplat́ı, že z V (1) plyne V (2) (z toho, že v posloupnosti a1 jsou prvky stejné a že v
posloupnosti a2 jsou prvky stejné, plyne, že v posloupnosti a1, a2 jsou všechny prvky
stejné).

Daľśı př́ıklady

Př́ıklad 8.4. Dokažte indukćı, že
∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

V (n) je tvrzeńı
∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

V (1) plat́ı, protože je to tvrzeńı 12 = 1(1+1)(2+1)
6 .

Předpokládejme, že plat́ı V (n) a dokažme V (n+ 1), tj. dokažme

n+1∑
k=1

k2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
.

Je

n+1∑
k=1

k2 =

n∑
k=1

k2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

6(n+ 1)2

6

=
2n3 + 9n2 + 13n+ 6

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
.

1. Dokažte indukćı, že součet prvńıch n lichých č́ısel je n2, tj.

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

2. Dokažte indukćı, že
∑n

k=1 k
3 = [n(n+1)

2 ]2.

3. Dokažte indukćı, že pro n ∈ N je 2n+2 + 32n+1 dělitelné 7.

4. Dokažte, že pro n ∈ N je (1 + 1
3)n ≥ 1 + n

3 .
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Odbočka: o přirozených č́ıslech

– S přirozenými č́ısly pracujeme jako se známou strukturou, tj. 〈N,+, ·,≤〉.
Předpokládáme vlastnosti, které známe.

– Otázky jako
”
proč plat́ı princip indukce?“ nebo

”
proč má každá A ⊆ N nejmenš́ı

prvek“ vedou k otázce:

Co jsou vlastně přirozená č́ısla?

– Jsou budována axiomaticky, tj. je to struktura splňuj́ıćı jisté axiomy.

– Za základńı (nedefinovatelné) jsou považovány

– Konstanta 1.

(alternativně 0 mı́sto 1; pak je i 0 považována za přirozené č́ıslo; je to otázka
vkusu a technické výhodnosti)

– Unárńı operace S. S(x) je interpretován jako následovńık č́ısla x.

(tedy S(1) = 2, S(2) = 3, S(3) = 4, . . . )

Co jsou vlastně přirozená č́ısla?

– Jsou budována axiomaticky, tj. je to struktura splňuj́ıćı jisté axiomy.

– Za základńı (nedefinovatelné) jsou považovány:

– Konstanta 1.

(alternativně 0 mı́st 1; pak je i 0 považována za přirozené č́ıslo; je to otázka
vkusu a technické výhodnosti)

– Unárńı operace S. S(x) je interpretován jako následovńık č́ısla x.

(tedy S(1) = 2, S(2) = 3, S(3) = 4, . . . )

– Přirozená č́ısla jsou pak definována jako struktura 〈N, 1, S〉, kde 1 ∈ N a S : N→
N, splňuj́ıćı tzv. Peanovy axiomy.

Peanovy axiomy (výběr):

– . . .

– pokud m 6= n, pak S(m) 6= S(n)

– neexistuje n ∈ N tak, že S(n) = 1

(1 neńı následovńıkem žádného přirozeného č́ısla)

– Pokud K ⊆ N je množina splňuj́ıćı

– 1 ∈ K
– pro každé n ∈ N: pokud n ∈ K, pak n+ 1 ∈ K,

pak K = N.

Poznámka. Daľśı operace a relace (+, ·, ≤) jsou definované jako odvozené; např.

– n+ 1 = S(n)
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– n+ S(m) = S(n+m)

Posledńı axiom:

– Pokud K ⊆ N je množina splňuj́ıćı

– 1 ∈ K
– pro každé n ∈ N: pokud n ∈ K, pak n+ 1 ∈ K,

pak K = N.

ř́ıká právě to, co princip d̊ukazu matematickou indukćı!

Skutečně: Polož́ıme-li v tom principu K = {n | V (n) plat́ı}, pak tvrzeńı principu je
shodné s tvrzeńım axiomu.

Tedy

– Při tomto pohledu (axiomatickém) na přirozená č́ısla tedy neńı třeba princip
d̊ukazu indukćı dokazovat (je to axiom).

– Proč jsme ho tedy dokazovali?

– Protože s přirozenými č́ısly pracujeme intuitivně, jako se strukturou splňuj́ıćı
známé vlastnosti.

– Jednou z nich je: Každá A ⊆ N má nejmenš́ı prvek (vzhledem k ≤).

Jinými slovy: 〈N,≤〉 je dobře uspořádaná.

– Tu jsme použili v d̊ukazu principu.

Důležité:

– Vı́me: Každá A ⊆ N má nejmenš́ı prvek⇒ princip d̊ukazu matematickou indukćı

– Plat́ı ale také:

Princip d̊ukazu matematickou indukćı ⇒ každá A ⊆ N má nejmenš́ı prvek.

Varianty d̊ukazu matematickou indukćı

Indukce nemuśı zač́ınat 1. Mı́sto K = {1, 2, . . . } můžeme vlastnost V indukćı dokázat
pro K = {4, 5, 6, . . . }, K = {−3,−2,−1, 0, 1, . . . } apod.

Věta 8.5 (začátek v k). Necht’ k ∈ Z, K = {k, k + 1, k + 2, . . . } a pro každé n ∈ K je
dáno tvrzeńı V (n). Předpokládejme, že plat́ı

(a) V (k) (indukčńı předpoklad),

(b) pro každé n ∈ K: z V (n) plyne V (n+ 1) (indukčńı krok).

Pak V (n) plat́ı pro každé n ∈ K.
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D̊ukaz. Plyne ze základńıho principu indukce:

Uvažujme tvrzeńı W (n) pro n = 1, 2, 3, . . . definované:

W (n) = V (n+ (k − 1)).

Pak W (1) je V (k), W (2) je V (k + 1), atd.

Podmı́nky (a) a (b) výše jsou pak podmı́nky W (1) a W (n)⇒W (n+ 1) ze základńıho
principu.

Dle základńıho principu tedy plat́ı W (1), W (2), . . .

Tedy plat́ı V (1), V (2), . . .

Př́ıklad 8.6. Zobecněte vzorec

1 + 2 + · · ·+ n =
n · (n+ 1)

2

pro
k + (k + 1) + · · ·+ n

Zobecněńı se nejdř́ıv pokuśıme odhadnout. V uvedeném vzorci 1+2+· · ·+n = n·(n+1)
2 =

n·(n+1)
2 je n počet sč́ıtanc̊u a n + 1 je součet prvńıho a posledńıho sč́ıtance. Ověř́ıme

tedy, zda plat́ı

k + (k + 1) + · · ·+ n =
(n− k + 1) · (n+ k)

2
.

Např. pro k = 2 a n = 6 je

k + (k + 1) + · · ·+ n = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 20 =
5 · (6 + 2)

2
,

pro k = −2 a n = 1 je

k + (k + 1) + · · ·+ n = −2− 1 + 0 + 1 = −2 =
4 · (−1)

2
.

Důkaz indukćı v počátkem v k = −2 vypadá takto:

Indukčńı předpoklad: Pro n = k vzorec zřejmě plat́ı.

Indukčńı krok: předpokládejme, že vzorec plat́ı pro n. Pro n+ 1 s využit́ım vzorce pro
n dostaneme

k + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n− k + 1) · (n+ k)

2
+ (n+ 1)

=
(n− k + 1) · (n+ k) + 2n+ 2

2
=
n2 + nk − nk − k2 + n+ k + 2n+ 2

2
.

Úpravou pravé strany vzorce pro součet k + · · ·+ n+ (n+ 1) však dostaneme stejnou
hodnotu:

((n+ 1)− k + 1) · ((n+ 1) + k)

2
=

(n− k + 2) · ((n+ k + 1)

2

=
n2 + nk + n− nk − k2 − k + 2n+ 2k + 2

2
=
n2 + nk − nk − k2 + n+ k + 2n+ 2

2
.

Věta 8.7 (v́ıce předpoklad̊u, tzv. silný princip indukce). Necht’ je pro každé n ∈ N
dáno tvrzeńı V (n). Předpokládejme, že plat́ı
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(a) V (1) (indukčńı předpoklad),

(b) pro každé n ∈ K: z V (1), . . . , V (n) plyne V (n+ 1) (indukčńı krok).

Pak V (n) plat́ı pro každé n ∈ N.

D̊ukaz. Snadné ze základńıho principu indukce:

Uvažujme nové tvrzeńı W , které je pro každé n ∈ N definováno následovně:

W (n) plat́ı, právě když plat́ı V (1), . . . , V (n).

Dokážeme-li tedy výše uvedené body (a) a (b), dokážeme vlastně, že plat́ı

(a) W (1),

(b) pro každé n ∈ K: z W (n) plyne W (n+ 1).

Dle principu indukce tedy plat́ı W (n) pro každé n ∈ N. To ale znamená, že i V (n) plat́ı
pro každé n ∈ N.

Plat́ı i pokud začneme libovolným k ∈ N (ne nutně k = 1).

Plat́ı i naopak: základńı princip indukce plyne ze silného principu.

Př́ıklad 8.8. Dokažte, že každé n ∈ N má prvoč́ıselný rozklad.

Silným principem indukce se začátkem v k = 2.

indukčńı předpoklad: V (2)

Plat́ı, protože 2 je prvoč́ıslo, tedy 2 = 21 je požadovaný rozklad.

indukčńı krok: z V (2), . . . , V (n) plyne V (n+ 1)

Bud’ je n+ 1 prvoč́ıslo, pak rozklad je n+ 1 = (n+ 1)1,

nebo n je složené, tedy n = r · s, kde 2 ≤ r, s < n.

Pak dle V (r) a V (s) existuj́ı rozklady r = pn1
1 · · · p

nk
k a s = qm1

1 · · · qml
l , a tedy

požadovaný rozklad je
n+ 1 = pn1

1 · · · p
nk
k · q

m1
1 · · · qml

l .

Definice matematickou indukćı

Např. faktoriál:

1. pro n = 1 je f (n) = 1

2. pro n > 1 je f (n) = n ∗ f (n− 1)

Intuitivně jasné. Jaké je pozad́ı (zd̊uvodněńı)?
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Věta 8.9. Necht’ je dána množina V , prvek a ∈ V a funkce G : N × V → V . Pak
existuje právě jedna funkce

F : N→ V,

pro kterou plat́ı

– F (1) = a,

– pro každé n ∈ N : F (n+ 1) = G(n, F (n)).

D̊ukaz. Doplńım později (ke zkoušce bez d̊ukazu).

Př́ıklad 8.10. Pro definici faktoriálu f(n) výše je:

F = f, V = N, a = 1, G(m,n) = (m+ 1) · n.

Př́ıklad 8.11. Uvažujme předpis:

1. pro n = 0 je f (n) = 1

2. pro n > 0 je f (n+ 1) = −f(n)

Dle věty (resp. jej́ı modifikace pro N0) je j́ım jednoznačně určena funkce f : N0 → Z.

(V = Z, a = 1, G(m,n) = −F (n))

Snadno se vid́ı, že f(n) = (−1)n.

Př́ıklad 8.12 (zobecněná definice indukćı, dle modifikace uvedené věty). Uvažujme
předpis:

1. f(1) = 3, f(2) = 5,

2. f(n+ 1) = 2f(n)− f(n− 1).

Dle věty (resp. jej́ı modifikace pro v́ıce předpoklad̊u) je j́ım jednoznačně určena funkce
f : N→ Z.

Snadno se dokáže, že f(n) = 2n+ 1.

Strukturálńı indukce

– Je zobecněńım matematické indukce.

– Mı́sto N pracuje s množinou T .

– T je často množina řetězc̊u utvořených podle induktivńıch pravidel. Např́ıklad
formule:

– (bazické/atmoické) p ∈ T pro každý výrokový symbol p;

– (složené) pokud ϕ,ψ ∈ T , pak ¬ϕ ∈ T , (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ)

– Důkaz strukturálńı indukćı: Že tvrzeńı V plat́ı pro všechny prvky t ∈ T se dokáže
takto (př. formule):

– indukčńı předpoklad: V plat́ı pro všechny atomické (bázické) t ∈ T
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– indukčńı krok: pokud V plat́ı pro ϕ a ψ, pak ϕ,ψ ∈ T , pak ¬ϕ ∈ T , (ϕ∧ψ),
(ϕ ∨ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ)

Př́ıklad 8.13. Dokažte, že v každé formuli výrokové logiky je počet levých i pravých
závorek stejný.

Označme l(ϕ) a r(ϕ) počty levých a pravých závorek ve ϕ.

indukčńı předpoklad: l(p) = 0 = r(p)

indukčńı krok: např. pro ∧:

předpokládáme l(ϕ) = r(ϕ) a l(ψ) = r(ψ)

pak
l((ϕ ∧ ψ)) = 1 + l(ϕ) + l(ψ) = 1 + r(ϕ) + r(ψ) = r((ϕ ∧ ψ)).

Definice strukturálńı indukćı

– definujeme pro bazické prvky T

– definujeme pro složené prvky T

Př́ıklad 8.14. Počet #ϕ výskyt̊u výrokových proměnných ve formuli ϕ,

tedy např. #(p ∧ (¬p ∨ q)) = 3

– #p = 1,

– #(¬ϕ) = #ϕ,

#(ϕ ∧ ψ) = #ϕ+ #ψ,

. . .

Daľśı množiny T struktur, pro které lze použ́ıt strukturálńı indukci:

– aritmetické výrazy nad X = {x, y, . . . } a funkčńımi symboly + a ·

– pokud t ∈ X, pak t ∈ T (atomický),

– pokud t1, t2 ∈ T , pak (t1 + t2) ∈ T a (t1 · t2) ∈ T (složený)

– rekurźıvně definované seznamy,

– rekurźıvně definované stromy,

– . . .

– přirozená č́ısla jsou speciálńım př́ıpadem:

– 1 ∈ T (prvńı č́ıslo),

– pokud t ∈ T , pak S(t) ∈ T (následovńık)

Shrnut́ı

Indukce patř́ı k d̊uležitým zp̊usob̊um definice a a dokazováńı vlastnost́ı r̊uzných re-
kurźıvńıch struktur. Tyto struktury maj́ı rekurźıvńı charakter. Zobecněńım klasické
matematické indukce je strukturálńı indukce.

Pojmy k zapamatováńı

176



• matematická indukce

• definice indukćı

• strukturálńı indukce

Kontrolńı otázky

1. Jaké znáte varianty základńıho principu indukce?

2. Jak lze princip d̊ukazu matematickou indukćı dokázat? Co jsou Peanovy axiomy?

Cvičeńı

1. Dokažte indukćı, že
∑n

k=1 k
3 = [n(n+1)

2 ]2.

2. Dokažte indukćı, že pro n ∈ N je 2n+2 + 32n+1 dělitelné 7.

3. Dokažte, že pro n ∈ N je (1 + 1
3)n ≥ 1 + n

3 .

Úkoly k textu

1. úkol k textu 1

Řešeńı

1. Jednoduché, standardně použit́ım jednoduchých úprav.

2. Jednoduché, standardně použit́ım jednoduchých úprav.

3. Jednoduché, standardně použit́ım jednoduchých úprav.
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