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o Binomicka véta. Princip inkluze a exkluze. Dirichletiv
princip.
@ binomicka véta



Kombinacni ¢isla a vybrané kombinatorické identity

Pripomenme si nejprve, jak se pocitaji kombinacni Cisla:

(%)= Ghorm

W=06% (=1 =1

Diikaz: Pfimo z definice (s tim, ze 0! = 1).

Pro k,ne N, kde k < nplati: (7) = (7-1) + (".").

Diikaz: na cviceni.



Binomicka véta

Binomicka véta

Pro realna Cisla a, b a nezaporné celé Cislo n je

(a+b)" = Xn: (Z) a" k. pk.

k=0

Diikaz: Indukci dle n.

(a—b)® = a® - 3a’b+3ab® — b®




Pascaluv trojuhelnik

Prislusné binomické koeficienty mizeme velmi rychle najit
v tzv. Pascaloveé trojuhelniku:
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Vzhledem k tomu, Ze (j) = (7) = 1, ma trojihelnik po stranach

samé jednicky. Z platnosti vztahu (i) = (,,",) musi byt
trojuhelnik soumérny podle jeho svislé osy. A na zakladé
platnosti identity (7) = (7—1) + (") vznikaji neokrajov4 &isla

v fadcich jako soucet dvou Cisel na predchozim fadku.



Pascaluv trojuhelnik

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Pomoci binomické véty a s vyuzitim Pascalova trojuhelnika
odvod'te vzorec pro (a+ b)°.

Reseni: Snadné.




o Binomicka véta. Princip inkluze a exkluze. Dirichletiv
princip.

@ princip inkluze a exkluze



Princip inkluze a exkluze

Princip inkluze a exkluze je Casto pouzivany kombinatoricky
princip, ktery udava pocet prvku sjednoceni nékolika mnozin
pomoci poctu prvkd priniku jednotlivych mnozin.

Véta: princip inkluze a exkluze

Pro mnoziny Ay,..., A, plati

AfUAU---UA = Y (=) NAL
0£1C{1.2,....n} il

Princip dikazu na prednéasce.



Priklad

V jedné malé zakladni Skole funguiji tfi krouzky. Florbalovy
krouzek navstévuje 18 déti, vytvarny 14 déti a Sachovy je
osmiclenny. Z florbalistll jsou dva Sachisté a Ctyfi vytvarnici. Do
vytvarného a zaroven do Sachového krouzku chodi tfi déti.
Jedno dité chodi na vSechny tfi krouzky. Kolik déti navstévuje
alespon jeden ze tfi uvedenych krouzk(?

Reseni: Snadné. )




o Binomicka véta. Princip inkluze a exkluze. Dirichletiv
princip.

@ Dirichletiv princip



Dirichletav princip

Dirichletav (Suplikovy; pfihradkovy) princip

Je-li alespon r+ 1 objektl rozdéleno do r Suplikd, pak musi
existovat Suplik s nejméné dvéma objekty.

Ztejmeé zadné zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B nemUze
byt prosté, jestlize |A| > |B|.

Méjme Ctverec o strané 3cm a v ném libovolné umisténych 10
bodl. Dokazte, ze existuji dva body (z téch deseti danych),
které jsou od sebe vzdaleny nejvyse v2cm.

Reseni: Snadné.




Dirichletav princip

DirichletQv (zobecnény) princip

Pro pfirozena Cisla r a m plati: je-li alespon mr + 1 objektd
rozdéleno do r Suplikd, pak musi existovat Suplik, ktery ma vice
nez m objektd.

Dokazte, ze v libovolné skupiné 97 lidi je urcité alespon 9 z nich
narozeno ve stejny mesic.

Reseni: Snadné.




e Struény tvod do logiky
@ co a k cemu je logika



Co je logika?

Logika je védou o spravném usuzovani. V logice jde o formu
usuzovani, ne o obsah usuzovani. Logika ma proto symbolicky
charakter.

Pro uvedené rysy byva moderni logika oznacovana jako logika
formalni, popf. symbolicka. Je pochopitelné, Ze symbolicky
charakter umoznuje logice snadnéji odhlédnout od obsahu a
soustredit se na formy usuzovani.

Logika zkouma pojmy jako je pravdivost, dokazatelnost,
vyvratitelnost a zabyva se jejich vzajemnymi vztahy. Logika si
klade otazky typu: ,Je kazdé dokazatelné tvrzeni pravdivé?“,
,CO plyne z toho, ze jsme dosli néjakou Uvahou ke sporu?*.



Formalizace pojmu

Specifikujme nyni jak logika formalizuje pojmy jako je tvrzeni a
Usudek. Formalizace pojmu a prace s nimi je ve skute¢nosti
zavisla na konkrétnim logickém kalkulu (soubor pravidel, ktera
mimo jiné specifikuji jak ,jemna“ formalizace se pouziva), se
kterym pracujeme. Uvazujme tvrzeni:

,Pokud ma Petr 20 K&, pak si mize koupit Cokoladu. "

V pripadé, ze si nebudeme vsimat struktury v jednotlivych
vetach tohoto souvéti, jde o tvrzeni tvaru ,Jestlize A, pak B“.
Ve druhé vété se vyskytuje vazba ,moci“, z tohoto Uhlu pohledu
se jedna o tvrzeni tvaru ,Jestlize A, pak muze B*. P¥i jesté
jemnéjsi formalizaci bychom mohli zachytit i jednotlivé objekty
(,20 KE*, ,Cokolada*, ,Petr®) a vztahy mezi nimi (,mit",
LKoupit®).

Poznamenejme uz nyni, ze vyrokova logika zkouma usuzovani
(z pohledu formalizace) na Urovni vét v souvétich; predikatova
logika zkouma usuzovani (z pohledu formalizace) az na urovni
jednotlivych vétnych ¢lend.



Logika klasicka a neklasicka

Klasickou logikou se rozumi logika, ve které predpokladame,
ze tvrzeni mohou nabyvat dvou pravdivostnich hodnot (pravda
a nepravda), ve které tvrzeni mohou byt spojovana ve tvrzeni

slozitéjSi spojkami ,neni pravda, ze ... ", ,...a..."% ,...nebo
1 jestlize ..., pak ...t .. prave kdyz ... “ a kvantifikatory
.pro kazdé x ... " a ,existuje x, pro které ... “ a ve které

pravdivostni hodnoty sloZzenych tvrzeni zavisi na pravdivostnich
hodnotach skladanych tvrzeni. Jina logika se povazuje za
neklasickou (tvrzeni mohou nabyvat vice pravdivostnich
hodnot nebo je mozné pouzivat i jiné spojky nebo maji spojky
jiny vyznam apod.).



Priklady neklasickych logik

(a) modalni logika (logika modalit: moznosti, nutnosti):
pouziva neklasické spojky ,je mozné, ze ... ", ,je nutné, zZe

(b) epistemicka logika (logika znalosti): pouziva neklasické
spojky ,vi se, ze ..."“, ,véfise, ze..."

(c) temporalni logika (logika ¢asu): zabyva se tvrzenimi, ve
kterych hraje roli ¢as.

(d) fuzzy logika (logika vice pravdivostnich hodnot): zabyva
se tvrzenimi, které mohou mit kromé pravdivostnich
hodnot pravda a nepravda i jiné hodnoty.



Vztah logiky a informatiky |

Vztah logiky a informatiky je bohaty a riznorody. Se zaklady
logiky by mél byt obezndmen kazdy informatik. Znalost zakladu
logiky ndm umoznuje srozumitelné a jednoznacné se
vyjadfovat a argumentovat. To je pochopitelné uzite¢né pro
kazdého, nejen pro informatika. Pro informatika je to vSak
navysost dllezité, protoze svoje konstrukce a navrhy musi
,sdeélit pocitaci“, napriklad ve formé zdrojového kddu
napsaného ve vhodném programovacim jazyce. Zdrojovy kéd
obvykle obsahuje vyrazy, které se vyhodnocuji podle pravidel
logiky (napfiklad podminky v pfikazech vétveni ,if ...then
...else ... ). Logika nas témto pravidlim uci.



Vztah logiky a informatiky Il

Zdrojovy kéd musi byt presny, jinak je program chybny. Chyby
mohou mit dalekosahlé nasledky (pomysleme na program pro
vypocet mezd, program pro fizeni elektrarny apod.). Zdrojovy
program musi byt také srozumitelny, jinak mu nikdo jiny nez
jeho autor nebude rozumét (a po ¢ase mu nebude rozumét ani
jeho autor). Logika nas uci presnosti i srozumitelnosti.

Pokrocilejsi partie logiky jsou zakladem dulezitych oblasti
informatiky, pro pfiklad jmenujme logické programovani,
umélou inteligenci, expertni systémy, analyzu dat.



Vztah logiky a informatiky Il

Vztah logiky a informatiky je velmi tésny. Logika je dulezita

v informatice (formalni metody specifikace, verifikace a analyzy
dat) a elektrotechnice (logika el. obvodu). Naopak, vysledky
informatickych disciplin (teorie informace, teorie jazyku) jsou
nepostradatelné v logice. Logika se zabyva napfriklad
algoritmickymi aspekty usuzovani a konstrukci automatickych
dokazovacich systému — jde o specialni algoritmy, které jsou
schopny, byt omezené, mechanicky odvozovat tvrzeni z jinych.



Logické paradoxy

Formalizace usuzovani je podstatna i vzhledem k (logickym)
paradoxim:

@ paradox lhare
,V tomto okamziku 1zu.“

@ Grellingtiv paradox
Adjektiva délime na autologicka (maji vlastnost, kterou
vyjadruji, naptiklad ,Ctyfslabicny“, ,Cesky“) a heterologicka
(nemaiji vlastnost, kterou vyjadruji, napriklad
Jednoslabiény”, ,anglicky“). Kazdé adjektivum patfi pravée
do jedné tfidy. Do jaké tfidy patfi slovo ,heterologicky“?
@ Russelliv paradox
Definujme normalni mnozinu jako mnozinu, ktera
neobsahuje samu sebe (tedy neni svym vlastnim prvkem).
Je mnozina .# v8ech normalnich mnozin normaini
mnozinou?
VS8imnéme si, Ze predchozi paradoxy jsou zalozeny na tom, ze
vypoved se vztahuje sama na sebe.



@ Vyrokova logika (VL)
@ zakladni syntaktické pojmy VL



VL se zabyva formalnim usuzovanim o vyrocich, tedy o
tvrzenich, u kterych mé smysl uvazovat o jejich pravdivosti.
Prirozeny jazyk (Cestina) se pro formalizaci nehodi — je
komplikovany a nejednoznacny.

Chceme-li zkoumat formy usuzovani o vyrocich bez ohledu na
jejich obsah, bude uzite¢né oznacovat vyroky pomoci symbolu.
Atomické (dale nedélitelné) vyroky, naptiklad ,Snézi.“ budeme
oznacovat spec. symboly, tzv. vyrokovymi symboly. Spojky,
kterymi se vyroky spojuji ve slozené vyroky, budeme oznacovat
symboly vyrokovych spojek. Dovolime jesté pouzit
pomocné symboly — zavorky. Tedy naptiklad misto vyroku
~Jestlize snézi a mrzne, pak Ize stavét snéhulaky.“ napiseme

(bAq)=r.



Jazyk VL

Nasleduje definice (formalniho) jazyka VL.

Jazyk vyrokové logiky se sklada z
@ vyrokovych symbolu: p,q,r,..., popf. s indexy, py,po,...;
predpokladame, ze mame spocetné mnoho vyrokovych
symbolu

@ symbolu vyrokovych spojek: — (negace), = (implikace)
@ pomocnych symbol: (,).

Formalni jazyk odstranuje nevyhody pfirozeného jazyka.
V jazyku VL napfiklad nejsou formulovatelna tvrzeni obsahujici
autoreference (viz paradoxy).




Formule VL

Ze symbolU jazyka sestavaji formule VL. (Poznamenejme, ze
formule jsou pfesnym zavedenim intuitivniho pojmu vyrok.)

Necht je dan jazyk vyrokové logiky. Formule daného jazyka
vyrokové logiky je definovana nasledovné

@ kazdy vyrokovy symbol je formule (tzv. atomicka formule)
@ jsou-li ¢ a y formule, jsou i vyrazy —¢, (¢ = y) formule.

Formule jsou tedy jisté kone¢né posloupnosti symbolu jazyka
VL. Naptiklad posloupnosti gz, =——p, ((—r = —q) = ——r) jsou
formule VL, naproti tomu posloupnosti —(p), g =, p—p, ((
nejsou formule VL.

Vime, Ze unérni booleovské funkce negace a binarni
booleovska funkce implikace tvofi Uplny systém spojek VL
(ktery je bazi).



Dalsi spojky VL

Potfeba ,umét Cist formule” je nezbytna ve vétsiné
informatickych a matematickych disciplin, ve kterych se
formalizované vyroky pouzivaji k presnému vyjadfovani vztahu
v definicich, algoritmech, vétach apod.

Nyni zavedeme symboly A, V,< jako zkratky za jisté
posloupnosti symboll jazyka VL.

Necht ¢ a y jsou posloupnosti symbolll jazyka VL, pak
posloupnosti (¢ Ay), (¢ V v), (¢ < y) jsou zkratky za
nasledujici posloupnosti:

(o Ay) je zkratkouza —(¢ = —vy),
(pVy) jezkratkouza (—¢=vy),
(p=vy) jezkratkouza ((¢ = y)A (v = 9)),
tedyza —((¢ = v) = ~(v = 9)).



Posloupnosti, které jsou zkratkami formuli nejsou samy o sobé
formule, pro jednoduchost jim v§ak formule fikat budeme. Tedy
fekneme napfiklad ,formule (p A —q)“, prestoze bychom méli
spravneé fict formule, jejiz zkratkou je (p A —Qq)*.

Konvence o vynechavani vnéjsich zavorek:
Pro zpfehlednéni zapisu formuli budeme vynechavat vnéjsi
zavorky. Budeme psat (p = q) = r misto ((p=q) = r), atp.

Neékdy se uvazuje nasledujici priorita symbolu vyrokovych
spojek: —,A,V,=,<; coZz umoznuje vynechavat nékteré
zavorky. My ji vSak pouzivat nebudeme.



Dulikaz strukturalni indukci pro formule VL

Formule byly definovany tzv. induktivnim (nebo rekurzivnim)
zplUsobem. Takovy zpusob nam umoznil kone¢nym zplsobem
definovat nekone¢nou mnozinu (mnozina formuli je
nekonecna). Navic mizeme elegantné dokazovat tvrzeni tvaru
.Kazda formule ma vlastnost 7 “. Plati totiz nasledujici:

Véta — dukaz strukturalni indukci pro formule VL

Necht 7 je vlastnost formuli VL. Necht plati, ze
@ kazdy vyrokovy symbol ma vlastnost ¥

@ maji-li formule ¢ a y vlastnost 7/, pak vlastnost ¥ maji i
formule —¢ a (¢ = v).

Pak vlastnost ¥ ma kazda formule VL.




Ukazka pouziti dakazu strukturalni indukci

Priklad

Chceme dokazat, ze pocet levych zavorek je v kazdé formuli
VL roven poctu pravych zavorek. Vlastnost 7 je ,mit stejny
pocet levych a pravych zavorek*.

Ztejme kazdy vyrokovy symbol ma vlastnost ¥ (nebot kazdy
vyrokovy symbol ma 0 levych a 0 pravych zavorek). Maji-li
formule ¢ a y vlastnost 7, pak vlastnost ¥ maji i formule —¢ a
(¢ = ) (nebot v obou dvou pfipadech pfibude stejny pocet
levych a pravych zavorek, konkrétné pro —¢ nula a pro (¢ = y)
jedna), coz spolu s indukénim predpokladem dokazuje tvrzeni.

v

Podobné jednodu$e se da strukturalni indukci dokazat, ze
nahradime-li ve formuli VL vyrokové symboly formulemi,
dostaneme opét formuli VL.




@ Vyrokova logika (VL)

@ zakladni sémantické pojmy VL



Sémantika VL

Zatim jsme se vénovali jen tzv. syntaktické strance vyrokové
logiky. Rekli jsme si, co je to jazyk VL a co jsou formule VL.
Zatim vSak nevime, co to je pravdiva formule apod. Formule
jsou jisté posloupnosti symbolu jazyka, samy o sobé vSak
nemaji zadny vyznam. P¥ifazeni vyznamu syntaktickym
objektim je zalezitosti tzv. sémantiky. Praveé sémantice
vyrokové logiky se budeme nyni vénovat.



(Pravdivostni) ohodnoceni

(Pravdivostni) ohodnoceni je libovolné zobrazeni e
vyrokovych symbolu daného jazyka vyrokové logiky do
mnoziny {0,1}, tedy ohodnoceni e pfifazuje kazdému
vyrokovému symbolu p hodnotu 0 nebo 1.

0 a 1 reprezentuji pravdivostni hodnoty nepravda a pravda.
Hodnotu pfitazenou ohodnocenim e symbolu p oznaCujeme
e(p). Je tedy e(p) = 0 nebo e(p) = 1. Je-li ddno ohodnoceni e,
muZeme fici, co je to pravdivostni hodnota formule.



Pravdivostni hodnota formule VL

Pravdivostni hodnota libovolné formule je pravdivostnim
ohodnocenim jednoznacné urCena a je definovana takto:

Definice
Necht je dano ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule
¢ pFi ohodnoceni e, oznacujeme ji || ¢ ||e, je definovana
nasledovneé:

@ Je-li ¢ vyrokovym symbolem p, pak || p ||e= e(p).

@ Je-li ¢ sloZzena formule, tedy mé tvar -y nebo y = 6, pak

| =y [le= 1, pokud || v ||e= O;
| ~w |le=0, pokud || v [[e=1a

| w= 6 |le=1, pokud || ¥ [[e= 0 nebo || 6 [[e=1;

|| = 0 ||e= 0 jinak.
Je-li||@lle=1 (|| ¢ |le=0), fikdme, Ze formule ¢ je pfi
ohodnoceni e pravdiva (nepravdiva).




Poznamka: Uvédomme si, ze nema smysl fici formule ¢ je
pravdivd“ nebo ,nepravdiva“ (musime Fici pfi jakém
ohodnoceni!). Neboli pravdivost formule chapeme vzdy
vzhledem k néjakému ohodnoceni.

Poznamka: Alternativné Ize zadat pravdivostni funkci (operaci)
logickych spojek tabulkami:

— a

_Lom
o = O
—_

_>
1 0
0 1
Pak pravdivostni hodnotu slozenych formuli -y, v = 6, pfi
ohodnoceni e, Ize definovat takto:

=W lle=—I W lle;
lv=0lle=lwlle=]6 ]l



Tautologie, splnitelné formule a kontradikce

Formule VL se nazyva

o tautologie, je-li pfi kazdém ohodnoceni pravdiva,
@ kontradikce, je-li pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva,
@ splnitelna, je-li pravdiva pfi alespon jednom ohodnoceni.

Ztejmé splnitelné formule jsou prave ty, které nejsou
kontradikcemi. Fakt, Ze formule ¢ je tautologie, zapisujeme
= ¢, popfipadé || ¢ [|=1.



Oznaceni: Je-li ¢ formule VL, pak piSeme ¢(py,...,pn),
chceme-li zdaraznit, Ze vSechny vyrokové symboly vyskytujici
se ve ¢ jsou mezi py,...,pn (tedy Zadny jiny vyrokovy symbol
nez neéktery z py,...,pn Se ve ¢ nevyskytuje).

Plati-li pro ohodnoceni e a €, ze
e(p1) =€(p1),...,e(pn) = €(pn), pak pro kazdou formuli
@(p1,---,pn) plati || @ [le=[| ¢ [[e-

Dikaz: Jednoduchy — strukturdlni indukci pro formule VL.
Vlastnost 7 je tvrzeni Lemmy.

Jinak feCeno, pravdivostni hodnota formule VL zavisi jen na
tom, jaké hodnoty pfifazuje dané ohodnoceni vyrokovym
symbolim, které se ve formuli vyskytuiji.



Tabulkova metoda

Pro n vyrokovych symboll py,..., p, existuje praveé 2" riznych
ohodnoceni symboll py,...,p, (kazdému vyrokovému symbolu
se prifazuje 0 nebo 1). Tyto Gvahy jsou zakladem tzv. tabulkové
metody pro zjisténi pravdivostnich hodnot formule.

Tabulkova metoda slouzi k vypsani (tabelaci) hodnot zadanych
formuli @1, ¢o,..., oy v tabulce. Tabulka ma (pod z&hlavim) 2"
radkd a n+ m sloupcu, kde n je pocet vSech vyrokovych
symbold, které se vyskytuji ve formulich ¢y, ¢s,. .., 0n. Do
radku piSeme v§echna mozna ohodnoceni téchto symboll a
hodnoty formuli @1, @2, ..., 0m.

Formule ¢; je tautologii (kontradikci, splnitelnou), praveé kdyz ji
odpovidajici sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje ve v8ech
fadcich samé 1 (samé 0, aspon jednu 1).

Poznamenejme, Ze s vyuzitim tabulkové metody Ize formule
algoritmicky prevadét do tzv. Uplné konjunktivni (respektive
disjunktivni) normalni formy.



Sémantické vyplyvani

Dale si definujeme pojem sémantického vyplyvani, ktery
formalizuje intuitivni pojem ,vyplyvani“ z mnozin formuli.

Definice

Formule v sémanticky plyne z formule ¢, znacime ¢ E vy,
jestlize vy je pravdiva pii kazdém ohodnoceni, pfi kterém je
pravdiva ¢. Pokud y sémanticky plyne z ¢ a naopak, fikame,
Zze ¢ a y jsou sémanticky ekvivalentni.

Obecneéiji, formule v sémanticky plyne z mnoziny formuli T,
znacime T = y, je-li y pravdiva pfi kazdém ohodnoceni, pfi
kterém je pravdiva kazda formule z T.

Pro ovéreni sémantického vyplyvani je mozné pouzit tabelaci
(tabulkovou metodu).



Priklad na sémantické vyplyvani

Zjistéte zda z mnoziny T = {p=—q,9,~(((p=—q)Vr) < (rAn—q))}
sémanticky plynou nasleduijici tfi formule: rA—q; r; (o= —q) Vr.

K feSeni pouzijeme tabulkovou metodu pomoci které zjistime, pfi
kterych ohodnocenich nabyvaji formule z T sou¢asné pravdivostni
hodnotu 1 (viz Sedé podbarvené fadky). Nyni se sta¢i podivat, zda pfi
téchto (dvou) ohodnocenich jsou jednotlivé formule ze zadani
(modré) takeé pravdivé (v obou pfipadech). Pokud ano, pak
sémanticky vyplyvaji z T. Jinak sémanticky nevyplyvaji z T.

p=-q | (p=-q)Vr | rA=q | ~(((p=-q)Vr) < (rA=q))

Ol O| = = O| O = = |Q

o|=|o|=|o| = o=~

o|o|olo| | == =lo
Al al ol alolo
JEY [ (Y N N BN o )

O| = O|O|O| = OO
o=l =l 2lolo =

Ziejmé tedy p=—q,q,~(((p=—q)Vr) & (rA—q)) E (p=—~q)Vr.




Poznamka: Zrejmé formule ¢, v jsou sémanticky ekvivalentni,
pokud || ¢ ||e=|| v ||e pro kazdé ohodnoceni e.

Poznamka: Formule ¢, v jsou sémanticky ekvivalentni, prave
kdyz je formule ¢ < y tautologie. Tedy sémanticky ekvivalentni

formule od sebe nelze rozlisit pravdivosti.

Nékteré tautologie povySujeme na tzv. zakony VL.



Nékteré zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:

— — — — e b
ovm#.wm.—noso

©® N OhA WD~

oV —¢ (zakon vylouceného tretiho)
—(p A—¢@) (zakon sporu)
—-—@ < ¢ (zakon dvoji negace)

(pAY) = (l[//\ @) (komutativni zakon pro A)
(pVy)< (yVe) (komutativni zdkon pro V)
(en(wAx))< ((eAW)Ax) (asociativni zédkon pro A)
(eV(vVvy))< ((pVvy)Vy) (asociativni zakon pro V)
(oA (vVvy)e (pAy)V(pAY)) (distributivni zakon)
(eV(vAx))<e (eVy)A(eVy)) (distributivni zakon)
—(pAy) < (—oV-y) (de Morganiv zakon)

—(pVy)<s (—moA-y) (de Morganuv zakon)

. (p=vy)< (—~epVy) (ndhradaimplikace)

-(¢p = vy)< (pA-y) (nadhrada negace implikace)

. (p=vy)< (—y = —9) (zékon kontrapozice)
(e v)e (o= vyv)A(y=9)) (ndhrada ekvivalence)
- ((p=v)A(y=x))=(p=yx) (tranzitivitaimplikace).



Je uzite¢né si uvédomit jesteé dalsi tautologie:
a) (pAp)< o, (pVe)< ¢ (idempotentnost v, A)
b) ¢ = (v=9)
c) ¢=(vVo)
d) (pAy)= 0.
| zde jsou ¢ a y libovolné formule vyrokové logiky.



Znovu sémantické vyplyvani

Uz vime, Ze VL m4 svou syntaxi a sémantiku. Syntaxe VL
definuje pojmy jako je jazyk a formule, ale formulemi (i
ostatnimi syntaktickymi pojmy) se zabyva Cisté z pohledu jejich
tvaru. Sémantika VL zavadi pojem pravd. ohodnoceni a
pravdivost formule pfi daném ohodnoceni. Sémantika pfifazuje
vyznam syntaktickym pojmum.

Pojem vyplyvani ma v logice Ustfedni vyznam (zopakujme jej):

Definice

Méjme formule 4, ..., ¥, (n > 0). Formule ¢ sémanticky
plyne z formuli yy,..., v, (znacime vy, ..., v, = @), jestlize
Il @ ||le=1 pro kazdé ohodnoceni e takove, Zze

Fv lle=1,. 1 wn [le=1.

Formule vy, ..., v, nazyvame predpoklady, formuli ¢
sémanticky dusledek formuli vy, ..., y,.




Priklad
Dokazte, zeje-liy =pa o = x, pak y = x.

Reseni: Mame ukazat, e v |= x. Necht e je ohodnoceni, pi
kterém je y pravdiva. Dle pfedpokladu vy |~ ¢ je pfi e pravdiva
také ¢ a tedy dle predpokladu ¢ |= x je pfi e pravdiva také y,
coz jsme méli ukazat.




Sémanticka podoba véty o dedukci |

Necht x1,...,%n, @, v jsou formule VL. Pak plati:
Xts- Xn =@ = Y, pravé kdyZ x1,..., Xn, ¢ = .

Diikaz:

(=)

Nejprve predpokladejme yj1,...,xn = ¢ = w a dokazme
Xis---5Xn @ = w. Stali ovéfit, ze pro kazdé ohodnoceni e, pfi
kterém jsou v8echny formule z x1,..., xn, @ pravdivé, mame

|| v lle=1. Jsou-li ale x1,...,xn, ¢ pfi chodnoceni e pravdive,
pak dostavame || ¢ = v ||e= 1 dle pfedpokladu. Rovnéz plati

[olle=1.Tojest | @ = ylle=| @ lle=] wle=1—=[ yle=1.
Z vlastnosti — pak plyne, Ze || y ||le=1. Tojest x1,...,xn, @ E V.

(<) nasledujici slajd



Sémanticka podoba véty o dedukci Il

Necht x1,...,xn, @,y jsou formule VL. Pak plati:
Xis---5Xn IZ o=V, préVé kdy2 X153 Xn, @ ': y.

Dikaz:
(=) predchozi slajd

(<)
Naopak predpokladejme x1,..., xn, ¢ = . Staci ovéfit, ze pro
kazdé ohodnoceni e, pfi kterém jsou vSechny formule x1,... xn
pravdivé, je | @ = v ||le= 1. Mohou nastat dva pfipady:

1) '@ lle=0, odkud || ¢ = ' [[e= 0 = v [le= 1.

2) || @ |le=1, to jest pfi ohodnoceni e jsou pravdivé vSechny

formule z x1,...,xn, @ atedy || v ||e= 1 dle pfedpokladu.
Odtud || ¢ = y ||e=1— 1 =1, v dusledku cehoz

X1a-~a7(n':q):>W-



Aplikace sémantické podoby véty o dedukci

Priklady aplikace sémantické podoby véty o dedukci:

@ Muizeme okamzité tvrdit, ze = ¢ = ¢, protoze ¢
sémanticky plyne z ¢ trivialné.

@ Dvojnasobnou aplikaci VoD na zfejmy fakt o, w E o Ay
dostavame = ¢ = (y = (9 A y)).

@ Dale, k tomu abychom ovéili, ze ¢ sémanticky plyne
z formuli x4,..., xn staci oveérit, ze formule
x1= (2= (...(xn=9)...)) je tautologie.



@ Vyrokova logika (VL)

o dokazatelnost ve VL



Motivace: Tabelace je nednosna pfi velkém mnozstvi
vyrokovych symboll. Nabizi se tedy otazka, zda-li neni mozné
0 sémantickém vyplyvani rozhodnout jinak nez tabelaci . ..



Odvozovaci pravidlo modus ponens

Nejprve si zavedeme novy pojem vyplyvani, ktery nebude
zaloZen na pojmu pravdivostni ohodnoceni, ale pouze na
manipulaci s formulemi na urovni jejich tvaru. Z&kladni pojem,
na kterém je tento typ vyplyvani zalozen je odvozovaci
pravidlo — predpis pomoci néjz ze vstupnich formuli
odvozujeme dalsi formule. Odvozovaci pravidla formalizuji
elementarni tsudky. Nam bude ve VL postacovat pouze jediné
odvozovaci pravidlo, tzv. pravidlo odlou¢eni neboli modus
ponens (MP), které Ize schématicky vyjadfit

Mp: | 99V
v

a jehoz vyznam je: ,z formuli ¢ a ¢ = y odvodime formuli y*.
Formulim ¢, ¢ = y nékdy fikdme predpoklady.

Naptiklad formule —q vznika pouzitim modus ponens z formuli
p=ra(p=r)=—q.



Axiomy VL

Pfi odvozovani formuli budeme déle pouzivat axiomy, coz jsou
formule, které automaticky pfijimame jako ,platné®“. Axiomy
popisuji vlastnosti logickych spojek a jejich vzajemny vztah.
Axiomy VL si definujeme pomoci tfi axiomovych schémat:
(A1) o= (v=9),
(A2) (o= (v=2))=(¢=v)=(¢=2))
(A3) (Y = —0) = (¢ = V).

Jakakoli formule, které je ve tvaru jednoho ze schémat (A1) —
(A3) se nazyva axiom VL.

Axiomova schémata jsou ,predpisy”, kterymi definujeme
vSechny axiomy. Ackoli budeme pouzivat pouze tfi axiomova
schémata, axiomu jako takovych je nekone¢né mnoho.
Napfiklad formule (-(p=q) = -—p) = (—p= (P=q)) je
axiom, ktery je instanci schéma (A3). Déle naptiklad
p=(g=r) neni axiom.

Mnozinu axiomU a odvozovacich pravidel, ktera pouzivame,
souhrnné nazyvame axiomaticky systém.



Pod pojmem ,dikaz” je intuitivné myslen zdznam odvozovani,
provedeny tak, ze za sebe napiSeme tvrzeni, ke kterym se
postupné dobirame tak, Zze zaCneme predpoklady a
pokracujeme tvrzenimi, ktera z predchozich tvrzeni plynou
pomoci elementarnich asudkovych kroku.

Nyni zavedeme presny pojem dikazu v naSem axiomatickém
systému — neformalni pojem dukazu tak prevedeme z Urovné
intuice na pfesnou formalni droven.



Dulikaz, syntaktické vyplyvani

Dukaz formule ¢ z mnoziny formuli T je lib. posloupnost
formuli ¢1,..., ¢, takova, Zze o, =@ akazda ¢; (i=1,...,n)
@ je axiomem,
@ nebo ndlezido T,
@ nebo vznika z predchozich formuli dikazu pomoci
odvozovaciho pravidla MP, tedy existuji indexy j, k < i tak,
Ze ¢ je formule ve tvaru ¢; = ¢;.
Formule ¢ je dokazatelna z T (zapisujeme T I ¢), pokud
existuje dikaz formule ¢ z T. Pokud I ¢, pak fikame, ze ¢ je
dokazatelna (z prazdného systému predpokladu).

Dokazatelnosti budeme také fikat syntaktické vyplyvani,
abychom tim zdlraznili, ze jde o protéjSek sémantického
vyplyvani. Fakt T + ¢ Ize tedy Cist @ syntakticky plyne z T*,
pripadné . je syntaktickym dusledkem T*.



Zrejmeé kazdy axiom je dokazatelny, nebot + ¢ plati pro kazdy
axiom ¢, protoze jednoprvkova posloupnost ¢ je dukazem ¢
z prazdného systému predpokladu.

Poznamka: Mame dva pojmy vyplyvani formule z mnoziny
formuli: sémantické vyplyvani (T = ¢) a syntaktické vyplyvani
(T F ¢). Jak spolu souvisi uvidime pozdéji (ve vété o
korektnosti a vété o Uplnosti).

Specialné mame dva pojmy platnosti formule: = ¢ oznacuje
platnost ¢ v sémantickém smyslu (pravdivost), - ¢ oznacuje
platnost ¢ v syntaktickém smyslu (dokazatelnost).



Pro kazdou mnozinu formuli T a formule ¢, v plati, Ze
zTFo=yaTtFoplyne THy.

Dukaz: Mame tedy dokazat, Ze jsou-li z T dokazatelné formule
0 = v a g, pak jez T dokazatelna i formule y. Jsou-livSakz T
dokazatelné formule ¢ = v a ¢, znamena to, zZe existuje dukaz
Xi,---,xnformule ¢ = v z T (tedy x, je formuli ¢ = y) a Ze
existuje dikaz 6y,...,60, formule ¢ z T (tedy 6y, je formuli ¢).
Nyni v8ak staci vzit posloupnost x1,...,xn,61,---,0m, v —taje
jiz dukazem y z T. Abychom se o tom presvedcili, staci ovéfrit
podminky z definice pojmu dikaz (pro kazdou formuli
uvazované posloupnosti). Zfejmeé kazda formule y; je bud
axiomem nebo je formuli z T nebo plyne z néjakych
predchozich y, x; pomoci MP. Podobné uvazujeme pro
libovolnou formuli 6;. Déle, formule y plyne z formuli x, (coz je
© = y) a 6, (coz je ) pomoci MP. Vidime tedy, Ze posloupnost
Xis--sXn>01,...,0m, v je dikazem y z T, tedy T I y.



Pro kazdou formuli ¢ plati - ¢ = ¢ (tedy formule ¢ = ¢ je
dokazatelna v nasem axiomatickém systemu).

Dikaz: Mame ukdazat, ze existuje dikaz (z prazdné mnoziny
predpokladud), jehoz poslednim prvkem je ¢ = ¢. Dukazem
formule ¢ = ¢ je napfiklad posloupnost formuli

(04T
O .
O3
Oy :
Os .

o= ((¢=9)=9)

(0= {(o=90)=0))= (o= (¢=9))=(¢=0))
(0= (9p=9))=(9=0)

o= (9=0)

=0

Ddkazem - ¢ = ¢ by byla i posloupnost: a4, oo, o, oz, 05.

Fakt, Ze - ¢ = ¢ budeme déle pouzivat.



Monotonie dokazatelnosti (MD)

Lemma — monotonie dokazatelnosti (MD)

Necht T a S jsou mnoziny formuli a ¢, v jsou formule. Pak
plati: pokud T+ ¢ a pro kazdou yw € T mame S+ vy, pak S+ ¢.

Dukaz: Predpokladejme, Ze plati T + ¢. To jest existuje dukaz
Xi,----Xn Z T, kde xn, = ¢. UvaZzujme posloupnost d,... Opm,
kterou vytvofime z posloupnosti x1,..., xn tak, Zze kazdy ¢len y;,
pro ktery mame y; € T, nahradime nékterym jeho dikazem ze
systému S (dukaz vzdy existuje, jelikoz St y;), jinymi slovy,
formuli x; ,vyjmeme* z posloupnosti x1,...,xs @ na jeji misto
wvlozime dikaz“ formule x; z S, coz je opét konecna
posloupnost formuli. Vznikla posloupnost ¥,... 9, je evidentné
dukazem z S a Yy, je formule ¢. Dostavame tedy St ¢.

Poznamka: MD budeme Casto pouzivat v nasledujici situaci.
Z platnosti - ¢ odvodime jednoduse platnost T + ¢.



Véta o dedukci

Véta o dedukci (VoD)

Pro kazdou mnoZinu formuli T a formule ¢,y plati: TH ¢ = v,
prave kdyz T,o + y.

Dukaz:

,— " Pfedpokladame-li T+ ¢ = vy, je tim spiSe (dle MD)

T, ¢ = y. Pouzitim MP okamzité dostavame T, ¢ F v.
~~="Necht T,¢tF y, tedy existuje dukaz vy, ..., y, formule v
z T,¢ (yn je y). Indukci dokédzeme, Zze T + ¢ = y; plati pro
i=1,...,n, z ehoz dostaneme pozadovany vztah jako
speciélni pfipad pro i = n. Vezmémeé tedy i € {1,...,n} a
predpokladejme, ze pro kazdeé j < i plati T+ ¢ = y; (indukeni
predpoklad). Dokazeme, ze T + ¢ = y;. Podle definice dikazu
mohou nastat pouze nasleduijici tfi pfipady:



(A) w;je axiom nebo formule z T. Pak je posloupnost formuli
vi = (0 = i),
Vi,
Q= Vi
dukazem formule ¢ = y; z T.
(B) y;jje formuli 9. Pak T+ ¢ = y; plyne z pfedchozi Véty.
(C) i plyne z pfedchozich formuli v, wx = v; = v; (j,k < i)
pomoci MP. Dle indukéniho pfedpokladu existuje dukaz
a,...p=>yzTadlkazB,...,.o= (yj=vy;) zT.
Pridame-li k posloupnosti
a,....,0=VY,B,....,0 = (y;= ;) formule
(0= (v =)= ((¢ =)= (9= wi)),
(0= v)) = (9= i),
¢ = Vi
dostaneme dukaz formule ¢ = y; z T.

Dikaz je hotov.



Véta o dedukci umoznuje mimo jiné zkracovat dukazy.

Ukazme, zejestlize THo=vaTty=yx,pak THo=y%
(tzv. princip tranzitivity implikace). SkuteCné, mame T,p - v
(dle VoD aplikované na T+ ¢ = y), dale T,¢ I x (pouzitim MP
a MD) a kone¢né T+ ¢ = x (VoD pouzitana T, F x).




Pro formule ¢, v plati

F——p =0,

Diikaz: na cviceni.

Poznamka: Vztahy (a;) — (e-) maji dobry intuitivni vyznam.
Vztah (a-) vyjadiuje, Ze pokud je ¢ neplatnd, pak z vlastnosti ¢
plyne lib. formule. Vztahy (b.) a (c-) popisuji vlastnosti dvoji
negace — popisuji praveé to, co na sémantické urovni vyjadfuje
fakt, ze ¢ a ——¢ jsou sémanticky ekvivalentni. Vztah (d.) je
dualnim vztahem k axiomovému schématu (A3) a spolu s (A3)
popisuje to, co na sémantické Urovni vyjadiuje fakt, ze ¢ = v a
-y = - jsou sémanticky ekvivalentni. Vztah (e.) je modifikaci
vztahu: ,z platnosti ¢ a z platnosti y plyne platnost ¢ A w*.



Spornost a bezespornost

Mnozina formuli T se nazyva sporna (nekonzistentni), jestlize
je z ni dokazatelnd jakékoliv formule. Neni-li T sporna (tedy
existuje formule, ktera neni z T dokazatelna), nazyva se
bezesporna (konzistentni).




Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Mnozina formuli T je sporna;

(i) TEHe@a TF—@ pro néjakou formuli ¢;
(i) TE=(8=9).

Dukaz: (i) = (ii)“: Pokud je T sporny systém formuli, pak je
z néj dokazatelnd jakakoliv formule, tedy i formule ¢ a —¢.

,(ii) = (iii)*: Necht T+ ¢ a T+ —¢. Dle (a-) mame
Fp=(p=-(3=1)),zMD TF -9 = (¢ = —(% = 9)).
Dvojnasobnym pouzitim MP dostaneme T F —(9 = ¢).

L(iii) = (i)“: Necht ¢ je libovolna formule. Plati
F=(%=9)=((%=9Y)= ¢)opétdle (ar). ZMD
TE=(Y=9)=((®=19)= ¢). Déle plati, ze TF ¥ = ¥;

z predpokladu T + —(9 = ©) tedy dvojndsobnym pouzitim MP
mame T + ¢.



O dukazu sporem

Ddkaz sporem je populéarni dokazovaci princip v informatice a
matematice. Sporem se snadno dokazuje napfiklad tvrzeni:
prvodisel je nekoneénd mnoho“ nebo ,v/2 ¢ Q* atd. P¥i
dokazovani postupujeme tak, ze predpokladame neplatnost
tvrzeni a dojdeme ke sporu, ¢imz dokazeme platnost daného
tvrzeni.

Nasledujici véta ukazuje, Ze intuitivni dikaz sporem ma ve VL
svou formalizaci.



Dlikaz sporem

Véta o dikazu sporem

Necht T je mnozina formuli, necht ¢ je libovolna formule. Pak
plati: T+ ¢, pravé kdyz T,—¢ je sporna mnozina.

Dukaz: Necht T+ ¢. Pak ziejmé T,—-o + ¢ a trivialné téz
T,—¢ - —¢, coz dle (ii) pfedchozi Lemmy znamend, ze T,—¢ je
sporna mnozina.

Naopak, predpokladame-li, ze T,—¢ je sporna mnozina, pak je
z T,—¢ dokazatelna formule —(¢¥ = ) dle (iii) pfedchozi
Lemmy. Uzitim VoD mame T+ —¢ = —(8% = ). Jelikoz

(mp = (8 =9))=((¥ =)= ¢) je axiom dle (A3), pak

z MD a uzitim MP dostavame T+ (¥ = 9¥) = ¢. Déale - ¥ = 9,
odkud opétovnym uzitim MD a MP mame T - ¢.



Véta o neutralni formuli (VoNF)

Véta o dukazu rozborem pripad

Pro mnoZzinu formuli T a formule ¢, y, x plati T,V v g,
pravé kdyz T.o-xa T,y + x.

Dikaz: Vynechame.

Véta o neutralni formuli (VONF)

Pro mnozinu formuli T a formule ¢ a w plati T F v, pravé kdyz
TotyaT,—oky.

Diikaz: Dle predchozi véty je T,o Vv —¢ + v, pravé kdyz
T,o-waT,~¢t y. Dale vSak plati, ze T,V -¢F y, pravé
kdyz T + v (nebot ¢ Vv —¢ je zkratkou za —¢ = —¢, coz (jak
vime) je dokazatelna formule; pro dokazatelnou formuli « je
vzdy T, B, prave kdyz T + ), a tim je dikaz hotov.



Videéli jsme formule, které jsou v naSem axiomatickém systému
dokazatelné. Brzy se lehce presveédCime, Ze kazda
dokazatelna formule je tautologii.

Nabizi se otazka, zda také naopak je kazda tautologie
dokazatelna. Uvidime, Ze ano (a uvidime i vice). Jinymi slovy,
naSe axiomy a odvozovaci pravidlo jsou zvoleny tak vhodné, Zze
umoznuji dokazat vSechny tautologie, ale zadné dalsi formule
(tedy formule, které jsou nékdy nepravdivé).



Poznamka: Pokud bychom oznacili Fml mnozinu v§ech formuli
jazyka VL, ve kterém pracujeme, pak potenéni mnozina 2™ je
vlastné mnozinou vech systému formuli (T € 2F™ potom
znamena, ze T je systém formuli). Syntaktické vyplyvani je
tedy relace -C 2™ x Fml, pfitom T € 2f™ je v relaci -

s ¢ € Fml, pravé kdyz je ¢ dokazatelna z T. Stejné tak
sémantické vyplyvani Ize chapat jako relaci =C 2™ x Fml, kde
T c 2 je v relaci |= s ¢ € Fml, pravé kdyz ¢ sémanticky plyne
zT.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze -C}=.



Véta o korektnosti (VoK)

Véta o korektnosti

Pro libovolnou mnozinu formuli T a formuli ¢ plati, Ze je-li
TH ¢, pak T = ¢. Specialné tedy, kazda dokazatelna formule
je tautologii.

Dulikaz: Nejprve pro T = 0. Kazdy axiom je tautologie (o ¢emz
se Ize snadno presvedcit tabelaci). Dale ziejmé plati, ze jsou-li
¢ a ¢ = v tautologie, je i v tautologie. Indukci tedy
dostavame, ze kazdy ¢len dukazu je tautologie. Tedy kazda
dokazatelna formule je tautologie.

Je-li T#£0,pak z T+ ¢ plyne, ze pro néjaké yy,...,y, € T je
v1,...,¥nF @. Opakovanym (n-nasobnym) pouzitim VoD odtud
dostaneme F yy = (y2 = (...(yn = ¢)...)), z Cehoz dle vySe
dokazaného plyne = y1 = (yo = (... (vn = ¢)...)). Nyni
n-nasobné pouzijeme ,sémantické verze“ VoD a dostaneme
V1,...,Wn E @,z CehoZzplyne T | ¢.



Dusledek
Sporny systém formuli neni spinitelny.

Dlkaz: Pokud je T sporny systém, pak T+ —(d = ¢), tedy
(dle VoK) T = —(® = ¢). Odtud dostavame, Zze —(0 = &) musi
byt pravdiva pfi kazdém ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé
v8echny formule z T. Ale —(¢ = ¢) je kontradikce, tedy
neexistuje zadné ohodnoceni e, pii kterém by byly vSechny
formule z T pravdivé. Tim jsme prokazali, Ze sporny systém
formuli neni splnitelny.



Poznamka: Korektnost Ize vyuzit k prokazani faktu, ze néktera
formule neni dokazatelna z jistého systému predpokladu.
Reformulaci korektnosti totiz dostavame, Ze pokud ¢
sémanticky neplyne z T, pak ¢ neni ze systému T ani
dokazatelna. K tomu, abychom prokazali, ze T ¥ ¢ tedy staci
ukazat T ¥ ¢, coz je vyrazné jednodussi nez prokazat
Lneexistenci dilkazu“, protoze diikazu, jakozto konecnych
posloupnosti formuli, je obecné nekone¢né mnoho.

Priklad

Prokazeme, ze p = q¥ —p = q. Z Véty o korektnosti VL staci
ukazat, ze p= q¥ —p = q. To jest zbyva najit pravdivostni
ohodnoceni e takové, ze || p=q|le=1, ale || - p=q|le=0.
S vyuzitim vlastnosti logické operace — ziejmeé staci vzit
pravdivostni ohodnoceni e, kde e(p) =0 a e(q) =0. Tim je
dukaz hotov.




Shrneme-li pfedchozi poznatky, zavedli jsme dva druhy
vyplyvani: =, ajiz vime, Ze kazda formule dokazatelng

z prazdného systému je tautologie a obecnéji T+ ¢ implikuje
T = ¢, neboli: ,to co je dokazatelné z néjakého systému,

z tohoto systému rovnéz sémanticky plyne*.

Ukazeme, Ze to plati i obracené.

Pred dukazem véty o Uplnosti zavedeme nasledujici znaceni.
Pro formuli ¢ a ohodnoceni e je

(pe:{ ¢, pokud || ¢ [|e=1
—¢, pokud || ¢ [=0.



Churchovo lemma (ChL)

Churchovo lemma (ChL)

Pro libovolnou formuli ¢(ps, ..., pn) plati pf,...,p5 - @°.

Dukaz: Tvrzeni dokazeme strukturalni indukci pfes slozitost
formule ¢.

I. Necht' ¢ je vyrokovy symbol p. Pak je tvrzeni ztejmé

(P®F p®).

[I. Necht tvrzeni plati pro ¢. Ukazme, Ze pak plati i pro —¢,
tedy, ze pf,...,p; - (—¢)®. RozliSme dva pfipady, || ¢ [[e=0a
[ @lle=1.Pro| ¢le=0je ¢°=-¢a(~¢)°=—¢. Pozadované
tvrzeni pf,...,p; - (—¢)® tedy ptimo plyne z predpokladu. Pro
|lolle=1je =09 a(—¢)®=-—¢. Mame tedy dokazat, ze
ps,...,ps F——¢. To vSak plyne z pfedpokladu: pf,....,p5 - ¢ a
z (cr): F ¢ = ——¢ pomoci MP.



Ill. Necht tvrzeni plati pro ¢(p1,...,pn) @ ¥(q1,...,qm)-
Ukazme, ze pak plati i pro ¢ = v, tedy, ze
Ps,...,P5.q5,---.qm - (¢ = w)®. Mohou nastat nésledujici
pripady:
® |plle=0:Pakje || ¢=ylle=1,tedy (p=y)°=0=y.
Podle pfedpokladu mame pf,...,p; = —¢. Dle (a-) je
F—¢ = (¢ = y), odkud pomoci MP a MD dostaneme
pozadovane pf,...,p5,q5,....qm - @ = .
® |[ylle=1:Pakje | ¢ = y|le=1, tedy opét
(¢ = v)® = ¢ = y. Dle predpokladu mame g5, ...,qm - v.
Z (A1): y = (¢ = v), MP a MD dostaneme pozZzadované
Py sPRs 05 Gm - @ = v
° | ¢lle=1al wle=0:Pak| ¢=y|e=0,tedy
(¢ = v)®=—(¢ = ). Podle pfedpokladu je pf,...,p5 - ¢
aqgs,....gn —y. PouZitim (e.): - @ = (~y = —(9 = v)),
MD a dvojnasobnym pouzitim MP dostaneme pozadované
Py PR Gt O (9 = W),



Véta o uplnosti, slaba verze

Véta o Uplnosti, slaba verze

Pro libovolnou koneénou mnozinu T formuli a formuli ¢ plati,
zez T = ¢ plyne T+ ¢. Specialné, kazda pravdiva formule je
dokazatelna.

Dukaz: Tvrzeni dokdazeme nejprve pro pfipad T = 0. Necht
tedy = ¢. Pro kazdé ohodnoceni e tedy plati o€ = ¢ (protoze
podle predpokladu je || ¢ ||e=1). Jsou-li p1,...,pn vSechny
vyrokové symboly z ¢, je dle ChL

Ps.055- . Pp 0.

Uvazujme nyni ohodnoceni €, které se od e lisi pravé

v hodnoté, kterou pfifazuje symbolu p;. Pfredpokladejme, ze
e(py1)=1aé€(p1) =0 (ptipad e(p;) =0 a €(p1) = 1 se oSetfi
symetricky). Dle ChL je opét

p§.ps,....P5 .



Protoze je vSak podle predpokladu p§ = pg', ., pE=p,
p$ = pi a p§ = —py, dostavame

p17p§7"'7pre7}_(p a _'p17p267"'apr?|_q)7
odkud dle VoNF mame

p3,...,P5 F .

Opakovanym pouzitim pravé provedené Uvahy postupné
dostaneme
P5.---P ¢
az po
[
a nakonec
Fo.



Necht nyni T ={¢4,...,¢n}. Podle sémantické verze VoD
dostaneme z T = ¢, Zze = @1 = (...(¢n = ¢)). Odtud podle
praveé dokazaného plyne - ¢1 = (... (¢n = ¢)), odkud pomoci
VoD dostavame ¢1,..., ¢, - ¢, tedy poZzadované T+ ¢. Tim je
dukaz hotov.



Poznamka: véta o kompaktnosti

Pro diikaz tzv. silné verze véty o Uplnosti (ta se neomezuje na
konecné T) potfebujeme nasledujici vétu:

Véta o kompaktnosti

(1) Mnozina T formuli je splnitelnd, pravé kdyz je splnitelna
kazda kone¢na podmnozina mnoziny T.

(2) Pro kazdou formuli ¢ je T |= ¢, pravé kdyz existuje
koneCna SC T tak, ze SE o.

Dlkaz: Vynechame.



Poznamka: véta o uplnosti, silna verze

S pouzitim véty o kompaktnosti jiz snadno dokazeme silnou
verzi véty o Uplnosti.

Véta o Uplnosti, silna verze

Pro libovolnou mnozinu T formuli a formuli ¢ plati, zez T = ¢
plyne T+ o.

Dlkaz: Je-li T = ¢, pak dle véty o kompaktnosti (2) existuje
koneCna S C T tak, ze S |= ¢. Dle slabé verze véty o Uplnosti je
Sk o,odkud zMD T ¢.

Poznamka: Véta o Uplnosti byva ¢asto formulovana jako
ekvivalence, tedy tak, Ze v sobé zahrnuje i vétu o korektnosti.



Uvédomme si, Ze véta o Uplnosti je velmi netrivialni tvrzeni:

Z toho, ze néjaka formule ma pfi vSech (intuitivné zcela
prirozené definovanych) moznych ohodnocenich pravdivostni
hodnotu 1 plyne, Ze je dokazatelna pomoci tfi (jednoduchych a
intuitivné pfijatelnych) axiomu a jednoho (jednoduchého a
intuitivné pfijatelného) odvozovaciho pravidla. Pojem
pravdivého tvrzeni, tak jak je formalizovan v ramci VL, je tedy
plné syntakticky charakterizovatelny (a navic velmi
jednoduchym zplsobem).

Nasleduijici véta ukazuje dalsi vztah dvojice pojm, jednoho
sémantického (splnitelnost) a druhého syntaktického
(bezespornost), které spolu na prvni pohled nesouvisi.



Mnozina T formuli je splnitelna, pravée kdyz je bezesporna.

Dikaz: Necht je T splnitelna. Pak existuje ohodnoceni e, ve
kterém jsou pravdivé vSechny formule z T. Kdyby byla T
sporna, pak by pro libovolnou formuli ¢ bylo THeo a T+ —¢, a
tedy dle VoK T = ¢ a T = —¢. To znamena, Ze pfi kazdém
ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé vSechny formule z T
(jednim z nich je e), je pravdiva jak formule ¢, tak formule —o.
To je ale pochopitelné nemozné. Proto musi byt T bezesporna.

Necht' T je bezesporna. Pak existuje formule ¢, pro kterou

neplati T+ ¢, tedy (podle véty o Uplnosti) neplati T = ¢. To ale
znamena, ze existuje ohodnoceni, ve kterém neni pravdiva ¢, a
pritom jsou pravdivé vSechny formule z T. Tedy T je splnitelna.



Poznamka na okraj (1/2)

Kritika slov je soubor eseji a fejetonti Karla Capka. Poprvé byl
vydan v roce 1920.

V Kritice slov Karel Capek napada logiku: ,O logickém dikazu
je jedina pravda, Ze se nic neda logicky dokazovat; coz vam
dokazu logicky. Bud' dokazuji své tvrzeni samymi evidentnimi
soudy; ale kdyby mé tvrzeni plynulo evidentné z evidentnich
vet, bylo by samo evidentni, a tu by ovSem naprosto
nepotiebovalo byt dokazovano. Nebo dokazuji své tvrzeni
vétami neevidentnimi, ale pak bych musel logicky dokazovat
vS8echny tyto véty ,usque ad infinitum*, jak fikaji feckofimsti
zapasnici, z cehoz logicky plyne, Ze logicky diukaz je nemozny;
a neni-li tento logicky diikaz naprosto presvedcuijici, vidite

z toho, Ze logické dokazovani opravdu za nic nestoji.”



Poznamka na okraj (2/2)"

Karel Capek mylné zpochybriuje diikaz (Gstfedni logicky pojem)
a spolu s nim i samotné logické vyvozovani. Neuvédomuije si
v8ak, Zze pomoci velmi mnoha trividlnich kroku Ize logicky
dokéazat i netrivialni tvrzeni (napfiklad vétu o Uplnosti VL).

Rozlozeni dikazu na elementéarni kroky je dulezité, umoznuje
totiz ovéreni jeho spravnosti.

| oby&ejny Clovék muze pomoci velmi mnoha kroku urazit
velkou vzdalenost. Pfitom je pravdou, Ze po nékolika malo
krocich se nikdo moc daleko od vychoziho bodu nedostane.

TPoznamka o Karlovi Capkovi byla &erpana z knihy A. Sochora: Logika
pro vSechny ochotné myslet, UK Praha, 2011.



@ Predikatova logika (PL)
@ syntax PL



Formulemi VL jsme formalizovali intuitivni pojem vyrok a

z jednodussSich pomoci logickych spojek. Vyroky, které byly
dale nedélitelné, jsme oznacovali vyrokovymi symboly a vnitfni
strukturou téchto vyrokl jsme se nezabyvali. Naproti tomu
predikatova logika (PL) formalizuje vztahy mezi individui neboli
objekty, napfiklad jejich funkéni zavislosti, vliastnosti a
vzajemné vztahy. Oproti VL se tedy na tvrzeni divame daleko
jemnéjsim pohledem a formule PL to musi pochopitelné
zohlednovat. Nyni si na pfikladu ukdzeme, co mame konkrétné
na mysli pod pojmem ,vztahy mezi individui*.



Napftiklad tvrzeni
,Pokud je x sudé Cislo, pak je x + 1 liché.”

je z pohledu VL ve tvaru imlikace dvou vyroku a je tudiz
formalizovatelné vyrokovou formuli p = q. Z pohledu PL se ale
ve tvrzeni vyskytuji individua (Cisla), jejich vlastnosti (byt sudé,
byt liché) a funk&ni zavislosti (x + 1 je naslednikem x, nebo
podrobnéji 1 oznacuje individuum a ,+“ oznacuje funkéni
zavislost dvou individui, v nasem pfipadé individui oznacenych
xatl).



Dalsim typickym rysem je vytvarfeni vyroku kvantifikaci, kterou
ve slovnim popisu vyjadfujeme obraty ,kazdy*“, ,néjaky*,
.pravé jeden” a podobné. Napfiklad ve tvrzeni

Kazdy ¢lovék ma otce.

se vyskytuje kvantifikator ,kazdy*“. Kdybychom si toto tvrzeni
reformulovali ponékud kostrbatéji, mohlo by znit: ,Pro kazdého
Clovéka plati, Ze ma otce.” Vazbu ,mit otce* bychom mohli
chapat hned nékolika zplsoby, napfiklad jako vlastnost (Clovek
A ma otce), nebo treba jako vztah dvou individui (Clovék B je
otcem Clovéka A). Ve druhém pfipadé je navic ve tvrzeni skryt
dalsi kvantifikator: ,ke kazdému Clovéku A existuje jeho otec
B*.



Prirozeny jazyk je tedy zakladnim prostfedkem, pomoci kterého
formulujeme a zaznamenavame své usuzovani. Jiz zakladni
rozbor vét pfirozeného jazyka odhali nékteré jeho vyznamné
jednotky/soucasti. Pro nas to budou: proménné, relacni
symboly (symboly pro oznacovani relaci), funkéni symboly
(symboly pro oznacovani funkci) véetné symbolul pro
oznacovani konstant, symboly pro logické spojky, symboly pro
kvantifikatory a pomocné symboly.



Ve vétach ,Kazdy slon je savec.”, ,Pro kazdé dva body existuje
bod, ktery mezi nimi nelezi, ,Petr je mladsi nez Pavel nebo
vek Jifiho je vetsi nez soucet veku Petra a Pavla.”, ,Soucet
druhych mocnin nenulovych Cisel je vétsi nez nula.” se mluvi o
jednomistnych vztazich byt slonem*, ,byt savcem®,
trojmistném vztahu ,nelezet mezi dvéma body*, dvojmistném
vztahu ,byt vétsi“, o funkci prifazujici ¢lovéku jeho vék, o funkci
sCitani, o funkci mocnéni, o (konstantnich) objektech Petr,
Pavel, Jifi, nula, implicitné se zde objevuji proménné (napfiklad
prvni tvrzeni, formulovano presneji, fika ,pro kazdé x plati, ze
je-li x slonem, je x savcem®), logické spojky (,nebo*) a
kvantifikatory (,pro kazdé*, ,existuje”).

Stejné jako ve VL se budeme v PL soustredit na formu
usuzovaného a budeme abstrahovat od obsahu sdéleni.



Jazyk PL

Jazyk ¢ PL obsahuje (a je tim urCen)

o (pfedmétové) proménné x.,y.z,....X1,Xo,...

@ relacni symboly p,q,r,....p1,p2..., ke kazdému
relacnimu symbolu r je ddno nezdporné celé Cislo o(r)
nazyvané arita symbolu r; musi existovat alespon jeden
relacni symbol

@ funkéni symboly f.g.h,....fi,f,... ke kazdému
funkénimu symbolu f je dano nezaporné celé Cislo o(f)
nazyvané arita symbolu f

@ symboly pro logické spojky — (negace) a = (implikace)

@ symbol pro univerzalni kvantifikator v

@ pomocné symboly — riizné typy zavorek a Carka.




Misto predmétové proménné Casto fikame jen proménné.
Ptedpokladame, ze proménnych je spocetné mnoho.

Mnozina vSech relaCnich (nékdy se fika predikatovych)
symboll jazyka # se znaCi R; mnoZina v8ech funkénich
(nékdy se fika operacnich) symbolll jazyka ¢ se znali F. Je-li
re Rao(r)=n, pak fikame, ze r je n-arni. Podobné pro f € F.
Je-li f € F 0-arni, nazyva se f symbol konstanty (nebot
funkce, ktera ma 0 argumentu, musi pfifazovat vzdy stejnou
hodnotu, tedy je konstantni).

Je ziejmé, Ze jazyk je jednoznacné urcen svymi relaCnimi
symboly, funkénimi symboly a jejich aritami (vSe ostatni maji
vSechny jazyky stejné). Trojici (R, F, o) proto nazyvame typ
jazyka. (Pochopitelné predpokladame, ze RNF =0.)

Je-li mezi relacnimi symboly symbol ~, nazyvame ho symbol
pro rovnost a cely jazyk pak jazyk s rovnosti. (Symbol pro
rovnost méa specifické postaveni, jak uvidime dale.)



Termy PL

Zakladni syntaktické jednotky vybudované ze symboll jazyka
PL jsou termy a formule. Termy jsou vyrazy reprezentujici
funkci aplikovanou na své operandy; formule reprezentu;ji
tvrzeni o prvcich univerza.

Term jazyka typu (R, F, o) je induktivné definovan takto:
(i) kazda proménna x je term
(i) je-li f € F n-arni a jsou-li t1,...,t, termy, pak f(t,...,t) je
term.

Termy jsou tedy jisté konecné posloupnosti prvkd daného
jazyka. Je-li f € F binérni, pouzivdme také tzv. infixovou notaci
a piSeme x fy nebo (xfy) misto f(x,y), napfiklad 2 + 3 misto
+(2,3); ve slozenych termech pouzivame zavorky, napfiklad
(2+3)-5.



Formule PL

Definice
Formule jazyka typu (R, F,o) je induktivné definovana takto:
(i) je-lir € R n-arni a jsou-li t,...,t, termy, pak r(ty,..., 1) je
formule
(i) jsou-li @ a y formule, pak —¢, (¢ = y) jsou také formule
(iii) je-li @ formule a x proménnd, pak (Vx)¢ je formule.

Formule vytvorené dle (i) se nazyvaji atomické. Je-lire R
binarni, piSeme také t; rt> nebo (t rt;) misto r(ty, ), tedy
napriklad x < y misto < (x,y). Obzvlasté piSeme t; ~ t, misto
=~ (t1 5 tg)

Budeme pouzivat obvyklé konvence, zjednodusuijici Citelnost

formuli: budeme vynechavat vnéjsi zavorky a budeme psat
(VX1,...,Xn) misto (Vxy)...(¥xp).



Stejné jako ve VL, symboly pro ostatni logické spojky (Vv, A, <)
nepatfi do jazyka PL. Podobné existencni kvantifikator (3)
nepatfi do jazyka PL. Abychom tyto symboly méli k dispozici,
chapeme
posloupnost ¢ A y jako zkratku za —(¢ = —y),
posloupnost ¢ V v jako zkratku za —¢ = v,
posloupnost ¢ < y jako zkratku za (¢ = y) A (v = @),
posloupnost (3x)¢ jako zkratku za —(Vx)—o.

Posloupnosti obsahujici symboly A,V,< a 3 tedy nejsou
formulemi. Pro jednoduchost v§ak védomi si toho, Zze a jakym
zpusobem se dopoustime nepresnosti, budeme témto
posloupnostem také fikat formule.



Priklad

Uvazujme jazyk ¢ typu (R,F,o), kde R={p,d,b,m}, F =0,
relacni symboly p,d, b jsou unarni, m binarni. Je to jazyk bez
funkénich symboll, a tedy jedinymi termy jsou proménné.
Atomickymi formulemi jsou p(x),p(y),d(y), b(x) atd. DalSimi
formulemi (ne atomickymi) jsou napfiklad vyrazy p(x)V p(x),
p(x) Vv =p(x), (Vx)((p(x) A=d(x)) = b(x)), (Ix)b(x) A —p(x),
(¥x,¥)(b(x) = m(x,y)) = b(y). Vyrazy ((x =, p(x,x), p(d(x)),
(Vx)(m(x,y) == p(x)) formulemi nejsou.

Uvazujme jazyk # typu (R,F,o), kde R={p,<}, F={c,0},C
je nularni (tedy symbol konstanty), p je unarni, <,o jsou binarni.
Pak termy jsou naptiklad vyrazy ¢, x,coc,co(xoy). Vyrazy
cc,cop(x),p(x),coox termy nejsou. Formulemi jsou napriklad
c<x, p(x)=(c<x), (VX)(x < xox), (Vx,y)(xoy < yox).




Poznamka: Jazyk PL obsahuje symboly riznych typa (relacni
symboly, funkéni symboly, symboly spojek). Z nich se daji
vytvaret termy a formule, které jsou v ur€itém smyslu
Lsrozumnymi fetézci“. Rozumné proto, ze dame-li relanim a
funkénim symbolim smysl, daji se ,rozumné* Cist. (Presny
smysl dostanou relacni a funkéni symboly, a také termy a
formule, az vybudujeme sémantiku.) Tak napfiklad uvazujme
jazyk z 1. prikladu pfedchoziho slajdu. Necht p,d,b,m
oznacuji po fadeé ,mit dostate¢ny prijem*“, ,mit velké dluhy*,
Loyt bonitni“, ,byt manzelé®, tedy p(x) znamena ,objekt
oznaceny x ma dostate¢ny pfijem* atd. Formule

(Vx)(p(x) A—=d(x) = b(x)) pak ,fika“: ,pro kazde x plati, ze
ma-li x dostate¢ny pfijem a nema-Ili velké dluhy, pak je x
bonitni“. Formule (¥x,y)(b(x) = (m(x.,y) = b(y))) .fikd": ,pro
kazdé x a y plati, Ze je-li x bonitni a jsou-li x a y manzelé, jei y
bonitni*.

Muzeme také postupovat obracené: K dané vété prirozeného
jazyka navrhneme jazyk PL a napiSeme formuli, kterd odpovida
danému tvrzeni.



Podobné jako ve VL mizeme i v PL provadét dikazy
strukturalni indukci.

Véta — dukaz strukturalni indukci pro termy

Necht ¥ je vlastnost term0. Necht plati, ze
@ kazda proménna ma vlastnost ¥
@ maji-litermy t,...,t, vlastnost ¥ a je-li f € F n-arni, pak
vlastnost ¥ maiterm f(t,..., ).
Pak vlastnost ¥ ma kazdy term.




Véta — dukaz strukturalni indukci pro formule
Necht 7 je vlastnost formuli. Necht plati, Ze
@ kazda atomické formule m4 vlastnost

@ maji-li formule ¢ a y vlastnost 7/, pak vlastnost ¥ maji i
formule ¢ a (¢ = v)

@ ma-li formule ¢ vlastnost 7, pak vlastnost ¥ ma i formule
(Vx)@ s proménnou X.

Pak vlastnost ¥ ma kazda formule PL.




Poznamka: Chceme-li napsat formuli nebo term, musime
nejdrive popsat jazyk, jehoz formuli nebo term chceme napsat.
To je vSak Casto pracné a zbyteCné. Proto zavedeme pojem
indukovaného jazyka. Jazyk indukovany mnozinami % a 7
fetézcu je nejmensi jazyk _# typu (R, F,o), v némz fetézce

z Z jsou formulemi a fetézce z .7 jsou termy (tedy je-li 7" jiny
takovy jazyk typu (R',F’,0’), pak R C R, F C F’). Misto jazyk
indukovany mnozinami .% a .7 fetézcl také fikdme jazyk
urCeny formulemi z . atermy z 7.

Priklad

Uvazujme jazyk urCeny termy t; = xy + ((c+ Xq) + X2),

tr = (c+ ¢) + ¢ a formulemi

@1 = (VX y)((r(x) A(x <y)) = r(y)),

P2 = (c < X)A(VX)(Ty) (X +X < X+ ).

Pak ziejmé R={r,<}, F={c,+}, kde o(r) =1, o(<) =2,
o(c)=0aoc(+)=2.




@ Predikatova logika (PL)

@ sémantika PL



Jazyk PL je urCen svymi relacnimi a funkénimi symboly spolu

s definici jejich arity. Z téchto symboll spolu se symboly
proménnych, logickych spojek, kvantifikatord a pomocnych
symbolll se skladaji termy a formule daného jazyka. Samotné
termy a formule jsou syntaktické pojmy a nemaji zadny vyznam
(tedy term sam o sobé nema zadnou hodnotu, formule sama o
sobé nema zadnou pravdivostni hodnotu). To je napfiklad
dobfe patrné u termu x + 0: abychom mohli uvazovat hodnotu
tohoto termu, musi mit pfifazenu néjakou hodnotu proménna x
a dale musime interpretovat symboly + a 0.

Interpretaci funk&nich a relacnich symboll se zabyva
sémantika PL (ta pfifazuje vyznam funkénim a relaénim
symbolim). Poznamenejme jesté, Ze interpretaci proménnych
definuje tzv. ohodnoceni proménnych (viz déle).



Struktura pro jazyk

Intuitivni pojem interpretace jazyka nyni presné zavedeme:

Definice

Struktura pro jazyk typu (R, F,c) je trojice M= (M, RM FM)
ktera sestava z neprazdné mnoziny M a dale z mnozin

RM—(Mc M| reR,o(r)=n},

FM— (M. M" - M|feF,o(f)=n}.

Pokud ~€ R, pak ~ interpretujeme vzdy relaci identity, tedy
M=y = {{u,u) | uec M}.




Jinymi slovy, struktura M pro jazyk typu (R, F,c) je systém
relaci a funkci na jisté mnoziné M, pfitom ke kazdému
n-arnimu relacnimu symbolu r € R je ve struktufe M
odpovidajici n-arni relace M € RM na M a ke kazdému
n-arnimu funkénimu symbolu f € F je ve struktufe M
odpovidajici n-arni funkce M ¢ FM v M. Nehrozi-li nebezpeéi
nedorozuméni, budeme nékdy vynechavat horni indexy a misto
™ a M budeme pséatjen r a f.



Priklad
Uvazujme jazyk typu (R, F,o), kde R={p,<}, F ={c,o}, cje
nularni, p je unarni, < a o jsou binarni. Necht M = Z.
Definujme relace pM (unarni, tedy podmnozina M), <M a
funkce cM (nularni, tedy vybrany prvek z M) a oM nasledovné:
oM = {m e M| m je vétsi nebo rovno nule},
<M_— {({my,my) € M x M| my je mensi nebo rovno ms},
M =0, my OMm2 =my +mo,
tedy cM je &islo nula a oM je operace sé&itani celych &isel.

Jinou strukturu pro stejny jazyk dostaneme, pokud zménime
vy$e uvedenou strukturu tak, ze cM = 1, pfipadné jesté
definujeme m; oM m, = my - my (n&sobeni celych &isel).

DalSi strukturou (opét) pro stejny jazyk je struktura s nosi¢em

M= {a,b}, M = {a,b}, <M= {(a,a), (b,b),(b,a)}, M =ba
oMlag b

s operaci oM definovanou tabulkou: ala b.

b|la a




Jak tedy vidime, k danému jazyku PL existuje nekone¢né
mnoho struktur. Variabilita je dana jednak nosicem M, ktery
muze mit libovolny (nenulovy) pocet prvku, dale kazdy rela¢ni
symbol r mtze byt interpretovan libovolnou relaci rM pfislusné
arity a konec¢né kazdy funkéni symbol f mize byt interpretovan
libovolnou funkci M pFislugné arity.

Necht M je struktura pro jazyk typu (R, F,c). M-ohodnoceni
proménnych (kratce jen M-ohodnoceni, popf. jen
ohodnoceni) je zobrazeni v pfifazujici kazdé proménné x
prvek v(x) € M. Jsou-li v a v/ ohodnoceni a x je proménna,
piSeme v =, v/ pokud pro kazdou proménnou y # x je

v(y) = V/(y), tedy v a v’ se liSi nejvySe v tom, jakou hodnotu
prifazuji proménné x.



Necht v je M-ohodnoceni. Hodnota || t ||y termu t v M pfi v
je definovana

£ = { v(x), je-li t proménna x
UM sl B ), el tvara f(t . t).

Uvédomme si, ze pfi dané strukture M a pfi daném
M-ohodnoceni v je kazdému termu t pfifazena prave jedna
hodnota || t |m,v z univerza M. Dale je patrné, Ze hodnota

|| t|lm,v Nezévisi na hodnotéch pfifazenych ohodnocenim v tém
proménnym, které se v t nevyskytuji (coz |Ize dokazat
jednoduse strukturalni indukci).



Priklad
Uvazujme jazyk typu ({p,<},{c,0},0), kde o(c) =0, o(p) =1,
o(<) = (o) = 2. Necht M = Z. Definujme relace pM, <M a
funkce cM a oM nasledovné:
oM = {m e M| m je vétsi nebo rovno nule},
<M_— {(my,my) € M x M| my je mensi nebo rovno m»},
AM=0, moMm,=mi+m.
Vezmeme-li v této strukturfe term (xo(coy))ox, pak pfi
ohodnoceni v, kde v(x) =10, v(y) = 50 mame
[ (xe(coy))ox llmv=Ixo(coy) lmy + Il X [my=
= (I x llmy + [ coy lmv)+ Il X [Imy=

= ([ x [lmyv +(ll € Iy + 11y )+ [ X Iy =
= (v(x) + (M4 v(y))) + v(x) = (10 + (0+50)) +10 = 70.

Dale definujeme pravdivostni hodnotu formule ve strukture pfi
daném ohodnoceni.



Pravdivostni hodnota || ¢ ||y y formule ¢ pfi M-ohodnoceni
Vv je definovana nasledovné:
() pro atomické formule "
| r(ty,....th) Imv= { g): ﬁgé” i) <1
(if) pro formule ¢ ve tvaru —a a oo = B
|~ [ v= { 1, pokud | o |jmy=0
’ 0, pokud | o |jmv="1
1, pokud || o [|jm,v= 0 nebo
| o= B [lmv= { | B [my=1
0, jinak
(iii) pro kvantifikovanou formuli ¢
1, pokud pro kazdé v’ takové, ze
1 (vX)@ lImy= { Vi=xvie | ¢llmy=1
0, jinak.
Je-li @ |my=1 (|| @ [[mv=0), fikdme, Ze formule ¢ je
pravdiva (nepravdiva) ve strukture M pfi ohodnoceni v.




Stejné jako u ohodnoceni termu je (pfi danych M a v) kazdé
formuli ¢ pfifazena praveé jedna hodnota || ¢ ||m,v.

Strukturalni indukci Ize jednoduSe dokazat, ze hodnota || ¢ ||m.v
nezavisi na hodnotach pfitrazenych ohodnocenim v
proménnym, které se ve ¢ nevyskytuiji.

Uvédomme si, ze fict: formule ¢ je pravdiva“ nema smysl,
protoze pravdivost ¢ vztahujeme vzdy k néjaké strukture pfi
nékterém ohodnoceni proménnych.

BéZné sice fikame napfiklad ,formule (Vx)(Vy)x < x +abs(y) je
pravdiva“, ale to je zplsobeno tim, ze implicitné néjakou
strukturu predpokladame dle kontextu, ve kterém formuli
uvazujeme. Treba v matematické analyze jde vétSinou o
Ciselné struktury, napfiklad realna Cisla s béznymi relacemi
(,mensi nebo rovno*) a operacemi (,scitani realnych &isel”,
»absolutni hodnota*).



Nyni budeme zkoumat platnost formuli ve struktufe ,pres
vS8echna ohodnoceni* a platnost formuli pfes vSechny struktury.

Formule ¢ se nazyvé tautologie ve strukture (pravdiva ve
strukture) M, jestlize || ¢ ||m,v= 1 pro kazdé M-ohodnoceni v.
Formule ¢ se nazyva tautologie, jestlize je ¢ tautologie

v kazdé strukture M.

Formule ¢ je tedy tautologie, jestlize pro libovolnou strukturu M
a libovolné ohodnoceni v je || ¢ ||mv=1.

Teorie v jazyku PL typu (R, F,o) je libovolna mnozina T
formuli jazyka tohoto typu. Struktura M jazyka typu (R, F, o) se
nazyva model teorie T (piSeme M = T, popt. || T |[m=1),
jestlize kazda formule z T je pravdiva v M.




Poznamka: Teorie formalizuje soubor pfedpokladu.

Pojem teorie je zcela pfirozeny. Bézné se fika ,S tvoji teorii
nesouhlasim.” apod. Pfitom teorii rozumime soubor tvrzeni,
které dana osoba zastava. Soubor tvrzeni v PL predstavuje
mnozina formuli. TéZ pojem model je pfirozeny a vyskytuje se
v bézné komunikaci. Naptiklad obratem ,Pfedstavme si
modelovou situaci, kdy ... “ chceme vyjadfrit, abychom se
soustredili na néjaky konkrétni model jisté teorie.

Priklad

Uvazujme jazyk ¢ typu (R,F,o),kde R={r}, F=0a

o(r) = 2. Struktury pro ¢ jsou M= (M,{rM},0), kde ™M je
binarni relace na M (tedy struktury jsou vlastné binarni relace
na M). Struktura M je modelem teorie

T = {(vX)r(x,x), (V%.y, 2)((r(x,y) Ar(y.2)) = r(x,2))}, pravé
kdyz je relace rM reflexivni a tranzitivni.




Poznamka: Nékteré teorie nemaji model.

Méjme jazyk typu (R, F,o), kde R={r}, F=0ar je unarni.
Teorie T = {(Vx)r(x),(3x)—r(x)} zfejmé neméa Zadny model.

Nyni zavedeme sémantické vyplyvani v PL.

Mnozina S formuli sémanticky plyne z mnoziny T formuli
(piSeme T |= S; piSeme také T = ¢, jestlize S= {¢}, podobné
kdyz T = {y}), jestlize kazdy model T je modelem S.

Tedy T = S, pravé kdyz v kazdé strukture, ve které jsou
pravdivé vSechny formule z T, jsou také pravdivé vSechny
formule z S.



VS§imnéme si, Zze pojem sémantického vyplyvani je zaveden
analogicky jako v pfipadé VL, jen misto ,pravdivostnich
ohodnoceni“ pouzivame z pochopitelnych divodu pojem
model.

Déle plati, Zze ¢ je tautologie, prave kdyz = ¢.

Vidime i jak prokazat, Zze dané formule ¢ sémanticky neplyne
z teorie T. Staci najit jediny model M = T a M-ohodnoceni v
takové, Ze || ¢ ||m,= 0 (coZ nemusi byt vibec jednoduché).
Podotknéme jesté, ze daleko vétSim problémem je ovéreni,
zda-li ¢ z T sémanticky plyne.

Formule ¢ = (Vx,y, 2, w)((r(x,y) Ar(y,2) AF(Z,W)) = r(x, w))
sémanticky plyne z formule

v =(Vx.y,2)((r(x,y) nr(y,2)) = r(x,2)), tedy v |= ¢.
Obréacené vyplyvani, tedy ¢ = v, neplati.




Pfiklad
Nasledujici tautologie vyjadfuji zaménu poradi kvantifikatoru:
= (vX)(Vy)e < (Vy)(VX)e,
= (Ex)Ey)e < (3y)(Fx)e,
= Ex)(Yy)e = (Vy)(3x)e.
Ukazme, ze implikaci ve 3. tautologii nelze obratit. Uvazujme
jazyk typu (R,0,0), kde R={r}, o(r) = 2 a strukturu tohoto
jazyka M= (M. {rM},0), kde M = {a,b} arelace M je
definovana M = {(a,b), (b,a)}. Ve struktufe M mame
|| (Yy)(3x)r(x,y) |lm.v= 1 pfi libovolném ohodnoceni v. Na

druhou stranu v8ak || (3x)(Vy)r(x,y) [lmv= 0, tedy mame
model, ve kterém neni (Vy)(3x)¢e = (3x)(Vy)e pravdiva.




Poznamka k vété o korektnosti a vété o uplnosti PL

Podobné jako ve VL Ize i v PL vybudovat axiomaticky systém,
definovat pojem dukaz z mnoziny formuli a dokazat vétu o
korektnosti i vétu o Uplnosti PL. Plati tedy, Ze pro kazdou teorii
T a kazdou formuli ¢: T+ ¢, praveé kdyz T = ¢.



Poznamky k omezenim PL

K omezenim PL, které nelze jednoduse (resp. vibec) vyresit
jejim rozSifenim, at uz o nové spojky nebo o dalSi pravdivostni
hodnoty, patfi jeji nerozhodnutelnost. Neformalné feceno,
neexistuje zadny algoritmus, ktery by o vstupni teorii T a
formuli ¢ dokazal po konecném poctu kroku Fict, zda-li ¢ je
sémantickym dasledkem T.

Déle nelze axiomaticky vymezit vlastnost ,byt konecny*. Jinymi
slovy, neexistuje zadna teorie T takova, ze M je modelem T,
praveé kdyz je M struktura s kone¢nym nosi¢em. Také nelze
axiomaticky vymezit, aby byl symbol rovnosti ~ interpretovan
relaci identity.

Zminme jeSté jedno omezeni: PL m4 jen dvé zakladni
pravdivostni hodnoty. Studiem vice pravdivostnich hodnot a
studiem vyplyvani v prostfedi vagnosti se zabyva fuzzy logika.



e PROLOG, fuzzy logika a modalni logika
@ logické programovani a PROLOG



Logické programovani je jednim z paradigmat programovani.
Nasleduji zakladni rysy, kterymi se logické programovani
zasadné odliSuje od ostatnich programovacich styli:
(1) programator specifikuje, co se ma vypocitat, a ne jak se to
ma vypocitat a kam ulozit mezivysledky
(2) nejsou potfeba prikazy pro fizeni béhu vypoctu ani pro
fizeni toku dat, nejsou potieba prikazy cyklu, vétveni, ani
prifazovaci pfikaz
(3) neexistuje rozdéleni proménnych na vstupni a vystupni
(4) nerozliSuje se mezi daty a programem.

PROLOG je logicky programovaci jazyk. Vznikl ve Francii

(v Marseille) zacatkem 70. let minulého stoleti. Byl vytvoren
Alainem Colmeranerem ve spolupraci s Philippem Rousselem,
na zakladé proceduralniho vykladu Hornovy klauzule od
Roberta Kowalskiho. Jméno ,PROLOG" vzniklo jako zkratka
z ,PROgrammation a LOGic" (francouzsky ,programovani

v logice®).



1. program v PROLOGu

Vime, Ze se da z Prahy letét pfimo do Pafize a do Lyonu. Déale
vime, ze se da pfimo letét z Pafize do Marseille a z Marseille
pfimo do Vidné. Letecka spojeni mezi mésty jsou bud’ pfima
nebo pres néjaka dalsi mésta. Uvedené informace prepiseme
tak, aby syntaxe odpovidala PROLOGu. Dostaneme tzv.
formalizovanou znalostni bazi (jednoduchy logicky program):

direct (praha,pariz) .
direct (praha,lyon) .
direct(pariz,marseille).
direct(marseille,viden).

connection(X,Y) :- direct(X,Y).

connection(X,Z) :- direct(X,Y), connection(Y,Z).

Podrobny komentar na pfednasce.



PROLOG je interpretacni (neproceduralni) jazyk. Patfi mezi
deklarativni programovaci jazyky — potlatuje imperativni?
slozku. PROLOG je vyuzivan predevsim v oboru umélé
inteligence a v pocitaCové lingvistice (obzvlasté pro zpracovani
prirozeného jazyka, pro néjz byl pavodné navrzen).

PROLOG je zaloZzen na PL (prvniho fadu); konkrétné se
omezuje na Hornovy klauzule®. Zakladnimi vyuzivanymi
pristupy jsou unifikace (specialni substituce), rekurze (vyuziva
principu sebeopakovani, viz dale) a backtracking (metoda
prohledavani do hloubky).

2|mperativni paradigma popisuje, jak vyfesit problém. Deklarativni
paradigma popisuje, co je problém.

3Hornova klauzule je formule (ve tvaru disjunkce atomickych formuli),
ktera obsahuje nejvySe jednu nenegovanou atomickou formuli (ostatni jsou
pravé jednou negované).



Program a vypocet v logickém programovani

Zakladni koncepci logického programovani vyjadfuje
nasledujici dvojice ,rovnosti*:

program = mnozina axiomu
vypoCet = Kkonstruktivni dikaz uzivatelem zadaného cile,

nebo volnéji: program je souborem tvrzeni, kterymi programator
(uzivatel, expert) popisuje urcitou ¢ast okolniho svéta. Vypocet
nad danym programem, ktery je iniciovan zadanim dotazu, je
hledani diikazu dotazu z daného souboru tvrzeni*.

4PFesnéji Feteno, znegovany dotaz se pfida ke véem faktim a pravidlim a
s vyuzitim rezolu¢niho odvozovaciho pravidla se snazi-dojit-ke sporu.



Shrime a doplinme zakladni rysy logického programovani:

logicky program je kone¢na mnozina formuli specialniho
tvaru (v PROLOGu to jsou Hornovy klauzule)

vypocet je zahajen zadanim dotazu, coz je logicka formule,
kterou zadg uZzivatel

cilem vypocCtu je najit dikaz potvrzujici, Ze dotaz logicky
vyplyva (je dokazatelny) z logického programu
(konstruktivnost)

pokud je takto zjisténo, ze dotaz z programu vyplyva,
vypocet konci a uzivateli je oznameno ,Yes“ s hodnotami
pripadnych proménnych, které se v dotazu vyskytu;ji
pokud neni zjisténo, ze dotaz z programu vyplyva, vypocet
konci a uzivateli je oznameno ,No*

muZe se stat, Zze vypocet neskonci (napfiklad uvazne

v nekone¢ném cyklu).



Zakladem PROLOGu je databaze klauzuli, které Ize dale
rozdélit na fakta a pravidla, nad kterymi je mozno klast dotazy
formou tvrzeni, u kterych PROLOG zhodnocuije jejich
pravdivost (dokazatelnost z Udaji obsazenych v databazi).

Nejjednodussimi klauzulemi jsou fakta, kterd pouze vypovidaji
klauzulemi jsou pravidla, kterd umoziuji (pomoci implikace)
odvozovat nova fakta. Zapisuji se ve tvaru

hlava :- télo.,

pficemz hlava definuje odvozovany fakt a t&1o podminky, za
nichz je pravdivy. Télo pravidla obsahuje jeden ¢i vice cilu.
Pokud se interpretu podafi odvodit, Ze je télo pravdivé, oveéri
tim pravdivost hlavy.



2. program v PROLOGu

rodic(pavla,robert). rodic(tom,robert).

rodic(tom,liza). rodic(robert,anna).
rodic(robert,patricie). rodic(patricie,jan).
zena(pavla). zena(liza).
zena(anna) . =zena(patricie).
muz (tom). muz(robert). muz(jan).
potomek(Y,X) :- rodic(X,Y).
matka(X,Y) :- rodic(X,Y), zena(X).
prarodic(X,Z) :- rodic(X,Y), rodic(Y,Z).
predek(X,Z) :- rodic(X,Z).
predek(X,Z) :- rodic(X,Y), predek(Y,Z).
sestra(X,Y) :-

rodic(Z,X), rodic(Z,Y), zena(X), not(X=Y). )

Podrobny komentar na prednasce.



Na zaver k PROLOGu

Programator neni zbaven zodpovédnosti za to, jak bude
vypocet probihat. Vypocet (tedy logické dokazovani) je fizen
PROLOGovskym prekladacem a programator musi znat
pravidla (alespon chce-li psat efektivni programy), kterymi se
vypocet fidi a v souladu s nimi program v PROLOGu vytvaret.

PROLOG je obzvlasté vhodny pro problémy, které zahrnuiji
objekty (zejména strukturované) a vztahy mezi nimi. Silnym
nastrojem pro vytvareni programt v PROLOGu je rekurze. Diky
témto vlastnostem je PROLOG vykonnym jazykem pro umeélou
inteligenci a neciselné programovani obecné.

Programy v jazyku PROLOG se skladaji z vyrazu, které tvori
fakta a pravidla. Zvlastni vyrazy, které nejsou primou soucasti
program, jsou dotazy, nékdy nazyvané cile. Programy

v PROLOGu slouzi k vyjadreni (popisu) nasi znalostni baze.
Programy piSeme v roli ,programatort*, pomoci cill aktivujeme
vypocet, pficemz cile zadavame v roli ,uzivatel(“ vytvoreného
programu.
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e PROLOG, fuzzy logika a modalni logika

@ Gvod do fuzzy logiky (FL) a jejich aplikaci



Zakladni motivace

Klasicka logika (VL a PL) nestaci pfi modelovani tzv. vagnich
tvrzeni, napriklad ,Petr je silny.”, ,Teplota je vysoka.“,
,Zakaznik je spokojeny.“. Uvedena tvrzeni Casto (intuitivné)
nepovazujeme za ani Uplné nepravdiva, ani Uplné pravdiva,
tedy za tvrzeni, jejichz pravdivostni hodnota lezi mezi 0 a 1,
tfeba je to 0,9 (skoro pravda), 0,5 (napul pravda), 0,1 (skoro
nepravda).

S vagnimi tvrzenimi se setkavame témér pfi kazdém popisu
realného svéta. Jedna se tedy o netrivialni a Sirokou oblast.

Jako prvni se uvedenou problematikou z pohledu moznych
aplikaci zabyval Lofti A. Zadeh v praci Fuzzy sets. Information
and Control (1965).

Fuzzy logika (FL) nasla vyznamné uplatnéni v praxi a je

v soucasné dobé intenzivné zkoumana. FL je bohaté rozvinuta
jak po strance komercné UspésSnych aplikaci (zejména fuzzy
regulatory), tak po strance teoretickych zakladu.



Struktura pravdivostnich hodnot ve FL — zakladni pozadavky

Mnozinu pravdivostnich hodnot budeme znacit L. Pozadujeme,
aby 0,1 € L a aby L byla ¢aste¢né usporadana relaci <.
Napfriklad tedy L =[0,1]; L = {0,1} (klasické logika);

L={0,1} x {0,1} (nelinearni logika).

Musi existovat operace na L modelujici logické spojky (zejména
® pro konjunkci a — pro implikaci). Tyto operace by mély mit
prirozené vlastnosti odpovidajici vlastnostem poZzadovanym po
logickych spojkach (napfiklad komutativita ®, monoténnost ®
apod.).

Dale, aby ve FL ,dobfe fungovalo“ pravidlo MP, je potfeba, aby:
axb<c e a<b-c.

VySe uvedené pozadavky na strukturu pravdivostnich hodnot (a
nékteré neuvedené) vedou k jedné ze zakladnich struktur
pravdivostnich hodnot ve FL, k tzv. reziduovanym svazim — viz
nasledujici definici.



Uplny reziduovany svaz

Uplny reziduovany svaz je struktura . = (L; A, V,®,—,0,1),

kde

(1) (L;A,Vv,0,1) je tplny svaz (s nejmensim prvkem 0 a
nejvetsim prvkem 1)

(2) (L;®,1) je komutativni monoid (tedy ® je binarni operace
na L, ktera je komutativni, asociativni a plati a® 1 = a)

(3) ®,— jsou binarni operace na L (nazyvané ,nasobeni“ a
sreziduum®) spliujici tzv. podminku adjunkce:

axb<c pravekdyz a<b-c.




Mezi nejcastéji pouzivané struktury pravdivostnich hodnot patfi
ty, které maji za nosic redlny interval [0, 1] s pfirozenym
usporadanim, tedy aA b= min(a,b), aVv b= max(a,b). Na nich
se pouzivaji tfi pary adjungovanych operaci ® a —:
(I) Lukasiewiczovy operace:
a®b=max(a+b—1,0), a—b=min(1—-a+b,1)
(Il) Goédelovy operace:
a®b=min(a,b), a—b= { L ﬁ;‘;k asb,
(Ill) soucinové operace:
agb—a.b, a—b= { L’/a’ O b,

Poznamka: V reziduovaném svazu definujeme nékteré

vvvvvv

bireziduum (++) definované nasledovné: —-a=a— 0,
a~b=(a—b)A(b— a).



Poznamka: Je-li L= {0,1}, ® je operace klasické konjunkce a
— je operace klasické implikace, pak prislusny reziduovany
svaz (ve kterém je usporadani dano vztahem 0 < 1) je svazem
pravdivostnich hodnot klasické logiky.

Poznamka: Reziduované svazy jsou bohaté struktury, které
kromé Booleovych algeber zahrnuji také naptiklad Heytingovy
algebry, MV-algebry, algebry linearni logiky a dalsi vyznamné
algebraické struktury.



NejuspésnéjSimi aplikacemi FL jsou tzv. fuzzy regulatory a
tzv. pravidlové fuzzy systémy. Ty nalezly zejména
v Japonsku (zagatkem 90. let) rozsahlé komer&ni uplatnéni.®

Vybrané aplikace pravidlovych fuzzy systéma a fuzzy
regulator(:

@ spotfebni elektronika (fuzzy pracka, fuzzy mycka, fuzzy
vysavac, fuzzy kamera apod.)

@ fizeni metra v japonskych méstech (fuzzy regulator
zajiStuje plynulé rozjizdéni a brzdéni, Iépe nez Clovek;
nizsi spotfeba energie)

@ fizeni velké primyslové helikoptéry ovladané hlasem (tuto
Ulohu se klasickymi metodami nepodafilo vyresit)

@ fizeni velkych pramyslovych systému (napfiklad pece)

o fotoaparat s automatickym vyhledavanim centralniho bodu
pro zaostreni (Minolta)

5Davodem Gspéchu nebyla blizkost fuzzy pFistupu k vychodnimu mysleni,
ale povaha japonského trhu, tedy vstficnost k novinkam, nizka cena senzor(
a koncepéni jednoduchost.



Pouziti fuzzy technologie (pokracovani):

ABS, fizeni motoru, volnobéhu a klimatizace (Honda,
Nissan, Subaru)

fizeni vytahl (Mitsubishi)

korekce chyb ve slévarenskych zafizenich na plastické
vyrobky (Omron)

palmtop Kanji uréeny pro rozpoznavani rucné psanych
textd

rozpoznavani reci

fuzzy SQL (Omron)

pomoc pfi hledani identifikacnich a profilovych systému
pachatele (velky, ne pfilis tézky, viceméné stary, ...)
analyza portfolia pfi investovani na kapitalovém trhu
efekty ve filmech (naptiklad Lord of the Rings)

@ jazykové filtry na zpravy s nechténym obsahem textu

(tfeba v chatovacich mistnostech)

fuzzy technologie se pouzivaji i v nékterych
mikroprocesorech.



Poznamenejme, ze hlavni aplikace FL tvori fuzzy relaéni
modelovani, tedy modelovani pomoci fuzzy relaci. Kromée
zminénych pravidlovych fuzzy systému se jedna o

@ rozhodovani

@ vyhledavani

@ shlukovani, rozpoznavani.

Dalsi zajimavou oblasti aplikaci FL je fuzzy logické
programovani. Jde o rozsireni klasického logického
programovani o principy fuzzy modelovani (zejména: databaze
faktd mGze obsahovat fakt s néjakym stupném pravdivosti,
napriklad fakt JEUSPORNY(OCTAVIA19TDI) se stupném 0,9, fakt
JEUSPORNY(OCTAVIA14MPI) se stupném 0,3). Problematika se
rozviji.



Poznamka: paradox hromady

Paradox hromady

@ 1000000 zrnek pisku tvofi hromadu.

@ Odebranim jednoho zrnka pisku hromada neprestane byt
hromadou.

@ Tedy 999999 zrnek pisku tvofi hromadu.
@ Tedy 999998 zrnek pisku tvofi hromadu.

@ Tedy 0 zrnek pisku tvofi hromadu.

4

Klasicka logika tento paradox® uspokojivé nevyiesi. M4 jen dvé
pravdivostni hodnoty: 0 a 1. Klasicka logika tak vynucuje ,ostry
skok“: libovolné mnozstvi zrnek pisku bud hromadou je, nebo
neni. Ale pro¢ by tfeba 50000 zrnek pisku mélo byt hromadou
a 49999 uz ne?

6Paradox sorités (z feckého séros = hromada) je pfipisovan Eubdlidovi
z Milétu. Byl soucasnikem Aristotela a patfil do tzv. megarské Skoly.




Poznamka: reSeni paradoxu hromady

FL umoznuje pozvolné snizovani stupnu pravdivosti.

Vice o tom na prednasce.

Ve FL Ize definovat to, Ze odebrani jednoho zrnka pisku

z hromady nepatrné snizi ,stupen hromadovitosti“ (napfiklad o
0,000001). Pfi pouziti tohoto pfistupu, v souladu s praxi, nula
zrnek pisku netvofi hromadu.

Varianty paradoxu hromady:
@ Paradox holohlavého s predpokladem, Ze vypadnutim
jednoho vlasu se vlasaty Clovék nestane plesatym.
@ Které malé prirozené Cislo je nejvetsi?
@ Kde presné na obrazku je zZluta barva?




e PROLOG, fuzzy logika a modalni logika

@ Uvod do modalni logiky (ML)



Vychozi motivace k zavedeni ML

Klasicka logika nema prostredky k formalizaci tvrzeni
obsahujicich modality, napfiklad ,je mozné, ze ... ", ,je nutné,
ze ... ". Rozsifeni klasické logiky, kde toto je mozné se nazyva
modalni logika. ML nasla uplatnéni napfiklad ve formalizaci
znalostnich systému a systémd, které pracuji s Casem.



Zaklady syntaxe a sémantiky ML

Zamérime se na vyrokovou ML. Oproti jazyku klasické VL
obsahuje jazyk ML navic unarni spojky o a ¢ (og se Cte ,je
nutné, ze ¢“ a @ se Cte ,je mozné, ze ¢*). Definice formule se
prislusnym zpusobem rozs$ifi, tedy pfidame pravidlo ,je-li ¢
formule, jsou i o@ a o formule®. Poznamenejme, Ze konkrétni
vyznam o¢ muze byt ,je znamo, ze ¢, ,véfi se, ze ¢*, ,vzdy

v budoucnosti bude platit ¢“ apod.

Sémantika ML je zaloZena na pojmu mozny svét. Mozny svét
je obecna kategorie (v jednom mozném svété mize v dany
okamzik prset, ve druhém ne, apod.), ktera ma fadu
interpretaci. Mozné svéty mohou byt ¢asové okamziky; mohou
reprezentovat nazory jednotlivych expertd (co mozny svét, to
expert) apod. Specialni interpretaci svétu ziskdme logiku ¢asu
(temporalni logika), coz je logika zabyvajici se tvrzenimi,
jejichz pravdivostni hodnota zavisi na Case. Logika znalosti
(epistemicka logika) se zabyva spojkami ,vi se, ze ... ", ,véfi
se, ze ... " apod.



Priklad s karetni hrou Taroky

Prvni hra¢ zna své karty a vidi
nasledujici zdvih. Co z toho mlze
usoudit, pokud v pravidlech je, Ze
hra¢ musi ctit barvu a pokud
danou barvu nema, musi zahrat
trumf (tarok)?
@ Nutneé prvni hra€ ma dva
taroky.
@ Nutné pouze prvni hra¢ ma
jesté srdce.
@ Nutné treti hra¢ nema taroky.
@ Mozna druhy hra¢ ma alespon
jeden tarok.
@ Mozna cCtvrty hra¢ ma alespon
jeden tarok.
@ Mozna treti hra¢ ma piky.
° ...




Definice

Kripkeho struktura pro vyrokovou ML je trojice K= (W, e,r),
kde W # 0 je mnozina moznych svétu, e je zobrazeni
prifazujici kazdému w € W a kazdému vyrokovému symbolu p
pravdivostni hodnotu e(w, p) (p je/neni pravdivé ve w),

r C W x W je relace dosazitelnosti ((w,w’) € r znamena, ze

z w je mozné se dostat do w').

Pro r = W x W (kazdy svét je dosazitelny z kazdého) se
prislusna logika nazyva logika znalosti. Plati-li pro néjaké
W' C W, ze r=W x W, nazyva se prislusna logika logika
domeéni.



Definujme nyni pravdivostni hodnotu || ¢ ||k w formule ¢ v K

v mozném svété w takto: || p ||k, w= e(w,p) (pro vyrokovy
symbol p); [| @AY [[kw=1, pravé kdyz || ¢ [k w=12a

| v|kw=1 (tedy jako v kIaS|cke logice) a podobné pro ostatni
vyrokové spojky; || o¢ |k w= 1, préavé kdyZ || ¢ ||k y=1 pro
kazdy v € W, pro ktery (w,v) € r (tedy ,je nutne, ze ¢*
znamena, ze ¢ je pravdiva v kazdém mozném svété
dosazitelném z w); || 0@ ||k w= 1, pravé kdyz || ¢ ||k v= 1 pro
néjaky v € W, pro ktery (w,v) € r (tedy ,je mozné, ze ¢*
znamena, ze ¢ je pravdiva v néjakém mozném sveéte
dosazitelném z w). Poznamenejme jesté, ze op a —o—¢ (a 0@
a —o—¢@) maji stejné pravdivostni hodnoty. Staci proto zavést
jen jednu spojku a druhou brat jako odvozenou.



Poznamka: Je-li r reflexivni, tranzitivni a plati-li, ze pro kazdé
v,we Wje (v,w) € rnebo (w,v) € r, pak se odpovidajici
logika nazyva logika ¢asu (temporalni logika) a w € W se
chapou jako ¢asové okamziky. (Existuji i jiné systémy logiky
¢asu.)

Pak tedy || 0¢ ||k w= 1 znamena, Ze ¢ je pravdiva ve vSech
¢asovych okamzicich pocinaje w. Pro r=' pak || o¢ |k w= 1
znamena, ze ¢ je pravdiva ve vSech Casovych okamzicich az
po w. Podobné pro || o¢ |k w=1.



@ Vybrané poznatky z teorie &isel
@ Cisla a Eiselné obory



Prirozena Cisla
Jsou to ¢isla 1,2,3,4,5,6,....
Mnozinu vSech pfirozenych Cisel oznaCujeme N.

Cela cisla
Jsouto ¢isla0,1,—-1,2,—-2,3,-3,4,—-4,5,-5,....
Mnozinu vSech celych Cisel znacime Z.



Racionalni cisla
Jsou to Cisla, kterd Ize vyjadfit ve tvaru zlomku 1, kde m je celé
Cislo a n je prirozené Cislo. Mnozinu vSech raC|onaIn|ch Cisel
oznaéujeme Q. Racionalni éisla jsou tedy napfiklad §, 22, &7,
atd Poznamenejme, Ze 3 6, 18 jsou rGizné zapisy téhoz
raC|onaIn|ho Cisla. Racionalni Cisla zapisujeme také pomoci
tzv. desetinného rozvoje. Treba Cislo % zapisujeme jako 1,5.
Cislo % ma tzv. nekonecny desetinny rozvoj a je jim 0,3333...,

coz? také zapisujeme jako 0, 3.

V2¢Q.

Duikaz: Sporem, na cviceni.

Poznamka: Vime, Zze N, Z a Q jsou spocetné mnoziny.



Realna cisla

Jsou to vSechna Cisla, kterd se nachazeji na Ciselné (realné)
ose. (Kazdy bod realné osy odpovida praveé jednomu realnému
¢islu.) Mnozinu v8ech realnych Cisel ozna¢ujeme R. Kromé
racionalnich &isel zahrnuji realna &isla i tzv. €isla iracionalni.
To jsou redlna Cisla, ktera nejsou racionalni. Ptikladem
iracionalnich &isel jsou v2, v/3, m, e. Kazdé iracionalni &islo
ma nekonecny neperiodicky desetinny rozvoj. Mnozinu vSech
iracionalnich Cisel oznacujeme |I.

Zrejmé: QUI=RaQnl=0.

Poznamka: Vime jak dokazat, Ze | a R jsou nespocetné
mnoziny.



Komplexni cisla

Mnozinu vSech uspofadanych dvojic reélnych Cisel (a, b)
zapisovanych obvykle ve tvaru a+ bi, kde symbolem i
oznadujeme tzv. imaginarni jednotku, pro niz plati i = —1,
nazyvame komplexni Cisla; znaCime C. Zasluhou K. F. Gausse
se od roku 1831 znazornuji komplexni Cisla v roviné.

Kazdé komplexni Cislo z = a+ bi mizeme vyjadfiti v tzv.
goniometrickém tvaru z = r(cos ¢ +isin @), kde cCislo
r=+/a?+ b? je tzv. absolutni hodnota a tihel ¢ argument
komplexniho Cisla.

Poznamka: Zremé NCcZc QcR cC.



@ Vybrané poznatky z teorie &isel

@ vybrané ¢iselné funkce, rychlosti ristu



Porovnani rychlosti ristu u vybranych ¢iselnych funkci

Prokazdé neN,n>5plati: Inn<n<n-Inn<nm? <2"<nl. \

Dukaz: Tvrzeni dokdzeme indukci. Pro n =5 dostavame:
IN5=1,61<5<5-In5=8,05 <25 < 32 < 120 a tedy zakladni
krok indukce plati. Pfedpokladejme dale, platnost indukéniho
predpokladu: pro libovolné n e N, n> 5 plati:
Inn<n<n-Inn< n?<2"<nl. UkaZme (komentar na
prednasce), ze pak bude platit

In(n+1) <n+1<(n+1)-In(n+1) < (n+1)2 <277 < (n+1).

To ale plati, protoze In(n+1) <In(en) =Inn+1<n+1<
(n+1)-In(n+1) < (n+12<2.n <2.2n =201 =2.2n ¢
(n4+1)-2"<(n+1)-nt = (n+1)..



Porovnani rychlosti ristu u vybranych ¢iselnych funkci

Poznamka. Analogicky bychom mohli dokazat podobna
tvrzeni, napriklad, ze pro kazdé n e N, n > 25 plati:

logn<n<n-logn<n'®<10" < n!.

Tedy i v tomto pfipadé plati pro nekoneéné mnoho pfirozenych
Cisel, ze (dekadicky) logaritmus ,roste pomaleji“ nez funkce
linearni, ktera ,roste pomaleji“ nez funkce linearné
logaritmicka, ktera ,roste pomaleji“ nez funkce polynomicka
(n'9) a ta ,roste pomaleji“ nez funkce exponencialni (se
zakladem 10) a ta ,roste pomaleji“ nez faktorial. K rychlostem
rastu se jeSté vratime a vyznam pojmu ,roste pomaleji*
definujeme presné.

Da se dokazat, ze od jistého konkrétniho prirozeného ¢&isla ng
bude pro vSechna pfirozena Cisla n > ny (tedy pro nekone¢né
mnoho pfirozenych Cisel) platit, Zze

k <logzn<n<n-logyn<n®<d"<nl,
pricemz a,b,c,d € N\ {1} a konstanta k € Z.



@ Vybrané poznatky z teorie &isel

@ deélitelnost, prvocisla



Délitelnost na mnoziné celych cisel

Pro m,n € Z fikame, Ze m déli? n, piSeme m | n, pravé kdyz
Jk € Z tak, ze m- k = n. Fakt, ze m nedéli n zapisujeme m+{ n.

aKdyz m | n, fikame také, Ze m je délitelem n nebo n je délitelné m, nebo
n je nasobek m.

Ziejmé 5|15a —6 | —54. Dale treba2t3 a 3t2.

Dokazte indukci, ze pro Vn € N plati: 7 | (202 +32"+1),

Reseni: Zkuste sami.




Vlastnosti binarni relace délitelnosti

Pro a,b,c € Z plati:
a) ala, 1|b, c|O0.
b) Jestlize a|b a b|c, pak a|c.
c) Jestlize a| b a a| c, pak pro kazdé x,y € Z plati
al(bx-+cy).

Dulkaz: a), b) viz prednaska, c) na cviceni.

Relace délitelnosti | je uspofadani na mnoziné N.

Dikaz: To, Ze je | na N reflexivni a tranzitivni plyne z pfedchozi
véty. Zbyva ovérit antisymetrii na N.
Zaver dukazu na prednasce.



Priklad s relaci délitelnosti na konecnych podmnozinach N

Pomoci Hasseova diagramu znazornéte mnozinu vSech

prirozenych deélitelt Cisel 30 a 24.

Reseni: 24 viz prednaska, 30 na cviéeni.




Prirozené Cislo p se nazyva prvocislo, jestlize p # 1 a jestlize
p je délitelné jen a pouze Cisly 1 a p. Slozené cCislo je kazdé
prirozené Cislo n > 2, které neni prvocislem.?2

aCislo 1 neni ani prvogislo, ani &islo slozené.

Vypiste seznam 31 nejmensich prvocisel.

Reseni: 2, 3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61,67,71,73,79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127.

Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Dlkaz: Sporem, na prednasce.



Zakladni véta aritmetiky (ZVA)

Zakladni véta aritmetiky

Kazdé pfirozené Cislo vétsi nez jedna Ize vyjadrit jednoznacné
az na poradi Cinitelt jako soucin prvocisel.?

4V tomto pripadé je treba u prvocisel polozit soucin jednoho ¢isla roven
tomuto &islu.

Poznamka: Prvocisla tak Ize povazovat za ,zakladni kameny*,
ze kterych Ize ,vystavét* libovolné slozené’ &islo pomoci
operace nasobeni. ZVA tika, ze kazdé prirozené Cislo vétsi nez
1 je bud’ prvocCislem, nebo je mozné jej zapsat jako soucin dvou
Ci vice prvocCisel. Takovy rozklad je pfitom jednoznacné dan az
na poradi Cinitelu.

Pro libovolné Cislo2<neNjen= pf -pgz -p§3 ----- pkn kde

Py < pPo<p3<---<pmjsou prvocisla a ky, ko, ks,...,Km € N.

7Je-li n slozené &islo, pak existuje prvoéislo p < \/ntakové, ze p | n:



Zakladni véta aritmetiky (ZVA)

Ptiklad
Na prvocinitele rozlozte Cisla 2100, 19 a 1519344902621.

Reseni: Dana &isla vyjadiime ve tvaru souginu prvodisel.
Méame:

@ 2100=22.3".52.71

@ 19=19'

@ 1519344902621 =72-13".23".313.592,

Ddkaz ZVA je pro prvocislo trividlni (neni co dokazovat). Pro
slozena Cisla dokazeme nejprve existenci prvociselného
rozkladu (s vyuzitim silné matematické indukce) a poté
dokazeme jednoznacnost tohoto rozkladu (s vyuzitim dikazu
sporem).



K dikazu zakladni véty aritmetiky

K dukazu ZVA:
Dikaz se provadi matematickou indukci.
@ Existence. Tvrzeni zfejmé plati pro kazdé prvocislo p, tedy

i pro Cislo 2, ¢imz je ovéfena platnost zakladniho kroku
indukce. Indukénim predpokladem je, ze tvrzeni plati pro
vSechna pfirozena Cisla od 2 az do n— 1. Pak n je bud
prvocislo (a tvrzeni plati) nebo je n slozené Cislo. Pak ale
musi existovat pfirozend Cisla u, v takova, ze n=u- v, kde
1 <u<n,1<v<n. Nazakladé indukéniho predpokladu
maji Cisla u a v prvociselny rozklad. Odtud jiz jednoduse
vyplyvéa existence prvociselného rozkladu i pro jejich
soucin, pro &islo n.

Jednoznacnost. Dokazme sporem, ze rozklad slozeného
Cisla n je jednoznacny (pro prvocislo je to ziejmé). Pokud
by pro n existovaly dva riizné rozklady, pak by musely
existovat dva riizné rozklady také pro mensi (vySe
uvedena) Cisla u a v, coz by bylo ve sporu s indukénim
predpokladem.



@ Vybrané poznatky z teorie &isel

o Euklidv algoritmus (EA)



V této Casti se budeme zabyvat hledanim nejvétsiho
spole¢ného délitele (NSD) a nejmensiho spole¢ného nasobku
(NSN) dvou pfirozenych Cisel. Dostaneme se k algoritmickému
hledani nejvétsiho spole¢ného délitele dvou pfirozenych Cisel —
k tzv. Euklidovu algoritmu (EA).

Poznamka: Hledani NSD Ize realizovat i na jinych Ciselnych
oborech, napfiklad na mnoziné celych Cisel. Také Ize celkem
snadno zobecnit hledani NSD a NSN pro vice nez dvé Cisla.
My to ale potfebovat nebudeme.

Poznamka: Euklidiv algoritmus je tradiCnim prototypem
algoritmického postupu.® Ma velmi bohatou historii. Objevuje
se nejen pri hledani NSD, ale take pfi feSeni neurcitych rovnic
(kde se vyuziva Bézoutova identita) a tfeba také ve Sturmové
metodé pfi hledani poctu redlnych kofenu algebraickych rovnic.
Velice Uzce souvisi s Fetézovymi zlomky.

8Donald Knuth v 1. dile The Art of Computer Programming uved!
nasledujici: ,Pocinaje rokem 1950 je slovo algoritmus spojeno s EA*.



NSD dvou prirozenych cisel

Necht x,y € N. Cislo d € N nazveme spoleény délitel &isel x
ay,jestlize d| x ad|y. Nejvétsi Cislo z mnoziny vSech
spole¢nych déliteld Cisel x a y oznaCime NSD(x, y) a nazveme
jej nejvétsi spolecny délitel x a y.

Poznamka. Pokud je NSD(x,y) = d a d’ je libovolny spolecny
délitel prirozenych ¢isel x a y, pak d’ | d.

Cisla x,y € N nazveme nesoudélna, jestlize NSD(x, y) = 1.
V pripadé, ze NSD(x, y) # 1 fekneme, Ze jsou x a y soudélna.

e Cisla 12 a 77 jsou nesoudéIna, nebot NSD(12,77) = 1.

o Cisla 24 a 84 jsou soudéIna. K jejich spoleé¢nym déliteltim
patfi ¢isla 1,2,3,4,6,12, pficemz zfejmé NSD(24,84) = 12.




NSN dvou prirozenych cisel

Nasleduje dualni definice k pojmum spolecny délitel a NSD.

Necht x,y € N. Cislo n € N nazveme spoleény nasobek &isel
X,y, jestlize x | na y | n. Nejmensi Cislo z mnoziny vSech
spole¢nych nasobku Cisel x a y oznac¢ime NSN(x,y) a
nazveme jej nejmensi spolecny nasobek x a y.

Poznamka. Pokud je NSN(x,y) = na n’ je libovolny spole¢ny
nasobek pfirozenych Cisel x a y, pak n| .

Cisla 10 a 15 maji nekonené mnoho spoleénych nasobkd,
napriklad: 30,60,90,360,3870,936333120, pficemz ziejmée
NSN(10,15) = 30.




Souvislost mezi NSD a NSN

Nasledujici véta dava do souvislosti NSD a NSN. Vyplyva z ni,
jak spocitat nejmensi spoleCny nasobek dvou pfirozenych Cisel,
zname-li jejich nejvétsi spoleCny délitel.

Necht x,y € N. Pak NSD(x, y)-NSN(x,y) = x-y.

Dikaz: Vynechame.

Cisla 100 a 40 maji nejvétsi spoleény délitel roven 20. Podle
posledni véty je zfejmé& NSN(100,40) = 12040 — 200,

20




Véta o jednoznacnosti déleni se zbytkem

Pro a,b € Z, b # 0, existuji jednoznacneé urCena q,r € Z tak, ze
a=bg+ra0<r<b.

Cislo r se nazyva zbytek po celogiselném déleni &isla a islem
b. Cislu g fikame ¢astecny podil. PiSeme a mod b =r.

Dikaz: Vynechame. (Provadi se ve dvou krocich: ovéfi se
existence Cisel g a r a pak jejich jednoznacnost.)

Ziejmé 20 mod 6 = 2 a tfreba —20 mod 6 = 4. \




Poznamka k prevodim mezi ¢iselnymi soustavami

Véta o jednoznacnosti zapisu prirozeného &isla v soustavé o
zakladu b

Necht b > 1 je pfirozené Cislo. Pro kazdé x € N existuji
jednoznacné urcena Cisla ap,an_1 ..., a1, ag, pricemz 0 < a; < b,
an+#0tak, ze x=a,b"+a,_1b" ' +---+a;b+ap.

Poznamka: Pro zapis Cisel ve dvojkové soustave (b= 2)
pouzivame symboly 0 a 1. Pro zapis Cisel v Sestnactkové
soustavé pouzivame symboly 0,1,...,9,A,B,C,D,E, F.
Priklad

Preved'te z desitkové soustavy Cislo 28 do soustavy trojkové a
patnactkové.?

Reseni: (1001); = (28)19 = (1D)15

4Znate algoritmus, vyuzivajici déleni se zbytkem, ktery efektivné hleda
zapis vybraného pfirozeného Cisla v soustavé o zékladu b.




Poznamky k vybranym aplikacim poc¢itani modulo n

(A)

Od roku 1954 jsou rodna éisla v CR uvadéna jako
deseticiferna Cisla ve tvaru rrmmddxxxy. Z cifer rr 1ze
poznat rok, z cifer mm mésic (u Zen je prictena hodnota
50) a z cifer dd den narozeni dané osoby. Cifry xxx souvisi
s poradovym Cislem narozeni ditéte v dané oblasti

v konkrétni den. Posledni cifra y slouzi jako kontrolni, jde o
zbytek (modulo) po celoCiselném déleni devitimistného
Cisla jedenacti. Vyjimecéné bylo toto pravidlo poruseno,

v takovém pripadé je posledni cifrou vzdy nula.

Podobné desetimistny ISBN kéd je navrzen tak, aby byl
snadno detekovatelny preklep v jedné ciffe. Prvnich devét
cifer identifikuje jazyk, nakladatele a Cislo knihy dle
katalogu nakladatele. Posledni cifra dava zbytek po déleni
prvnich deviti cifer jedenacti. Vyjde-li zbytek 10 umisti se
na posledni pozici symbol X.



Poznamky k vybranym aplikacim poc¢itani modulo n

(©)

Hasovaci funkce se aplikuji pro rychlejsi prohledavani
tabulek a pro porovnavani dat. V kryptografii jsou
pouzivany zejmeéna pro vytvareni a ovérovani digitalniho
podpisu, zajisténi integrity dat a ochranu ulozenych hesel.
Funkce f(x) = x mod n je pfikladem jednoduché haSovaci
funkce pfevadéjici Ciselna data na relativné (vzhledem

k velikosti n) malé Cislo. Vystupem haSovaci funkce je tzv.
hash (has).

Rychlé generatory pseudonahodnych Cisel efektivné
generuji posloupnost Cisel, obtizné rozeznatelnou od
posloupnosti nahodné. Pouzivaji se v moderni kryptografii
i pro pocitacové hry. Tzv. linearni kongruentni generator
je definovan vztahem: x;, 1 = (ax;+ ¢) mod n, kde a,c,n
jsou vhodné zvolené konstanty; napfiklad a = 1664525,

¢ =1013904223, n = 232, Vychozi hodnoté& x, se fika
nahodné seminko. Spravné nastaveny generator generuje
pseudondhodné v8echna celd Cisla s rovnhomérnym
rozlozenim v rozsahu 0 < x; < n.



Tvrzeni, o které se opira Eukliduv algoritmus

Necht a,b € N a necht r=amod b. Pak NSD(a, b) =NSD(b, r).

Dukaz: Staci ukazat, ze mnozina spoleCnych délitelt a, b se
rovna mnoziné spolecnych délitelt b, r. Jsou-li totiz tyto
mnoziny stejné, musi se rovnat i jejich nejvétsi prvky, coz
potfebujeme dokazat.

DokaZzme tedy nasledujici ekvivalenci: d € N je spoleCny délitel
a, b, pravé kdyz je to spole¢ny délitel b, r.

Z rovnosti r =amod bvime, zZe a=bqg+r, kde q,r € Z,
pricemz 0 <r < b.

(=):Ztoho, ze d | a, d | b mame dokézat, ze d |bad|r. Toje
snadné, viz prednaska.

(«<):Ztoho, ze d | b, d| r mame dokézat, Zze d |aa d| b. To je
také snadné, viz prednaska.



Pfedchozi tvrzeni je pro fungovani EA klicové. Namisto hledani
NSD pro &isla a,b € N, a > b° Ize hledat NSD pro odpovidajici
Cisla b > ry, kde ry = amod b. Tvrzeni v§ak mizeme aplikovat
znovu, tentokrat s vychozimi pfirozenymi Cisly b,ry, b > .
Bude platit, Ze NSD(b, ry) =NSD(ry, r2), kde r, = b mod ry.
Takto Ize pokraCovat dale. Uvedeny postup nam postupné
vychozi Ulohu zjednodus$uje, nebot' se pocita se stale mensimi
Cisly:a>b>r >rn>--->r,>r. =0. KoneCnost tohoto
postupu je zarucena, protoze se po kazdé aplikaci tvrzeni obé
Cisla zmens§i, pfiCemz ale nemohou byt zaporna. Postup se tak
vzdy zastavi (a to pravée ve chvili, kdy se mensi z obou Cisel
bude rovnat nule). NSD tak bude roven poslednimu
nenulovému zbytku po déleni. V naSem znaceni tedy
NSD(a,b) =NSD(b,r1) =NSD(ry,r2) = --- =NSD(r»,0) = rp.
Je tfeba ale dodefinovat, ze NSD(x,0) = x pro kazdé x € N."°

9Ztejmé NSD(a,a) = a. Pokud by b > a, tak &isla a, b ,prohodime*.
,Prohozeni“ se opira o fakt, ze NSD(a,b) = NSD(b, a).

10Toto rozsiteni je v dobrém souladu s nasi definici NSD pro dvé pfirozena

Cisla. Vskutku x je zfejmé spolecny délitel Eisel x a 0 na Ng, nebot x | x a
x| 0. Zaroven je i nejvétSim Cislem, které soucasné déli x a-nulu.




Euklidav algoritmus

Euklidav algoritmus je vyuzivan k nalezeni NSD. Je povazovan
za jeden z nejstarsich algoritml. Byl zapsan feckym
matematikem Euklidem v jeho knize Z&klady.

Véta — Euklidav algoritmus na N

Necht a,be N, b < a. Pak v N existuji prvky
9o0,G1,---Qn, M1, l2,..., I, pficemz r, =NSD(a, b) a

a = bg+nrn, rn=amodb

b = ngi+rn, rnr=bmodrn
rii1 = riQi+rig1, rligq=ri—¢modr;
I'n-2 = In1Qn1+I, =12 mod I'n—1

'n-1 = I'nQn.




Priklad na vypocet NSD a NSN

Priklad na EA
Uréete NSD ¢isel 924 a 8190.

Reseni: Podle Euklidova algoritmu postupné obdrzime
nésledujici rovnosti:

8190 mod 924 = 798
924 mod 798 = 126
798 mod 126 = 42
126 mod 42 = 0.

Poslednim nenulovym zbytkem je Cislo 42. Z provedenych
vypoctu plyne, ze NSD(924,8190) = 42.

Poznamka: Snadno dopocitame, Ze
NSN(924,8190) = 2248190 — 180 180.



Euklidav algoritmus — zdrojovy kod v Ruby'"

Euklidav algoritmus pro nalezeni NSD pfirozenych Cisel a, b:

verze bez rekurze: rekurzivni verze:

def nsd(a, b)
while (b '= 0) do

def nsd(a, b)
return a if (b == 0)

c=b return nsd(b, a % b)
b=a%b end
a=c

end

return a

end

" Ruby je objektové orientovany interpretovany skriptovaci programovaci
jazyk s jednoduchou syntaxi. Autorem je Jukihiro Macumoto. Prvni verze
byla uverejnéna v roce 1995.



Poznamky k vypoctu EA

Poznamka: Podle Lamého véty, jsou-lia,be N, a > b,
vyzaduje Euklidiv algoritmus pro nalezeni NSD(a, b) nanejvys
tolik krokd, kolik je pétkrat pocet cifer v b.

Poznamka: V jednotlivych krocich EA je tfeba vypocitat
CasteCny podil g a zbytek r. Ve vice jak v poloviné pfipadu je
ge{1,2}.
Poznamka: Necht a,b € N, a> b. Pak plati nasledujici:

@ jsou-li a,b suda, pak NSD(a, b) = 2:NSD(Z, £)

@ je-li asudé a b liché, pak NSD(a,b) =NSD($, b)

@ je-li aliché a b sudé, pak NSD(a,b) =NSD(a, g)

@ jsou-li a,b licha, pak NSD(a,b) =NSD(a— b, b).



Bézoutova rovnost (Bézoutova véta)

Véta — Bézoutova rovnost

Necht' a,b € N. Pak existuji? isla x, y € Z takova, Ze
NSD(a,b) = ax + by.

4Je-li feSenim Bézoutovy rovnosti dvojice koeficientu (x, y), pak existuje
nekonecné mnoho dalSich dvojic koeficientd (feSicich Bézoutovu rovnost) ve
tvaru (x+ K0y — K2\ kde k € Z a d =NSD(a, b).

Bézoutova rovnost rika, ze NSD dvou pfirozenych Cisel a, b
Ize zapsat jako linearni kombinaci téchto dvou Cisel, pricemz
koeficienty jsou cela Cisla. Tyto tzv. Bézoutovy koeficienty Ize
urcit rozSifenym Eukleidovym algoritmem. Jde o klasicky EA,
ve kterém se navic uchovavaji Bézoutovy koeficienty, které se
pocitaji z ¢astecnych podili vzniklych pfi celoCiselném déleni
(v jednotlivych krocich EA).



Priklad na roz8ifeny EA a Bézoutovu rovnost

UrCete Bézoutovy koeficienty x, y € Z tak, aby
NSD(4829,1373) = 4829x + 1373y.

Reseni: Komentar na prednasce.

ab| q X y
4829 1 0
1373 | 3 0 1

710 | 1 1 -3

663 | 1 —1 4

47 | 14 2 -7
5| 9| -29 102
2| 2 263 | —925
1] 2| —555 | 1952
0

Tedy NSD(4829,1373) =1 = 4829 - (—555)+ 1373 - 1952.




Rozsireny Euklidav algoritmus — zdrojovy kod v Ruby

RozSifeny Euklidiv algoritmus pro nalezeni Bézoutovy rovnosti:

def nsdBezout(a, b)
X, XX, y, yy =1, 0, 0, 1
while (b != 0) do
q=a/b
r=a->b=xgqg
ra =x - q * XX

rb =y - q*yy
a=>

b=r

X = XX

XX = ra

y =Yy

yy = rb

end

return a, X, y
end



@ Vybrané poznatky z teorie &isel

@ kongruence modulo n, zbytkové tfidy, RSA



Kongruence modulo n

Necht a,b € Z, ne N. Rekneme, Ze dana cel4 &isla a, b jsou
kongruentni modulo n, jestlize n| (a— b).

Zavedené znaceni: a=b (mod n).

Priklad
@ Zfejmé 33 =5 (mod 7), nebot v souladu s definici
7|(33-5).
@ Podobné —20 =10 (mod 6), protoze 6 | (—20 — 10).

@ Dale tfeba 13 neni kongruentni s 27 modulo 12, jelikoz
124 (13-27).




Vlastnosti kongruence modulo n

Necht a,b € Z, n € N. Pak jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) a=b (mod n)
(i) existuje k € Z takove, ze b= a— nk
(iiiy amod n= b mod n.

Dukazu: (i) = (ii): Vime, ze a= b (mod n), pravé kdyz
n|(a— b). To dle definice relace délitelnosti znamena, Ze
existuje k € Z takové, Ze nk = a— b. Odtud plyne (ii).

(i) = (iii): Pfedpokladejme platnost (ii) a necht dale plati
amodn=r,tojest: 3q,re Ztak, ze a=nqg+r,kde 0 <r<n.
Nyni ze (i) vyjadfime a a dosazenim do posledni rovnosti
obdrzime: b+ nk = nq+r. Odtud b= (q— k)n+r, pficemz
g—keZa0<r<n,tedy bmod n=ra (iii) plati.

(iii) = (i): Na prednasce.



Vlastnosti kongruence modulo n

Pro ne N je relace kongruence modulo n ekvivalenci na Z.

Dulikaz: Je tieba ovéfit, Ze relace kongruence modulo n je
reflexivni, symetricka a tranzitivni. Staci tedy dokazat, ze:

@ pro kazdé x € Zje x =x (mod n)
@ pro kazdé x,y € Z: x=y (mod n) implikuje y = x (mod n)
@ prokazdé x,y,zeZ: x=y (mod n)ay =z (mod n)
spole¢né implikuji, Zze x = z (mod n).
Komentar k dukazu na prednasce.



Vlastnosti kongruence modulo n

Bud a,b,c,d€Z,neN,a=b (mod n), c=d (mod n). Pak:
(@) a+c=b+d (mod n)

(b) a—c=b—-d (mod n)

(c) a-c=b-d (mod n)

(d) & = b* (mod n), kde k je libovolné pFirozené &islo.

K diikazu: (a) a (b) jsou disledkem snadno ovéfitelného faktu:
pokud n|Aan|B,pak n|(A+B)."2

Pro dukaz (c) prepiSeme vychozi predpoklady na (jak vime
ekvivalentni) tvar: b=a—nk, d=c—nl, kde k,l € Z. Po
vynasobeni a Upravé dostaneme:

bd =(a—nk)-(c—nl)y=ac—n-K,kde K= al+ck—nkl € Z,
coz je (jak vime ekvivalentnim) pfepisem (c).

Dikaz (d) vyplyva z predpokladu po k-nasobné aplikaci (c).

12y d(ikazu pak staéi polozit A=a—baB=c—d.




Vlastnosti kongruence modulo n

Priklad
Snadno ovérime, Ze

|
N

22 =
12

8 (mod 7)
5 (mod 7).

Pak dle predchozi véty plati:

(a) 22+12=8+5 (mod 7), tedy 34 =13 (mod 7)
(b) 22—-12=8-5 (mod 7), tedy 10=3 (mod 7)
(c) 22-12=8-5 (mod 7), tedy 264 =40 (mod 7)
(d{) 222 =82 (mod 7), tedy 484 =64 (mod 7)
(do) 2210 =80 (mod 7), tedy

26559922791424 = 1073741824 (mod 7).




Vlastnosti kongruence modulo n

Poznamka. Umime dokazat, Ze binarni relace ,mit stejny
zbytek po déleni pfirozenym ¢&islem n“ je ekvivalenci na Z.
Posledni véta prokazuije, ze tato ekvivalence muize byt
Jovysena“ na tzv. kongruenci, nebot je na Z kompatibilni —
,hezky se chova“ — vzhledem k zéakladnim algebraickym
operacim: +, —, -, X. Na zakladé platnosti (a) — (d) z posledni
véty fikame, Ze = je relace kongruence vzhledem ke scitani,
odcitani, nasobeni a umocnovani.

Vime, ze kazda ekvivalence jednozna¢nym zplsobem indukuje
rozklad na dané mnoziné. Podivejme se dale, jak bude tento
rozklad vypadat u relace kongruence modulo n (pro konkrétni
neN).



Ptiklad

Uvazujme na Z binarni relaci ,mit stejny zbytek po déleni
prirozenym Cislem n=5“. Oznaéme si ji =s5. Jak vypada
rozklad M=, mnoziny Z pfislu$ny této ekvivalenci?

Reseni. Podivejme se nejprve, jak vypadaiji tfidy ekvivalence
urcené prvky 0,1,2,3,4. Mame:

0 = [0]o;={...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...}
1 = [les={..,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}
2 = [2={..,—13,-8,-3,2,7,12,17,...}
3 = [B8]o;={...,—12,-7,-2,3,8,13,18,...}
4 = [4e={..,-11,-6,-1,4,9,1419,...}.

M=, ={0,1,2,3,4}. Je to tzv. mnoZina zbytkovych tfid modulo
5; znadi se Zs.

Poznamka. Pro jind n € N by vysly rozklady analogicky.



Zbytkové tridy modulo n

Zbytkovou tfidou modulo n rozumime mnoZinu v§ech celych
Cisel, ktera pfi déleni pfirozenym Cislem n davaji stejny zbytek
(odtud nazev) po celociselném déleni. Tedy tfida ekvivalence
=, je zbytkova tfida modulo n.

Ttidu obsahuijici ¢islo i € Z znacime [i]=, nebo zkracené i.
Plati, ze i = {j|j = i+ kn,k € Z}. Tuto mnozinu Ize chapat jako
jeden celek a cela Cisla, ktera obsahuje nadale nerozliSovat.
Mnozinu vSech zbytkovych tfid modulo n zna¢ime Z,. Snadno
nahlédneme, ze Z, = {0,1,...,n—1}.

Na mnoziné zbytkovych tfid Z, definujeme operaci scitani @ a
nasobeni © a podivdme se na jejich vyznamné vlastnosti.



Pocitani se zbytkovymi tridami

Definice a vybrané vlastnosti © a ®

Na mnoziné Z, definujeme dvé binarni operace ¢ a @:
ioj = i+j
iof = i-j.

Operace ¢ a ® jsou obé komutativni a asociativni a splnuji

distributivni zakon (© vzhledem k ©). OcCividné, pro libovolnou
t¥idu /i plati: i@ 0=/, i®—i=0aic1=1/i®0=0.

Podrobnosti a priklad na prednasce.



Mala Fermatova véta

Mala Fermatova véta

Pro kazdé prvocislo p a kazdé a € N plati: a° = a (mod p).
Pokud navic NSD(a,p) = 1, pak &' =1 (mod p).

Podle malé Fermatovy véty plati: 59''3 =59 (mod 113) a
18%€ =1 (mod 37).

U &isla 1756 uréete zbytek po celodiselném déleni 17.
Reseni: Vhodné pouziti malé Fermatovy véty, ve tvaru
5'® =1 (mod 17), vypocet znaéné zjednodussi. Mame:
175146 = 5146 — (516)9.52 = 19.25 — 25 =8 (mod 17).




Eulerova funkce

Pro pfirozené ¢islo n je Eulerova funkce ¢(n) rovna poctu
prirozenych Cisel mensich nez n a nesoudélnych s n.

Nasledujici véta se dokazuje na zakladé ZVA a vztahu
o(m-n)=¢@(m)-¢@(n), kde m,ne N aNSD(m,n)=1.

Véta

|

Pro neN,peP je: ¢(n —nH( )
pln p
Nasobi se pres rlizna prvocisla p délici n.

@ ¢(10) =4, nebot s Cislem deset nesoudélna pfirozena

Cisla mensi nez 10 jsou Ctyri: 1,3,7,9
slp(d2)Saa (i) RIS ISy =42 m i = 2
@ Pro libovolné prvocislo p € P je ¢(p) = 1

N




Eulerova véta

Nésledujici véta vyuziva Eulerovu funkci ¢(n).

Eulerova véta
Necht a,n € N. Pokud NSD(a,n) =1, pak a?(" =1 (mod n).

Rozmyslete si, ze Mala Fermatova véta je pfimym dasledkem
Eulerovy véty.

Podle Eulerovy véty plati: 25'> =1 (mod 42), nebot
¢(42) = 12 a NSD(25,42) = 1.




RSA'S je pfikladem dodnes pouzivaného kryptografického
(Sifrovaciho) systému stojiciho na principech asymetrické
kryptografie. Kryptograficky systém RSA Ize vyuziti pro
elektronicky podpis (viz dale).

Poznamka. S RSA se na Internetu setkdvame kazdodenné,
aniz by si to vétSina uzivatell plné uvédomovala.

13Nazev 8ifry RSA je zkratkou prvnich pismen z pFijmenti tf autor(i: Ron
Rivest, Adi Shamir a Leonard Adleman, ktefi o ném v roce 1977 napsali
clanek do odborného ¢asopisu. Jesté pred nimi (v roce 1973) popsal
ekvivalentni systém anglicky matematik Clifford Cocks. Jeho myslenky vSak
zUstaly az do roku 1993 uchovany s podtitulem pfisné tajné:



Asymetricka kryptografie a jednosmeérné funkce

V asymetrické kryptografii (kryptografii s verejnym klicem) se
pro Sifrovani a deSifrovani pouzivaji odlisné klice, ¢imz se
zasadneé odliSuje od symetrické kryptografie, ktera pouziva

k Sifrovani i deSifrovani jediny kliC. Asymetricka kryptografie je
zalozena na tzv. jednosmeérnych funkcich.

Jednosmeérna funkce (jednocestna funkce), je takova funkce,
kterou Ize snadno vycislit, ale je velmi obtizné z vysledku
funkce odvodit jeji vstup. Jsou to tedy funkce, které Ize snadno
provadét jednim smérem (vynasobit spolu dvé velka prvocisla;
smichat dvé rizné barvy), pficemz postup opaCnym smeérem je
vypocetné velmi naroCny (rozlozit velké Cislo na soucin dvou
prvo&isel; rozdélit smichanou barvu na dvé pavodni barvy).'4

14Podobnymi problémy jsou vypodet diskrétniho logaritmu &i problém
batohu.



K asymetrické kryptografii a k RSA

Sifrovaci kli& pro asymetrickou kryptografii sestava ze dvou
Casti: jedna Cast se pouziva pro Sifrovani zprav, druha pro
desifrovani. Hlavni vyhodou je, Ze nemusi dojit ke vzajemné
vymeéne klicu. NejCastéji je v asymetrické kryptografii vyuzivan
tzv. verejny a soukromy kli¢. Verejny kli¢ je komukoli k dispozici
a pomoci néj se zpravy Sifruji. Soukromy (privatni) klic¢ je
prisné tajny. Prakticky jen jeho vlastnik mize deSifrovat zpravy
zasifrované verejnym klicem.

Verejny a soukromy kli¢ jsou spolu provazany matematicky a to
tak, aby se z vefejného nedal (v rozumném Case) odvodit kli¢
soukromy. V pripadé RSA se pouziva jednosmeérna funkce
zalozena na vySe zminéném nésobeni, respektive faktorizaci.

Rozlozit velmi velké Cislo na soucin prvocCisel (provést jeho
faktorizaci) je velmi obtizna uloha. Z ¢isla n=p-q (n by mélo
byt alespon 2048 bit dlouhé) je v rozumném Case prakticky
nemozné zjistit Cinitele p a q, a proto je kryptograficky systém
RSA povazovan za bezpecny.



RSA: tvorba vefejného a soukromého klice

Alice a Bob chté&ji komunikovat prostfednictvim otevieného
(nezabezpeceného) kanalu a Bob by chtél Alici poslat
soukromou zpravu. Proto si v nasledujicich krocich Alice
nejprve vytvori verejny a soukromy Klic:

@ Zvoli dvé riizna velka nahodna prvocisla p a g a vypocita

hodnotu jejich soucinu: n=p-q.
@ Spocita hodnotu Eulerovy funkce @(n)=(p—1)-(g—1).
@ Zvoli Cislo e € N tak, aby e < ¢(n) a NSD(e, ¢(n)) = 1.

@ Z kongruencni rovnice d-e=1 (mod ¢(n)) vypocita Cislo
d. Cislo d uréi pomoci rozsiteného EA aplikovaného na
vypocet NSD(e, ¢(n)). Cislo d bude jednim z Bézoutovych
koeficientd.

Verejnym klicem je dvojice (n, e), soukromym kliCem je trojice
(p,q,d). Verejny kli¢ Alice ,klidné*“ uverejni (posle Bobovi
vefejnym kanalem), soukromy kli¢ si uchova v prisné tajnosti.



RSA: zasifrovani a deSifrovani Ciselné zpravy

Predpokladejme, ze Bob chce Alici poslat zpravu z, kterd je
v Ciselné podobé. Pro jeji zaSifrovani vyuzije verejny kli¢ Alice,
tedy mu dostupnou dvojici Cisel (n, e). ZaSifrovanou zpravu,
Sifru s, ziska z nasledujici kongruencni rovnice:

z°=s (mod n).

Sifru s posle (vefejnym kanalem) Alici, ktera ji desifruje
s pomoci svého (tajného) soukromého kli¢e (p,q,d):

s?=(z°)=z (mod n).

Poznamka. To, ze Alici vyjde jako vysledek zprava z je
dusledkem Eulerovy véty.



RSA: priklad s nizkymi prvocisly

Priklad

Zvolme pro nazornost mala prvocisla: p =59, g = 23. Pak
n=p-q=1357a¢(n)=(p—1)-(q—1)=58-22 =1276. Dale
zvolme pfirozené Cislo e tak, aby e < ¢(n) a NSD(e, ¢(n)) =1.
Necht tfeba e = 15. Nyni, z rovnice d-e=1 (mod ¢(n))
vypocitame, ze d = 2467. Verejnym kliCem je dvojice
(1357,15). Soukromym klicem je trojice (59,23,2467).

Zpravu z = 1045 zaSifrujeme s vefejnym klicem na Cislo s:

z°=s (mod n), tedy 1045"°=s (mod 1357).

Vypoctem zjistime, Ze Sifrou s je Cislo 1270.

Sifru s Ize soukromym kligem desifrovat na plivodni zpravu z:

s9=(z°%=z (mod n), tedy (1270)?*’ =z (mod 1357).

Odtud vypocéteme, ze z = 1045.




Poznamka: RSA lIze vyuzit i pro elektronicky podpis

RSA Ize pouzit k elektronickému (digitalnimu) podpisu, ktery
v elektronické komunikaci nahrazuje klasicky, ruéné psany
podpis. Pripojeni elektronického podpisu k dané zpravée
zajidtuje autenti¢nost'® (moznost ovéfeni, kdo zpravu podepsal
a odeslal) a nepopiratelnost (nemoznost popreni, kym byla
zprava podepsana). Nepopiratelnost je mozné zajistit pomoci
Lopacného” pouziti RSA (Ci jiné asymetrické Sifry). Principialné
staci jen vymeénit roli vefejného a soukromého klice (pro
Sifrovani se pouzije soukromy kli¢, pro deSifrovani verejny Klic).
Pokud Alice zasifruje'® zpravu svym soukromym klicem (jejimz
je jedinym vlastnikem), pak nemuze popfit, Ze jej podepsala.
Bob (nebo kdokoliv jiny) mize zpravu desifrovat.

5 Autentiénost je v elektronické komunikaci realizovana pouZitim tzv.
digitélniho certifikatu.

16Chce-li Alice poslat podepsanou zpravu Bobovi, pfipoji k ni &islo ziskané
Ldesifrovanim* hase své zpravy pomoci svého soukromého kli¢e. Bob poté
(jakoby zpétné) ,zasSifruje” tento podpis pomoci vefejného klice Alice a
vysledek porovna s haSem zpravy. Stejna hodnota vyjde, pokud zprava
zlistala nezménéna.




° O algoritmech
@ intuitivné o algoritmech a jejich viastnostech



Intuitivni vymezeni pojmu algoritmus

Algoritmus je pfesny navod nebo postup, kterym Ize vyresit
dany typ ulohy. Algoritmus obsahuje

1) hodnoty vstupnich dat

2) predpis pro feSeni

3) pozadovany vysledek, tedy vystupni data.

Pro zpfesnéni pojmu algoritmus dodejme: je to predpis
(kone¢ny proces), ktery se sklada z usporadané sady
jednoznacnych a proveditelnych kroku a ktery zabezpeci, ze na
zakladé vstupnich dat jsou poskytnuta pozadovana data
vystupni.



Poznamky k vymezeni pojmu algoritmus

Poznamka. Slovo ,algoritmus*” pochazi ze jména vyznamného
perského matematika al-Chorézmiho (z 9. stoleti naSeho
letopoctu).

Poznamka. Algoritmus byva nahlizen také jako kone¢na
posloupnost instrukci pro vyfeSeni néjakého problému, které
Ize vykonavat mechanicky (jeho vykonavani tedy neni
podminéno porozumeénim tomu, pro€ a jak algoritmus funguje).

Poznamka. V analogii Ize algoritmus pfirovnat k ,mlynku na
data“. Nasypeme-li do néj spravna data a zameleme, obdrzime
pozadovany vysledek. Pfitom kvalita ,mlynku“ mize byt rGzna
(o tzv. Casové a pamét'ové narocnosti, viz dale).



Vybrané priklady algoritma

@ Erathostenovo sito (algoritmus na hledani prvnich n
prvocCisel)

@ Eukleidav algoritmus (na hledani NSD dvou pfirozenych
Cisel a jeho rozSifena verze, hledajici navic Bézoutovy
celoCiselné koeficienty)

algoritmus na déleni mnohoclent

algoritmus na vyfeSeni kvadratické rovnice na mnoziné R
algoritmus binarniho vyhledavani

Dijkstriv algoritmus (na hledani nejkratSich cest v grafu)
Kruskallv algoritmus (pro hledani minimalni kostry grafu)

algoritmy pro setfidéni posloupnosti Cisel (quicksort,
mergesort, ...)

@ algoritmy na kompresi dat (LZ77, LZ78, LZW, Huffmanovo
kédovani, JPEG, MP3, .. .)

@ Sifrovaci algoritmy (AES, DES, RSA, ...)




Typické vlastnosti algoritmu

Zakladni vlastnosti algoritmu

@ konecnost (finitnost)
kazdy algoritmus by mél skoncit po kone¢ném poctu kroku
(v praxi je pochopitelné chténo, aby pozadovany vysledek
byl poskytnut v ,rozumném* Case, ne za milion let)

@ jednoznacnost (determinovanost)
kazdy krok algoritmu by mél byt jednoznacné a presné
definovan (v kazdé situaci by mélo byt jasné, co a jak se
ma provést, jak ma provadéni algoritmu pokracovat)

@ obecnost (hromadnost)
algoritmus feSsi celou tfidu obdobnych problému (naptiklad
jak obecné vypocitat soucin dvou celych Cisel) a nefesi jen
jeden konkrétni problém (jak vypocitat kolik je 2-6).



K dal§im typickym vlastnostem algoritmu patfi:

@ rezultativnost — algoritmus po zadani vstupnich dat vraci
néjaky vystup (napfiklad chybové hlaseni, nebo treba
provede zménu parametrt v néjakém systému).
(Algoritmus, ktery by nevydal zadny vysledek by byl v praxi
k nicemu.)

@ korektnost — je pozadovana a chténa spravnost
algoritmem vydaného vysledku

@ opakovatelnost — pro stejné vstupni udaje by mél
algoritmus vracet stejné vysledky. (Pfi opakovaném reSeni
stejné kvadratické rovnice ocekavame totozné vystupy).!”

17Existuji vyjimky: napfiklad v pfipadé generovani pseudonahodnych &isel
by vraceni jediného &isla nebylo Zadouci.



Poznamka: nékteré druhy algoritmu 1/2

@ rekurzivni algoritmy — vyuzivaji (volaji) sami sebe

@ hladové algoritmy — k feSeni se propracovavaji po
jednotlivych rozhodnutich, ktera jsou nevratna; napfriklad
Kruskallv algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu

@ algoritmy typu rozdél a panuj — déli problém na mensi
podproblémy az po trivialni podproblémy (které Ize vyresit
primo), dilCi feSeni pak vhodnym zpusobem slouci. (Jedna
se o typicky pfipad aplikace metody navrhu shora dold.)

@ pravdépodobnostni algoritmy — provadeéji néktera
rozhodnuti ndhodné &i pseudonahodné

@ paralelni algoritmy — podstata tkvi v rozdéleni Glohy mezi
vice pocitacu (respektive pro viceprocesorovy pocitac).



Poznamka: nékteré druhy algoritmu 2/2

@ genetické algoritmy — pracuji na zakladé napodobovani
evolucnich procesl, postupnym ,péstovanim* nejlepsich
feSeni pomoci mutaci a kfizeni

vvvvvv

vyuzivaji vysledky jiz vyfeSenych jednodussSich
podproblém0

@ heuristické algoritmy — nekladou si za cil nalézt nejlepsi
mozné feseni; staci jim nalézt dostate¢né vhodné
priblizeni. PouZzivaji se v situacich, kdy dostupné zdroje
(nejCastéji cas) nepostacuji na vyuziti exaktnich algoritmu
(nebo pokud nejsou zadné presné algoritmy vibec znamy).

Poznamka: Jeden algoritmus muze patfit zaroven do vice
skupin; naptiklad quicksort mize byt rekurzivni algoritmus typu
rozdél a panu;.



Poznamka k reprezentaci algoritmu

Aby mohl byt algoritmus vhodné reprezentovan, je tfeba
stanovit aroven podrobnosti jeho popisu (zejména s ohledem
na to, komu je popisovan). Laik potfebuje vyrazné podrobnéjsi
popis nez odbornik.

V praxi je (v poéitatové komunité) pod pojmem program'®
obvykle oznacovana formalni reprezentace algoritmu, ktera je
uréena k tomu, aby ji realizoval pocitac.

Reprezentace algoritm( vyzaduje néjakou formu jazyka.
Zakladnimi ,stavebnimi kameny* jsou tzv. primitiva'®. Souhrn
presné definovanych primitiv a pravidla umoznujici tvofeni
vyvoje programu, jeho zakdédovani do kompatibilni podoby a
vlozeni do stroje se nazyva programovani.

18 Aktivita provadéni programu byva oznaGovana jako proces.
19Kazdé primitivum ma vlastni syntaxi (symbolickou reprezentaci) a
sémantiku (zamySleny vyznam).



Poznamka k presné definici algoritmu

Definovat pojem algoritmus presné je nemozné.?° To si dobfe
uvedomovali prikopnici moderni informatiky (zejména Alonzo
Church a Alan Turing). Turing proto definoval matematické
modely jednoduchého univerzalniho pocitaCe (tzv. Turingovy
stroje).

Churchova—Turingova teze

Kazdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym
strojem.

Churchova—Turingova teze neni véta, kterou by bylo mozno
dokazat v matematickém smyslu. Neni totiz formalné
definovano, co je to algoritmus. Jelikoz je ale vypocet na
Turingové stroji pfesné definovan, informatici jej vSeobecné
povazuji za definici pojmu algoritmus.

20Stejné tak nelze presné vymezit treba pojem st(ll, viz pfednagka.



Algoritmicky neresitelné problémy

S presné definovanym pojmem algoritmus (zavedenym pres
Turingovy stroje) se mizeme ptat, co vSe Ize algoritmicky resit.
Velmi prekvapivé (koncem tficatych let 20. stoleti) objevil
Church a nezavisle na ném i Turing, Ze existuji jednoduché,
presné formulované vypocetni problémy, které nejsou
Turingovymi stroji feSitelné, tedy nejsou na pocitaci reSitelné
Zadnym algoritmem.?

21 Algoritmicky nefesitelnych problému existuje nespogetné mnoho,
ptritemz algoritmicky feSitelnych je ,jen“ spoetné mnoho.



Dva vyznamné algoritmicky nefeSitelné (nerozhodnutelné)

problémy

@ Problém zastaveni (Halting problem.?)
Lze sestrojit algoritmus, ktery by o kazdém algoritmu umél
rozhodnout, zda jeho Cinnost skon&i po kone¢ném poctu
krokU ¢i nikoliv?

@ Problém rozhodnuti (Entscheidungsproblem®).
Existuje algoritmus, ktery by umél rozhodnout, zda je dané
matematické tvrzeni v daném formalnim jazyce pravdivé
nebo nepravdivé?

4Turing v roce 1936 dokazal, Ze neexistuje obecny algoritmus, ktery by
fesil problém zastaveni pro vSechny vstupy v§ech programu.

bEntscheidungsproblem je tloha, kterou poprvé predloZil némecky
matematik David Hilbert roku 1928.




° O algoritmech

@ slozitost algoritmu



Jiz vime, Ze existuji algoritmicky nefesitelné (nerozhodnutelné)
problémy, pro které nema smysl zkouSet algoritmy konstruovat.
Prikladem je problém zastaveni (halting problem). Jedna se o
sestrojeni algoritmu, ktery by o kazdém algoritmu umél
rozhodnout, zda jeho ¢innost skonéi po koneéném poctu kroku
¢i nikoliv.
Redukci z problému zastaveni se da ukazat nerozhodnutelnost
celé rady problém, které se tykaji ovérovani chovani
programu:

@ Vyda dany program pro néjaky vstup odpovéd ,Ano“?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

Dale se budeme zabyvat algoritmicky resitelnymi problémy,
jejich casovymi a pametovymi naroky. Bude nas tedy zajimat
efektivita algoritmu z hlediska rychlosti vypoctu a velikosti
potfebné (operacni) paméti.



Slozitost algoritmu

Slozitost kazdého algoritmu miZze byt studovana bud

z hlediska pameét ové narocnosti nebo z hlediska ¢asové
naroc¢nosti. Pamétovou naro¢nosti rozumime pozadavek na
velikost paméti pocitace, jez je zapotiebi k provedeni vypoctu.
Podobné ¢asovou narocnosti rozumime ¢as potfebny pro
vypocet. Tento Cas se obvykle neméfi v ¢asovych jednotkach,
ale poétem provedenych elementarnich krokd algoritmu.??

Poznamka. Dale se budeme vénovat pouze ¢asové sloZitosti®®,
nebot k pamétové slozitosti se pfistupuje analogicky.

22P¥j studiu algoritmul se rozliSuje éasova slozitost v nejhorsim pfipadé a
Casova slozitost v primérném pripadé.

23g|ozitost je funkce zavisla na velikosti vstupnich dat algoritmu. U funkci
popisujicich ¢asovou slozitost budeme uvaZzovat pouze jejich Fadovou
velikost, tedy napfiklad slozitosti liSici se konstantnim nasobkem budeme
povazovat za stejné.



Notace ,,velké O

Definice — fadové porovnavani funkci

Necht f, g jsou dvé funkce, které pfifazuji pfirozenym &islim
realnd Cisla. Pak fekneme, Ze funkce f roste Fadoveé nejvyse
jako funkce g (f je tfidy O(g)), piSeme f(n) € O(g(n)), prave
kdyz existuji Cisla K > 0 a ng € N takova, ze pro kazdé
prirozené Cislo n > ng plati f(n) < K- g(n).

Rekneme, Ze algoritmus ma polynomialni (polynomickou)
casovou slozitost, prave kdyz existuje polynom p takovy, ze
f(n) < p(n) pro v8echna n € N.

Polynomiélni jsou tedy vSechny algoritmy, jejichz funkci Casové
slozitosti mGzeme shora omezit polynomem

axn* + a1 1+ ...+ an?+ajn+ ap, kde
ax,ak_1,---,a2,81,89 € Ng a také k € Np.



Priklad

Ovérte, ze plati

(a) log,ne O(n)

(b) 5m +3n?+7 € O(nd).

Reseni.

(a) Podle definice je log, n € O(n), pokud existuje konstanta
K >0 a ny € N tak, Ze log, n < Kn pro kazdé n€ N, n > ny.
V tomto pripadeé staci zvolit tteba K =100 a ng = 1.

(b) Podobné, 5n +3n° 47 € O(n®), pokud existuje kladna
konstanta K a pfirozené &islo ny tak, ze 5n® +3n? +7 < Kn®
pro kazdé ne N, n > ny. Z nerovnice

K25+§+13,
n n

vidime, Ze staci naptiklad polozit K =6 a ng = 4.




3n® —n?+2ne€ O(n®), nebot 3n® —n? +2n< Kn® <
m(K—-3)+m—-2n>0,cozpro K=4davam +n*—2n>0 <
n(n+2)(n—1) >0, coz plati Vn> ny = 1.

Priklad*
Zjistéte, zda n? € O(nIn? n).

Reseni. Poznamenejme, Ze asymptotickou notaci Ize definovat
i pres vypocet limity a to nasledovné:

() .
f(n) € O(g(n)) <— nlmmm € (0; 40).
Plati:
A T~

odkud n? ¢ O(nin® n).




Nékteré typickeé priklady casoveé slozitosti (od nejrychlejsi
po nejpomalejsi):
@ O(1) — konstantni (indexovani prvkud v poli)
@ O(logN) — logaritmicka (vyhledani prvku v sefazeném
poli metodou puleni intervalu)
@ O(N) — linearni (vyhledani prvku v nesefazeném poli
sekvencnim vyhledavanim)
@ O(NlogN) - linearnélogaritmicka (sefazeni pole N ¢&isel
dle velikosti; tfidéni slévanim, tfidéni haldou)
@ O(N?) — kvadraticka (tfidéni N &isel dle velikosti; tfidéni
primym vybérem, bublinkové tfidéni)
° ...
@ O(2M) — exponencialni (Fibonacciho posloupnost FeSena
pomoci stromové rekurze)

@ O(N!) — faktorialova (feSeni problému obchodniho
cestujiciho hrubou silou).




Necht f,g: N — R jsou funkce. Pak piSeme

@ f(n)e O(g(n)) < 3K >0,3ng €N, Vn>ng: f(n) < K-g(n)
a fikame, ze funkce f roste radové nejvyse jako funkce g.

@ f(n)eQ(g(n)) < 3Ik>0,3ng €N, Vn>ny:f(n)>k-g(n)
a fikame, Ze funkce f roste fadové aspon jako funkce g.

o f(n) € ©(g(n)) < f(n) € O(g(n)) a f(n) € 2(g(n))
a fikame, ze funkce f roste radové stejné jako funkce g;
nebo, Ze funkce f a g jsou fadovée ekvivalentni (neboli
asymptoticky ekvivalentni).




Priklad

Dokazte, ze =1 € ©(n).

nt
Reseni. ,
Kngn'_1_K47
n+1
k-n<n-—1 n
k<i-1<
n
Je to spInéno napfiklad pro k = %, K =1 apro Vn>ny = 2.

Dokazte, ze 3n? € ©(n?), pficemz 3n? ¢ ©(n) a 3n? ¢ O(n®).
Reseni. Zkuste sami.




UvaZme pocitac, u néjz provedeni jedné instrukce trva jednu

nanosekundu. Nasledujici tabulka ukazuje délky trvani

vypoctu, spustime-li na takovém pocitaci algoritmus o fadové
slozitosti f(n) se vstupnimi daty velikosti n.

f(n) | n=20 n=40| n=60 | n=80 | n=100 | n=1000
n 20ns 40ns 60ns 80ns 0,1us 1us
nlogn 86ns 0,2us | 0,35us | 0,5us 0,7us 10us
" | 0,4us 1,6us | 3,6us | 6,4us 10us 1ms
n* | 0,16ms | 2,56ms | 13ms | 41ms 0,1s | 16,8min
2" 1ms | 16,8min | 36,6/et
n! 77let




Predchozi tabulka potvrzuje opravnénost predstavy:
prakticky pouzitelny algoritmus je algoritmus s nejvySe
polynomickou ¢asovou sloZitosti.?*

Predchozi pfedstavu ramcové potvrzuje i dalsi tabulka, ktera
popisuje, jak se zvétsi rozsah zpracovatelnych uloh v pfipadé
zvétSeni vypocetni rychlosti pouzitého pocitace 100x a 1000x,
jestlize puvodné bylo mozno v daném ¢asovém limitu zpracovat
vstupni data o velikosti n = 100.

24Nelze to v8ak brat jako dogma. Viz nasledujici dva ptiklady:
@ f(n)=2100.p,
@ fr(n)=2""" (=210 pro n=1010%).



zrych. vyp. 100x

zrych. vyp. 1000x

f(n) | zrych. vyp. 1x
n 100
nlogn 100
n? 100

n* 100

2" 100

n! 100

10000
5362
1000

316
106
100

100000
43150
3162
562
109

101

Z tabulek je vidét, Ze uz pro algoritmy s exponencialni ¢asovou
slozitosti je typicka existence mezni velikosti vstupnich dat, nad
niz je uloha prakticky nefeSitelna i pfi zvySeni rychlosti pocitace

0 nékolik radu.




° O algoritmech

@ konec€né automaty



Konec¢ny automat

Koneény automat je teoreticky vypocetni model primitivniho
pocitace pouzivany v informatice pro studium vycislitelnosti a
obecné formalnich jazykd. Kone¢né automaty se pouzivaji pro
zpracovani regularnich vyrazu, napriklad jako soucast
lexikalniho analyzatoru v prekladacich a uplatnuji se tfeba také
pfi navrhu sekvencnich logickych obvodu.



Konec¢ny automat

Konec¢ny automat Ize chapat jako abstraktni model urcitého
specifického typu vypoCtu. Vypocet probiha diskrétnim
zplsobem se symboly. Kone¢ny automat sestava z nékolika
prechodl a z kone€né (odtud nazev) mnoziny stavd, pficemz
v danou chvili se automat nachdazi praveé v jediném ze svych
stavu (v tzv. aktualnim stavu). Jeden z jeho stavu je tzv.
pocatecni (vychozi) a ur€ita podmnozina vSech jeho stavu
vymezuje tzv. koncovou mnozinu stavl. Na vstupu automat
obdrzi tzv. vstupni slovo, které se sklada ze symbold, a které
automat zleva doprava postupné cte. Pravé na zaklade
symbolu, které Cte ze vstupu a na zakladé tzv. prechodové
funkce®® mlize mezi svymi stavy prechézet. Pokud po pfeéteni
celého slova skonci v jednom z koncovych stavu, dané slovo
pfijima (v opaCném pripade jej zamita).

25prechodové funkce definuje vy$e zminéné prechody — pfifazuje danému
(aktualnimu) stavu a symbolu na vstupu stav nasledujici.



Drive nez definujeme potfebné pojmy, vyfeSime dva nasledujici
priklady.

Necht T = {a,b,c}. Sestavte koneCny automat, ktery rozpozna
slova, ktera obsahuji podretézec abc.

Reseni: na prednasce.

Necht T = {0,1}. Sestavte koneCny automat, ktery pfijima
regularni jazyk fetézcu, které vyjadfuji binarni Cislo délitelné
tremi (beze zbytku).

Reseni: na prednasce.




Definice

Abeceda T je libovolna neprazdna konecna mnozina symbold.
Retézec (slovo) o je libovolna kone&na posloupnost symbold
abecedy T. Neprazdny fetézec (slovo) o = (a4, ap, ..., 0n)
budeme stru¢né zapisovat ve tvaru o = a1 o2 . . . oty Prazdny
retézec (prazdné slovo) budeme znacit €. Pocet symboll

v fetézci (ve slové) je jeho délkou a oznacuije se |a|. V souladu
s tim |e| = 0. Retézec (slovo) a je podretézec (podslovo)
fetézce (slova) B, jestlize je ,souvislou® podcasti 3.
Zietézenim fetézcu (slov) a = ajap...0x a B =B1Po... B
rozumime fetézec (slovo) aff = ajas...o0xB1Po... B V souladu
s tim ae = a = €a. Pro n € N symbol a" oznacuje n-nasobné
zietézeni a;pron=0je " =¢.

Priklad

Pro T={0,1,2},a=101122a 8 =112je |a|=6 a || = 3.
Dale of = 101122112, B3 = 112112112 a a® = &. P¥itom
laB|=6+3=9a|a’B3| =0+9=9. Zfejmé B je podietézcem
(podslovem) a, ale ne naopak.




Definice

Pozitivni uzavér T+ abecedy T je mnozina vSech
neprazdnych fetézcl (slov) symbold mnoziny T. Uzaveér T* je
mnozina T+ U{e}. Libovolnd podmnozina uzavéru T* je
(formalni) jazyk L nad (abecedou) T. Tedy L C T*.

Priklad
@ Pro T ={a} jeuzaver T* ={a}* ={a"; n€ Np}.
@ Pro T ={a, b} je pozitivni uzavér T* = {a,b} ™ mnozina
vSech konecnych neprazdnych fetézcu (slov) sestavajicich
vyhradné ze symbold a nebo b, naptiklad: a, bab, a°, ba°.

| A\

Priklad
@ Konec¢nym (formalnim) jazykem L nad T = {a, b} je tfeba
mnozina L = {¢,a,b,aa,ab,bb} C T*.
@ Pro T={a,b,c} je L={a"b"c"; ne Ng} C T* (formalnim)
jazykem nad abecedou T.
@ Z je (formdlni) jazyk nad T ={-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

A,




Deterministicky kone¢ny automat (DKA)

Deterministicky kone¢ny automat? je pétice
o =(T,Q,8,q,F), kde
@ T je koneCna neprazdna mnozina vstupnich symboll
(abeceda)
@ Q je koneCna mnozina stavu

@ J je tzv. prechodova funkce, 6 : Q x T — Q, popisujici
pravidla pfechodd mezi stavy

@ (o je pocatecni stav, o € Q
@ F je mnozina koncovych stavul, F C Q.

4Existuji i tzv. nedeterministické konecné automaty s prechodovou

funkei 6 : Q x T — 29. Lze o nich dokazat, e maji stejnou vypodetni silu jako

deterministické kone¢né automaty.

v




Popis ¢innosti DKA

Popis ¢innosti deterministického kone¢ného automatu:

Na pocatku se automat nachazi v po¢ateénim stavu qg a
na vstupu ma néjaké slovo w € T*.

Dokud neni |w| =0, tak se v kazdém kroku odebere
nejlevejSi symbol x ze vstupniho slova w a z aktualniho
stavu q prejde automat (podle prechodové funkce) do
stavu 6(q, x).

Skon¢i-li automat po precteni (zpracovani) celého
vstupniho slova w v koncovém stavu, pak dany vstup
prijima (rozpoznava). V pripade, ze automat precte celé
vstupni slovo w a nenachazi se v koncovém stavu, dané
slovo nepfijima (zamita). Automat také slovo w nepfijima,
kdyz pro aktualni stav g a odebrany symbol x neexistuje
funkéni hodnota 6(q, x), tedy, pokud neni mozny dalsi
prechod.



Poznamka. KonecCny automat Ize velmi ndzorné reprezentovat
(mirné modifikovanym) orientovanym grafem — stavy jsou
vrcholy, pfechody jsou vyznaceny hranami ohodnocenymi
vstupnimi symboly a koncové stavy jsou vyznaceny dvojitym
krouzkem.

Priklad

Necht T ={0,1} je abeceda. Graficky znazornéte DKA
prijimajici vSechna slova, ktera obsahuiji lichy pocet jednicek a
libovolny pocet nul.

Reseni. Pro vyfedeni tlohy nam staéi uvazovat automat se
dvéma rliznymi stavy: s po¢atecnim stavem g a s jedinym
koncovym stavem q;. Pfrechodova funkce 6 je definovana
takto: 6(qo,0) = qo, 6(qo, 1) = g1, 6(91,0) = g1, 6(q1,1) = Qo.
Grafické znazornéni na prednasce.




|
N

Priklad

Necht mnozina T = {a,b,c,d} je abeceda. Sestavte

deterministicky kone¢ny automat, ktery pfijme vSechna slova,

ktera obsahuji podietézec dbca nebo podretézec dbcd.

Reseni. Pro vyfedeni tlohy nam stagi automat s péti stavy:

o, G1, G2, Q3. Ga, kde qo je poCatecni stav a gy je (jediny)
koncovy stav. Pfechodova funkce 6 je pak dana nasledovné:

4(qo;
5(q07
4(qo;
4(qo;

a)=

b) =

)=
d) = g

qO!
Q>

o(qy,
5(q17
o(qy,
o(qy,

a) =
b) =
c)=
d)=

QQ,
qu

o(qe,
5((727
o(qe,
o(qe,

a) =
b) =
c)=
d)=

qos
q31

o(qs,
5((737
o(qs,
o(qs,

a)=

b) = QO,
c)= CIo,
d)=

Doporuceny ukol. Dany DKA graficky znazornéte.

6(qa,
6(q47
6(qa,
6(qa,

a) =
b) =
c)=
d)=

Q4,
CI4,




Mnozinu vSech fetézcl (slov) w € T* pfijimanych DKA
nazveme jazykem L(A) rozpoznavanym timto automatem.

Pro abecedu T = {a, b} vytvorte DKA,
(a) ktery prijiméa pouze dva fetézce: a, ba, tedy L(A) = {a,ba}.
(b) jehoz L(A)={a"; ne No}U{(ba)"; n€ N}.

Reseni. Na prednasce.

Mnozina vSech fetézcu (slov), které dany DKA pfijme, tvofi tzv.
regularni jazyk.

Vice o tom na prednasce a na cviceni.



e Zakladni algebraické struktury
@ algebraické struktury s jednou binarni operaci



Algebraicka struktura

Necht A 0 a ne€ Ny. Pak n-arni operaci na A rozumime
kazdé zobrazeni f: A" — A.

| A\

Definice

Neprazdnou mnozinu A spolu s neprazdnou mnozinou operaci
na A nazveme algebraicka struktura (nebo strucnéji algebra).
Oznaceni algebry s k operacemi: & = (A; fi, b, ..., f).

V.

Algebraicka struktura je tedy kazda neprazdna mnozina, na
které jsou definovany néjaké operace, pficemz dana mnozina
je vzhledem ke vSem témto operacim uzaviena (vysledkem
operace s prvky této mnoziny je vzdy prvek z této mnoziny).

My se zaméfime na pripad, kdy na dané neprazdné mnoziné
bude pouze jedna binarni operace (pozdéji pak dve rizné
binarni operace).



Binarni operaci na mnoziné A # 0 nazveme kazdé zobrazeni
o:AxA— A

Definice

Grupoid je algebraicka struktura o = (A; o), kde o je binarni
operace na A # 0.

| A\

Umluva. Bude-li o néktera binarni operace na A, pak budeme
misto o(a, b) zapisovat ao b.

Na mnoziné N vSech pfirozenych Cisel zfejmé + prifadi kazdé
dvojici Cisel a,b € N Cislo a+ b € N. Je tedy + binarni operace
na N a (N;+) je grupoid. Kupfikladu také (N;-) je grupoid.
Naproti tomu (N; —), ani (N;:) grupoidy nejsou.




@ Grupoid .7 = (A;0) se nazyva komutativni, plati-li

Va,bc A: aob=boa,

tedy operace o je komutativni.
@ Grupoid o7 = (A; o) se nazyva pologrupa, plati-li

Va,b,ce A: ao(boc)=(aob)oc,

tedy jeho operace je asociativni.
@ Grupoid o7 = (A; o) ma jednotkovy prvek e, plati-li

JdJeec A VacA: agoe=a=eoa.

@ Pologrupa v niz existuje jednotkovy prvek, se nazyva
monoid.

Priklady na prednasce a na cviceni.



Terminologicka poznamka. Pokud je operace v grupoidu
zapsana symbolem +, nazyva se grupoid (A; +) aditivni. Je-li
operace zapisovana symbolem - (nebo, kdyz je vynechavana),
nazyva se prislusny grupoid (A;-) multiplikativni.

Kazdy grupoid ma nejvyse jeden jednotkovy prvek.

Duikaz. Necht e, f jsou dva jednotkové prvky v grupoidu
o = (A;0). Pake=eof=".

Definice

Necht & = (A;o) je grupoid, necht 0 £ B C A. Jestlize Va,be B
plati ao b € B, nazyva se (B; o) podgrupoid grupoidu <.

Priklad
Zrejmeé (N;+) je podgrupoid (Z;+). A tfeba ({0,1};-) je
podgrupoid (Q;-).

| A\




Homomorfismy a izomorfismy grupoidt

Budeme se zabyvat dulezitymi zobrazenimi, ktera
,zachovavaji“ binarni operace pfi ,pfechodu” mezi dvéma

grupoidy.

@ Jsou-li 4 = (G;0) a . = (H,«) grupoidy, pak se zobrazeni
f: G — H nazyvd homomorfismus grupoidu ¢ do
grupoidu 7, plati-li

Va,be G: f(aob)=f(a)xf(b).

@ Jestlize f je navic bijektivni, pak se nazyva izomorfismus
grupoidu ¢ na grupoid .7#. V tom pfipadé fikame, ze
grupoid .7 je izomorfni s grupoidem ¥.

@ Rekneme, Ze grupoid .# je homomorfnim obrazem
grupoidu ¢, existuje-li surjektivni homomorfismus ¢ na 7.




Poznamka. Jestlize f je homomorfismus grupoidu ¢ do
grupoidu .# a g je homomorfismus grupoidu 7 do grupoidu
A, pak jejich slozeni ,g po f* je homomorfismem ¢ do .7 .
Podobné: slozeni dvou izomorfismd grupoidud je izomorfismem.
Dale zfejmé identické zobrazeni idg je izomorfismem & na ¢ a
inverzni zobrazeni f~! k izomorfismu f grupoidu ¢ na grupoid
A je izomorfismem 7 na 4.

Relace ,byt izomorfni s je tedy ekvivalenci na tfidé vSech
grupoidd, a proto indukuje rozklad tfidy vSech grupoidd na tridy
navzajem izomorfnich grupoidd. Grupoidy, které patfi do téze
tfidy rozkladu, maji stejné algebraické vlastnosti.

Poznamka. Protoze relace ,byt izomorfni s“ je symetricka,
muzeme v pfipadé, kdy grupoid J# je izomorfni s grupoidem ¥,
fikat takeé, ze grupoidy ¢ a ¢ jsou (navzajem) izomorfni.
Oznaceni: ¥ = 7.



Pfiklad

Uvazujme grupoidy .4/ = (N;+) a 2.4 = (2N; +), kde

2N = {2n; n € N}. Pak zobrazeni f : N — N takove, Zze Vae N je
f(a) = 2a, je homomorfismus .#" do .4/, ktery neni surjektivni.
Oznadme f : N — 2N zobrazeni, v ndmz opét plati, Ze Yae N je
f(a) = 2a. Pak f je izomorfismus .4 na 2.4/, tedy 4 = 2.4

Priklad

Ukazme, Ze grupoid & = ({—1,1};-) je homomorfnim obrazem
grupoidu Z = (Z;+). Uvazujme zobrazeni f: Z — {—1,1}
takové, ze

1 proac2Z={2k;keZ}
f(a) =

—1 jinak (tedy pro ac {2k—1; k € Z}).

Snadno Ize ovéfit, ze f je homomorfismus 2 na 7. Pfitom je
ziejmé, ze % a <7 nejsou izomorfni (piSeme % % 7).




Uvazujme grupoidy Z = (R;+) a #1 = (R;x), kde Va,b € R je
axb=a+b+3. Grupoidy Z a %, jsou izomorfni, protoze
zobrazeni f: R — R takové, ze Vac R je f(a) = a—3, je
izomorfismem % na %4. Oba grupoidy tak musi mit stejné
vlastnosti.

Priklad
Dokazte, ze grupoidy .#; = (N;-) a 2.4 = (2N;-) nejsou
izomorfni.

Reseni.
Sporem. Necht f je izomorfismus .45 na 2.4; a necht
f(1) = 2x. Pak

2x=f(1)=f(1-1)=f(1)-f(1) = 2x-2x = 4x2,

coz ale neplati pro zadné x € N, spor. Proto izomorfismus f
neexistuje.




Necht grupoid (A;-) mé jednotkovy prvek e, necht a € A. Pak
se prvek b € A nazyva inverzni k prvku a, plati-li ab = e = ba.

Poznamka. V monoidu méa kazdy prvek a nejvySe jeden
inverzni prvek, ktery oznatujeme a~".

Poznamka. Plati, Ze pfi homomorfismu f grupoidu ¢ na
grupoid 27 se jednotkovy prvek e zobrazi na jednotkovy prvek
fle)af(a')=(f(a) .



Grupa je libovolny monoid, v némz ma kazdy jeho prvek
inverzni prvek. Komutativni grupu (G; -), tedy takovou, kde
Va,b € G: ab = ba, budeme také nazyvat abelovska grupa.

Poznamka. Podle uvedené definice tedy plati, ze grupoid (G;)
je grupou, prave kdyz

Q@ va,b,ce G: a(bc)=(ab)c

Q JecG VaeG: ae=ea=a

Q@ vacG Ja'cG: aa'=a'la=e.
Ze tfeti podminky Vac Gplyne, ze (a~ ') ' = a.
Poznamka. Budeme-li grupu (G, o) zapisovat v aditivnim tvaru,
tedy (G;+), pak jeji jednotkovy prvek budeme znagcit symbolem
0 ainverzni prvek k prvku a € G budeme znacit —a. Prvek —a

budeme nazyvat prvek opaény k prvku a. Casto misto
a+ (—b) budeme zkracené psat a— b.



Jestlize ¥ = (G; ) je takova grupa, ze G ma n prvkl (n € N),
pak fekneme, Ze grupa ¢4 ma konecny rad n. Je-li mnozina G
nekonecna, pak je grupa ¢4 nekone¢ného radu.

Priklady

@ Algebra ({0,1}; ), kde <« je booleovskéa spojka
ekvivalence, je abelovska grupa konec¢ného fadu 2.

@ (Z;+) je abelovské& grupa nekonecného fadu
s jednotkovym prvkem 0.

@ Necht R™ je mnozina v§ech kladnych realnych &isel. Pak
(R™;) je abelovska grupa nekonecného radu
s jednotkovym prvkem 1.




Priklad

Dokazte, ze vSechny zakrytové pohyby

(a) obdélniku

(b) rovnoramenného trojuhelniku, ktery neni rovnostranny
(c) rovnostranného trojuhelniku

tvori grupu vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Je tato
grupa abelovska?

Obecné k reseni. Ve vSech trech pripadech bude jednotkovym
prvkem identické zobrazeni ponechavajici vsechny body na
misté. Dale neni tfeba ovéfovat asociativitu, nebot ji splhuje
kazdé zobrazeni. Tim, Ze se jedna o zakrytové pohyby mame
zaruCenu uzavienost, tedy to, ze dané skladani bude vskutku
operaci na prislusné mnoziné zakrytovych pohybd. Pro uréeni
(jednoznacné) existence inverznich prvku (ke vSem zékrytovym
pohybum) vyplnime odpovidajici Cayleyho tabulky. Z nich pak
okamzité urCime, je-li operace skladani komutativni, nebo ne.




Reseni (a)

Obdélnik ma Ctyfi zakrytové pohyby: id (identitu), r (rotaci o
180°), a dvé osové soumérnosti 0 a 0o. Tyto Ctyfi zakrytové
pohyby tvofi vzhledem ke skladani zobrazeni o abelovskou
(komutativni) grupu. Prislusna Cayleyho tabulka pro operaci o
vypada takto:

o |id | r | o] 0o
id|id| r | o | oo
r r id | 0o | 01
01| O | O2 id r
0| 0| 01| r | id




SENENIR()

Rovnoramenny trojuhelnik, ktery neni rovnostranny ma pravée
dva zakrytové pohyby: id (identitu) a osovou soumérnost o;.
Tyto dva zakrytové pohyby tvofi vzhledem ke skladani
zobrazeni o abelovskou grupu. Pfislusna Cayleyho tabulka pro
operaci o vypada takto:

o id (0}
id | id | o
01 | Of id




Reseni (c)

Rovnostranny trojuhelnik ma celkem Sest zékrytovych pohybu:
id (identitu), ry (rotaci o 120°), r» (rotaci o 240°) a tfi osové
soumeérnosti 04, 0o a 03. Téchto Sest zakrytovych pohyb( tvori
vzhledem ke skladani zobrazeni o grupu, ktera neni
abelovska.? Prislusna Cayleyho tabulka pro operaci o vypada

takto:
o id | r 1 rb | 04 | O2 | O3
id | id | r 1 b | 04 | Oo | O3
I g ro | id | 0o | 03 | 04
r> | id | n O3 | O | O2
01 | O | O3 | O2 id | rq
O | 0| 01|03 | 1y |id | 1o
O3 | O3 | O2 | Of ) r id

4Nejmensi neabelovska grupa je Sestiprvkova a je (az na izomorfismus)

pravé uvedenou grupou.




V poslednim prikladé jsme vidéli tfi konkrétni grupy konecnych
fadu (grupu fadu Ctyfi, grupu radu dva a grupu radu Sest).

Priklad*

Uvedte priklad abelovské a neabelovské grupy nekone¢ného
fadu.

Nastin reseni.

@ Mnozina v8ech zakrytovych rota¢nich pohybl jednotkové
kruznice tvori vzhledem ke skladani zobrazeni abelovskou
grupu nekonecného fadu. Jednotkovym prvkem je
identické zobrazeni id, které odpovida rotaci o nula stupnu.

@ Mnozina v§ech regularnich ¢tvercovych matic stupné 2
(nad R) tvofi vzhledem k nasobeni matic nekomutativni
grupu nekonec¢ného fadu. Jednotkovym prvkem je v tomto

pfipadé matice
10
E= < 0 1 ) ’




Pfipomenme, Ze na mnoziné zbytkovych tfid
Z,=1{0,1,...,n—1} Ize zavést binarni operace @ a ©.
Pro libovolné a, b € Z, definujeme:

asb=a+b (mod n), aob=a-b (mod n).

Priklad

Algebry 4 = (Zs; @) a # = (Z5\ {0}; ®) tvofi konetné
abelovské grupy fadu 5 a 4. Nasleduiji prislusné Cayleyho
tabulky:

0[1[2[3]4 —
SN A L T A e ©l1]2[3[4
0/0|1|2|3 |4 S L N B
el B L B B 11234
1(1[2[3]4]|0 S L R N W
A L N B et 2 2413
223401 il R L T
el o T A i 33142
3|3|4/0[1]2 AR AR AR
4|4/0[1]2]3

Jednotkovym prvkem v ¢ je ziejmé 0 a v % prvek 1.




Necht ¢ = (G; o) je grupa. Pak pro kazdé dva prvky a,b € G
existuji x,y € G tak, ze plati aox=b, yoa=b.

Dukaz. Necht a,b e G. Polozme x =a 'ob, y =boa '. Pak
aox=ao(a 'ob)=(aca Yob=eob=b,
yoa=(boa 'Yoa=bo(aca')=boe=b.

Poznamka. Nasledujici véta umoznuje definovat grupu jinym
zpusobem.



Pologrupa ¢4 = (G; o) je grupou, prave kdyz pro kazdé a,b € G
jsou v ¥ teSitelné rovnice aocx = b, yoa=b.

Dikaz. Dle predchozi véty dokazeme jen obracenou implikaci.
(i) Necht ae G. Pak existuji prvky e, f € Gtak, ze ace = a,
foa= a. Necht dale x € G je libovolny prvek. Pak existuje
y € Gtak, ze x = y o a, tedy

xoe=(yoa)oe=yo(aoe)=yoa=x.

Analogicky |ze dokazat fox = x.
Volbou x = f obdrzime foe = f. Pro x = e dostaneme
foe=e, tedy e=foe=Ff. Dohromady, v G existuje prvek
e takovy, Ze eox = x = xoe pro kazdé x € G, tedy e je
jednotkovym prvkem ¥.

(i) Z predpokladu plyne, Ze pro kazdé a € G existuji x,y € G
tak, Ze aox = e, yoa= e. Potom

X=eox=(yoa)ox=yo(aox)=yoe=y,
tedy x = y. Odtud x = a' je prvek inverzni k a.



Poznamka. Pfedchozi véta nam dava uzite¢né kritérium pro
urcovani toho, jestli je kone¢ny grupoid grupou. Je-li totiz dana
Cayleyova tabulka grupy kone¢ného fadu, pak se v kazdém
fadku a v kazdém sloupci musi vyskytovat vSechny jeji prvky.
Tato podminka je nutna, ale neni postacuijici, protoze napftiklad
nezarucuje asociativnost operace.

Doporuceny ukol. Vymyslete priklad kone¢ného grupoidu,
ktery neni grupou a pfitom uvedené kritérium splnuje.



Rekneme, Ze v grupoidu (G;-) plati pravidlo o kraceni, jestlize
pro kazdé prvky a, b, c,d € G plati

ca=cb = a=ob,
ad=bd = a=b.

V kazdé grupé plati pravidlo o kraceni.?

4DFive zminéné rovnice ax = b a ya= b jsou tak v kazdé grupé fesitelné
jednoznacné.

Komentar k dikazu na prednasce.



Cyklicka grupa

Grupa ¢ = (G;-) se nazyva cyklicka, jestlize existuje prvek
ac Gtakovy, ze G= {a"| k c Z}. Prvek a se nazyva generator
cyklické grupy. Oznaceni: G = (a).

Pojmem cyklicka grupa se tedy oznacuje grupa, ktera maze byt
L<generovana“ operovanim s jednim jedinym prvkem (jejim
generatorem).

Cyklicka grupa muze mit vice nez jeden generator. Napiiklad
grupa (Zs; @) vSech celych Cisel modulo 5 se s€itanim modulo
5 ma &tyfi generatory: 1, 2, 3 a 4.




Necht ¥ = (G;") je grupa a necht a € G. Jestlize n € N, pak
(—n)-tou mocninou prvku a rozumime prvek a " € G takovy,
ea"=(a")"

Poznamka. Pro kazdé n< N plati a=" = (a~")".

Jestlize jsou a, b prvky grupy (G;-) a m,n € Z, pak plati
(a) amn.gh = gm+n

(am)n amn
( ) jestlize ab = ba, pak (ab)" = a"b".




Homomorfismus grup

Necht 4 = (G;-)a¥’ = (G;%)jsougrupyaf: G— G
zobrazeni. Pak se f nazyvd homomorfismus grupy ¢ do
grupy ¢, jestlize pro kazdé a,b € G plati f(a- b) = f(a)» f(b).
Je-li homomorfismus f bijektivni, pak se nazyva izomorfismus
Y nav'.

Poznamka. Homomorfismus grupy ¢ do grupy ¢’ se definuje
stejné jako homomorfismus grupoidu ¢ do grupoidu ¥/;
vyzaduje se po ném jen prenadeni binarni operace nasobeni.?

26Grupu Ize chapat také jako algebraickou strukturu s jednou binarni,
jednou nularni a jednou unarni operaci. Pouzita definice homomorfismu f je
v8ak dostate€nd, nebot f pfenasi i jednotkovy prvek aprvky-inverzni.



Poznamka. Pfipomenme, Ze grupoidy ¢ a ¢’ se nazyvaiji
izomorfni (oznaCeni ¥ = ¥'), existuje-li alespon jeden
izomorfismus jednoho z nich na druhy. Pritom relace ,byt
izomorfni“ je relaci ekvivalence na tfidé vSech grupoidu.
Grupoidy, které patfi do téze tfidy odpovidajiciho rozkladu, maji
stejné algebraické vlastnosti. Pro grupy jsme definovali pojem
izomorfismu stejné jako pro grupoidy, proto také kazda grupa
jednoznacné patti do nékteré tfidy uvedeného rozkladu a plati,
Ze v8echny grupoidy, které jsou izomorfni s danou grupou, jsou
také grupami.

Uvazujme grupy (R™;-) a (R;+) a zobrazeni log : R — R
takové, Ze log : x — log x. Je zfejmé, Ze log je bijektivni
zobrazeni R™ na R, a je znamo, Ze pro kazdé x,y € R™ plati
log(xy) =logx +logy. Tedy (R";") = (R; +).




Faktorové struktury (ziskané pres kongruence)

Dulezita uloha — vytvorit homomorfni obrazy dané algebraické
struktury — se nejjednoduseji fesi pres konstrukce
odpovidajicich faktorovych algebraickych struktur. V pripadé
grupoidu Ize ke konstrukci faktorovych struktur pouzit
univerzalni metodu zalozenou na pojmu kongruence. Pro
grupy, které jsou specialnim pfipadem grupoidd, tato
konstrukce také funguje.?’

27U grup Ize postupovat (faktorizovat) i pres tzv. normalni-podgrupy.



Necht ¢4 = (G; ") je grupoid. Pak kongruenci grupoidu ¢
rozumime kazdou relaci ekvivalence p na G, pro kterou je
splnéna podminka

Va,b,c,d € G: ({(a,b) e p A (c,d) € p) = (ac,bd) € p.

Jestlize n € N, pak relace kongruence podle modulu n je
grupoidovou kongruenci na grupoidu 2’ = (Z;-). Vskutku,
necht a,b,c,d € Z, a= b (mod n), c=d (mod n). Pak vime,
Zeiac=bd (mod n).




Véta o homomorfismu grup

Jestlize p je kongruence grupoidu ¢ = (G;-) a jestlize pro
libovolneé a,b € G polozime [a], - [b], = [a- blp, pak (G/p;") je
grupoid.

Grupoid ¢ /p = (G/p;-) z pfedchozi véty se nazyva faktorovy
grupoid grupoidu ¢ podle kongruence p.




Piiklad

Uvazujeme grupoid 2 = (Z;-) a kongruenci podle modulu n,
kde n € N. Pak faktorovym grupoidem 2" podle této
kongruence je mnozina v§ech zbytkovych tfid podle modulu n.
Pritom napfiklad pro n = 4 je Cayleyova tabulka pro nasobeni ®
ve faktorovém grupoidu nasleduijici:

©|0 1 2 3
0/0 0 0 O
110 1 2 3
2|0 2 0 2
3|0 3 2 1




Poznamka. Jestlize ¥ = (G; ) je grupa, pak grupovou
kongruenci grupy ¢ rozumime pravé kazdou kongruenci
grupoidu (G;-). Proto pfivlastek ,grupova®“ muzeme
vynechavat.

Poznamka. D& se dokazat, Ze faktorovy grupoid grupy je vzdy
grupou.

Poznamka. Necht &7 je néktera tfida grup. Jestlize plati, ze
danou vlastnost maji pravé vSechny grupy z tfidy .7 a vSechny
grupy, které jsou izomorfni s nékterou grupou z <7, pak fikame,
Ze tuto vlastnost ,maiji, az na izomorfismus*“, pravé grupy

z tfidy o7 Plati, Ze homomorfnimi obrazy grupy ¢ jsou, az na
izomorfismus, pravé vSechny faktorové grupy podle
kongruence p.



Cyklickeé grupy a jejich vlastnosti

Pripomenme, ze grupa (G;-) je cyklicka, pokud v ni existuje
prvek a € G takovy, ze G = (a). Priklady cyklickych grup jsou
(Z;+),kde Z= (1) = (—1), popfipadé (Zn;®) pro n € N, kde
vzdy Z, = (1). Existuji tedy cyklické grupy nekonecného fadu i
libovolného kone¢ného fadu.



@ Kazda nekonecna cyklicka grupa je izomorfni s grupou
Z =(Z,+).
@ Kazda konecna cyklicka grupa fadu n je izomorfni

S grupou 25, = (Zp; ®).

Vidime tedy, ze, az na izomorfismus, existuje jedina cyklicka
grupa nekone¢ného fadu, a to Z = (Z;+). Podobné pro
libovolné n € N existuje cyklicka grupa kone¢ného fadu n, ktera
je také, az na izomorfismus, urCena jednoznacné.

Kazda grupa prvociselného fadu je cyklicka, pficemz pro kazdé
prvocislo p existuje, az na izomorfismus, pravé jedna grupa
fadu p.




K aplikaci cyklickych grup v kryptografii 1/3

Alice a Bob se chtéji domluvit na spole¢ném tajném klici k,

s nimz by Sifrovali své zpravy. Vyuziji teorii grup a vefejnym
kanalem se domluvi na vhodné cyklické grupé (G; )
prvociselného fadu p, kterou generuje prvek a. Jelikoz je p
prvocislo, tak Ize kazdy nenulovy prvek z grupy (a) vyjadrit jako
pfirozenou mocninu prvku a.

Predpokladejme, Ze Alice si zvoli Cislo me {1,2,...,|G|—-1} a
v dané grupé vypocita Cislo x = a", které posle verejné Bobovi.
Podobné si vybere Bob Cislo n€ {1,2,...,|G| -1} av (G;)
dopocita Cislo y = a", které posle verejné Alici.

Spole¢nym tajnym klicem Alice a Boba je Cislo k = a™. Alice
jej ziska, kdyz Bobovo ¢&islo y = a" umocni na m-tou. Bob kli¢
ziskd umocnénim Alicina &isla x = 8" na n-tou.?8

28Sifrovani zpravy z € G probiha vynasobenim kligem k, s = z- k v grupé
(G;-). Desifruje se vynasobenim inverznim prvkem ke k, z = s-k=' v (G; )



K aplikaci cyklickych grup v kryptografii 2/3

Nepritel (Eva) ma k dispozici generator a cyklické grupy (G; ),
kterou také zna. Navic znd i éisla x = @™, y = a".2° Z téchto
informaci chce ziskat tajny kli¢ Alice a Boba: Cislo a™.

V soucasné dobé neni znam rychly (polynomialni) algoritmus,
jak ve vySe popsané grupé ziskat hodnoty m a n z Cisel x = a™
a y = a". Jedna se o tzv. problém diskrétniho logaritmu.
Presnéji: ke zjisténi tajného kliCe je treba vyresit tzv.
Diffie-Hellman(v problém: ze znalosti 8" a a" spocitat a™. To
se zatim umi pouze pres diskrétni logaritmus, tedy pres
vypocitani m a n. Bezpecnost Sifrovani se tak opira o
exponencialni ¢asovou slozitost vypoctu diskrétniho logaritmu.

Priklad na cviceni.

29Eva z hodnot x = 8™ a y = a" snadno ziska &islo x -y = a™-a" = a™",
které ji je ale k nicemu.



K aplikaci cyklickych grup v kryptografii 3/3

Necht (G;-) je cyklicka grupa fadu n s generatorem a. Pak
kazdy prvek b € G Ize zapsat ve tvaru b = a* pro jediné k € Z,,.
Cislo k se nazyva diskrétni logaritmus o zakladu a z prvku b
v grupé (G;-) a znaci se dlog,(b).

Pfiklad na cviceni.



Zavéerem k teorii grup 1/2

Grupa je algebraicka struktura, ktera popisuje a formalizuje
koncept symetrie. Matematicka disciplina zabyvajici se studiem
grup se nazyva teorie grup.3® Teorie grup vznikla po&atkem

19. stoleti. U jejiho zrodu stal matematik Evariste Galois, ktery
dokazal, ze polynomialni rovnice (stupné vys$siho nez 4) nelze
obecné fesit pomoci vzorcu, ve kterych se vyskytuji jen
operace scitani, od¢itani, nasobeni, déleni a odmocrovani.

Grupy nasly pozdéji uplatnéni také v geometrii, teorii Cisel,
algebraické topologii i ve fyzice, informatice a chemii.
Reprezentace grup hraji dulezitou Ulohu v Casticové fyzice,
kvantové teorii pole anebo v teorii strun. Chemie pouziva grupy
pro popis symetrii molekul a krystalovych mfizek

v krystalografii.

30K|asifikace jednoduchych kone&nych grup byla dokonéena koncem 20.
stoleti a patfi k nejvétsim vysledkiim matematiky vibec.



Zavérem k teorii grup 2/2

V informatice se grupy vyskytuji napfiklad pfi zpracovani
obrazu, v kédovani nebo v kryptografii (souvisi treba

s diskrétnim logaritmem). Kone¢né grupy symetrii (jako
napfiklad Mathiovy grupy) se vyuzivaji v kddovani a v korekci
chyb prfenasenych dat. Multiplikativni grupy konecnych téles
(definice viz déle) se vyuzivaji v cyklickém kddovani, které se
pouziva napfiklad v CD prehravacich.

Prevzato (a upraveno) z: http://cs.wikipedia.org/wiki/Grupa.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Grupa

e Zakladni algebraické struktury

@ algebraické struktury se dvéma binarnimi operacemi



Algebraicka struktura Z = (R;+,) s binarnimi operacemi + a -
se nazyva okruh, pokud

(i) (R;+) je abelovska grupa (0 jeji jednotkovy prvek)

(i) (R;-) je pologrupa

(iii) plati distributivni zakony?: pro kazdé a,b,c € R:

a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Okruh Z se nazyva komutativni, jestlize a- b= b- a pro kazdé
a,b € R. Okruh # se nazyva unitarni, ma-li pologrupa (R;-)
jednotkovy prvek (jednotku). Je-li % unitarni, budeme jeho
jednotku oznacovat 1. Prvek 0 se nazyva nulou okruhu Z.

4Nasobeni je distributivni zleva i zprava vzhledem ke séitani.




Komutativni unitarni okruhy jsou napfiklad: okruh celych Cisel
(Z;+,-), okruh racionalnich Cisel (Q; +,-), okruh realnych Cisel
(R;+,-) a okruh komplexnich Cisel (C; +,-). Komutativnim
okruhem (ktery neni unitarni) je okruh (2Z;+,-).

Poznamka. Nazev nula okruhu pro prvek 0 je opravnény,

nebot je nulou pologrupy (R;-), tedy prvkem, ktery pro

libovolné a € R spliuje: a-0=0=0-a. Vskutku, dle

distributivnich zakonu plati Va € R:
a-a=a-(a+0)=a-a+a-0,
a-a=(a+0)-a=a-a+0-a,

avsak (R;+) je abelovska grupa, tedy a-0=0=0-a.

Prvku 0 se nékdy fika agresivni prvek pologrupy (R;-).



Pravidla pro pocitani v okruzich 1/2

Méjme dan okruh Z = (R; +,-).

Jak jsme jiz ukazali, vac Rplatia-0=0=0-a.

Ovéfime, ze Va,b< Rplatia-(-b)=(—a)-b=—a-b.

Totiz, a-(—b)+a-b=a-(—b+b)=a-0=0, odkud

a-(—b) = —a- b, analogicky se da ukazat, ze (—a)- b= —a-b.
V unitarnim okruhu navic Vae Rplati a-(—1)=(—-1)-a= —a.

Necht # = (R, +,-) je komutativni okruh. Jelikoz (R;+) je
grupa (tedy + je asociativni), nemusime soucty ve tvaru
a; +ar+asz+---+ ap zavorkovat. Jsou-li a4,...,a, € R budeme
pouzivat tzv. sumacni symbol
n
ai+ax+ag+---+an=) a.
i=1

Cislo i nazveme souétovy index.



Pravidla pro pocitani v okruzich 2/2

Snadno Ize (pouzitim asociativniho a komutativniho zakona a
distributivnich zakonu) ovéfit platnost nasledujicich rovnosti:

(i)
Za,+ Z ai= Za,
i=m+1

(i)
(iif)

(iv)



Prvek a okruhu #Z = (R; +,-) se nazyvé netrivialni délitel nuly,
jestlize a+# 0 a existuje b#0, be Rtak, ze a-b=0.

Priklad

Necht A je mnozina vSech funkci jedné realné proménné na
intervalu (0, 1), necht + znaci operaci pro scitani funkci a -
znaci operaci pro nasobeni funkci. Pak &7 = (A; +,) je
komutativni unitarni okruh, kde jednotkou je konstantni funkce
f(x) = 1. Tento okruh ma netrivialni délitele 0: necht g(x) je
funkce: g(x) =0 pro x € (0, 3), g(x) # 0 pro x € (3,1). Necht
h(x) je funkce: h(x) # 0 pro x € (0, }), h(x) =0 pro x € (3,1).
Pak g(x) i h(x) jsou nenulové, ale g(x) - h(x) je nulova funkce
na (0,1).




Obor integrity, (komutativni) téleso

Definice
Okruh Z = (R;+,-) se nazyva obor integrity, je-li komutativni,
unitarni (s jednotkou 1 ## 0) a neobsahuje netrivialni délitele 0.

Priklad
Kazdy z okruhtd (Z;+,-), (Q;+,-), (R;+,), (C;+,-) je obor
integrity.

| A\

Definice

| \

Okruh .7 = (T;+,-) s alespof dvéma prvky se nazyva téleso,
je-li (T\{0};-) grupa. Téleso .7 se nazyva komutativni, je-li
(T\{0};-) abelovskéa grupa.

Priklad
Okruhy (Q; +,-), (R;+,-), (C;+,) jsou komutativni télesa.
Okruh (Z;+,-) neni téleso.

| A\

N,




Kazdé komutativni téleso je obor integrity.

Dulikaz. Zrejmé staci dokazat, ze komutativni téleso

J =(T,;+,-) mé jednotku a neobsahuje netrividlni délitele 0.
Avsak, je-li .7 téleso, je (T \ {0};-) grupa s jednotkou 1, coz je i
jednotka okruhu 7. Déle, necht a,be T, a# 0 # b. Pak

a,be T\ {0}, tedy také a-b e T\ {0}, odkud a- b # 0.

Priklad
%= (Zn,®,0), kde operace ,d“ a ,®" jsou scitani a ndsobeni
modulo n € IN, je komutativni, unitarni okruh.
@ Je-li nCislo slozené (tedy n=x-y, kde x,y e Na
1 < x,y < n), pak unitarni komutativni okruh %, neni
oborem integrity (ani télesem). Obsahuije totiz netrivialni
délitele nuly, nebot x®y =0.

@ Je-li n prvocislo, pak je Z, komutativnim télesem (a tedy i
oborem integrity).




Priklad

Vytvorte Cayleyho tabulky pro operace & a ® u okruhu

(a) (Z3;@7®)

(b) (Ze;®,0),

kde @ je operace scitani modulo 3 (respektive modulo 6) a @ je
operace nasobeni modulo 3 (respektive modulo 6) a kde

Z3 ={0,1,2} je mnoZina zbytkovych tfid po celoCiselnem
déleni tremi a Zg = {0,1,2,3,4,5} je mnozina zbytkovych tfid
po celoCiselném déleni Sesti. UrCete, zda je dany okruh
komutativni; unitarni a zda je oborem integrity; télesem.

Reseni (a):
®@|0[1]2 ©l0[1]2
0o(0|1]|2 0(0|0|0O
11120 1/0[1]|2
22|01 20|21

Algebraicka struktura (Zs; ¢, ®) je komutativnim télesem.




Dokonceni prikladu

Reseni (b):

@|0[1]2]3]4][5 ©[0][1]2]3]4][5
o[o0|1]2[3|4]5 ojofo[of00]0O
1[1[2[3[4[5]0 1]/0[1]2]3[4]5
2234|501 2024|024
3[3|4]5[0[1]2 3/0|3[0[3|0]3
4(4|5/0(1]2]|3 4104|2042
5/5/0(1|2|3]|4 5/0(5|/4|3[2]|1

Ztejmeé (Zg; ®,®) je komutativnim, unitarnim okruhem.
Nejedna se o obor integrity, ani o téleso, nebot u operace
nasobeni existuji pfipady, kdy je soucin dvou nenulovych prvku
roven nulovému prvku, napfiklad: 23 = 0.




Definice
Je-li # = (R;+,-) okruh, A C R takova, ze & = (A;+,-) je opét
okruh, pak .« nazveme podokruh okruhu Z. Zapis: o < Z%.

| \

Priklad
Je-li # = (R;+,-) okruh s nulovym prvkem 0, pak vzdy
({0}, +, ) <Zaz<2Z.

Definice

Je-li 7 =(T;+,-) téleso, AC T takova, ze (A;+,-) je opét
téleso, pak (A; +,-) nazveme podtéleso télesa .7. Kazdé
podtéleso télesa ¢ = (C; +,-) komplexnich Cisel nazveme
Ciselné téleso. Kazdy podokruh ¢ nazveme €iselny okruh.

| \

| \

Priklad

€ =(C;+,), Z=(R;+,"), 2= (Q;+,-) jsou Ciselna télesa,
% =(Z;+,") je Ciselny okruh (obor integrity), ktery neni
télesem.

A\




(a) Mnozina vS8ech polynomU jedné proménné nad libovolnym
Ciselnym télesem je vzhledem ke scitani a nasobeni
polynomu komutativnim okruhem, v némz je jednotkovym
prvkem konstantni polynom 1. Tento unitarni okruh
T[x] = (T[x];+,-) je oborem integrity, ktery neni télesem.
Pfitom mnozina v§ech konstantnich polynomu (tedy
polynomu stupné 0 a s nulovym polynomem) spolu
s operacemi s¢itani a nasobeni polynomd je podtélesem
v .7[x].

(b) Mnozina vSech Ctvercovych matic stupné n> 2 nad
neékterym &iselnym télesem tvori okruh vzhledem ke
sCitani a ndsobeni matic. Tento okruh neni komutativni,
ale je unitarni, pficemz jednotkovym prvkem je jednotkova
matice stupné n.




Homomorfismus (a izomorfismus) okruht

(a) Necht .7y = (My;+1,-1) a Mo = (Ms;+2,-2) jsou okruhy a f

je zobrazeni z mnoziny My do mnoZiny M,. Pak se f
nazyva homomorfismus okruhu .#; do okruhu .75,
plati-livVa,b € M;:

fla+1b) =f(a)+2f(b),  f(a1b)=1F(a)-2f(b),

tedy f je sou¢asné homomorfismem grupy (Mj;+1) do
grupy (Ma; +2) a homomorfismem pologrupy (M;;-1) do
pologrupy (Ms; -2).

Rekneme, Ze okruh ./, je homomorfnim obrazem
okruhu .7, existuje-li alespon jeden surjektivni
homomorfismus .#; na .#5.

Bijektivni homomorfismus okruhu .#; na .#> se nazyva

izomorfismus. Prislusné okruhy .#; a .#> se nazyvaji
izomorfni.




Poznamka. Podobné jako v pfipadé grup plati, Ze identické
zobrazeni je izomorfismem okruhu .#; na okruh .#;, ze slozeni
dvou izomorfismu okruhU je opét izomorfismem okruhd, a ze
je-li f izomorfismus okruhu .#; na okruh .#>, pak inverzni
zobrazeni f~ je izomorfismem okruhu .#5 na okruh .#;. Proto
relace ,byt izomorfni s* je ekvivalenci na tfidé vSech okruhu,
ktera tuto tfidu rozklada na tfidy navzajem izomorfnich okruhu,
které maji stejné algebraické vlastnosti. To znamena, ze i zde
muzeme pouzivat formulaci, Ze ,danou vlastnost maji, az na
izomorfimus, prave jisté okruhy*“.



Dveé vlastnosti konec¢nych téles

Kazdé konecné komutativni téleso ma pocet prvku roven
nékteré mocniné prvocisla.

Poznamka. Vime, Ze existuje alespon jedna grupa fadu n € N.
Podobné kazdé n € IN je poCtem prvkd nékterého okruhu.
Podle predchozi véty v§ak obdobna situace nenastane pro
komutativni télesa. Naptiklad neexistuje zadné komutativni
t&leso, které by mélo pravé Sest prvka.3!

Ma-li kone¢né komutativni téleso .7 = (T;+,-) g prvku, pak pro
kazdy prvek ae T plati a9 = a.

31Ve skute&nosti nem(ize existovat vilbec 2adné koneé&né téleso, jeho?
pocet prvkl by nebyl mocninou nékterého prvocisla. Podle Wedderburnovy
véty je totiz kazdé konec€né téleso komutativni. Pfikladem nekomutativniho
télesa je téleso kvaternion(.



Poznamka o vyuziti kone¢nych téles v teorii kédovani

S vyuzitim konecnych téles jsou konstruovany treba cyklické
samoopravné kédy BCH.3? DuleZitou vlastnosti BCH kodu je
moznost v pribéhu navrhu kédu pfesné kontrolovat pocet
opravitelnych chyb ve vysledném kodu. Dal8i vyhodou je jejich
snadné dekodovani, které umoznuje zjednodusit navrh
dekodérl s pouzitim malého vykonnostné slabého hardwaru.
BCH kody jsou pouzivany v satelitni komunikaci, CD a DVD
prehravacich, pevnych discich, flash discich a QR kédech.

Reedovy—Solomonovy (RS) kédy jsou nebinarni cyklické
samoopravné kédy, které mohou detekovat vice nahodnych
chyb. Pfidanim t kontrolnich pismen k datim maze RS kod
detekovat libovolnou kombinaci az t chybnych pismen ¢i
opravovat az % pismen. V pripadé chybéjicich pismen dokaze
doplnit az t chybéjicich pismen. Koéd muze také detekovat a
opravovat kombinace chybnych a chybéjicich pismen.

32Podrobnéji na https://en.wikipedia.org/wiki/BCH_code.
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e Posloupnosti a fady
@ Ciselné posloupnosti



v
s

iselna posloupnost (posloupnost realnych cisel)

Ciselnou posloupnosti budeme rozumét kazdé zobrazeni z IN
do R. Zapis: (an), =, nebo jen (an). Realné &islo a, nazveme
n-ty ¢len posloupnosti.

Poznamka. Ciselnou posloupnost Ize definovat i jako
zobrazeni z IN do C (&i do né&jaké jiné ¢iselné mnoziny).33

My ale zGstaneme u zobrazeni z mnoziny pfirozenych Cisel do
mnoziny realnych Cisel.

Poznamka. Ciselna posloupnost tedy pfifazuje

1—ay, 2—a, ..., n—ap nh+1—an;,

Poznamka. Pro stru¢nost budeme ¢asto misto ,Ciselna
posloupnost” fikat jen ,posloupnost*.

33Koneé&na posloupnost jakoZto zobrazeni z koneéné podmnoziny IN do R
je vlastné usporadanou n-tici realnych Gisel.



Zpusoby zadani posloupnosti

Posloupnost byva zadana:

@ nékolika prvnimi Cleny (tak, aby bylo patrné pravidlo, jak
vytvaret dalsi Cleny); napfiklad a; =2, a, = 4, a3 =8,
a, =16, as =32, ag = 64, ... vede na posloupnost (2")

@ vzorcem pro n-ty ¢len; napriklad pro a, = 3" dostaneme
trivialné posloupnost (3”)

@ rekurentné; napriklad: a; =0, a> = 1 a pravidlo
anyp = an+1+an (pro n € IN) definuji Fibonacciho
posloupnost.

Poznamka. Rekurentni definice obsahuje zpravidla 1. ¢len
(nebo nékolik prvnich ¢lentl) a pravidlo, jak vytvorit dalsi Clen ze
Clenl pfedchazejicich. Rekurentni definice aritmetické
posloupnosti: a; = a, a1 = an+ d. Rekurentni definice
geometrické posloupnosti: ay =a#0, a,.1 = an-q, kde g #0.



U nasledujicich posloupnosti uréete podle prvnich Sesti lenu
jejich n-ty Clen:

(a) a1 =6, a» =16, ag =26, a4 = 36, as = 46, ag =56, ...

(b) ag=1,a=—1,a3=1,a4=—1,as=1,a5=-1, ...

(C) ay=-4,a=7,a3=-10,a,=13,a5=—-16, a5 =19, ....

Reseni. Na prednasce.

Priklad

U nésledujicich posloupnosti vypocitejte Cleny ay, ao, as, as:
(@ ((=1)"-5n),7,

(6) ()

© (145705

Reseni. Na prednasce.

| A




Operace s posloupnostmi

Poznamka. Posloupnost (a,) je tfeba odliSovat od mnoziny
(vSech) jejich ¢lend. Napfiklad mnozina (vSech) Clenu
posloupnosti (1) je {1,3,3....,1,...}, mnozina (hodnot) &lent
posloupnosti ((—1)") je {—1,1}.

Operace s posloupnostmi zavadime takto:

@ nasobeni realnym Cislem c: ¢-(an) = (c- an)

@ aritmetické operace (soucet, rozdil, soucin, podil):
(an) +(bn) = (an+ bn),
(@n) — (bn) = (an— bn),
(an)- (bn) = (@n- bn),
(@n)/(bn) = (an/bn) (pro bp # 0)

@ opacna posloupnost k (ap) je posloupnost (—ap).



(Shora, zdola) omezena posloupnost

Posloupnost (a,) se nazyva

@ shora omezena, pokud existuje realné Cislo H tak, ze
Vne N plati a, < H.

@ zdola omezena, pokud existuje realné Cislo L tak, ze
Vne N plati L < ap.

@ omezena, je-li omezena shora i zdola.

Posloupnost (3n—2) je zdola omezena, neni omezend shora,
neni omezend. Posloupnost ((—1)") je omezena shora i zdola,
je omezena. Stacionarni posloupnost (¢), kde c € R je
omezena.




(Ryze) monotoénni posloupnosti

Posloupnost (a,) se nazyva
@ rostouci, pokud Vn € IN plati a, < a1

@ klesajici, pokud Vn € N plati a, > an. 1
@ nerostouci, kdyZ Vn € IN plati a, > a1
@ neklesajici, kdyz Vn € IN plati a, < ap1.

Tyto Ctyfi druhy posloupnosti nazyvame posloupnosti
monotdnni, pficemz pro prvni dva druhy pouzivame nazev
posloupnosti ryze monotonni.

| \

Priklad

Posloupnost (15) je klesajici (a nerostouci). Posloupnost (n®) je
rostouci (a neklesajici). Kazda stacionarni (konstantni)
posloupnost (¢) je souCasné neklesajici a nerostouci, pficemz
neni ani rostouci, ani klesajici. Posloupnosti ((—1)"), ((n—3)?)
a (sinn) monoténni nejsou.

v




Priklad
Dokazte, Zze posloupnost (

2n—3
n+1

Reseni. Vime, Ze posloupnost je rostouci, pokud pro kazdé n
prirozené plati: a, < a,, 1. Ovéfme tuto nerovnost:

)1, je rostouci a omezena.

2n—3 2(n+1)—3

nel S (nt1)+d
(2n-3)-(n+2) < (2n—1)-(n+1)
2 +n—6 < 2n+n—1
-6 < -1.

Tyto Ctyfi (na N) navzajem ekvivalentni nerovnosti plati, coz
znamena, Ze posloupnost (22-2)*= je rostouci.

Tato posloupnost je tedy ziejmé zdola omezena svym prvnim
glenem, &islem a; = 3.

Na prednasce dale ukazeme, Ze je shora omezena Cislem 2,
tedy, Ze pro kazdé n prirozené plati: a, < 2. (Tim dikaz
dokoncime.)




@ Posloupnosti a fady

@ limita posloupnosti



Rozsifeni mnoziny realnych cisel 0 +«~ a —«

Mnozinu reélnych Cisel rozSifime o dva nové prvky: nevlastni
Cislo 4+ a nevlastni Cislo —e. Dostaneme tak mnozinu
R* = RU{—e0,+eo}. Na ni pro kazdé x € R plati:

—o0 < X < +oo, —(—oo) = +oo, —(—|—oo) = —oo,

X £oo = do0 = Foo+ X, |—|—oo| :|—oo| = oo,

X = (=e0) = (+o0) + (400) = (400) = (—00) = oo,

X = (Ho0) = (—o0) + (—o0) = (—o0) — (Ho0) = —ov,

(o0) - (Ho0) = (—o0) - (—o0) = +ov,

(—o0) - (o0) = (F00) - (—o0) = —oo.

Dale pro kazdé x € R, x > 0 plati:

X (+60) = (00) - X = oo, X+ (—o9) = (—e0) - X = —o.
Podobné pro kazdé x € R, x < 0 plati:

X () = (+e0) - X = —e0, X (—e0) = (=20) - x = ==

Nedefinujeme:
(o0) = (400), (+0) + (=), (—o0) + (F20), (—o0) = (—20),
0- (40), (+22) -0, 0+ (=), (—=2) -0,



DalSi pocetni operace s nevlastnimi Cisly

Na R* jsme (rozSifenim pfisluSnych pravidel platnych na R)
zavedli pfirozené usporadani a pocetni operace scitani,
odcitani a nasobeni. Nyni se zaméfime na operaci déleni a na
mocneéni.

Pro kazdé x € R definujeme: 2 = 2 =0.

i foo _ —o _
Je-li x >0, pak L7 = +oo, =7 = —oo.
Prox <0je £=2 = —oco, === oo,

Pro kazdé n € IN definujeme:
(oo) = oo, (£0) =0, (—o0)" = (=1)"- (o).

Pro a,b € {—oo,+00} @ pro x € R* nedefinujeme:
a x 0 b (O
b’ 0 a ) 1 ’ 0 .



|
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Priklad
UrcCete, zda dané vyrazy maji smysl, pfipadné vypocitejte jejich
hodnotu:

(@) a=1%0 4 (—c0)5. (10007900 —c0) + /3 (400)- 10
(b) b= =5-(—o0)"2+3+~-(e—m)
(c) ¢ =sin(+e)
(d) d

d) d=10+ 8 +358.07+3. (2~ - 1) 3B

(©) o= (_%ﬂm)-
Reseni.

(a) a
(b)
(c) c=sin(+) ... nenidefinovano
(d d=04+0+0+3-(-1)-0=-3
(e)

b= +oo+(—oo) ... neni definovano

e) e=0% ... nenidefinovano.




Definice vlastni limity posloupnosti

Posloupnost (a,) ma vlastni limitu a € R, ((a) je
konvergentni), pokud pro libovolné kladné realné cislo ¢
existuje pfirozené Cislo ng tak, ze pro vSechna pfirozena Cisla n
vétsi nebo rovna nez ng plati: |a, — al < €.

Pouzivané zapisy:
lim a,=a; lima,=a
N—so0

(an)= —a

an—a pro n-— oo

Vice (k definici vlastni limity posloupnosti) na prednasce.



Definice nevlastni limity posloupnosti

@ Posloupnost (a,) ma nevlastni limitu a = +, pokud pro
kazdé realné Cislo A existuje prirozené Cislo ng tak, Zze pro
vS§echna pfirozena Cisla n vétsi nebo rovna nez ny plati:
anp > A.

@ Posloupnost (a,) ma nevlastni limitu a = —, pokud pro
kazdé realné Cislo B existuje pfirozené &islo ng tak, ze pro
vS§echna pfirozena Cisla n vétsi nebo rovna nez ny plati:
an<B.

V obou pfipadech fikdme, Ze je posloupnost (a,) divergentni.
Divergentni je také kazda oscilujici posloupnost, tedy
posloupnost, ktera nema limitu vlastni ani nevlastni.

Poznamka. Pokud /lim,_, .. = <o, fikdme, Ze posloupnost (an)
roste nade vSechny meze. Podobné, v pfipadg, Ze
limp_ 1. = —oo, fikame, Ze (an) roste pode vSechny meze.



Kazda posloupnost tedy konverguje nebo diverguje. Pritom ve
druhém pfipadé bud osciluje (tedy nema limitu vlastni ani
nevlastni) nebo diverguje k +e nebo k —co.

Pfiklady
@ Posloupnost (27-3) je konvergentni a ma (vlastni) limitu 2.

@ Stacionarni posloupnost (¢) je konvergentni a ma (vlastni)
limitu c.

@ Posloupnost (3r?) je divergentni, ma (nevlastni) limitu -co.

@ Posloupnost (—0,001n) je divergentni a ma (nevlastni)
limitu —eco.

@ Posloupnost (") je pro g < —1 divergentni, nema limitu
(osciluje). Pro g =1 ma (vlastni) limitu 1, pro g > 1 ma
(nevlastni) limitu +e a pro q € (—1,1) ma (vlastni) limitu 0.




Véty o limitach 1/2

Bez dukazu nyni uvedeme néktera tvrzeni o limitach
posloupnosti.

Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu. \
Kazda konvergentni posloupnost je omezena. \
Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni. \

Necht lima, = a, limb, = b a pro nekone¢né mnoho n plati
an< b, Paka<hb.




Véty o limitach 2/2

Véta
Necht lima, = a, limb, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych
stranach maji v R* smysil:

Q lim(a,+by)=a=+b

Q lim(a,-by)=a-b

©Q pro b, #0, b+#0 je lim(a,/by) = a/b

Q lim|ay| =|al.

Necht lima, = a=lim b, a pro nekone¢né mnoho n je
an<cp< bp. Pak lime, = a.




Nulové posloupnosti

Posloupnost (ay), pro kterou lim,_, 1. a, = 0 nazveme nulova
posloupnost. Tyto konvergentni posloupnosti se s vyhodou
vyuzivaji pfi vypocCtu limit a (mimo jiné) umoznuji definovat
konvergenci podle nasledujici véty.

lim ap=a <= Ilim (a;—a)=0.
Nn——+oo n——o0

Jestlize lim,_, o |@n| = +oo, pak lim,_,1..(1/an) = 0.

Je-li posloupnost (a,) nulova a pro kazdé ne IN je
@ ap>0,paklim,, .1/an= +eco.

@ ap<0,paklim,iel/an= —oo.
@ ap#0, pak limp_, e 1/|@n| = +oo.




Priklad
Vypocitejte limity nasledujicich posloupnosti:

(@)

. 3 +5n+10
A= lim
nrte — 48 —9n 1 150
(b)
B jim 3:2M'+13
" note 5.20—7
Reseni.
(a) ,
P TR+ ® 04040 _
n—>+m%’ﬁ+%+% —4+0+0
(b) 3.271413
20ty
B lim 20— _ 3%0 _6
(=ree on+1 (5 ’ é) - 0 2

0
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Priklad
Vypocitejte limity nasledujicich posloupnosti:

(@)

A= lim cos (E)
N—s+oo T
(b)
B= lim n-(V7+n?—n).
n— oo
Reseni.
(a) Dana limita neexistuje.

(b)

5o n-(V7+n?—n)-(V7+n?+n)
C notee m+n

A= 7 7
= lim n-(7+n) = lim —=-.

N——oo VT+n+n oo /%_‘_1_'_1 2




Priklad
Najdéte dvé nulové posloupnosti (as), =, (bs)=; tak, aby
(a)

. an_ S
el
(b) )
0 n __ o
il =

Reseni. Na prednasce.

Ukazte, Ze kazdé iracionalni Cislo je limitou neklesajici
posloupnosti racionalnich Cisel. Najdéte takovou posloupnost
pro Cislo .

Reseni. Na prednasce.




Nékteré vyznamné limity

Necht neIN,0< ke R, 1 <acR, pak
[+
lim Vk=1, lim /n=1
N— oo N—+-c0
° |
im —— — e, lim Hal_g
n—-+e10g, N n—te N
° k
n
im 2= 4o, lim =0
N—+o N n——+eo g
[+ | kn
. n .
nl—mwﬁ =t nL'TooH =0
o
lim (1 n —) — o= 2,71828182845904523536
N—s oo




Souvislost limit posloupnosti s O notaci a s © notaci

Poznamka. Pfedchozi véta je v souladu s dfive uvedenym
porovnanim rychlosti ristu u vybranych ¢iselnych funkci.

Necht f,g: N — R¢ a limy 4o % — a. Pak

Q jellia=0je f(n) € O(g(n)).
Q je-liac (0,+) je f(n) € ©(g(n)).

Princip diikazu. Podle definice limity pro € € R, ng,n € IN:

. | f(n)
Ve >0 dng Vn> ng : ‘g(n)_a‘ <E.
Upravime posledni nerovnost (odstranime absolutni hodnotu,
vynasobime g(n)) a obdrzime:
(a—g)-g(n) <f(n) <(a+e)-g(n),

odkud dostaneme pozadované.



|
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Priklad
Necht f,g:IN — R™, pficemz

f(n)=3n+5m+4n+7, g(n)=2n°+n?+n.

Pak f(n) € ©(g(n)) atedy i g(n) € ©(f(n)) (funkce f a g jsou
asymptoticky ekvivalentni). Také f(n),g(n) € ©(n®) a
f(n),g(n) € O(n*).

Vypocet a komentar na prednasce.




@ Posloupnosti a fady

@ aritmeticka a geometrické posloupnost



V praxi je mnoho situaci, kdy zname nékolik prvnich ¢lenu ay,
a, as, ..., ap Néjaké posloupnosti a pomoci této znalosti
chceme zjistit, zkonstruovat nebo predpovédeét jeji dalsi ¢len
any1. Maze jit napriklad o posloupnost penéznich Castek,
(Casovou) posloupnost Gdaju o objemu vyroby, a podobné.
Problémem je, jak urcit dalsi ¢len (nebo alespon jeho pfibliznou
hodnotu) ze znalosti pfedchozich. Zvlastni pozornost si
zaslouzi posloupnost aritmeticka a posloupnost geometricka,
které se vyskytuji pomérné Casto.



Aritmeticka posloupnost

Definice

Aritmeticka posloupnost? je posloupnost, ktera je dana svym
prvnim ¢lenem ay, konstantni diferenci d a rekurentnim
pravidlem Vne N: a,.1 = ap+d.

4Aritmetickou posloupnost Ize rovnéz definovat jako posloupnost, u niz
rozdil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lenl je konstantni.

Z rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro n-ty ¢len34:
ap=ai+(n—1)d.

Snadno nahlédneme, Ze aritmeticka posloupnost je pro d > 0

rostouci a pro d < 0 klesajici.

@ Aritmeticka posloupnost, jejiz prvni Ctyfi Cleny jsou: a; =7,
a =4,a3=1, a;, = —2, ma diferenci d = —3.

@ Posloupnost (2n— 1) je aritmeticka s diferenci d = 2.

34Dokazuje se jednoduse naptiklad matematickou indukci:



Soucet prvnich n ¢lena aritmetické posloupnosti

Prakticky vyznam ma soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické
posloupnosti. Vzorec pro s, Ize odvodit napfiklad tak, ze si ho
vyjadfime dvéma zpusoby:
sn = a+(a+d)+(a+2d)+ -+ (a +(n-1)d),
Sn = apnt+(an—d)+(an—2d)+---+(an—(n—1)d).

Po secteni mame 2s, = n-(ay + ap), takze s, = 3 - (ay + an).

Ptiklad

Ve skladu jsou na sobé naskladany krabice tak, ze v kazdé
fadé je o jednu krabici méné nez v fadé pod ni. Vypocitejte,
kolik je ve skladu celkem krabic, pokud spodni fada obsahuje
26 krabic a vrchni fada 8 krabic.

Reseni. Vime, Zze a; =26, n= (26 —8) +1 =19, a9 = 8.
Dosazenim téchto hodnot do obecného vzorce s, = J - (a1 + an)

ziskame hodnotu sig = 12 - (26 + 8) = 323. Ve skladu je 323
krabic.




Geometricka posloupnost

Definice

Geometricka posloupnost? je posloupnost, ktera je dana
svym 1. ¢lenem a; # 0, konstantnim kvocientem q # 0 a
rekurentnim pravidlem Yn € IN: a1 = an-q.

4Geometrickou posloupnost Ize rovnéz definovat jako posloupnost, u niz
podil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lenu je konstantni.

Z rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro n-ty ¢len®s:
an=a1-q" "

@ Geometricka posloupnost majici prvnich pét ¢lenud: a; = 3,
a=1,a3=3, a4 =9, as =27 ma kvocient g = 3.

@ Posloupnost ((3)") je geometricka s kvocientem g = — 1.
@ Posloupnosti (n), (2m? —n+1), (n') geometrické nejsoul.

35Dokazuje se jednoduse naptiklad matematickou indukci:




|
N

Priklad

Na spoficim Uctu je ulozeno 200000 KE. Vypocitejte, jaka
Castka bude na UcCtu presné po péti letech, pripisuje-li se
(a) Ctvrtletné na konto 0,8% Urok.

(b) roéné na konto 3,2% urok.

(c) ro¢né na konto 3,6% urok.

Reseni.

Vyuzijeme vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu geometrické
posloupnosti: a, =a;-q"".

(a) Vime, ze a; =200000; g=1,008; n=5-4 =20. Po
dosazeni mame: axy = 200000 - 1,008'% = 232691, 28. Castka
se tedy po péti letech zvysi na 232 691,28 K¢ (po zaokrouhleni
na dvé desetinna mista).

(b) a (c) Analogicky, zkuste sami.




Soucet prvnich n ¢lenii geometrické posloupnosti

Prakticky vyznam ma soucet prvnich n ¢leni geometrické
posloupnosti (tzv. n-ty ¢astecny soucet geometrické rady).
Vzorec pro s, Ize odvodit tak, ze vyjadfime s, a q- sp:
sn = ajtai-qtai-g+o+a-g,
g-sn = a-g+a-qi+-+ar-q" +aq.

Po odecteni je s,-(1—q) = a1 - (1 —q"), takze (pro g # 1):
1—q" n_A

1-q qg—1

Sn:a‘]'

Ptiklad

Vynélezce Sachové hry pozadoval podle povésti odménu za
kazdé ze 64 poli S8achovnice takto: za 1. pole jedno obilné zrno,
za 2. pole 2 zrna, za 3. pole 4 zrna, atd., za kazdé dalSi vzdy
dvojnasobek. Kolik zrnek obili mél dostat?

Reseni. Na prednasce.




e Posloupnosti a fady

@ Ciselné fady, kritéria konvergence



Ciselna fada (konvergentni a divergentni)

Definice

Necht (an);* je Eiselna posloupnost (posloupnost redlnych
Cisel). Ciselnou Fadou (fadou realnych Cisel) budeme rozumét
symbol

oo
Y an nebo aj+ax+az+--+an+t...
n=1

Posloupnost (sp);*, definovanou vztahy?
S$1=&a,S% =a+a,...,Sp=a;+---+an, ...

nazyvame posloupnosti ¢asteénych soucti fady Y an.
Jestlize existuje vlastni limita lim,_, .. s, = s, fikdme, Ze fada
Y.\, a, konverguje a ma soucet s (pak piseme ¥/, a, = s).
V opacném pripadé fikame, Ze fada diverguje.

aCislo s, nazyvame n-tym éasteénym souctem fady 2;;"1 an.




Podle definice fada Y a, diverguje, jestlize neexistuje vlastni
limita posloupnosti ¢astecnych souctl. Tedy v pripadé, ze
lim,_, . Sn je nevlastni (pak ji téz nazyvame soucet fady) nebo
neexistuje (pak Fada nema soucet).

Poznamka. Ciselnou fadu ):+ 1 an Ize povazovat za zobecnéni
soucCtu kone¢ného poctu realnych Cisel. Pokud pouzijeme
zkraceny zapis Y a, (tedy vynechame-li podminku pro n),
uvazujeme cCleny vzdy od nejmensiho n € IN, pro néz ma vyraz
an smysl. U kazdé fady vyvstavaji dva zakladni problémy: zda
konverguje, a kdyz konverguje, tak jaky ma fada soucet.

Stanovte soucet fady Y =

n=1 n(n+1)
Reseni. Na prednasce s tim, 2e ap = ——— =




Geometricka fada Y/, ag""

Prikladem fady, u niz Ize snadno rozhodnout o konvergenci a
urcit jeji soucet s, je geometricka fada (a # 0 # q):

a+aqg+ag®+---+aq"+...
Vime, Ze jeji n-ty CasteCny soucet je (pro q # 1):

1-qg"

Geometricka fada tedy
@ pro |g| < 1 konverguije a jeji soucet s = &,
@ pro g > 1 diverguje, s=+4ooproa>0,s=—cproa<0

@ pro g < —1 neexistuje lim sy, fada diverguje a soucet nema.



Zadani prikladu: Achilles a zelva

Vysvétlete, v ¢em je mylna starovéka Zenbnova aporie, podle
které rychlonohy bézec Achilles nikdy nedohoni zelvu, ktera je
o kus pred nim. Pro konkrétnost si predstavme, Ze méa zavod
délku 140 metrd. Jelikoz je Achilles dvacetkrat rychlejSi nez
zelva, da ji na zacatku naskok 100 metrd. V dobé, kdy Achilles
ubéhne 100 metru, bude Zelva od startu vzdalena 105 metrd.
Kdyz Achilles ubéhne dalSich 5 metru, bude zelva zase o
kousek dél a tak az do nekonecna. Protoze se Zelva vzdy
trochu posune, Achilles ji (podle Zen6na) nikdy nedohoni.




Reseni prikladu: Achilles a Zelva

Pointa tkvi v tom, Ze soucet (nekonecné) fady mize byt
konecny. Snadno mizeme urcit misto, kde Achilles zelvu
dozene. Staci secist nekone¢né mnoho Usekd, o které se Zelva
posune smérem od startu k cili:

100 100 100

=1
S 00+ 50 +202+203+

Jednd se o geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a= 100 a
s kvocientem g = 2io Jelikoz je |q| < 1, dana fada konverguije.

Po dosazeni do vzorce dostaneme:

a 100 2000

- & — S = 105,2631578947.
Ti-gT1_ L 19 !

Achilles Zelvu dozene pfiblizné ve vzdalenosti 105 metr( a 26,3
centimetrd od startu.

v




Zakladni harmonicka rada diverguje

Zakladni harmonicka fada ¥/, 15 je dllezity priklad Ciselné
fady, kde
—1+1+1+1+1+ +1
2 3 4 5
Da se dokazat, Ze je divergentni. To je celkem neintuitivni

vysledek, nebot’ napfiklad: siggp = 7,48 a S1ggoo00 = 14,39.

Priklad

Dokazte divergenci fady Y= 17

|
N

Nastin reseni.
Sh=1+— L -+ 1 >n-i—\/ﬁ—>+
f BT R ’

tedy dana rfada je divergentni.




Nutna podminka konvergence rad

Nutnd podminka konvergence
Jestlize fada Y./, a, konverguje, pak lim,_, ;. a, = 0.

Dikaz. Necht 2 ', an konverguje, pak limg_, ;. sp = s € R. Pak

lim a,= I|m( —Sp_ 1)_ I|m Sp— I|m _Sp1=8—8= 0.
N—+-oc0 +oo

Poznamka. Uvedena podminka konvergence neni postacujici,

nebot napfiklad zékladni harmonicka fada tuto podminku

splfiuje (limp_, 1. 1+ = 0), i kdyZ je divergentni (L=, 1 = +oo).

Nasleduijici tfi Ciselné fady:

foo oo
Y vn, Y (—=1)"-n, Y %
n=1 n=1 n=1 n

diverguiji, protoZze nespliuji nutnou podminku konvergence.




Stejné chovani rad

Neékteré formulace vlastnosti fad se zjednodusi, jestlize
zavedeme pojem chovani rady.

Rikame, Ze dvé fady maji stejné chovani, pravé kdyz jsou obé
konvergentni, nebo obé maji nevlastni soucet nebo obé nemaji
soucet.

Véta o vynechani prvnich k Clenu

Chovani fady se nezméni, vynechame-li jejich prvnich k ¢lena.

K dakazu. V puvodni fadé je s, = a; +as +--- + an, v upravené
fadé je Castecny soucet o = a1+ akio+- -+ aksm- Pro

n> k polozme n= k+ m. Pak s, = sx + o, a tedy Castecné
soucty sy, om se navzajem lisi jen o realnou konstantu sy.
Odsud plyne tvrzeni pro vSechny tfi druhy chovani.



Rady s nezapornymi ¢leny

Rady Y a,, s nezapornymi &leny, a, > 0, maji nékteré vyznaéné
vlastnosti pokud jde o konvergenci a jeji zjistovani. Jsou
zalozeny zejména na tom, ze posloupnost s, jejich Castecnych
souctl je neklesajici, takze ma vzdy limitu. Pokud je
posloupnost s, shora omezena, je fada Y a, konvergentni,
neni-li s, shora omezena, ma fada Y a, soucet +-oo.

Nyni pojednéame o limitnich kritériich konvergence a divergence
fad s nezapornymi ¢leny. V pfipadé, Zze ma dana Ciselna fada
vSechny své Cleny kladné, budeme miuvit o kladné radé.



Limitni srovnavaci kritérium

Tvrzeni
Mame-lifady Y a, a ¥ bn, kde 0 < a, < by, pro kazdé n € IN. Pak

@ z konvergence majorantni frady ¥ b, plyne konvergence
fady Y ap.

@ z divergence minorantni fady Y a, plyne divergence fady

Y bn.

Toto tvrzeni umoznuje dokazat nasledujici vétu.

Véta (limitni srovnavaci kritérium)

Méjme dvé kladné fady Y an, Y bn, a necht’ existuje
limp e z—z = K. Pak pro K € (0,+0) maji obé fady stejné
chovani.




Priklad
Rozhodnéte o konvergenci fady

§
n=1 3n+5.

Reseni. Danou fadu srovname se zakladni harmonickou
fadou, o které vime, Ze je divergentni. Mame:

1
. TR . n 1
lim 305 — |im = _.
N—+4o 1 n—+w3n+5 3

S|=

Zjistili jsme, Ze podle limitniho srovnavaciho kritéria zadana
fada diverguje.




Limitni podilové kritérium

Véta (limitni podilové kritérium)
Necht Y a, je kladna fada a existuje

. a
lim 21— A
n—+e a,

Pak pro A < 1 dana fada konverguje a pro A > 1 fada diverguje.

Priklad

v sy +oo 37
Rozhodnéte o konvergenci fady Y/~ 7.

Reseni. Uzitim limitniho podilového kritéria:

3n+1 3
. 1! .
lim MO8 jim =0<1,
note S n—+e N+ 1

vidime, Ze je zadana rfada konvergentni.

\




Limitni odmocninové kritérium

Véta (limitni odmocninové kritérium)

Necht ¥ a, je fada s nezépornymi Cleny a existuje lim y/a, = A.
Pak pro A < 1 dana fada konverguje a pro A > 1 fada diverguje.

Priklad
Rozhodnéte o konvergenci fady

o0 n‘2n

Lo

Reseni. Podle limitniho odmocninového kritéria:

im (/722
ey 3 T3 b

je zadana fada konvergentni.

N




Vyuziti ¢iselnych rad

Poznamka. Rady se &asto vyuzivaji pFi urgovani pfibliznych
hodnot vyrazd. Napfiklad z toho, ze

+oo yen X2 3
=) —=1 =
Lo Ht gt

muzeme relativné snadno urcit tteba hodnotu f s presnosti

na deset desetinnych mist. Dodejme, Ze se fady uplatnuji také
pfi urCovani pfibliznych hodnot urcitych integrald.



@ Grafy

@ skore grafu, eulerovské tahy



Stupen vrcholu

Méjme dan neorientovany graf G = (V, E). Stupen vrcholu
u € V je pocet hran, pro které je vrchol u koncovym vrcholem.
Oznaceni: deg(u).

Poznamka. U orientovanych grafli se zavadi vstupni stupen
vrcholu (pocet hran, které do vrcholu pfichazeji) a vystupni
stupen vrcholu (pocCet hran, které z vrcholu vychazeji).
Stupném vrcholu je pak soucet obou hodnot. My se v této Casti
zaméfime vyhradné na grafy neorientovné.



Princip sudosti a jeho dusledek

V kazdém neorientovaném grafu G = (V, E) plati, Zze

Z deg(u) =2|E]|.

ueV

K dakazu. Pfi s¢itani stupnd vrchold v grafu G zapocitame
kazdou hranu dvakrét (jednou za kazdy jeji konec). Z toho
ihned plyne dokazované tvrzeni.

Dusledek

V kazdém neorientovaném grafu je pocet vrcholi majicich lichy
stupen sudé cislo.

Dikaz. Na prednasce.



Skore grafu

Definice

Méjme dan neorientovany graf G= (V,E), kde

V ={vy,vs,...,Vvy}. Pak posloupnost stupnu jeho vrcholu:
deg(vy), deg(v2), ..., deg(vy) nazveme skore grafu.?

aDvé skoére povazujeme za stejnd, pokud jedno dostaneme permutaci
druhého, na zvoleném poradi vrcholll tedy nezalezi.

Poznamka. Dva izomorfni grafy maji stejné skore, odkud
obménou implikace vyplyva, Ze dva grafy s rliznym skére jsou
neizomorfni. Opacna implikace vSak neplati, nebot maji-li dva
grafy stejné skére, nemusi byt izomorfni. Tento fakt Ize snadno
demonstrovat tfeba na dvou grafech majicich skoére 2,2,2,2,2,2
(podrobnéji na prednasce).



Véta o skore grafu

Véta Havlova—Hakimiho

Méjme dana nezporna cela Cisla d; > do > d3 > --- > d), kde
1 < d; <n-—1. Pak je posloupnost

d1ad27d3a"'vdn
skoére néjakého grafu s n vrcholy, pravé kdyz je posloupnost

d2—1,d3—1,...,dd1+1 —1,dd1+2,...,dn

skére néjakého grafu s n—1 vrcholy.

Princip dikazu na prednasce.



Test skore grafu

Algoritmus testujici skére grafu

Vstup: nezaporna cela ¢isla dy > do > --- > dp, kde ne N.
Vystup: odpoveéd ANO, je-li posloupnost dy,db, ..., d, skére
grafu; jinak odpoveéd NE.

@ Je-li d;y =0, odpovéz ANO a skonci.

©Q V piipadé, ze d; > n—1, odpovéz NE a skongi.

© Z posloupnosti dy, db, ds, ..., d, uréi novou posloupnost
ab—1,05— 17--'7dd1+1 = 1,dd1+2,...,dn. Vyskytuje—li se
v nové posloupnosti zaporné ¢Cislo, odpovéz NE a skondi.
Je-li v nové posloupnosti nejvy$sim Cislem 0, odpovéz
ANO a skongi.

© Novou posloupnost usporadej sestupné. Pak z ni odstrarn
¢leny s nulovou hodnotou a pokracuj (s ni) bodem 2.

Ukazka pouziti na prednasce a na cviceni.



Eulerovsky tah

Necht G = (V,E) je neorientovany graf. Pak eulerovsky tah je
tah, ktery obsahuje v§echny vrcholy grafu G a ve kterém se
kazda hrana vyskytuje pravé jednou. Je-li tento tah uzavieny
nazyva se uzavieny eulerovsky tah.

Véta
@ V neorientovaném grafu G = (V, E) existuje uzavreny
eulerovsky tah, pravé kdyz je graf G souvisly a kazdy jeho
vrchol ma sudy stupen.
@ V neorientovaném grafu G = (V, E) existuje neuzavieny
eulerovsky tah, prave kdyz je graf G souvisly a ma prave
dva vrcholy lichého stupné.

Princip ddkazu na prednasce.
Ukazka pouziti véty na prednasce a na cviceni.



@ Grafy

@ problém &tyf barev, barveni grafu



Problém ctyr barev 1/4

Zdroj: 3.bp.blogspot.com/-
PtOxbW9Ngns/Uwugi7fBg6l/AAAAAAAABWE/mA89sdschq0/s1600/Four+Colors.png



Problém ¢tyr barev 2/4

Problém ¢tyr barev

Kolik nejméné (riznych) barev je potfeba k obarveni libovolné
politické mapy tak, aby zadné dva sousedni@ staty nebyly
obarveny stejnou barvou?

aStaty uvazujeme jako souvislé oblasti s tim, Ze za sousedni staty bereme
takové, jenz maji spole¢nou hranici (nestykaji se jen v jednotlivych
izolovanych bodech).

Poznamka. To, ze staci pét barev Ize dokazat relativné snadno.
Dnes vime, ze Ctyfi barvy staci pro vSechny mozné pripady
(konfigurace). Jak je uvedeno dale, diikaz tohoto tvrzeni (véty o
Ctyfech barvéach) je velmi obtizny.



Problém ctyr barev 3/4

@ Poprvé o problému Ctyf barev pojednal v roce 1840 (na své
prednasce) A. F. Mébius.38

@ Problém c¢tyf barev dlouhou dobu vyznamné podnécoval
rozvoj teorie grafa.

Zdroj: world.mathigon.org/resources/Graph_Theory/fourcolour.png

36N&mecky matematik August Ferdinand Mébius (1790 — 1868) polozil
zéaklady topologie. Je po ném pojmenovana Modbiova paska — trojrozmérny
Utvar majici pouze jednu stranu.




Problém ¢tyr barev 4/4

@ V roce 1976 Wolfgang Haken ve spolupraci s Kennethem
Appelem nasli pomoci pocitaCe kompletni dikaz véty o
Ctyfech barvach. Uméli se vyporadat se vSemi (tehdy
1936) konfiguracemi. Reseni si vyzadalo cca 1200 hodin
strojového Casu, pficemz jejich test odstranitelnosti
pouzival 487 pravidel. Zhruba Ctyfi roky trvala pfiprava
metod, programu a samotna prace s pocitatem.

@ Jejich pokracovatelé vylepsili test odstranitelnosti a zjistili,
Ze staci ovérovat podstatné méné konfiguraci. Zatim vSak
nikdo nedokazal snizit poCet konfiguraci natolik, aby byl
dukaz ovéfitelny Clovékem. Problém Ctyf barev se stal
prvni velkou vétou dokazanou s vyuzitim pocitace, bez
moznosti tradiéniho pfimého ovéreni od recenzentu
(z oblasti matematiky).



Poznamka. Z nasledujiciho obrazku je patrné, ze k obarveni
~mapy"“ na anuloidu je potfeba alespon sedmi riznych barev.

Zdroj: i.stack.imgur.com/6Ay50.png



Vrcholové barveni grafu, chromatické cislo grafu

Barveni grafu je jednou z disciplin teorie grafu, ktera se
zabyva prifazovanim barev (typicky reprezentovanych
prirozenymi &isly) riznym vrcholdm3’ v daném grafu.

Definice

Necht k € N a G = (V,E) je neorientovany graf. Zobrazeni
f:V—{1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G pomoci

k barev, pokud pro kazdou hranu {u, v} € E je f(u) # f(v).
Rikame, Ze graf G je k-chromaticky. Nejmensi &islo k, pro
které je graf G k-chromaticky se nazyva chromatickeé cislo
grafu. Znaci se x(G).2

4x(G) je tedy minimalni pocet barev potfebny pro obarveni grafu G.

37Kromé vrcholli Ize v daném grafu barvit i hrany &i stény. V pfipadé
hranového barveni je kazda hrana incidentni s vrcholem v obarvena jinou
barvou. My se tim zabyvat nebudeme.



Vlastnosti x(G)

Zakladni vlastnosti x(G) neorientovaného grafu G= (V,E):

@ Chromatické ¢islo 1 maji pouze grafy, kde |E| = 0. Tyto
grafy, sestavajici z izolovanych uzl(, nazyvame diskrétni.

@ Stromy, kde |V| > 1, maji chromatické €islo 2. (Pro strom
s jedinym vrcholem je zfejmé x(G) =1.)

©Q x(G) > 3, pravé kdyz G obsahuje kruznici liché délky.

Q x(G) < 4 pro libovolny planarni graf®® (podle véty o tyfech
barvach).

@ x(G) =|V| pro libovolny piny graf G.3°

Q x(G)—1 < m, kde mje maximalni stupen vrcholu v G.

Konkrétni pfiklady na prednésce.

38Graf je planarni (t&Z rovinny), Ize-li jej nakreslit v roviné tak, Zze se zadné
dvé hrany neprotinaji.

39Uplny graf je neorientovany graf, v némz jsou kazdé dva rizné vrcholy
spojené hranou.



Algoritmus sekvencéniho vrcholového barveni grafu

Stanoveni x(G) u obecného grafu je NP-Uplny problém. Pfesné
algoritmy urcujici x(G) maji exponencialni casovou slozitost.
Pro praktické Ucely tak vznikaji heuristické algoritmy, které
problém vyresi pomérné rychle (avSak bez zaruky presného
feSeni). Nasleduje volny popis jednoho z téchto algoritmu:
@ Nejprve je skére daného neorientovaného grafu G= (V,E)
usporadano do nerostouci kone¢né posloupnosti. Pro
|V| = n jsou tedy stupné vrcholl grafu G sefazeny takto:
dy > do > d3 > --- > dy. Necht jim odpovidajici vrcholy
tvofi konec¢nou posloupnost (v;)iL;.
@ Barva 1 je pfitazena vrcholu vq € V, jehoz stupen je d.

@ Dokud nejsou pfifazeny barvy véem n vrcholim grafu G,
postupné se (zleva doprava) prochazi posloupnost (v;)i_,
dosud neobarvenych vrcholl, se snahou pfifadit jiz
pouzitou barvu. Pokud pouzitou barvu nelze prifadit je
pfifazena barva nova (dosud nepouzita).

Konkrétni priklad na prednasce.



Poznamka. Predchozi (heuristicky, hladovy) algoritmus?°
spada do tfidy algoritma, které barvi vrcholy grafu iterativné

s kvadratickou ¢asovou slozitosti. U téchto algoritmu je
kliCovou otazkou, jak vybrat dosud neobarveny vrchol. Lépe
nez pouzit ndhodny vybér je pravé uprednostnéni vrcholu

s aktualné nejvy$Sim stupném, nebo napfiklad vybér vrcholu
takového pocinani je zbavit se nejprve nejobtiznéjSich vrchold,
u nichz by odkladani obarveni mohlo blokovat feseni, které se
blizi optimu.

40Na podobném principu funguje i tzv. Welsh-PowellGv algoritmus z roku
1967. Viz https://www.youtube.com/watch?v=CQIW2mL{G04


https://www.youtube.com/watch?v=CQIW2mLfG04

Algoritmus vrcholového barveni grafu pomoci nezavislych mnozin

Mnozina vrcholl N se nazyva nezavisla, pravé kdyz neexistuje
hrana, ktera by spojovala dva vrcholy lezici v mnoziné N. Pro
kazdé obarveni grafu je zfejmé mnozina vrcholl obarvenych
stejnou barvou nezavisla.

Nasleduje volny popis algoritmu vrcholového barveni grafu
pomoci nezavislych mnozin:

@ Zvolime neobarveny vrchol v (podobné jako u
sekvencniho barveni) a uréime nejvétsi nezavislou
mnozinu N(v) vrcholl obsahujici v. V8echny vrcholy
z mnoziny N(v) obarvime novou barvou.

@ Postup opakujeme s dosud neobarvenymi vrcholy, dokud
nejsou v8echny vrcholy obarveny.

Konkrétni priklad na prednasce.



Aplikace souvisejici s barvenim grafu

Barveni grafu Ize modifikovat a pouzit na feSeni nasledujicich
praktickych probléma:

@ skladovani nebezpecnych latek, z nichz se nékteré mohou
vzajemné ovlivhovat
podavani léku, z nichz nékteré spolu nelze kombinovat
planovani procesu s jednim zdrojem, které nemohou
probihat naraz
tvorba rozvrhu hodin, planovani schizek a jednani
barveni map
fizeni svételnych kfizovatek
feSeni Sudoku (hranami jsou spojena v§echna Cisla
(vrcholy) v ramci jednoho fadku/sloupce/bunky)
urcovani frekvenci vysilact mobilniho signalu, kdy dva na
sebe ,vidici“ vysilate nemohou mit stejnou frekvenci. Je
chténo, aby bylo pouzito co nejméné riznych frekvenci.
Poznamenejme, Ze v méstskych ¢astech najdeme
pomeérné Casto tfeba pétici vysilacl, které na sebe
vSechny soucasné ,vidi".



@ Grafy

@ toky v sitich



Uvodni motivace

Siti rozumime orientovany graf (pfedstavujici ,potrubi®), ve
kterém je uziteCné umeét nalézt tzv. maximalni tok. Souvisi

s tim napfiklad pfenos dat v internetu, prichodnost vodovodu Ci
ropovodu, pripadné silni¢ni nebo Zelezniéni sité, kde si Ize
vrcholy grafu predstavit tfeba jako kfizovatky silnic nebo
zeleznicni uzly.

Zminéné ,potrubi“ ma danou kapacitu, kolik latky (dat, vody,
ropy, zbozi apod.) mize v danych Usecich rozveést. Latka
putuje vzdy ze startu do cile; témto vrcholiim se v terminologii
siti fika zdroj a stok (téz spotrebic). Nikde jinde, nez v téchto
dvou rliznych mistech latka nevznika, ani neubyva.

Budeme se zabyvat problémem, jak v dané siti nalézt nejvétsi
tok ze zdroje do stoku vzhledem ke znamé kapacité
(propustnosti) hran.



Definice sité

Sit' je orientovany graf G= (V, E), ktery
@ je hranové ohodnocen zobrazenim c: E — ]Rar, zvanym
kapacita hran

@ obsahuje dva rtizné vrcholy z € V, s € V, zvané zdroj a
stok (spotrebic), pfitemz do z zadné hrany nevstupuji a
z vrcholu s Zadné hrany nevystupuiji.
Vrcholy sité rizné od zdroje a stoku nazyvame vnitini vrcholy.

Poznamka. V prakticky zamérenych ulohach se maze
vyskytovat vice zdroju. V definici uvedeny jeden zdroj v§ak
postacuje, nebot z néj mohou vést hrany do ostatnich zdroju,
pricemz pak puvodni zdroje mohou mit své vlastni kapacity.
Podobné se Ize vyporadat s vice stoky.



Definice toku v siti a definice nenasycené cesty

Tok v siti je zobrazeni t: E — R, které
@ kazdé hrané e € E prifazuje Cislo t(e), pro které plati
0 <t(e) < c(e), kde c(e) je kapacita hrany e
@ pro kazdy vnitfni vrchol v € V spliuje podminku, Zze soucet
tokd hranami vstupujicimi do v je roven souctu tokud
hranami vystupujicimi z v.2

4Pro vnittni vrcholy je tak splnén tzv. zakon kontinuity.

v

@ Je-li f(e) < c(e) (tedy tok hrany je ostfe mensi nez kapacita
hrany), pak fekneme, Ze hrana e je nenasycena tokem t.

@ Nenasycenou cestou sméfujici ze zdroje z do stoku s
rozumime orientovanou cestu, jejiz vSechny hrany jsou
nenasycené.




Maximalni tok v siti a minimalni rez

Necht symbol |t| oznaCuje tzv. velikost toku f, coz je celkové
mnozstvi, které odteCe ze zdroje z (nebo priteCe do stoku s).
Pak tok t nazveme maximalni, jestlize pro kazdy jiny tok t*

v dané siti plati |t*| < |t|. Nyni zavedeme pojem velikost fezu,
ktery s velikosti toku Gzce souvisi.

Definice

Rez v siti je vlastni podmnoZzina H mnoziny véech hran E
takova, Ze v podgrafu G — H (kde jsou z G odebrany vSechny
hrany z H) nezbude 2adna orientovana cesta ze zdroje z do
stoku s. Velikost fezu H je soucet kapacit vSech hran z H, tedy

Cislo Yecryc(e).

<

Maximalni velikost toku v siti je rovna minimalni velikosti fezu.

Tuto vétu nebudeme dokazovat. Hlavni mySlenka dukazu je ale
v souladu s intuici a je patrna z feSeni konkrétnich prikladd.



Algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti

Nasleduje volny popis jednoho algoritmu*' pro hledani
maximalniho toku t v siti orientovaného grafu G= (V,E)
s kapacitou hran ¢, se zdrojem z a stokem s:

@ Nejprve nastavime pro kazdou hranu e € E hodnotu
t(e) =0.

@ Dokud Ize vybrat jednu z nejkratSich nenasycenych cest
smeéfujicich ze z do s provadime v cyklu nasleduijici. Pro
hrany vyskytujici se v dané cesté zvétSime hodnotu toku t
0 nejvétsi moznou pripustnou hodnotu (danou aktualnim
stavem toku a nastavenim kapacit dot¢enych hran).

@ V pripadé, ze (uz) zadna nenasycena cesta neexistuje,
algoritmus vypiSe na vystup aktualni (maximalni) tok t a
skonci.

Konkrétni priklad na prednasce.

417Zde uvedeny Edmonds-Karpiiv algoritmus je vylepenou verzi
Ford-Fulkersonova algoritmu pro hledani maximalniho toku v siti.
Viz https://www.youtube.com/watch?v=RppudYwicl8



https://www.youtube.com/watch?v=RppuJYwlcI8

Poznamka k moznym modifikacim u siti a tokt v nich

Nékteré modifikace u siti a toku v nich:

@ U siti mize byt uzite¢né zadavat i kapacity vrchol(.
Jednotlivymi vrcholy pak nemuZze protéct vice nez je
povolené mnozstvi. Tuto sit' je ale snadné prevést na
klasickou sit. Staci totiz ,zdvojit“ vSechny vnitfni vrcholy a
hrany mezi nimi ohodnotit kapacitami ptivodnich vrcholU.

@ U hran sité je uveden pozadavek na minimalni kapacitu,
tedy doIni mez toku. (Tteba, kdyZ je chténo, aby
nedochazelo k zaneseni potrubi.)

© V siti je feSena preprava vice latek souc¢asné, coz vede na
zajimavy (a slozity) problém vicekomoditnich tokd v siti.
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