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V tomto dilu se budeme zabyvat problémem osmi dam.
Demonstrujeme si na ném, ze k danému problému lze pri-
stupovat ruznymi zpusoby, tfeba zménou reprezentace to-
hoto problému, kde se ¢asto zavadi redundance, ktera uleh¢i
vypocet, dusledkem c¢ehoz se usetii c¢as. Uvidime také, ze
klicovym krokem k feseni je casto zobecnéni vychoziho pro-
blému. Paradoxné, pokud vezmeme v tivahu obecnéjsi pro-
blém, Teseni Ize pak jednoduseji formulovat.

PROBLEM OSMI DAM

Problém osmi dam je Ssachovy kombinatoricky problém
(uvefejnény v roce 1848), jehoz cilem je umistit osm dam na
Ssachovnici takovym zpusobem, aby se podle pravidel sachu
navzajem neohrozovaly. Je tedy tfeba vybrat na Sachovnici
osm poli tak, aby zddnd dvé nebyla na stejném radku, ve
stejném sloupci a ani v jedné ze dvou diagonalnich linii.
Zobecnénim tohoto problému je problém N dam (uvefejnén
v roce 1850), jehoZ cilem je rozmistit N dam na Sachovnici
velikosti NxN tak, aby se vzajemné neohrozovaly. Zajimavou
otazkou je, jak vypadaji vSechna mozné takova rozmisténi a
jaky je jejich pocet.

Podivejme se pro zajimavost na pocet FeSeni (P) pro Sa-
chovnice do velikosti NxN poli, kde 1 <N< 14.

N 1234 56 7 8 9 10 11 12 13 14
P 100 210 4 40 92 352 724 2680 14200 73712 365596

Problém osmi dam byl poprvé zverejnén v berlinském
¢asopise Schachzeitung v roce 1848. Autorem ¢lanku byl
Max Bezzel. V dalsich letech se problému vénovalo mnoho
slavnych matematikt véetné Karla Friedricha Gausse.
Zobecnéni problému na N dam navrhl v roce 1850 Franz
Nauck, ktery také spravneé stanovil pocet vSech reseni pu-
vodniho problému s osmi damami.

V dnesni dobé neni znam rychly® algoritmus, ktery by
problém dokéazal fesit i pro obrovské sachovnice, reknéme
o rozmeérech 1000 x 1000 poli. Zde jsou vypocty natolik
komplikované, Ze je ani dnesni pocitace nezvladaji. V sou-
vislosti s tim nabizi Americky institut Clay Mathematics
Institute jeden milion dolarti tomu, kdo dokéaze napsat
rychly algoritmus, nebo dokéze, ze takovy algoritmus ne-
existuje.”

%Pojem rychly algoritmus zde nebudeme presné definovat.

b Anglicky vice (o) tom treba zde: https://
www.alphr.com/artificial-intelligence/1006866/
win-million-eight-queens-puzzle.

Podivejme se, jak lze problém osmi dam fesit v PRO-
LOGu. Reseni bude naprogramovano jako unarni relace

solution(Pos),

ktera je pravdiva, pokud Pos reprezentuje pozici s osmi da-
mami, které se navzajem neohrozuji. Jisté bude zajimavé po-
rovnavat rizné napady pro programovani tohoto problému
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z pohledu odlisnych reprezentaci, a proto si dale uvedeme
tTi riizné programy.

PROGRAM 1

Pozice dam na Sachovnici budeme reprezentovat sezna-
mem osmi polozek odpovidajicich poloze kazdé damy. Kon-
krétn{ pozici na Sachovnici bude urcovat dvojice soutadnic (X
a'Y), coz budou pfirozena ¢isla mensi nebo rovna osmi. Tako-
vou dvojici budeme v programu zapisovat X/Y. Na obrazku
1 je zobrazeno jedno z moznych Teseni a jeho odpovidajici
reprezentace seznamem.

— D W A N O
®

Obrazek 1: ReSeni problému osmi dam. Pozice dam je specifikovina
seznamem [1/4,2/2,3/7,4/3,5/6,6/8,7/5,8/1].

S touto reprezentaci stac¢i k vyreseni problému najit se-
znam ve tvaru [X1/Y1,X2/Y2,X3/Y3,...,X8/Y8], ktery
spliiuje vzajemné neohrozovani dam. Potrebujeme tedy najit
konkrétni hodnoty proménnych X1,Y1,X2,Y2,...,X8,Y8.
Vzhledem k tomu, ze vSechny damy musi byt v riz-
nych sloupcich (aby se vertikdlné neohrozovaly) mi-
zeme hledani feseni zjednodusit. Zafixujeme X-ové soutfad-
nice, ¢imz seznam s Fesenim dostane specifictéjsi podobu:
[(1/Y1,2/Y2,3/Y3,...,8/Y8].

Zajima nas TeSeni na Sachovnici 8 krat 8 poli. Nicméné
(pfi programovéani) vede mnohokrat cesta ke kliCovému te-
Seni skrze tvahy o obecnéjsim problému. Paradoxné se casto
stava, ze kdyz uvazujeme o obecnéjSim feseni, je jeho for-
mulace jednodussi nez pro konkrétnéjsi (vychozi) problém.
Puvodni problém je pak snazsi vyresit jako specidlni pripad
obecnéjsiho problému.

Kreativni ¢asti feSeni problému je najit spravné zobecnéni
puvodniho problému. V nasem piipadé je dobrou myslen-
kou zobecnit pocet dam (pocet sloupct v seznamu) z osmi
na libovolné nezaporné celé Cislo, tedy vcetné nuly. Relace
solution mize byt formuloviana uzitim dvou pripadu:

(1) Seznam dam je prazdny. Prazdny seznam je jisté TeSe-
nim, nebot nula dam se nemuze ohrozovat.

(2) Seznam dam je neprdzdny. Pak vypadd takto:
[X/Y|0thers].
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Ve druhém pripadé je prvni ddma na pozici X/Y a ostatni
damy jsou na pozicich danych seznamem Others. Pokud ma
byt tento pripad resenim, musi platit nasledujici podminky:

(1) Ddmy v seznamu Others se nesmi ohrozovat, tedy
Others musi byt samo o sobé resenim.

(2) X,Y nélez{ do mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8}

(3) Déma na pozici X/Y nesmi ohroZovat zddnou z dam v se-
znamu Others.

K naprogramovani prvni podminky muzeme jednoduse vyu-
zit rekurzi. U druhé podminky se nemusime zabyvat hodno-
tami pro X, nebot X-ové souradnice specifikuje podoba feseni
(viz vyse). Stadi tedy zafidit, aby Y bylo celé ¢islo mezi 1 a
8. Treti podminku mizeme vyftesit novou relaci noattack.
Vse lze v PROLOGu zapsat takto:

solution([X/Y|Others]) :-
solution(Others),
member(Y, [1,2,3,4,5,6,7,8]),
noattack (X/Y,Others) .

Nyni zbyva implementovat relaci noattack:
noattack(Q,Qlist).
I tuto relaci mizeme rozlozit na dva pripady:

(1) Jestlize je seznam Qlist prézdny, pak je relace urcité
pravdiva, jelikoz zadna dama nemuze byt atakovana.

(2) Jestlize je Qlist neprazdny, pak je ve tvaru
[Q1,Q1ist1] a musi byt splnény dvé podminky:

(a) ddma na pozici Q nesmi atakovat ddmu na Q1,
(b) ddma na Q nesmi atakovat Zddnou z dam z Qlist1.

Je jednoduché urcit, zda ddma na néjakém poli neohrozuje
jiné pole. Zfejmé tato dvé pole nesmi lezet ve stejném radku,
ve stejném sloupci ani na stejné diagondle (nahoru sméfujict
¢i dolu smétujici). Tvar naseho FeSeni zarucuje, Ze vSechny
déamy budou v ruznych sloupcich. Zbyva zajistit, aby

e Y-ové souradnice dam byly rtzné,

e damy nebyly na stejné diagonale, tedy, aby rozdil mezi
poli ve sméru osy X byl jiny nez rozdil mezi poli ve
smeéru osy Y.

Nyni jiz vypiSeme cely program.
solution([]).

Jprvni dama na X/Y, ostatni damy na Others
solution([X/Y|Others]) :-
solution(Others),
member(Y, [1,2,3,4,5,6,7,8]),
Jprvni dama neohrozuje ostatni damy
noattack(X/Y,Others) .

%bez ohrozovani
noattack(_,[]).

noattack(X/Y, [X1/Y1|Others]) :-
%dama na X/Y neohrozuje damu na pozici X1/Y1
Jruzne Y-souradnice
Y=\=Y1,
%ruzne diagonaly
Y1-Y=\=X1-X,
Y1-¥Y=\=X-X1,
%dama na X/Y neohrozuje damy ze seznamu Others

noattack(X/Y,0Others) .

%relaci member (byt prvkem seznamu) zname ze 2. dilu
member (Item, [Item|_Rest]).

member (Item, [_First|Rest]) :-
member (Item,Rest) .

Jpodoba reseni
template([1/Y1,2/Y2,3/Y3,4/Y4,5/Y5,6/Y6,7/Y7,8/Y8]) .

K programu byla pridana podoba feseni ve tvaru seznamu
template. Tento seznam muizeme pouzit pri generovani re-
Seni jako soucast dotazu. Ptame se takto:

?- template(S), solution(S).
a program nam generuje nasledujici reseni:

S=[1/4,2/2,3/7,4/3,5/6,6/8,7/5,8/1]1;
S=[1/5,2/2,3/4,4/7,5/3,6/8,7/6,8/11;
s=[1/3,2/5,3/2,4/8,5/6,6/4,7/7,8/1]1;

PROGRAM 2

V sachovnicové reprezentaci programu 1 mélo kazdé feseni
tvar

[1/Y1,2/Y2,3/Y3,4/Y4,5/Y5,6/Y6,7/Y7,8/Y8],

pricemz ddmy byly jednoduse umistény do pfislusnych
sloupcti. Pokud odstranime X-ové souradnice, tak zddnou in-
formaci neztratime. Ponechanim jen Y-ovych souradnic dam
ziskame uspornéjsi reprezentaci pozic na Sachovnici:

[Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8].

Nutné pritom musi byt ¢isla Y1,Y2,...,Y8 permutaci mno-
Ziny {1,2,...,8}, nebot jinak by se ddmy horizontalné ohro-
zovaly. Aby permutace S seznamu [1,2,3,4,5,6,7,8] byla
feSenim, musi byt ddmy v bezpedi (vzdjemné neatakoviny).
Mizeme psat:

solution(S) :-
perm([1,2,3,4,5,6,7,8],S),
safe(S).

Permutacim jsme se vénovali ve druhém dilu, zbyva ndm
implementovat relaci safe. Jeji definici rozdélime na dva

pripady:

(1) 8 je prazdny seznam: to je urité bezpecné, protoze ne-
muze dojit k atakovani.

(2) S je neprazdny seznam ve tvaru [Queen|Others]. To je
bezpecna pozice, je-li seznam Others sam o sobé bez-
pecny a navic ddma Queen neatakuje zadnou damu ze
seznamu Others.

V PROLOGu je to:
safe([]).
safe([Queen|Others]) :-

safe(Others),
noattack(Queen,Others) .
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Potfebujeme se vyporadat s relaci noattack a to bez po-
uziti X-ovych souradnic, které nyni nemame explicitné k dis-
pozici. Tento problém miizeme obejit malym zobecnénim re-
lace noattack. Cilem relace

noattack(Queen,Others)

je zajistit, aby dama Queen neatakovala ddmy v seznamu
Others, kdyz je X-ova vzdalenost mezi Queen a Others rovna
1, viz obrézek 2. Je potfeba zobecnit pravé X-ovou vzdale-
nost mezi Queen a Others. Proto priddme vzdalenost Xdist
jako treti argument relace noattack:

noattack(Queen,Others,Xdist)

(a) (b)

\\/\O

\\\\()thers

—T® ®

(e]/ o/

~—

]

X-dist=1

Queen

X-dist =3

Obréazek 2: (a) X-ovd vzdalenost mezi Queen a Others je 1.
(b) X-ovéd vzdalenost mezi Queen a Others je 3.

V souladu s tim musi byt zménéna relace safe na:
noattack(Queen,Others,1)

Relaci noattack lze zavést podle dvou pripadu, v zavis-
losti na seznamu Others:

e pokud je Others prazdny, pak zde urcité nedojde
k ohrozovani,

e pokud je seznam Others neprazdny, pak ddma Queen
nesmi napadnout prvni{ ddmu v Others (kterd je Xdist
sloupcii od Queen) a také ostatni ddmy v seznamu
Others ve vzdalenosti Xdist+1.

Vyse uvedené vede k nasledujicimu PROLOGovskému
programu, v némz v unarni relaci solutions(Queens),
predstavuje Queens seznam Y-ovych souradnic osmi neohro-
zujicich se dam.

solution(Queens) :-
perm([1,2,3,4,5,6,7,8],Queens),
safe(Queens) .

Jpermutace zname ze 2. dilu

perm([],[1).
perm([Head|Tail] ,PermList) :-
perm(Tail,PermTail),

del (Head,PermList,PermTail) .

Jsmazani polozky ze seznamu zname ze 2. dilu
del(Item, [Item|List],List).

del(Item, [First|List], [First|List1]) :-
del(Item,List,List1).

safe([]).

safe([Queen|Others]) :-
safe(Others),
noattack (Queen,Others,1).

noattack(_,[],_).

noattack(Y, [Y1|Ylist],Xdist) :-
Y1-Y =\= Xdist,
Y-Y1 =\= Xdist,
Distl is Xdist+1,
noattack(Y,Ylist,Dist1).

Funkénost programu lze nyni otestovat poloZenim dotazu
?- solution(Queens).

PROGRAM 3

Treti program na reseni problému osmi dam bude zalozen
na nasledujici ivaze. Kazda ddma musi byt umisténa na né-
jaké pole, tedy do néjakého sloupce, néjakého radku, néjaké
nahoru smétrujici diagondly a néjaké doli smétujici diago-
naly. Aby se damy vzdjemné neohrozovaly, musi byt kazda
z nich umisténa v jiném sloupci, jiném radku, jiné nahoru
smérujici diagonale a jiné dold sméfujici diagonale. Je tedy
prirozené uvazovat Sirsi reprezentaci se ¢tyrmi souradnicemi:
sloupce
radky
nahoru smérujici diagonaly
dolu smérujici diagonaly.

< BFE< M

Soufadnice jsou zdvislé. Je-li ddno x a y, pak jsou soutadnice
u a v jednoznaéné uréeny tfeba takto (viz obrdzek 3):

u=x-y
v=xX+y

u=x-y
-7 =2 +7
y
8
7
6
5
4
3
2
1
123 4567 8 x
2 6 16
v=x+ty

Obrazek 3: Vztahy mezi sloupci, fadky a diagondlami. Oznacené pole
ma souradnice x=2, y=4, u=2-4=-2, v=2+4=6.

Domény pro vSechny ¢tyti dimenze jsou

,—2,_110,1,2y3:4,5,6y7]
,8,9,10,11,12,13,14,15,16]
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Problém osmi dam Ize nyni uchopit takto: vybrat osm uspo-
fadanych ¢tvefic (X,Y,U,V) z domén (XeDx, YEDy, UEDu,
VEDv), pricemz se zadny stejny prvek z domény nikdy nevy-
bere dvakrat. Samoziejmé, jsou-li vybrany X a Y, jsou tim
uréeny U a V. ReSeni je pak (volné fec¢eno) nasledujici: vy-
bereme (vzhledem ke vSem Ctyfem doméndm) pozici prvni
damy, vymazeme odpovidajici polozky ze vsech domén a pak
pouzijeme zbylé hodnoty ve vsech ¢tyfech doménach k umis-
téni ostatnich dam. Program nésleduje.

%v seznamu Ylist najdeme Y-souradnice dam
solution(Ylist) :-
sol(Ylist,

%domena pro X-ove souradnice
[1,2,3,4,5,6,7,8],
%domena pro Y-ove souradnice
[1,2,3,4,5,6,7,8],
%domena pro nahoru smerujici diagonaly
(-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7],
%domena pro dolu smerujici diagonaly
[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16]) .

sol([1,[1,_Dy,_Du,_Dv).

sol([Y|Ylist], [XIDx1],Dy,Du,Dv) :-
%smazani pouziteho Y
del(Y,Dy,Dyl),
svypocet U a jeho nasledne smazani
U is X-Y,
del(U,Du,Dul),
%hvypocet V a jeho nasledne smazani
V is X+Y,
del(V,Dv,Dv1),
Jpro hledani reseni pouzij zbyvajici hodnoty
sol(Ylist,Dx1,Dy1,Dul,Dv1).

Jsmazani prvku ze seznamu zname ze 2. dilu
del(Item, [ITtem|List],List).

del(Item, [First|List], [First|List1]) :-
del(Item,List,List1).

Pozice na sachovnici je i tentokrat reprezentovana sezna-
mem Y-ovych soufadnic. Kli¢ovou relaci je v uvedeném pro-
gramu relace

sol(Ylist,Dx,Dy,Du,Dv),

ktera v seznamu Ylist konkretizuje Y-ové souradnice dam,
predpokladajice, ze jsou postupné umistény ve sloupcich
z Dx. VsSechny Y-ové souradnice a odpovidajici U a V sou-
fadnice jsou brany ze seznamu Dy, Du a Dv. Relaci solution
lze vyvolat dotazem

?7- solution(S).

To zptlisobi vyvolani relace sol s iplnymi doménami, které
odpovidaji problémovému prostoru pro osm dam.

Relace sol je obecnd, ve smyslu, ze muze byt pouzita
pro fesSeni problému N dam (na Sachovnici velikosti NxN).
Je pouze nutné spravné nastavit domény Dx, Dy, Du a Dv.
Je proto zddouci umét vygenerovat vhodny rozsah domén.
K tomu potfebujeme relaci

gen(N1,N2,List),

ktera pro dand celd ¢isla N1 a N2 vyprodukuje seznam:

List=[N1,N1+1,N1+2,...,N2-1,N2].
Pozadovanou relaci gen lze naprogramovat takto:
gen(N,N, [N]).

gen(N1,N2, [N1|List]) :-
N1<N2,
M is Ni+1,
gen(M,N2,List) .

Vyse uvedenou relaci solution lze odpovidajicim zptliso-
bem zobecnit na relaci

solution(N,S),

kde N je rozmér Sachovnice a S je feSeni reprezentované jako
seznam Y-ovych soutadnic N dam. Nésleduje zobecnéna re-
lace solution zapsand v PROLOGu:

solution(N,S) :-
gen(1,N,Dxy), %Dxy je spolecna domena pro X a Y
Nul is 1-N,
Nu2 is N-1,
gen(Nul,Nu2,Du), %vygenerovani domeny Du
Nv2 is N+N,
gen(2,Nv2,Dv), Jvygenerovani domeny Dv
s0l(S,Dxy,Dxy,Du,Dv) .

Reseni problému dvanacti dam mize byt nyni vyvolano
dotazem:

?- solution(12,S).

s= [1,3,5,8,10,12,6,11,2,7,9,4];

ZAVEREM

Pri feseni problému osmi dam jsme si ukdzali, jak muze
byt jeden problém fesen riznymi zpusoby, pricemz byla mé-
néna reprezentace dat. Nékdy byla reprezentace tispornéjsi,
obcas jasnéjsi a také jsme vidéli reprezentaci ¢astecné redun-
dantni. Nevyhodou tispornéjsi reprezentace je to, ze nékteré
informace musi byt prepocitany vzdy, kdyZz jsou potieba.

V nékolika ptipadech bylo klicovym krokem k feseni, zo-
becnéni daného problému. Paradoxné, kdyz jsme brali v po-
taz obecnéjsi problém, bylo jednodussi formulovat reseni.
Tento zobecniovaci princip je standardné uzivanou progra-
maétorskou technikou.

Treti program nejlépe ilustroval, jak lze pristupovat ke zo-
becnovani problému, pri omezeni struktury danou mnozinou
prvki.

Pfirozenou a podstatnou otazkou je, ktery ze tii uvede-
nych programu je nejefektivnéjsi? V tomto ohledu je pro-
gram 2 mnohem horsi nez ostatni dva programy, které jsou si
z hlediska vypocetni ndrocnosti podobné. Divodem je to, zZe
program 2 je zalozeny na vytvareni kompletnich permutaci,
zatimco ostatni dva programy jsou schopny vcéas rozpoznat
a odmitnout nevhodné! permutace, i kdyz jsou vytvoreny
pouze ¢astecné. Zminme jesté, ze program 3 se vyhyba né-
kterym aritmetickym vypoctim, které jsou v podstaté za-
chyceny v redundantni reprezentaci Sachovnice, kterou tento
program pouziva.

1M4me na mysli permutace (pozice dam), které nemohou byt Fese-
nim.
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UKOLY K ODEVZDAVANT{

Nésleduji tkoly, které se odevzdavaji pres web seminare
Olinx,

https://olinx.inf.upol.cz/

Ukoly staci odevzdat ve formé jednoho jednoduchého texto-
vého souboru, ve kterém jsou napsany reseni ke vSsem tiko-
lim. Pro tvorbu fesSeni se predpokladd pouzivani aplikace
SWI-PROLOG.

Ukol 1 6 bodi

Vypiste vSechna mozna feseni problému Sesti dam.

Ukol 2 6 bodi

Napiste, kolik feseni méa problém osmi dam, je-li jedna
ddma umisténa v jednom ze CtyT rohu, tedy na pozici
1/1, nebo 1/8, nebo 8/1, nebo 8/8.

Katedra informatiky
Univerzita Palackého v Olomouci

www.inf.upol.cz

Ukol 3 13 bod1i

Predpokladejme, Ze jsou pole sachovnice reprezentovany
dvojicemi souradnic ve tvaru X/Y, kde X1 Y jsou ¢isla mezi
1 a 8. Nyni definujeme relaci skok(Polel,Pole2) podle
skoku jezdce na Sachovnici. Pfredpokladejme, ze Polel je
vzdy konkrétné zaddno, zatimco Pole2 mize byt nekon-
krétni. Napriklad:

?- skok(1/1,8).

S=3/2;
S=2/3;
false.

Nésleduje program v PROLOGu:

%jezdec skace z pole X/Y na pole X1/Y1
skok (X/Y,X1/Y1) :-
%vzdalenosti ve smerech x a y nebo naopak
(dxy (Dx,Dy); dxy(Dy,Dx)),
X1 is X+Dx,
nasachovnici(X1), %X1 je na sachovnici
Y1 is Y+Dy,

nasachovnici(Y1). %Y1 je na sachovnici

dxy(2,1). %2 pole vpravo, 1 dopredu
dxy(2,-1). %2 pole vpravo, 1 dozadu
dxy(-2,1). %2 pole vlevo, 1 dopredu
dxy(-2,-1). %2 pole vlevo, 1 dozadu

Jsouradnice na sachovnici

nasachovnici(Souradnice) :-
0 < Souradnice,
Souradnice < 9.

V programu se vyskytl zajimavy radek (dxy(Dx,Dy);
dxy (Dy,Dx)). V ném mé stfednik (;) vyznam logické
spojky nebo. Jezdciv skok tak zahrnuje vSech osm moz-
nosti, pricemz se dédle berou v potaz jen ty skoky, které
zustanou na Sachovnici.

A nyni jiz koneéné tikoly. Samoziejmé muzete pouzit bi-
narni relaci skok.

(a) Definujte relaci cestajezdce(Cesta), kde Cesta je
seznam poli, které reprezentuji korektni cestu jezdce
na prazdné Sachovnici.

(b) S vyuzitim relace cestajezdce(Cesta) napiste
(v. PROLOGu) dotaz pro nalezeni cesty délky 4
skoky z pole 2/1 na druhou stranu Sachovnice (Y=8)
tak, aby prochazela pres pole 5/4 po druhém skoku.
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