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1 Neurcité integraly

Priklad 1: Vypoctéte neurcity integral:
1 :
(a) [(2cosz — gsinz+5% — I)dx

(b) [ £ d.

Reseni: (a)

/(2cosxflsinx+5mfI)dx:Q/cosa:d:cfE/Sinxder/E)zdxfw/ldx
3 T 3 T

x

1 5
= 2sinz + 3 cosT + W wln|z| + C,
kde C € R je integra¢ni konstanta.

(b) Zadany integrand nejprve vhodné upravime tak, aby stupeli polynomu v ¢itateli byl mensi neZ stupen
polynomu ve jmenovateli. Plati

T —2 Tz —2 r—2

4(r—2)+8 8
u:$2+2$+4+7.
T —2 T —2

3 2(x —2) + 222 2 —2)+4
x xé(x —2)+ 2z I z(x —2) + 4z

= 22422+

Nyni jiz zadany integral snadno vypocitame:

z3 9 8 z3 2
dx = (:r +2x+4+ )dx:——i—x +4z+8ln|z — 2|+ C,
T —2 T —2 3

kde C' € R je integra¢ni konstanta.

Priklad 2: Integrujte substituci:

(a) [ 58t do

(b) [2? Va3 +1dx
(c) [ Sinszdm.

cos®

Reseni: (a) Integral [ Varctg g, vypoéitame pomoci vhodné substituce. Polozime u = arctg z, odkud

1422
du = H% dx. Dosazenim dostaneme:
J/arct 5 5 .
/%dw: /ué du = éu% +C= 6{)/(arctg z)6 + C,
T

kde C' € R je integra¢ni konstanta.

(b) S vyuzitim vhodné zvolené substituce dostaneme:
t=a*+1 1
2./ g3 = ==
/x 3 + 1dx [dt:Sdex} 3/\/Zdt

-%+C:§s/(x3+l)3+C,C€]R.
2

(S

Wl =



-3 3
Sin” x tg x u=tgx
d = 7d =
/cos5:c v /COSQJZ * [du-lxdx}

cos?

1 1
= /uSdu:1u4+C’:1tg4x+C,C’€R.

Priklad 3: Integrujte metodou per partes:
(a) [(2? + 3z)e”dx
(b) [(z*+2z)coszdx
(¢) [z*Inzd.

ResSeni: (a) Pro vypocet integralu [(2? + 3z)e® dz pouzijeme metodu per partes s volbou u = z? + 3z a
v’ = e*, odkud plyne, 7e v’ = 2z + 3 a v = e*. Ziskdme

/(m2 + 3x)e” dr = (2% + 32)e” — /(23@ + 3)e” dux.

Integral [(2z + 3)e” dz vyfeSime opét metodou per partes, kde nyni volime za u = 2z + 3 a v’ = e”, odkud
u' =2awv=c¢e" Jetedy

/(233 +3)e"dx = (22 + 3)e” — 2 / e dx.
Celkem tedy

/(962 + 3z)e” dx (2% + 3z)e” — /(233 + 3)e” dx

= (2% +32)e” — ((230 +3)e” — 2/6'” dx)

= 2%e® 4 3ze” — 2ze” — 3 +2e° 4+ C
= (@+z-1)e"+C,
kde C' € R je integra¢ni konstanta.

(b) Metodu per partes aplikujeme opé&t dvakrat:

- 2 !
) B u=2x24+22 v =coszx
/(x Fojeoszdr = | i _90 4y y=sinx }

= (;U2+2x)sinx7/(2x+2)sinxdx

[ u=22x4+2 o =sinz
u =2 V= —CosxT

— (x2+2x)smx— {(2x+2)(—cosx)+/2(:osxdx}

= (2*+2x—2)sinz + (22 + 2)cosz + C,
kde C € R je integra¢ni konstanta.

(¢) Mame:

r— —
9 B u=z° v=Ihz
z*lnrdr = 2,1

u = U:;

- -1nx—%+c,()ela.



Priklad 4: Integrujte s vyuzitim rozkladu na parcialni zlomky:

(a) [ s de

(b) [ 3T2erl gy

35x—10
©) | o)z a0 4o

S5z+7
z242x—3

ResSeni: (a) Chceme rozlozit zlomek na parcialni zlomky. Nejprve faktorizujeme jmenovatel:

22+ 2x -3 = (x—1)(x +3).

Nyni napiSeme rozklad na parcialni zlomky:

w7 _ A B
224+2x—-3 -1 x+3

Vhodnymi algebraickymi Gpravami zjistime hodnoty realnych koeficienti A a B. Po vynéasobeni obou stran
posledni rovnice vyrazem (x — 1)(x + 3) ziskame:

S5t 4+7=A(x +3)+ Bz - 1).
Odtud nyni volbou z = 1 a nasledné pro x = —3 obdrzime hodnoty koeficientt A a B.

Pro x = 1 mame : 5+ 7=4A, odkud A = 3.
Pro x = —3 méme : —15+ 7= —4B, odkud B = 2.

Vypocitané hodnoty koeficientit dosadime a vypocitame integral ze zadani:
Sr +7 A B
" dr = d
/x2+2x—3 v /(m—1+x+3> v
1 1
3 dx + 2 d
/ rz—1 T / T+ 3 v

= 3lnjlz—1/4+2njxz+3|+C,

kde C' € R je integrac¢ni konstanta.

/3x2+2x+1dx_/3x2+2xdx+/ 1 o
x3 + x? ) a3 a2 x2(x +1)

V prvnim integralu je integrandem zlomek, kde je ¢itatel derivaci jmenovatele a tedy

(b) Zfejmé plati, Ze

3z + 2
/7”” T2T e = |e® + 2% + C1, Cy € R.
3 + 22

Druhy integral vytesime rozkladem na parcialni zlomky. Plati

1 _A,B
22(x+1) = 22 z+1°

Vynésobime obé strany posledni rovnice vyrazem x2(x + 1) a dostaneme rovnost dvou polynomii
1=A@*+2z)+ Bz + 1)+ Cz? (1)
Odtud pro x = —1 mame 1 = C(—1)? a tedy C = 1. Déle, porovnanim koeficienttt u 22 v (1) obdrzime

0=A+C,



odkud A = —1. Pii volbé = 0 v (1) dostaneme B = 1.
Je tedy

1 -1 1 1 1
2arn@= /(T2 dr = —Inlz| - — +1 1|+ Co, Cz € R.
/xz(Hl) ! /(x +x2+x+1) z=—lnfe] - —+In|z+1[+Cz, Cz €

Dohromady pak

322+ 21 +1 1 1
/%dﬂczlnmg—l—xﬂ—1n|x|—f—l—ln\x+1|+C=1n|x~(x+1)2|—7+C',CE]R.
x> +x x x

(c) Integral
/ 352 — 10
———————dx
(z +2)(z? + 36)
vyfesime rozkladem na parcidlni zlomky. Protoze jmenovatel obsahuje jeden linearni a jeden ireducibilni
kvadraticky ¢initel, hledame rozklad ve tvaru

352 — 10 A Bx +C

(x+2)(2z24+36) z+2 a2+36

Po vynasobeni obou stran rovnice vyrazem (x + 2)(z% + 36) dostaneme
352 — 10 = A(2* 4 36) + (Bx + C)(x + 2).
Koeficient A ur¢ime vyhodnou volbou z = —2. Dostavame
35(—2) — 10 = A((—2)* +36) + (B(-2) + C) - 0,

tedy
—70 — 10 = 40A,

odkud
A=-2

Nyni pravou stranu rozepiSeme:
35z — 10 = A(2® + 36) + (Bx + C)(x + 2) = Az® + 36A + Bx® + 2Bz + Cx + 2C,

tedy
352 — 10 = (A+ B)2? + (2B + C)z + (364 + 2C).

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin x dostaneme soustavu

A+B = 0,
2B+C = 35,
36A+2C = -10.
ProtoZe jiz vime, Ze A = —2, z prvni rovnice dostaneme
-2+ B =0,
odkud
B=2.
Ze druhé rovnice pak plyne
2-2+C =35,
tedy
C =31



Rozklad na parcialni zlomky méa tedy tvar

352 — 10 —2 2z + 31

(x +2) (22 + 36) x+2+x2+36'

Nyni jiz integrujeme:
35z — 10 -2 2z + 31
__—__dr = d
/(z+2)(:r2+36) v /(x+2+x2+36> v

1 % 1
) d ~ 2 ey  ——4d
/x+2 z+/x2+36 T /x2+36 *

Jednotlivé integraly spoditame zvIast:

1
—2/ der = —21n|a:+2\+01, Ci eR
T+ 2
/id = In(z%+36)+Co, Co €R
213600 T M 22
1 31 1 31 T
31 | =——dr = — | —5——dr=—arctan— +C3, C3 € R.
/x2+36 T 36/(§)Q+1 T 6arcan6+ 3, 03 €

Dohromady tedy dostavame

35z — 10 31 x
——————dx = —21 2| + In(x? + 36) + — arctan = + C
/(x+2)(x2—|—36) x nlx+ 2|+ In(z” + )+6arcan6—|— ,

kde C7 + C3 + C3 = C € R je integra¢ni konstanta.



2 Urcité integraly

Priklad 5: Vypocitejte urcity integral:

Priklad 6:
Vypoditejte urcity integral:

/1 2+ 1
27(1&5

ReSeni: Nejprve v citateli a ve jmenovateli vytkneme vyraz = + 1, kterym nasledné zlomek zkratime. Poté
provedeme déleni ¢itatele jmenovatelem tak, aby stupenn polynomu v ¢itateli byl mensi nez stupeii polynomu
ve jmenovateli. Takto upraveny vyraz zintegrujeme. Mame tedy

1 3 1 9
/ z° +1 de - / (z+D(z*—z+1) i
0 0

2242z +1 (x+1)2
1,2 1
— 1 3
= / ﬂdx:/ (x—2+7)d:1c
2 1 3
- {% 72$+31n|x+1|}0 =32 .
Priklad 7: Spoditejte urcity integral
™
/ sin? z dx.
0
Reseni: Pouzijeme vzorec sin® z = £ — 3 cos(2x) a vypolteme:
s s 1 1
/ sin? zdx = / < - - cos(2w)) dx
11 T
= |:2.’E — Z Sin(2$):|0
1
= —T.
2
Priklad 8: Spoditejte urcity integral foﬂ/Q sinx - cosx dx.
ReSeni: Vyuzijeme substituéni metodu pii niz transformujeme meze integrace:
u =sinx
/2 du = cosx dx ! w2l 1
sinx - cosx dx = . = wdu = [—} =-.
0 sin0 =0 0 210 2
sinf =1

2



Priklad 9: Jaka je stfedni hodnota funkce f(x) = 22 na intervalu (0, 1)?

Reseni: V souladu s teorif je stfedni hodnota u funkce 22 na intervalu (0, 1) nasledujici:

1 1
w=-— ol
1-0J,

W =

Piiklad 10: Béhem jednoho dne byly naméfeny teploty, které byly aproximovany funkci

i
T(t) =204+ 10sin | — | .
(t) + sm(24>

Jaka byla v dany den primérna teplota, jestlize funkce T'(¢) udava teplotu v ase ¢ € (0,24)7

Reéeni:izadémi prikladu vede k vyuziti véty o stfedni hodnoté integralniho poctu. Hledanou primérnou
teplotu T' vyjadiime pomoci ur¢itého integralu funkce T'(¢):

B 1 24
T:2470/0 () dt.

Mame:
_ 1 24 Tt
T = — (2 10sin | 2% ) dt
2 J, 0+ 10sin <24)
1 240 Tt 724
= _— 2 _— . S R :|
24{ 0= C°b<24> 0

2
= 20+ —0 = 26,37.
™

Pramérna teplota za den tedy byla pfiblizné 26,37 stupni. S vyuzitim spojitosti zadané funkce dodejme jesté,
7e (podle véty o stiedni hodnoté integralniho po¢tu) existuje alespon jeden €as ¢ v intervalu (0, 24), kdy byla
teplota rovna priumérné teploté za den.

6 na intervalu (0, 2).

Priklad 11: Vypocitejte obsah plochy ohranifené osou x a grafem funkce f(z) =z
ReSeni: Na zadaném intervalu je funkce z® nezaporna. Proto miZeme obsah plochy S vypoéitat pomoci
urc¢itého integralu nasledovné:

2 1.1 1 128
S /0 z° dx [733 }0 7( 0") -

6

e y o _ . .. 128
Zjistili jsme, Ze obsah plochy ohrani¢ené osou z a grafem funkce f(x) = x° na intervalu (0,2) je ==°.

Priklad 12: Vypoététe obsah obrazce ohraniceného funkcemi y = 22 a y = /7.

2

Reseni: Chceme vypoéitat obsah obrazce ohranieného funkcemi y = x* a y = /x. Pro urdeni intervalu

integrace hledame z-ové soutadnice bodu priseéikti obou funkei:

=z

—
=g
t—z=0
z(z®—1)=0

z(x—1)(x* +z+1)=0.



Posledni rovnice ma pravé dvé redlna feSeni: ;1 = 0 a x5 = 1, coZ jsou pfislusné z-ové soufadnice bodu
prusecika funkci ze zadéani. Ziskali jsme dolni a horni mez urcéitého integralu, pomoci kterého vypocitame
obsah obrazce S integraci rozdilu funkci v mezich od 1 =0 do x5 = 1:

S/Ol(\/ExQ)d:c

_{2953_963]1_1
3 31,

Pii vypoctu jsme odeéitali funkci 22 od funkce /z, protoZe na intervalu (0, 1) pro kazdé x plati, Ze \/z > 22,
viz Obr. 1. Obsah obrazce je %

1.2 5

0.8 | N3
0.6 |

0.4

02 04 06 08 1 12

— y=a?

—y=+x

Obrazek 1: Funkce y = 22 a funkce y = 1/ na intervalu (0, 1)

Priklad 13: Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného funkcemi y = % ay=06—>5.

ReSeni: Nejprve vypoditame z-ové soufadnice spoleénych bodi obou zadanych funkei:

1

- = 6-5z

X

1 = 6z—522
502 —6x+1 = 0

Regenim posledni (kvadratické) rovnice je dvojice redlnych ¢isel z1 a xo, kde
6++v36—-20 6+4

10 10
1

Odtud z; = z a z2 = 1. Ziskali jsme dolnf a horni mez integrace. Situaci zachycuje Obr. 2.

T1,2 =

Pro hledany obsah S mame:
1 2 1
/ (6—5x—l)dx = [6x—5i—ln|m|]
1 T 2
L
10

A RNC

S

o 121
In 7) = 5 +Ing = 0790562

) 5



— y=1

—1y=606—->5z

Obrézek 2: Grafy funkei y = % ay=6—>5ux.

Obsah obrazce je priblizné 0,790562.

Priklad 14: Vypoététe objem rota¢éniho télesa, které vznikne rotaci funkce f(z) = 22 kolem osy z na
intervalu (0, 2).

Reseni: Pro vypocet objemu pouzijeme vzorec:

b
V=w/kﬂmﬁm,

kde a a b jsou krajni body intervalu rotace. V naSem piipadé tedy plati a = 0 a b = 2. Dosazenim funkce
f(x) = 22 dostaneme:

2
V:ﬁ/ ztde =7 -
0

327
= -

Objem rota¢niho télesa je
Priklad 15: Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci piimky y = 3z — 2 kolem osy z na intervalu (1, 3).
Reseni: Objem V spoéitame pomoci vzorce pro vypocet objemu rotaéniho télesa:
b
Ver [ () da
kde f(z) = 3z — 2, dolni mez a = 1, horni mez b = 3. Dosadime do vzorce a spo¢itame urc¢ity integral:
3 3 5
V:ﬂ/ (3x—2)2dm:7r/ (92% — 12z + 4) do = 7 [32° — 62 + 4a]]
1 1
=781 —54+412) — (3—6+4)] =x[39— 1] = 38.

Objem télesa je 38m.

10



3 Nevlastni integraly

Priklad 16: Vypocitejte nevlastni integraly vlivem meze a rozhodnéte o jejich konvergenci a divergenci:

(b) [~L Lda

Resent:
(@ t
oo , — , 72 , 11 1
[ te= i [eae= [_2]1 = A (—Qw 2) ~7
Integral konverguje.
(b)
1 1 1
/ —dxr = lim —dr= lim [Injz[];” = lim (Inl—In|s|) = —oc.
o T s—=—oo [ x S——00 S——00

Integral diverguje.

(¢) Dany integral nejprve rozdélime na soucet dvou nevlastnich integralu:
“+o0 0 400
1 1 1
7dx:/ 7dx+/ ——dx.
n/—OO 4+$2 _Oo4+x2 0 4+.T2

Vypocitdme prvni nevlastni integral:

0 0
1 1 1 1 0
/ 5 dr = lim f/ — dr= lim -- [2 - arctan (E)}
Oo4+x a——o0 4 o ]_+(§) a——oo 4 2/)1a

. 1 a 1 T m
= al}r_noo 3 (arctan(O) — arctan <§)> =3 (0 - (—5)) =71
Analogicky vypocitame i druhy nevlastni integral:

/o Tr g2 o=, lim dz= lm_ [zamtan @k 5 (5 —arctan(0)) = 7.

bostoo Jo 44 x?

Dohromady méame
400 1

/_OO 4+ 2

odkud ihned vyplyvéa, Ze zadany integral konverguje.

+7T_7T
42

i
do = =
YT

Priklad 17: Vypodcitejte nevlastni integraly vlivem funkce a rozhodnéte o jejich konvergenci a divergenci:

(a) fog ﬁ dx
(b) [°, & da.

11



3 1 3
—=de=tim [ wddr= lim_ [2va]) = lim (2v3-2va) =23
@ a—0t

0 \/5 a—0t J, a—0+

Integral je konvergentni.
(b) ) .
0
1 1 1 1
/ — dz = lim r72de = lim [—} = lim <— — ) = +o00
3 b—0- J_3 b=0- | T |_5 b0 b 3

Integral je divergentni.

12



4 Diferencialni rovnice

Priklad 18: Metodou separace proménnych vyfeste diferencidlni rovnici:
, 1
y=5 2y +1).

Po ziskani obecného feSeni, nacrtnéte do grafu nékolik integralnich kiivek obecného feSeni.

Reseni: Ze zadani je jasné, ze t # 0. PfepiSeme rovnici jako separovatelnou. Méame

dy 1
Yyt
o =7 @yt
odkud je proyyéf%
dy dt
w+1 ¢

Integrujeme obé strany a provedeme vhodné tpravy, abychom ziskali obecné feSent:
1 1
[
2y+1 t
1 14
5 In|2y+1|=In|t|+1In|C1|, kde realna konstanta C; # 0
In|2y + 1] = In|Cy|t?, kde Cy #0
2y +1] = |Cat?
2y +1=Cst?, kde C3#0

1
y:C4t27§, kde 04#0.

Snadno ovéfime, Ze y = —% je feSenim zadané diferencialni rovnice. Proto mé obecné feSeni nasledujici tvar:

1
y(t) = Ct? — 2 kde C € R.

Na zavér jesté zobrazime graf partikularnich FeSeni pro nékteré konkrétni hodnoty konstanty C, viz Obr. 3.

Snadno nahlédneme, Ze kazda integralni kiivka ,prochézi“ bodem V = [0, —%], ktery ale nemtze byt soucasti
zaddného feSeni, protoze t # 0. Je-li C' > 0 pak je odpovidajici integralni kifivka konvexni parabolou s vrcholem
v bodé V' (ale bez bodu V). Pro C = 0 je integralni kiivka pfimkou (bez bodu V') rovnobéznou s osou ¢ a
pro C < 0 je kazd4 integralni kiivka konkavni parabolou s vrcholem v bodé V' (ale opét bez bodu V).

Priiklad 19: Je dana néasledujici diferencialni rovnice, ktera popisuje rist populace:

P

@ _.p
at

)

kde P(t) je kladny pocet jedinct v populaci v Case t a r je konstanta oznacujici rychlost ristu populace.
Rovnici vyTeste a urcete, kolik bude jedinct po 200 dnech, jestlize jejich poc¢atecni pocet je 100 a rychlost

rtstu je r = 0,06 za den.

13



Ty (=4
- =
— C=1/4
2 _ -
C=-1/4
A —N | — =4
—9 |
4 L

Obrézek 3: Graf obecného feSeni s vybranymi integralnimi k¥ivkami.

Reseni: Jedna se o separovatelnou rovnici. Nejprve oddélime proménné:

dP
? =rdt.

Integraci obou stran obdrzime:
1n|P| =rt+Cy, C; €R.

Po upravach mame:

P(t) = Ce™,
kde C je libovolna realna konstanta. Uréime ji z po¢ateéni podminky P(0) = 100:
100=Ce" = C =100.
Partikularni feSenf zahrnujici nasi poc¢ateéni podminku ma tedy tvar:
P(t) =100 - ™.
Nyni dosadime zadané hodnoty r = 0,06 a ¢t = 200:
P(200) = 100 - £%%6290 = 100 - e'? = 16 275 479.

Po 200 dnech bude mit populace pfiblizné 16 275 479 jedinca.

Priklad 20: Metodou variace konstanty vyfeSte pro t # 0 néasledujici nehomogenni line4rni diferencialni
rovnici:

r 3y

Y -

t.

Reseni: Jedna se o linearni rovnici 1. fadu ve tvaru:

Y+ p(t)y = q(t), kde p(t) = —% q(t) =t.

V prvnim kroku vyfesime pfislusnou homogenni rovnici:
3
/
y —-y=0.
t

14



Tuto rovnici FeSime jako separovatelnou:
d 3 d 3
YoCa = /—y:/fdt,
y ot Yy t
Inly| =3t +K, = y=Kt
Tedy obecné Feseni homogenni rovnice je pro K € R ve tvaru yp,(t) = Kt

Ve druhém kroku budeme dale postupovat podle metody variace konstanty. Na konstantu K budeme nyni
nahlizet jako na funkci proménné ¢.

Predpokladédme feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru:
y(t) = K - 1°.
Toto FeSeni dosadime do ptivodni rovnice:
K'(t)-* 4+ K - 3t* — %(K-t?’) =t

ktera se zjednodusi na:

K@) -#=t = K’(t):i.

Integraci ziskame:

1
y(t) = K(t) - t* = (—t + O) 3= 2 4 O,
Obecné Feseni rovnice je pro libovolnou realnou konstantu C' ve tvaru: y(t) = Ct® — ¢2.

Priklad 21: Vyuzitim vhodnych substituci pfevedte zadané diferencialni rovnice

(a) 3tyy’ = y* — 1>

_ t—3y42
(b) ¥ = 2t+z—1'

na rovnice, kde se daji separovat proménné. Nalezené rovnice déle nefeste.
Reseni:

(a) Mame rovnici

Styy’ =y — 2.
Nejprve vydélime obé& strany vyrazem 3ty (pro t # 0 a y # 0; pfipady y = 0 a t = 0 je tieba ovéfit
zv1ast):
,_ y2 _ t2
3ty

Tuto rovnici pfevedeme na homogenni diferencidlni rovnici:
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Uplatnime substituci

t
z(t):%) = y=tz.
Potom
y =z+t2.
Dosadime do vyrazu pro y':
4 22 -1
z+tz = .
3z

Odec¢teme z od obou stran rovnice a pravou stranu upravime na jeden zlomek:

” —222 -1
=
3z

Tuto rovnici lze upravit do tvaru se separovanymi proménnymi:

3z 1
———dz = ——dt.
221177 %
Mame diferencialni rovnici
,  t—=3y+2
YTy

Chceme odstranit konstantni ¢leny v ¢itateli a jmenovateli. Proto zavedeme substituce

T=t—a, Y=y-—0.
Po dosazeni t =T + a, y =Y + b dostaneme c¢itatel
(T+a)—3(Y +b)+2=T-3Y + (a — 3b+2)

a jmenovatel
2T +a)+ (Y +b)—1=2T+Y +(2a+b—1)

. Chceme, aby
a—3b+2 = 0
2a+b—-1 = 0.
Resenim této soustavy je a = &, b= 2. Zjistili jsme, ze
T=t- %, Y=y— %
Zadané rovnice se zjednodusi na tvar
ay T -3Y
dT" 2T +Y’
odkud
ay 1-3%
ar 24+ %

Tato rovnice je jiz homogenni, proto déle pouzijeme standardni substituci

Pak Iy J
A
LI paaty

ar Tt
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Dosadime do rovnice:

+sz 1-3z

z — =

dar 24z

Izolujeme Tj—;:
dz  1-3z 1-32—2(2+2) 1-5z—22
_ = —z = =
dr 2+z 24z 2+ 2z

Tudiz dostavame diferencialni rovnici, ve které lze separovat proménné:

24z T

1—-5:—27%" T"

Tuto separovatelnou rovnici dale nefesime.

Priklad 22: VyuZitim vhodné substituce prevedte diferencialni rovnici 3’ + y + y2e! na rovnici linearni,
kterou dale nefeste.

Reseni: Rovnice
Y +y+yle =0

mé tvar Bernoulliho rovnice y' + P(t)y = Q(t)y"™, kde P(t) = 1, Q(t) = —e', n = 2. Proto pouZijeme
substituci 1
u = ylfn — yfl ——
Y
Spocteme u'. Plati
u/ _ _y—2y/.
—2.

Nyni vynasobime ptivodni rovnici vyrazem —y

7y72y/ o yfl o et — 0

1

Pouzijeme —y =2y’ =’ a y~! = u a dostaneme linearni rovnici pro u:

u —u=e.

Piiklad 23: Odhadnéte staii kosti metodou radiokarbonového datovani. Polodas rozpadu izotopu '4C je
piiblizné T}/, = 5730 let. Méfenim bylo zjisténo, Ze vzorek kosti obsahuje jen 35% piivodniho mnozstvi
izotopu *C. Predpokladejte exponencialni rozpad a uréete staii vzorku.

Reseni: Radioaktivni rozpad popisuje obycejna diferencialni rovnice
dN
T —AN,
kde N(t) je pocet jader izotopu *C v ¢ase t a A > 0 je rozpadova konstanta.
Reseni této rovnice je
N(t) = Noe™™,
kde Ny je poc¢atedni mnozstvi izotopu *C v dobé vzniku organismu.
Rozpadové konstanta A je spojena s poloc¢asem T /5 vztahem

B In2

A= —.
Ty/9
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Z podminky méfeni N/Ny = 0,35 dostaneme rovnici pro stari ¢:

1
035=e™M — t= = In(0,35).

In2
Dosadime A = ——:
osadime 5730 -
=—-——-1 .
t o n(0,35)
Vypoctem zjistime, Ze
t = 8678,5 let.

Podle tohoto modelu je stari zkoumaného vzorku kosti priblizné 8,7 tisic let.

Dodejme, Ze tento vypodet piedpokladé konstantni pocatecni obsah izotopu '*C v atmosféie a zanedbava
dalsf mozné korekce (izotopova frakcionace, zmény koncentrace 14C v ¢ase, kontaminaci vzorku apod.), které
se v praxi musi zohlednit. Vysledek je tedy orienta¢ni.
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5 Metrické prostory

Piiklad 24: Necht X je mnoZina vSech fetézci binarnich ¢isel délky n € N. Definujme déle zobrazeni
d(z,y) : X?> — R jako pocet indexii, na kterych se fetézce z a y ligi. UkaZte, Ze dvojice (X,d) je metricky
prostor.

Reseni: Prokazeme splnéni definiénich podminek metrického prostoru:

e totoZnost: Va,y € X : d(z,y) =0 < z =y
e symetrie: Vz,y € X : d(z,y) = d(y, x)

o trojuhelnikova nerovnost: Va,y,z € X : d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

TotoZnost je ziejma z definice metriky. UkédZeme splnéni podminek symetrie a trojuhelnikové nerovnosti.
Oznatme x = (21,22, ., Tn), Y= (Y1, Y25+, Yn), 2 = (21, 22, .- ., Zn)-

Symetrie: pro z,y € X plati d(z,y) = >0 [z — yil = D1y [y — 2| = d(y, x).

Trojuhelnikova nerovnost: pro x,y, z € X plati

|z — yi + vi — 2
1

IA

Z i — il + lyi — zil
i=1
(z,y) +d(y, 2).

Jsou spliieny vSechny tii defini¢ni podminky metrického prostoru, a proto je dvojice (X, d) metrickym pro-
storem.

Piiklad 25: Ovéite, Ze p(x,y) = In(1 + |z — y|) je metrika na R.

Reseni: Funkce p je nezaporna:
Ve,y e R: p(z,y) >0,

protoze |z — y| > 0 a funkce In(1 + ¢) je definovana a nezaporna pro t > 0.

Ovétime, Ze funkce p splije prislusné t¥i axiomy metrického prostoru.
1. axiom totoznosti (nulova vzdéalenost pouze pro shodné body):
plz,y) =0 <= In(l+|z—y|) =0 <= [z —y|=0 <= z=y.

2. axiom symetrie:
p(z,y) =1+ [z —y[) = In(l + |y — z|) = p(y, 2).

3. trojuhelnikova nerovnost: Je tfeba ovérit, ze
plw,2) < pley) + p(y:2) ti. In(1+]a - 2]) < In(1+ [z — y]) + In(1+ [y — 2]).
K tomu pouzijeme vlastnost logaritmu:

In(l+ |z —yl) + (1 + |y — 2[) =W [(1 + [z —y[)(1 + [y — 2])].
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Staci tedy ovérit:
Itz —z <(+[z—y)L+]y—=2]).

Vyuzijeme trojihelnikovou nerovnost pro absolutni hodnotu:
lz—z[<le—yl+ly—z21 = I+lz—z<1+[z—yl+]y—2l
Na druhé strané:
Atle—yA+ly—2) =1+]z—yl+ly—2l+lz—ylly—2l =1+ |z —y[+ ]y — 2|

Méame:
Lt Jo— 2| < (14 2 — y) (1 + |y — 2]),

coz po aplikaci logaritmu zachovava nerovnost, protoze logaritmus je rostouci funkce.

Prokazali jsme, ze funkce p(x,y) = In(1+ |z — y|) spliiuje vSechny t¥i definiéni axiomy metriky na R, a proto
je metrikou na R.

Priklad 26: Zduvodnéte, ktera z nasledujicich t¥i zobrazeni nejsou metriky na R:

__ Yy~ - _ ala—y|
—_y-r —In(1 — — 3le=yl _ 1,
pPa(,y) PR po(z,y) =In(l —y+z),  pe(z,y)

- y—=

ReSeni: (a) po(z,y) = —2F— > .

eSeni: (a) pu(z,y) oS

Pro x # y je pa(z,y) # pa(y, ). Napiiklad p,(0,2) = 2 # —2p,(2,0). Tedy p, nespliluje axiom symetrie a
neni metrikou na R.

(b) po(z,y) =In(1 —y + x):
Argument logaritmu musi byt kladny, coz je ale poruseno, pokud y > x + 1. Funkce p, tedy neni obecné
definovana na celé mnoziné R x R a nemuze proto byt metrikou na R.

(€) peli,y) = 3 - 1.
Funkce p. také neni metrikou na R, protoze nespliuje trojihelnikovou nerovnost, coz ukédzeme na nasledujicim
prikladé. Vyberme konkrétni body, naptiklad z =0, y = 1, z = 2. Pak

pc(O, 2) ﬁ pc(07 1) + pc(L 2)7

nebot
pe(0,2) =319721 —1 =32 — 1 =8¢ p.(0,1) + pc(1,2) = (3 = 1) + (31 — 1) = 4.

Piiklad 27: Urcete vzdéalenost bodi X = [1,1,2] aY = [4,3,1] v soudtové, euklidovské a maximalni metrice.

Reseni: Vzdalenost bodi X a Y budeme poéitat v metrickych prostorech (R3, p;) postupné proi =1, = 2
ai=o00. Pro X =[x1,22,23] a Y = [y1, Y2, y3] plati:

3

p(X,Y) = |-yl

i=1

3

pXY) = D (@i —wi)?
=1
poo(va) = maX{\xi—yi\;i=1,2»3}~
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Dosazenim konkrétnich soufadnic boda do defini¢nich vzorci dostaneme:

p(X,)Y) = [1—4/4+|1-3[+2-1]=3+24+1=6
p2(X,Y) VO—42+(1-32+2-12=V9+4+1="14
Poo(X,Y) max{|1 —4[,|1 —3|,|2 — 1|} = max{3,2,1} = 3.

Vzdalenost bodi X a Y je v sou¢tové metrice rovna 6, v euklidovské metrice je rovna v/14 a v maximéalni
metrice je rovna 3.

Priklad 28: Na uzavieném realném intervalu (0, 1) urcete vzdalenost realnych funkci f(z) = e® a g(z) = %

3
v metrice stejnomérné konvergence pco a v integralni metrice p;.

Reseni: Pro spojité realné funkce f(z), g(x) na uzavieném intervalu (a,b) C R definujeme:
pc(f:9) max{|f(z) — g(z)]; # € (a,b)}

b
pi(f.g9) = /If(x)—g(x)|dx.

Odtud po dosazeni hodnot ze zadani obdrzime:

1
pe(f.g) = max{le” = Zliwe (0.1)} =e— o =238
1 2.1
pi(f,9) = /O(e fg)dzf[e *3}0*6 5 = 2,552,

Vzdalenost funkci f(x) a g(z) je v metrice stejnomérné konvergence piiblizné 2,385 a v integralni metrice je
pEiblizne 2,552.

Piiklad 29: Na mnoziné realnych ¢isel uvazujme pro libovolné z,y € R metriku p(x,y) = |z — y|. Jaky je
primér mnoZin A a B, je-li A= (=7;-3) a B = (2;4)? Jaka je vzdéalenost mnoZin A a B?

Reseni: Pro pruméry mnozin A a B je zfejmé:

d(A) = sup{p(z,y); v,y € A} =4
d(B) = sup{p(z,y); z,y € B} =2.

Snadno uréime i vzdalenost mnozin A a B:

p(A, B) = inf{p(z,y); x € A, y € B} =5.

Priklad 30: Na piikladu ukazte, Ze

(a) sjednoceni nekoneéného systému uzavienych mnozin nemusi byt uzaviena mnozina.

(b) pranik nekone¢ného systému otevienych mnozin nemusi byt otevien4d mnoZina.

Reseni:
(a) Pro pfirozené ¢islo n stadi vzit mnoziny A, = <73+%; 2— %) Nekone¢nym sjednocenim téchto uzavienych
intervaltl je otevieny interval:

+oo
U 4. = (=3;2).
n=1
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(b) Pro pfirozené ¢islo n uvazujme mnoziny B,, = (— %; %) Nekoneénym prinikem téchto otevienych intervalt

neni otevienad mnozina:
“+o0

() B = {0}.

n=1

Piiklad 31: Necht X je mnozina vSech funkci, které jsou spojité na intervalu (0, 1). Definujme na X metriku d
predpisem:

d(f,g) = - .
(f9) = max |f(2) -~ g(o)
Spoctéte vzdalenost mezi funkcemi f(z) = 22 a g(z) = 2°.

ReSeni: Vyuzijeme definici metriky a dosadime do ni konkrétni funkce f a g:
3|.

d(f,g) = max |f(z) — g(z)| = Jax |2? —

Protoze se jedna o spojitou funkei na uzavieném intervalu (0, 1), nabyva na tomto intervalu maxima. Abychom

toto maximum uréili, nalezneme nejprve nulové body funkce h(z) = 2? — a3:

B (z) = 22 — 322

Tento vyraz polozime roven nule a dostaneme nulové body = 0 a =z = % Nyni sta¢i porovnat hodnoty
funkce h v nulovych bodech a v bodech na koncich intervalu. Mame

2 4 8 4
= - = - — = — 1 = 0.
h(0) =0, h(3) 9 27 27’ h(1) =0
Odtud:

4 4
d(f.9) = max | (@) = g(a)| = max{(), 27,0} -

3

Vzdéalenost mezi funkcemi f(z) = 2% a g(z) = 23 v metrickém prostoru (X, d) je 5.

Piiklad 32: M&jme metrické prostory ({0,1},d1) a ({0,1},ds), kde d; a ds jsou definovany jako
0 prozxz= 0 proz=
di(wy)=4. " SR TCRY E S y
1 proz #vy, 2 prox#y.

Uvazujme zobrazeni f : ({0,1},d1) — ({0,1},d2) definované jako f(x) = x. Urlete, zda je f izometrické
zobrazeni.

Reseni: Aby f bylo izometrické zobrazeni, muselo by pro kazdé z,y € {0,1} platit:

dg(f(-’f),f(y)) = dl(xay)'

Avsak, pokud vezmeme z = 0 a y = 1, pak dy(z,y) = d1(0,1) = 1, a soucasné da(f(0), f(1)) = d2(0,1) = 2.
Protoze

dy(£(0), f(1)) =2 # 1 = di(0,1),
neni f izometrické zobrazeni mezi ({0,1},d;) a ({0, 1}, da).

22



6 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Priklad 33: Vysetiete defini¢ni obor funkce
(a) f(z,y) = V4 =22 +1In(1-y?)
(b) g(z,y) = /5525 +In(zy)

a zobrazte jej v roviné.

ReSeni: (a) Vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezaporny a argument logaritmu musi byt kladny:

4—2%>0,
1—y%>0.

Prvni nerovnost po tpravé dava |z| < 2, tedy —2 < x < 2. Druh& nerovnost po upravé dava —1 < y < 1.
Z toho dostavame defini¢éni obor funkce f(z,y) jako

D(f) ={lw.,y] e R* | w € (-2,2),y € (-1, )}.
Nakonec zobrazime vypocitany defini¢ni obor v roving, viz Obr. 4:

2 Ay

Obrazek 4: Defini¢ni obor funkce f(z,y) = V4 — 22 + In(1 — y?)

1
g(x,y) =4/ 2 + In(zy)

definovana, musi byt splnény podminky pro existenci druhé odmocniny a logaritmu.

(b) Aby byla funkce

Vyraz pod druhou odmocninou musi byt nezaporny a také nelze délit nulou. Proto musi byt
4—2—y*>0 = 2*+yt<d
Z podminky pro logaritmus musi dale platit
xy > 0,

coZ znamena, ze proménné x a y jsou bud soucasné obé kladné, nebo jsou soucasné obé zaporné.
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Obrazek 5: Defini¢ni obor funkce f(z,y) = m + In(zy)

Defini¢ni obor funkce je tedy
D(g) = {[z,y] € R* | 2” +y* < 4, zy > O}.

Jde o primik otevieného kruhu 22 4 y? < 4 s prvnim a tfetim kvadrantem, viz Obr. 5:

Priklad 34: Spoctéte gradient funkce f(x,y) = imjgz v bodé A = [5,1].

Reseni: Nejprve spocteme obé parcialni derivace prvntho fadu funkee f (z,y):

of  _ 2(z — 3y) — 2z + y) Ty

Ox (x — 3y)? (x — 3y)?

af _ (z —3y) — 2z + y)(—3) _ Tx

Ay (z — 3y)2 (x — 3y)2’

Nyni dosadime x = 5 a y = 1, ¢imz ziskame hodnoty parcidlnich derivaci v bodé A:

of A T
95>l = (5-3-1)2 4
af 75 35
w®Y T Fosap T

Gradient funkce f(z,y) v bodé A = [5,1] je tedy Vf(5,1) = (,Z &)

47 4

1"

Piiklad 35: Pro funkei f(z,y) = 2 In(zy) spoctdte fo,, a fry,-

Reseni: Chceme spoditat parcialni derivace tietiho fadu pro funkei f(z,y) = zIn(zy). Nejprve spocitame
parcialni derivaci prvniho fadu podle proménné x, pfi¢emz derivujeme podle vzorce pro soucin dvou funkei.
Mame:

’ 1
fo = 1~ln(xy)+m~x—y-y:1n(zy)+l.
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Odtud dale vypocitame potfebné druhé parcialni derivace, tedy f;r a foy

"

" ! 1 1
z Ty T
1 ' 1 1
Joy = (ln(acy)—i—l) = .z4+0="_.
y Ty Y
Odsud jiz snadno dopo¢itame pozadované tieti parcialni derivace:
2 1 '
= — = 0
fi = (3),
1" 1 ) ' 1
fmyy - (y v - y2'
Priklad 36: Vypocitejte limity
(a)
3
lim &7
[z,y]—[0,0] 3x* + 2y*
(b)
25+ a2 +y? -5
im ,
[2,y]—[0,0] z? +y?
(c)
. 2 3 .1 .,
lim (2% +y+2) cos— -sin — -sinz”.
[Ivyﬁz]*}[ovoxo] X y

Reseni:

(a)

Jedn4 se o limitu typu nula déleno nulou. UkaZeme, Ze limita neexistuje. Pouzijeme k tomu metodu
svazku pfimek. Proménna x se bude blizit limitné k nule a proménna y se bude limitné blizit k nule po
primkach kz, kde k € R je smérnice. Mame

: 1:3y . kxt k
1m 0 = 11Im = .
z—0, y—kx 3:174 + 2y4 z—0 3:E4 + 2k4$4 3+ 2k4

Vidime, Ze po tupravach zélezi vysledek na k. Limita proto neexistuje, protoze pro rizné hodnoty
smérnice k obdrzime ruzné vysledky ve tvaru ﬁ

Opét se jedna o limitu typu nula déleno nulou, piimo dosadit tedy nemiizeme. Limitu budeme fesit
rozsifenim, aby po vhodnych tpravéich presla na typ, kde lze nulové hodnoty pro proménné x a y p¥imo
dosadit. Plati:

V25 4+ 22 +y2 -5 lim V25+a2+y* =5 25+a2+y*+5

lim 2 .2 = 212
[,y]—10,0] ety [2,y]—[0,0] ety V25 4+22+y2+5

2?2 + 92 1

1
lim = lim = —.
[zy]=00,0] (22 +y2) - (\/25 + 22 +y2 +5)  [ew=000] /25 + 22 +y2+5 10

Tato limita tedy existuje a jeji hodnota je rovna %.
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(¢) Snadno nahlédneme, ze
lim (22 +y+2)=0.

[x,y,2]—10,0,0]
Vsimneme si dale, ze
. 3 .1
-1< lim cosfosm—2~sm,22§1,
[%,y,2]—[0,0,0] T Yy

jelikoZ funkéni hodnoty funkee sinus a funkce kosinus jsou vzdy z intervalu (—1, 1), coZ plati i pro soudin
téchto funkénich hodnot. Podle véty o limitach vime, Ze nulova limita vynasobena omezenou limitou
dava nulovou limitu, odkud s vyuzitim spojitosti

3 1 3 1
lim (22 +y+2)-cos = -sin — -sin 22 = lim (2 +y+z) lim cos —-sin — -sin 2% = 0.
[z,y,2]-[0,0,0] x  y? [z,y,2]-[0,0,0] [z.y,2]-[0,00 = Yy

Priklad 37: Urcete body nespojitosti funkei

(a) flay) = 282

(b) f(z,y,2) = eTie -Iny? - cos ZE .

™

Reseni:

(a) Polynomy x? — 3y +2, 22 —y? jsou spojité v celé roving, tedy pro libovolné reidlné hodnoty proménnych
z a y. Zadana funkce f(x,y) proto neni spojitd jen v bodech, ve kterych neni definovana, tj. kdyz
2?2 —y? = (r+y)(z—y) = 0. Body, v nichZ funkce f(z,y) neni spojita tvoii dvé pfimky dané rovnicemi
y=ray=—x.

(b) Exponenciilni funkce, logaritmicka funkce a funkce kosinus jsou spojité na jejich defini¢nich oborech.
Soudinem spojitych funkei je spojita funkce. Body nespojitosti u zadané funkce f(zx,y,z) jsou proto
pouze ty, pro které zminéné tfi funkce nejsou definovany. Dostavame tak, ze © # —2, y # 0 a z # .
Body nespojitosti pro funkci f(x,y, z) tak lezi vyhradné v rovinach danych rovnicemi: x = =2, y =0
az=m.

Piiklad 38: Zjistéte, zda je funkce f(z,y) spojita v bods [0, 0], je-li

R N R
m’”‘{of‘ [2,y] = [0,0].

Reseni: Aby zadana funkce f(x,y) byla spojita v bodé [0, 0], musi platit
2

lim —Y

eyl —[0.0] z* + y?

)

tedy, Ze limita jdouci k bodu [0, 0] se rovné funkéni hodnoté v tomto bodé: f(0,0) = 0. S vyuZitim metody
svazku parabol ukaZeme, Ze tomu tak neni. K bodu [0, 0] se budeme blizit po parabolach danych rovnicemi
y = kz?, kde x se blizi k nule. Vypoctem zjistime, Ze

lim x? - kx? ~ fim x4k _ k
z—0 4 + (kx2)2 T 2—0 x4 . (1 + k2) N 1+ k2

Vysledek této limity zalezi na hodnoté readlného parametru k, a proto tato limita neexistuje. Odtud jiz pfimo
vyplyva, Ze zadané funkce neni spojita v bodé [0, 0].
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Priklad 39: Podle definice (s vyuzitim limitniho zlomku) vypocitejte derivaci funkce f(x,y) = 22y v bodé
A = [2,3] ve sméru vektoru u = (1, —-2).

Reseni: Podle definice je:

coz v naSem piipadé dava:

Vypocitame bod:
2,3]+¢t-(1,-2)=[2+1t, 3—2¢]

a ziskané soufadnice dosadime do funkce:
f24+t,3-2t) = (2+1t)?2-(3-2t)
= (A4+4t+t3)(3-21)
= 12— 8+ 12t — 8% + 3t* — 2¢3
12 + 4t — 5% — 23
Dopocitame jesté funkéni hodnotu v bodé A = [2, 3]. Ziejmé je
f(2,3)=2%.3=12.

Nyni jiz zndme vSechny potfebné hodnoty a miizeme piiklad dopocitat. Dosadime do definice:

, 12 + 4t — 512 — 2¢3 — 12 4t — 52 — 213
£1(2,3) = lim = —lim 2 "= i (4— 5t — 212) = 4.
t—0 t t—0 t t—0

Priklad 40: S vyuzitim gradientu uréete derivaci funkce f(z,y,2) = In(1 +x + 3% + 2*) v bodé [1, —1,1] ve
sméru vektoru (5,0, —12).

Reseni: Chceme spocitat derivaci funkce
f(z,y,2) =In(1 4z + > + 2%
v bodé A =[1,—1,1] ve sméru vektoru v = (5,0, —12).

Nejprve spocitame délku smérového vektoru:

|v| = /52 + 02 + (—12)2 = /25 + 144 = V169 = 13.

Tento vektor nyni normalizujeme. Ponechame tedy jeho smér, ale zménime jeho velikost na hodnotu 1.
Obdrzime vektor u, ktery pozdé&ji vyuzijeme:

v 50 12
YT T\t s )

1 2y 423
Itz +y?+2 Ttot+y?+2 1+ +y2+24)7

Gradient funkce f je:

Vi(r,y, z) = (
odkud

v = w1 - (L-22) - (A1),

27



Hledané derivace ve sméru vektoru u je skalarni soucin:

’

fuld) = Vf(4)-u
_ (1_11).(50_w>
4 2’ 13’77 13
15 1 12
= 4‘13+<‘2>'0+1'(‘13>

) 12 5 48 43

52 13 52 52 52

Priklad 41: Ovéite, ze po ¢astech definovana funkce

2 _ .2
f(x y): w, pro [m,y]7§[070}7

0, pro [z, y] = [0,0],

mé v bodé [0,0] rizné smiSené parcidlni derivace druhého Fadu. Stru¢né zdavodnéte, pro¢ to tak v tomto
pfipadé muze byt.

Reseni: Nejprve ovéifme, Ze je funkee f v okoli bodu [0, 0] definovana a Ze v tomto bodé existuji obé& parcialni
derivace prvniho fadu. Mame:

! 1 f(h,O) — f(O?O) 1 f(ha 0) T h3 _
£0(0,0) = Jimg TS < i S = fim -0 = 0,
! T f(O,h)—f(0,0) T f(oah) 1 _h3 _
F100) = fim 2SS — i TR < i S0 0,

Déle se zaméFime na vypocet smiSenych parcialnich derivaci druhého fadu v bodé [0, 0]. Nejprve vypocitame

derivaci f,, (0,0) pomoci definice:

p _ f2(0,R) — £.(0,0
1,(0.0) = tim Z=O = La0.0)

Pro x =0 a y # 0 plati:

C0-y(0—9?)
f(xvy)_ O+y2 _Oa
odkud Fhy) — F0y) . () (2 — )
/ L ) — f(0,y) . Y y(h® —y B
12(0,y) = Jim, h B S ) iy 7
Je tedy:
1" . _h_O
Analogicky spocitame:
" £, (h,0) = £,(0,0) h=0
L

ZJIStlh jsme7 ze 7 "

Funkce ma v bodé [0, 0] razné smiSené parcialni derivace druhého Fadu. To je mozZné, protoze Schwarzova
véta (véta o zadméné smiSenych derivaci) plati pouze za piedpokladu, Ze tyto derivace jsou spojité v okoli
daného bodu. V tomto piipadé ale nejsou smiSené derivace v okoli bodu [0, 0] spojité.
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Priklad 42: Pomoci (totalniho) diferencialu pfiblizné vypoctéte

(a) 1,01%92

(b) /3,032 + 3,992 + 0,01.

Reseni:

(a) Oznatme f(x,y) = z¥. Zvolme bod A = [1, 4], v jehoZ okoli aproximujeme hodnotu funkce f(1,01;4,02).

Uréime totéalni diferencial zadané funkce v obecném bodé [z, y]:

df (x,y) = fo(a,y) dz + f,(z,y) dy = ya? " dz + 2¥lnz dy.

V bodé A = [1,4] plati:

f(A)=1*-In1=0.

Vypocitame diference: dr = 1,01 — 1 = 0,01, dy = 4,02 — 4 = 0,02 a dosazenim do vzorce obdrzime

vysledek:

£(1,01;4,02) = f(A) + df(A) =1* +4-0,01 +0-0,02 = 1 + 0,04 = 1,04.

Ozna¢me f(x,y,z) =

x? + y? 4 z. Zajimé nas pfiblizna funkeni hodnota f(3,03;3,99;0,01). Nejprve
uré¢ime totalni diferencial funkce f(z,y,z)v bodé [z,y, 2]:

df(,y,2) = fulz,y,2) do + f,(2,y,2) dy + f.(2,y,2) dz,

kde

folz,y,2) = °

N

Pro konkrétni bod B = [3,4, 0] mame:

’ y ’ 1
f T,Y,z) = —F/—, T,Y,2) = —F/—77 ™ @ .
y (2,9, 2) R Lo(2.y,2) = 5 e
3 / 4 / 1
z B)=- B)= —.

Pro diference ziejmé plati: dx = 0,03, dy = —0,01, dz = 0,01.

Dosazenim do vzorce obdrzime vysledek:

3 4 1
£(3.03;3,99,0,01) = f(B)+df(B) = 5+ £ 0,03+ +(~0,01)+ 750,01 = 5+0,018~0,008+0,001 = 5,011.

10

Piiklad 43: Spocitejte Tayloruv polynom T5(z,y) funkce f(x,y) = 2sinz-siny v bodé A = [0,0].

ResSeni: Ziejmé f(A) = 0. Vypocitame hodnoty parcialnich derivaci prvniho a druhého fadu funkce f v bodé

A =10,0]:

of
oz
of
Ay
0 f
2
0*f
0zxdy
0 f

oy?

2cosx-siny —

2sinx-cosy —

—2sinz-siny —
2cosx-cosy —
—2sinx-siny —
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Vypocitané hodnoty dosadime do Taylorova polynomu druhého stupné:

9 0
Tr(z,y) = f(A)+67£(A)'I+gT£(A)'y
1 [(0*f 9% f 92
+ Bl <W(A).x2+2.6m6y(14).x'y+ayQ(A)'gﬁ)

1
= 0+0+0+5(0+2«2~w'y+0):2xy.

Piiklad 44: Urcete Tayloriv polynom &tvrtého stupné pro funkei f(x,y) = 2cosz-cos3y v bodé A = [0, 0].

ReSeni: Ziejmé f (A) = 2cos0-cos0 = 2. Vypocitame hodnoty parcialnich derivaci prvniho, druhého, t¥etiho
a ¢tvrtého fadu funkce f v bodé A = [0,0]:

% = —2sinz-cosdy — (;J; (A) =
%5 = —6cosx-sindy =— (;Jy” (A)=0
% = —2cosx-cosdy = g?; (A) = -2
Oajafy = 6sinz-sindy = ;ngy (A)=0
ZZ‘I = —18cosz-cosdy =— ZZJ;(A) =-18
% = 2sinz-cosdy =— gié(A) =0
Gizgy = 6cosz-sindy =— Oiz(];y (A) =
aiZJ;Q = 18sinz-cos3y = 8?2;2 (4)=0
ZZ§ = bdcosz-sindy =— g:;z: (A)=0
% = 2cosz-cosdy —> ZZZ (A) =2
ggy = —6sinz-sindy — aiigy( )=
E)ma:gﬁ = 18cosz-cos3y — 0524ng (A) =18
6348];3 = —b4sinz-sindy =— 8?4823 (A)=0
ZZ{ = 162cosz-cosdy = gzﬁ (A) = 162.
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Vypocitané hodnoty dosadime do Taylorova polynomu ¢étvrtého stupné:

Tiey) = A+ G+ ()
v o (gi‘é(A)wQ + 2-88;(;; (A)-ay + g;(A)-yZ)
+ % (a:(A).x‘* +4.6i§gy (A)-x3.y+6-aai4gy2 (A)-2?y® +4 aiy;g (A)-z-y® + ?;t(A) y4>
= 2+0+0+%(—2m2+0—18y2) +%(0+0+0+0)+i (22 4+ 0+ 182°y” + 0 + 162y*)
= 2—22 -9+ %x‘l + %x2y2 + %y‘l.

Priklad 45: Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 22 + 22y + 3y* + 4y.

Reseni: Nejprve spocteme parcialni derivace prvntho Fadu:
f;c = 242y

’

[y, = 2z+6y+4
Nalezneme stacionarni body, ve kterych jsou obé vypoctené parcialni derivace rovny nule:

20 +2y =
2r+6y+4 =

Z prvni rovnice plyne, ze x = —y, coz po dosazeni do druhé rovnice dava:
2(—y)+6y+4=0.

Odtud snadno vypocitame, Ze y = —1 a po dosazeni do rovnice x = —y obdrzime = = 1.

Potencialni lokalni extrém tedy muZe nastat pouze ve stacionarnim bodé A = [1, —1]. Nyni zjistime, zda se
jedna o maximum, minimum nebo sedlovy bod. K tomu pouZijeme determinant Hessovy matice:

1" "

" 17

Zjistili jsme, Ze determinant Hessovy matice je v kazdém bodé kladny, coZ spolu s faktem, ze det Hy(x,y) =

7

fzz(A) =2 > 0 znamen4, Ze se v bodé A = [1, —1] nachézi lokalni minimum.

det Ho(z,y) =

’22

9 6':2~6—2-2:8>0.

Priklad 46: Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y) = 2% — 2y — 122 + 6y — 6.

ReSeni: Vypoditame parcialni derivace prvntho fadu:
fi = 32%-12

’

f, = —6y>+6.
Ur¢ime stacionarni body, ve kterych jsou obé vypoctené parcialni derivace rovny nule:

32 —12 =
—6y*+6 =
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Rovnice jsou ekvivalentni s tim, ze

Odtud jiz snadno dopocitame, 7e x = +2 a y = +1. Ziskali jsme tak soufadnice ¢tyf stacionarnich bodi:
A=12,1], B=12,-1],C =[-2,1] a D = [-2,—1]. O tom, zda v téchto bodech nastanou lokalni extrémy
rozhodneme s pomoci Hessovy matice:

foo foy \ _( 6z 0
= (57 ) =(% )

Hodnoty determinantt Hessovych matic ve stacionarnich bodech A, B, C, D jsou:

detHQ(A)_‘l()Q _22'_144<0, detHQ(B)_‘loz 102‘_144>0,
detHg(C):‘Ol? _012’=144>0, detHg(B):‘Ol? 102’:—144<0.

Podle Sylvestrova kritéria v bodech A a D extrém nenastévéa. Vzhledem k tomu, ze det Hy(B) > 0 a f,,(B) =
12 > 0, nastava v bodé B lokalni minimum. Dale pak mame, Ze det Hy(C) > 0 a f,,(C) = =12 < 0, a tedy
v bodé C' se nachézi lokalni maximum.

Priklad 47: Urcete lokalni extrémy funkce tifi proménnych

f(z,y,2) = 22y® — 4oy + 2 + 2% — 22.

Reseni: Nejprve spoc¢teme parcialni derivace prvniho radu:

/

fo = 29°—4y+2z
f; = 4oy — 4x
fio= 2z-2

Vgechny tfi vypoctené parcidlni derivace polozime rovny nule. Obdrzime tak soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych, jejiz vSechna feSeni jsou hledané stacionarni body. Po jednoduchych tpravach pfislusnych rovnic
mé soustava nésledujici tvar:

v —2y+x = 0
z(y—1) = 0
z—1 = 0.

Ze tfeti rovnice ihned plyne, Ze z = 1. Z prvni rovnice je patrné, ze x = y(2 — y), coZ po dosazeni do druhé
rovnice dava:

y(2-y)y—1)=0.
Odtud je zfejmé, ze y; = 0, yo = 2 a y3 = 1. Nyni z rovnice z = y(2 — y) snadno dopocitame prislugné
hodnoty z1 =0, 2o =0 a z3 = 1.
Potencialni lokalni extrém muZe nastat pouze ve stacionarnich bodech: A = [0,0,1], B = [0,2,1] a C =
[1,1,1]. Nyni zjistime, zda se jedn4 o maxima, minima nebo o sedlové body. K tomu pouZijeme tii determi-
nanty Hessovy matice:

" 1" "

Tow Toy Ty 2 -4 0
det H3(z,y,2) = Fyo fyy fyp|=|ly—4 dz 0 = 162 — 2(4y — 4)%,

f. 0 0 2

fz:z: zy zz
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1" "

fIZ fa:

2 17

yx vy

det Hy(z,y,2) = | fry] = 2.

det Hy(z,y,2) = dy—4 .

:‘ ’ 4”‘4’=8x—<4y—4>2,

Na zéavér postupné dosadime soufadnice stacionarnich boda A, B, C a aplikujeme Sylvesterovo kritérium.
V bodé A extrém nenastava, protoze det Ho(A) = —16 < 0. Také v bodé B nemiZe byt extrém, nebot
det Hy(B) = —16 < 0. V bodé C je lokdlni minimum, nebot det H3(C) = 16 > 0, det Ho(C) = 8 > 0 a
det H1(C) =2 > 0.

Priklad 48: Najdéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 2% — 2y? + 42y — 62 — 1 na mnozing M dané
nerovnicemi x > 0,y > 0ax+y < 4.

Reseni: Nejprve nacrtneme oblast M, vzhledem ke které mame hledat globalni extrémy, viz Obr. 6

Y

Obrazek 6: Nacrt oblasti M.
Nalezneme stacionarni body uvnit¥ mnoziny M. K tomu vytvofime soustavu dvou rovnic f, =0 a f@// =0

20 +4y —6 =0,
—4y +4x = 0.

Ze druhé rovnice plyne, ze x = y. Dosazenim tohoto faktu do prvni rovnice obdrzime: 2z 4+ 4z —6 = 0, odkud
z =1, y = 1. Toto je jediné FeSeni dané soustavy rovnic f, = 0 a f?’J = 0. Jedinym staciondrnim bodem
je tedy bod A = [1,1]. Tento bod lezi uvnitf mnoziny M, takze je kandidatem na globalni extrém funkce
f(z,y). Snadno dopo¢itame, ze f(A) = f(1,1)=1-24+4—-6—-1= —4.

Déle ur¢ime extrémy na hranici mnoziny M. Mnozina M je trojahelnik s vrcholy v bodech [0,0], [4,0],
[0, 4]. Postupné prozkouméame hodnoty funkce f(z,y) na jednotlivych stranach trojahelnika, tedy na hranici
mnoziny M.

(a) y=0,z€(0,4)
u(z) = f(z,0) =2 -6z —1, v'(r)=20-6=0 = z=3.
Bod B = [3,0] lezi na hranici mnoziny M, spo¢teme:
f(B)=f(3,00=9-18—1=-10.

Dopocitame jesté funkéni hodnoty v krajnich bodech C' = [0,0] a D = [4,0]. Ziejmé f(C) = u(0) = —1
a f(D)=u(4)=16—24—1=—9.
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(b) 2 =0,y €0,4)

o(y) =f0,y) =2 -1, V(y)=—4y=0 = y=0.

Vypocéteny bod [0,0] je bod C, ktery jsme fesili v pfipadé (a). Pro kontrolu, i zde nam vyjde f(C) =
v(0) = —1. Druhym krajnim bodem strany trojuhelnika je bod E = [0, 4]. Funkéni hodnota v ném je
F(E)=v(4) = -2-16— 1 = —33.

(c) y=4—=x, x €(0,4)

w(z)=flr,d—z) =2 -2-4—2)?+42-(4—2)—62—1
=22 - 324162 — 222 + 162 — 42% — 62 — 1
= —52% + 26z — 33.

Podobné jako v predchozich dvou pfipadech nyni vySetfime extrémy funkce jedné reélné proménné
w(z) na uzavieném intervalu (0,4). Vzhledem ke spojitosti funkce w(x) mize extrém nastat pouze ve
vnitfnim bodé daného intervalu nebo na jeho dvou koncich. Pomoci derivace nyni uréime stacionérni
body:
13 13 7

w(r)=-10x+26=0 = T = odkud y:4—€: 5
Ziskali jsme bod F = [15—3, g] € M. Protoze v ném miize byt hledany globalni extrém, zjistime funkéni
hodnotu f(F'). Mame

F(F) = w(F) = —5- (?)2 +26- (?) 33— g.

Funkéni hodnoty v krajnich bodech strany trojthelnika v pfipadé (c) uz jsme poéitali. Pro kontrolu
spravnosti pfedchozich vypo¢tl je radgji spocitame znovu, tentokrat pres funkei w(z). Plati, Ze

F(D) = f(4,0) =w(4) = —5-4>+26-4—-33=-9 a F(E)=F(0,4) = w(0) = —33.

Vysledky jsou stejné, kontrola spravnosti vysla.

Nyni jiz zname vSechny body, ve kterych miiZze nastat globalni extrém funkce f(x,y) vzhledem k mnozing M.
Mize to byt v bodé A (v jediném vnitinim bodé mnoziny M) nebo v bodech B, C, D, E, F (v péti bodech
na hranici mnoziny M). Stac¢i srovnat velikosti funkénich hodnot vSech Sesti ziskanych bodii:

o f(A)=—4
o f(B)=-10
o f(C)=—1
o F(D)=-9
o f(E)=-33
o f(F)=1%.

Zjistili jsme, Ze funkece f(z,y) ma na mnozing M globalni maximum v bodé [1—53, %} a globalni minimum v bodé
[0, 4]. Pfitom max f = % a min f = —33.
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7 Integralni pocet funkci vice proménnych

Priklad 49: Vypoctéte dvojny integral

// 322 - siny dz dy,

A

kde oblasti A je obdélnik s vrcholy v bodech [0,0], [3,0], [0, 5] a [3, §].

Reseni: Znazornime oblast A, viz Obr. 7. Ziejmé se jedna o elementarni oblast typu (z,y) a také typu (y, z),
piicemz z € (0,3) a y € (0, 5).

[0,0] | 3,0]

Obrazek 7: Obdélnikova oblast A.

Podle Fubiniho véty prevedeme tlohu na vypocet dvou jednoduchych integrali. Plati

3 i

//3x2~sinydxdy:/ (/2 3x2.sinydy) dx.
o “Jo

A

S vyuzitim Dirichletovy véty pak

/3 (/3 3x2~sinydy> dx
0 0

3 3
/ 322 dx - / siny dy
0 0

[:E?’]Z [—cosy]f =927-(0— (—1)) = 27.

Piiklad 50: Vypoctéte dvojny integral [, zy dx dy, kde Q je trojuhelnik uréeny body [0,0], [0,2], [2,0].

Reseni: Nejprve nakreslime obréazek trojihelnikové oblasti €, viz Obr. 8.

S vyuZzitim obrazku dale rozepiSeme meze integrace pro proménnou x a pro promeénnou ¥, pfi¢emz si uvédo-
mime, Ze body [0, 2] a [2, 0] prochazi pfimka dané rovnici y = 2 — x. Zfejmé plati, Ze 0 < 2 < 2. Proménna y
je zavisla na proménné z, pricemz nabyva hodnot od 0 do 2 — z (pro = od 0 do 2).

Podle Fubiniho véty mizeme zadany integral napsat nasledovné:

/02 (/Oz_ggxydy) da.

Integrovanim podle proménné y nyni vypocitame vnitini integral:
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[0,2]

x

[0,0] (2,0

Obrazek 8: Trojuhelnikova oblast 2 ur¢ena body [0, 0], [0, 2], [2,0].

2—z 272~ 2 2 3
xy x(2—x) x(4 — 4z + 2*) 5 T

d — — = :2 _2 .

/0 xy dy [ 5 ]0 5 ) €T x” + 9

Nakonec integrujeme podle proménné z:

2 3 223 2 1 16 2
/ (2x—2w2+x—)dm:[m2—i+x—] :4——6+2:6——6:—.
0 2 o 3 3 3

Zjistili jsme, ze [[zydxdy = 2.
o)

Priklad 51: Spocitejte dvojny integral | fﬂ vx?2 +y?2drdy, kde Q je ¢ast roviny vymezena nerovnostmi
1<2?24+9y2 <4, —z2<y<a.

Reseni: Oblast Q je prinikem mezikruzi (uréenym nerovnostmi 1 < 22 + y? < 4) a thlu (uréenym nerov-
nostmi —x < y < z). Na Obr. 9 je celé mezikruzi, které je vymezeno dvéma kruznicemi se stfedem v pocatku
a s polomérem 1, respektive 2 zaznaceno svétle modrou barvou. Na Obr. 9 je thel s vrcholem v pocatku
a s rameny, které tvori polopfimky y = = a y = —z znazornén svétle ¢ervenou barvou. Oblast  je pak
znézornéna svétle fialovou barvou.

Obrazek 9: Oblast dana nerovnostmi 1 < 224+ ¢y?><4a -z <y<az.
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Pro zna¢né jednodussi vypocet zadaného dvojného integralu aplikujeme pievod do polarnich souradnic. Pri-
slugné transformaéni rovnice jsou:

T = TCOosQ,

= rsingp,

pficemZ prislusny jakobian je roven 7. Po pfevodu do polarnich soufadnic ma vyraz y/x2 + y2 hodnotu r,
protoze r > 0, odkud

Va2 4 y2 = (rcosp)? + (rsing)? = \/7“2(coszg0—i—sin2 Q) =Vr2=r.

Z Obr. 9 vyplyva, ze 1 <r <2 a -5 < ¢ < 7. Dostavame tak

z 2
/ Vet +yrdedy = /4 (/ T2d?")d(p
1

Q

Priklad 52: Vypocitejte trojny integral

/// xy?zde dydz,
A

kde oblast A je kvadr (0,2) x (1,3) x (1,2).

Reseni:

Oblast A je kvadr, takze meze integrace jsou konstantni a mizeme integrovat postupné:

[[fosssavie= ([ ([ i) )

Nejprve integrujeme podle x:

2 2 221? 4
/ zy’zde = y2z/ rdr = y*z [ ] =1’z - = 2%z
0 0 2 0 2

Déle integrujeme podle y:
3 3 877 27— 1 2 52
/ 2%z dy = 22/ yrdy =2z {yg} =2z () =2z — = —2z.
1 1 1

Nakonec integrujeme podle z:

2 2 272

-1
/gzdz:g/ zdz:52 z :2-4 :52.§:26.
13 1 1 2

3
///xgﬁzdxdydz = 26.
A
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Hodnota trojného integralu je



Priklad 53: Vypocitejte trojny integral
/// rdrdydz,
Q
kde uzaviené oblast () je ur¢ena vztahy: z >0,y >0, z>0adzr+2y+ 2 < 8.

Reseni: Oblasti Q je ¢tyistén umistény v prvnim oktantu a shora omezeny rovinou 4z + 2y + z = 8. Pro
ilustraci uvadime obrazek oblasti Q (viz Obr. 10), kde jsou znézornény pruseciky roviny 4x + 2y + z = 8
s osami x, y, 2.

0,0, 8]

[0,0,0]

0,4,0 ¥
[2,0,0
X

Obrazek 10: Naért oblasti Q.
Typ elementarni oblasti mtiZeme u ¢tyfsténu vybrat libovolné, zvolme napiiklad (z,y, z). Plati:

0<x<2 0<y<4—-22, 0<2z2<8—4x—2y.

Aplikujeme Fubiniho vétu:

2 4—-2x 8—4x—2y
///zdxdydz:/ / / rdzdydx.
2 o Jo 0

Integrujeme podle z:
8—4x—2y
/ xdz = x(8 — 4z — 2y).
0
Integrujeme podle y:
e Az 4—2x
/ $(8—4m—2y)dy=m/ (8 —da —2y)dy =z [(8 — da)y — y*]
0 0

=z ((8—4z)(4—2z) — (4 —22)%) = 2 [(32 — 32z + 82%) — (16 — 16z + 42%)] = 162 — 1627 + 42?).
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Nakonec integrujeme podle x:

2 2
16 16 128 144—128 16
/(16x—16m2+4x3)da::{8x2—a:3+a:4} =8-4—— 8+16=48-— " ="—_——"— =",
0 3 0 3 3 3 3

16
///xdxdydz =3
Q
Priklad 54: Integrujte transformaci do valcovych souradnic:

///x2+y2dmdydz,
Q

kde oblast  je vymezena rovinami z = 0, z = 5, pii¢em? proménné z a y splituji nerovnost 2 + 32 < 4.

Vysledek:

Reseni: Tento trojny integral budeme Fesit prechodem do valcovych soufadnic. PFitom vyuzijeme prevod:
e xr =rcosf,
e y =rsind,
e 2z =2,

o drdydz=rdrdfdz.

Poznamenejme, Ze proménna r za relaci rovnosti v predchozim radku souvisi s tim, Zze absolutni hodnota
jakobidnu je rovna praveé r.

Prevedeme integrand a oblast €2 do valcovych souradnic. Pro integrand mame
22 +y? = (rcosh)? + (rsinf)? = r?(cos® 6 4 sin® ) = r.

Oblast Q bude prevedena na oblast ', kde:

e 2 €(0,5),

e 2 +y? <4 = rel(0,2),

e 0 < (0,2m).
Prepiseme zadany integral do valcovych souradnic:

///a:2 +y?dedydz = ///7“2 srdrdfdz = ///T?’drdez,
Q QO &

kde, jak vime, ' je valcova oblast, ve které r € (0,2),0 € (0,27), z € (0, 5).

5 p2m 2
/ / / r3drdfdz.
o Jo 0

Sefadme integraci v poradi: dr df dz:

Nyni vypocitame jednotlivé Casti:

e vnitini integral (dle r):



e prostiedni integral (dle 6):
27
/ 4d0=4-[0)7" = 8n
0

v ive

5
/ 8mdz = 8 - [2]2 = 40r.
0
Zadany trojny integral ma tedy hodnotu 407.

Piiklad 55: Integrujte transformaci do sférickych soufadnic:

(E2+ 2+22 drdydz
( Yy Y )
Q

kde trojrozmérnou oblast 2 tvori vSechny body spliiujici:

24y 4+22>1, 2P+t 4 <A

Reseni: Oblast Q je ohrani¢ena dvéma kulovymi plochami se stiedem v pocatku soustavy soufadnic o polo-
mérech 1, respektive 2. Zavedeme sférické soutradnice:

xr=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb,
242+ 22 =12 dodydz =rsin0drdfds.

Pouzili jsme fakt, ze absolutni hodnota piislusného jakobianu je 72 sin 6.

Zadany integral [[[(z?+ y* + 2?) dx dy dz nyni transformujeme na:
O

///7«2 12 sin 0 dr df dop — ///r4sin9drd9d¢,
Q*

Q*

pri¢emz pro oblast * méame:

re(l,2), 0e(0,m), ¢ec(0,2m).

27 ™ 2 27 ™ 2 1 124
/ / / r4sin9drd9d¢:/ dqb/ sianH/ r4dr:27r~2-3— il
o Jo J1 0 0 1 5 5

x 1247
[§] s -

Integrujeme:

Zadany trojny integral je roven hodnot
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