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Uvod

Ucebni text ,Matematickd analyza I a II(pro uéitelské obory)* je urc¢en predevsim
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Kapitola 1

Ciselna osa, supremum a infimum

1.1 Zakladni c¢iselné mnoziny

Uvedeme nejprve prehled zakladnich ¢iselnych mnozin a jejich oznaceni. V celém
textu budeme pracovat s nasledujicimi mnozinami, jejichz vlastnosti jsou probirany uz
na stfedni skole:

N = {1,2,3,...,n,...} je mnozina vsech prirozengch Cisel. Pfirozend ¢isla pouzivame
napft. jako poradova cisla, tfeba pti zapisu ¢lenii posloupnosti:
(an) = a1,a2,a3,..., Gy, ...

No=4{0,1,2,3,...,n,..} = NU{0} je mnozina celjch nezdpornijch ¢isel. Témito ¢isly je
vyjadien pocet prvki konecnych mnozin. Pozdéji uvidime vyhody pouziti ¢isel z Ny
jako indexii ¢lenti nekone¢nych mocninnych fad: ag + a1 + asx? + ... 4+ apz™ + . ..

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} je mnozina vSech celych ¢isel. Celd ¢isla pouzivame napf. pro
zapisy vztahujici se k periodi¢nosti funkci; napt. funkce y = cotgx neni definovana
pro x = km, kde k € Z je libovolné (celé) ¢islo.

Q — mnozina vsech ¢isel raciondlnich. Raciondlni ¢islo je definovano jako ¢islo, které
lze vyjadrit ve tvaru %, kde k € Z a n € N. Podle potieby lze takovy zlomek
uvést na zdkladni tvar, kde citatel a jmenovatel jsou ¢isla nesoudélna. Racionalni
¢isla se pouzivaji napt. pti konstrukci nékterych méné obvyklych matematickych
objektu (viz dale). Mnozina Q je na ¢iselné ose husté usporadana, mezi kazdymi
dvéma raciondlnimi ¢isly lezi dalsi raciondlni ¢islo (napr. jejich aritmeticky primeér).
Racionalni ¢isla lze zapsat i jako Cisla desetinné. Jejich desetinny (dekadicky) rozvoj
je ukonceny nebo periodicky, dostaneme jej ze zlomku % délenim. Obréaceny postup
je jiz narocnéjsi.

Priklad 1
Racionalni ¢islo a = 1,572 zapiste ve tvaru zlomku.

NAvoD: Prvni zptisob FeSeni vychdzi z toho, Ze periodickd ¢ast desetinného rozvoje ¢éisla a je geometrickd
rada. Plati tedy

15+72+72+72+ 3+72 1 173
a= —t =t -——=+.. . === ... = —.
108 105 0 107 2103 1- 1% 110
Ve druhém zptisobu Teseni zapiseme

a=1,572

100a = 157,272,

odkud po odecteni prvni rovnice od druhé dostaneme 99a = 155,7, a tedy a = %507 = %.
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R — mnozina vsech cisel redingch, je pro zakladni kurs matematické analyzy zakladni
¢iselnou mnozinou (pokud neni feceno jinak, budeme rozumét pod pojmem cislo
vzdy cislo redlné). Dostaneme ji tak, ze vhodnym zptsobem zavedeme iracionalni
¢isla. Redlnd ¢isla zobrazujeme na ¢iselné (redlné) ose: je to primka, na niz zvolime
bod O jako obraz ¢isla 0 (pocatek cCiselné osy) a bod J jako obraz ¢isla 1, a pomoci
téchto dvou bodi pak na ni zobrazujeme vsechna realna cisla; body na ¢iselné ose
oznacujeme zpravidla pfimo zobrazovanymi ¢isly.

P1i rozsitovani pojmu cislo z Q na R vznikaji dvé otazky:

— zda existuje potfeba iraciondlnich ¢isel (a jak je zavést),

— zda zobrazeni mnoziny R na ¢iselnou osu je bijekce, tj. zda také naopak i kazdy
bod ¢iselné osy je obrazem néjakého realného ¢isla.

Véta 1.1.1
Neexistuje raciondlni ¢islo, jehoz druhd mocnina by byla rovna 2.

DUKAZ: (sporem) Pfedpokladejme, Ze neni splnéno tvrzeni véty, tj. ze Ir € Q: r? = 2.
Cislo  je zfejmé kladné; vyjadifme je zlomkem v zdkladnim tvaru r = %, tedy p, g jsou
¢isla nesoudélna a plati 7¢ = p. Umocnime: 72¢? = p? |, tj. 2¢® = p?, odtud p? je sudé, coz
nastane, pravé kdyz p je sudé. Tedy p = 2k, odtud 2¢? = 4k2, a proto ¢* = 2k?, takZe ¢
je sudé. Odtud plyne, Ze zlomek %’ lze kratit dvéma. To je spor s predpokladem, Ze tento
zlomek je v zdkladnim tvaru.

Bez iraciondlnich ¢isel (tj. v mnoziné Q) bychom tak napt. nedovedli zmérit thlo-
pricku jednotkového ctverce (neméla by délku). Existuje tedy potieba ¢isel, ktera nejsou
racionalni a ktera jsme nazvali iracionalni.

Logika rozsitovani ciselnych oboru 1iké, ze novy druh c¢isel zavadime pomoci Cisel
jiz. diive definovanych. Pri zavadéni ¢isel redlnych (tedy vlastné iraciondlnich, jen ta jsou
nova) lze postupovat tak, ze definujeme tzv. rez v mnoziné Q jako kazdy rozklad mnoziny
Q na dvé tridy, dolni a horni, kde tedy kazdé racionalni ¢islo patii praveé do jedné z téchto
ttid a kazdé ¢islo z horni tridy je vétsi nez kazdé cislo z dolni tridy. Iraciondlni ¢islo pak
ztotoznime s takovym tfezem, kde v dolni t¥idé neni nejvétsi prvek a v horni tiidé neni
prvek nejmensi. Napf. ¢slo v/2 je déno fezem v Q, kde do dolni t¥idy patif viechna ¢isla
zaporna a ta x z nezdpornych, pro néZ je 2 < 2, do horni t¥idy patii vSechna zbyvajici
racionalni ¢isla. S podrobnostmi toho pristupu se seznamite v prednaskach z algebry ve
tfetim roc¢niku, kdy budete probirat Dedekindovy fezy; tam se také seznamite s jinym
pristupem pomoci Cantorovy teorie fundamentalnich posloupnosti.

Mnozinu vSech iraciondlnich ¢isel oznacime Q'; je QNQ' =0 a R = QU Q’'. VSimné-
me si dekadického rozvoje: racionalni ¢isla maji dekadicky rozvoj ukonceny nebo periodic-
ky, iracionélni ¢isla maji sviij dekadicky rozvoj neukonceny a neperiodicky; pro iraciondlni
¢isla Casto zndme jen koneény pocet mist jejich dekadického rozvoje (napf. pro ¢islo ),
ale neni to pravidlo.

Priklad 2

Napiste dekadicky rozvoj takového iracionalniho ¢isla, u néhoz dovedeme jednoduse
urcit ¢islici na libovolném misté rozvoje.

NAvoD: UvaZujte napiiklad &slo 1,101001000100001 ..., kde jednicky v desetinné &dsti jsou po Fadé
oddéleny 1,2,3,4, ... nulami. Zjistéte, jaké Cislice jsou na 990. a 1000. desetinném misté. [1 a 0]
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O mnozinidch R a Q' fikdme, Ze jsou husté v mnoziné R redlnych éisel, coz znamen4,
ze mezi libovolnymi dvéma redlnymi ¢isly lezi alespon jedno ¢islo racionélni a téz alespon
jedno ¢islo iracionalni.

Dulezitd cesta k pozndni mnoziny Q' vede pies mohutnosti mnozin. Zatimco mnoziny
N, Z, Q jsou spocetné (prvky téchto mnozin lze usporadat do posloupnosti), tak mnozina
R (tedy i Q') spocetna neni; fikdme, ze R ma mohutnost kontinua.

C — mnozina vsech cisel kompleznich; komplexni Cisla zobrazujeme v Gaussové roviné.
Platii NCNocZcCcQcRcC.

1.2 Zakladni vlastnosti ¢iselnych mnozin

O relacich a operacich v ¢iselnych mnozinach a o jejich prirozeném uspotradani pojed-
nava podrobné algebra. AvSak i v matematické analyze se zabyvame mnoha vyznamny-
mi ¢iselnymi mnozinami. PTi vySetfovani ¢iselnych mnozin vyuzivame jejich vlastnosti,
o nichz dale pojedname.

Definice 1.2.1

Mnozina M se nazyva shora omezend, pravé kdyz dL € R tak, ze Vx € M plati
x < L. Toto ¢islo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).

Mnozina M se nazyva zdola omezend, pravé kdyz dK € R tak, ze Vx € M plati
x 2 K. Toto ¢islo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zavora).

Mnozina M se nazyva omezend, pravé kdyz je omezena shora i zdola.

Priklad 1

Kolik hornich (dolnich) odhad mé ¢iselnd mnozina? Vyjadiete, co znamend, zZe dand
mnozina M neni omezend shora, zdola, zZe neni omezena. Co znamend, ze ¢islo B neni
hornim odhadem dané mnoziny?

Pokud néktery horni odhad mnoziny M patii do mnoziny M, pak jej nazyvame
nejuetsi prvek mnoziny M a oznacujeme jej max M. Podobné nejmensi prvek mnoziny

M (definujte) oznacujeme min M.

Priklad 2

Urcete nejvetsi a nejmensi prvek mnozin
_ 111 _f1 12 _23 _3
={Lyis b M={5-355-51"1 1 M={01L355 -}

NAvOD: Mnozina M1 m4 nejvétsi a nemd nejmensi prvek, Ms nem4 nejvétsi ani nejmensi prvek, M3 mé
prvek nejvétsi i nejmensi.

vvvvv

Definice 1.2.2
Pro vSechna a,b € R, a < b, definujeme
uzavreny interval (a,b) = {z € R;a < x < b},
otevreny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
a podobné (a, b), (a,b).

Vsechny tyto intervaly maji délku b — a.
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Definice 1.2.3

Mnozinu (a,+00) = {x € R;z 2 a} nazyvame neomezeny interval. Podobneé (a, +00),
(—00,b), (—00,b). Mnozinu R zapisujeme téz jako (—oo, +00).
Priklad 3

Definujte interval, ktery zprava uzavieny a zleva otevieny. Definujte interval, ktery je

naopak zprava otevieny a zleva uzavieny (tzv. polouzavreny nebo polootevreny interval).

Nékdy uvazujeme téz degenerované intervaly: {(a,a) = {a}, (a,a) = 0 (prazdnd
mnozina). Pojmem interval budeme vsak dale vzdy rozumét nedegenerovany interval.
Jestlize J je interval s koncovymi body a, b (napt. J = (a,b)), pak |J| = |b — a| znadi
délku tohoto intervalu.

Definice 1.2.4
Absolutni hodnota (modul) ¢isla a € R se oznacuje |a| a je definovana takto:

=4 @ proa =0
" |l —a proa<O.

Véta 1.2.1 (vlastnosti absolutni hodnoty)
Pro vSechna a,b € R plati
a) |a| 2 0, pficemz |a| = 0, pravé kdyz a = 0,

)
b) | —al| = al,
c) |a+b = |a + [b],
d) |a—0b| 2 |a| - [0],
e) |a'b|=|a|'!bc\la a
f) prob%OJe‘g‘—m.

Vlastnost c) (trojuhelnikovou nerovnost) muzeme zobecnit (uzitim principu matema-
tické indukce vzhledem k n):

¢’) Pro vsechny n-tice redlnych ¢isel aq, aq, ..., a, plati

la1 +ag + ...+ ap| < |ag| + |az| + ... + |an]

nebo zkracené

n n
IESNIE
=1 =1

Geometricky vijznam absolutni hodnoty: |a| znaéi vzdalenost obrazu ¢isla a od pocatku
¢iselné osy, |a — b| = |b — a| vzddlenost obrazu ¢isel a, b na ¢iselné ose.

|al la — b|

a 0 a b

Priklad 4
V oboru realnych ¢isel reste nerovnice a rovnici:
a) |r—3] <2,
b) 2|z + 2| — 3|z| — 2z = 4,
) =3-2x+2z+1]-3z-2=0.
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1.3 Supremum a infimum

Definice 1.3.1
Necht M C R, M # (. Cislo B € R nazjvame supremum mnoziny M a piSeme
[ =sup M, praveé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:
1. Pro vSechna x € M plati z < 3,
2. Pro kazdé ' < 8 existuje 2’ € M tak, ze plati 2’ > (',

Vlastnost 1. znamena, ze § je horni odhad, vlastnost 2. ika, ze (8 je ze vsech hornich
odhadt nejmensi, tedy: sup M je nejmensi horni odhad (zévora) mnoziny M. OvSem
z definice nijak neplyne, ze takovy nejmensi horni odhad existuje.

B B

Definice 1.3.2
Necht M C R, M # 0. Cislo o € R nazyvame infimum mnoziny M a piSeme
a = inf M, pravé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:
1. Pro vSechna x € M plati x = «,
2. Pro kazdé o > « existuje 2’ € M tak, ze plati 2’ < /.

Vlastnost 1. znamend, ze « je dolni odhad, vlastnost 2. 7ika, ze « je ze vsech dolnich
odhadi nejvétsi, tedy: inf M je nejuétsi dolni odhad (zévora) mnoziny M. Z definice opét
nijak neplyne, ze takovy nejvétsi dolni odhad existuje.

Priklad 1

Urcete sup M a inf M pro mnozinu M = {%, %, %, .. }
NAvoD: Plati sup M = 1, nebot vSechny prvky mnoZiny M jsou pravé zlomky a jsou tedy mensi nez
1; jestliielvéak vezmeme libovolné ¢islo r < 1, existuje vzdy v M prvek #_1, ktery je vétsi nez r. Déle
inf M = —, nebof zadny prvek M neni mensi nez %, a kdyz zvolime libovolné ¢islo s > %, pak vzdy pravé

pro prvek % plati % < s. Pritom sup M neni a inf M je prvkem zadané mnoziny M.

Tedy: supremum a infimum mnoziny mohou, ale nemusi byt prvky této mnoziny.
Pokud sup M je prvkem mnoziny M, je jejim nejvétsim prvkem; podobné pro inf M.
Také naopak, pokud méa M nejvétsi prvek, je to soucasné sup M; podobné pro nejmensi
prvek.

Véta 1.3.1 (o existenci suprema a infima)
Kazda neprazdna shora omezend mnozina redlnych ¢isel ma supremum.
Kazda neprazdnd zdola omezend mnozina realnych ¢isel ma infimum.

Tuto vétu budeme povazovat za axiom vyjadiujici zakladni vlastnost ¢iselné osy. Tedy:
existuje bijekce mnoziny R na ¢iselnou osu — kazdé redlné ¢islo 1ze zobrazit na ¢iselné ose
a kazdy bod ¢selné osy je obrazem néjakého realného éisla. Rikdme téz: ciselnd osa je
spojita. Pojmy ,.Cislo“ a ,,bod ¢iselné osy* povazujeme za synonyma a fikame napft. , bod
misto ,,¢islo xo* apod.

Pojmy supremum a infimum a véta o existenci suprema a infima jsou pro matematic-

4

l’o‘

kou analyzu velmi dulezité. Hraji podstatnou roli v fadé dikazu (viz napt. dale 1.4, dikaz
véty o vlozenych intervalech) a pri definici dalsich dulezitych matematickych pojmu.
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Redlna éisla a realita

Matematika svymi prosttedky modeluje realitu a pritom pouziva metody abstrakce:
abstrahuje od mnoha vlastnosti redlnych objektu (které mohou byt pro realitu velmi vy-
znamné) a ponechava jen ty, které upotiebi pii vytvareni matematickych modela. Vytvari
tak rtuzné abstraktni objekty, jako je bod, ¢tverec, ¢islo, funkce, rada ad. Tyto abstraktni
modely jsou velmi vhodné pro popis a studium reality, ale presto nesmime zaménovat
model a realitu. V urcitych pripadech se nase realné predstavy a zkusenosti dostavaji
do rozporu s nékterymi matematicky zcela presné definovanymi pojmy a vlastnostmi.
Napr. v realném zivoté neni nekonecno, takze nékteré jeho vlastnosti odporuji nasim
praktickym zkusenostem, tieba to, ze nekoneéna mnozina je ekvivalentni s nékterou svou
pravou Casti; napf. mnozina vsech lichych prirozenych ¢isel ,mé tyz pocet prvka“ (tj.
stejnou mohutnost) jako mnozina N. Podobné na zakladé zkuSenosti z redlného svéta
je nepredstavitelné, ze Q' ma vétsi mohutnost nez Q (Ze iraciondlnich éisel ,je vice®
nez Cisel racionalnich. Nase zkusenost ik, Zze kdyz vedle sebe jsou umistény néjaké
objekty, tak mezer mezi nimi je tak néjak stejné jako objektt (plankovy plot), ale u ¢éisel
racionalnich a iracionalnich je to iplné a nepredstavitelné jinak. Mezi kazdymi dvéma ¢isly
racionalnimi je alespon jedno c¢islo iraciondlni a mezi kazdymi dvéma ¢isly iracionalnimi
je alespon jedno cislo racionalni, pricemz téch iraciondlnich mezi dvéma racionalnimi
je mnozina mohutnosti kontinua, zatimco racionalnich mezi dvéma iracionalnimi je jen
spocCetna mnozina. Definice iracionalnich ¢isel, at uz pouzijeme jakoukoli metodu, vytvari
jen matematicky model a nikoli realitu. Spojitost ¢iselné osy, ktera se skladé z racionalnich
a iraciondlnich bodt, si nelze predstavit; snad i proto, ze v realném svété je to jinak, tam
neexistuje zadna piimka a pohodu c¢iselné osy jako dobfe fungujictho matematického
modelu narusuji rizné fyzikalni castice.

Na pocitaci se s redlnymi ¢isly pracuje dvéma zpusoby: ¢isla celd jsou ulozena ve
dvojkové soustavé a podle poctu pouzitych byti je dan jejich rozsah dostacujici pro
pouziti v praxi, vypocty jsou presné; desetinnd cisla se ukladaji jinym zpusobem, a to
jen s urcitou presnosti, ktera hraje u slozitych a rozsahlych vypoct velkou roli.

1.4 Nékolik vét o realnych cislech a ¢iselnych mnozinach

Véta 1.4.1 (o aritmetickém a geometrickém praméru dvou nezédpornych ¢isel)
Jsou-li a, b libovolna nezaporna realnd cisla, pak jejich aritmeticky priameér je vétsi
nebo roven jejich priméru geometrickému, tj.

a;—bz\/@’

pricemz rovnost prumért nastava praveé pri rovnosti obou ¢isel a, b.

DUKAZ: (princip) Zde je vhodny dikaz primy, pficemZ vyjdeme z platné nerovnosti
2

<\/_ — \/5) 2 0, jejiz upravou dostaneme piimo dané tvrzeni.

Priklad 1

Vsimnéte si slovni formulace véty. Prepiste ji do formy prevazné symbolické a do
formy zcela symbolické.

Predchazejici vétu lze zobecnit nasledujicim zptisobem, jeji dikaz zde neuvadime.
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Véta 1.4.2 (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem, AG nerovnost)
Jsou-li ay,as,...,a, libovolnd nezadporné redlna ¢isla, potom plati

Rovnost nastava, pravé kdyz a1 = as = ... = ay,.

Véta 1.4.3 (Bernoulliova nerovnost)
Pro kazdé realné ¢islo h > —1, kde h # 0 a pro kazdé prirozené ¢islo n = 2 plati
(14+h)" > 1+ nh.

DUKAZ: (princip) Uzijeme princip matematické indukce vzhledem k n. V prvnim kroku
dokéazeme tvrzeni pro n = 2, tedy

(1+h)?*=1+2h+h?>1+2h,
a ve druhém kroku predpokladame, Ze pro jisté n = 2 plati
(14+h)" > 1+ nh.

ODbé strany posledni nerovnosti vynasobime kladnym ¢islem (14 h) a déle na pravé strané
vynechame ¢len nh?.

Bernoulliova nerovnost se pouziva napt. pti nékterych dikazech vlastnosti posloup-
nosti.

Véta 1.4.4 (o rovnosti redlnych ¢isel)
Necht p, ¢ € R. Jestlize Ve > 0 plati |p — ¢| < €, pak p = q.

DUKAZ: (sporem) Kdyby p # ¢, bylo by |p — ¢| > 0. Zvolime-li € = |p — ¢, dostavame,
ze |p — q| < € a soucasné |p — q| = ¢, coz dava spor. Proto p = q.

Tato jednoduché véta usnadnuje nékteré dikazy, napt. dikaz nasledujici véty.

Véta 1.4.5 (o vloZenych intervalech)

Necht (J,) je posloupnost omezenych uzavienych intervala J, = (ay,,b,) takovych,
ze J1 D Jy D J3 D ... Pak existuje bod xq, ktery lezi ve vSech intervalech J, pro n € N.
Jestlize navic Ve > 0 dn € N tak, ze |J,,| < ¢, je takovy bod zg jediny.

DUKAZ: (princip) Uvazujeme mnozinu A vSech levych krajnich bodd a,, intervali J,
a mnozinu B jejich pravych krajnich bodu b,,; pro vSsechna m,n € N plati a, < by,.
Podle véty o existenci suprema tedy existuje a = sup A, pro néz a < b,,,; podobné existuje
$ = inf B a pro vSechna n € N plati a,, < o < 8 < by, tedy Vn € N: (o, B8) C {(ap,by). Pro
dikaz tvrzeni véty staci volit g € (a, 8). Je-li interval («, 3) degenerovany, dostavame
xo jednoznacné. To nastava pravé tehdy, kdyz je splnéna druha podminka véty, tedy kdyz
Ve > 0 dn € N tak, ze b, —a, < ¢. Jelikoz je 8 —a < b, —a, < ¢, je podle véty o rovnosti
realnych cisel a = .

Podminka véty, zajistujici jednoznacnost spole¢ného bodu zy miize byt formulovana
i takto: ,Jestlize posloupnost (|.J,,|) délek intervali J,, je nulova ... “

Vétu o vlozenych intervalech pouzivame pri dikazech nékterych dilezitych vlastnosti
posloupnosti a funkci, zejména ve spojeni s tzv. Bolzanovou metodou dikazu.
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1.5 Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice 1.5.1
Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (¢, d) konec¢né délky, ktery obsahuje
bod a (tj. kde a € (¢, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Tato je definice je formulovana ve smyslu topologickém.

Véta 1.5.1 (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:
e Pro kazdé U(a) je a € U(a).
e Ke kazdym dvéma okolim Uj(a),Us(a) existuje okoli U(a) tak, ze U(a) C Ui(a) N
N U2 (CL)
e Je-li b € U(a), pak existuje Uy (b) tak, ze Uy (b) C U(a).
e Pro libovolnd a # b existuji Uy (a), Uz(b) tak, ze Uy(a) N Usa(b) = 0.

Pro ditkazy nékterych vét je vhodnéjsi definovat okoli bodu a ve smyslu metrickém.

Definice 1.5.2
g-okolim bodu a, kde € € R, € > 0, nazyvame interval (a — ¢, a + €); oznaceni: U(a, )
nebo téz U(a).

a—¢€ a a—+é¢e

Lehce ovéfime, Ze e-okoli mé vSechny uvedené vlastnosti okoli. Misto = € U(a, ¢) lze
rovnéz psat |z —al < e.

Definice 1.5.3
Prstencovgm (redukovanym) okolim bodu a nazyvdme mnozinu P(a) = U(a) — {a}.

Podobné P(a,e) = U(a,e) — {a}. Déle se definuje levé U(a—) resp. pravé U(a+)
okoli bodu a jako interval (¢, a) nebo (a — €,a) resp. {(a,d) nebo (a,a + €); jsou to tzv.
jednostrannd okoli. Jesté uvazujeme jednostrannd prstencovd (redukovand) okoli P(a—)
resp. P(a+) — to kdyz z jednostranného okoli vypustime bod a.

Uzitim pojmu okoli bodu lze klasifikovat body z R vzhledem k dané ¢iselné mno-
ziné M. Uvedeme si nyni zkrdcené definice nékterych dilezitych pojmi, pouzivanych
v matematické analyze.

Vnitrni bod mnoziny M: Bod mnoziny M, ktery do M patii i s nékterym svym okolim.
Vnitrek mnoZiny M: Mnozina vsech vnitinich bod mnoziny M.

Hranicni bod mnoziny M: V kazdém jeho okoli existuje bod mnoziny M a téz bod, ktery
do M nepatti. (Hrani¢ni bod muze, ale nemusi patfit do M.)
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Hranice mnozZiny M: Mnozina vsech hrani¢nich bodi mnoziny M.

Vnéjsi bod mnoziny (vzhledem k mnoziné) M: Bod ¢iselné osy, ktery neni vnitinim ani
hrani¢nim bodem mnoziny M.

Vnéjsek mnoziny M: Mnozina vSsech vnéjsich bod mnoziny M.
Mnozina M je otevrend: Kazdy jeji bod je jejim vnitinim bodem.
Mnozina M je uzavrend: Obsahuje svou hranici.

Uzdver M mnoZiny M: Sjednoceni mnoziny M a jeji hranice.

Hromadny bod a mnoziny M: V kazdém jeho prstencovém okoli lezi alespon jeden bod
mnoziny M.

Lzolovany bod mnoziny M: Bod mnoziny M, ktery neni jejim hromadnym bodem.
Diskrétni mnozina: Vsechny jeji body jsou izolované.
Derivace M’ mnoziny M: Mnozina vSech hromadnych bodi mnoziny M.

Jelikoz vSechny tyto pojmy jsou zaloZeny vlastné jen na pojmu okoli, setkdvame se
s nimi ve vSech prostorech, kde se pracuje s okolim. Na ¢iselné ose (na rozdil napr. od
roviny) vSak pracujeme i s pojmy ,levé okoli“ a ,pravé okoli“ a muzeme tedy definovat
i levy hromadny bod a pravy hromadny bod a téchto pojmu skutecné vyuzivame pri
definovani jednostrannych limit funkce.

Priklad 1
Vsechny vyse uvedené pojmy aplikujte na mnozinu

Y

Wl N
A~ w

M:<—1,0)U{%,

1.6 Rozsirena realna osa

Je to model ¢iselné osy, kterou rozsifime o dva nové prvky: nevlastni c¢islo 400
a nevlastni ¢islo —oo. Oznaceni rozsifené realné osy: R* = R U {—o0, +00}.

Zavedeni nevlastnich ¢isel ndm umoznuje hloubéji, lépe a jednoduseji formulovat
mnohé poznatky matematické analyzy.
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Vlastnosti nevlastnich cisel
Na rozsitené realné ose definujeme prirozené usporadani a pocetni operace tak, ze

rozsitime prislusna pravidla platna na R.

Uspordddni: Vo € R: —oo < x < +00, zvlasté —oo < 400; —(—00) = 400, —(+0) =
= —00, |+ 00| = | — 00| = +00.

Okoli: U(400) toto oznaceni budeme pouzivat pro kazdou mnozinu {x € R*, z > ¢}, kde
¢ € R, ale pokud budeme pracovat na R, pouzijeme toto oznaceni (pro zjednoduseni
vyjadfovani) téz pro intervaly (¢, +00) C R, coz jsou vlastné prstencové okoli P(+00)
na R*. Podobné pro U(—o0) a P(—00).

Supremum a infimum: Pro mnozinu M, ktera neni shora omezend, je sup M = +o0, pro
mnozinu M, ktera neni zdola omezena, je inf M = —oc.

Hromadné body: Definice je formalné stejna, tedy -+oo nazveme hromadnym bodem
mnoziny M C R* pravé kdyz v kazdém jeho okoli P(+o00) lezi alespon jeden bod
mnoziny M. Podobné pro —oo.

Napr. mnozina Z vsech celych ¢isel ma hromadné body +o0o a —oo, supZ = 400,
inf Z = —o0, ale samoziejmé +oo ¢ Z, —oo ¢ Z.

Pocetni operace s nevlastnimi cisly
Operace s redlnymy c¢isly miizeme rozsitit na nevlastni ¢isla nasledujicim zptisobem:
Scitant a odcitani: Vr € R definujeme

+x + (+00) = (+00) £ 2 = +x — (—00)
+x+ (—00) = (—o0) £ & = +a — (+00)

I
T
22
+ o+
TF
32
I
T F
32
[
aa
22
[
|+
g 2

Nedefinujeme (+00) — (400), (+00) 4 (=00), (=00) + (+00), (—00) — (—00).
Nasobeni: Vx € R, x > 0 definujeme

(+00) = (+00) - # = (+00) - (+00) = (=00) - (—00) = +00,

- (~00) = (~00) -2 = (+50) - (=00) = (=00) - (+00) = o0,
Podobné pro x < 0.
Nedefinujeme 0 - (+00), (+00) -0, 0+ (—o0), (—00) - 0.
Déleni: Vo € R definujeme z/(+00) = z/(—o0) = 0.

Pro z > 0 je +oo/x = 400, —00/1 = —00,
pro x < 0 je +oo/x = —00, —00/x = +00.
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Nedefinujeme +00/400, +00/—00, atd., x/0 pro zadné = € R, ani 0/0 nebo +00/0.
Mocniny: ¥n € N definujeme (400)" = 400, (+00)™" =0, (—oc0)™ = (=1)" - (+00).
Nedefinujeme (+00)°, (—00)?, 00, 17 17°°,

Pozndmka: 7 praktickych divodi se nékdy pise misto +00 jen oo, takze napt. misto
vyrazu (+00)+ (400) lze napsat jen co+oo. Jestlize vSak pracujeme v komplexnim oboru,
kde se zavadi jediné komplexni nekonecno oznacované co, musime dat pozor na jeho
odliseni od 400 z rozsitené realné osy R*.

Priklad 1
Vypoctéte

a=+00-5—(—00)/3 + (—00)* - (100—00) — 1200!/+00.

21



Kapitola 2

Ciselné posloupnosti

2.1 Pojem posloupnosti

Definice 2.1.1
Kazdé zobrazeni N do R nazyvame c¢iselnd posloupnost. Zapis: (ay)32; nebo jen (ay);
a, se nazyva n-ty clen posloupnosti.

Definici ¢iselné posloupnosti 1ze zalozit i na pojmu (redlné) funkce; pak je to funkce
definovana na mnoziné N vsech prirozenych cisel.

Zptsoby zadani posloupnosti

Ciselnd posloupnost byvé zadana nékolika prunimi cleny (tak, aby bylo patrné pravi-
dlo, jak vytvéret dalsi ¢leny), n-tym ¢lenem nebo rekurentné.

Priklad 1

Je dana posloupnost
1 3 5 7

1-474-7"7-10710-13"" "

Urcete jeji n-ty clen.

NAvOD:
2n —1

(3n—2)(3n+1)

ap =

Pti zadani n-tym clenem zase naopak lze z prislusného vzorce pocitat jednotlivé cleny
posloupnosti.

Priklad 2
Priklady ¢iselnych posloupnosti zadanych n-tym c¢lenem: (niﬂ), (( —1)”n), (aq
((1+ %)n), (a+ (n —1)d). Vypoctéte ¢leny jejich aq, as, ag, ag.

nfl)
)

Rekurentni zaddni obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich élenti) a pravidlo,
jak vytvorit dalsi ¢len ze ¢lentt predchézejicich.

Naptiklad v sekci 2.5 na strané 27 je aritmetickd posloupnost zadana takto: a; = a
a ant1 = an + d pro Vn € N. Podobné geometricka posloupnost je definovana a; = a a
Gpi1 = Gy - q pro Vn € N.

Priklad 3

Posloupnost (a,) je zaddna rekurentné takto:

1 10
ar =1, app1==\(an+—|;
2 ap,

je to posloupnost aproximaci ¢isla +/10. Vypoctéte prvni ¢tyri aproximace.
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Piiklad 4
Fibonacciova posloupnost (f,,) je definovana takto: fi =1, fo =1, friro = fot1 + fa-
Vypoctéte prvnich 10 ¢lenti této posloupnosti.

Posloupnost (a,) je tfeba odliSovat od mnoziny (vsech) jejich clent (kdy se uzivaji
slozené zavorky). Napr. mnozina (vSech) ¢lent posloupnosti (7_11) je {1, %, %, e 7_11’ .. .},
mnozina (hodnot) ¢lent posloupnosti ((—1)") je {—1,1}.

Definice 2.1.2

Posloupnost (b,,) se nazyva vybrand z posloupnosti (a,) (nebo téz podposloupnost),
praveé kdyz existuje posloupnost prirozenych cisel k; < ko < k3 < ... tak, ze Vn € N je
bn = Qg,, -

Napft. posloupnost vSech prvocisel je vybrand z posloupnosti (n) vSech ¢isel priroze-
nych, ale neni vybrand z posloupnosti (2n — 1) vsech éisel lichych.

2.2 Zakladni vlastnosti ¢iselnych posloupnosti
V této kapitole se dale zabyvame jen ¢iselnymi posloupnostmi.

Definice 2.2.1

Posloupnost se nazyva (shora, zdola) omezend, pravé kdyz tuto vlastnost ma mnozina
vsech jejich clent.

Napr. posloupnost (2n — 1) je zdola omezend, neni omezend shora, neni omezena.
Posloupnost ((—1)") je omezend shora i zdola, je omezend. Stacionarni posloupnost (c)
je omezena.

Definice 2.2.2
Posloupnost (a,) se nazyva
rostouct, pravé kdyz Vn € N plati a,, < a1,
klesajict, préavé kdyz Vn € N plati a,, > ap+1,
nerostouct, pravé kdyz Vn € N plati a, = api1,
neklesajici, praveé kdyz Vn € N plati a, < apqq.
Spolecny nézev pro vsechny tyto druhy posloupnosti: posloupnosti monotonni a pro prvni
dva druhy: posloupnosti ryze monotonni.

Definice 2.2.3
Operace s posloupnostmi jsou definovany takto:
ndsobent redlnym cislem c: ¢ - (a,) = (¢ ay);
aritmetické operace soucet, rozdil, soucin, podil:
(an) + (bn) = (an + bn), (an) — (bn) = (an — bn),
(an) - (bn) = (an - bn), (an)/(bn) = (an/bn), (pro by # 0);
opacnd posloupnost k (ay,) je (—ay);
reciprokd posloupnost k (ay,) je (1/ay,) (pro a, # 0).
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2.3 Limita posloupnosti

Definice 2.3.1
Rikdme, 7e posloupnost (a,) ma limitu a, pravé kdyZ pro kazdé okoli U(a) existuje
no € N tak, Ze pro vSechna n € N takovd, ze n = ng, plati a,, € U(a), symbolicky zapsano
VYU(a) 3ng e NVn € N:in = ng = a, € U(a).

Je-li a € R, nazyva se a vlastni limita a posloupnost (a,) se nazyva konvergentni, pokud
a = £00, nazyva se a nevlastni limita. Neexistuje-li vlastni limita, nazyva se posloupnost
(ay) divergentni.
Zéapisy: lim a, = a; lima, = a; a,, — a pro n — +o0.

n—oo

Posloupnost tedy bud konverguje, nebo diverguje. V tomto druhém pripadé bud
diverguje k +00 nebo k —oo, nebo osciluje (tj. nemé limitu vlastni ani nevlastni).

Napt. posloupnost (nLH je konvergentni, ma limitu 1, staciondrni posloupnost (c)
je konvergentni a ma limitu ¢, posloupnost (%) je divergentni, ma nevlastni limitu +oo,
posloupnost (¢") je pro ¢ < —1 divergentni, nema limitu (osciluje).

Definice 2.3.2

Je-li V(n) néjakd vyrokova forma a plati-li, ze vyrok: ,Existuje ng € N tak, ze pro
vSechna n € N z nerovnosti n 2 ng plyne V(n),“ je pravdivy vyrok, pak rikdme, ze V(n)
plati pro skoro vsechna n.

Pomoci tohoto vyjadieni 1ze vyslovit definici limity posloupnosti napf. takto: Rikdme,
ze posloupnost (a,) md limitu a, pravé kdyz v kazdém okoli U (a) lezi skoro vSechny Cleny
této posloupnosti.

Véty o limitach
Véta 2.3.1
Kazda ¢iselna posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

DUKAZ: (sporem) Kdyby existovaly dvé limity a, b, pak by existovala disjunktni okoli
U(a), U(b) tak, ze pro skoro vSechna n by mélo platit soucasné a,, € U(a), a, € U(b),
COZ je spor.

Véta 2.3.2
Ma-li posloupnost (a,) limitu, pak kazda posloupnost (b,) vybranéd z posloupnosti
(@) ma tutéz limitu.

DUKAZ: Oznacme tuto limitu a; pak VU (a) Ing € N tak, ze Vn € N:n 2 ng = a,, € U(a);
pro k, > ng je ovSem téz b, = ay, € U(a), takze b, € U(a) pro skoro vSechna n.

Limita posloupnosti se tedy nezméni, vynechame-li nebo pozménime-li libovolny
konec¢ny pocet ¢lent posloupnosti.

P1i vypoctu limit vyuzivame také tohoto postupu: 1. zjistime, Ze dana posloupnost
je konvergentni a 2. najdeme limitu a néjaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a
je i limitou dané posloupnosti. Kdyz naopak zjistime, ze néjakd vybrand posloupnost
je divergentni, znamena to podle predchozi véty, Ze je divergentni i danad posloupnost.
Podobné zjistime-li, ze dvé vybrané posloupnosti maji riiznou limitu, je dana posloupnost
divergentni.
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Veéta 2.3.3
Je-1i posloupnost (a,,) konvergentni, pak je omezena.

DUKAZ: Oznacme a limitu této posloupnosti a zvolme ¢ = 1. Pak mnozina M téch
¢lentt posloupnosti, které nelezi v okoli U(a, 1), je konecné. Pro kazdé n € N pak plati
min{min M, a — 1} < a,, £ max{max M,a + 1}.

Tato véta ovsem neplati obracené, nebot napt. posloupnost ((—1)") je omezend, ale
je divergentni. Vétsi hloubku pohledu do vztahu mezi omezenosti a konvergenci dava
nasledujici véta.

Véta 2.3.4 (Bolzano-Weierstrassova)
7 kazdé omezené posloupnosti 1ze vybrat konvergentni podposloupnost.

DUKAZ: (princip: Bolzanova metoda ptileni intervall) Necht (a,) je omezena posloupnost,
tj. (K4, L) tak, ze Vn € N je a,, € (K1, L1). Konstrukce vybrané posloupnosti: Za by
zvolime libovolny ¢len dané posloupnosti (ay,), necht v ni mé index k;. Interval (K7, Lq)
rozpulime a oznac¢ime (Ko, Lo) tu ¢ast, do niZ je zobrazeno nekoneéné mnoho ¢lent
posloupnosti (ay,). V (Ks, Ls) vybereme za by libovolny takovy ¢len posloupnosti (ay,),
ktery ma index ko > kj. Interval (Ky, Lo) rozpulime, atd. Oznacime a (jediny) spoleény
bod vsech intervalu (K, L,) (podle véty o vlozenych intervalech). Pak YU (a) pro skoro
vSechna n plati inkluze (K, L,) C U(a), takze téz b,, € U(a), tedy b, — a.

Véta 2.3.5
Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni.

DUKAZ: (princip) Mé&me ddnu posloupnost (a,,); z omezenosti mnoziny M = {ay, az, ...}
plyne existence vlastniho suprema a = sup M. Ze druhé vlastnosti suprema plyne, zZe
v libovolném levém okoli U(a—) lezi alespon jedno a,,, takze vzhledem k monoténnosti
(ay) lezi v U(a—) skoro vSechny ¢leny posloupnosti (ay,).

Véta 2.3.6 (o limitach souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu)
Necht lim a,, = a, lim b,, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych strandch maji v R*
smysl:
a) lim(an—l—b ) =a+b, lim(a, —b,) =a—0b,
b) lim(ay, - by) = ab,
c) pro b, # 0, b # 0 je lim(a,/b,) = a/b,
)

d) lim |a,| = |a.

DUKAZ: ukdzka pro soucet, kde a, b jsou vlastni limity: Ve > 0 Jnq,no € N tak, Ze:
n=ny = a, € U(a,e/2); n 2 nyg = b, € U(b,e/2). Necht ng = max{ni,na} a n = ny.
Pak plati

a—¢e/2<a,<a+¢e/2,

b—e/2<b, <b+¢e/2.
Se¢tenim obou nerovnosti dostaneme (a,, + b,) € U(a + b, ¢).

Priklad 1
Dokazte vétu pro soucet, kde a je vlastni limita a b = +o0.
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Véta 2.3.7 (limita nerovnosti)
Necht lim a,, = a, limb,, = b a pro nekonecné mnoho n plati a, < b,. Pak a < b.

DUKAZ: (sporem) Kdyby bylo a > b, existovala by disjunktni okoli U(a), U(b) tak, ze
Vo € U(a) Yy € U(b) by platilo 2 > y. Pro skoro vSechna n je vsak a,, € U(a), b, € U(b),
tedy by platilo a,, > b,, coz dava spor s predpokladem véty.

Pro konvergentni posloupnosti (a,,), (b,) zfejmé plati, ze kdyZ pro nekoneéné mnoho
¢lent je a,, < b, a pro nekonecné mnoho ¢lenu je a,, = b,,, pak a = b.

Véta 2.3.8 (véta o tfech limitach)

Necht lima,, = a, limb, = a a necht pro skoro vSechna n je a, < ¢, < b,. Pak
lime, = a.
DUKAZ: (princip) Podle definice limity patii do libovolného okoli U(a) skoro vSechny

¢leny posloupnosti (a,) a také skoro vSechny ¢leny posloupnosti (by,). Proto do U(a)
patri také skoro vSechny ¢leny posloupnosti (c;,).

Pro nevlastni limity ma véta o tfech limitach (zvand téz véta o tfech posloupnostech)
specidlni tvar. Je-li totiz lima,, = +o00, lze brat za b,, posloupnost (+00), proto z nerov-
nosti a,, < ¢, plyne lim ¢,, = +00. Podobné lze vétu o tfech limitach upravit pro nevlastni
limitu —oo.

2.4 Nulové posloupnosti

Jsou to posloupnosti, kde lim a,, = 0. Nulové posloupnosti fakticky nejsou jen zvlast-
nim pripadem konvergentnich posloupnosti, ale i naopak, konvergenci bychom mohli
definovat uzitim nulovych posloupnosti podle véty:

Véta 2.4.1
a, — a, prave kdyz (a, —a) — 0.

Dale uvedeme nékteré veéty, které maji vztah k nulovym posloupnostem.

Véta 2.4.2
Jestlize a, — a, pak |a,| — |al.

Obrécena véta k této vété pro a # 0 neplati, ale pro a = 0 ano.

Veéta 2.4.3
Jestlize |a,| — 400, je 1/a, posloupnost nulova.

vvvvvv

Veéta 2.4.4
Je-li Vn € N:
e a, >0, a, — 0, pak 1/a, — 400,
e a, <0, a, — 0, pak 1/a, — —o0,
e a, #0, a, — 0, pak 1/]a,| — +o0.

Nulovych posloupnosti se s vyhodou vyuziva pri vypoctech limit.
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Priklad 1
Vypoctéte nasledujici limity

6n2 +n . 6224 5.2" 4 . Tn+150 . n®—8n
im —, im , im ———-—, im —.
n—too 4n?2 + 5’  n—too 22ntl _9n 4 15 n—+oo n2 — 0,25  n—+oo In2 + 10

2.5 Aritmeticka posloupnost a geometricka posloupnost

Nékdy se pro usporadané n-tice pouziva nazev konecné posloupnosti, ktery zcasti
navozuje pouziti posloupnosti v praxi. V praxi je mnoho situaci, kdy zname nékolik
prvnich ¢lent aq, as, as, . . ., a, néjaké posloupnosti a pomoci této znalosti chceme zjistit,
zkonstruovat nebo predpovédét jeji dalsi ¢len a,4;. Mize jit o posloupnost penéznich
¢astek, (¢asovou) posloupnost idaji o objemu vyroby, posloupnost ¢asovych terminti nebo
intervali ad. Problémem je, jak uré¢it dalsi clen (nebo alespon jeho pribliznou hodnotu)
ze znalosti predchozich. Mtze jit o nalezeni vzorce pro n-ty ¢len, rekurentniho pravidla
nebo i o jiny postup.

Zvlastni pozornosti si zaslouzi posloupnost aritmeticka a posloupnost geometricka,
které se v praxi vyskytuji pomérné casto.

Aritmetickd posloupnost je (definovana jako) posloupnost, ktera je dana svym prvnim
¢lenem aq, konstantni diferenci d a rekurentnim pravidlem Vn € N: a,, 11 = a, +d. Pokud
nebude feceno jinak, budeme predpokladat, ze a; a d jsou redlna cisla. Aritmetickou
posloupnost lze vsak rovnéz definovat jako posloupnost, u niz rozdil libovolnych dvou po
sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro n-ty
clen: a, = a3 + (n — 1) - d. (Dokazuje se jednoduse napf. uzitim principu matematické
indukce). Vidime, ze aritmetickd posloupnost ma pro d > 0 limitu 400 a pro d < 0
limitu —oo0.

Priklad 1
V poslednich trech mésicich ¢inil celkovy objem zakazek priblizné a; = 325 tis. K¢,
as = 354 tis. K¢ a ag = 383 tis. K¢. Jaky objem lze ocekavat ve 4. mésici?

NAvoD: Lze vyslovit hypotézu, Ze objem zakdzek tvoi{ aritmetickou posloupnost, kde a; = 325, d = 29
(tis. K¢). Pak a4 = a3 + d = 412 (tis. K¢). Lze ocekdvat objem zakdzek za 412 tis. K¢&. (Samozfejmé
korektnost vysloveni takové hypotézy zavisi na praktickych okolnostech.)

Prakticky vyznam muze mit i soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti.
Vzorec pro s, lze odvodit napr. takto: Vyjadiime s,, dvéma zptisoby:

sp=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n — 1)d),
Sp = ap + (ap, —d) + (an, —2d) + ... + (an — (n — 1)d)

a po seCteni mame 2s, = n(a1 + a,), takze s, = § (a1 + a,).

Priklad 2

Na skladce jsou ulozeny roury tak, ze v dolni vrstvé jich je 26 a kazda roura v kazdé
vyssi vrstvé vzdy zapada mezi dvé roury ve vrstvé nizsi; vrstev je celkem 12. Kolik je na
skladce rour?

NAvoD: Polozime a; = 26; pak d = —1. V horn{ vrstvé je aja = 26 + 11 - (—1) = 15 rour a celkem
s12 = 6(26 + 15) = 246 rour.
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Geometrickd posloupnost je (definovana jako) posloupnost, kterd je ddna svym prvnim
¢lenem aq, konstantnim kvocientem ¢ a rekurentnim pravidlem Vn € N: a,11 = a, - q.
V této definici mohou byt a; a ¢ libovolna redlna cisla, v dalsim textu vsak budeme
predpokladat (pokud nebude Teceno jinak), ze a1 # 0 a ¢ # 0. Za téchto predpokladi lze
tedy geometrickou posloupnost rovnéz definovat jako posloupnost, u niz podil libovolnych
dvou po sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro
n-ty ¢len: a, = a; - ¢" 1. (Dokazuje se jednoduse nap¥. matematickou indukef).

Priklad 3
V prvnim mésici roku ¢inil obrat 300 000 K¢ a v kazdém dalsim mésici byl o 5 % vétsi
nez v mésici predchozim. Urcete predpokladany listopadovy obrat.

NAvoD: Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 300, ¢ = 1,05, n = 11. Pak a;; = 300 - 1,05'° =~ 300 -
- 1,629 = 489 tis. K¢. Viz poznamku za prikladem 1.

Je-li a; > 0, pak geometrické posloupnost (a; - ¢"~!) m4 limitu 0 (pro |¢| < 1) nebo

a; (pro ¢ = 1) nebo +oo (pro ¢ > 1) a nebo nema limitu (pro ¢ < —1).
Prakticky vyznam miize mit opét soucet prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti
(tj. n-ty Castecny soucet geometrické rady). Vzorec pro s, lze odvodit takto: Vyjadiime
Sp & Q- Sp:
Sp=at+a-q+ta-¢+...+a ¢!
q-Sp = ay-q+ar- @+ .. +a-¢"Har g
Odectenim druhé rovnice od prvni obdrzime s, - (1 —q) = a1 - (1 — ¢"), tudiz

1—q" -1
g tj. téz sn:al-q )
1—gq qg—1

Sp — aq

Priklad 4

Vymnélezce Sachové hry pozadoval podle povésti odménu za kazdé ze 64 poli Sachovnice
takto: za 1. pole jedno obilni zrno, za 2. pole 2 zrna, za 3. pole 4 zrna, atd., za kazdé
dalsi vzdy dvojnasobek. Kolik zrnek obili mél dostat?

64
227—11 — 264 — 1~

NAvoD: Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 1, ¢ = 2, n = 64. Proto sgq = 1 -
~ 1,845 - 10'? a to je vice obili, nez se kdy na Zemi urodilo.

Aritmeticko-geometrickd posloupnost (c,) je definovana jako soucin aritmetické po-

sloupnosti (a,) a geometrické posloupnosti (b,) ve smyslu definice 2.2.3 sou¢inu dvou
posloupnosti.

2.6 Neékteré vyznamné limity

Véta 2.6.1
Pro Va > 0 plati lim </a = 1.

n—-+o0o

DUKAZ: (princip) Pro a > 1 polozime a = 1 + u,, tedy u, > 0. Podle Bernoulliovy
nerovnosti je a = (14 wuy,)"™ > 1+ nu,, odkud 0 < u, < “—;1 a podle véty o trech limitach
je u, — 0. Pro a < 1 pouzijeme ptredchozi vysledek na ¢islo 1/a, pro a = 1 je vysledek
ziejmy.

Podobné 1ze uzitim vhodnych odhadt odvodit nasledujici limity:
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Véta 2.6.2
Plati lim {/n=1.

n—-+00
Véta 2.6.3 n
a 8
ProVa > 1, Vk > 0 plati lim — = +o0. (Rikame, ze exponencidla a™ roste k 400

n—+oco N
rychleji nez mocnina n*.)
Priklad 1

log, n

Dokazte, ze pro Va > 1 plati lim = 0.

n——+oo n
NAvoD: Pro Ve > 0 je a® > 1, takze pro skoro vSechna n plati 1 < /n < a®, odkud po zlogaritmovani
nerovnosti pri zakladu a plyne uvedené tvrzeni.
Piiklad 2 .
vy . q
Vypoctéte lim — kde ¢ > 0.

n—-+oo n!

NAvoD: Pro ¢ £ 1 je tato limita rovna 0. Pro ¢ > 1 m4 ¢itatel i jmenovatel limitu +oo, takZe nelze
pouzit vétu o limité podilu. Uvedeny vyraz ozna¢me a,; pak

a/n+1 = q a7l7 (*>
n+1

proto pro skoro vSechna n je posloupnost (a,) klesajici a zdola omezend (nulou), takZe méa limitu;
oznacme ji a. Piejdeme-li v rovnosti (%) k limité, mame a = 0. Rikdme, Ze faktoridl roste k +oo rychleji
nez exponenciala g".
Priklad 3

Ukazte, ze kazdé iraciondlni ¢islo je limitou neklesajici posloupnosti racionalnich ¢isel;
najdéte tyto posloupnosti pro r = 7, s = /2.

NAvoD: Lze uvazovat napf. posloupnost dolnich desetinnych aproximaci.

Poznamka: Kromé ciselnych posloupnosti pracujeme v matematické analyze i s dalSimi
typy posloupnosti; uvazuji se tfeba posloupnosti mnozin (napf. intervali), posloupnosti
funkci, atd. Definice téchto posloupnosti vytvorime podle stejného schématu. Napt. po-
sloupnost funkci definujeme jako zobrazeni mnoziny N do mnoziny vsech funkci. Pracuje-
me-li s jinymi posloupnostmi nez s posloupnostmi ¢iselnymi, je tfeba dbat na korektnost
definice posloupnosti, pripadné jeji limity.

2.7 Cislo e

vvvvv

tické analyze; v obou pripadech je zakladem Eulerovo dislo e.

Cislo e je definovano jako limita posloupnosti ((1 + %)n) Abychom tuto definici
mohli povazovat za korektni, je treba dokazat, ze uvedena posloupnost je konvergentni;
jeji ¢leny oznacujme déle a,,. Dikaz existence limity posloupnosti (a,,) 1ze provést ve dvou
krocich: (i) dokézeme, ze tato posloupnost je rostouci, (ii) dokézeme, Ze je shora omezena.
Existence kone¢né limity pak plyne z véty o limité monoténni posloupnosti.

ad (i) Uzitim AG nerovnosti pro n &sel (14 1) a ¢slo 1 dostaneme

<1+1)"<n(1+%)+1_n+2
n

n+1 n+1
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Umocnénim obou stran této nerovnosti ¢islem n + 1 dostaneme

1 n 1 n+1
e () ()

coz znadi a, < api1, tedy posloupnost (a,) je rostouci.

ad (ii) Ukdzeme, Ze posloupnost s ¢leny b,, = (1 + %)nﬂ = a, (1 + %) je klesajici.

Jelikoz 1 + % > 1, dostaneme pak a, < b, < b; = 4. Vskutku, podle AG nerovnosti pro
n+ 1 ¢isel 1 a cislo (1 + %) plati

oy (L _ (D +A+3)  (n+1)*
n n+2 n(n+ 2)

Obé strany této nerovnosti umocnime na n + 2, vynasobime n (n + 2)
(n + 1)""2. Tim ziskdme s ni ekvivalentni nerovnost

1 n+2 1 n+1
(1 i ) < (1 i _) ,
n+1 n

tedy bny1 < by, coz znadi, ze posloupnost (b,,) je klesajici.

"+2 3 vydélime

Zaver: Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuje limita posloupnosti (ay,);
nazyvame ji Eulerovo ¢islo a oznacujeme ji e. Z predchoziho plyne, ze 2 < e < 4.
Jiny pristup:

ad (i) Podle binomické véty je

_1+1n_1+n1+n1++n1++n1
n = n) 1/ n 2)n2 kE)nk n)nn

Prvni dva ¢leny souc¢tu na pravé strané jsou rovny 1, pro kazdy dalsi ¢len provedeme
upravu

e e R CORCEE

Pro posloupnost (a,,) tak plati, ze kazdy jeji clen a, je souctem n + 1 kladnych vyrazt,
v nichz jsou ¢initelé tvaru (1 — l). Jestlize nyni prejdeme od n k n+ 1, je a,4+1 souctem

n + 2 vyrazu s ¢initeli tvaru (1 - #) Jelikoz <1 - n+r1) > (1- %) a navic v a,41 je

o jeden kladny sc¢itanec vic, je an+1 > a,, posloupnost (a,) je rostouci.

ad (ii) Ve vyrazu pro a, nahradime vsechny ,zavorky* (1 — n+r1> ¢islem 1, takze

plati

< 3.

141 1 1 1 141 1 1 1
an < Cp = 1+ +§+§+-.-+H< + +§+§+---+2n_1
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Vypocet cisla e

Hodnotu ¢isla e lze veelku snadno uréit jako soucet ciselné tady. Vidime, ze pro
konstantni £ < n plati

ap > 2+ 1—l l+...+ 1—l 1—g 1—1{"_1 i.
n /) 2 n n n k!

Odtud pro n — +o0o mame e = ¢, takze plati a,, < ¢, < e; podle véty o trech limitdch
pak je lim ¢, = e. Pfitom ¢, je podle své definice tzv. n-tym ¢astecnym souctem tady

n—-+oo
takze
. 1\" 1 1 1
e= lim 1+ — =l+—+—=+4+...+4—4+...=2,7182818284590. ..
n——+00 n 1! 2! n!

Tato rada ,,pomérné rychle* konverguje a ma jednoduchy algoritmus vypoctu c¢lenti, takze
vypocet hodnoty cisla e na zadany pocet desetinnych mist 1ze provést vecelku rychle.
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Kapitola 3

Pojem funkce

3.1 Definice funkce

Pismeno x nazyvame promeénnd na (¢iselné) mnoziné M, pravé kdyz mize byt ztotoz-
néno s libovolnym prvkem mnoziny M. Pojem funkce navazuje na pojem bindrni relace
a na pojem zobrazeni jejichz zakladni znalost zde predpokladame.

Definice 3.1.1

Kazdé zobrazeni f z R do R (tj. zobrazeni v R) nazyvame redlnd funkce jedné redlné
proménné. Je-li (x,y) € f, piSeme y = f(z); x se nazyva nezdvisle proménnd, y zavisle
promeénnd; fikdme téz, ze y je funkci x.

Chceme-li vyjadrit, ze y je (zatim nepojmenovanou) funkei z, zapiSeme y = y(x).
Vedle vyjadreni ,funkce f* se toleruji téz zapisy ,funkce f(z)“ (chceme-li zduraznit
oznaceni nezavisle proménné) nebo  funkce y = f(z)“ (chceme-li zdiraznit oznaceni
obou proménnych).

S pojmem funkce jsou spjaty dvé vyznamné mnoziny:

definicni obor funkce: D(f) = {x € R;3(x,y) € f},
funkéni obor (obor hodnot): H(f) ={y € R;3(z,y) € f}.

Hodnotu proménné vyjadiujeme ¢islem nebo symbolem proménné s indexem. Napf.
v bodé z¢p = 2 m4 funkce y = 3z hodnotu yy = 6. Je-li M C D(f), je f(M) oznaceni
pro {f(xz);x € M}. Je tedy H(f) = f(D(f)). Naopak, je-li B C H(f), pak definujeme
f7Y(B) jako mnozinu {x € D(f); f(z) € B}.

Grafem funkce f v kartézskych soutradnicich rozumime mnozinu vsech bodu kartézské
soustavy soutadnic Ozy, pro jejichz soutfadnice z, y plati (x,y) € f. Grafické zndzornéni
funkce casto svou nazornosti pomaha k pochopeni vlastnosti a prubéhu funkce; pro
nékteré funkce vSak graf nedovedeme sestrojit, napt. pro Dirichletovu funkei (viz déle).
Grafy funkci lze uvazovat také v polarni souradnicové soustaveé, kdy ovsem dostavame
jiné ktivky. Napt. grafem primé tmérnosti y = kx v kartézskych soutradnicich je piimka,
grafem téze funkce p = ki v polarnich souradnicich je Archimedova spirala. Nerekneme-li
jinak, uvazujeme vzdy graf v kartézskych souradnicich.

Zpisoby definice funkce

Funkci f lze vyjadrit takto: f = {(z,y) € D(f) x R;V(z,y)}. Zadat (definovat)
funkei f tedy znamena udat jeji defini¢ni obor D(f) a jisté pravidlo V(z,y), jehoZ oborem
pravdivosti je f a které stanovuje, jak k zadanému = € D(f) najit (vypocitat) hodnotu
f(z). Podle toho, jak je toto pravidlo formulovano, rozlisujeme tato zadani funkce:

a) (Explicitni) rovnici, napr. f = {(z,y) € R x R;y = 2? — 1}, nebo jednoduse
fiy=a%—1.
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U funkce definované rovnici, neni-li fec¢eno jinak, bereme za D( f) nejsirsi mnozinu,
pro niz ma rovnice smysl. Je-li predepsan jiny defini¢ni obor, musime jej uvést, napr.
firy=x—1,xeN.

b) Tabulkou, napt.

z[—2[—-1] o[1[2]3
y| 3] o]=1]0]3]8

Také zadani funkce vijctem prvki lze povazovat za zadani tabulkou, jde jen o jinou
formu zapisu; napr. f = {(—2;3),(—1;0),(0; —1),(1;0),(2;3),(3;8)}.
Tabulkou ¢i vyctem prvka byvaji zadavany funkce, jejichz funkéni hodnoty by-
(napt. danové tabulky, bodovaci sportovni tabulky). Tabelaci funkce vSak pouZivame
i u funkei definovanych jinak, pokud mize tabulka poslouzit lépe k prehlednosti nebo
jiné praktické potfebé (napr. tabulka cen v zavislosti na hmotnosti zbozi).
¢) Grafem (zpravidla kartézskym (obr. vlevo)). Dalsi druhy grafii — Sachovnicovy, uzlovy
(obr. vpravo) nebo graf v polarni soustavé souradnic — byvaji méné casté.

~
\ /
0 u

Grafem byvaji casto vyjadrovany ty funkce, jejichz prubéh je zapisovan v pristro-
jich graficky na papirova média nebo na displeji.
d) Po castech; tak je definovana napt. Dirichletova funkce
0 pro x iracionalni
x(@) =934 ondlni
pro x racionalni

Podobnym zptsobem je definovana funkce signum (znaménko)

—1 prox <0
sgnx:{ 0 proxz=0.
1 prox >0
Rovnice y = x(x) a y = sgn x vSak jiz povazujeme za rovnice funkci.

e) Implicitni rovnici, napf. a2 + y? = 25; takto se definuji implicitni funkce y = y(z),
s nimiz je technika prace nékdy ponékud odlisna. Zejména byva vymezena mnozina
M C R x R, pro niz mé platit (z,y) € M. Napf. u vyse uvedené rovnice mize byt
zadano, ze M je polorovina y = 0.

f) Parametricky: Parametrické vyjadreni je tvaru x = ¢(t), y = (1), t € J, kde ¢,
¥ jsou funkce definované na mnoziné (intervalu) .J, pficemz funkce y = f(z) je
definovana vztahem

f=A{(z,y) e RxR;3t € J tak, ze (z = p(t)) A (y = (1))}
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Napr. x = 4 - cost, y = 4 -sint, t € (0, 7). Parametrického vyjadreni pouzivame
ponejvice pii vysetfovani riznych (napf. technickych) kiivek.

g) Jinak: Nékdy je pro vyrokovou formu V' (z,y) déna jen slovni formulace. Napt. vyro-
kové forma V(x,y) = ,,y je nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez z* definuje funkei
|z] ,dolni celd ¢ast realného ¢isla x“; napt. |3,8| = 3, |—-1] = —1, |[—-6,7] = —T;
tim se tato funkce odlisuje od ,pocitacové” Int(x). Ostatné i goniometrické funkce
sinus a kosinus jsou pomoci jednotkové kruznice definovany timto zpusobem (avsak
y = sinz, y = cosx, jsou jiz rovnice téchto funkei).

Vyrokova forma V' (x,y) je tedy jisté ,pravidlo“ (,,predpis“), které ke kazdému ¢islu
x 7z jisté mnoziny D C R prifazuje pravé jedno ¢islo y € R. Pojem funkce se nékdy
(z davodu didaktickych) ztotoznuje primo s timto pravidlem, podle néjz rozhodujeme,
zda (x,y) € f, nebo s jehoz pomoci k danému x pocitdme prislusnou funkéni hodnotu
f(z). I pfi nasem pojeti funkce vsak toto pravidlo chdpeme jako atribut a druhou stranku
pojmu funkce. Pro toto pravidlo V' (z, y) tak lze pouzivat stejné oznaceni f jako pro funkci
a zkracené fikat a psat napt. ,funkce f:y = 22 — 1“ nebo prosté , funkce y = z? — 1.

3.2 Reseni rovnic a nerovnic

P1i vySetfovani vlastnosti (prubéhu) funkei se setkdvame s nékolika typickymi tloha-
mi, jez vedou na feseni rovnic a nerovnic resp. jejich soustav. Nékteré dale uvadime.

Stanoveni definicniho oboru

Je-li funkce f urcena rovnici a jeji definiéni obor neni zadan, je tieba zjistit D(f)
jako mnozinu vSech x € R, pro néz je dand rovnice definovana. Ulohy na defini¢ni obor
zpravidla vedou na feSeni nerovnic nebo soustav nerovnic.

Priklad 1
Uréete definiéni obor funkce
_ log (4 — xz)

y l1—2z

NAvop: Citatel je definovan pro 4 — z2 > 0, tj. na mnoziné M; = (—2;2), jmenovatel je definovan pro
1 —x # 0, tj. na mnoziné My = R — {1}. Pravd strana rovnice funkce je tedy definovdna na mnoziné
D(f) =M NMy;=(-2;1)U(1;2).

Zjisténi nulovych bodu funkce

Tyto tlohy jsou soucasti vysSetfovani pribéhu funkce: pri hledani prisecika grafu
funkce s osou z zjistujeme nulové body funkce f (a dale téz pri vypoctu extrému funkci
zjistujeme nulové body 1. derivace, tj. stacionarni body, pii zkoumani inflexe zjistujeme
zpravidla nulové body 2. derivace funkce).

Priklad 2
Urcete nulové body funkce y = —e ™ *sinx + e * cosz.

NAvOoD: Mame y = e *(cosz — sinz). Hleddme body, v nichz y = 0. Protoze e™* # 0, feSime jen
goniometrickou rovnici cosz — sinz = 0, jez je ekvivalentni s rovnici sinm/4 - cosx — cosm/4 - sinz = 0
(nebot sin7/4 = 1/v/2 = v/2/2 = cos 7/4) a tedy i s rovnici sin(7/4 — z) = 0. Nulové body dané funkce
jsou tedy xp = /4 + kn, k € Z.
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Zjisténi intervali, kde je funkce kladna (zapornd)

Také tyto tlohy jsou soucasti vysetfovani prubéhu funkce (pii zjistovani intervala
monoténnosti fesime nerovnice typu vy’ > 0, pii zjiStovani intervali konvexnosti a kon-
kévnosti fesime nerovnice typu y” > 0).

Priklad 3
Urcete intervaly, kde je funkce y = (62 — 2%)e~* kladn4 a kde je zdporna.

NAvoDp: Rovnici upravime na tvar y = (6 — x)ze™* a uvédomime si, Ze ¢initel e~ je kladny. Pro

(x > 0) A (6 —2 > 0), tj. na intervalu (0;6) je dand funkece kladné, pro (z > 0) A (6 — z < 0), tj. na
intervalu (6;+o00) je funkce zdpornd, pro (z < 0) A (6 —z > 0), tj. téz na intervalu (—oo;0) je funkce
ZAporna.

Zjisténi priusecikt grafti dvou funkci

Priklad 4
Jsou dany funkce y = 2? — 1, y = o + 1. Stanovte priiseciky graft téchto funkei.

NAvoD: Resfme rovnici 22 — 1 = 2 +1 = z; = —1,25 = 2, takze priseciky obou kiivek jsou body
A[-1;0] a B[2;3].

Porovnani hodnot dvou funkci

Priklad 5
Jsou dany funkce fi:y = 22, fo:y = 4 — 22 — 2. Porovnejte hodnoty téchto funkeci.
NAVOD: fi(7) < fa(x) & 22 <4 — 22 — 22, tj. 22 + 2 — 2 < 0, tedy vodn{ nerovnost plati na intervalu

(=2;1); podobné fi(z) > fa(z) na mnoziné (—oo; —2)U(1; +00) a obé funkce maji stejné funkéni hodnoty
v bodech —2 a 1.

3.3 Vlastnosti funkci

Omezenost

Definice 3.3.1

Funkce f se nazyva (shora, zdola) omezend na mnoziné M C D(f), pravé kdyz tuto
vlastnost ma mnozina f(M). Nazyva se (shora, zdola) omezend, pravé kdyz tuto vlastnost
ma mnozina H(f).

Napt. funkce y = 22 je omezend zdola, neni omezend shora a neni omezend, ale na
mnoziné (—10; 10) je omezena.

Je-li funkce f omezend na M, existuji K, L € R tak, ze plati f(M) C (K, L). Je-li
funkce omezena, je omezena na kazdé mnoziné M C D(f).

Supremum mnoziny f(M) nazyvame supremum funkce na mnoziné M a oznacujeme

sup f(x); podobné in]‘f/[ f(z). Ma-li mnozina f(M) nejvétsi prvek, pak toto ¢islo nazyvame
xeEM xe
nejvetsi hodnota funkce f na mnoziné M nebo téz globdlni (absolutni) mazimum funkce

f na mnoziné M ; znaci se max f(z), podobné mll\r} f(x). Pokud M = D(f), pak oznaceni
TE ze

x € M v indexech vynechavame.
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Pokud pro néjaké prstencové okoli P(zg) C D(f) boduzg € D(f) plati: Vo € P(xo) je
f(z) 2 f(xg), hovorime o lokdlnim minimu funkce f v bodé xg, v pfipadé ostré nerovnosti
hovotime o ostrém lokdlnim minimu. Analogicky zavedeme (ostré) lokalni maximum.

Monotonnost

Definice 3.3.2

Funkce f se nazyva rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci) na mnoziné M C
C D(f), pravé kdyz V1, z9 € M plati: Jestlize x1 < zo, potom f(z1) < f(x2) (f(z1) >
> f(x2), f(z1) = flz2), flz1) Z f(22)).

Funkci f rostouci na D(f) nazyvame rostouci (tj. neuvadime, kde je rostouci),
podobné funkce klesajici, neklesajici, nerostouci. Pro funkce rostouci a funkce klesajici
pouzivame souhrnny nazev funkce ryze monoténni; souhrnny nazev pro vsSechny cCtyti
uvedené druhy funkci je funkce monotonni.

Napr. funkce y = 1/ je klesajici na intervalu (—oo;0) a je klesajici i na intervalu
(0; +00), ale neni klesajici (tj. neni klesajici na D(f)).

Kromé monoténnosti na mnoziné, coz je globalni vlastnost funkce, se zavadi i pojem
monoténnosti v bodé jako vlastnost lokalni. Uvedeme definici jen pro funkci rostouci,
dalsi tfi pripady monoténnosti se formuluji analogicky.

Definice 3.3.3
Funkce f se nazyva rostouci v bodé xy € D(f), pravé kdyz IP(xo—), P(zo+) C D(f)
tak, ze Vo € P(xo—) plati f(z) < f(z¢) a Vo € P(zo+) plati f(zo) < f(x).

Priklad 1

Podobné definujte funkci klesajici (nerostouct, neklesajici) v bodé xy a déle funkci
rostouct, klesajici, nerostouci a neklesajici v bodé xy zleva resp. zprava. (Tuto vlastnost
vysetfujeme zejména v krajnich bodech intervali.)

Véta 3.3.1 (vztah monoténnosti v bodé a na intervalu)
Funkce f definovand na intervalu (a,b) je na tomto intervalu rostouci (klesajici,
nerostouci, neklesajici), prave kdyz ma takovou vlastnost v kazdém bodé tohoto intervalu.

DUKAZ: Princip dikazu pro f rostouci: Necht je f rostouci na (a,b). Zvolime libovolny
bod zy € (a,b) a jeho okoli P(xg) C (a,b). Je-li &1 € P(zo—), xa € P(zo+), je
x1 < xp < T2 a monoténnost v bodé xy plyne z monoténnosti na (a, b).

Necht f je rostouci v kazdém bodé intervalu (a,b). Zvolime dva body z; < x4
a dokézeme, ze f(x1) < f(x2). Pro kazdé 2’ z jistého P(x1+) C (a,b) je f(x1) < f(2').
Necht m je supremum mnoziny M vSech takovych x’. Kdyby m < b, bylo by m € M. Ale
ivm je f rostouci a podle 2. vlastnosti suprema VP (m—) existuje bod 2’ € P(m—) C M,
tedy f(x1) < f(2') < f(m). Soucasné by existovalo pravé okoli P(m+) C (a,b) tak, ze
by pro vSechny jeho body z” platilo f(z") > f(m) > f(x1), tj. 2" € M, 2" > m a to je
spor s 1. vlastnosti suprema. Proto m = b, takze o € M a f(z1) < f(x2).

Napt. funkce y = sgn x je rostouci v bodé 0.
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Parita

Definice 3.3.4
Funkce f se nazyva sudd (lichd), pravé kdyz Vo € R plati: jestlize x € D(f), potom

—z € D(f) a f(—z) = f(z) (f(—z) = = f(2)).
Priklad sudé funkce: y = cos z, ptiklad liché funkce: y = sin z.

Priklad 2

Dokazte, ze funkce y = 322 — 5, y = |o| a Dirichletova funkce x jsou sudé a ze
y =223+ 2,y = 2z|r| a y =sgnz jsou funkce liché.

Pro polynomické funkce plati: jsou-li v polynomu jen ¢leny se sudymi exponenty, je
dana funkce suda, jsou-li zde jen cleny s lichymi exponenty, je funkce licha.

Kartézsky graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny
podle pocatku.

Periodi¢nost

Funkce f se nazyva periodickd, pravé kdyz Jp € RT tak, Ze Vo € R plati

1. jestlize x € D(f), potom (z +p) € D(f),
2. Vx € D(f) plati f(x £ p) = f(x).

Cislo p se nazyva perioda funkce f.

Je-li p perioda funkce f, je Vk € N také ¢islo kp periodou funkce f. Nejmensi perioda
Po, pokud existuje, se nazyva primitivni (téz zdkladni) perioda funkce f. Konstantni
funkci zpravidla mezi periodické funkce nepocitame.

Priklady periodickych funkei: y = sinz (pg = 27), y = tgx (po = 7).

Priklad 3

Dokazte, ze funkce y = x — |z| je periodickd s periodou py = 1 a ze Dirichletova
funkce y je periodicka a periodou je kazdé kladné racionalni ¢islo rtizné od nuly; zde pg
neexistuje.

Nékdy je uzitecné chapat periodi¢nost jen ,,jednostranné“, napt. ,periodi¢nost vpra-
vo“, tj. tak, ze v definici misto (x & p) uvazujeme jen (z + p).

3.4 Operace s funkcemi

a) Rownost funkci: Rekneme, Ze plati f = g, pravé kdyz Va,y € R plati (z,9) € f a
soucasné (z,y) € g. Obréacené, je-li f # g, znamena to, ze bud D(f) # D(g) nebo
dz' € D(f) N D(g) tak, ze f(a') # g(a).

b) Cdstecné uspordddni: Je-li F mnozina funkci a jsou-li viechny funkce definovany na
M, definuje se na F' ¢astecné usporadani nerovnosti f < g.
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Priklad 1

Definujte nerovnost f < g na M a objasnéte jeji geometricky vyznam.

Napf. funkce y = |z| a funkce y = x + 1 nejsou srovnatelné na R, ale na (0; +00)
ano.
c) Zuzeni (restrikce) funkce: Méjme funkei f; jeji restrikei nazveme funkei g takovou,
ze D(g) € D(f) ana D(g) je g(z) = f(x).
d) Algebraické operace: Yz € D(f) N D(g) se definuje (f + g)(x) = f(z) + g(x), (f —
—g)(x) = f(x)—g(x), (f-9)(x) = f(x)-g(x), (f/9)(x) = f(z)/g(x) (pokud g(x) # 0.
e) Skladani funkci: Méjme funkce f, ¢ a necht H(p) C D(f). Pak slozenou funkci
F = f o p definujeme takto: (f o p)(x) = fle(x)], pficemz funkei f nazyvame vnéjsi
funkce a funkci ¢ funkce vnitrni.
Napt. ve slozené funkci y = sin2z je vnéjsi funkce y = sinw, vnitini funkce
u = 2z. Funkce mize byt sloZena i vicekrét, napt. y = esnGa+1),
Slozenou funkci muzeme vytvorit substituci proménné. Mame-li napr. funkci y =
= 1 — x a dosadime x = sint, dostavame slozenou funkci y = 1 — sint. Zvlastnim
pripadem slozené funkce je |f|. Vnéjsi funkce je y = |z|, vnitini funkce z = f(x).

Priklad 2
Znézornéte graf funkce y = |22 — 2z|.

Funkce prosta

Definice 3.4.1

Funkce f se nazyva prostd na M C D(f), pravé kdyz Vzq,zo € M plati: jestlize
x1 # x9, pak f(x1) # f(z2); a nazyva se prostd, pravé kdyz je prosta na D(f). Mnozina
M, na niz je funkce prostd, se nazyva jejim oborem prostoty.

Napf. funkce y = z2

jejim oborem prostoty.

neni prostd, ale je prosté tfeba na intervalu (0;+o00), ktery je

Véta 3.4.1 (vztah prostoty a ryzi monoténnosti)
Je-li funkce ryze monoténni na M, je prosta na M.

DUKAZ: plyne z toho, Ze z w1 < 5 plyne x1 # T3 a stejné i pro funkéni hodnoty plyne
z nerovnosti ,,<“, > nerovnost ,#".

Obréceny vztah neplati, existuji prosté funkce, které nejsou monoténni, napt. funkce
y = 1/x. Prostota funkce f je zdkladnim piedpokladem pro to, aby inverzni relace f~*
byla zobrazenim a tedy funkeci.

3.5 Funkce inverzni

Definice 3.5.1
Inverzn{ zobrazeni f~! k prosté funkci (na M) f nazgvame inverzni funkce.
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Je-li tedy funkce f prostd, pak k ni existuje funkce inverzni f~! a plati (z,y) € f,
prave kdyz (y,x) € f~1. Piitom D(f~1) = H(f), H(f~1) = D(f). Je-li f prostd na M,
pak inverzn{ funkce ma D(f~1) = f(M), H(f~') = M. Na M plati f~1(f(z)) =z ana
F(M) plati f(f~(2)) = .

Geometricky vijznam: Grafy funkei f a f=! jsou soumérné sdruzené podle pifmky
y =z (osy L. a III. kvadrantu).

Napf. funkce f:y = 22 — 1 je prostd na M = < 00), f(M) = (—1;+00). Inverzni
funkce f~1 je definovédna na (—1;+00) a plati z = y* — 1 tj.y = vz + 1. Pro z € (0; +00)
je flof(x) = /(22 — 1)+ —\/_—x prox € (—1;400) je fof~ 1(95):(\/:16——1-1)2—
—1=ux.

Funkce a funkce k nim inverzni tvori dvojice funkci navzajem inverznich, nebot
(f~H)~t = f. Existuji i funkce inverzni samy k sobé&; graf takové funkce je soumérny
podle piimky y = x (napt. funkce y = 1/z, y =a — x, y = z).

Neékteré vlastnosti funkci se prenaseji na funkce inverzni.

Véta 3.5.1 (o monoténnosti inverzni funkce)
Je-li funkce f rostouci (klesajici), je funkce f~1 také rostouci (klesajici).

DUKAZ: Necht funkce y = f(z) je rostouci. Je-li y; < yo, pak nemize platit z1 > xo,
protoze z toho by plynulo y; > y».

3.6 Rozsireni pojmu funkce

Pojem funkce se v matematice pouziva i v Sirsim pojeti, zejména jako zobrazeni

z néjaké mnoziny M do mnoziny R, C, ptipadné i do jiné mnoziny.

a) Je-li M mnozina uspotadanych n-tic P = (x1,...,x,) redlnych ¢isel, je funkce y =
= f(P) redlnou funkci n promeénnych.

b) Je-li M mnozina (systém) mnozin X, pak lze definovat rizné mnozinové funkce.
Napr.:

e Jsou-li mnoziny X € M kone¢né, definuje se mnozinova funkce n, kde n(X) je
pocet prvki mnoziny X.

e Jsou-li X krivky resp. rovinné obrazce resp. télesa, definuji se mnozinové funkce
s(X) (délka krivky) resp. P(X) (obsah — mira rovinného obrazce) resp. V(X)
(objem — mira télesa).

c) Préace s texty.

V souvislosti s poc¢itaci vznikla vétsi potieba prace s texty; mnozinu vsech textii
oznacime T. Priklady teztovych konstant: ’Praha’, "’JAN HUS’, ”. Apostrofy zde
uvedené maji tlohu omezovacii, tj. nezapocitavaji se do textu. Prvni z uvedenych
konstant ma tedy 5 znaku, druhd konstanta ma 7 znaku (také mezera mezi slovy je
znak) a tfeti konstanta je tzv. prazdny text. Mezera je jednim ze znaki, takZe napr.
"Praha’ je jiny text nez 'Praha ’ (tento text ma 6 znaki; ve druhém slové je navic
mezera), tedy 'Praha’ # 'Praha .

Jsou-li z, y textové proménné na mnoziné T, lze polozit (dosadit) napf. z =
= 'Praha’, y = ’'Zlin’; pak =z < y (tj. 'Praha’ < ’Zlin’), nebot jde o abecedni
usporadani. Béznou operaci s texty je spojovdni textid. Ma-li napt. textova proménna
x hodnotu 'Praha ’ a proménna z hodnotu '4’, pak = 4+ z = 'Praha 4’.
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V programovacich jazycich se setkavame s funkcemi jako Length: T — Ny (délka
textu); napt. Length("Praha’) = 5, Length(”) = 0, pro y = "Zlin’ je Length(y) = 4;

Pos: T x T'— Ny (pozice podtextu v textu), Pos(‘rah‘, ‘Praha‘) = 2;

Copy: T x N x N — T (zkopirovani vybrané ¢asti textu), Copy(‘Praha‘,2,3) =
= ‘rah‘.

d) Logické funkce pracuji s mnozinou B = {true, false} Booleovskych konstant. Muzeme

treba vytvorit funkci Sude: Z — B, ktera rozhoduje, zda jeji argument je cislo sudé;
pak napr. Sude(—128) = true, Sude(27) = false.
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Kapitola 4

Elementarni funkce

4.1 Prehled elementarnich funkci

Jde o pojem spise historicky nez matematicky. Vymezuje se nékolik zdkladnich ele-
mentdrnich funkci a z nich se pomoci konec¢ného poctu algebraickych operaci a operaci
skladani vytvareji dalsi funkce, jez nazyvame elementdrni funkce. Plati, ze s kazdou funkci
patii do mnoziny elementarnich funkei vzdy i funkce inverzni, pokud ovsem existuje.

Zakladni elementarni funkce

e Funkce konstantni (y = c).

e Funkce mocninné (y = z" pro libovolné r € R, patii sem tedy i odmocniny a také
napf. neprima imeérnost).

e Goniometrické funkce (y = sinz,y = cosz,y = tgx,y = cotgx) a funkce cyklome-
trické (y = arcsinz,y = arccos x,y = arctg z,y = arccotg z).

e [Fxponencidlni funkce (y = a®, a > 0, a # 1) a funkce logaritmické (y = log, x).

e Hyperbolické funkce (y = sinhx,y = coshx,y = tghx,y = cotgh x) a funkce hyperbo-
lometrické (y = argsinh x,y = argcosh x, y = argtgh z, y = argcotgh z).

Algebraické funkce je nazev pro elementarni funkce, které vzniknou z funkci konstant-
nich a z funkce f(x) = z uzitim operaci s¢itdni, od¢itani, ndsobeni, déleni a odmocno-
vani. Pokud nepouzijeme operaci odmocnovani, dostaneme algebraické funkce raciondlni.
Algebraické funkce, které nejsou raciondlni, nazyvame iraciondlni. Zvlastni pripady al-
gebraickych funkei: napt. celd raciondlni funkce neboli funkce polynomickd (algebraicky
polynom) a lomend raciondlni funkce patii mezi nejvyznamnéjsi funkce studované v ma-
tematice.

Elementarni funkce, které nejsou algebraické, se obvykle nazyvaji transcendentni;
ze zakladnich elementarnich funkci mezi né patii funkce exponencialni, logaritmické,
goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické, ale téz mocninné funkce
s iracionalnim exponentem.

Elementarni funkce maji velmi rozmanité vlastnosti (napt. pokud jde o omezenost,
monoténnost, paritu, periodi¢nost aj.) a proto spolecné vlastnosti lze formulovat jen na
velmi obecné trovni. (Uvidime zejména, Ze elementarni funkce jsou spojité ve vsech bo-
dech svého defini¢niho oboru a maji derivaci ve vSech vnitinich bodech svého defini¢niho
oboru. Derivaci elementarni funkce je opét elementarni funkce. Naopak ovSsem primitivni
funkei k funkei elementérni nemusi byt funkce elementérni, viz kap. 11.)

Priklady funkci, které nejsou elementarni

Dirichletova funkce x(x), funkce sgnz, funkce [.| ,dolni celd ¢ast redlného cisla“,
funkce {.} ,desetinnd ¢ast“ definovana vztahem {z} =z — |z].
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Priklad 1
Znézornéte graficky funkei y = {2} a dokazte, Ze je periodicka s periodou 1.

Ani absolutni hodnota neni povazovana za elementarni funkci. Elementarnimi funk-
cemi nejsou ani jiné funkce definované ,,po ¢astech”, jako napr. funkce

_f—x prox<0
y= 22 prox =0

(Tuto funkci bychom ovsem mohli nazvat ,po ¢astech elementérni®).

4.2 Algebraické funkce

P1i popisu jednotlivych funkci nebo druhti funkei nékdy pouzijeme i nékteré pojmy,
které jsou obsahem az pozdéjsich kapitol, ale kde urcitou troven jejich znalosti lze
predpokladat, protoze jsou obsahem stredoskolského uciva matematiky. Jde tedy o jakési
rozsitené zopakovani stredoskolského uciva.

Mocniny s prirozenym a celym exponentem

Mocninu a™ pro n € N definujeme jako soucin n ¢initelt a. Z této definice ihned
plynou vlastnosti mocnin, zejména
Pro vsechna redlna ¢isla a, b, a pro vSechna prirozena ¢isla r, s plati:

1. a"-a®=a""s,

2.a":a*=a"° (jelia#0,7r > s),

3. (ar>s — ars7

4. (ab)" =a"b",

5.(%)" =4 (je-lib#£0),

6. a” = 0", prave kdyz a = b (pokud a > 0 a b > 0),
7. a" = a®, pravé kdyz r = s (pokud a > 0, a # 1).

K tomu pridejme jesté vlastnosti vyjadiené nerovnostmi:

8. Va,b > 0:a" <b", pravée kdyz a < b,
9. Va > 1,r < s plati a" < a¥;
Va € (0,1), r < s plati a” > a®,

Chceme-li rozsitit pojem mocniny rozsitenim ¢iselného oboru exponentu, prichazi
nejprve exponent 0. Maji-li ztistat v platnosti vyse uvedené vlastnosti 1.-5.; je tieba
podle 2. definovat

VYa#0 plati = 1.

Vlastnost 2. pak plati pro r = s a u vSech vlastnost{ se musime omezit na mocniny
s nenulovym zékladem, nebot 0° neni definovédna. Vlastnosti 6. a 8. ovem pro r = 0
neplati.

Dalsim krokem je rozsifeni pojmu mocnina pro exponent, jimz je celé ¢islo. Klicovou
vlastnosti je opét 2., podle niz se definuje (polozime-li r =0, s = k)

1
Va#0YkeZ je a k=

= —.
a
Vlastnost 2. pak plati jiz bez omezeni pro r, s € Z a vlastnost 8. nabude tvaru
8.Vr >0Va,b>0:a" <b", pravé kdyz a < b,
Vr <0, Va,b>0:a" > b", pravé kdyz a < b.
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Odmocniny

Definice 4.2.1
Pro kazdé prirozené ¢islo n definujeme n-tou odmocninu z nezaporného cisla a jako
takové nezaporné ¢éislo x, pro néz plati 2 = a. Oznaceni: x = {/a.

Podle definice tedy ({/a)" = a, napf. (\/3)2 = 3.

Existence n-té odmocniny se zda byt zrejma. Toto zdani podporuji jednoduché pri-
klady jako v/8 = 2, nebot 23 = 8. Jestlize viak vySetiujeme méné zietelné piipady, tieba
v/, je tieba si odpovédét na otdzku, zda n-t4 odmocnina pro kazdé a € R, a # 0 skutec¢né
existuje a zda je to jediné ¢islo.

Véta 4.2.1 (o existenci a jednoznac¢nosti n-té odmocniny)
Pro kazdé n € N a pro kazdé a € R, a = 0, existuje pravé jedno ¢islo x € R, x = 0,
takové, ze " = a.

Priklad 1
Zjednoduste roznasobenim vyraz U = (2\/_ - \/§) (3\/5 + 2\/3)

Priklad 2
Zjednoduste umocnénim a usmérnénim V = (2\/5 + 3\/5)2 / (\/3 + \/5)

K zakladnim vlastnostem odmocnin patii:

Véta 4.2.2
Pro kazdé a € R, a = 0, a pro kazd4d m,n,r € N plati
L (a)" = am,
2. War = {/a.

DUKAZ: 1. Pro levou a pravou stranu rovnosti plati: L = 2™, kde podle definice z" = a;
po umocnéni na m-tou mame " = ™. P =y, kde podle definice je y* = a™. Je tedy
™ = y™ a z toho " =y, takze L = P.

2. L =x, kde 2™ = a", coz dava 2™ = a. P = y, kde y™ = a. Tedy 2" = y™ a z toho
r=uy,tj. L=P.

Mocniny s racionalnim exponentem

Chceme-li rozsitit pojem mocniny na exponent racionédlni, vyjdeme ze zakladni vlast-
nosti n-té odmocniny z &isla a: 2 = a. PoloZzime tedy = a' a po umocnéni na n-tou je
a=1a"=a", tedy tn = 1, t = 1/n. To vede k definici Vn € N, Vm € Z, Va € R, a > 0
plati

an = Va, an = Vam.
Vlastnosti mocnin zustavaji zachovany s tim, ze musime uvazit prislusné podminky pro
a, b, r,s.

Pojem mocniny lze rozsitit na libovolné redlné exponenty, ale mocnina s iracionalnim
exponentem jiz neni algebraicka funkce.
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Definice 4.2.2

Necht a € R, a > 1, ¢ € Q. Pak definujeme a? = sup {a"}, pro0 < a <1
reQ,r<q
definujeme a? = inf {a"}
reQ,r<q

Vy$e uvedené vlastnosti mocnin 1.-7., 8., 9. plati pro libovolné realné exponenty.

Polynomické funkce

Jsou dény rovnici y = P(z), kde P(x) = apz"+a12" ' +. . . +a,_12+a, je algebraicky
polynom s redlnymi koeficienty. Pro ag # 0 jde o polynom a tedy i o polynomickou funkci
n-tého stupné; D(f) = R. Polynomickd funkce obsahujici jen liché mocniny z je lich4,
pokud obsahuje jen sudé mocniny x, je suda.

Pti studiu polynomickych funkci se vyuziva poznatki z algebry, ktera se algebraickymi
polynomy zabyva. Zejména se vyuziva:

e déleni polynomu (se zbytkem),

e rozklad polynomu na soucin korenovych c¢initeli a nerozlozitelnych kvadratickych
polynomi,

e véta o rovnosti polynomu. (Jestlize dva polynomy P, ) nejvySe n-tého stupné se
rovnaji v n+ 1 bodech, pak P(x) = Q(x) na R, tj. oba polynomy maji tentyz stupen

a tytéz koeficienty.)

Nyni uvedme nékteré zvlastni pripady polynomickych funkei.

Mocninna funkce f:y = z" (s prirozenym exponentem n).

Grafem je parabola n-tého stupné. Pro n sudé je f sudé funkce, kterda pron = 2 je na
intervalu (—oo;0) klesajici a na intervalu (0; +00) rostouci, tedy v bodé 0 ma minimum,
H(f) = (0; +00), funkce je konvexni na R. Pfi definici inverzni funkce se za obor prostoty
bere interval (0;4+00). Inverzni funkce y = /z je tedy definovdna na intervalu (0; +00)
a stejny je i obor hodnot.

Pro n liché je f lichd funkce, je rostouci na R, H(f) = R. Pro n 2 3 je f konkavni
na (—oo;0) a konvexni na (0;+00), v bodé 0 m4 inflexi. Nebot f je bijekci R na R, je
inverzni funkce y = ¥z definovdna na R a m4 tyZ obor hodnot. Z tohoto divodu je mozné
a tcelné pro lichd n definovat n-tou odmocninu i ze zdpornych é&isel; napt. /—8 = —2.

Konstantni funkce

Jsou déany rovnici y = k, kde k je konstanta; H(f) = {k}. Jsou to funkce soucasné
neklesajici i nerostouci, sudé (y = 0 je soucasné i lichd). V kazdém bodé maji neostré
lokdlni maximum i neostré lokalni minimum. Grafem kazdé konstantni funkce y = k
v kartézské soustavé soufadnic je primka rovnobéznd s osou x, resp. osa x (y = 0).
V polarni soustavé souradnic je grafem konstantni funkce o = r (kde r > 0), ¢ € (0;27)
kruznice se stfedem v pocatku a s polomérem 7.

Linearni funkce

Jsou dany rovnici y = kx + ¢, kde k # 0, ¢ jsou redlné konstanty; D(f) = H(f) =R.
Pro k > 0 to jsou funkce rostouci, pro k < 0 klesajici, pro ¢ = 0 jsou liché. Grafem kazdé
linearni funkce v kartézské soustavé souradnic je primka, jez neni rovnobézné s osou x ani
k ni kolméa. Konstanta k je smérnici primky, tj. k = tg p, kde ¢ je velikost orientovaného
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tthlu uréeného osou x a touto pifmkou; zpravidla bereme ¢ € (—37; %71’) Parametr q

2
znamena usek na ose y.

Pro ¢ = 0 se linedrni funkce nazyva téz primd dumeérnost, kartézskym grafem piimé
umérnosti je primka prochéazejici pocatkem. Pro linearni funkci (zpravidla pro g # 0) se
pouziva téz nazev linedarni zdvislost.

Grafem linearni funkce v polarni soustavé souradnic je Archimedova spiréla.

Protoze linearni funkce jsou ryze monotonni, jsou i prosté. Funkce inverzni jsou opét
linearni. Funkce y = a — x a funkce y = x jsou samy k sobé inverzni.

vvvvvv

funkce nahrazuje (aproximuje) priabéhem linedrnim; napft. pfi linedrni interpolaci funkei.

Priklad 3
Jsou dény dvé tabulkové hodnoty funkce f: f(4,75) = 0,6758, f(4,80) = 0,6803.
Pomoci linedrni interpolace stanovte f(4,78).

. PP v » . o 0,6803—0,6758 :
NAvoD: Danymi dvéma body prolozime piimku, jeji rovnice je y = 0,6758 + W(x —4,75), tj.

y = 0,6758 + 0,09(z — 4,75); £(4,78) = 0,6758 + 0,09 - 0,03 = 0,6758 + 0, 0027 = 0,6785.

Kvadratické funkce

Jsou dany rovnicf y = ax? + bz + ¢, kde a # 0, b, ¢ jsou konstanty; D(f) = R, H(f)
je pro a > 0 interval typu (m,+0o0), pro a < 0 je to interval typu (—oo, m), kde m je
minimum resp. maximum funkce f. Tohoto ostrého lokalniho extrému nabyvéa funkce f
v bodé zg = —%. Grafem kazdé kvadratické funkce v kartézské soustavé soutradnic je
(kvadratickd) parabola; pro funkci y = az? je jeji vrchol v pocatku soustavy soufadnic.

Racionalni lomené funkce

P(x
Jsou to funkce dané rovnici y = %), kde P(x), Q(x) jsou polynomy. Je-li stupen
x
citatele vetsi nebo roven stupni jmenovate?e, dovedeme racionalni lomenou funkei vyjadrit
ve tvaru (2)
R(x
Q(x)

kde S(z) je podil a R(x) je zbytek pri déleni P(x)/Q(x). Tato uprava (které se ika ,snizit
stupen ¢itatele pod stupen jmenovatele®) se pouziva pri integraci raciondlnich funkei.

Priklad 4

Je ddna funkce
a3 =222 +6x—7

2+ 3

Provedte snizeni stupné citatele pod stupen jmenovatele.

y:

NAvOD: Po provedeném déleni dostaneme

2_’_395—1
=x— —_
4 2243
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Priklad 5
Je dana funkce

Provedte snizeni stupné citatele pod stupen jmenovatele, aniz provedete déleni.

NAvoD: V citateli vhodné ¢leny pricitdme a od¢itdme a zlomek rozdélime na vice zlomki. Dostaneme
tim

3 n x—1
=T —X —_—.
y 2 +1
Linearni lomené funkce
Jsou to funkce s rovnici y = %+ kde a, b, ¢, d jsou redlné konstant ricemz plati
Yy cx+d>’ » Yy b J Y, P P

“ Z # 0; D(f) = R\ {—d/c}. Jsou to funkce prosté, grafem v kartézské soustavé

v

souradnic je rovnoosa hyperbola. Inverzni funkce jsou téhoz typu, tj. jsou téz linearni
lomené. Zvlastnim pifpadem je funkce zvana neprimd imérnost s rovnici y = 2, ktera je
sama k sobé inverzni,

4.3 Goniometrické funkce a funkce cyklometrické

Pravoiihlé trojuhelniky

Podobnost trojuhelnikt jako relace ekvivalence na mnoziné vsech pravouhlych troju-
helnikt definuje rozklad této mnoziny na tiidy. Z vlastnosti podobnosti plyne, ze kazda
ttida téchto trojuhelniki je urcena jednim vnitinim ostrym thlem a Ze vSechny trojuhel-
niky z téze tiidy ekvivalence se shoduji v poméru odpovidajicich si stran. Toho se vyuziva
k definici goniometrickych funkci ostrého tuhlu.

Definice 4.3.1
V pravoihlém trojuhelniku s odvésnami délek a, b, preponou ¢ a vnitfnim thlem «
mezi stranami b a ¢ definujeme

. a a
sine=—, cosa=-, tga=—-, cotga=-—.
c c b a
B
c
a
Q g
A b C
Tato definice pracuje zpravidla s tthly v mife stupnové.
Odtud
n cos
tga = , cotga = —
cos sin o

Z trojuhelniku ABC dale plyne:
sin(90° — a) = cosa, cos(90° — a) = sina, sin®a +cos? a = 1, tg(90° — a) = cotg a.
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Zvlastni hodnoty

Nékteré zvlastni hodnoty goniometrickych funkei 1ze odvodit (pti pouziti Pythagorovy

véty)
e 7z rovnostranného trojihelniku s doplnénou vyskou: sin30° = %, sin 60° = \/75,
tg 30° = \/?g’ tg 60° = v/3. (podobné pro ,kofunkce® cosa a cotg a).

e ze Ctverce s uhloprickou: sin 45° = cos45° = */75, tg45° = cotg45° = 1.

Na této drovni se prijima jako dusledek definice, ze kdyz « roste od 0° do 90°, tak
funkce sinus roste od 0 do 1, funkce tangens roste od 0 do +oo, funkce kosinus klesa
od 1 k 0 a funkce kotangens klesd od +o0o k 0. Rovnéz pomoci nazoru se na této tirovni
snese rozsiteni funkei: sin(0° = 0, cos0° = 1, tg0° = 0, cotg 0° neni definovan; podobné
sin 90° = 1, cos90° = 0, tg 90° neni definovan, cotg 90° = 0.

Uziti jednotkové kruznice k definici goniometrickych funkci

Tato definice se obycejné spojuje jiz s pouzivanim miry obloukové, pricemz prepocet
mezi velikosti thlu o v mife stupnové a velikosti x v mife obloukové je déan vztahy
T = Tgee, @ = 180° 2.

Definice goniometrickych funkei pomoci jednotkové kruznice prinasi jeden didakticky
problém. Chceme-li zachovat oznaceni x pro velikost tthlu v mife obloukové, musime volit
jiné oznaceni pro souradnicové osy, napr. u, v. Chceme-li vSak zachovat oznaceni os z,
y, musime volit jiné oznaceni pro velikost tthlu, napt. ¢, tedy nemtzeme primo definovat

sin x, prestoze pravé tento zapis v matematické analyze nejvice pouzivame.

Definice 4.3.2

Necht O je pocatek pravouhlé soustavy souradnic, J jednotka na ose x, t redlné
¢islo a M (zr, yar) koncovy bod oblouku jednotkové kruznice délky ¢ s poc¢atkem J (pro
t 2 0 uvazujeme oblouk orientovany proti sméru hodinovych rudicek, pro ¢ < 0 oblouk
délky |t| ve sméru hodinovych rucicek). Potom hodnota funkce cost je definoviana jako
x-ova soutadnice bodu M, cost = x,7, a hodnota funkce sint je definovana jako y-ova
souradnice bodu M, sint = y;.

sint| /i M(war, yar)
I\t
|
O| cost/J

Vlastnosti plynouci z definice funkci
Z definice mame: D(sin) = D(cos) = R, H(sin) = H(cos) = (—1;1). Z definice plyne
rovnéz periodicnost obou funkci s periodou 27: Pro vSechna t € R a pro vSechna k € Z
plati sin(t + 2kw) = sint, cos(t + 2k7) = cost.
7 béznych vlastnosti 1ze dédle primo z jednotkové kruznice zjistit:
e znaménka funkei v jednotlivych kvadrantech I, I1, III, TV;
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e hodnoty funkci pro thly, pro néz je bod M na nékteré souradnicové ose, tj. pro uhly

0, 7/2, m, 37/2, ..., zejména nulové body: sint = 0 < t = kx (pro vSechna k € Z),
cost =0t = (2k+1)5 (pro vSechna k € Z);

e paritu funkci, tj. pro vSechna t € R: sin(—t) = —sint (funkce sinus je lichd),
cos(—t) = cost (funkce kosinus je sudd);

e vzorce pro zménu velikosti tthlu o 7: pro vSechna ¢t € R sin(t + 7) = —sint, cos(t £
+ 7) = —cost;

e parametrické vyjadreni kruznice: x = rcost, y = rsint, t € (0; 27).

Ve skolské matematice se nejcastéji setkavame s oznacovanim velikosti thla feckymi
pismeny «, 3, ... as mirou stupnovou, v matematické analyze se ponejvice pracuje s mirou
obloukovou (s redlnymi ¢isly) a s x jako oznacenim velikosti thlt v mife obloukové, tedy
sinx, cosz,...

Funkce tangens a kotangens

Definice funkei tangens a kotangens vychézi z funkei sinus a kosinus.

Definice 4.3.3
Necht k je libovolné celé ¢islo. Funkci tangens definujeme pro o # (2k+1)% (tedy pro
ta redlnd Cisla z, pro kterd cosx # 0) a funkci kotangens definujeme pro = # km (tam,
kde sinz # 0) vztahy
sin Ccos T

tgxr = , cotgr = ——.
COS T sinx

Funkce tangens je definovina pro na mnoziné D(tg) = R\ {(2k + 1)5;k € Z};
H(tg) = R.
Funkce kotangens je definovana pro vSechna x # km, tj. na mnoziné D(cotg) = R\
\ {km;k € Z}; H(cotg) = R.
Z definice funkci tangens a kotangens a z vlastnosti funkci sinus a kosinus dostavame
zejména tyto zakladni vlastnosti:
e znaménka funkeci v jednotlivych kvadrantech I, II, III, TV;
e hodnoty funkei pro thly, pro néz je bod M na nékteré souradnicové ose, tj. pro thly
0, 3, m, 3?”7 27, zejména nulové body: tg0 = tgm = 0, cotg 5 = cotg 37” =0
e paritu funkci, tj. Vo € D(f): tg(—x) = —tgx, cotg(—z) = — cotgx (funkce liché);
e periodi¢nost funkci: Vo € D(f): tg(z £ 7) = tgz, cotg(x £ m) = cotg x;

Véta 4.3.1
Necht ¢ € (0;47 ), potom plati

sint <t < tgt.

DUKAZ: Prvni nerovnost plyne z faktu, Ze vzdalenost bodu M od osy z je yur, proto
sint < t. Druhou nerovnost dostaneme porovnanim obsahti kruhové vysece JOM a
trojuhelniku ohrani¢eného rameny tthlu JOM a tec¢nou k jednotkové kruznici v bodé J.
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Vzorce pro goniometrické funkce
Postupné lze vyvodit dalsi skupiny vzorct. Je-li g libovolna ze ¢tyt zakladnich gonio-
metrickych funkei a oznac¢ime-li velikosti ahla «, 3,..., jak je to bézné na stiredni skole,
jde o vzorce, kde
e g(a =+ ) vyjadiujeme pomoci goniometrickych funkei uhla «, 3, napt.

tga+tgfh

l1Ftgatg’
cotgacotg f F 1

sin(a & 8) = sinacos f + cos asin f3; tg(a + 5) =

cos(a + 3) = cos a cos sin asin 3; cotg(la £ ) =
(o £ ) BF B; cotg(a & ) cotg § £ cotg a
(pro ktera «, 3 plati vySe uvedené vzorce?);

¢ g(2a) vyjadiujeme pomoci goniometrickych funkci jednoduchého thlu «, napr.

2 2

cos 2a0 = cos” oo — sin” «, sin 2o = 2 sin v cos @

k témto vzorcum radime i opacné

. 9 1 — cos2a 9 1 + cos2c
sin“a = ————, cosTa = ———;

2

e g (%) vyjadiujeme pomoci goniometrickych funkei ihlu «,

. oz‘ /1 — cos o ‘ oz‘ /14 cosa
S —| = _— COS — | = -
2 2 ’ 2 2 ’

tyto vzorce se vyuzivaji napt. pti integraci goniometrickych funkei;
e g(a) + g(B) se vyjadii jako soucin funkei, napft.
+65 a—p

. . .«
sin a + sin 8 = 2sin 5 cos 5 ;

e piiintegraci sou¢inu goniometrickych funkei se vyuziva obraceného vztahu a g(a)-g(/3)
vyjadiujeme jako soucet nebo rozdil goniometrickych funkei, napr.

: L. :
sin ma - cosna = 5[81n(m + n)a + sin(m — n)af;

e velmi uziteény je vzorec

=1+tg%a.

cos? a
Funkce cyklometrické

Pro zakladni goniometrické funkce se voli obor prostoty P, pricemz obor hodnot H
se nemeni:

sinz:  P=(-%;%), H=(-11);
cosx: P =(0;m), H=(-1;1);
tgz:  P=(-%,%), H=(—00;+00)=R;
cotgz: P = (0;m), H=(—00;4) =R

Pti definici cyklometrickych funkci se vyméni tloha mnozin P a H.
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Definice 4.3.4

Goniometrické funkce uvazujme na jejich oborech prostoty. Inverzni funkei (s definic-
nim oborem D) k funkei:
sinz je funkce arcsinz (arkussinus), D =
cos x je funkce arccos z (arkuskosinus), D =
tgx je funkce arctgx (arkustangens), D = (—o0; +00);
cotg x je funkce arccotgz (arkuskotangens), D = (—o0; 4+00).

Pritom si uvédomime, Ze napi. Vo € (—1;1), Vy € (—73; ), znamenaji zapisy y =
= arcsinz, x = siny presné totéz.
Funkce arcsin x se vyskytuje v tlohach na urceni definicniho oboru funkci.

Priklad 1

. Y, arcsin x
Urcete defini¢ni obor funkce f:y =

V3r+2

NAvop: Citatel je definovan na intervalu (—1;1), jmenovatel na mnoziné z > —%, tedy na intervalu
(—2;+00). Definién{ obor D(f) je prinikem obou intervalii, tedy D(f) = (—2;1).

Vlastnosti cyklometrickych funkci

Jelikoz inverzni funkce zachovava monoténnost funkce vychozi, jsou funkce arcsin z,
arctg x ve svych defini¢nich oborech rostouci, arccos x a arccotg x jsou klesajici.

Ze vzorcu pro funkce goniometrické 1ze odvodit odpovidajici vzorce pro funkce cyklo-
metrické, napi:

Protoze cost = sin(% — t), dostaneme po dosazeni cost = z, (tedy i t = arccosz):

2

z =sin (§ — arccosz) = Vz € (—1;1)

. ™
arcsin x -+ arccos r = 5 .

Podobné téz Vz € R:

s
arctg x + arccotgx = 5

Proto se z uvedenych cyklometrickych funkei pouziva obvykle vzdy jen jedna z kazdé
dvojice, zpravidla funkce arcsin x a arctgx.
Jestlize ve vzorci pro tg(a + ) poloZzime tga = =z, tgff = y, tj. « = arctgz,

£ = arctgy, dostaneme vzorec arctg x + arctgy = arctg ffxzj

4.4 Funkce exponencialni a logaritmické

Exponencialni funkce

Necht a > 0, a # 1. Ezxponencidlni funkce jsou definovany rovnici y = a®, D(f) = R
(plyne to z definice mocniny pro libovolny redlny exponent, viz 4.2.c).

Hodnotu mocniny s iracionalnim exponentem, tedy exponencidlni funkce pro iracional-
ni hodnotu nezavisle proménné z, lze najit i jako limitu posloupnosti a”, kder € Q, r — .
Tak tfeba 2™ je limitou posloupnosti 2", kde r napt. tvori posloupnost dolnich desetinnych
aproximaci ¢isla m: 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; ... Pak 2" dava posloupnost §;
8,5741...; 8,8152...; 8,8213...; 8,8244. . .; 8,82496. . ., takze napr. 2™ ~ 8,8250.
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Podobné (uzitim suprema mnozin) bychom mohli dokézat, ze kazdé kladné ¢islo je
pri daném zdkladu a hodnotou néjaké mocniny, tj. H(f) = (0, 4+00).

Pro a > 1 je exponencidlni funkce rostouci, jak plyne z vlastnosti mocnin 4.2 (8). Pro
a < 1 je exponencidlni funkce klesajici. V tomto piipadé je (1/a) > 1, pro kazdé x; <
plati (é)xl < (é)m2 a po prechodu k pfevracenym hodnotdm mame a™ > a*2.

Pro a € (0,1) je tedy a®* =b~", kde b =1/a > 0.

Exponencidlni funkci y = a” pro a € (0;1) Ize tedy nahradit exponencidlni funkei
y = b~" pro b > 1 (kterd je klesajici), a to vede k zavéru, ze v podstaté neni tfeba se
zabyvat exponencidlnimi funkcemi se zakladem a < 1.

Grafu exponencidlni funkce v kartézské soustave rikame exponencidla. Vsechny expo-
nencidly prochézeji bodem [0; 1]. Grafem exponencidlni funkce v poldrni soustavé sourad-
nic je tzv. logaritmicka spirdla.

Zvlast dilezita je exponencialni funkce y = e” oznacovana nékdy téz exp x.

Logaritmické funkce

Exponencidlni funkce f:y = a® je pro a > 0 rostouci (tedy i prostd) na celé mnoziné
R, pticemz H(f) = (0; +00). Existuje proto inverzni funkce f~1: 2 = a¥, kterou nazyvdme
logaritmickd funkce o zdkladu a a kterou zapisujeme y = log, x; ta ma D(f™ 1) =
= (0;+00), H(f7') = R. Hodnotu logaritmické funkce nazyvame logaritmus; nékdy
pojem logaritmus pouzivame i pro struéné oznaceni logaritmické funkce. Logaritmovat
néjaky vyraz znamena uréit jeho logaritmus.
mame zvlastni oznaceni Inz = log, x a nazev prirozeny logaritmus (In = logaritmus
naturalis).
Z definice logaritmu plyne zejména:
Zapis x = a¥ znamend presné totéz jako y = log, x.
Vr € R: log, a® = x, Vo > 0: a'%%* = x.
Va € R: a® = e*1n® (nebot a = e29).
Z prostoty exponencialnich a logaritmickych funkeci plyne:
o o = ol pravé kdyz K = L, A = B(> 0), pravé kdyz log, A = log, B.
V obou téchto pripadech ziskame zavér implikace logaritmovdnim jejiho predpokladu.
Dekadicky logaritmus, tj. logaritmus o zakladu 10, mél diive vysadni postaveni pti
numerickych vypoctech (pouzivani tabulek dekadickych logaritmi), ale s rozsifenim kal-
kulatoru a pocitac¢u toto postaveni ztratil.
Vsechny logaritmické funkce o zdkladu a > 1 jsou rostouci a jejich grafy prochézeji
bodem [1;0] na ose z.

Priklad 1
Nacrtnéte grafy funkei y = e*, y = Inx.

Z vyse uvedené vlastnosti plyne, ze misto exponencialnich funkci y = a® o zdkladu
a lze uvazovat jen exponencidlni funkce y = ek o zdkladu e. Podobné na sebe lze preva-
dét logaritmy o raznych zakladech. Pfevodni vztahy lze odvodit napt. takto (uvazujme
logaritmus prirozeny a logaritmus o zdkladu a):

Rovnost z = a'°8« % logaritmujeme pfi zakladu e a dostaneme Inz = Inalog, z.

Jestlize logaritmujeme rovnost z = e™? pii zakladu a, dostaneme log, x = log, e-In .
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Z vlastnosti exponencialnich funkci plynou ihned vlastnosti funkeci logaritmickych:
o Vuq,x9 > 0: log, (71 - x2) = log, x1 + log, x9;
o Vi, 29 > 0: log, (21 : x2) = log, x1 — log, x2;
o Yz >0, Vm € R: log,(2™) = m - log, =.

4.5 Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolické funkce patti mezi elementarni funkce a jsou definovany pomoci funkei
exponencialnich takto:

Definice 4.5.1
Pro realné cislo = definujeme funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyper-
bolicky tangens a hyperbolicky kotangens predpisy

et —e® et +e* sinh x coshx

sinhr = ——, coshez = ——, tghax =
2 2

Z definice je vidét, ze pro prvni tii z téchto funkci je D(f) = R (pro tghz to plyne
z toho, ze Yz € R: coshx > 0). Lehce zjistime, ze funkce sinh x ma jediny nulovy bod pro
xo = 0, takze D(cotgh) =R\ {0}.

Obory hodnot a pribéh: H(sinh) = R, funkce je rostouci; H(cosh) = (1; +00), funkce
je klesajici na (—o0; 0) a rostouci na (0; +00), v bodé 0 ma minimum 1. H (tgh) = (—1;1),
funkce je rostouci; H(cotgh) = (—oo0; —1) U (1;4+00), na intervalu (—oo;0) funkce klesa
od —1 k —oo, na intervalu (0; +00) funkce klesd od 400 k 1. Pro funkce hyperbolicky
tangens i hyperbolicky kotangens jsou primky y = 1 a y = —1 asymptotami, asymptotou
grafu funkce hyperbolicky kotangens je téz osa y.

Priklad 1
Do jednoho obrazku znazornéte grafy funkci y = sinhx, y = coshz, y = %e””.

Priklad 2
Do jednoho obrazku znazornéte grafy funkei y = tghz, y = cotgh x.

Graf funkce y = a - cosh £ v kartézské souradnicové soustavé se nazyva retézovka. Je
to kiivka, kterou vytvari retéz (nepruzné nit) volné zavéseny ve dvou bodech.

Hyperbolické funkce maji fadu vlastnosti velmi podobnych vlastnostem funkei gonio-
metrickych. Z definice funkci 1ze odvodit napft.
a) Funkce sinh z, tgh x, cotgh z jsou liché, funkce cosh x je suda.
b) Hyperbolickd jednicka

cosh?z — sinh? z = 1.
c) Y #0
tghx - cotghx = 1.
d) Souctové vzorce. Pro redlna z; a xo plati
sinh(zq 4 z3) = sinh z cosh 25 £ cosh x; sinh 25,

cosh(xy + x) = cosh x; cosh g F sinh x4 sinh o,
tgh x1 &+ tgh o
1+ tgh 1 tgh ) ’
Hyperbolické funkce se vyskytuji zejména v aplikacich a také se pouzivaji pti vypoctu
neurcitych integralit pomoci hyperbolickych substituci.

tgh(l’l + [EQ) =
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Hyperbolometrické funkce

Funkce sinh x, tgh z a cotgh x jsou prosté, u funkce cosh z vezmeme za obor prostoty
interval (0;+00). Pak lze definovat funkce inverzni (zvané hyperbolometrické)
e K funkci sinhx je inverzni funkei funkce argsinh z (argument hyperbolického sinu),
D(f) = H(f) =R.
e K funkei cosh z je inverzni funkei funkce argcosh x (argument hyperbolického kosinu),
D(f) = (L;+00), H(f) = (0; +00).
e K funkci tgh z je inverzni funkei funkce argtgh x (argument hyperbolického tangens),
D(f)=(=11), H(f) =R.
e K funkci cotghz je inverzni funkei funkce argcotgh x (argument hyperbolického ko-
tangens), D(f) = (—o0; —1) U (1;+o00), H(f) = R\ {0}.
Protoze jsou hyperbolické funkce vyjadieny pomoci exponencialni funkce, lze hyper-
bolometrické funkce vyjadrit pomoci funkce logaritmické, napf.:

1+
1—x

argsinhx = In <x + Va2 + 1) : argtghz = £ 1In
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Kapitola 5

Limita funkce

vvvvvv

zalozeny dalsi vyznamné pojmy, jako je spojitost, derivace funkce, Riemanniv integral,
délka kiivky. S pfimym praktickym pouzitim limity funkce v bodé se setkame pri vyset-
fovani priubeéhu funkce, napt. pti zjistovani asymptot grafu funkce.

5.1 Limita funkce podle Heineho

Hlavni myslenkou tohoto pristupu je prevedeni pojmu limita funkce na pojem limita
posloupnosti. Piimy pristup k zavedeni pojmu limita funkce mutzete najit v sekci 4.

Definice 5.1.1 (limita funkce podle Heineho)

Necht zy je hromadnym bodem D(f). Realné ¢islo a nazveme limitou funkce f
v bodé xg, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (z,), z, € D(f), z, # xo, Tn — To
plati f(x,) — a. PiSeme

lim f(x) =a nebo f(x)— aprozx — zp.
T—X0

Definice 5.1.2 (jednostrannd limita funkce podle Heineho)

Necht zy je levym (pravym) hromadnym bodem D(f). Cislo a nazveme lLimitou
funkce f v bodé g zleva (zprava), pravé kdyz pro kazdou posloupnost (z,), x, € D(f),
Ty < x0 (5, > T0), T, — To, plati f(x,) — a. PiSeme

floo=) = lm f(@)=a (f(zo+) = lm f(x)=a).

T—x0— T—To+

Priklad 1

2

x‘—4

Vypoctéte lim )
rx—2 I — 2

Priklad 2
Vypoctéte obé jednostranné limity funkce y = sgnx v bodé z = 0.

Priklad 3
Dokazte, ze Dirichletova funkce x(x) nema limitu (ani jednostrannou) v zadném bodé

o € R.

Priklad 4
Vyslovte definici nevlastni limity +oo ve vlastnim bodé z.

Definice 5.1.3 (vlastni limita v nevlastnim bodé +00)
Necht 400 je hromadnym bodem D(f). Cislo a nazveme limitou funkce f v nevlastnim
bodé +oo, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (x,), x, € D(f), v, — oo, plati

f(z,) — a. PiSeme lir}rl f(z) = a, nebo f(x) — a pro x — +oc.
T—>+00

Priklad 5
Vyslovte definici vlastni limity funkce v nevlastnim bodé —oo a definice nevlastnich
limit v nevlastnich bodech.
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5.2 Véty o limitach funkci

Véty o limitach funkei vyplyvaji na zakladé Heineho definice limity z vét o limitach
posloupnosti Proto jsou nekteré formulovéuny velmi podobné

rozsiteni na ,nevlastni pripady*.

Véta 5.2.1
Kazda funkce f ma v libovolném bodé xy € R nejvyse jednu limitu.

Véta 5.2.2

Necht funkce f mé v bodé xy koneénou limitu. Pak existuje okoli P(zg), v némz je
omezend. (Tedy existuje P(xzg) a existuji K, L € R tak, ze pro vSechna z € P(xo) N D(f)
plati f(z) € (K, L).)

Véta 5.2.3 (o kladné limité)
Necht funkce f ma v bodé xy konecnou kladnou (resp. zdpornou) limitu. Pak existuje
okoli P(xg), v némz je f kladn (resp. zaporna).

Véta 5.2.4 (o limité souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu)
Necht jsou na M definovany funkce f, g, xg je hromadny bod M a plati
lim f(x) = a, lim g(z) =b.
T—T0 T—T0

Pak funkce f+ g, f—g, f-g, f/g (pro g(z) # 0, b # 0) maji limitu a + b, a — b, a - b,
a/b.

(Tyto vlastnosti plati pro rozsifenou realnou osu ve vsech pripadech, kdy maji uvedené
vyrazy s a, b smysl; napr. véta o souc¢tu neplati pro a = +00, b = —00.)

Véta 5.2.5
Necht v jistém okoli P(x¢) plati f(z) = g(z) a existuje lim f(z) = a. Pak existuje

T—T0

lim g(x) a plati lim g(z) = a.
T—x0 T—T0

Véta 5.2.6

Necht v jistém okoli P(zg) plati f(z) < g(x) a existuji limity obou funkei v bodé .
Pak lim f(z) < lim g(x).

T—>xo T—To

Priklad 1
Na prikladech ukazte, jaky vztah muze platit mezi limitami, jestlize na P(zq) plati
ostrd nerovnost f(z) < g(z).

Véta 5.2.7 (o tiech limitéch)
Necht na néjakém okoli P(zg) plati f(z) < h(x) = g(x), pficemz lim f(x) =

T—x0
= lim g(x) = a. Pak existuje i lim h(z) a je rovna a.
T—X0 T—T0

Véta 5.2.8 (o limité monoténni funkee)
Necht bod zg je levym hromadnym bodem mnoziny M = D(f) N P(z¢—) a funkce f
je neklesajici na M. Pak existuje lim f(z). Je-li funkce f na M shora omezend, je tato
T—To—

limita konec¢na, neni-li f na M shora omezend, je tato limita rovna +oo.
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Priklad 2
Vyslovte podobnou vétu pro nerostouci funkci a déle véty pro pripad limity zprava.

Véta 5.2.9
lim f(x) =0, praveé kdyz lim |f(z)| = 0.
T—T0 T—T0
Véta 5.2.10
Necht a je redlné ¢islo, potom lim f(z) = a, pravé kdyz lim |f(x) —a| = 0.
T—T0 T—T0
Véta 5.2.11

Necht z( je oboustrannym hromadnym bodem D(f). Pak néasledujici dva vyroky jsou
ekvivalentni:
e Existuje lim f(z) a je rovna a.
T—T

0
e Existuji lim f(x), lim f(z) a obé jsou rovny a.
r—Tro— r—xo+

Priklad 3
Uzitim predchazejici véty dokazte, ze funkce y = x + 2]

= nemd limitu v bodé zo = 0.

Véta 5.2.12
Necht v jistém okoli P(zg) je f(z) > 0. Pak plati
1. lim f(x) =0, pravé kdyz lim —— = 400,
T—x0 Tr—TQ (Jj)
2. Ili_)rrxlo f(x) = +o0, pravé kdyz xli_gclo m =0.
Véta 5.2.13
Necht lim f(z) =a # 0, lim g(x) = 0 a v néjakém okoli P(z¢) plati sgn g(x) = sgna
T—xo T—X0
(resp. sgn g(z) = —sgna). Pak plati lim J@) = +0o0 (resp. —0).
a0 g(z)
Véta 5.2.14

Necht z( je hromadnym bodem D(f - g), lim f(xz) =0 a g je funkce omezena. Pak
Tr—x0
lim f(z)-g(z)=0.
T—x0

Véta 5.2.15 (o limité slozené funkce)
Méjme slozenou funkei f o . Necht:
1. existuje okoli P(xg) C D(p) tak, ze p(P(z9)) C D(f),
2. existuje a jako lim ¢(x),
Tr—T
3. bod a je hromadnym bodem D(f) a existuje b = lim f(x),
Tr—a
4. bod xp neni hromadnym bodem mnoziny {x € P(x); () = a}.

Pak existuje limita slozené funkce f o ¢ v bodé zg a plati lim fo p(z) =b.
T—rTQ
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5.3 Vypocet limit

Limity nékterych elementarnich funkci.

Uzitim véty o trech limitach dokazeme, ze lin% sinx = 0. Z vlastnosti funkce sinus
T—

vime, ze pro kazdé x € (O; %) plati 0 < sinx < x a ze funkce sin je licha funkce. Proto
pro vSechna x € (—%; g) plati
—lz| S sinz < |x).
Z lim z = 0 plyne lim |z| = 0 a tedy podle véty o t¥ech limitach plati
z—0 z—0
lim sinx = 0.
z—0

Déle podle souctovych vzorci pro goniometrické funkce plati pro [z — x| < §

) ) . T — X T+ o . T —Xo T — X
|sinz — sin zg| = |2sin cos < |2sin <12 = |z — xo|.
2 2 2
Proto plati lim (sinz —sinxg) = 0, coz je ekvivalentni se vztahem
T—X0

lim sinx = sin .
T—T0

Priklad 1

Dokazte, ze lim cosx = cos .
T—T0

Priklad 2

Dokazte, ze lim x" = z{} a ze pro kazdy polynom P(z) je lim P(x) = P(x).
T—x0 T—T0

Platnost predchazejicich vysledki lze zobecnit na vSechny elementarni funkce takto:
Véta 5.3.1
Je-li f elementarni funkce, zy € D(f), pak lim f(x) = f(xo).
T—rT0

Pouziti této véty nazyvame vyuziti spojitosti funkce k vypoctu limity (viz nasledujici
kapitola).

Specialni limity
7 vlastnosti funkce sinus vime, ze pro pro kazdé x € (O; g) plati 0 < sinx < x < tgx.

Proto .
sin x

<1
x
a soucasné .
sin x
cosz <

T

Obé funkce x a sin x jsou liché, proto pro = € (—g; 0) U (0; g) plati

sin x

cosx < < 1.
Jelikoz lir% cosx = cos 0 = 1, plati podle véty o trech limitach
T—
sinx
lim =1.
z—=0 X

Podobnymi tvahami (s vyuzitim nerovnosti pro dalsi elementarni funkce) muzeme
dokézat nésledujici tvrzeni
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Véta 5.3.2 (vyznamné specialni limity)
Plati nasledujici limity
sinx

e lim =1,
z—0 X

1 T
e lim (1 + —) =e,
Tr—+00 X

o lig LT 1
x—0 x

et -1
e lim =
x—0 X

=m pro libovolné realné cislo m,

1.

Priklad 3 .
sin 3x

Vypoctéte lim )
z—0 €T

Priklad 4

2 X
Vypoctéte lim <1 + —) .
r—+00 €T

Vypocet dle definice a vét o limitach

Priklad 5

62% + 22+ 5
Vypoctéte lim ————.
ypociete xHIJroo 203 + 12 4+ 7

Priklad 6
Vvoodtite i 623 427+l 1 5
1m .
ypoctete S P Cra

vr+h—/x
h

Priklad 7
Vypoctéte lim , kde = > 0.
h—0

Priklad 8

Vypoctéte lim z sin —.
z—0 x

V kapitole o stfedni hodnoté diferencidlniho pocétu se sezndmime s dalsi metodou

vypoctu podobnych limit — I’Hospitalovym pravidlem.

5.4 Limita funkce podle Cauchyho

V této sekci zavedeme pojem limita funkce pifimo — pomoci vztahu mezi okolimi.
Vyslovime dvé definice. Jedna uvazuje okoli ve smyslu topologickém, druha ve smyslu

metrickém.

Definice 5.4.1 (limita funkce podle Cauchyho I)

Necht zg je hromadnym bodem D(f). Rikdme, ze funkce f md v bodé xq limitu a,
praveé kdyz ke kazdému okoli U(a) bodu a existuje prstencové okoli P(zq) bodu zg tak, ze
pro vSechna x € D(f)NP(xo) plati f(z) € U(a). Toto tvrzeni mizeme zapsat symbolicky

VU (a) 3P(x¢) Vo € D(f) N P(xo) = f(x) € U(a).

Posledn{ implikaci lze nahradit inkluzi f(D(f) N P(xo)) C Ul(a).
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Definice 5.4.2 (limita funkce podle Cauchyho II)

Necht zg je hromadnym bodem D(f). Rikdme, ze funkce f md v bodé xq limitu a,
pravé kdyz ke kazdému kladnému cislu e existuje kladné ¢islo 6 tak, ze pro vsechna
x € D(f)N P(xg,0) plati f(z) € U(a,e).

Zéavér definice lze formalné upravit na jiny tvar s vyuzitim absolutnich hodnot: misto
x € D(f)N P(xo,d) uvedeme x € D(f) A (0 < |z — x| < 0) amisto f(z) € U(a,e) dame
f(z) —al <e.

Priklad 1

Zapiste symbolicky definici limity podle Cauchyho II s vyuzitim predchézejicich vzta-

hi.
Priklad 2
Zmazornéte obsah Cauchyho definic na obrazku.

Priklad 3
Vyslovte Cauchyho definice vlastni limity v nevlastnim bodé, nevlastni limity ve
vlastnim bodé a nevlastni limity v nevlastnim bodé.

Véta 5.4.1 (Ekvivalence definic limity funkce)
Heineho definice a obé Cauchyho definice limity funkce jsou ekvivalentni.

Limita funkce dle definice Heineho je tedy presné tyz pojem jako limita funkce podle
Cauchyho. Je tu vsak rozdil v jejich pouziti. Heineho definici pouzivame castéji k vipoctu
limit, nebot v této definici znalost hodnoty limity funkce neni predem potiebna, Cauchyho
definici pouzivame castéji k dukazum, hodnotu limity musime znat predem.
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Kapitola 6

Spojitost funkce

Spojitost patri k nejvyznamnéjsSim vlastnostem funkeci. Setkdvame se s ni — jako
s pozadovanou vlastnosti funkci — ve vsSech ¢astech matematické analyzy.

6.1 Pojem spojitosti funkce

Intuitivni predstava spojitosti funkce f v bodé z( je spojena s grafem funkce: graf
v tomto bodé ,neni pretrzeny“, funkce je v.daném bodé definovana a v malém okoli bodu
xo jsou malé i zmény funkce. Spojitost v bodé je lokédlni vlastnost funkce.

Definice 6.1.1 (spojitost funkce v bodé)
Rikéme, ze funkce f je spojitd v bodé xg, prave kdyz
1. je v bodé z( definovana (tj. zop € D(f)),
2. [je-li g hromadnym bodem D(f), pak] existuje vlastni lim f(z) a soucasné plati

3. lim f(z) = f(xo). .

T—x0

Pozndmka: Predpoklad v hranaté zavorce zajistuje, ze xg neni izolovanym bodem D(f).

Priklad 1
Definujte spojitost v bodé xg zleva a spojitost zprava.

Priklad 2
Nacrtnéte graf funkce f tak, aby nastaly tyto jevy:
e v bodé z1 ¢ D(f) mé funkce vlastni limitu,
e v bodé xy ¢ D(f) limita zleva je mensi nez limita zprava, obé jsou vlastni,
e v bodé z3 je funkce spojitd zleva, limita zprava je mensi nez limita zleva,
e v bodé x4 je funkce spojita zprava a limita zprava je vétsi nez limita zleva,
e v bodé z5 € D(f) méa vlastni limitu, kterd je vSak mensi nez funkéni hodnota,
e v bodé x5 € D(f) je limita zleva vétsi nez f(xg), limita zprava je mensi nez f(xg),
e v bodé z7 ¢ D(
e v bodé zg € D(
e v bodé zg € D(

)

) je limita zleva —oo , limita zprava +oo ,

) je limita zleva 400, vlastni limita zprava je mensi nez f(xg),
)

f
f
f) méa funkce nevlastni limitu +oo.

Definice 6.1.2
Hromadny bod zy definiéniho oboru D(f), v némz funkce f neni spojita, se nazyva
bod nespojitosti funkce f.
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Definice 6.1.3 (druhy nespojitosti)

Nespojitost v bodé xg se nazyva

e odstranitelnd, pravé kdyz f ma v bodé xq vlastni limitu, ale funkéni hodnota f(z)
bud neni definovana nebo neni rovna limité;

e neodstranitelnd ve vSech ostatnich pripadech nespojitosti.
Neodstranitelnou nespojitost nazveme

e 1. druhu, pravé kdyz v bodé xg existuji obé jednostranné vlastni limity, ale jsou rizné;
rozdil limit f(xo+)— f(zo—) (nékdy jen absolutni hodnotu tohoto rozdilu) nazyvame
skok;

e 2. druhu ve vSech ostatnich ptipadech.

Pozndmka: Odstranitelnou nespojitost lze odstranit tim, ze funkci f v bodé xg dodefinu-
jeme nebo predefinujeme tak, aby se funkéni hodnota rovnala limité funkce v bodé xg.

Priklad 3
Rozhodnéte, jakou nespojitost méa funkce f z prikladu 2 v bodech xy az xq.

Priklad 4
Dokazte, ze Dirichletova funkce je nespojita pro kazdé x € R. Jaka je to nespojitost?

Déle uvadime prehled zakladnich vét o spojitosti v bodé xg; v pripadé, ze tento bod
je hromadnym bodem D(f), plynou tyto véty z vét o limitéch.

Véta 6.1.1

Jsou-li funkce f, g spojité v bodé xg, ¢ € R, pak jsou v tomto bodé spojité téz funkce
f4+a f—g,¢c-f, f-g, |f] apro g(zg) # 01 f/g. (Pro soucty, rozdily a souciny plati
tato vlastnost pfi libovolném koneéném poctu ¢lent resp. ¢initeld.)
Véta 6.1.2

Je-li funkce ¢ spojitd v bodé g, funkce f spojitd v bodé a = ¢(zg), pak slozena
funkce f o @ je spojita v bodé z.

Véta 6.1.3
Je-1i funkce f spojitd v bodé xg, pak existuje okoli U(xg) tak, ze na D(f) NU(zo) je
f omezend (je to tzv. lokdlni omezenost spojité funkce).

Véta 6.1.4

Necht funkce f je spojitd v bodé xg, ktery je hromadnym bodem D(f), a f(xq) # 0.
Pak existuje okoli U(zg) tak, ze pro vSechna x € U(zo)ND(f) plati sgn f(x) = sgn f(xg).
Véta 6.1.5

Necht z( je oboustranny hromadny bod D(f). Funkce f je spojitd v bodé xg, prave
kdyz je v ném spojita zleva i zprava.
Véta 6.1.6 (Pravidlo € — 9)

Necht zg je hromadnym bodem D(f). Funkce f je spojitd v bodé zg, pravé kdyz
Ve > 0 39 > 0 tak, ze Vo € U(zo,0) N D(f) plati f(x) € U(f(z0),€).

Pozndmka: Tato vlastnost se téz nazyva Cauchyova definice spojitosti; tedy takto lze de-
finovat spojitost funkce v hromadném bodé D(f) bez pouziti pojmu limita. (V uvedeném
pravidle e —§ je ovSem pojem limity fakticky obsazen, viz pravidlo e —d pro limitu funkce.)
Podobné nasledujici vétu lze chapat jako Heineho definici spojitosti.
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Véta 6.1.7
Necht xy € D(f) a soucasné je hromadnym bodem D(f). Funkce f je spojitd v bo-
dé zg, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (x,,), z, € D(f), x, — x¢ plati f(x,) — f(xo).

Véta 6.1.8
Elementarni funkce jsou spojité ve vsech bodech, v nichz jsou definovany.

Priklad 5
Pro které funkce naleznete dikaz predchazejici véty v prikladech 5. kapitoly?

6.2 Funkce spojité na mnoziné
Spojitost funkce na mnoziné je globalni vlastnosti funkce.

Definice 6.2.1

Rikame, Ze funkee f je spojitd na mnoziné M C D(f), pravé kdyz je spojita v kazdém
bodé mnoziny M. Zapisujeme f € C(M). Rikdme, Ze funkce f je spojitd, pravé kdyz je
spojita na D(f).
Pozndamka: Je treba rozliSovat spojitost na D(f) a spojitost na uzavéru W Napr.
funkce f:y = 1/x je podle vyse uvedené definice spojita, nebot je spojita na D(f) =
= (—00;0) U (0; +00), ale neni spojitd na mnoziné R = D(f).

Nékdy lze pozadavek na spojitost funkce ponékud ,oslabit“ a uvazovat funkce jen
,Do Castech spojité“ (viz napt. Newtonuv vzorec 11.2 v kap. 11).

Definice 6.2.2

Funkce f se nazyva po cdstech spojitda na M, pravé kdyz je spojitda ve vsech bodech
mnoziny M s vyjimkou koneéného poctu bodt M, v nichz je definovana a ma zde
nespojitost 1. druhu nebo nespojitost odstranitelnou.

K tomu, abychom mohli spojitosti prakticky vyuzivat, je tfeba se presvédcit, které
z bézné pouzivanych funkci jsou spojité. Plati nasledujici véta.
Véta 6.2.1

Vsechny elementarni funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech.

Z vlastnosti spojitosti v predchézejici sekci plyne, Ze jsou spojité i vSechny funkce,
které ze zakladnich elementarnich funkci dostaneme koneénym poctem aritmetickych
operaci a skladani funkci.

Vv

spojitost na uzavieném intervalu (a, b) znamend, ze f je spojita na (a, b), v levém krajnim
bodé a je spojita zprava a v pravém krajnim bodé b je spojita zleva.
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6.3 Vlastnosti funkci spojitych na intervalu

Véta 6.3.1 (1. Weierstrassova)
Je-li funkce spojitd na intervalu (a, b), pak je na tomto intervalu omezena.

DUKAZ: Kdyby funkce f nebyla omezend na (a,b) (napr. shora), pak by ke kazdému
n € N existoval bod z,, € (a,b) tak, ze f(z,) > n. Posloupnost (z,) C (a,b) je omezend,
takze podle Bolzano—Weierstrassovy véty existuje vybrana konvergentni podposloupnost
(«],) s limitou xq, pro niz téz f(x!) > n. Proto f(z0) je (podle Heineho definice spojitosti
a podle véty o limité nerovnosti) jednak +oo a jednak redlné ¢islo vzhledem ke spojitosti
f v kazdém bodé (a, b), tedy i v ¢, a to je spor.

Priklad 1

Na prikladech ukazte, ze oba predpoklady 1. Weierstrassovy véty (spojitost funkce
a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost tvrzeni véty. Tedy pii naruSeni
neékterého z téchto predpokladi neni nutné splnéno ani tvrzeni.

Véta 6.3.2 (2. Weierstrassova)
Je-li funkce f spojitd na intervalu (a, b), pak na tomto intervalu nabyvé své nejvétsi
hodnoty i své nejmensi hodnoty. Existuji tedy ¢isla ¢1, ¢y € (a,b) takova, Ze

fler) = max f(z),  flcz) = min f(z).

z€(a,b) z€{(a,b)

DUKAZ: Podle 1. Weierstrassovy véty je f shora omezend, takze existuje konecné

sup f(z) = M.

x€(a,b)
Stac¢i tedy dokdzat, Ze existuje ¢; € (a,b) tak, ze f(c;) = M. Kdyby takovy bod ¢;
neexistoval, byla by funkce g(x) = M — f(z) na (a,b) spojitd a kladna. Proto i funkce
1/g(x) by byla na (a, b) spojita, tedy podle 1. Weierstrassovy véty shora omezend kladnou
konstantou L (1/g(x) < L). Odtud jiz g(x) > 1/L, tedy f(x) < M — 1/L, coz je spor
se 2. vlastnosti suprema, takze g(x) nemuze byt stdle kladnd, tedy uvazovany bod ¢y
existuje.

Priklad 2

Na prikladech ukazte, ze oba predpoklady 2. Weierstrassovy véty (spojitost funkce
a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost tvrzeni véty. Tedy pii naruseni
nékterého z téchto predpokladi neni nutné splnéno ani tvrzeni. (Napf. uvazte funkci
y = x na intervalu (—1,1).)

Véta 6.3.3 (Bolzano—Cauchyho)
Je-li funkce f spojitd na (a,b) a plati-li f(a)- f(b) < 0, pak existuje bod & € (a, b)
tak, ze f(§) = 0.

DUKAZ: (Bolzanova metoda ptileni intervall) Interval {a, b) rozpilime bodem ¢;. Pokud
f(c1) =0, je & = ¢1. Jinak oznaéime (aq, by) tu polovinu, kde f(aq) - f(b1) < 0. Interval
(a1, by) rozpulime bodem ¢y, atd. Bud existuje n € N tak, ze £ = ¢, nebo dostavame
posloupnost vlozenych intervall, které maji podle véty o vlozenych intervalech jediny
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spolecny bod &; o ném se dokaze f(£) = 0. Nemtze byt f(£) > 0, nebot by existovalo
okoli U(§) tak, ze Vx € U(§) by bylo f(z) > 0 a to je spor (pro dosti velké n by bylo
(ap,by) C U(E)). Stejné tak nemuze platit, ze f(£) < 0, proto f(§) = 0.

Této veéty se uziva napr. pri feSeni rovnic k dikazu existence reseni.
Priklad 3
Dokazte, ze rovnice x + sin(z — 1) = 0 mé alespon jeden koren.
NAvoD: Uvazujeme napt. a = —2, b = 2 (najdéte mens{ intervall)
Véta 6.3.4 (o mezihodnoté)
Necht funkce f je spojitd na (a,b), f(a) # f(b). Pak funkce f nabyva kazdé hodnoty ¢
mezi f(a) a f(b).
DUKAZ: (princip) Bolzano-Cauchyho vétu pouzijeme na funkci g(x) = f(z) — ¢.
Disledkem véty o mezihodnoté je nasledujici véta
Véta 6.3.5

Je-li funkce f spojitd na intervalu J, pak f(J) je bud interval, nebo jednobodova
mnozina.

Véta 6.3.6 (vztah mezi monoténnosti a prostotou u funkei spojitych na intervalu)
Je-li funkce f spojita na intervalu J, pak f je prosta, pravé kdyz je ryze monoténni.

DUKAZ: (princip) I pro nespojité funkce zfejmé plati, ze funkce ryze monoténni na
mnoziné je na této mnoziné prosta. Opacnou implikaci dokdzeme sporem. Kdyby (prostd)
funkce nebyla ryze monoténni, existovaly by tii body c1, ¢a, c3 tak, Ze f(cg) by bylo vétsi
(nebo mensi) nez f(c1) a f(c3). Z véty o mezihodnoté plyne existence bodu z1 € (¢q, ¢2),
x9 € (cg,c3) tak, ze f(z1) = f(x2), a to je spor s vlastnosti prostoty.

Priklad 4
Sestrojte nacrtek k posledni ¢asti ditkazu predchozi véty.

Véta 6.3.7 (o spojitosti inverzni funkce)
Je-li funkce f na intervalu J spojita a prostd, pak inverzni funkce f je téz spojita.

DUKAZ: (princip) Tvrzeni plyne z ryzi monoténnosti funkce f a véty 6.3.6.

6.4 Stejnomérna spojitost

Jako jsme vlastnost spojitosti ,,zeslabili“ spojitosti po ¢astech, mizeme tuto vlastnost
zase ,zesilit“.

Definice 6.4.1

Funkci f nazyvame stejnomérné spojitd na mnoziné M C D(f), pravé kdyz Ve > 0
30 > 0 tak, ze Va/, 2" € M takové, ze |2/ — 2| < ¢, plati | f(2') — f(2")] < e.

Predné uvazime, ze stejnomérnd spojitost ma smysl jen na mnoziné (zejména na
intervalu), neexistuje stejnomérnd spojitost v bodé. Je to tedy vlastnost globalni. V de-
finici si déle uvédomime, Ze § zdvisi pouze na ¢, tj. nezavisi na poloze bodu ', 2 v M.
U spojitosti na mnoziné M obecné § zavisi také na bodu xg, tedy i kdyz je funkce spojita
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v kazdém bodé mnoziny M, nelze obecné k danému £ > 0 najit takové § > 0, které by
bylo stejné, at zvolime zy kdekoli na M. Napt. u funkce y = tgx na (—%; %), kdyz volime
zg ,stale blize” k 7, pak pro dané e (tieba 1) musime volit § stale mensi a mensi, aby
pro z € U(xg,d) zustaly funkéni hodnoty f(x) v e-okoli hodnoty f(z).

Stejnomérnou spojitost lze charakterizovat také pomoci tzv. oscilace funkce.
Definice 6.4.2

Necht funkce f je definovand a omezena na mnoziné M. Cislo

w=sup f(zr) — inf f(x)

se nazyva oscilace funkce f na mnoziné M.

Je-li funkce spojitd na uzavieném intervalu, pak misto rozdilu suprema a infima
muzeme vzit rozdil maxima a minima.

Véta 6.4.1 (o oscilaci stejnomérné spojité funkce)
Funkce f je stejnomérné spojita na intervalu J, pravé kdyz Ve > 0 36 > 0 tak, ze na
kazdém podintervalu I C J délky mensi nez 9 je oscilace funkce mensi nez e.

Vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti resi nasledujici dvé véty.

Véta 6.4.2 (vztah stejnomérné spojitosti a spojitosti na mnoziné M)

Je-li funkce f stejnomérné spojita na M, pak je na M spojita.
DUKAZ: (princip) Ze stejnomérné spojitosti plyne spojitost v libovolném bodé x¢, nebot
Ve > 0 39 > 0 tak, ze Vo € D(f) s vlastnosti |z — x| < d plati |f(z) — f(zo)| < e.

Véta 6.4.3 (Cantorova)
Je-li funkce f spojité na intervalu (a, b), pak je na tomto intervalu stejnomérné spojit4.

Diikaz této se provadi uzitim Borelovy véty o pokryti: Je-li uzavieny interval (a,b)
pokryt systémem S, otevienych intervali, pak existuje koneény podsystém S C S,
ktery také pokryva interval (a, b).
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Kapitola 7

Derivace funkce

Derivace funkce patii mezi nejpouzivanéjsi pojmy matematické analyzy. Napiiklad
rychlost zmény vyjadiuje 1. derivace, proto ji najdeme zdkladech praktického pouziti
matematické analyzy.

7.1 Pojem derivace funkce

Meéjme funkci f, kterd je definovana na néjakém okoli U(zg) bodu zg. Postoupime-li
z bodu zg o néjaké Az (Az je prirtstek nezdvisle proménné), dostaneme novou hodnotu
nezavisle proménné zo + Az(€ U(zy)); pro Az < 0 je tato hodnota vlevo a pro Az > 0
je vpravo od xg .

Az <0 Az >0

ro + Ax Z X xo + Ax

Funkéni hodnota se pritom zméni z hodnoty f(xp) na hodnotu f(zo + Az) o rozdil
Ay = f(xo+Ax)— f(xg) (Ay je tzv. prirustek funkce). Podil Ay/Ax je tzv. diferencidlni
podil; jeho geometrickym vyznamem je smérnice seCny grafu funkce, tj. tga, kde a je
uhel, ktery svird secna MyM s osou x.

Ay

f(zo + Ax) M/

. MO/Ay
s

xo xo + Ar =«

Z Ax — 0 plyne pro spojitou funkci Ay — 0, takze pro Ax — 0 je diferencidlni podil

Ay ; 0
—Z vyraz u |[=].
Ax Y P 0

Definice 7.1.1
Rikdme, Ze funkce f md v bod¢ xo derivaci, prave kdyz je f definovana na néjakém
okoli bodu z( a existuje (vlastni) limita

f(xo + Ax) — f(zo)
m
Axz—0 Ax

Tuto limitu nazyvame derivace funkce f v bodé xy a znac¢ime ji f'(xg).

Derivace v bodé je tedy redlné ¢islo. V dalsich kapitolach budou definovany také
derivace vyssich radua, pak bude pojem derivace funkce znamenat 1. derivace funkce.
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Geometricky vyznam derivace funkce v bodé

f'(xo) znamend smérnici teény grafu funkce v bodé My, tj. tg ¢, kde ¢ je orientovany
uhel ktery svird tecna v bodé My s kladnym smérem osy .

Priklad 1
Nacrtnéte obrazek, v némz vyznacite geometricky vyznam derivace funkce v bodé.

Fyzikalni vyznam derivace v bodé

A
Je-li s(t) poloha hmotného bodu v case t, pak diferencialni podil A—i znamena

prumeérnou rychlost a

znamena okamzitou rychlost.

Priklad 2
Podle definice vypoéctéte derivaci funkce y = 22 v bodé zy = 3.

Jestlize v definici derivace nahradime limitu jednostrannou limitou, dostaneme defini-
ce jednostrannych derivaci (derivace zleva, zprava), které oznac¢ujeme f'(zo—) a f'(xo+).
Je-li f'(zo) = k, pak existuji obé jednostranné derivace a jsou rovny ¢islu k; také naopak,
existuji-li obé jednostranné derivace funkce f v bodé zy a rovnaji se témuz cislu k, pak
existuje derivace funkce f v bodé xg a je rovna k, jak plyne z vét o limitach.

Priklad 3
Vypoctéte obé jednostranné derivace funkce f:y = |z| v bodé z¢ = 0.

NAvoD: Z vypoctu plyne, ze funkce y = |z| nemé v bodé 0 derivaci.

Jestlize limita diferencidlniho podilu Ay/Az je pro Az — 0 rovna +o0o nebo —oo,
pak mluvime o nevlastnich derivacich (téz zleva, zprava). Vyrok ,existuje derivace* vSak
bude vzdy znamenat ,existuje vlastni derivace®.

Priklad 4
Je dana funkce f:y = /1 — 22, Ovéite, ze f'(1—) = +o0.

Priklad 5
Uréete derivaci funkce y = 22 v libovolném bodé z.

7.2 Derivace funkce na mnoziné

Definice 7.2.1
Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé x néjaké mnoziny M, fikame, ze md derivaci
na mnoziné M; zna¢ime ji f' nebo f'(x).

Vidime, ze derivace funkce na mnoziné M je opét funkce. Napt. dle prikladu 5 derivaci
funkce y = 22 na R je funkce y = 2x. Chceme-li pak zjistit derivaci f’(x¢) v né&jakém
bodé g, staci do f'(x) dosadit x¢ za x. Napt. pro f z prikladu 5 je f/(3) = (22)z—3 =6
(srovnej s piikladem 2).
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Prehled oznaceni derivaci

v bodé jako funkce puvod oznaceni
f(ao) y', [ (@) Lagrange
df(zo) ( df(x) dy df(z) d .
T 3.0 . Leib
de "\ dx J,_,. 1z’ dr  de (f(x)) eibniz
Df(wo) Dy, Df(z) Cauchy

Kazdé z téchto oznaceni ma své vyhody. Napt. v Leibnizové je dobte vidét, podle které
proménné se derivuje, takze se dobie uplatnuje napft. pri manipulacich s funkcemi sloze-
nymi a inverznimi; Cauchyho oznacovani je vhodné napft. pri feseni diferencialnich rovnic
operatorovou metodou; operaci definovanou operatorem D nazyvame zpravidla derivovani
(podle dané proménné). Chceme-li v Lagrangeové oznaceni zdiraznit proménnou, podle
niz se derivuje, napiSeme tuto proménnou jako index, napt. f.

Véta 7.2.1 (vztah mezi derivaci a spojitosti)
Ma-li funkce f v bodé xg derivaci, je v ném spojita.

DUKAZ: Protoze Alim Az = 0, plati podle véty 5.2.4 o limité soucinu
z—0

Alifgo (f(zo + Az) — f(z0)) = Aljcrgo Az - flo + AA::Z —f(@o) _ 0- f'(xg) =0,

odkud plyne spojitost funkce f v bodé z.

Obracend véta k predeslé vété obecné neplati. Uvazujte napt. funkei y = |x| v bodé 0.

Priklad 1
Dle definice urcete derivace nasledujicich funkci
e y=2a"pron e N;
e y=-sInx.
NAvOD: Pro funkci y = sin z plat{

., . sin(z 4+ Az) —sinx . sin %
sin"x = lim = lim B
Ax—0 Ax Ax—0 Tx

Am)
x 4+ 7 = COSX.

Pritom ve druhé rovnosti jsme vyuzili vzorec pro rozdil sin o — sin 8 a v dalsi spojitost funkce cos na R.
Podobné ukazeme (z")" = na"~ 1.

7.3 Vlastnosti derivaci

Véta 7.3.1 (zékladni vlastnosti derivaci)

Necht funkce u = f(z), v = g(z) maji v bodé z( derivaci a ¢ € R. Pak

funkce ¢+ f ma v bodé xy derivaci a plati (c¢- f) (xo) = c- f’(a:o)

funkce f + ¢ ma v bodé xq derivaci a plati (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢'(z0);

funkce f — ¢g ma v bodé xq derivaci a plati (f — g)'(zo) = f'(x0) — ¢'(x0);

funkce f - g ma v bodé xq derivaci a plati (f - g)'(zo) = f'(x0)g(xo) + f(z0)g (x0);
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e pro g(xp) # 0 mé v bodé xg derivaci i funkce f/g a plati

<£>/ (20) = f'(x0)g(0) — f(w0)g'(z0)
g

9% (o)

DUKAZ: Dtikaz se provadi podle definice derivace, u sou¢inu a podilu se pfida a odecte
urcitd pomocna funkce, vyuziva se tu téz spojitosti.

Strucné vyjadreni vlastnosti derivaci je
/

/ lay
(CU)I - Cul’ (u + U)/ = ul + Ul? (UU>/ — U/U —+ Uﬂ/a (%) - . UfUQ il .

Zde jsme vyslovili vétu 7.3.1 o zdkladnich vlastnostech derivaci v bodé, stejnd véta
plati pro existenci derivace na mnoziné. Pravidla pro s¢itani a pro nasobeni lze matema-
tickou indukei rozsitit na n ¢lent (¢initeld), n € N. Pro nésobeni tii funkei tak napft.
mame (vvw)" = v'vw + w'w + uvw’.

Véta 7.3.2 (derivace slozené funkce)
Necht funkce ¢ méa derivaci v bodé zg, necht funkce f ma derivaci v bodé ¢(xg).
Potom slozena funkce f o ¢ ma derivaci v bodé xg a plati

(f o) (w0) = f'(¢(x0)) - ' (20)-
Priklad 1

Uzitim veéty o derivaci slozené funkce najdéte derivaci funkce y = sin” x.

Pti oznaceni podle Leibnize mé pravidlo pro derivaci slozené funkce tvar, jako tprava
zlomki

dy dy du
dr  du dz’
Véta 7.3.3 (derivace inverzni funkce)
Necht na okoli U(zg) bodu ¢ je funkce f ryze monoténni a mé zde derivaci f’. Pak
existuje derivace inverzni funkce f~! v bodé f(z¢) a plati

Diikaz obou vét se provadi dle definice derivace a pouziva se faktu, ze Ay — 0, pravé
kdyz Az — 0.

Priklad 2
Uzitim predchozi véty zjistéte derivaci funkce y = arcsin x.

NAvoD: Funkce arkussinus je inverzni k funkei f(z) = sinz definované na intervalu z € (—%; %), na
tomto intervalu také plati cos z = /1 — sin? . Podle predchazejici véty mame

1 1 1
arcsin’(sinz) = = =

siz  cosz /1 _ginlx

Protoze y = sin z, z predchoziho vztahu plyne

-/ 1
arcsin’ y = ,
1—192
tedy derivace funkce arcsin x je )
s
arcsin' ¥ = ——.
V1—2?
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7.4 Derivace elementarnich funkci

Véta 7.4.1 (ptehled vzorcu pro derivace elementarnich funkei)
e (¢)) =0 (derivace konstanty);
o (z™) =ma™1 (plati pro libovolné m # 0), specialné (z)" = 1;
!/ T

e (a”) = a” - Ina; specidlné (e*) = e7;

1
; specialné (Inz) = —;
x

1
1 ' =
(log, 2)' = ——

e (sinx) =cosz, (cosx) = —sinwx;

1
2

1
tex) =1+ te?x = tozr) = —(1 to? ) = —
(tgz) +tgtx - (cotg ) (14 cotg® x) o

:L"
1 ( ), 1

———— (arccosz) = — ——;

V1— 22 V1— 22

1
——, (arccotgr) = ——;
1+ 22 1+ 22

e (arcsinz) =
e (arctgx) =

e (sinhz)" = coshz, (coshx)" = sinhz;

1

_— tehz) = — :
cosh? z’ (cotghz) sinh? z’

(tghz) =

r_ 1
1 — 22

(argsinhz) = (argtgh z)

1
)
Vaz +1
Diikaz se provadi uzitim definice derivace (nékde i s uzitim specidlnich limit), vlast-
nosti derivaci, vét o derivaci slozené funkce a inverzni funkce.

Priklad 1

Urcete derivaci funkce y = (cos x)5"*

pro x v 1. kvadrantu.

7.5 Diferencial funkce

Resme nasledujici problém. Funkci f budeme aproximovat v okoli bodu zq linearni
funkci g, tj. hledame takovou linearni funkci g, ktera splnuje podminku

i J@) = g(@)
T—z0 T — T

=0.

Ozna¢me = = x¢ + h; ziejmé g(x) = f(xo) + ah, takze Citatel posledniho zlomku lze
zapsat jako w(h) = f(xo+ h) — f(x¢) — ah. VySe uvedenou podminku lze tak zapsat jako
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h
Ilbir% # = 0. Z definice funkce w(h) plyne, ze piirustek funkce Af(zg) lze vyjadrit ve
H.
tvaru

Af(xg) = f(xzo + h) — f(zo) = ah +w(h).

Definice 7.5.1

Linearni ¢ast priristku funkce, tedy funkci ah, nazyvame diferencial funkce f v bodé
xo, oznacujeme jej df(xg) a funkei, kterd ma diferencidl v bodé ¢, nazyvame diferenco-
vatelnou v bodé xy. Funkci, ktera ma diferencial v kazdém bodé mnoziny M, nazyvame
diferencovatelnou na mnozine M.

Véta 7.5.1 (existence a jednoznac¢nost diferencialu)

Funkce f je diferencovatelnd v bodé xg, pravé kdyz ma v bodé xg vlastni derivaci.
Diferencial funkce f v bodé z¢ je pak jednoznacéné uréen vzorcem df(xg) = f'(xo) - h,
kde h € R je prirtistek nezavisle proménné.

Predchozi véta tedy fiké, ze vyroky ., f ma v bodé xq (vlastni) derivaci“ a ,, f je v bodé
xg diferencovatelnd® jsou ekvivalentni, znamenaji totéz. (Vyznam zavedeni diferencidlu
uvidime ve druhém roc¢niku, kdy to totéz nebude.)

Misto h pouzivame pro prirtistek nezavisle proménné téz oznaceni Ax nebo dx
a nazev diferencial nezavisle proménné. Je to motivovano skutecnosti, ze diferencidl
linedrni funkce y = = je dz = 1 - h(= 1- Az). Diferencidl funkce pak téz zapisujeme
df(zo) = f'(xo) - dx. VySe uvedené poznatky ndm umoziiuji definovat diferencial funkce
primo uvedenym vzorcem.

Definice 7.5.2

Diferencidlem funkce f v bodé xy nazyvame vyraz df(xg) = f'(zo) - dx, pricemz
dz(= Ax) je konstantni prirustek (diferencidl) nezavisle proménné. Diferencidlem funkce
f na mnoziné M nazyvame funkci dy = f/(z) - dz, kde z € M.

Ze vztahu dy = f'(x) - dz vidime, Ze Leibniztuv symbol % pro derivaci funkce je
skutecnym zlomkem — podilem diferencialu funkce a diferencialu nezavisle proménné.
Také vzorce pro derivaci slozené funkce a inverzni funkce lze chapat jako operace se
skuteénymi zlomky.

Uziti diferencialu
Uziti diferencidlu v pribliznych vypoctech je zalozeno na ptiblizné rovnosti

f(zo + Az) = f(z0) + Ay =~ f(z0) + dy.

Priklad 1
Pomoci diferencialu funkce vypoctéte pribliznou hodnotu /0,982.

NAvoDp: 0,991

Uzit{ diferencidlu pfi odhadu chyb je zaloZeno na tom, Ze kdyz h (tedy dz) polozime
rovno absolutni chybé méreni, udava df pribliznou hodnotu absolutni chyby vypoctené
hodnoty y = f(x).
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Priklad 2
Pocitame objem koule, jejiz pramér x jsme zméfili s chybou dx. Urcete chybu vysled-
ku.

NAvoD: 5V 5
_ T oas OV _ 0
5V—2x ox, % 337'

Relativni chyba vysledku je tedy rovna trojnasobku relativni chyby méreni prameéru.

Diferencial sloZzené funkce

Uvazujme funkci y = f(u), kde u je nezdvisle proménnd. Pro jeji diferencial pak plati
df(= dy) = f'(u) - du. Uréeme nyni df v pripadé, ze u neni nezavisle proménnd, ale
u = p(x). Pak

df =[foe(@)] dz = f(¢(x)) ¢ (x)dz = f'(u) - du,

nebot du = ¢'(x) dz. Vidime, ze diferenciél funkce je invariantni pii prechodu na slozenou
funkci. (Tuto vlastnost ma pouze 1. diferencidl, viz 7.6, a pouzivame ji zejména pri
vypoctu neurcitych integrald, viz 10.)

7.6 Derivace a diferencialy vyssich rada

Funkce y = sin 2 mé derivaci ¢y’ = cos x. Toto je opét funkce, kterd mé derivaci a plati
(¢y') = —sinz.

Definice 7.6.1

Ma-li funkce f’ v bodé z¢ (na mnoziné M) derivaci (f")'(zo) ((f")’), oznaéime tuto
derivaci f” a nazveme ji derivace druhého tdidu (druhd derivace) funkce f. Podobné
derivaci n-tého vddu (n-tou derivaci) f( definujeme vztahem f( = (f=Y) pro
prirozena ¢isla n.

Podle predchazejici definice je ,,derivace funkce“ vlastné ,,prvni derivace funkce“. Ne-
bude-li hrozit nedorozuméni, bude nadale pojem ,derivace funkce* znamenat , 1. derivaci
funkce*.

Oznaceni podle Leibnize:

d2f
daz?
(¢ti ,,d dvé f podle dz na druhou®),

d?y d? d™y ( d”f)

w2 a2 ) e (e
apod. Oznaceni podle Cauchyho:
D*f, D"y,
apod.

Priklad 1
Uréete viechny derivace funkce y = 322 — 2z — 1.
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Priklad 2
Urcete 2. derivaci funkce y = sinz v bodé zp = 7/2.

Derivace y”,...,y™, n € N, k > 2, nazyvame derivace vyssich fadi. Upotfebime je
napt. pti vysetfovani prubéhu funkce nebo pri urcovani koeficienti Taylorova rozvoje. Ma
proto smysl uvazovat o vzorcich, které usnadni vypocet n-té derivace.

Neékteré vzorce pro n-tou derivaci elementarnich funkci

Funkce e* ma pro kazdé prirozené cislo n derivaci e”; podobné pro funkci a® mame
(a®)™ = a®In" a.

Pro funkce sinz, cosz plati f(*t% = f(") takie takto lze zjistit derivaci libovolného
radu. Plati téz vzorec

(sinz)™ = sin (x + n%)

a podobny pro kosinus.
Funkce sinh z, coshz. Zde f(*+2) = f(n),
Funkce 2, n € N. Zde (z")™ = nl, (™)™ = 0 pro piirozena &sla m > n.

Véta 7.6.1 (Leibnizova formule pro n-tou derivaci soucinu)
Necht funkce u a v maji vSechny derivace az do radu n, potom

(uwv)™ = u™y + (T) w4 <Z> w4+ ( " 1) w4 ™

/”L —
Priklad 3

Uréete 120. derivaci funkce y = 22

e’.
NAvoD: UZitim Leibnizovy formule dostaneme

y(120) = % (22 + 240z + 14280).

Diferencialy vyssich radua
Podobné jako u derivaci je mozno definovat diferencial 2. fadu (2. diferencial) jako

diferencial diferencidlu funkce (diferenciél funkce pak nazyvame 1. diferencidl funkce).
Je-li x nezavisle proménnd, je dz konstantni prirustek, takze pro funkci y = f(x) je

d%y = d(dy) = d(f'(x) dz) = (f'(2) da) da = f"(x) da
Vidime, ze v Leibnizové oznaceni 2. derivace je % skutecny podil 2. diferencidlu a
2. mocniny dz.

Definice 7.6.2
Diferencidal n-tého 7adu (n-ty diferencidl) funkce f je definovan rekurentnim vztahem

d"f = d(d"Lf).

Véta 7.6.2
Za predpokladu existence vlastni derivace n-tého fadu funkce f(x), kde x je nezévisle
proménnd, je d”f = f™(z)dz™.
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Priklad 4
Odvodte vzorec pro druhy diferencial slozené funkce.

NAvOD:
Ay = f"(u) du® + f'(u) d*u,

kde y = f(u), u = ().

Z vysledku je vidét, ze diferencidly vyssich fadi nejsou invariantni vzhledem ke
skladani funkef (pii pifechodu na slozenou funkci pfibyva dalsf ¢len: f(u) d?u).

7.7 Derivace riznych typu funkci

Funkce vice proménnych

Derivujeme vzdy podle jedné proménné a ostatni povazujeme za konstantu; dostava-
me tzv. parcidlni derivace s oznac¢enim, napf. pro funkci z = f(z,y)

of of &f Ff
ox’ Oy’ 0x2 0Oxdy’ '

Priklad 1
Vypoctéte vSechny parcidlni derivace 2. tadu pro funkci z = x sin zy.

Funkce zadané parametricky

Nezavisle proménna z i hodnota funkce y jsou vyjadreny soustavou parametrickych

rovnic x = ¢(t), y = ¢¥(t), kde t € (a, ). Derivaci % ur¢ime pomoci diferenciali (uzitim

uvedeného Leibnizova symbolu):

dy _wi(t)dt Y1)
dz ¢ (6)dt  ¢'(F)

(tedy derivace je téz funkci parametru).

Priklad 2
Odvodte vzorec pro derivaci 2. fadu funkce dané parametricky.

NAvOD:

Ay d ( dy) _ 1)~ (0" (1)
daz2 dz \ dz (¢'(1))? ’

Priklad 3 4
Funkce f je ddna parametricky: x = 2cost, y = 2sint, t € (0;7). Vypoctéte d_y
x
d?y

a —=.
dz?

74



Funkce zadané implicitné

Funkce y = y(z) necht je ddna implicitni rovnici f(z,y) = 0 pro « € (a,b). Na daném
intervalu tedy plati identicky f(z,y(x)) = 0. Proto také derivace levé strany podle = je
identicky rovna nule, tj.

0 of d
Or Oy dx
a z toho vypocteme %. Derivaci % vypocteme, kdyz tuto rovnost znovu derivujeme

podle z s tim, Ze y = y(z).
Priklad 4
Vypoctéte 1. a 2. derivaci funkce dané implicitni rovnici 22 + y? — 25 = 0.

NAvOD:

Jiné definice funkce

Existuji také metody, jak urcit derivaci funkce zadané grafem nebo funkce zadané
tabulkou. Daéle se vSsak témito metodami nebudeme zabyvat.
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Kapitola 8

Zakladni véty diferencialniho poctu

8.1 Uvod

Véta 8.1.1 (Fermatova)
Necht funkce f je definovana na M a nabyva v nékterém vnitinim bodé zy € M své
nejvétsi nebo nejmensi hodnoty. Mé-li f v bodé xq derivaci, pak f'(xq) = 0.

DUKAZ: (princip) Uvazujeme znaménko podilu d(z) = %jj{(}m)
bodu g, v némz nabyva své nejvétsi (nejmensi) hodnoty. Z véty o limité nerovnosti pak
plyne f'(x¢) = lim d(z) = 0.

Tr—X0

v levém a pravém okoli

Fermatovu vétu lze vyuzit pro nalezeni lokalniho extrému, tato véta ma tedy lokalni
charakter a lze ji formulovat takto: ma-li funkce f v bodé xg lokdlni extrém a ma v ném
derivaci, pak se tato derivace rovna nule. Tedy:

Véta 8.1.2 (nutnd podminka existence lokalntho extrému)
Ma-li funkce f v bodé xy lokdlni extrém, pak derivace f’(x¢) bud neexistuje, nebo je
rovna nule.

Pro diferencovatelnou funkei f je nutnou podminkou rovnost f'(xg) = 0.

8.2 Véty o stredni hodnoté

Uvedeme zde trojici vét (Rolleova, Lagrangeova, Cauchyho), které jsou obvykle nazy-
vany vétami o stfedni hodnoté diferencialniho poctu. Jadrem je véta Rolleova.

Véta 8.2.1 (Rolleova)
Necht funkce f je
1. spojita na intervalu (a, b),
2. mé derivaci na intervalu (a,b),
3. spliuje rovnost f(a) = f(b).
Pak v intervalu (a, b) existuje bod & tak, ze f/(§) = 0.

DUKAZ: Podle 2. Weierstrassovy véty nabyva funkce f v néjakém bodé ¢ € (a,b) své
nejmensi hodnoty a v néjakém bodé co € (a,b) své nejvetsi hodnoty. Kdyby ¢; 1 ¢3 byly
oba krajnimi body intervalu (a, b), platilo by f(x) = konst., takze za £ bychom mohli vzit
libovolny bod intervalu (a,b). Je-li jeden z bodu ¢;, ¢ vnitinim bodem intervalu (a,b)
(ozna¢me jej c), pak tvrzeni plyne z Fermatovy véty, kde £ = c.

Takovych bodi, v nichz je derivace funkce f rovna 0, muze byt i vice; napt. funkce

sinz na (0;27) spliiuje pfedpoklady Rolleovy véty a jeji derivace je nulova v bodech 7
3T
a 5 -

Geometricky vyznam. Bod & je bodem lokalniho extrému, tj. bod, v némz smérnice
tecny ke grafu funkce je rovna 0.
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a & b

Priklad 1
Formou protiprikladti ukazte, ze vSechny tii predpoklady Rolleovy véty jsou nutné.

Uvedte tedy priklady tii funkci f1, f2, f3, pro néz neplati tvrzeni Rolleovy véty, a to tak,

ze

1. funkce f; je nespojitd v jediném bodé intervalu (a,b), ale predpoklady 2 a 3 jsou
splnény;

2. funkce fo nema derivaci v jediném bodé intervalu (a,b), ale predpoklady 1 a 3 jsou
splnény;

3. pro funkci f3 plati f3(a) # f3(b), ale predpoklady 1 a 2 jsou splnény.

Véta 8.2.2 (Lagrangeova)
Necht funkce f je
1. spojitd na intervalu (a, b},
2. mé derivaci na intervalu (a, b),
Pak v intervalu (a,b) existuje bod ¢ tak, ze plati

f(b) — f(a)

I~ e,

DUKAZ: Zavedeme pomocnou funkci

a overime, Ze jsou pro ni splnény predpoklady Rolleovy véty. Z tvrzeni Rolleovy véty pro
funkci F' pak plyne tvrzeni véty Lagrangeovy.

Geometricky vijznam. Bod £ je bodem, v némz je smérnice te¢ny ke grafu funkce rovna
smérnici piimky prochazejici body (a, f(a)) a (b, f(b)).

Ay

a & &0 o
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Priklad 2
Formou protiptikladia (dle prikladu 1) ukazte, ze oba predpoklady Lagrangeovy veéty
jsou nutné.

Lagrangeova véta se pouziva v riiznych tvarech; nékteré uvedeme.
Polozime-li a = xo, b = x¢ + Az a oznacime-li # ¢islo z intervalu (0; 1), lze tvrzeni
upravit takto: Pak existuje 6 € (0;1) tak, ze plati

f(@o + Ax) = f(z0) + f'(x0 + 0Az) - Az,
Oznacime-li x = x¢ + Az, lze vztah z Lagrangeovy véty zapsat ve tvaru

f(x) = f(xo) + (x — 20) - f (w0 + Oz — x0)).

Jiny zépis: Ay = f'(xo + 0Ax) - Az, ukazuje, pro¢ se Lagrangeové vété 1ika téz véta
o prirustku funkce.

Lagrangeova véta ma cetné dusledky, z nichz nékteré lze posuzovat jako samostatné
a vyznamné vysledky matematické analyzy (viz nasledujici sekce).

Véta 8.2.3 (Cauchyho, zvand téz zobecnénd véta o stredni hodnoté)
Necht funkce f, g jsou
1. spojité na intervalu (a, b),
2. maji derivace na intervalu (a,b),
3. ¢'(x) # 0 na intervalu (a,b).
Pak v intervalu (a,b) existuje bod ¢ tak, Ze plati

f) = fla) _ f'(§)
g(b) —gla)  ¢'(&)

DUKAZ: Pfedné g(a) # g(b), nebot jinak by podle Rolleovy véty existoval bod &, € (a, b)
tak, ze by ¢'(&.) = 0, coz by bylo ve sporu s predpokladem 3. Zavedeme pomocnou funkci

Fx) = [f(b) = f(a)] - [9(x) — g(a)] = [f(x) = f(a)] - [9(b) — g(a)]

a ovéfime, Ze jsou pro F' na (a, b) splnény predpoklady Rolleovy véty. V (a, b) tedy existuje
¢ tak, ze F'(§) = 0, tedy

[£(b) = f(a)] - g'(§) = £'() - [9(b) — g(a)] =0,

z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.

Cauchyho véta se pouziva napt. k dukazu 1'Hospitalova pravidla (viz nésledujici
sekee).

Vsimnéme si jesté vztahu uvedenych tii vét o stfedni hodnoté. Pomoci Rolleovy véty
jsme dokazali zbyvajici dvé. Avsak Rolleova véta je disledkem Lagrangeovy véty, nebot
tvrzeni véty lze chapat jako zvlastni pfipad, kdyz plati f(a) = f(b). Stejné tak lze ukazat,
ze Lagrangeova véta je zvlastnim pripadem véty Cauchyho, pro g(z) = z. Jsou tedy
vsechny tTi véty o stfedni hodnoté navzajem ekvivalentni.
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8.3 Neékteré diisledky vét o stredni hodnoté

Nejprve uvedeme dva typické disledky vét o stfedni hodnoté; na jednom je zalozen
pojem neurcitého integralu, druhy umoznuje jednoduchy vypocet limit funkei.

Véta 8.3.1 (o konstantni funkci)
Funkce f je na intervalu (a,b) konstantni, pravé kdyz méa na (a,b) derivaci a pro
vSechna z € (a,b) plati f'(z) =0.

DUKAZ: Z definice derivace plyne, ze funkce konstantni na (a,b) ma na (a,b) derivaci
rovnu 0 (viz predchazejici kapitola). Naopak necht na (a,b) je f'(z) = 0. Dokazeme, ze
pro kazdé dva body x1, x5 € (a,b) plati f(z1) = f(x2). Zvolme oznaceni tak, aby z1 < xs.
Pak na intervalu (z1,x2) jsou splnény predpoklady Lagrangeovy véty, tedy existuje bod
€ € (r1,x9) tak, Ze je

fx2) = f(z1) + (22 — 1) - f/(§).
Rovnost f(x2) = f(x1) plyne z predpokladu f'(¢) = 0.

Diisledkem predchazejici véty je tvrzeni

Véta 8.3.2
Maji-li dvé funkce f, g na (a,b) stejné derivace, tj. f'(x) = ¢'(x), pak se na tomto
intervalu lis{ jen o konstantu, tj. existuje C' € R tak, Ze na (a,b) je f(z) = g(z) + C.

Timto dusledkem jsou vytvoreny predpoklady k definici pojmu neurcity integral. Tedy
primitivni funkeci napt. k funkci cosx je nejen funkce sinx, ale také kazda funkce tvaru
sinz + C', kde C' € R. Neurcity integrdl jako mnozina vSech primitivnich funkci k funkeci
f je podle dusledku Lagrangeovy véty mnozinou vSech funkei tvaru F(x) + C, kde F
je jedna z primitivnich funkei k funkci f a C' je libovolna (integracni) konstanta (viz
kap. 10).

Nasledujici véta se tyka vypoctu limit typu [%}. Podobnou vétu lze vyslovit i pro
limity typu [%] a obé pak pouzit k vypoctu nékolika dalsich typt limit.

Véta 8.3.3 (L’Hospitalovo pravidlo)

Necht plati
1. funkce f, g maji derivace v prstencovém okoli P(a) bodu a € R*,

2. lim f(z) = 0, lim g(z) = 0,

!/
x
3. existuje vlastni nebo nevlastni lim f,< ) =
T—a g (m)

Pak existuje i lim a rovnd se K. (Totéz plati i pro jednostranné limity.)

DUKAZ: (princip pro a € R, x — a+): Podle 2. Ize doplnit definici funkei f, g tak, aby byly
spojité v U(a), kdyz polozime f(a) = g(a) = 0. Existuje pak interval (a,b) C U(a+) tak,
ze obé funkce f, g jsou na ném spojité a na (a,b) maji derivaci. Pfedpoklady Cauchyho
véty jsou tak splnény nejen na intervalu (a, b), ale na kazdém podintervalu (a, z) C (a,b).
Podle Cauchyho véty pak na kazdém intervalu (a, z) existuje bod & tak, ze
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= K a vzhledem

/
Pro z — a+ je téz & — a+. Podle predpokladu existuje ghm+ Z;Eg
—a
@) £

——- ma stejnou limitu pro x — a+ i podil na jeji levé strané.
glx) g

Podobnd véta (stejné nazvand) plati i v ptipadé, kdyz lim |g(x)| = 4o0.
T—a

k rovnosti

Véta 8.3.4 (L’Hospitalovo pravidlo)
Necht:
1. funkce f, g maji derivace v prstencovém okoli P(a) bodu a € R*,
2. lim |g(z)| = +ox.

/
C ; ;- €
3. existuje vlastni nebo nevlastni lim f/< ) =K.
Pak existuje i lim a rovnd se K. (Totéz plati i pro jednostranné limity.)
z—a g(r)
Priklad 1 b %)
. arctg(x —
Vypoctéte lim —————.
yp T—2 x2 —4
NAvoDp: Derivace funkce f(z) = arctg(x — 2) je f'(z) = m, derivace funkce g(z) = 22 — 4
je ¢'(x) = 2x. Obé tyto derivace existuji (dokonce) na libovolném prstencovém okoli P(2) a plati

;1_)H’12 f(z) = 1161_>mQ g(x) = 0. Protoze

1
! - -
lim I'(x) = lim He=2% _ 17
-2 ¢'(x) z—2 2 4

.. ... arctg(z —2)
lim S8\ — 2
existuje 1 xl_)In2 21

Tento fakt nékdy zapisujeme (za predpokladu existence limity podilu derivaci)

a je rovna 1

arctg(x — 2) v

lim 2 i = lim = —.
r—2 €T 74 r—2 21’ 4
Priklad 2
. . Inzx
Vypoctéte lim . Vysledek: 1
x—1 x — 1
Priklad 3
. ) 62° + 5z +4
Vypoctéte lim ————— Vysledek: 2

a—+oo a3 + 222 + 17
Piiklad 4

Vypocététe lim )
P z—0+ cotg x

Inx

Vysledek: 0

L’Hospitalovo pravidlo neplati naopak a to v tomto smyslu: z existence limity podilu
funkei neplyne existence limity podilu jejich derivaci nebo, coz je totéz, z neexistence
limity podilu derivaci jesté neplyne neexistence limity podilu funkci. Napft.

sin L
T

0 = lim z sin — = lim
x—0 x r—0 P
Nékdy je potrebné pouzit I'Hospitalovo pravidlo i vicekrat, pripadné provadét pri

vypoctu upravy, které postup zjednodusi.
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Priklad 5

1 —cos3x
Vypoctéte lim —————

a—0  sin?x
NAvOD: .
1—cos3x rH .. 3sindr  rH .. 9cos 3z 9
im ——— = lim -————— = lim —— = o
z—0  sin‘x z—0 28in x cos T =0 2(cos?x —sin®x) 2
.. . . ... . sinx
Mohli jsme ovSem postupovat i takto (vyuzijeme hn% =1)
T—> €T
. 1—cos3z vru .. 3sin 3z . % 9 9
lim ——— = lim -———— = : = —.
z—0 sin“x z—0 2sinxcosxr  z—0 % 2cosx 2

P1i vypoctu limit typu [0 - oo} soucinu funkei f - g upravime soucin funkei na podil
f/(1/g) nebo naopak g/(1/f) tak, aby to bylo vhodné pro pouziti I'Hospitalova pravidla
(tedy napf. funkci logaritmickou je zpravidla nejvhodnéjsi nechat v Citateli).

Priklad 6

Vypoctéte lim xlnax.
z—0+

NAvoOD: .
. . Inxorm z .

lim zlnz = lim —— = lim 5 =- lim =0

r—0+4 z—0+ % r—0+4 -z z—04

Pocitame-li limitu typu [0o — oo] rozdilu funkei f — g, upravime rozdil funkei na podil:
f=9=1/1/f)=1/(1/g) = (1/g—=1/1)/(1/[9g).
Priklad 7

1
Vypoctéte lim (cotg2 xr — —2>
z—0 T

NAvoD: Nejprve vhodné upravime ziskany podil

1 2 —tg?x x2cos? z —sin?z
lim (cotgzx — 2) —lim 2% % _ lin =
T

im
20 z—0 g2 tg2 T z—0 x2sin? x
. 2%(1 —sin?z) —sin?z . 22 —sinz
= hm 52 = hm 272 — ]. .
0 r?sin” x =0\ z4sin“z
Nyni uz staci jen vypocitat
2 .2 .
.z —sin“z ryg .. 2 — 2sinx cosx I'H
hm 272 = 11m ) 5 =
z—0 x?sinx z—0 2z sin“ x 4+ 2r?sinx cosx
'y .. 2 —2cos?x + 2sin?x
= lim — 5 - SR T =
z—0 28in“ x 4+ 8x sin x cos ¥ + 2x? cos® —2x* sin“ x
. 4sin?
= lim — 5 - SO T3 =
z—0 2sin“ x + 8z sin x cos x 4+ 2x* cos?® —2x* sin“ x
" 2
. 1 (sae) 1
= lim = = —.

=0 9 (%)2 +83i%cosz+20052x72sin2x 1203

Proto
im (cotg?a— =) =~ _q1=_2
e cotg T :E2 —3 = 3

U limit typu [0°], [0c®] a [1°°] pro funkce f9 postupujeme tak, Ze tuto funkci nejprve
upravime na tvar ¢?/ limitu pfeneseme do exponentu (podle véty o limité slozené
funkce) a v exponentu dostaneme limitu typu [0 - oo.
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Priklad 8

sin

Vypoctéte lim x
z—0+
NAvoD: 1
) S i 0w
lim 250 — ewliréﬂr sinzlne er 0+ Tz
z—0+
Nyni uz staci jen vypocitat
Inz ru i .
li = 1 = lim ——tgx =0
z—0+ 1 rz—0+ — T z—0+ X
sin x
Proto
lim z8"% =% =1

8.4 Tayloriv vzorec

Meéjme funkei f, U(zg) C D(f); h necht je priristek nezavisle proménné a necht plati
o+ h € U(xg). Hodnotu f(zg + h) dokdZeme vyjadiit presné pomoci Lagrangeovy véty

f(SEO + h) = f(Io) +h- f/(l‘() + Qh),
kde 6 € (0;1), a priblizné uzitim diferencidlu
flzo+h) = f(xo) + h- f(x0).

Prvni vzorec je sice presny, ale na zdvadu nékdy muze byt (napf. pri numerickych
vypoctech), Ze nezndme 6. Druhy vzorec dava aproximaci funkce f linedrni funkei, coz je
na jedné strané vyhodné pro jednoduchost této aproximace, na druhé strané je linearni
aproximace v nékterych ptripadech nedostatecné presna. Polozme

fzo +h) = f(x0) + hf'(x0) + R(R),
kde R(h) je ,zbytek®. Plati tedy

f(xo +h) — f(x0)
h

R(h)

— f(z0) = 5

R(h)
0

Zby—tﬁk R(h) je tedy ,vyssiho radu® nez h, ,jde k 0 rychleji nez h“, napf. mize byt
typu ah?.

Chteéli bychom nyni zachovat jednoduchost aproximace hodnoty f(xzo + h), ale pfi-
tom zvysit presnost. Mizeme toho dosdhnout tim, ze hodnotu f(xo + h) aproximujeme
mnohoc¢lenem v proménné h stupné n; tento mnohoclen ozna¢ime T,,(h). P¥i vhodném
postupu bude zbytek, tedy rozdil f(zo + h) — T,,(h), konvergovat k nule ,rychleji“ nez
h™. To bude znamenat, ze T,,(h) bude nejlepsi aproximaci funkce f polynomem stupné
n.

takze lim
h
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Véta 8.4.1 (Taylorova)
Necht funkce f ma v U(xzg) spojité derivace az do fadu n + 1. Pak pro kazdé
xo + h € U(xg) plati tzv. Tayloriv vzorec

+ F'(zo) , + F(@0) 42 4+ f" (o)

1! 2! n!

f(xo+h) = f(x0) h™ + Ry (h),

kde R, (h), tzv. zbytek po n-tém clenu, lze psat ve tvaru

(n+1) Oh
e Lagrangeové: R, (h) = / (n(iol;—! >h”+1, kde 6 € (0;1), nebo
(n+1) Oh _ _
e Cauchyho: R, (h) = / (?f'o i )(1 —0)"h", kde 6 € (0;1).
Koeficienty % se nazyvaji Taylorovy koeficienty a polynom
/ " (n)
flao) + 1 (ff())h+ ! ;TO)h2+...+—f n(fc())h”

se nazyva Tayloruv polynom stupné n.

V dikazu se pouzivaji pomocné funkce a Rolleova véta.

Druhy obvykly tvar Taylorova vzorce dostaneme po dosazeni h = x — xg

' " (n)
f(lx!O) ! é[xO)(ﬂﬁ—xo)z—i—...—l—fT(!ZE())(x_xO)n‘FRn(x_xO)?

f(x) = f(wo) + (z —x0) +

Polozime-li o = 0, coz je napt. u elementarnich funkci casty a prirozeny pozadavek,
dostaneme zvlastni pripad Taylorova vzorce pro okoli bodu 0, a tento vzorec se nékdy
nazyva Maclauriniv (¢ti meklorentv)

/ " (n)
+ f1<!0)x+ f2<!0)x2+...+ / n!(O)

f(z) = f(0) 2" + R (x).

Prvnich n + 1 ¢lend na pravé strané Taylorova (Maclaurinova) vzorce tvori Tayloruv
(Maclauriniv) polynom 7),(z), takze plati f(x) = T,(z) + R,(x). Pokud na néjakém
Ul(zo) je lirf R, (z) = 0 je Tayloruv polynom aproximaci funkce f. Polynom T, (z) se

n—-+0oo
také nazyva Tayloriv (Maclauriniv) rozvoj funkce f; zde je to rozvoj podle vzorce, ale
pracujeme rovnéz s rozvojem funkce v mocninnou fadu (viz 15.7).

Véta 8.4.2 (prehled Maclaurinovych rozvoju nékterych elementarnich funkef)

2 1,3 n

ele—l—%—l—%-l—a—i-...—i—%—i-}fn(x),
sinx =z — 2—? + E—T — (=)™ (Qim__ll)l + Ropm—1(z),
cosx =1— z—? + i—? -+ (—1)m<92cj:)' + Rom(z),
arctgr = x — %3 + %5 — o+ (= ;;m__ll + Rom—1(x),
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3 JIS x?m—l

sinhx:x—l—§+a+...+(2m—_1>!+R2m—1($)a
1‘2 .’L’4 $2m
2 28 x"
1n<1—|—$> = I — ?—i—?——F(—l)n_l?—‘—Rn(Z’),

(1+2)" =1+ <:)x+ (;)$2+ (g)x3+...+ (;)x"Jar(x),

kde pro libovolné r € R a libovolné k£ € N definujeme

(;) - r(r_1)(r—2]1!...(r—k+1)

Jestlize zjistujeme, pro kterd x plati lirf R, (z) = 0, dostaneme, ze u funkci e,
n—-+oo

sinz, cosx, sinhz, coshx je to pro z € R, u funkce arctgz pro x € (—1;1), u funkce

In(1 4+ z) pro z € (—1;1) a u funkce (14 )" pro z € (—1;1) nebo na intervalu Sirsim

v zévislosti na r.

Priklad 1
Urcete Taylorovy koeficienty rozvoji funkei uvedenych v predchozim ptehledu (pou-
zitim obecného vzorce).

NAvoD: V podstaté jde o vyuZiti vhodnych pravidel pro vypocet derivaci vyssich fddi pro zadanou
funkeci.

Priklad 2
Najdéte rozvoj funkci e~

Priklad 3
Odvodte rozvoj funkel ——, /1 + .

1+2?
Priklad 4
Urcete prvni éleny rozvoje funkei (x + 1) cosh 2z, xe™

Priklad 5
Zobrazte na pocitaci nebo na grafickém kalkulatoru funkci y = cos z spolecné s jejimi
aproximacemi danymi Maclaurinovym rozvojem:

T, sin 3x.

2z 5

az po Cleny s x°.

5172 QZQ $C4 2 $4 .I’6

h@)=1, falz)=1-7, file)=1-—+7, f4($):1_%+ﬁ_%'

Sledujte, jak se rozsifuje interval téch = € R, pro néz cosz =~ fi(x), k =1,2,3,4.

Priklad 6
Totéz provedte pro funkce sin z, cosh z, sinh z, arctg z, pripadné i pro jiné.
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Kapitola 9

Uziti diferencialniho poctu

9.1 Monotonnost funkce

Pri vysetrovani prubéhu funkce se mimo jiné zjistuje, zda je dana funkce v nékterém
intervalu (resp. v nékterém bodé) monoténni (definice viz v kap. 3). Velmi vhodnym
nastrojem pro zjistovani monoténnosti funkce je 1. derivace funkce.

Véta 9.1.1
Jestlize existuje okoli U(xo) C D(f) a f'(xzg) > 0, pak f je rostouci v bodé x.

DUKAZ: (princip) Protoze f'(zg) > 0, mé v jistém okoli U(xg) stejné znaménko i diferen-
ciadlni podil a z toho plyne i tvrzeni véty.

Tato véta vyjadiuje jen postacujici podminku, neplati obracené. Funkce rostouci
v bodé miiZze mit i nulovou derivaci (nebo derivaci nemit). Napi. funkce y = 22 je v bodé 0
rostouci, ale mé zde nulovou derivaci. Funkce y = 2z+|z| je v bodé 0 rostouci, ale derivaci
v tomto bodé neméa. Podobné vysledky plati i pro funkce klesajici v bodé a pro zdpornou
derivaci.

Definice 9.1.1
Rikdme, Ze zq je staciondrnim bodem funkce f, pravé kdyz existuje f'(zo) a plati

f/(ﬁo) = O

Ve stacionarnim bodé miuze byt funkce rostouci, klesajici nebo v ném nemusi byt
monotonni.

Véta 9.1.2 (o monoténnosti na intervalu)
Ma-li funkce f derivaci na (a,b), pak plati

a) Funkce f je na (a,b) neklesajici (nerostouci), pravé kdyz Vx € (a,b) je f'(z) 2
(/(x) £0).

b) Funkce f je na (a,b) rostouci (klesajici), pravé kdyz Va € (a,b) je f'(x) 2 0 (f'(z) =
< 0), pfi¢emz neexistuje interval («, 5) C (a,b) tak, aby Vz € (a, 8) platilo f'(x) = 0.

e}

DUKAZ: (princip pro funkce neklesajici, resp. rostouci)
a) Dokazeme dvé implikace
e Je-li f neklesajici na (a,b), je v kazdém bodé intervalu (a, b) diferencidlni podil
nezaporny, tedy i f'(x) = 0.
e Je-li f/(x) 2 0na (a,b), 21 < xa, jsou na (x1, xs) splnény predpoklady Lagrange-
ovy véty, tedy
flza) = fa1) = (w2 — 21) f(€),

odkud plyne f(z1) < f(x2).
b) Dokézeme dvé implikace
e Je-li f rostouci, je podle predchazejiciho f'(x) = 0. Pokud na urcitém intervalu
(e, B) plati f'(z) = 0, pak f(z) je konstantni funkce na («, ), coz je spor.

85



e Necht f'(z) = 0 na (a,b), r1 < z2 a neexistuje interval (o, ) danych vlastnosti.
Podle a) je f(x1) = f(z2) a podle predpokladu o (a, ) existuje mezi x1, o
bod z’ tak, ze f'(z') > 0, tj funkce f roste v 2/, a z toho se pomoci okoli bodu z’
a definice funkce rostouci v bodé vyvodi, ze f(z1) < f(x2).

Tuto vétu lze rozsitit na uzavieny interval tak, ze pro f predpokladame derivaci na
(a,b) a spojitost na (a, b).

Priklad 1

Vysetiete intervaly monoténnosti funkce f:y = 22

e "
NAvoD: D(f) = R. Mame ¢y’ = (2x —2%)e™% = 2 (2 —z)e™%; protoze e~ > 0, rozdéli body 0 a 2 éfselnou
osu na intervaly:
e na intervalu (—o0;0) je y' < 0, pficemz 3’ je nulova v jediném bodé, f je na tomto intervalu klesajici,
e na intervalu (0;2) je ¥’ = 0, pficemz ' je nulova ve dvou bodech, f je rostouci,
e na intervalu (2;400) je ¥’ £ 0, f je klesajici.

9.2 Lokalni extrémy

V kap. 3 jsou definovany pojmy (ostré) lokalni maximum, (ostré) lokdlni minimum —
se souhrnnym nazvem (ostré) lokalni extrémy. V kap. 8 byla odvozena nutnd podminka
existence lokdlniho extrému: Ma-li funkce f v bodé x¢ lokdlni extrém a existuje-li f’(xzq),
pak f'(xg) = 0. Funkce tedy muze mit lokalni extrém jen ve stacionarnim bodé nebo
v bodé, v némz nemd derivaci (jako tomu je napf. u funkce y = |z|).

Zjistovani lokalnich extrému funkci ma velky vyznam teoreticky i prakticky, proto je
dulezité znat spravny postup. Mame nékolik zdkladnich moznosti.

Postup pri urcovani lokalnich extrému

Najdeme body, v nichz muze nastat extrém, tj. body, v nichz je derivace funkce rovna
nule (body stacionarni) nebo v nichz derivace neexistuje; dale takovy bod oznac¢ime z.
1. UZiti monoténnosti v okoli bodu zg.

Necht f je spojitd v zg a existuje okoli U(zg) C D(f). Je-li f rostouci v P(zp—)
a klesajici v P(zp+), mé funkce f v bodé xy (ostré) lokalni maximum.

Podobné 1ze formulovat dalsi pripady: ostré lokalni minimum, neostré extrémy
a pripad, kdy extrém neexistuje.

2. Uziti 1. derivace v okoli bodu xy.

Necht f je spojitd v xg a existuje okoli P(xg) C D(f), v némz ma funkce f
derivaci. Je-li f(z) > 0 v P(zo—) a f'(z) < 0 v P(zo+), ma funkce f v bodé zg
(ostré) lokalni maximum. Podobné lze formulovat dalsi pripady.

3. Uziti 2. derivace v bodé xg.

Necht f méa derivaci v néjakém okoli U(zg) C D(f) a existuje f”(zg). Je-li
f"(xg) < 0, m& funkce f v bodé zg (ostré) lokdlni maximum, je-li f”(z¢) > 0,
ma funkce f v bodé zp (ostré) lokalni minimum.

Pozor: Pokud f”(xg) = 0, neznamend to, Ze extrém neexistuje, ale Ze musime
rozhodnout podle jiného pravidla.
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Odvozeni postupu dle 1. plyne z definice extrému, 2. plyne z 1. uzitim vztahu mezi
monoténnosti a znaménkem derivace, 3. plyne z 2. uvazime-li, ze napt. vlastnost f”(xp) <
< 0 11k4, ze funkce f’ je klesajici v bodé zg, a protoze f'(zo) = 0, plati v néjakém P(z¢—),
ze f'(x) > 0av P(xo+), ze f'(x) <O.

Priklad 1
Zjistéte lokalni extrémy funkce f:y = xe™™.
NAvoD: Vypocteme derivaci 4’ = (1 — x)e™® a polozime ji rovnu 0; dostdvame staciondrni bod zg = 1.
Dale vypocteme y” = (x — 2)e~*. Protoze 3" (1) = —e~! < 0, ma funkce f v bodé 1 lokaln{ maximum.
4. Uziti Taylorova vzorce.
Jestlize funkce f méa derivace az do fadu n v U(z) a plati pro n > 1

f(xo) = f"(xo) = ... = f" D(wo) =0, f™(x0) #0,
pak
a) pro n sudé existuje v bodé z( extrém:
e lokalni maximum pro f™(z) < 0,
e lokalni minimum pro f™(zq) > 0,
b) pro n liché extrém v bodé zg neexistuje.

Tvrzeni plyne z toho, ze z Taylorova vzorce mame za danych predpoklad
") (xg + OAz
oo + &) — flag) = LT H 00D

n!
pricemZ okoli bodu xg, tedy U(zg), lze volit tak malé, Ze f(zy + 0Az) mé stejné
znaménko jako £ ().
Priklad 2
Vygetfete lokalni extrémy funkce f:y = 2°.

NAvoD: Mdme 3’ = 5z, stacionarni bod 0. Dale pak y” = 20z3, y”(0) = 0, ¥ = 6022, y"'(0) = 0,
y® =120z, y™®(0) = 0, y® = 120 > 0. Prvni nenulova derivace je lichého fadu, tedy extrém neexistuje.

(Ax)",

9.3 Nejvétsi a nejmensi hodnota funkce na intervalu

Meéjme funkci f definovanou a spojitou na intervalu (a,b). Podle 2. Weierstrassovy
véty nabyva funkce f v nékterém bodé ¢q své nejvétsi hodnoty a v nékterém bodé cy své
nejmensi hodnoty. Jiné nazvy: absolutni extrémy, globalni extrémy. Kazdy z bodi ¢y, co
pfitom muze byt vnitinim nebo krajnim bodem intervalu (a, b).

Pokud je ¢; vnitinim bodem, je to soucasné bod, v némz nastava lokalni extrém, tedy
stacionarni bod nebo bod, v némz neexistuje derivace. Z toho pak plyne

Postup pfi urcovini nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce na (a, b)

1. Uréime vsechny stacionarni body a body, v nichz neexistuje derivace a vypocteme
v nich funkéni hodnoty.

2. Vypocteme funkéni hodnoty v bodech a, b.

3. Maximum mnoziny vSech téchto hodnot funkce z 1. a 2. je nejvétsi hodnotou funkce
na (a, by, minimum mnoziny vsech téchto hodnot funkce z 1. a 2. je nejmensi hodnotou
funkce na (a,b).

Tedy neni treba urcovat kvalitu lokalnich extrémi dle 9.2.
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Priklad 1
Urdete nejvéts a nejmensi hodnotu funkce f:y = 23 — 3z + 1 na intervalu (0; 2).

NAvoD: ¢ = 322 — 3; f md na (0;2) jediny stacionarni bod 1. Vypoéteme f(1) = —1 a dale f(0) = 1,
f(2) = 3. Funkee f tedy nabyvé nejvétsi hodnoty 3 v bodé 2 a nejmensi hodnoty —1 v bodé 1.

9.4 Konvexnost a konkavnost

Definice 9.4.1
Funkce f spojitd na intervalu I je na tomto intervalu konvexni (konkdvni), prave
kdyz pro libovolné body z1,x2 € I a libovolna nezaporna realna cisla aq, as takova, ze
a1+ g = 1, plati
flanzy + aoxo) < (2) an f(21) + anf(x2).

Ve smyslu této definice definice jsou uvazované funkce tzv. neryze konverni, neryze
konkduvni. Pokud bychom v definici navic predpokladali 1 # 2 a ajas # 0 a neostré
nerovnosti nahradili ostrymi, dostali bychom funkce ryze konvexni, ryze konkdvni. V litera-
ture se nékdy nerozlisuji se ryze a neryze konvexni ¢i konkavni funkce. Déle si uvédomme,
ze konvexni (konkévni) funkce nemusi mit na intervalu I derivaci.

Geometricky vyznam. Funkce f(x) je konvexni, pravé kdyz jeji graf nelezi nad libo-
volnou jeho seénou (podobné funkce konkéavni).

Ay

ayf(r1) + az f(x2)
floqzy + azxg)

»>

T1 1T1 + Ty T2 x

V dalsich tvahach budeme c¢asto vyuzivat jiny popis konvexnosti. Funkce je ryze
konvexni, pravé kdyz pro kazdé tii po sobé jdouci body jejiho grafu ,roste* smérnice
seCen jimi uréenych, tj. grafy funkei se ,ohybaji nahoru“. Oznacme k(u,v) = W

smérnici piimky prochazejici body (u, f(u)), (v, f(v)). Je-li f funkece spojitd, je pro u # v
také funkce k(u,v) spojita vzhledem k u i vzhledem k v.

Véta 9.4.1
Spojita funkce f je na intervalu I konvexni (konkdvni), pravé kdyz pro kazdé tii
body z1,x,29 € I, kde 21 < & < xo, plati k(z1,x) £ k(x,z9) (k(x1,2) 2 k(z,22)).

Na obrazku jsou tri priklady grafi konvexnich funkeci na intervalu I.

Ay Ay Ay

bz a bz a bz
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Priklad 1
Nactrnéte graf konkavni funkce, kterd bude a) rostouci, b) klesajici.

Véta 9.4.2 (1. véta o konvexnosti a konkavnosti)

Necht funkce f méa na intervalu (a,b) 1. derivaci f’. Pak funkce f je na (a,b) ryze
konvexni (ryze konkdvni), pravé kdyz je f’ na (a,b) rostouci (klesajici).

DUKAZ: Necht f je konvexni. Zvolme libovolné x1, 22 € (a,b), 1 < x2; dokdzeme, Ze
f(x1) < f'(x2). Necht ¢ je lezi mezi x1 a x9. Potom pro libovolné body 7 € (z1,x0) a
To € (20, x2) plati k(x1,Z1) < k(Z1,x0) a k(xg, T2) < k(Z2,x2). Z véty o limité nerovnosti
dostaneme

f/(l'l) = f/(l'l—i-) = lim k(l’l,il) é lim k(i’l,LEo) = k(l‘l,xo).

r1—x1+ r1—x1+

Podobneé ukdzeme, ze k(xg,x2) < f'(x2). Z k(x1,20) < k(20, x2) jiz plyne f'(x1) < f'(z2).

Naopak necht f” je rostouci na (a,b). Uvazujme libovolné dva body z1,z2 € (a,b)
anecht € (z1,x2). Dokdzeme, 7e k(z1,x) < k(z, z2) a to tak, Ze najdeme takovd & < &,
ze (&) = k(xy,x), f'(&) = k(z,22). K tomu pouZijeme Lagrangeovu vétu, podle niz
existuje bod & € (z1,x) tak, ze f'(&) = k(z1,x), a podobné existuje & € (z,x9) tak,
ze f'(&) = k(x,xq), plicemz z1 < & < x3. Proto k(z1,x) = f'(&) < f'(&) = k(z, x2),
funkce je konvexni.

Na funkci f/ z 1. véty o konvexnosti a konkdvnosti vétu aplikujeme vétu o monoton-
nosti na intervalu a dostaneme nésledujici vétu.

Véta 9.4.3 (2. véta o konvexnosti a konkavnosti)

Ma-li funkce f na intervalu (a, b) 2. derivaci, pak je tato funkce na (a, b) ryze konvexni
(ryze konkavni), pravé kdyz Vo € (a,b) je f"(z) 2 0 ( = 0), pfiCemz neexistuje interval
(o, B) C (a,b) tak, aby Vz € («a, 5) bylo f’(x) = 0.

9.5 Inflexe a inflexni body

Definice 9.5.1

Rikdme, Ze funkce f ma v bodé xg inflexi, pravé kdyz ma derivaci f'(xq) a je v levém
okoli U(xp—) konvexni (konkévni) a v pravém okoli U(xg+) konkdvni (konvexni). Bod
[0, f(x0)] roviny se nazyva inflexni bod funkce f resp. grafu funkce f.

Tedy v inflexnim bodé prechézi funkce z konvexniho pribéhu na konkavni nebo
naopak. Inflexni tecna, tj. tecna ke grafu funkce f v inflexnim bodé, ma tu vlastnost,
ze v bodé dotyku graf prechazi z jedné poloroviny do druhé. Napi. osa x je inflexni
te¢nou ke grafu funkce y = 3. Tim se inflexni te¢na 1isi od tecen v bodech, které nejsou
inflexni.
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Véta 9.5.1 (vztah inflexe a 1. derivace)
Ma-li funkce f v néjakém okoli U(xg) derivaci f’, pak ma v bodé zy inflexi, prave
kdyz ma f’ v bodé zq lokalni extrém.
DUKAZ: Necht f mé& v bodé zg inflexi. Pak nastévd jedna z téchto moznosti:
a) fje v U(xg—) konvexni (tj. f' je rostouci) a v U(zo+) konkdvni (tj, f’ je klesajici),
takze f’ ma v bodé xg lokdlni maximum;
b) fje v U(xg—) konkdvni (tj. f" je klesajici) a v U(zo+) konvexni (tj, f’ je rostouci),
takze f’ ma v bodé zg lokdlni minimum.
M4-1i f" lokdlni extrém v bodé xg, je to bud lokdlni maximum nebo lokdln{ minimum
a podobnymi tvahami (provedte je!) pro levé a pravé okoli dojdeme k existenci inflexe.

Véta 9.5.2 (nutnd podminka existence inflexe)
Ma-li funkee f v bodé x¢ inflexi a existuje f”(zo), je f"(xo) = 0.

DUKAZ: plyne z nutné podminky existence extrému funkce f’.

Vztah inflexe a derivace lze dalsimi vétami specifikovat pro pripad existence druhé
resp. i treti derivace.

Véta 9.5.3 (vztah inflexe a 2. derivace)

Ma-li funkce f v néjakém okoli bodu z( derivaci f” a mé-li tato derivace v P(zo—)
a P(xo+) raznd znaménka, ma funkce f v bodé xy inflexi. M&-li f” stejné znaménko
v P(xo—) a P(zo+), pak funkce f v bodé zy inflexi nem4.

Véta 9.5.4 (vztah inflexe a 3. derivace)
Necht funkce f ma v néjakém okoli bodu zq derivaci f”, ptficemz f”(zg) = 0
a f"(xg) # 0, pak funkce f ma v bodé z¢ inflexi.

Tuto vétu bychom mohli rozsifit (podobné jako odpovidajici pravidlo pro urcovani
lokalniho extrému) i na piipad, kdy

—1
f(@o) = f"(@o) = ... = f" V(o) =0, f"(xp) #0.

Pro n liché existuje v bodé z( inflexe, pro n sudé nikoli.
Priklad 1

Stanovte konvexnost, konkdvnost a inflexi funkce y = ze™".
NAvoD: Tato funkce mé potfebné derivace, vypocteme

Yy =(1—-z)e ", y'=(x—2)e ", pfitom e™* > 0.

Pro z < 2 je y” < 0, funkce je konkévni, pro = > 2 je y” > 0, funkce je konvexni. Pro x = 2 m4 funkce
inflexi, inflexni bod je (2;2e2).
9.6 Asymptoty

Asymptoty jsou piimky a predstavujeme si je jako tecny ke grafu funkce v nekonecnu.
Napf. souradnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/x. Mdme asymptoty dvou
druhii a vyslovime pro né dvé rtizné definice, protoze to je praktické, i kdyz z hlediska
geometrického jde o tentyz jev.
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Definice 9.6.1

Ptimka x = ¢ se nazyva vertikdlni asymptota grafu funkce f, praveé kdyz funkce f ma
v bodé ¢ alespon jednu jednostrannou limitu nevlastni.

Takovych asymptot miize mit funkce nekonec¢né mnoho, prikladem je funkce tangens.
Kromé toho mohou pro danou funkci existovat jesté nejvyse dvé asymptoty s rovnicemi
tvaru y = kx + q.

Definice 9.6.2
Primka y = kx + ¢ se nazyva asymptota (se smérnici) grafu funkce f, pravé kdyz
pro x — —oo nebo pro x — +oo je lim(f(x) — (kz + q)) = 0.

Asymptoty se smérnici se zpravidla zjistuji podle nasledujici véty.

Véta 9.6.1 (o vypoctu asymptot)
Primka y = kx + ¢ je asymptotou grafu funkce f, pravé kdyz existuji limity (pro
x — —o0 nebo pro x — +00)

LAY S lim(f(x) — kx) = q.

DUKAZ: VSechny déle uvedené limity uvazujeme pro x — —oo nebo pro x — +o0.
Necht pfimka y = kx + ¢ je asymptotou. Pak lim(f(z) — (kz + q)) = 0, tj.

flx) —kz—q _

i

lim 0.
Protoze q/x — 0, plati lim f(z)/z — k = 0, tedy lim f(x)/x = k. Druha rovnost je
zfejmé, nebot ve vztahu lim(f(z) — (kxz + ¢)) = 0 lze provést rozdéleni na dvé limity
lim(f(x) — kz) —q=0.

Existuji-li naopak limity pro k a pro ¢, plyne ze vztahu lim(f(z) — kx) = ¢ defini¢ni
vztah lim(f(z) — (kz +¢)) = 0.

Prakticky postup v béznych pripadech

1. Vysettime okoli bodu nespojitosti funkce f, které jsou hromadnym bodem D(f), a
krajni body intervali, jez jsou soucasti D( f). Zjistime ve kterém z téchto bodu existuji
alespon jednostranné nevlastni limity:.

2. Je-li —oo nebo +oo hromadnym bodem D(f), hledame lim f(x)/x. Jestlize tato limita
(nebo obé) existuje, je to smérnice k asymptot, pokud asymptoty existuji. Déle jesté
hleddme lim(f(z) — kx) s onim k, jez bylo vypoc¢teno v predchozi limité. Existuje-li
tato limita, je to ¢ a asymptota existuje.

x
Pii vypoctu k& = lim & lze pouzit I'Hospitalova pravidla, z néhoz k = lim f'(z).
x
Také tento vztah se Casto vyuzivd k vypoctu smérnice asymptot (ovSem neexistuje-li
lim f'(z), neznamena to neexistenci asymptot).
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Priklad 1
Urcete asymptoty pro funkci y = 2x + arctg x.

NAvoD: Definiénim oborem této funkce je R, vertikdlni asymptoty neexistuji a

k= 1im 2 — Jim <2+ arCtgx) -9,
X xr

nebot v poslednim zlomku je funkce v ¢itateli omezend, takze tento zlomek konverguje k 0. Déle
q = lim(2z + arctgx — 2z) = +m/2.

Existuji tedy 2 asymptoty: y = 2z — 7/2 pro © — —oo a y = 2z + 7/2 pro x — +0o0.
Priklad 2
Urcete asymptoty pro funkci y = z + /z.

NAvoD: V krajnim bodé 0 defini¢niho oboru vertikdlni asymptota neexistuje. Zde je nevlastnim hromad-
nym bodem D(f) jen +oo. Pocitdme

k:lim7:1+1im§:1, q=lim (z 4+ vz —z) = +o0,

asymptota neexistuje.

9.7 Prubéh funkce

O vysettovani prubéhu funkce 1ze pojednat dvéma zptsoby.

Cinnosti, ze kterych se vySetFovani pribéhu funkce sklada

1. Defini¢ni obor, body nespojitosti.
2. Obor hodnot, omezenost; nulové body funkce; intervaly, kde je funkce kladna, kde je

ZAporna.

3. Funkcni vlastnosti: parita, periodi¢nost.

4. Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce, v krajnich bodech defini¢niho
oboru, resp. v —o0o , +00 .

5. Intervaly monoténnosti (kde funkce roste, kde klesd) nebo konstantnosti.

6. Lokalni extrémy funkce.

7. Intervaly konvexnosti a konkavnosti.

8. Inflexe, inflexni body grafu funkce.

9. Asymptoty grafu funkce.

10. Sestrojeni grafu funkce.

Prakticky postup pri vysetrovani prabéhu funkce

Prakticky postup pii vysSetrovani priubéhu funkce sleduje v bézném pripadé i myslenku
spravného a prehledného zaznamu vysledkl a mezivysledkt do tabulky. Proto postupu-
jeme nasledujicim zptsobem.
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Udaje pro tabulku

Zjistime udaje potiebné pro sestaveni tabulky, sestavime tabulku a zaznamename do

ni dosud znamé udaje o funkci. Lze doporucit toto poradi ¢innosti.

a)
b)

Provedeme 1. (ur¢ime D(f) a body nespojitosti).

Provedeme 3. (stanoveni parity a periodi¢nosti), tj. zjistime, zda bychom mohli zmen-
Sit rozsah vySetfovani funkce tim, ze se omezime napr. jen na interval (0; +00) nebo
jen na jednu periodu u funkce periodické.

Vypocteme 1. derivaci, polozime ji rovnu 0 a feSenim ziskame stacionarni body. K nim
pridame ty body z D(f), v nichz 1. derivace neexistuje. Ma-li funkce lokalni extrém,
pak nastane v nékterém z téchto bodu.

Vypocteme 2. derivaci, polozime ji rovnu 0 a feSenim ziskdme body, v nichz mtze mit
funkce inflexi. K nim pfiddme ty body z D(f’), v nichz 2. derivace neexistuje.
Sestavime tabulku, kde v horizontalnim zahlavi zaznamename rozclenéni ¢iselné osy
s ohledem na a), b), ¢), d); ve vertikdlnim zéhlavi jsou fadky pro z, vy, ¥/, ¥", a pro
zaznam vlastnosti funkce f. Do tabulky pfeneseme tdaje jiz zjisténé.

Doplnéni tabulky

an

Postupné zjistujeme dalsi vlastnosti funkce a zaznamenavame je do tabulky.

Uzitim znaménka 1. derivace ur¢ime 5. (intervaly monotonnosti).

Na zékladeé f) zjistime 6. (lokdlni extrémy), véetné funkénich hodnot v téchto bodech.
Uzitim znaménka 2. derivace uréime 7 (konvexnost a konkévnost).

Na zakladé h) zjistime 8. (inflexi), véetné funkénich hodnot v téchto bodech a hodnot
1. derivaci.

Urcéime 9. (asymptoty).

Uréime 4. (limity), pokud je to po j) jesté treba.

Urc¢ime 2 (funk¢ni obor, nulové body, znaménka funkce).

Sestrojeni grafu

m)

n)

Doplnime udaje potfebné pro sestrojeni grafu a sestrojime graf funkce.

Podle potieby doplnime napr. prisecik grafu funkce s osou y, hodnoty funkce v dalsich
bodech D(f), pripadné i hodnoty derivaci (pfipojime k tabulce jako dodatek).
Provedeme bod 10 (sestrojime graf funkce).

Priklad 1

Sestavte tabulku pro vysetfeni prubéhu funkce y = x + —.
x

NAvoDp: D(f) = (—o0;0) U (0; +00), funkce je lich4, tj. graf bude soumérny podle poc¢atku.

1 2
Yy =1-—; v =0=x¢c{-1;1} (staciondrni body); y" = — #0.
x x

Sestavime tabulku (napf. jen) pro interval (0; 400).

x 0 — 0+ (0;1) 1 (1; 400) — +00

Y n.d. — 400 — 2 — — 400

y n.d. — —00 <0 0 >0 =1

y! n.d. — >0 >0 >0 —

funkce | n.d. | vert. asymptota x =0 | klesd | lok. min. roste asymptota y =z
konvexni

Inflexni body neexistuji.
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9.8 Uziti extrému funkci
Na vypocet extrému vede rada praktickych tloh.

Priklad 1

Ze ¢tvercového listu papiru o strané @ méa byt po vystfizeni | |
¢tverecki v rozich slozena krabice o maximalnim objemu. Vypocté-
te stranu Ctvereckil, jez maji byt v rozich vystfizeny a rozméry a
vysledné krabice.

|
| X

NAvoD: V = (a — 2z)%x, V' = 122? — 8ax + a?, stacionarni body z; = a/6, 2 = a/2 (nevyhovuje
praktické oze); rozméry krabice jsou 2/3a X 2/3a x 1/6 a, vyska je rovna ¢tvrtiné sitky ¢tvercového
dna.

Priklad 2

Pracovisté je v konstantni vzdélenosti a od primétu svétla na Q\\

. Ve . ’ A v . v ’ v v ~N
vodorovnou rovinu. Pri jaké vysce h svétla je osvétleni pracovisté I SO r
~N
maximalni? | RN
N
| [P~
a

sin ¢
r2

NAvoD: Intenzita osvétleni z4visi na vstupnich podminkach takto: I = ¢ - , kde sinp = % ar=

= Vh? + a?, takze I = I(h); po dosazeni

2 _ 2 2
]ZC.L‘“ [/:C.aihs.
(h? + a2)? (h2 + a2)?
Stacionarni bod (maximum) h = BLPY 0,7a.

V2
Priklad 3
Vykon Peltonova kola je P = ku(v—u), kde u je obvodova rychlost Peltonova kola a v

je rychlost vodniho paprsku. Pri jaké rychlosti u je vykon Peltonovy turbiny maximalni?
NAvoD: v
P=P(u), P =kv—-2ku(=0) = u= 7

Priklad 4
Urcete rozméry konzerv tvaru rotacniho valce o daném objemu V' tak, aby se pri
jejich vyrobé spotiebovalo co nejmensi mnozstvi plechu.

NAvoD: Hled4 se minimum funkce S = 2rzv + 2722, kde z je polomér dna konzervy a v vyska konzervy,
za podminky, Ze V = w20 je zadané (tedy konstantni). Po dosazeni za v z této podminky mame

2V 2
S =" + 2722, odkud S’ = ——‘2/ + 4z, Z rovnice S’ = 0 mame x¢ = {/ QK Odsud je
T T s

v s/ V
=—F=...=24/—=2
vo T3 or 10

vyska konzervy je rovna prumeéru dna.
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Kapitola 10

Metody integrace pro funkce jedné promeénné

10.1 Zakladni vzorce

Definice 10.1.1 (primitivni funkce)
Rekneme, Ze funkce F' je primitivni funkci k funkei f na intervalu I C D(f), prave
kdyz pro kazdé x € I plati

V této kapitole se budeme zabyvat problémem, jak k dané funkci f stanovit mnozinu
vsech jejich primitivnich funkci F', tedy mneurcity integrdl funkce f. Podle véty 8.3.2
vime, ze znalost jedné primitivni funkce F' znamena znalost vsech zbyvajicich; vsechny
primitivni funkece pak jsou F'+ C, kde C je libovolné redlné ¢islo (integracni konstanta).

P1i uréovani primitivnich funkei k dané (elementarni) funkei f nastavaji dva zékladni
problémy:

1. zda pro danou funkci f primitivni funkce viibec existuje,
2. pokud ano, zda ji lze vyjadrit koneénym vzorcem pomoci elementarnich funkei.

V nésledujici kapitole uvidime, ze kazda funkce f spojitd na intervalu J mé zde
primitivni funkci. Pritom se ovsem da dokazat, Ze primitivni funkci k dané elementarni
funkci je mozné vyjadrit pomoci elementarnich funkei jen pro vybrané typy integrovanych
funkci, z nichz nékteré jsou probrany v této kapitole spolu s prislusSnymi metodami
vypoctu primitivnich funkei.

Je-li tedy f funkce elementarni, pak primitivni funkce neni nutné také elementarni;
pritom funkce f mize mit i pomérné jednoduché analytické vyjadieni. Napf.

/egﬁ2 dzx, /smx dx, /sin 2 dz, ﬁ
x Inx

nejsou funkce elementéarni, tj. nelze je vyjadrit konecnym vzorcem pomoci elementarnich
funkei. (Vyjadiujeme je zpravidla pomoci mocninnych fad.)

V kapitole 7 jsme se setkali se sadou zakladnich vzorct pro derivace elementarnich
funkci. K nim dostdavame ihned odpovidajici vzorce pro stanoveni primitivnich funkei.
Napf. sin z je primitivni funkce k funkei cos x, nebot (sin )’ = cos x, neuréitym integralem
k funkci cos x je mnozina funkei sinz 4+ C, kde C' je integrac¢ni konstanta. Zapisujeme

/cosmd$:sinx+0, obecné /f(x)dx:F(x)—l—C, CeR

kde F'je jedna z primitivnich funkei k funkei f. Operaci, pti niz k dané funkci stanovujeme
primitivni funkci nebo neurcity integral, nazveme integrace. Vyraz f(x)dz za znakem
integrace se nazyva integrand, fikame, ze danou funkci f integrujeme.
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Funkce Funkce primitivni Funkce Funkce primitivni
m—+1
x™m a — Inx
m+1 x
e’ e’ a” a
Ina
COS T sinx sinx —COoS T
1 1
cos?x tgr sin?x cotg
cosh x sinh x sinh cosh x
1 1
cosh? x tghe ~ sinh%z cotgh
1 1
arctg x —_ arcsin
1+ 22 V1—22
1 1
] 5 argtgh Ta argsinh x
- e+

Tabulka 10.1.1 Tabulka primitivnich funkei (m € R\ {—1}, a € (0;+00)\ {1})

Ze vzorcu pro derivace plynou vzorce pro integraci v tabulce 10.1.1.

Z véty o derivaci souctu (rozdilu) plyne: Je-li F' primitivni funkce k funkci f a G
primitivni funkce k funkei g, je F + G (F — G) primitivni funkce k funkci f 4+ g (f — g).
Podobné plati: Je-li F' primitivni funkce k funkci f, pak kF (kde k je konstanta) je
primitivni funkce k funkci kf. Z téchto tvrzeni plyne, Ze neurcity integral je linearni
operator, tj. plati

Jt@ + g de= [ f@yar+ [ gw)as
/k:f(:v) do = k:/f(x) dx

10.2 Integrace uzitim substituci
Zakladem jsou dvé véty o substitucich.

Véta 10.2.1 (1. véta o substituci)

Necht F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu J, dale necht funkce ¢ mé na
intervalu I derivaci, pficemz ¢(I) C J. Pak slozend funkce F o ¢ je primitivni funkei
k funkei (f o) - ¢’ na I.

DUKAZ: Podle véty o derivaci sloZené funkce derivujeme funkci F o ¢

[(Fop)(@)] =F'(p(@)) - ¢'(x) = flp(x)) - ¢'(x) = (fop)(x) - ¢'(x) = [(f o ) - ¢]().

V prikladech na pouziti 1. véty o substituci ma tedy integrovana funkce tvar soucinu
slozené funkce a derivace vnitini funkce.
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Priklad 1

Vypoctéte | sinzcosx dz.

NAvoDp: Oznaéme u = ¢(x) = sinx, potom du = cos xdx, tedy f(u) = u, a proto F(u) = tu?. Obvykle

2
tyto ivahy zapisujeme

. u = sinx 1, 1.,
sinx cos z dx = [udu=-u"+C==sin“z+C, CeR
du = cosxdx 2 2
Priklad 2
Vypoététe [ sin®zdz.

NAvOD:

/sinS;vd:c:/siHQ:vsinxdx:/7(17c052z)(fsinxd:1:) =

du = —sinxdx

U = CoOST ]

1 1
:/(u2—1)du:§u37u+0:gcossxfcostrC, CeR

Vybrané typické priklady na pouziti 1. véty o substituci (m € R\ {0}):

In"™ z arctg™ x ete”
/sinmajcosxdx, / dz, /—gdx, /—dx,...
T 1+ 22 cos? x

P1i vypoctu neurcitych integrall se vyskytuje integracni konstanta C. V dalsim textu
bude, aniz bychom to explicitné vyjadrovali, C' € R.

Velmi casto uzivanym disledkem prvni véty o substituci je integrace slozené funkce,
kde vnitini funkce je linearni. Je-li F' primitivni funkce k funkci f, potom pro realna cisla
a # 0, b plati

/f(ax+b)dx:éF(ax+b)+C,

takze napriklad
1
/62“3 dr = §e2$+3 +C, /cos g dr = 3Sin§ + C.

Dalsim ¢asto uzivanym disledkem 1. véty o substituci je integrace slozené funkce ve
tvaru zlomku, kde ¢itatel je derivaci jmenovatele. Na intervalu, kde f(z) # 0, plati

PO
[ e =@+

Napriklad

/tgxdx——ln\cos:c[—i—(?, /mdx—ln(x —r+3)+C,...
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Véta 10.2.2 (2. véta o substituci)

Necht ¢ je bijekce intervalu I na interval J takova, ze ¢'(x) # 0 na I. Je-li funkce F
funkef primitivn{ k funkei (fop) ¢’ na I, pak funkce Fop™! je funkce primitivni k funkci
f na J (kde ¢! je funkce inverzni k ¢).

DUKAZ: Necht u = ¢(z), tj. z = o~ 1(u). Podle vét o derivaci sloZené a inverzni funkce
plati

[(Foye™)(w)] =F'(¢™ () (¢7" () = F'(x) = [f(e(x)) - ¢'()] =
= [p(x)) = f(u).

Uvédomme si, ze predpoklad nenulovosti derivace funkce ¢ na intervalu I znamena,
ze ve druhé veété o substituci na rozdil od véty prvni musi byt funkce ¢ na intervalu 7
prosta.
Priklad 3

Uzitim 2. véty o substituci vypoctéte / sin 2x dz.

NAvoD:
Podle 2. véty o substituci plati

u=(x) =2z
") =2#0 d 1 1
/sin2xdx v(@) i 1 z/sinu—u:—fcosu—&—C:—fcost—i—C.
dxz%du

Podle 2. véty o substituci se postupuje v mnoha specialnich ptripadech, napt. pti inte-
graci nékterych iraciondlnich funkei (sekce 10.5) nebo u goniometrickych a hyperbolickych
substituci (sekce 10.8).

10.3 Metoda per partes

Véta 10.3.1 (integrace per partes)
Necht funkce f, g jsou definovany a maji derivaci na intervalu J. Jestlize ¥ je funkce
primitivni k f- g na J, pak ® = f - g — ¥ je primitivni funkei k funkei f - ¢’ na J.

DUKAZ: Véta o integraci per partes plyne ze vzorce pro derivaci soucinu. Jeji tvrzeni
ovérime derivovanim

() = (f-g— V) (x) = f(x)g(z) + f(2)g'(x) — V() = f(2)g'(x).

Jing pristup: Pro u = f(x), v = g(x) je (wv) = v'v +uwd/, tj. w’ = (wv)" — v'v, takze

/uv’dmzuv—/u'vdx.
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Priklad 1
Vypoctéte | zcosxdux.

NAvob: Polozme f(z) = x, ¢’(x) = cosz. Potom f'(z) = 1, g(z) = sin z. Tedy primitivn{ funkce k funkci
f'(z)g(x) = sinz je ¥(z) = —cosz. Proto ®(z) = f(z)g(z) — ¥(z) = zsinx + cosz. Tento postup
zapisujeme obvykle uzitim pomocnych proménnych u, v, kde u = f(x), v = g(z)

v =sinz

u=z v =cosz ) ) )
recosxdx | 1 =gxsinx — [ sinzdx = zsinx + cosx + C.
u =

Priklad 2
Vypoététe [ z?sinzdz.

NAvOD:
.2 I _ !
5 . U= v =sinz ) u=2r vV =cosx
z°sinz dz , = —g“cosz + [ 2zcosxzdx , =
u =2z V= —COST u =2 v =sinx
= —x2005x+2msinx—2/sinxdx:—x2cos:c+2xsinx+2cosa:+0.

Typické priklady na metodu per partes:

/x” cosxdux, /x” sin z dzx, /x”ex dzx, /x” In zdz, /x” arctg x dx.

Zvlastni pripady pouziti metody per partes

Vypocdet integrala I, = [ e®® cosbx dx, Is = [ e** sinbx dx

Necht a, b jsou nenulova realna cisla. V integralu I. se pouzije dvéma zptisoby metoda
per partes

=e™ v =cosbr 1 a

1. = /e cos br dx = —e™gsinbr — / —e™sinbr dx =
=ae"™ v= %sin bx b b

[

S

Ic:/e cos bx dx

= cos bx v =e 1 b
= —e™ cosbxr + / —e™sinbr dzr =
= —bsinbr v=_e a a

I

1
= —e"cosbr + —
a
Na tyto dva vztahy se miuzeme divat jako na dvé linearni rovnice s neznamymi I. a I,
jejichz resenim dostaneme

acos br + bsin bx asin bz — bcos bz

axr
2 2 ) Iy = 2 2 “
a’+b a’+b

I.=

Protoze I. a I jsou primitivni funkce, jesté k obéma vyrazim pridame integracni kon-
stantu.
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Vzorce pro I. a I lze odvodit i alternativnim zptsobem

u=¢e" o =cosbx
I.= [ e** cosbrdx

u=ae®” = % sin bx

1
- geam sin bx + / %e‘w(— sin bz) dz

a2

1
] = —e™sin bx + %e“x cos bx — 7 e’ cosbrdx =

b

/ ax

u = e v = —%sinbx
u = ae v:g%cosba;

1 2
= Ee“” sin bx + l%e“"” cos bx — Z—QIC.

Z této rovnice pak dopocteme I..

dx
Rekurentni vzorec pro integral I,, = /m, neN n=2

Pro realné a # 0 plati
1

/
A -1
) @ | T @t
nel e / (22 +a?)t | =2(n—1)x . B
- (mQ + a?)n

T .T}2

=——+2(n—1 ———dx =
(3:2 +a2)n—1 + (n )/ (xz +a2)n X
X x? + a? — a?

Xz
= Fr ey A= Dl — 20— el

odkud dostaneme

j 1 x n 2n — 3 7
"T2n—1Da2 (#2+a) ! 2n— a2 "

10.4 Integrace racionalnich funkci

Zakladni typy racionalnich funkci a jejich integrace

Na zékladé predchozich sekci jiz vime, ze pro a € R a k € N, k > 1 plati

dx dz 1 1
/x_a—1n|x—a|+0, /(m—a)k__k;—li(gc—a)k_l—'ﬁa

Priklad 1

. dz
Urcete : Vysledek: 1 In |5z — 3|+ C
or — 3
Priklad 2
. 2dx 2 1
Urcete | ——. Vysledek: —— - ——
(x+1) o (z+1)
) . AT . br +c : ,
Nyni se budeme zabyvat vypoctem integralu | ——————— dx, kde ve jmenovateli
r° +pr+4q

je nerozlozitelny kvadraticky polynom (b,c,p,q € R). Reseni tilohy vede po tipravé na
soucet prirozeného logaritmu a arkus tangens.
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Priklad 3

3r+1
Urcet —dax.
rcee/a:2+6x+13 v

NAvoD:

1 3(2z+6)—8 2 1
/mdx—/wdx—g/mdx—S/dx—
2 4 6x + 13 2?2+ 62+ 13 2 ) z2+6x+13 (x+3)2+4

3 2 6 1
:i/%dx”/ﬁdx:
S () +1

= %ln(x2 + 6z + 13) — 4 arctg (x;r?)) +C.

Zduvodnéte, pro¢ nemusime psat ve vysledku v argumentu logaritmu absolutni hodnotu.

A nakonec podobnymi tivahami pii vyuziti rekurentniho vzorce I, jsme schopni uréit

dokonce
br +c
dz,
(22 + px + q)*

kde ve jmenovateli je nerozlozitelny kvadraticky polynom (b,c,p,q € R, k € N, k > 1).

Priklad 4

2¢+9
Uréet
reete / (22 + 62 + 13)?

NAvOD:

2 + 9 (224 6) +3 / 2 + 6 / 1
—  _dr= " dr= | —————dr+3 | —————dz =
Jermrmr e wrer | eme e e

e (b L) -
22462+ 13 8 (r+32+4 8) (x+3)2+4 N

1 3z +1 3 z+3
= T 2 et (22 :
8 x2+6x+13+16mg< > )+C

P1i vypoctu jsme postupovali podobné jako v predchozim prikladu.

Racionédlni funkce P(x)/Q(x)

Pri integraci takovychto funkei vyuzivame mnoho poznatkii z algebry. Jednak pou-
zivame vétu o rozkladu polynomu s realnymi koeficienty na souc¢in linearnich dvojclent
(kofenovych ¢initel) a kvadratickych trojélent nerozlozitelnych v R. Déle vétu o rozkladu
racionalni lomené funkce na soucet polynomu a ryze raciondlni lomené funkce a konecné
vétu o rozkladu ryze racionalni lomené funkce na parcialni zlomky.

Véta 10.4.1 (o rozkladu ryze racionalni lomené funkce)
Uvazujme ryze racionédlni lomenou funkci P/Q, kde P a () jsou polynomy s realnymi
koeficienty, pricemz stupen polynomu P je mensi nez stupen polynomu (). Necht déle

Q)= (x—a)® . .. (z—apn)™ (@2 +bx+c)" ... (2% 4 bpx + )

je rozklad (normovaného) polynomu @ na soucin linearnich dvojélenti a nerozlozitelnych
kvadratickych trojclent, kde m,n € Ny, k;,l; € N, a;,bj,¢c; € R pro i € {1,...,m},
je{l,...,n}.
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Potom existuji redlna ¢isla A;;, B;;, C;; tak, ze pro vSechna z z defini¢niho oboru

P/Q plati

Plz)  An Ao Ak, n
Q) (x—a)h (z—a)ht 7 r-—q
ml A2 mkm
(x —am)fm (T — ay,)km—1 ot x—am+
Bz +Cy Bisz + Cg By x + Cyy, n
(22+ bz +ce)r (224 bz +e)h b T 224 b+
Bz + Cn N Brox + Cho By, x4+ Cyy,
(22 + bz + ) (22 + by + )™t 22 b4y

A protoze kazda polynomicka funkce je integrovatelna a kazdy ze zlomkt v pred-
chazejici véte patii k zakladnim typtm racionalnich funkci, umime integrovat kazdou
racionalni funkei.

Jesté jednou pripomenme algoritmus integrace racionalnich funkei P(z)/Q(z):

1. Je-li stupen citatele mensi nez stupen jmenovatele, prejdeme na krok 2. Jinak uzitim
déleni upravime funkci na tvar

Pla) R(z)
Q(z) Q(x)’

kde A(z) je polynom, ktery jiz dovedeme integrovat a R(x) (zbytek déleni) je polynom
stupné nizstho nez Q(x).

2. Je-li jmenovatel rozlozen na linedrni kofenové cinitele a nerozlozitelné kvadratické
polynomy, prejdeme na bod 3., jinak tento rozklad jmenovatele provedeme.

3. Je-li ve jmenovateli jen jeden kofenovy c¢initel nebo jeho mocnina nebo jen jeden
nerozlozitelny kvadraticky polynom nebo jeho mocnina, prejdeme na bod 4.; jinak
provedeme rozklad zlomku R(x)/Q(x) na parcidlni zlomky.

4. Integrujeme vsechny komponenty rozkladu funkce P(z)/Q(x).

Priklad 5
Vypoctéte

= A(z) +

/ 7zt — 2023 + 4x + 20
(x —2)3(22 4+ 22+ 2)

NAvoD: Jedn4 se o integral ryze raciondlni lomené funkce, mizeme ji rozlozit na parcidlni zlomky. Podle
véty o rozkladu na parcidlni zlomky existuji redlné konstanty A, B, C, D, E tak, ze plati

7$4—20$3—|—4$+20_ A B C Dx+ FE

(x —2)3(x? + 2z + 2) (:1772)3+(1:72)2+x72+:c2+29:+2'

Obé strany této rovnosti vynasobime (x —2)3 (22422 +2) a porovnanim polynomt na pravé a levé strané
dostaneme
A=-2 B=0, C=5 D=2 E=2

/7x4—20x3+4a:+20dx_/ =2 5 w2 N\,
(x—2)3(z2+22+2) = (x—2)3 -2 2242zx+2 N
1

:(33_72)2+51n|x72|+1n(x2+2x+2)+0.

Proto
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Priklad 6
Vypoctéte

25+ 9
ﬁ dl’.
x* + 9z
NAvoD: V integrandu je raciondlni lomené funkce, kde stupen éitatele je vétsi neZ stupenl jmenovatele,

proto pomoci déleni polynomu integrand vyjadiime jako soucet polynomu a raciondlni lomené funkce.

Dostaneme
x> +9 923 +9

R R S
Podle véty o rozkladu na parcidlni zlomky existuji realné konstanty A, B, C, D tak, ze plati
-92°+9 A B+Cx+D
22(22+9) 22 oz 2249

Dopocteme
A=1, B=0, C=-9, D=-1
Proto
z°+9 1 —9z—1 1, 1 9 1 T
/Wd‘”:/@nz*mg) do=ga” =2 - gl +9) - garctg 5 4+ C.

Na integraci racionédlnich funkci vede vypocet integralit mnoha dalsich typt funkei,
jak uvidime déle.

10.5 Integrace nékterych iracionalnich funkci

, lax +Db
Integraly typu [ R| =z, {/ —— | d=
cr+d
Necht R(zx,y) je raciondlni funkce dvou proménnych, m € N a a, b, ¢, d takova redlnd
¢isla, pro ktera ad — be # 0. Potom substituci

wjar+0b
cr+d

prevedeme integral na integral racionalni funkce, ktery jiz umime vypocitat.

Priklad 1

V2xr —1

Vypoététe | ——— dux.

yp /295—1—7

NAvOD:

t=v2r—-1

\/2337 1042 o t o Viz —2

/2:v+7 dz dx*f((;Jrl) _/mtdt—n-—m_Q\/ﬁarcth_;-C,
xr =

Integraly typu /R(a:, :c%, cee w%) dz

Necht R(x, 41, Y2, - - -, Ym) je raciondlni funkce m+1 proménnych a p;, ¢; jsou prirozend
¢isla. Substituci x = t", kde n = n (q1,42, ..., ¢n) je nejmensi spolecny néasobek ¢isel
41,492, - - -, Gm, Se dany integral prevede na integral z funkce racionélni.
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Priklad 2

A% ctét vdr
octete —_— .
P N
NAvoD:
zde z =t /t6~6t5dt B
Vet YT | de=6Par| J B+ T
953/2 4/3 7/6 5/6 2/3
= xg 73:”4 +6x7 —x+6mT73x2 +2vz = 321/0 4 621/° — 61 (21/0 4 1).

10.6 Eulerovy substituce

Pouzivaji se pro vypodet integrali typu [ R (x, Var? + bxr + c) dz, kde R(z,y) je
raciondlni funkce dvou proménnych a a,b, ¢ redlnd ¢isla. Uéelem substituce je prevést
integrovani iracionalni funkce na integrovani funkce raciondlni. K dispozici mame tii
FEulerovy substituce.

1. Pokud a > 0 volime substituci

Var? +bxr +c=+vaxr £t

(Hlavni myslenka je zaloZena na skutecnosti, Ze po umocnéni obou stran rovnosti se
rusf ¢leny az?.)
2. Pokud ¢ > 0 volime substituci

Vax? +bx +c= xat + /e

(Po umocnéni obou stran rovnosti rusi ¢leny ¢ a poté lze celou rovnost lze délit z.)
3. Pokud kvadraticky trojclen az?+bxr+c mé dva redlné kofeny x; a xo, volime substituci

r — T

t=,/a .
T — T2

(Tim jsme pfesli na pifpad [ R (x, \/ %) dz.)
Priklad 1

Ovéite, ze pri vypoctu [azv4a?+ 5z + 1dx lze pouzit vSechny tfi substituce. Ve
vsech pripadech prevedte integral na integral z funkce raciondlni.

NAvoD: Jea =4 > 0, c = 1 > 0, a uvedeny trojclen m4 realné koieny, plati 422 +5x+1 = (z+1)(4x+1).
Pri pouziti 1. Eulerovy substituce volime naptiklad

Viar? +5x+1=2x+t,

coz po umocnéni a upravé da
t?—1

5 — 4t

P1i pouziti 2. substituce volime napriklad
Vir2+5x+1=uaxt —1,

coz po umocnéni a upravé da or 1 5
t+
r=—-.

2 —4
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Pti pouziti 3. substituce polozime

neboli

Druhou odmocninu muzeme upravit nasledovné

ir+1
VA 1 et 1= o+ 1) 220 =

x+1

2 —4
1—¢2

+1e

Pritom odstranéni absolutni hodnoty bude zaviset na definiénim oboru proménné z.

10.7 Goniometrické a hyperbolické funkce

Integral [ R(cosz,sinx)dx

Necht R(a,b) je raciondlni funkce dvou proménnych. Utelem substituce je prevést
vysSe uvedeny integral na integral raciondlni funkce. Podle vlastnosti funkce R uzivame
jednu ze ¢tyt substituci:

1. Pokud R(—cosx,sinx) = —R(cosx,sin x), volime

t =sinzx.

V tomto pripadé obvykle uzivame prvni vétu o substituci, coz vyzaduje napted upravit
vhodnym zptisobem integrand. V pripadé uziti druhé véty o substituci mame
1

st

cost =1 —sin?z=+/1—12, z=arcsint, dr=

2. Pokud R(cosz, —sinz) = —R(cos z,sinz), volime
t = cosux.

I v tomto pripadé volime obvykle prvni vétu o substituci, v pripadé pouziti druhé
véty plati podobné vztahy jako vyse.
3. Pokud R(—cosz, —sinx) = R(cosx,sinz), volime

t=tgx.

Pti této substituce miizeme pouzit jak prvni, tak i druhou vétu o substituci. V prvnim
pripadé to obvykle bude znamenat narocnéjsi ipravu integrandu s vyuzitim vztahu
cos? +sin?z = 1, ve druhém piipadé mame

. sin x tgx t
sinx = = = ,
Vcos? z + sin? x \/1—|—tg2x V142
1 dt
cosr =...= ——, x=arctgt, dr=

1+1t2

VAENE

4. Univerzalni substituci

t=tg >
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vvvvv

dava prednost substitucim predchozim, pokud je lze pouzit. Zde se obvykle uziva
druhd véta o substituci, proto je potfeba v tomto pripadé znat (¢i umét odvodit),
¢emu je rovno sinz, cosx a dz. Plati

) 2sin 5 cos § 2tg 5 2t
sinx = = =
cos? 2 +sin?E  1+tg2E 14+
1—1¢2 2dt
cosx:...:H_—tQ, xr = 2arctgt, da::1+t2.

Ucelem substituci je prevést integrovani goniometrickych funkei na integrovani funkei
racionalnich.

Priklad 1

Vhodnou substituci prevedte / tg x sin x do na integréal funkce racionalni.

NAvOD: Z prvnich tif uvedenych substituci pouzijeme ¢t = sinz. Podle 1. véty o substituci dostdvame

. sin? z sin? z sin? z t=sinx
tgxsinxdr = dx = s—cosrdr = [ ————coszdr =
cos T Cos® T 1 —sin“x dt = cosx dx
12 1+sinz
= [ ——=dt=...=Iny/ ———— —si C.
/1—752 "V sz st

Pro porovnani podle 2. véty o substituci méame

t =sinx

T = arcsint
/sin2x d dt / t2 dt / t?
€T = . =
cos T dxzim VIi—£ VI 1_ ¢2
cosx = /1 —t2

dt =...

Priklad 2

Vhodnou substituci prevedte / tg? xsin z dz na integral funkce racionalni.

NAvVOD: Z prvnich ti{ substituci volime ¢t = cos z. Podle 1. véty o substituci dostdvame

in3 2., _ t=cosx
S cos 1
/thxsinxda:zf n JCdav=/$(—sina:)dx =
cos?x cos?x dt = —sinxdx
2 -1 1
:/7dt:...:cosm+—+0
12 coS T

Pro porovnani podle 2. véty o substituci mame

t =cosx
xr = arccost .
/ sin® q &t / (1—t2)32 —dt / 2 —1 &
T _ = . —
cos? x dr = ﬁ t2 V1 —1¢2 12

sinz = /1 — t2
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Priklad 3
L tg®x
Vhodnou substituci prevedte

dx na integral z funkce racionélni.
cos* x

NAvVOD: Z prvnich ti{ substituci volime ¢ = tgx. Podle 1. véty o substituci dostdvdme

/ e _/Siandx:/SiHQI(COSZIJrsm%)' . dx:/thx(1+tg2x) L

costz | cosbux costz cos? x cos2x
t=tgx 1 1
1 :/(t2+t4)dt:...:ftg3x+ftg5x+C.
dt = ——dx 3 5
cos? x
Pro porovnani podle 2. véty o substituci mame
t=tgx
xr = arctgit
1 dt £
.2 T = —
sin” x 2 142 dt 2 2
d 1+¢ :/ : = [ +)dt=...
/cos6x . o t 1 142 (1+19)
SInNx = %I-thz (1—|—t2)3
1
cosx =
L 1+1¢2 ]

Integrace souc¢inu goniometrickych funkci

Pouziva se vzorci (pro m,n € R)

sinnz sinma = 1 (cos(n — m)z — cos(n + m)z),
sinna cosma = 1 (sin(n — m)z + sin(n + m)z),
cosnz cosmz = 3 (cos(n —m)x + cos(n + m)x)
a specialné
.9 1 —cos2x 9 1+ cos2x
SIn° = ————, COs™ & = —— .

Priklad 4
Vypoctéte [ sin bz cos4x d.

NAvOD:

1 1 1
/sin5a:cos41;dx: 5/(sinx+sin9x)dx: —5C0sT — EcosQa:—i—C.

Integrace hyperbolickych funkci
Postupujeme podle analogickych vzorci jako pro funkce goniometrické.

Priklad 5 12 .
Vypoététe/wdw.
cosh™ x
NAvoD:

/cosh2x—|—1dx:/cosh2$+cosh2x—sinh2xd$:/(Z_tghzx) 12 d

cosh? x cosh? x cosh”
t=tghx
1 :/(2—t2)dt:2tghx—%tgh3x+C’.
cosh” x
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10.8 Goniometrické a hyperbolické substituce

Eulerovy substituce pfevedou [ R g(x, Vazr? + bx + c) dx na integral racionalni funk-
ce. PTi praktickém pocitani vsak vzniklé racionalni funkce byvaji dost slozité a jejich
rozklady na parcialni zlomky obsahuji mnoho ¢lenti. Proto byva v nékterych pripadech
vyhodnéjsi pouzit nékterou z nésledujicich substituci (opét R je raciondlni funkce dvou
proménnych).

1. [ R(z,va? — 2?)dx, substituce x = asint, x = acost nebo x = atght.
2. [ R(xz,va?+ x?) dz, substituce = atgt nebo x = asinht.

a a
3. [ R(z,V2? — a?) dx, substituce z = , ¢ = —— nebo z = acosht.
cost sint

Priklad 1

Vypoctéte [ va? + 4x du.
NAvoD:
/\/372 + 4z dx = / Viz+2)2—4dz

:2/2sinh2tdt:2/(cosh2t—1)dt:sinh2t—2t+C:

2 2
= sinh <2 argcosh z ; ) — 2argcosh <CE;) +C.

x+2=2cosht 5
:/\/4cosh t —4 (2sinht)dt =

dx = 2sinh tdt

Pokud pouzijeme vyjadreni argumentu hyperbolickych funkci pomoci prirozenych logaritmi, muzeme
vysledek jesté upravit

2 2
sinh <2 argcosh T ;_ > — 2argcosh (33—2&—) +C=1(z+2)Va?+4z —2In(z + 2+ Va2 +4z) + C.

2
Zkuste sami pouzit nékterou ze substituci z + 2 = T + 2 = —— a srovnejte naro¢nost a rychlost
3in

o cost’
vypoctu.

Které z Eulerovych substituci muzeme pouzit? Pouzijte obé a srovnejte narocnost a rychlost vypoctu.

10.9 Uziti Eulerovych vzorct pro vypocet nékterych integrala

Pro komplexni funkeci w(z) redlné proménné z se derivace a integral definuji stejné
jako pro realné funkce s tim, ze imaginarni jednotka i se chova jako konstanta. Je-li a # 0
komplexni ¢islo, je napt. (e**) =a-e™, [ dx = %e“x +C.

Elementarni funkce e*, cos z, sin z se definuji i pro komplexni proménnou z; jejich
vzajemny vztah je vyjadiren Fulerovymi vzorci, podle nichz je

cosz = z(e +e77), sinw = g (" — e 7).

Téchto vzorcu lze vyuzit pro vypocet nékterych integrali.
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Priklad 1
Vypoctéte [sintzdz.
NAvoD: Pres funkce komplexni proménné

1 . ; 1 . ) . .
/sin433d33 — (2)4 (elx _ e—mc)4 - /(e4lx _ 4621;8 + 6 _ 46—21;8 + e—41x) d.’IJ - =
1

1 1 1 1 . 3 1 1 3
:335 1'5(6211767211)+§x:3*281n4xfzsin2x+§m+c.

(e4ia: o ef4ix) o

Srovnej s vypoc¢tem pres uziti goniometrickych vzorcii

1 1
/(sinzx)de = Z/(l —cos2z)?dr = 1/ (1 —2cos2z + 3(1 + cosdx)) dz =

1 3 1 3 1 . 1 .
—4/(2—20052x+2cos4x> dx—gx—zsm2x+3—2$m4x+0.

Priklad 2
Vypoctéte (uzitim Eulerovych vzoretl) [ e® cosz dz.

NAvoD:
1 4 . 1 . . 1 /o(4De  o1-ia
/e”’ cosxdx = 3 /e’”(e”‘ +e ) dx = 5/ (e(”‘)x + e(l_‘)’”) dz = 3 <el+1 + ell) +C =

1 .
=...= ie“(cosm—i—sinx) +C.

Srovnej s odvozenim a vysledkem pro I, v sekci 10.3.
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Kapitola 11

Riemannuv urcity integral

11.1 Definice Riemannova integralu

Riemannuv integrél 1ze definovat v podstaté dvojim zpusobem: uzitim (Cauchyho)
integralnich souc¢ti nebo pomoci dolnich a hornich integrali.

Uziti integralnich soucti

Uvazujeme funkci f omezenou na intervalu (a,b), kde a < b. Déle uvedeme pojmy
pouzivané pri definici integréalu:

Délenim intervalu (oznac¢ime D) nazveme kazdou kone¢nou posloupnost redlnych ¢isel

X0, L1, - .-, Ty (zvanych delici body), kde a = o < 21 < ... < x, = b.
Element délent A; = (x;—1,x;), 1 = 1,...,n, jeho délku oznacime Ax; = z; — x;_1.
Norma déleni v(D) = max Az, strucné oznaceni v.
i=1,2,...,m

Definice 11.1.1 (Riemanntiv urcity integral)
Necht f je funkce omezend na (a,b). Ke kazdému déleni D uvazujeme integralni
soucet

o(f,D)= Z f(&) Az, kde &; je libovolny bod elementu A;.
i=1

Rekneme, Ze redlné ¢islo I je Riemannovym (urcitym) integrdlem funkce f na intervalu
(a,b), pravé kdyz ke kazdému kladnému redlnému ¢islu e existuje kladné redlné ¢islo &
tak, Ze pro vSechna déleni D, pro néz v(D) < §, a pro libovolnou volbu bodu &; € Ay,
plati |o(f, D) — I| < e.

Pak piseme I = f; f(z)dz. Funkci f nazveme riemannovsky integrovatelnd na inter-
valu (a,b), tento interval je oborem integrace, ¢isla a, b se nazyvaji dolni resp. horni mez
integrace, x je integracni promeénnd.

Znak fab je symbol pro soucet od a do b, f(z) pro f(&;), dz pro Azx;. Nazev Riemannuv
integral pouzivame hlavné pro jeho odliseni od jinych typu integral. Neni-li tfeba zdturaz-
niovat (Riemannovu) metodu definice integralu, lze pouzivat jen historicky nézev wurcity
integral. Kromé funkce riemannovsky integrovatelna funkce tikame téz integrovatelna
(integrace schopnd) podle Riemanna. Mnozinu vSech funkei integrovatelnych na (a,b)
ozna¢ime R({a,b)), a proto muzeme pouzivat strucny zapis f € R({a,b)). Zvlasté si
uvédomme, ze Riemannuv integral funkce f € R((a,b)) je redlné ¢islo.

Geometrickou interpretact soucinu f(&)Ax; pro f > 0 je obsah obdélniku o stranich
Azx; a f(&). Geometrickym vyznamem integralniho sou¢tu o(f, D) je pro f > 0 priblizny
obsah zdkladniho obrazce, tj. kiivoc¢arého lichobézniku, jehoz hranice lezi na primkach
xr = a, x = b, na ose x a na grafu funkce f. Geometrickym vyznamem Riemannova
urc¢itého integralu je v tomto pripadé obsah zakladniho obrazce.

Uvedenou definici Riemannova integralu lze vyslovit i pomoci pojmu limita. Nejprve
vsak pojednejme o zjemnéni déleni.
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Geometricky vyznam o(f, D)

Definice 11.1.2
Déleni D' nazveme zjemnénim déleni D, prave kdyz kazdy délici bod déleni D je
délicim bodem i déleni D'.

Poznamka:

a) Ke kazdym dvéma délenim existuje jejich spolecné zjemnéni, i ,nejmensi“ spole¢né
zjemnéni. Mnozina vSech déleni intervalu (a,b) tvoii vzhledem k operaci spole¢ného
zjemnéni tzv. dolni polosvaz.

b) Jestlize postupné zjemnujeme déleni, tak z toho neplyne, ze v(D) — 0, dokonce se
pritom v nemusi ani zmensovat. (Zduvodnéte proc.)

Potom miuzeme definovat pojem limita integralnich soucti.

Definice 11.1.3

Rekneme, Ze integralni soucty o( f, D) maji limitu I € R a piSeme (%I)n o(f,D)=1,
v —0

pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje déleni Dy tak, Ze pro vsechna jeho zjemnéni D a pro
libovolnou volbu bodt &; v elementech A; plati |o(f, D) — I] < e.

A nyni jiz mizeme vyslovit definici 11.1.1 nésledujicim zptusobem.

Definice 11.1.4 (Riemanntiv urcity integral)
Necht f je omezend funkce na (a,b). Ke kazdému déleni D uvazujeme integralni
soucet

o(f,D)= Z f(&) Ay, kde &; je libovolny bod z elementu A;.
i=1

Rekneme, 7e ¢islo I je Riemannovym (uréitym) integralem funkce f na intervalu (a,b),

e kdyz i D)=1
préveé yzy(élfloa(f’ )

Dolni a horni integral

Méjme funkei f omezenou na (a,b) a libovolné déleni D tohoto intervalu. Oznacme

m; = inf f(x), M; = sup f(z).

TEA; TEA;
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Uvazujme soucty
i=1 i=1
které nazveme dolni, resp. horni integrdlni soucet prislusny k funkci f a déleni D .

Vlastnosti:

a) Necht D je libovolné déleni intervalu x € (a,b) a D’ jeho libovolné zjemnéni, potom
plati

s(f,D) = s(f, D) = S(f, D) = S(f, D).
b) Libovolny dolni integralni soucet neni vétsi nez libovolny horni integralni soucet
(prislusny tfeba i k jinému déleni).
¢) Mnozina vsech dolnich integralnich sou¢t je (shora) omezend, mnozina vsech hornich

integralnich souctu je (zdola) omezena: Jestlize oznac¢ime m = inf{f(z),z € (a,b)},
M = sup{f(z), € (a,)}, plati

m(b—a) < s(f, D) < S(f, D) < M(b—a).

Proto existuje supremum mnoziny vSech dolnich a infimum mnoziny vsech hornich
integralnich souctii.

Definice 11.1.5
Cisla
I.f =sups(f, D), I"f =inf S(f, D)
vD vD

(kde supremum, resp. infimum pocitame pres vSechna déleni D intervalu (a, b)) nazyvame
dolni resp. horni Riemanniv integrdl.

Ziejmé po vSechna déleni D intervalu (a, b) plati
S(,D) £ Lf < I'f < S(, D).

Priklad 1
Najdéte dolni i horni integral Dirichletovy funkce x na intervalu (0;1).

NAvoD: Protoze libovolny nedegenerovany uzavieny interval obsahuje nekoneéné mnoho racionalnich
i iracionélnich ¢isel, plati pro libovolné déleni D intervalu (0;1)

s(X,D):ZO-Axi:Q S(x,D):ZI-Axizl.

Proto pro funkci x plati
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Definice 11.1.6 (jina definice Riemannova urcitého integralu)
Necht f je funkce omezend na intervalu (a, b). Rikdme, Ze f je na (a,b) riemannovsky
integrovatelna, pravé kdyz

I.f=1IF

Spolecnou hodnotu dolniho a horniho integralu nazveme Riemanntv integral funkce f na
(a,b) a oznacime

b
/f(m)dle*f:_f*f.

Da se dokazat ekvivalence obou definic Riemannova integralu.

Geometrickym vyznamem dolniho souctu je pro f > 0 obsah jistého mnohothelniku
vepsaného do zakladniho obrazce, geometrickym vyznamem horniho souc¢tu je obsah
jistého mnohothelniku, do néjz je zékladni obrazec vepsan (viz obr.). V souladu s definici
miry rovinného obrazce je geometrickym vyznamem Riemannova urcitého integralu obsah
(mira) zakladniho obrazce.

Ay
/\\
a=x9 I To oo ZTpe1 Tp=0 z
Geometricky vyznam s(f, D)
Ay
/\\
a=x9 I T9 ce. Xp—1 Tp=0 T

Geometricky vyznam S(f, D)
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[ v tomto pripadé lze vyuzit pojmu limita. Dusledkem vlastnosti a) déleni intervalu
(a,b) totiz je, ze pro kazdou normdlni posloupnost (D,,) déleni, tj. kde v(D,,) — 0 a pfi-
tom kazdy dalsi ¢len je zjemnénim predchoziho, je odpovidajici posloupnost (s( f,Dy))
neklesajici a posloupnost (S(f, Dy)) je nerostouci.

Integrovatelnost funkci

Z teoretickych duvodu (tj. pro pouziti v dikazech vlastnosti funkei integrovatelnych)
se formuluje nasledujici nutné a postacujici podminka integrovatelnosti, v niz se vyskytuje
pojem oscilace funkce. Oscilace funkce f naintervalu A; = (z;_1, x;) je ¢islo w; = M;—m;.
Véta 11.1.1 (nutnd a postacujici podminka integrovatelnosti podle Riemanna)

Funkce f patii do R((a,b)), préavé kdyz %m Z%A:@ 0, tj. kdyz ke kazdému

—0

kladnému redlnému c¢islu e existuje kladné realné <31slo 0 tak, ze pro vSechna déleni D
intervalu (a,b) takova, ze v(D) < ¢ plati | Y I | w;Ax;| < e.

DUKAZ: (princip) Lze ukédzat, Ze

Lf= lm s(fD) & I'f= lm S(7.D)

Déle ukazeme
s(f, D) = inf{o(f, D) pro kazdy vybér & € A;} a
S(f, D) = sup{o(f, D) pro kazdy vybeér & € A;}.

Z téchto vztahi pak plyne dokazovana véta, jelikoz > w;Az; = S(f, D) — s(f, D).

Z praktickych divodu byla formulovana kritéria (tj. jednoduché postacujici podmin-
ky) integrovatelnosti podle Riemanna. Lze dokézat, ze do mnoziny R({a,b)) patii tyto
tridy funkei:

e trida vSech funkei spojitych na (a, b),
e trida vsech funkei po ¢astech spojitych na (a,b),
e tiida vSech funkei monoténnich a omezenych na (a, b).

V mnoziné R({a, b)) vSak existuji i funkce, které nesplnuji zddnou z uvedenych pod-
minek. Jestlize se funkce ¢ lisi od funkce f € R({a,b)) v konetném poétu bodu a nabyva
v nich kone¢nych hodnot, pak i g € R({a,b)) a oba integrély jsou si rovny.

11.2 Newtoniiv vzorec
Véta 11.2.1 (Newtoniv vzorec)

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu (a, b) a mé zde primitivni funkei F'. Pak
plati
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DUKAZ: (princip) Pro kazdé déleni D intervalu (a,b) takové, Ze uvnitf kazdého elementu
A; = (xj—1,x;) ma funkce F derivaci, plati, ze funkce F' na intervalu (x;_1,x;) splnuje
predpoklady Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Tedy existuje & € (z;—1, ;) tak, ze

F(x;) = F(xi1) = F'(&)(wi — wio1) = f(&) A

Nyni mame

n n

F(b) = Fa) =) (F(xi) = F(zin)) = Y f(&)Az; = o(f. D).

i=1 i=1
Jelikoz f je integrovatelnd, miizeme v integralnich souctech vzit pravé tato & a tvrzeni
plyne z definice Riemannova integralu.
Newtontiv vzorec je zédkladni metodou vypoctu Riemannova integralu.

Priklad 1
Vypoctéte

™
/ sin x dx.
0

b
/sinxdx = [—cosz]y = —cosm — (—cos0) = —(—1) — (1) = 2.

NAvOD:

Priklad 2
Vypoctéte

e2

/ dz
rin’z

e

NAvoD: Nejprve (napf. substituci z = Inx) uréime primitivn{ funkei k funkci ﬁ Plati
Proto
2

dx 1
Y e
/x1n2x lna:+

dz 119 1 1
[ | = 5-e-3
zln®x Inz |, 2 2

e

11.3 Zakladni vlastnosti urcéitého integralu

Hodnota integralu zévisi na integrované funkci (integrandu) a soucasné na intervalu
integrace. Dostavame tak nékolik typt vlastnosti integrovatelnych funkci a integralu.

115



Vlastnosti zavislé na integrované funkci

Véta 11.3.1 (linearita integralu vzhledem k funkci)

1. Jestlize f € R({a,b)) a k je realné ¢islo, potom kf € R({a,b)) a navic plati
b b

/k:f(x)dx = k:/f(x)dx.

a

2. Jsou-li f,g € R({a,b)), pak (f + g) € R({(a,b)) a navic plati
b b

/(f‘i‘g)(if)dw:/bf(x)dx—l—/g(x)dx.

a a

DUKAZ: UZijeme vlastnosti integralnich soucti.

Véta 11.3.2 (monotonnost integralu)
Necht f,g € R({a,b)).
1. Jestlize f(x) = 0 pro Vx € (a, b), pak plati f; f(z)dx 2 0.
2. Jestlize f(x) < g(z) pro Vx € (a,b), pak plati f; f(z)de £ ff g(x)dx.
3. Plati || € R((a,})) a navic ‘fabf(:c) dx] < [P1f(x)] da.
DUKAZ: Tvrzeni 1. plyne z definice, tvrzeni 2. plyne z 1. a tvrzeni 3. plyne z nutné
a postacujici podminky integrovatelnosti a z tvrzeni 2., nebot —|f(z)| = f(x) < |f(2)].
Véta 11.3.3 (o soucinu funkei)
Jsou-li f,g € R({a,b)), paki f-g € R({a,b)).

DUKAZ: (princip) Jelikoz f a g jsou omezené funkce, existuji nezdporné realné konstanty
K a L takové, ze Vx € (a,b) plati |f(z)| = K a |g(x)| < L. Pro libovolnd 2/, 2" € (a, b)
pak plati

[f(2")g(x") = f(a")g(@")] = [f(z")(g(z") = 9(z")) + (") (f (z") — f(&"))] =
= )] (g(@") =g (=) + g ()] [(f (") = f(@)] = Klg(=") —g(a") |+ LI f (") = f (2")].

Déle uzijeme vétu 11.1.1.
Uvedena véta na rozdil od véty 11.3.1 neposkytuje navod, jak dany integral vycislit.

Vlastnosti zavislé na intervalu integrovani

Véta 11.3.4 (aditivita integralu vzhledem k mezim)
Necht a < ¢ < b. Potom f € R({(a,b)), pravé kdyz f € R({(a,c)) a soucasné
f € R({c,b)). Pritom plati

/bf(x)dx:/cf(x)der/bf(m)dx.

DUKAZ: Plyne z vlastnost{ integralnich souctil, uvazujeme-li bod ¢ jako jeho délici bod.

Predchazejici vétu lze rozsirit i na konecény pocet intervali.
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Priklad 1
Vypoctéte

3
/|x—2|dx.
0

3 2 3 2 3 5
/|x—2|dw:/|x—2|dx+/|m—2|dm:/(2—m)dw—|—/(w—2)dx:...:5.
0 0 2 0 2

Rozsireni definice Riemannova integralu

NAvOD:

Pro zjednoduseni ivah v nasledujicich odstavcich je vhodné rozsirit definici Rieman-
nova integralu pro pripad a = b nasledujicim zpusobem
a

a) Pro a = b definujeme [ f(z)dz = 0.

b a
b) Pro a > b déle definujeme [ f(z)dz = — [ f(z)dz.
a b

Potom véta 11.3.4 plati také pro libovolné usporadand realna ¢isla a, b, ¢, pokud je
funkce f integrovatelnd na nejsSirsim intervalu ur¢eném témito body.

11.4 Vypocet urcitych integrala

K vypoctu pouzivame zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme primitivni funkci
a pak pouzijeme Newtontuv vzorec, viz sekci 11.2 na strané 114.

Vypocet uzitim substituce nebo per partes

Mame-li pri vypoctu primitivni funkce pouzit substituci, pak mtzeme postupovat
stejné jako v sekci 11.2, priklad 2, nebo miizeme pouzit dusledkia vét 10.2.1 a 10.2.2
o substituci.

Véta 11.4.1 (o substituci v ur¢itém integralu)
Necht funkce ¢ je spojitd na intervalu (a,b) a ma na (a,b) spojitou derivaci. Necht
funkce f je (po ¢astech) spojitd na intervalu o((a, b)), potom

b (0)
/f(w(x))w'(:c)dxz /f(t)dt.
a (a)

Véta 11.4.2 (o substituci v ur¢itém integralu)

Necht funkce f je (po ¢astech) spojita na intervalu (a,b) a funkce ¢ je na intervalu
(o, B) spojitd a ma na jeho vnittku spojitou nenulovou derivaci, pficemz plati (a,b) =
= p({a, B)). Potom

b o 1(b)
/ f(x)da = / F(®)! (1) .
a ¢~ (a)
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Priklad 1

Vypoctéte
2
§7T
/coszxsm:ﬁdx.
~ln
NAvOD:
U = COS T
g du = —sinxdz -3 0 L0 .
/COSQ$SinZ‘dl‘ t=—=m, u=0 z/ :/ 2du:[gus} By
_1 0 et -3
27T 2 3

Priklad 2

Vypoctéte
1
/ V1—22dx.
0
NAvOD:
xr =sint
1 1x
dz = costdt 27 2 1 1 ir
/\/171’2(135 z=0, t=0 /\/1fsm t costdt = /cosztdt{2t+4sin2t} = —
1 0 0
r=1, t=—=-7
2

Podobné pro integraci per partes plati disledek véty 10.3.1.

Véta 11.4.3 (o integraci per partes v uréitém integralu)
Necht funkce u = f(z) a v = g(x) jsou na intervalu (a, b) spojité a na jeho vnittku

maji spojité derivace, potom

b
[ 1@ @ = 1@l — [ £ s

Tuto skutecnost formélné zapisujeme
b

/uv' dz = [uv]’ —

a

u'vde.

B .

Priklad 3

Vypoctéte
2
rez"dx
0
NAvob:
2 , 1, 2
v =ez2 1 1

/xezwdx , .| = {Qmeﬂ} /2e21dx: =4
) = v =2e2" 0 ,
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Integral komplexni funkce realné proménné

Pojem urcitého integralu lze jednoduse rozsitit i na komplexni funkce realné promén-
né. Necht fi, fo € R({a,b)) a f = f1 +1ifs. Pak definujeme

b b b
/f(t)dt=/fl(t)dt+i/f2(t)dt.
Piiklad 4

Rozhodnéte, které vlastnosti integralii redlnych funkei ztistavaji zachovany i pro inte-
graly komplexnich funkei.

Priklad 5

Vypoctéte
in
/ el dt.
0
NAvOD:

s

. 1
/e‘tdt: (cost+isint)dt = [sint —icost|d
0

W=

s

W=

s

=141

(e}

11.5 Dalsi vlastnosti urcitého integralu

Véty o stredni hodnoté

Véta 11.5.1 (o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu)
Necht f € R({a,b)) a plati m < f(x) £ M. Pak existuje ¢islo u € (m, M) tak, ze

b
/7@ﬁm=uw—w

Jestlize je f navic spojita, pak existuje ¢islo £ € (a,b) tak, ze

b

/&@szﬂo@—@

a

DUKAZ: Nerovnost m < f(x) £ M integrujeme na (a,b) a vyraz ﬁ f; f(z)dz oznaci-
me p. Jsou-li m, M po fadé minimum a maximum funkce f spojité na (a, b), pak podle
véty 6.3.4 (o mezihodnoté) nabyva f hodnoty pu € (m, M) v néjakém bodé & € (a,b).
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Véta 11.5.2 (zobecnénd véta o stiedni hodnoté integralniho poctu)
Necht f,g € R({a, b>) g(x) 20, m = f(x) £ M. Pak plati

m/ o < /f dx<M/

a existuje ¢islo p € (m, M) tak, Ze plati

/bf(l')g(x) dz = u/bg(x) dz.

Jestlize je f navic spojita, pak existuje ¢islo £ € (a,b) tak, ze

/bf(ﬂf)g(ff) dr = f(f)/bg(fv) dz

Integral jako funkce horni meze

Pokud f € R({a,b)), pak pro kazdé = € (a,b) je f € R({(a,z)) a ®(x) = [ f(t)dt je
integral, ktery je funkci své horni meze x. Vzhledem k rozsitené definici integralu lze za
dolni mez zvolit libovolné ¢islo ¢ € (a, b), viz str. 117.

Véta 11.5.3
Necht funkce f € R({a,b)), ¢ € (a,b). Pak funkce ®(x f f(t)dt je spojita na

(a,b) a v kazdém bodé zy € (a,b), v némz je f spojitd, ma <I> derivaci (v krajnich bodech

a, b jednostrannou), pro niz ®'(zg) = f(xo).

DUKAZ: Protoze f € R({(a,b)), existuje (kladnd) redlnd konstanta M tak, ze |f(z)] £ M

pro vsechna z € (a, b).

zo+h zo+h

(20 + h) — Do) = / f)dt — /f —| [ s <

xo

$0+h xo+h

/|f(t)y dt < /Mdt = M|hl.

Zo xo

A

Odtud plyne spojitost funkce .
Ve druhém pripadé ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, ze

Vt € (xg — 9,70 + ) N D(f)

je |f(t)— f(zo)| < e. Stejnym zpisobem jako v predchazejicim dostaneme pro 0 < |h| < §

zo+h zo+h
’@(xo—i-h})L—(I)(xO) f(zo)| = |}1l’ :E/f(t)dt—x/f(xo)dt -
] zo+h ] zo+h ' zo+h
- !(f(t)—f(xo))dt < / 0~ S| < o / al .



Odtud jiz plyne druha ¢ast véty, tj. ®'(xg) = f(xo).
Diisledek: Kazda funkce f spojita na (a, b) mé na tomto intervalu primitivni funkci ®. Kaz-

d4 funkce omezend a po ¢astech spojitd na (a,b) ma na tomto intervalu tzv. zobecnénou
primitivni funkci; jednou z nich je funkce ® (integral jako funkce horni meze).
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Kapitola 12

Uziti Riemannova integralu

12.1 PribliZzné metody vypoc¢tu Riemannova integralu

Existuje vice pribliznych metod, pomoci nichz lze provadét vypocet Riemannova
integralu. Oznaceni ,pribliznd metoda® neni zadnou degradaci prislusné metody, nebot
zejména s vyuzitim vypocetni techniky lze takto provadét vypocet Riemannova integralu
prakticky s libovolnou presnosti. Takze v aplikacich ma tento postup stejnou hodnotu
a rozsahlejsi uplatnéni nez klasicky vypocet uzitim Newtonova vzorce, protoze — jak bylo
naznaceno jiz v kapitole 10 — primitivni funkci ve tvaru pro pouziti Newtonova vzorce lze
ziskat jen v nékterych specialnich pripadech.

Predpokladdme-li f(x) = 0 na {(a,b), jde pfi viypoctu Riemannova integralu o vypocet
obsahu zékladniho obrazce, viz sekce 11.1.

Metoda obdélnikova

Princip této metody spoc¢iva v tom, ze urcity integral nahradime vhodnym integralnim
souctem (tj. s dostatecné jemnym délenim a s vhodnymi body &; v elementech déleni).

Zpravidla volime déleni na n shodnych elementu (tzv. ekvidistantni délent), tedy
délka jednoho elementu (tzv. krok h) je h = Ax; = b_Ta, za & volime stiedy elementii.
Obsah zakladniho obrazce pokladame priblizné roven integralnimu souctu, tedy souctu

obsahtt obdélniku o strandch f(&;) a h. Pro obdélnikovou metodu tak mame vzorec

b n
JECE = )]

Chybu metody lze stanovit napf. uzitim hornich sou¢ti a dolnich soucti (viz 11.1), coz
je obzvlast jednoduché pro monoténni funkce.

Yy Y
TN —
| |
/ N
| | |
/| B \ @
| | | =T |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
N I O O v *
a=x9g T1 9 ce. Tpe1 Tp=20 a=x9 T1 To cei Tp_1 Tp=0"
Metoda obdélnikova Metoda lichobéznikova
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Metoda lichobéznikova

Princip této metody spoc¢iva v tom, interval (a, b) rozdélime na n shodnych elementi
a funkci nahradime lomenou carou (viz obr.). Obsah zakladniho obrazce pak priblizné
nahradime souc¢tem obsaht elementéarnich lichobézniku se zakladnami délek f(x;_1), f(z;)
a vyskou h = =2, Tedy

b n n—1
[ o= § 3 (o) + o) = 1 (f(:ro) T flan) + 22]‘(@"1)) .
a i=1

i=1

Metoda Simpsonova

Interval (a, b) rozdélime na sudy pocet 2n elementii o Sifce h = %2

vytvorime n dvojic elementii. V kazdé dvojici pak funkci f nahradime kvadratickou funkei
(ktera je dané funkci f rovna na krajich a uprostred téchto ,dvojelementi®). K vypoctu
obsahu kazdého ze vzniklych , k¥ivocarych lichobézniki“ lze vyuzit vzorce.

= Ti—Tij—1,7 nichz

P = g(f(xzi) +Af(w2i01) + f(22i42))-

v

T2j T2i41 L2342

Provedeme-li s¢itani pres vSechny ,,dvojelementy”, dostaneme vyslednou formuli pro
Simpsonovu metodu

b n—1 n
/f(fc) dz =~ b6—a (f(ﬂfo) + f(w2n) +2 Z f(w2i) + 42 f(sz)) :

n
12.2 Uziti urcitého integralu v geometrii

Obsah rovinného obrazce

Uvazujme dale jen spojité funkce. Z geometrického vyznamu Riemannova integralu
plyne, Ze pro funkci f(z) = 0 definovanou na intervalu (a,b) je obsah kiivocarého
lichobézniku (zékladniho obrazce) roven

. / f(z) da.

a
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Pozor! Je-li f(x) < 0 (tato ¢ast grafu funkce je pod osou z), dostaneme obsah se
zapornym znaménkem. Pokud bychom pouzili pfedchozi vzorec na funkei, kterd na (a, b)
sttida znaménka, dostaneme rozdil obsahti ¢asti zakladniho obrazce nad osou x a pod
osou z, tedy vysledek, ktery nds zpravidla nezajimé. (Interpretujte takto napt. fakt, ze
f027r sinzdr = 0.)

Plati-li na intervalu (a,b) vztah g(x) £ f(z), je pifimkami x = a, © = b a grafy obou
funkci ohranic¢ena oblast normdini vzhledem k x a jeji obsah se vypocte vzorcem

P= [ (1) - gl)) s

a

Je-li rovinny obrazec ohranic¢en kiivkou danou parametricky x = ¢(t), y = ¢(t), kde
t € (o, B) a funkce x = p(t) ma na tomto intervalu spojitou derivaci, pak plati

B
p— /¢(t)¢'(t) i

Necht p = p(p), kde p je nezédpornd spojita funkce na intervalu o, 8 (8 — a = 2m), je
rovnice kiivky v polarnich soutadnicich. Obsah kiivocaré vysece K, coz je oblast omezend
poloprimkami ¢ = «, ¢ = [ a kfivkou s polarni rovnici p(¢), je roven

8
1
P = §/p2(so)d<,0

Priklad 1
Vypoctéte obsah kruhu o poloméru r.

NAvoD:
a) Z rovnice kruznice 22 + y? = r? vyjddifme horni polokruznici a pouzijeme ji do prvntho z vyse
uvedenych vzorct, ¢imz vypocteme obsah pulkruhu

-

P

5 = / Vr2—x2dr=... pokracujeme nékterou z Eulerovych nebo goniometrickych substituci.
-Tr

b) V parametrickém vyjadfeni je x = rcost, y = rsint, ¢ € (0;27) a odtud

27
P=..=|—1r? / sithdt| =... a vypocet uzavieme standardnim zptsobem.

0

¢) Nejjednodussi je zde vypocet uzitim poldrnich soufadnic, nebot kruznice o stfedu O a poloméru r
ma rovnici p = r pro ¢ € (0;27). Proto

2m

1
P:§/r2dga:7rr2.
0
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Objem télesa

Pomoci Riemannova integralu funkce jedné proménné lze pocitat objemy ve dvou
pripadech.
a) Téleso lezi mezi rovinami = a, x = b a zname funkci P(x), jejiz hodnoty znamenaji
obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose z. Element objemu je AV = P(x)Ax, tj.
dV = P(x)dz, a objem télesa tak je

vz/m@m.

b) Rotacni téleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaci kiivocarého lichobéz-
niku ohrani¢eného grafem funkce f na intervalu (a,b). Zde je fezem kruh o obsahu

7f?(x) a plati
s / 0

¢) V piipadé parametrického zadani z = ¢(t), y = ¥(t), kde t € («, 3), plati

V= 7T/¢2(t)g0’(t) dt
Priklad 2

Urcete objem koule o poloméru r.

NAvoD: Koule vznikne rotaci grafu funkce y = v/r2 — 22 kolem osy x a proto

1 4

,
V= 7r/(7"2 — 23 dx = [TQx — 3333} = §7T7“3.

—-Tr

Délka krivky

Necht je kiivka ¢ dédna parametricky x = ¢(t), y = ¢¥(t), z = x(t), t € (o, 3), kde
©'(t), ' (t), X'(t) jsou spojité a pro viechna t € (o, B) plati (o' (£))2+(¥' ()2 +(x'(t))? > 0.
Krivka ¢ je prostorova nebo rovinna (pokud nékterd z funkei ¢, ¢, x je identicky rovna
nule).

Uvazujme libovolné déleni D intervalu (o, ) a = tg < t1 < to < ... < t,, = [3,
ozna¢me délici body kfivky ¢ jako M; = (p(t;),¥(t;), x(t:)), 1 =0,1,2,...,n a dale délku
lomené ¢ary MoM ... M, oznaéme o(¢,D) = > | |M;_1M;|. Délka kiivky ¢ se pak
definuje s(¢) = supo (¢, D).

D

Uvazujme dale rovinnou krivku. Délka jedné tsecky lomené cary je

Az\* (A
As:\/Aas2+Ay2:\/(ﬁ) + Ai) At,

NN,
At At At )

takze
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Pro At — 0 pak mame ds/dt = \/((,0’(t))2 + (¢'(t))*. Odtud odvodime

B
s(0) = / Vo) + @) ae

Priklad 3
Vypoctéte délku kruznice o poloméru r.
NAvoD: KruZnici vyjddifme v parametrickém tvaru z = rcost, y = rsint, t € (0;27). Vypocteme

ds =...=rdt, takze
27

s(f) = /rdt = 277

0
Je-li kiivka zaddna explicitné rovnici y = f(z), je to vlastné zvlastni pripad para-

metrického zadani = = z, y = f(z), z € (a,b). Z toho plyne ds = /1 + (f'(z))*dz,

takze
b
s(0) = / 1+ (f(@))? da

Je-li kfivka zadéna v poldrnich souradnicich vztahem o = o(¢), ¢ € {(a, ), pak plati

r=o(p)cosp,  y=o(p)sing,
odkud . '

dz = (0'(¢) cosp — o(p) sin p) dp,

dy = (¢'(¢) sinp + o(p) cos @) dy,
takze

ds = v/ da? + dy? = /(p(9))? + (' ()% dgp.
Nakonec tedy

B
s(0) = / VO@ET (@) de.

Pro prostorovou ktivku zadanou parametricky mame

B
0 = [+ @)+ et

Povrch rotac¢ni plochy

Jde o plochy vzniklé rotaci kiivky ¢ kolem osy x. Element povrchu plochy je AS =
= 2myAs, takze diferencial povrchu plochy je d.S = 27y ds.
Pro kiivku ¢ zadanou parametricky = = ¢(t), y = ¥ (t), t € («, ), je

B
S=on / B (@ (1) + (1) dt.
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Pro kiivku ¢ zadénu explicitné y = f(z), x € (a,b), je

S:27r/f(as) 1+ (f/(x))* da.

a

12.3 Technické krivky

Déle uvadime priklady technickych kfivek, které se casto vyskytuji ve vypoctech
s vyuzitim integralu. Kuzelosecky v tomto prehledu neuvadime.

Retézovka

Retézovku vytvaii nepruzna nit (fetéz) zavésens ve dvou bodech. Je to graf funkee

y = a cosh £7 kde a > 0, plati ds = cosh L dx.
a a

Kotalnice

P1i kotéleni kiivky A (tzv. tvorici kiivky nebo hybné polodie) bez skluzu po pevné
kiivce p (tzv. zdkladni kiivce nebo pevné polodii) opise kazdy bod roviny krivku, kterou
nazyvame kotdlnice. Dilezité jsou pripady, kdy hybna polodie je kruznice a pevna polodie
primka nebo kruznice.

Cykloidy

Jestlize se kruznice h o poloméru a kotéli po piimce p, pak kazdy (vnéjsi, vnitini)
bod kruznice h (vzdéleny o r od stredu kruznice h) pevné spojeny s touto kruznici vytvari
tzv. prostou (prodlouZenou, zkracenou) cykloidu.

Parametrické rovnice prosté cykloidy je z = a(t —sint), y = a(1 — cost). Jednu vétev
dostaneme pro t € (0, 27, plati ds = 2asin £ dt.

Parametrické rovnice prodlouzené (zkrécené) cykloidy je z = at—rsint, y = a—r cost,
plati ds = v/a? + 12 — 2ar cost dt.

Epicykloidy a hypocykloidy

Jestlize se kruznice h o poloméru a kotali po vnéjsim resp. vnitinim obvodu kruznice
p o poloméru A, pak kazdy (vnéjsi, vnitini) bod kruznice h (vzddleny o r od stiedu
kruznice h) pevné spojeny s touto kruznici vytvari tzv. prostou (prodlouzenou, zkrdce-
nou) epicykloidu resp. hypocykloidu. Parametrické rovnice prosté epicykloidy (plati horni
znaménko) a hypocykloidy (plati dolni znaménko)

A+ A+
at, y=(A+ta)sint — asin 4.

r = (A4 a)cost Facos
a

Asteroida

Zvand téz asteroida patii mezi kotalnice; asteroidu opisuje kazdy bod kruznice o po-
loméru ¢, kterd se bez smyku kotali zevnit po kruznici o poloméru a. Je to tedy prosta
hypocykloida, kde A = . Parametrické rovnice jsou

T = acos’t, y = asin®t, t € (0;2m).
Plati ds = 3asintcostdt.

127



Kardioida

Patii mezi kotalnice; kardioidu opisuje kazdy bod kruznice o poloméru a, ktera se
bez smyku kotdli vné po kruznici o poloméru a. Je to tedy prosta epicykloida, kde A = a.
Rovnice v polarnich souradnicich

0 =a(l+cosyp), @ € (0;2m).

Plati ds = 2cos £ de.

Evolventa kruZnice

Lze ji zatadit mezi kotdlnice (kde h je pfimka a p je kruznice) i mezi spiraly. Jako
kazda evolventa ktivky vznikne tak, Ze poc¢inaje pocatecnim bodem nanasime na tecnu
délku oblouku mezi pocatecnim bodem a bodem dotyku tecny s kfivkou. (Evolventu
kruznice tedy vytvari konec napjaté niti odmotévané z kruhové civky.) Parametrické
rovnice jsou

x = a(tsint + cost), y = a(sint — tcost), plati ds = at dt.

Spiraly
Archimédova spirala

Je to spirdla s konstantni sitkou jednotlivych zaviti. Je vytvorena rovnomérnym
pohybem bodu po privodici, ktery se rovnomérné otaci kolem pélu. Rovnice v polarni

soustavé jsou r = ap. Plati ds = a\/1 + p?de.
Logaritmicka spirala

Rovnice v polarni soustavé je p = ae™?. Vyskytuje se napr. v kreshé ulit plzt. Plati

ds = av1+ m?e™? dp.

Lemniskata

Je to mnozina bodt které maji od dvou danych pevnych bod staly soucin vzdalenosti.
Implicitn{ rovnice (22 + 3?)? = 2a(2? — y?). Rovnice v polarnich soufadnicich ¢? =
= 2a? cos 2. Délku nelze vyjadiit uzitim elementarnich funkei.

Sroubovice

Je to piiklad prostorové kiivky. Sroubovice lezi na valcové plose 22 + y? = a2,

rozvinutim valcové plochy prejde kazdy zavit Sroubovice v tusecku. Jeji parametrické
rovnice jsou

T = acost, Yy = asint, z = ct, jeden zavit pro t € (0;27).

Plati ds = Va? + 2 dt.
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12.4 Uziti urcéitého integralu ve fyzice

Hmotnost rovinné desky

Mé¢jme spojitou kladnou funkci f a uvazujme rovinnou desku ve tvaru zakladniho
obrazce (kfivocarého lichobézniku) pro = € (a,b). Necht o zna¢i plosnou konstantni
hustotu materialu. Je-li deska homogenni, tj. o je konstantni, je hmotnost této desky
rovna

mza/f(x)dm.

a

Je-1li hustota desky funkci x, je

Tézisté rovinné desky

Nyni uvazujme jeden element desky, ktery ma sitku Az (= dz). Staticky moment
tohoto elementu vzhledem k ose z je dM, = (ydz)-o - 3y (hmotnost elementu nésobena
ramenem sily), podobné dM, = (ydz) - o - . Staticky moment celé (homogenni) desky
vzhledem k osam je

b b

1
M, = éa/yzdx, Myza/xydx.

a a

Téziste T[€, n] rovinné desky je bod, ktery ma vzhledem k souradnicovym osdm stejny
staticky moment jako cela deska, pokud za jeho hmotnost povazujeme hmotnost m celé
desky. Proto m& = M,,, mn = M, a z toho (po zkraceni o)

ngabxydx n:%f:yzdx.
Joyde S yde

Pokud mé deska tvar oblasti normdlni vzhledem k ose z, tj. je-lia S 2 < b, y1 Sy < yo,

Vviev

zdménou y, — y; za y (ve jmenovatelich obou zlomku a v ¢itateli prvniho zlomku) a
ys — y? za y? (v ¢itateli druhého zlomku).

Hmotnost krivky

Uvazujme rovinnou homogenni kiivku danou parametricky s konstantni délkovou
hustotou o. Pak

B
m=o [ Jw®)+ @)
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Y V¥ev

Vviev

= oyds, dMy = oxds, tedy

M, / b(t) W) M, / (1) d

Z rovnosti m& = M,,, mn = M, pak plyne, Ze rovinnd homogenni ktivka zadana parame-
tricky ma téziste T [5 n|, kde

e ¢ >> R LA J >> T (@(8)’d
J? ¢ () d J? ¢ ()

vvvvvvvv

hustote.
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Kapitola 13

Nevlastni integraly

13.1 Nevlastni integral vlivem meze

V definici Riemannova integralu bylo podstatné, ze funkce je omezena na uzavieném
intervalu. Pojem Riemannova urc¢itého integralu vsak lze rozsitit i na ptripady, Ze interval
integrace je nekonecny, napt. (a, +00) nebo ze funkce neni omezené na intervalu konecné
délky. Nejprve uvazime prvni moznost.

Definice 13.1.1 (nevlastni integral vlivem horni meze)
Necht funkce f definovana na intervalu (a, +00) a je riemannovsky integrovatelna na
kazdém intervalu (a, K'), kde K > a je redlné ¢islo. Potom

K
lim x)dz
K—+o0 af f( )

+o00
ozna¢ime [ f(z)dx a nazveme nevlastni integrdl vlivem horni meze funkce f na inter-

a
valu (a,400). Je-li uvedend limita vlastni, fikdme, Ze nevlastni integrdl konverquje (je
konvergentni), je-li tato limita nevlastni nebo neexistuje, rikdme, ze nevlastni integral
diverguje (je divergentni).

Definice nevlastniho integralu dava navod i pro jeho vypocet.

Priklad 1
Vypoctéte

NAvOD:
“+o0 K

d d 11" 1
& lim & _ lim |—— = lim 1— — ) =1.
],‘2 K—+oco ],‘2 K—+oco T4 K—+oo K
1 1
Zadany integral konverguje.

Priklad 2

Vypoctéte
+oo
dx
T
1
NAvop:
+o0 d K d
T lim o lim [lnx]{( = lim (InK-Inl)=+oc0.
x K—+oo x K—+oo K—+oo

1 1
Zadany integrél diverguje.

Geometrickd interpretace: Pro f = 0 vyjadfuje nevlastni integral obsah neomezeného
obrazce, ¢asti jehoz hranice lezi na pfimce x = a, na ose = a na grafu funkce f (nacrtnéte
obrazek).
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Rozsitfeni definice

Podobné definujeme nevlastni integrdl vlivem dolni meze

b b
/ f(z)dz = Lgrfloo/f(a:) dz
—00 L

a definujeme téz

L——o0 L——oco \ K=+
K—+oco

+oo K K
f(z)dz = lim [ f(x)dx = lim lim f(z)dx
J e g | /

v tomto pfipadé jde o tzv. dvojnou limitu. Vypocet této dvojné limity lze prevést na
vypocet dvou jednoduchych limit. Necht ¢ je libovolné redlné ¢islo, pak (pokud oba
integraly na pravé strané konverguji) plati

oo ¢ +00
/f(:c)d:cz /f(m)der/f(x)dx.

Pokud alespon jeden z integralti na pravé strané diverguje, diverguje i integral na levé
strané.

Priklad 3

Vypoctéte
+oo
/ dz
2+ 1
—00
NAvoD:
+00 0 +oo

dx dz dz . 0 . K T T
/m:/x2+1+/x2+1:Lgriloo[arctgm]L+K1_1>IEOC[arctgx]o :O—(—§)+§—0:7r.

—o0 —o00 0

Priklad 4

Vypoctéte
+oo

/ xdx
2 +1

—0o0

NAvOD: Protoze pro libovolné redlné &slo ¢ plati

dea:_ . 1 9 c .1 cA+1
/x2+1_Lgr£100[21n(x +1)}L_L£I§OOZIHL2+1_

— 00
neexistuje alespon jeden z integralti a dany integral diverguje. Z vysledk v sekci 13.3 na strané 134
vyplyne, ze pro neexistenci nevlastniho integralu danou ttvahu nemusime délat pro libovolné realné ¢islo
¢, ale staci to ukézat jen pro jedno z nich.

+oo
Nékdy se definuje tzv. hlavni hodnota neviastniho integralu [ f(x)dz s oznacenim
— 00

+oo K
v.p. [ f(z)dz a to jako Klim [ f(z)dz (tj. misto dvojné limity jde o limitu jednodu-
—+00 g

—0Q
chou, kde L = —K)). Jestlize existuje vlastni limita, pak fikdme, Ze dany nevlastni integral
konverguje ve smyslu hlavni hodnoty. Pismena v.p. jsou zkratkou pro valeur principal [¢ti
valér prénsipél].
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Priklad 5

Vypoctéte
+oo
v / zdx
) o2+l
—00
NAvoOD:

+oo K
rdzr xdz | . 2 2\y _
v.p./ $2+1_Klgnm/m_§[(lgnoo(ln(l+l()fln(1+(—K) ) =0

—00 —-K

V predchozi dloze jsme vidéli, ze zadany integral (dvojna limita) diverguje, ale nyni jsme zjistili, ze ve
smyslu hlavni hodnoty konverguje.

13.2 Nevlastni integral vlivem funkce

Druhé rozsiteni Riemannova integralu je pro pripad, ze funkce f je definovdna na
(a,b), ale neni na tomto intervalu omezend.

Definice 13.2.1 (nevlastni integral vlivem funkce)

Necht funkce f definovdna na intervalu (a,b) a je riemannovsky integrovatelnd na
kazdém intervalu (a,s), kde a < s < b, neni omezend na levém okoli bodu b (ktery
nazveme singuldrni bod). Potom limitu

lim fsf(x) dz

s—=b—

oznacime fab f(x)dx a nazveme nevlastni integrdl vlivem funkce na intervalu (a,b). Je-li
uvedend limita vlastni, fikdme, Ze nevlastni integral konverquje (je konvergentni), je-li
tato limita nevlastni nebo neexistuje, rikdme, ze nevlastni integral diverguje (je diver-
gentni).

Je treba dat pozor na to, Ze ze zapisu integralu nemusi byt hned patrné, zda jde
o urcity integral Riemanniiv nebo integral nevlastni. Podobné definujeme, kdyz funkce
neni omezend v pravém okoli bodu a, kdyz tedy je bod a singularni, definujeme nevlastni
integral vlivem funkce na intervalu (a,b), oznaceni integralu je stejné.

Priklad 1
Vypoctéte

1
/d:v

=
0

NAvoD: Funkce neni omezend v pravém okoli pocéatku, tj. bod 0 je singuldrni, a je integrovatelnd na
kazdém intervalu (s, 1), kde s € (0, 1).

B

= lim [2V7]. (2—25) =2.

= lim
5s—0+

Jak byste tento vysledek interpretovali geometricky?
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Je-li na daném intervalu integrace vice singularnich bodi, rozdélime tento interval na
podintervaly tak, aby na kazdém z nich byl singularni bod nejvyse jeden (jako krajni bod),
a vySetfujeme integraly z dané funkce na jednotlivych podintervalech. Jsou-li vSechny
tyto integraly konvergentni, pak je konvergentni i vychozi integral a je roven souctu
komponent.

13.3 Vlastnosti nevlastnich integralt

Oba druhy nevlastnich integralt maji velmi podobné vlastnosti. Formalné je proto
slou¢ime do stejného vyjadieni faA f(x)dz, kde A je (jediny) singularni bod — bud A =
= +o0o nebo A € R, A > a, pricemz funkce f neni omezend v levém okoli bodu A. Nyni
tyto vlastnosti mtzeme formulovat v nasledujicich vétach.

Véta 13.3.1 (linedrni vlastnosti)
A
Necht konverguji oba integraly [ f(z)dz, [ g(z)dxz a ¢ je redlné &slo. Potom

)) dz: konverguje a plati f(f(:c) +g(z))de = ff(x) dx + fg(m) dx

a

cf(z) dz konverguje a plati f cf(z)dr = cf f(x

@%;Q\

I nékteré dalsi vlastnosti Riemannova integralu se prenaseji na integraly nevlastni.
Napf. pro vSechna b € (a, A) plati pro konvergentni integral

A b A
/f(x)dx—/f(x)dx—l—/f(x)dx

a

Pritom si uvédomme Ze na pravé strané je prvni integral Riemanntv a druhy nevlastni.

13.4 Kriteria konvergence nevlastnich integrald

Véta 13.4.1 (srovnavaci kriterium)
Necht 0 = f(z) =< g(z) na {(a, A), kde a < A < 400, funkce f, g jsou integrovatelné
na kazdém intervalu (a, s), kde s € (a, A), A je (jediny) singuldrni bod. Pak
A A
a) z konvergence [ g(z)dz plyne konvergence [ f(z)dx

a

A A
b) z divergence [ f(x)dz plyne divergence [ g(z)dx

¢ ¢
DUKAZ: Pro t € (a, A) oznacime F(t) = [ f( = fg )dz. Obé funkce jsou
Ft

z) dx
neklesajici, podle véty 11.3.2 plati 0 < F(t) = G( ) Tvrzeni véty pak plynou z vét

o limitach funkei.

Nasledujici véta plyne z definice konvergence.
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Véta 13.4.2

Necht f je integrovatelnd na kazdém intervalu (a, K), kde a < K < A. Pak pro
A A

vSechna b € (a, A) oba integrdly [ f(z)dz a [ f(z)dz bud soucasné konverguji, nebo
a b

soucasné diverguji.

Pti pouziti srovnavaciho kriteria proto neni tfeba uvazovat cely interval (a, A), ale
nerovnost mezi funkcemi sta¢i dokazat jen na jeho ¢asti (b, A).

Véta 13.4.3 (o absolutni hodnoté integrélu)

A A
Jestlize konverguje [ |f(z)|dz, pak konverguje i [ f(z)dx a plati

A A

/f(l")dx é/lf(:c)|dx.

a a

Priklad 1

Srovnejte tento vysledek s vétou 11.3.2 a feknéte, v ¢em se tvrzeni obou vét lisi.

Priklad 2
Rozhodnéte o konvergenci integralu

“+00

sinz dz
2

1

+o00
NAvoDp: Protoze [ % je konvergentni a pro vSechna x € (1, 4+00) plati
1

sinx

[IA

1
x? x2’

je podle srovnévaciho kriteria || 1+
je konvergentni i integral ze zadani.

o0 ‘ sin x
22

’ dx konvergentni a tedy podle véty o absolutni hodnoté integralu

Nachéazime hlubokou analogii mezi nevlastnimi integraly a c¢iselnymi fadami, zaloze-
nou nejen na formalni podobnosti, ale i na vécnych souvislostech, o niz bude vice v kapitole
15. Napft. stejné jako u ¢iselnych fad zavadime i u nevlastnich integrali pojem absolutni
a neabsolutni konvergence.

Definice 13.4.1A
Rikame, ze [ f(z)dz je absolutné konvergentni (konverguje absolutné), pravé kdy?

A A
s nim soucasné konverguje i [ |f(z)|dz. V piipadé, kdyz [ f(x)dz konverguje a zaroven

a

A
faA | f(z)| dz diverguje, nazyvame [ f(z)dz neabsolutné konvergentni.
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Nevlastni integraly mohou zaviset jesté na parametru. Dostdavame tak nevlastni inte-
graly zavislé na parametru, napr.

I(y) = /f(x,y)dx'

Pomoci nevlastnich integrali zavislych na parametru jsou pro kladné hodnoty argumenti
definovany znamé funkce Beta a Gama:

+oo

1
B(u,v) = /m“_l(l — )"t da, [(s) = / 25 e du.
0

0
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Kapitola 14

Elementarni metody reseni obycejnych diferencialnich
rovnic

14.1 Zakladni pojmy

V této kapitole budeme zpravidla (v souladu s vétsinou pouzivané literatury) oznaco-
vat nezavisle proménnou pismenem t.

Priklad 1
Najdéte funkei y = y(t), pro niz plati y' = 2t + cost.

NAvob: Podle definice primitivni funkce je hledanou funkei y(t) kazdd funkce primitivni k zadané funkci
2t + cost, tedy y = t? +sint + C, kde C' € R je (libovolnd) integraéni konstanta.

Priklad 2
Najdéte funkei y = y(¢), pro niz plati ¢y’ = —y.

NAvVOD: Z vlastnosti derivaci funkci cost a sint vidime, Ze uvedend rovnice je splnéna napi. pro funkci
y1 = cost, také pro funkci yo = sint, ale rovnéz pro y = Cy cost + Cysint.

Priklad 3
Najdéte funkei y = y(¢), pro niz plati ¢y = 1, pticemz y(2) = 5.
NAvoD: Nejprve si viimnéme jen rovnice ¥’ = 1; vyhovuje ji kazd4 funkce y = t + C, kde C je libovolna

konstanta. Pouzijeme-li nyni uvedenou podminku, dostaneme 5 = 2 + C, a z toho C' = 3. Takze funkce
y =t + 3 vyhovuje jak uvedené rovnici, tak zadané podmince.

Definice 14.1.1

Diferencidlni rovnice je nazev pro rovnice, kde neznamou je funkce a v niz se vysky-
tuje alesponl jedna derivace neznamé funkce. Ridem diferencialni rovnice rozumime fad
nejvyssi derivace neznamé funkce v rovnici.

V nasich prikladech jde o obycejné diferencialni rovnice po fadé 1., 2. a kone¢né opét
1. fd4du. V matematice i v aplikacich se pracuje s obycejnymi diferencidalnimi rovnicems,
to jsou ty, kde nezndama funkce je funkci jedné nezavisle proménné a derivace neznamé
funkce je obyc¢ejnou derivaci, a také s parcidalnimi diferencidalnimi rovnicemi, kde neznama
funkce je funkci vice proménnych a jeji derivace jsou tedy derivacemi parcidlnimi.

Definice 14.1.2

Resenim (integrdlem) obycejné diferencidlni rovnice nazyvame kazdou funkei defino-
vanou na nékterém intervalu, ktera po dosazeni v kazdém bodé tohoto intervalu vyhovuje
dané diferencialni rovnici.

Tak rovnice z prikladu 2 ma teSeni y; = cost, yo = sint, ale téz y3 = bcost — sint,
ys = C'sint (kde C je libovolné konstanta) a dalsi.
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Definice 14.1.3
Obecnym resenim diferencidlni rovnice n-tého radu nazyvame to feseni, v némz se
vyskytuje n libovolnych konstant, které nelze nahradit mensim poc¢tem konstant.

Tak treba funkce y = CCs sin t neni obecnym resenim diferencialni rovnice z prikladu
2, nebot lze polozit C' = C1C5 a v Teseni y = C'sint je uz jen jedna libovolna konstanta.
Uvedend rovnice méa obecné feseni y = C cost + Cy sint, ale také tfeba y = Asin(t — ¢),
kde A, ¢ jsou libovolné konstanty.

Definice 14.1.4

Partikuldrnim resenim diferencialni rovnice nazyvame teseni, které 1ze dostat z obec-
ného fedeni tim, Ze za nékteré konstanty C volime pifpustné ¢selné hodnoty. Resent,
kterd z obecného Teseni nelze ziskat specifikaci nékterych konstant, nazyvame singularni.

V této kapitole se budeme déle zabyvat jiz jen obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi
1. fadu, které lze vyjadrit ve tvaru

y/ = f(tay)'

Reseni rovnice miize mit tvar explicitni, napt. y = ¢+ C, nebo implicitni, napt. y —t = C,
nebo parametricky, napt. t = @3, y = ¢3 + C.

Definice 14.1.5

Meéjme diferencidlni rovnici ' = f(¢,y) a dale necht ty, yo jsou libovolné dand realna
¢isla. Cauchyho pocdtecni iloha znamend najit partikularni feseni y(t) dané diferencialni
rovnice, které je definovano na néjakém intervalu I (kde ¢y € I) a spliuje podminku
y(to) = yo. Tato podminka se nazyva Cauchyho pocatecni podminka.

Priklad Cauchyho tlohy je v tloze 3.

Geometricky vyznam reseni diferenciilni rovnice

Na obecné teseni diferencialni rovnice se mizeme divat jako na mnozinu funkci s pa-
rametrem C, tj. jako na mnozinu vSech partikularnich reseni. Grafem kazdého partikular-
niho feseni je néjaka krivka; nazyvame ji integrdlni krivka. Geometrickym vyznamem
obecného teSeni je tedy jednoparametrickd soustava car — integralnich krivek. Napf.
obecné Teseni rovnice z tlohy 3 znamena (v pravouhlém souradnicovém systému s osami
t, y) soustavu navzajem rovnobéznych piimek y = ¢t + C. Partikularni feseni dané Cau-
chyho pocatecni podminkou y(2) = 5 pak znamend tu primku soustavy, kterd prochézi
bodem [2;5].

14.2 Zakladni problémy

Pri studiu diferencidlnich rovnic vyvstavaji tyto problémy:

1. Zda u dané diferencialni rovnice je viibec zarucena existence resent, které by spliovalo
zadanou Cauchyho pocatecni podminku, resp. za jakych predpokladi na funkci f
takové Teseni existuje na néjakém okoli I bodu tp.

2. Za predpokladu, ze na intervalu I existuje partikularni feseni splnujici Cauchyho
pocatecni podminku, zda je zarucena jednoznacnost jeho urceni danou podminkou,
resp. za jakych predpokladi a na jakém okoli bodu tg je tato jednoznacnost zarucena.
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3. Jaky je pro danou Cauchyho pocatecni tlohu nejsirsi interval, na némz takové par-
tikularni feseni existuje, resp. je urceno zadanou podminkou jednoznacné. Problémy
existence a jednoznacnosti feseni jsou tedy jednak lokdlni, jednak globdlni.

4. Urcit (globélni) vlastnosti FeSeni, tj. jeho pribéh nebo ¢asti priubéhu, jako jsou omeze-
nost, nulové body, periodicnost a asymptotické vlastnosti (chovani feseni pro t — +o0,
napr. tzv. stabilita feseni).

Tento 4. problém lze fesit v podstaté dvéma zptusoby:

a) Urcit (vypocitat) funkci, kterd je fesenim diferencidlni rovnice, a jeji vlastnosti ziskat
vySetfovanim pribéhu této funkce.

b) Ur¢it potiebné vlastnosti feseni diferencidlni rovnice, aniz je tato rovnice Tesena,
tj. uzitim vlastnosti koeficientii nachazejicich se v rovnici (tomuto se vénuje tzv.
kvalitativni teorie diferencialnich rovnic).

V dalsich paragrafech této kapitoly se budeme zabyvat problémem 4 a), tj. uvedeme
urcité metody teSeni vybrangch typu diferencidlnich rovnic, pricemz budeme vzdy pred-
pokladat, ze feseni dané diferencialni rovnice existuje. K tomu jesté prakticka poznamka:
Vime, ze primitivni funkce k funkci spojité sice existuje, ale primitivni funkce k funkci
elementarni obecné uz neni funkce elementarni. Dovedeme tedy v elementarnich funkcich
integrovat jen vybrané typy funkci. Tato vlastnost se prenasi i na diferencidlni rovnice,
tedy i kdyz je funkce f(t,y) vyjadiena elementarnimi funkcemi, dovedeme Feseni rovnice
y' = f(t,y) vyjadrit pomoci elementarnich funkei jen u nékterych typt rovnic (algoritmy
feSeni pro ¢ast z nich uvadime v dalsich paragrafech).

Chceme-li tedy tuspésné tesit takové diferencialni rovnice, je tieba:

e poznat, jakého typu je zadana rovnice,
e znat algoritmus reseni tohoto typu rovnic,
e spravné zvladnout potiebné vypocetni operace.

14.3 Separace proménnych

Tuto metodu lze uzit u rovnic, které lze prevést na tvar

p(y)dy = (t)dt (1)

(tzv. separovatelné diferencidlni rovnice, separace proménnych znamend, Ze na jedné

strané rovnice je vyraz pouze v proménné y, na druhé strané je vyraz pouze v proménné t).

Je-li y = wu(t) néjaké feSeni rovnice (1) na intervalu J, pak pro t € J je dy = '(t) dt,

takze plati p(u(t))u/(t) dt = (t) dt a je to identickd rovnost dvou diferencidli na J, tj.

d®(u(t)) = d¥(t), kde funkce ®, ¥ jsou primitivni k funkeim ¢, ¢ (u nichz se ziejmé

predpoklada napr. spojitost). Proto plati ®(u(t)) = ¥(t) + C. To znamend, ze funkce
= u(t) — jako Teseni diferencidlni rovnice (1) — vyhovuje soucasné rovnici

D(y) = U(t) + C. (2)

Toto tvrzeni plati i naopak, tedy kazda funkce y = wu(t), kterd vyhovuje rovnici (2),
spliuje téz rovnici (1), jak plyne z derivace identity ®(u(t)) = V(¢) + C.

Zaver: Funkce y = u(t) je feSenim rovnice (1) pravé tehdy, kdyz vyhovuje rovnici (2);
touto rovnici lze tedy vyjadrit obecné feseni dané diferencialni rovnice (1).
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Priklad 1
Najdéte obecné tfeSeni rovnice

(1+t)y =t(1-y). (3)

NAvoDp: Tato rovnice je separovatelnd, tj. lze v ni separovat proménné. Vyjadiime-li 3’ jako %, 1ze
rovnici upravit na tvar, kde proménné jsou jiz separované

dy  tdt

- 4
y—1 1+t )

pri¢emz pouzitd metoda vyzaduje predpoklady y # 1, t # —1. Odtud

dy [ —tdt
y—1 ) 14+t
Po integraci mame
Injly—1=In\1+¢—-¢t+C, (5)

kde C je libovolna konstanta. V této chvili je jiz dand diferencidlni rovnice v podstaté vyresena, ziskali
jsme jeji feseni jako funkci danou implicitné, vsechno dalsi jsou tpravy a kompletace feSeni.
Odstranénim logaritmt dostaneme

ly — 1| = eCe 1 + 1.
Daéle odstranénim absolutnich hodnot
y—1==2e"1+1)

Ozna¢me O] = +e%, protoze C je libovoln4 redlna konstanta, je C; libovolna nenulové redlné konstanta.
Odtud jiz dostaneme

y=Cre "(1+1t)+1,

coz je TeSenf rovnice (4) v separovaném tvaru.
Nyni se vratime k podmince y # 1, jejiz pomoci jsme prevedli rovnici (3) na rovnici (4). Ovéfime,
zda y = 1 s derivaci ¢y’ = 0 je FeSenim puvodni rovnice (3). Pro vSechna ¢ dostaneme platnou rovnost

(1+1)0=0=¢t1-1),

takze funkce y = 1 skuteéné je feSenim rovnice (3) (i kdyz neni Fesenim rovnice (4)). Toto Teseni
vSak nemusime uvadét zvlast, protoze je dostaneme, kdyz ve vyse uvedeném obecném feseni pripustime
nulovou hodnotu C. Koneény tvar obecného reseni je tedy

y=Cre "(1+1t)+1, C, € R.

Podivejme se jesté na podminku ¢ # —1. Pro t = —1 mame y = 1, tedy vSechny integralni kiivky
prochézeji bodem [1,—1]. Uvédomime si, ze Cauchyho tloha y(—1) = 1 neni TeSitelnd jednoznacné a
napi Cauchyho tloha s podminkou y(—1) = 2 nem4 Feseni.

V rovnici (5) jsme na obou stranéch ziskali logaritmy a po jejich odstranén{ se konstanta C objevila
jako argument exponencidlni funkce a zjednodusili jsme jeji zapis pomoci C;. V zépise feSeni (5) proto
byva v ptipadé takovych rovnic jednodussi piimo uvést konstantu C' v logaritmickém tvaru C = In |C4],
kde C; € R\ {0}.

Priklad 2
Zmazornéte soustavu partikuldrnich reseni diferencialni rovnice z predeslého prikladu.
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14.4 Uziti substituci

U nékterych typt diferencidlnich rovnic lze pomoci vhodnych substituci (transformace
neznamé funkce, pripadné i transformace nezavisle proménné) preménit tyto rovnice na
separovatelné.

Rovnice typu y' = f(at + By +7v), B8 #0

Uzijeme substituci z = at+ Sy +~, odkud 2/ = a+ ¢/, tj. y/ = %(z’—a). Po dosazeni
do dané diferencialni rovnice a po upravé dostaneme rovnici

Z=a+pBf(2),

v niz lze separovat proménné. ProtoZze pfitom tuto rovnici délime vyrazem a + 5f(2),
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec ovérit, zda z rovnosti nule nedostaneme
dalsi reseni dané rovnice. Nakonec se ovSem vracime k ptuvodni proménné.

Priklad 1
Reste rovnici 3/ =t + v.

NAvoD: Zvolime novou nezndmou funkci vztahem z = t+y, odkud 2’ = 1+y/, tj. ¥ = 2’ — 1. Po dosazen{
do dané diferencidln{ rovnice médme 2’ — 1 = z, neboli

2 =z+1.
Délenim této rovnice vyrazem (z + 1), kde z # —1, a ndsobenim d¢ provedeme separaci proménnych,

z niz plyne

z—i—l:C’let, CleR\{O}
Prejdeme-li zpét k proménné y, dostaneme
y=Crel —1—t.

Rovnost z = —1 dévd y = —1 — ¢, a to je funkce, kterd (jak zjistime dosazenim do dané diferencidln{
rovnice) je rovnéz feSenim. Obecné feSeni je tedy

yzcletflft, Ci e R

Rovnice typu y' = F (%), tzv. homogenni rovnice

Této rovnici se rikd homogenni podle toho, ze funkce F' na pravé strané je tzv.
homogenni funkce. Uzijeme substituci z = ¥, odkud y = zt, tedy y' = 2 + tz'. Po
dosazeni do dané diferencidlni rovnice a po tpravé dostaneme rovnici

v niz lze separovat proménné. Déle tuto rovnici délime vyrazem F'(z) — z, musime proto
vylouc¢it jeho nulovou hodnotu a nakonec opét ovérit, zda z rovnosti nule nedostaneme
dalsi feseni dané rovnice. Nakonec se pak vracime k ptvodni proménné.
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Priklad 2
Reste rovnici 2tyy’ = y? — t2.

NAvoD: Rovnici nejprve upravime na tvar (yt # 0)

y/ _ yQ _ t2
2ty

a po déleni ¢itatele i jmenovatele vyrazem t2 dostaneme uvedeny tvar rovnice, tedy

Nyni zvolime novou nezndmou funkci vztahem z = %, odkud y = zt, tedy 3’ = 2z + t2’. Po dosazeni do
dané diferencialni rovnice dostaneme

4 22 -1
z+tz =
2z
a po separaci proménnych pak mame
2zdz  dt
24+1 ot

Po integrovani a upravach dostaneme integral dané diferencialni rovnice ve tvaru

(t—C)?+y* =02 CeR\{0}.
Vidime, Ze obecnym feSenim je jednoparametricka soustava kruznic se stfedem v [C; 0] a polomérem |C|.
ait+ By +m
azt + B2y + 72

V piipadé 42 + 75 = 0 se jedna o homogenn{ rovnici. Pokud je determinant

ar B

Qg 52

Rovnice typu ¢y’ = f < ), B2+ B2#0

A= =0,

jedné se o rovnici typu ¢y’ = f(at + By + 7). Nyni predpokladejme, Ze A # 0 a téz
2 + 42 # 0. Déle uZijeme substituci, v nfZ transformujeme jak nezndmou funkci y, tak
nezavisle proménnou ¢

t=17+ A, y==z+ B.

Koeficienty A, B volime tak, abychom pro nezndmou funkci z(7) dostali rovnici homo-
genni, tj. aby se vynulovaly absolutni ¢leny v ¢itateli i ve jmenovateli uvedeného zlomku.
Z transformacnich rovnic plyne dy = dz, dt = d7 (tedy dz/dr = dy/dt) a dand rovnice

dz dy L fat+biy+mn\ _ (oaT+ izt d+ BB+
dr dt ot + By + 72 aoT + Poz + agA+ B2 B + ¥

prejde na tvar rovnice homogenni, pokud polozime

a1tA+ B+ =0,
ag A+ PoB + v = 0.

Determinant A této soustavy je nenulovy, existuje proto jeji feseni A, B.

142



Priklad 3

Reste rovnici - 56— 2 — 1

2—y+1-
NAvoDb: Resenim soustavy
54 —-2B—1=0,
2A— B+1=0,
dostaneme A = 3, B = 7. Substituce y = z 4+ 7, t = 7 + 3 transformuje rovnici na tvar
, 51 —2z 5-—-22
27—z 2-—

z Z
T

z
tj. na rovnici homogenni. PoloZime nyni — = u(7), tj. z = ur. Z toho 2’ = u + u'7, takze
T

5—2 2 du+5
u+u'r = u, odtud u’T:w.
2—u 2—u
Separaci proménnych dostdvame
2u —4 d 5 dr
—du=-2—.
u? —4u+5 T

Po integraci mame
In(u? —4u +5) = —2In|r| +1InC, kde C € (0;400),
tedy
9 C
u —4du+5=—.
T
z y—1 y L, ,
—,z=y—17,7=1t— 3 dostaneme u = e takZe obecné feseni dané
T _
diferencidlni rovnice je funkce y = y(t) implicitné dand rovnici
2
y—7 y—7 C
—4 5=
<t—3> =3 ° T i3
kterou jesté muZzeme upravit na tvar
(y—7)?% =4y —7)(t—-3)+5(t—3)2>=C, C € (0; +00)

Zpétnym dosazenim u =

Snizeni fadu diferenciilni rovnice

(n—2)

Pokud v diferencidlni rovnici n-tého fadu chybi vy,v/,....y , lze ji substituci

z =y~ pfevést na diferencidlni rovnici 1. Fadu.
Priklad 4
Reste rovnici ty” + (t — 1)y’ = 0.

NAvoD: V zadané rovnici 2. ¥ddu chybi y, takZe poloZime 3’ = 2. Pak ¢y’ = 2’ a dani rovnice pfejde
na diferencidlni rovnici 1. faddu ¢z’ + (¢ — 1)z = 0 (snizili jsme Fad rovnice), kterou Fesime separaci
proménnych. Pro z # 0, t # 0 mame po separaci

d 1-—
e _ 1=ty
z t
a po integraci
In|z| =1n|t| =t +1n|Cy], kde Cy, € R\ {0}.

Po tpravach dostdvame obecné feseni upravené rovnice
2= Chte t, kde Ci €R,

a z toho po ndvratu k piivodn{ proménné y dostaneme y' = Cite™*, tedy y = [ Cite™" dt, odkud pouzitim
metody per partes dostaneme

Y= C1(t + 1)e7t + Cy, kde C,Cy e R

Vidime, ze zde obecné teseni diferencialni rovnice 2. radu skuteéné zavisi na dvou
integrac¢nich konstantach.
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14.5 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Linedrni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru

Y+ p(t)y = q(t). (nlr)

Funkce ¢q(t) se nékdy nazyva pravd strana. Pokud prava strana neni identicky rovna nule,
mame linearni rovnici nehomogenni, v opa¢ném pripadé mame rovnici

Yy +pt)y =0 (hir)

homogenni. Pokud v (nlr) i (hir) je p(t) jedna a taz funkce, nazyva se (hir) prislusnd
homogenni rovnice (tj. prislusna k dané rovnici nehomogenni).

Linearni diferencialni rovnice jsou velmi dilezité. Jednak na né vede rada vyznamnych
praktickych problému (chemické reakce, mnozeni bakterii, radioaktivni rozpad, ochlazo-
vani téles ad.) a jednak lze nékteré jiné typy rovnic fesit tak, ze je transformujeme na
rovnice linearni.

Existuje nékolik metod, jak tyto rovnice Tesit; lze je napt. Tesit i vzorcem. Prakticky
se dava prednost pouziti nékteré z aktivnich metod, slouzicich jinak i k odvozeni onoho
vzorce. Nejznaméjsi je metoda variace konstanty. Tato metoda spociva ve trech krocich.

1. Nejprve fesime (separaci proménnych) ptislusnou rovnici homogenni (ktera je vzdy
separovatelnd) a obecné Teseni zapiSeme ve tvaru soucinu integracni konstanty K a
funkce proménné ¢.

2. Reseni nehomogenni rovnice hleddme v tomtéz tvaru, kde vak K = K(t) je (nezna-
ma) funkce (odsud i nédzev metody: z konstanty ,se stane“ funkce). Dosadime tedy
funkci vypoctenou v bodé 1 do dané nehomogenni rovnice a dostaneme rovnici pro
neznamou funkei K’.

3. Integraci vypocteme K(t) (s integracni konstantou C') a dosadime je do funkce
vypoctené v kroku 1.

Postup pri feSeni linearni diferencialni rovnice metodou variace konstanty ukazeme
na prikladé.

Priklad 1

Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y' =t 4 y. (viz priklad 1 v sekci 14.4)

NAvOD: Danou rovnici lze zapsat ve tvaru iy’ — y = t, pravd strana je t, pfislusnd rovnice homogenni je
y —y=0.

1.y = %, tedy separaci proménnych pti feseni homogenni rovnice mame % = dt, z ¢ehoz dostavame
obecné Fegeni p¥islusné rovnice homogenn{ ve tvaru y = K - ef.

2. Toto TesSen{ dosadime do dané nehomogenn{ rovnice s tim, ze K = K(t) je (nezndmé) funkce. Proto
po dosazeni mame

K.-o+K - —K-et=t
dva ¢leny s K se rusi (a to vidy!) a madme K’ =t-e™t.

3. Integrujeme: K = [te~'dt odkud metodou per partes dostaneme K = C —¢-e~ " — e~*. Toto
vypoétené K dosadime do rovnice y = K - e? a dostavame y = (C —t-e™t — e~ ) - el. Obecné Fedeni
dané nehomogenni rovnice je tedy

y=Cel —t—1.

Pozndamka: Pro C' = 0 odsud dostavame partikularni feseni y = —t — 1.

Vidime, Ze obecné feseni nehomogenni rovnice je rovno souctu obecného reseni prislus-
né rovnice homogenni a partikularniho feseni dané rovnice nehomogenni. Tento poznatek
plati pro linearni rovnice obecné.

144



Bernoulliova rovnice

Bernoulliova rovnice je rovnice tvaru

Y +pt)y = q(t)y™,

kde m € R\ {0,1}.

Transformaci neznamé funkce y 1ze tuto rovnici prevést na diferencialni rovnici line-

arni.

3.
4.

Postup pri feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice:

. Rovnici délime ¢initelem y™ (pro m > 0 je funkce y = 0 vzdy FeSenim Bernoulliovy

rovnice, priddme je k vysledku nakonec)

Y- = ).

UZijeme substituci z = ym%l, tj. 2/ = (1—m) yy—,; Pak do rovnice dosadime a dostaneme
tak linearni rovnici
2+ (1 —=m)p(t)z = (1 —m)q(t).

Resime tuto linedrni rovnici s nezndmou funkei z.

V ziskaném reseni se vratime k ptuvodni proménné dosazenim z = y%l

Priklad 2

Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice ¥ +y = t,/y (pro y > 0).

NAvob:
1. Délime /y a dostaneme

Substituci z = ,/y piejde tato rovnice v rovnici linedrn{
22/ +z=t (2>0).
Obecné feseni prislusné rovnice homogenni je
2= Ke 2t
a metodou variace konstanty dostaneme
K =C +tezt — Qe%t,

takze )
z=Ce 2t +¢—2.

Polozime z = ,/y a po umocnéni mame vysledné obecné feseni ve tvaru
_1
y=(Ce 2! +t—2)%

a singularni reseni feseni y = 0.
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14.6 Ortogonalni a izogonalni trajektorie

Diferencialni rovnice dané soustavy car

Pri feseni diferencialnich rovnic 1. fadu dostavame jako vysledek obecné feseni, coz je
vlastné jednoparametrickd soustava ¢ar (integralnich kiivek) s parametrem p (viz 14.1).
Ptame se nyni naopak, jak k dané jednoparametrické soustavé car nalézt diferencialni
rovnici, pro niz je dand soustava car soustavou grafi partikularnich tfeseni. Takovou
diferencidlni rovnici pak nazveme diferencialni rovnice dané soustavy car. Zacnéme pri-

kladem.

Priklad 1
Najdéte diferencialni rovnici soustavy kruznic, které se v poc¢atku O pravouhlé sou-
fadnicové soustavy Oty dotykaji osy t.

NAvoD: Kazd4d kruznice, ktera se v bodé O dotyka osy ¢, mé sviij stfed na ose y, S = [0, p], a jeji polomér
r je r = |p|, p # 0. Piislusna rovnice je

t?+(y—p)?=C2

neboli
t2 +y? — 2py = 0.

Je-1i y(t) partikuldrnim Fesenim hledané diferencidlni rovnice, pak toto feSeni vyhovuje pfedchozi rovnici
kruznice identicky pro urc¢itou hodnotu parametru p. Derivujeme-li tedy obé strany posledni rovnice
podle t dostaneme rovnici

2t + 2yy’ — 2py’ =0,

jejimz TeSeni je opét funkce y. Vyloufenim parametru p z poslednich dvou rovnic (napf. 1. rovnici
ndsobime ¢, druhou rovnici —y a seteme) dostaneme po tpravé

/ 2ty

7t2_y2’

coz je hledané diferencialni rovnice zadané soustavy kruznic.

Stejné postupujeme i v jinych ptipadech. Necht je danad soustava car vyjadiena
implicitni rovnici F'(¢,y,p) = 0, kde p je parametr. Pro ruzna p tak dostavame rizné
cary dané soustavy, tedy na dané ¢are je p konstantni a y = y(t). Derivace podle ¢ tak
dava

F,+ Fy =0.

Soucasné vSak pro kazdou ¢aru soustavy plati F'(¢,y,p) = 0 a odsud plyne nésledujici
postup pro urceni diferencidlni rovnice dané soustavy car.

1. Implicitni rovnici F(t,y,p) = 0 dané soustavy car derivujeme podle ¢ s tim, ze
y=y(t): F/+ Fy' =0.

2. Z rovnic Fy + Fyy' = 0 a F(t,y,p) = 0 vylouéime parametr p a dostaneme tak
hledanou diferencialni rovnici (1. fadu).
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Ortogonalni trajektorie

Definice 14.6.1
Ortogondlni trajektorie soustavy ¢ar F'(t,y,p) = 0 je kiivka, kterd kazdou ¢aru dané
soustavy protina pod pravym thlem.

Také ortogondlni trajektorie vytvareji (jednoparametrickou) soustavu car.
Postup pri urcovani ortogondlnich trajektorii
1. Sestavime diferencidlni rovnici dané soustavy car.
2. Vytvorime diferencidlni rovnici ortogonalnich trajektorii.
3. Resime tuto diferencidlni rovnici ortogonélnich trajektorii.
ad 2. Je-li v = f(t,y) diferencidlni rovnice dané soustavy ¢ar, znamend f(t,y)
smérnici teény k té kiivce soustavy, kterd prochazi bodem [¢, y|. Protoze thel dvou kiivek
je definovan jako thel jejich tecen v priseciku a jelikoz smérnice ki, ko dvou navzajem
kolmych piimek jsou ve vztahu k; = —1/ks, plati pro kazdou ortogonalni trajektorii
, 1

YT T )

a prave toto je tedy diferencialni rovnice ortogonalnich trajektorii.

Priklad 2
Najdéte ortogondlni trajektorie soustavy kruznic, které se v pocatku O pravotihlé
souradnicové soustavy dotykaji osy t.

NAvoD: Nejprve uréime diferencidlni rovnici dané soustavy éar; podle piikladu 1 je to

/ 2ty

t2_y2'

Diferencidlni rovnice ortogonalnich trajektorii je tedy

/:yQ_t2
2ty

Resime-li tuto diferencialn{ rovnici, dostavame obecné feseni ve tvaru
(t—C)? +y*=C2
Tedy ortogondlnimi trajektoriemi k zadané soustavé kruznic je opét soustava kruznic a to takovych,
které se v pocatku soufadnicové soustavy dotykaji osy y: stied maji v bodé [C'; 0] a jejich polomér je |C,

kde C # 0 je libovolné konstanta (hodnota parametru).

Priklad 3
Vysledek predchoziho prikladu si graficky znazornéte.
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Izogonalni trajektorie

Definice 14.6.2
[zogondlni trajektorie soustavy ¢ar F'(t,y,p) = 0 je kiivka, kterd kazdou ¢aru dané
soustavy protina pod zadanym thlem .

Je-li smérovy thel te¢ny v daném bodé kiivky soustavy roven a, je smérovy thel
tecny izogonalni trajektorie v jejich prisec¢iku roven o + ¢ nebo o — . K dané soustave
car lze tedy uvazovat dva systémy izogonalnich trajektorii.

Postup pri urcovani izogondlnich trajektorii je stejny jako pro ortogonalni trajektorie,
lisi se jen v provedeni bodu 2. Diferencidlni rovnice izogonalnich trajektorii jsou tvaru

,_ Jhy) +tgy
LF f(ty)tep

Protoze smérovy thel izogonalnich trajektorii je § = av £ ¢, je smérnice tecny (a tedy
y') rovna tg 8 a vySe uvedeny vzorec plyne ze vzorce pro tg(a + ¢).

14.7 Uziti diferencialnich rovnic

Ochlazovani téles

Ma-li néjaké téleso teplotu y, ktera je vétsi nez teplota n jeho okoli, ochlazuje se, a to
tim rychleji, ¢im je rozdil y —n téchto teplot vétsi. Podle fyzikélniho vyznamu derivace je
rychlost ochlazovani télesa rovna dy/dt, kde ¢ je ¢as. Koeficient a > 0 Gimérnosti zavisi
na materidlu télesa a na prostredi. Predpokladame-li, ze ochlazovanim télesa se nezvysuje
teplota jeho okoli, dostavame vztah

dy
— = —q — ,
% (y—n)
kde znaménko ,,—“ na pravé strané je tu proto, ze je
dy
— <0,
dt

nebot jde o ochlazovani. Separaci proménnych dostaneme

dy
y—mn

= —adt,

odkud, po integraci a ipravé mame obecné reseni
—at
y=n+Ce™,

kde pro y > n je C' > 0 libovolna konstanta. Partikularni feSeni, které splnuje pocatecni
podminku y(to) = vo, je

—at

y=n+ (yo —n)e

Lehce zjistime, ze stejny vztah plati i pro ohfev télesa, tj. pro pripad, ze yg < 7.
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Zakon radioaktivni premény

Atomy radioaktivni latky se rozpadaji tak, ze rychlost rozpadu v okamziku ¢ je primo
umérnd poctu atomu N (t) pritomnych v okamziku ¢. Pocet atomu je pfirozené ¢islo, tedy
v realité neni funkce N(t) spojita. Ukazuje se vSak, ze kdyz povazujeme funkci N(t) za
spojitou (dokonce diferencovatelnou), odpovida model procesu realité velmi presné, pro
velké hodnoty N se N(t) chova témér jako spojitd funkce. Plati tedy

dN
o —AN(t),

kde koeficient imérnosti A > 0 (preménova konstanta) je zdkladnim charakteristickym

[13

¢islem pro kazdou radioaktivni latku. Znaménko ,,—* opét souvisi s tim, Ze rychlost je
zaporna (atomu ubyvd). Je-li pocet atomt na pocatku procesu (v ¢ase 0) roven N, tj.
za pocatecni podminky N(0) = Ny dostavame feseni dané diferencidlni rovnice radioak-
tivniho rozpadu ve tvaru

N(= N(t)) = Noe M.

Poloc¢as rozpadu T, tj. dobu, v niz se pivodni mnozstvi atomt Ny snizi na polovinu,
dostaneme ze vztahu

MnozZeni organismu

V neohranic¢eném zivném prostfedi (Malthusiv model)

Jestlize kolonie organismu (napft. kultura bakterii) Zije v neohrani¢eném zZivném pro-
stfedi (za dostatku potravy i prostoru), pak se rozmnozuje rychlosti, kterd je v kazdém
okamziku ¢ pfimo tmeérna poctu = téchto organismu. To dava diferencialni rovnici

dx

dt
kde koeficient a > 0 je zavisly na druhu organismii a prostiedi, v némz ziji. Je-li na
pocatku v procesu xg organismi, vede dand diferencialni rovnice k feseni

ax,

r = x(t) = roe™
(exponencialni rist, populaéni exploze).

V ohrani¢eném prostiedi (Verhulstiv model)

V realnych ptirodnich podminkach vSak probiha konkurenéni boj uvnitt populace
pro nedostatek mista a potravy, rovnéz pri velké hustoté organismi dochézi ke snadnému
prenosu infekci, atd. Hledejme zakon vyvoje poctu zivych jedinct v kolonii za téchto
podminek.

Ozna¢me z(t) rozsah populace v ¢ase t a X maximalni rozsah populace, ktera muze
stabilné existovat. Zména populace bude imérna
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e rozsahu x dané populace (predchézejici model),
e hodnoté (1 — %), ktera vyjadiuje kolik zdrojt populaci jesté zbyva.
To dava diferencialni rovnici
dx ( = )
—=a(l— =)
dt X/
kde koeficient a > 0 je zavisly na druhu organismt a prostredi, v némz ziji. Tuto rovnici
budeme Ttesit separaci proménnych

= adt.

Protoze

je obecné TeSeni této rovnice

In ‘:at+ln|C|, C e R\ {0}.
Odtud
= e
X —x
a reSenim vzhledem k proménné x dostaneme
_ CXe™
~ Cet 4+ 1°
Je-li v ¢ase 0 v kolonii xg organismi, plati
cX i)
To= ——, ted C= .
T CF1 Y X — 2
Po dosazeni a tupravé ziskdme teSeni Cauchyho pocatecni tlohy
X zge
Tr =

X — xg + x0e?t’
Vidime, ze pro t — 400 je + — X (nikoli x — +00 jako u neohranic¢eného rustu).
Grafem tohoto Teseni je tzv. logistickd krivka. Pfimka x = X je zfejmé jeji asymptotou.

“.T

X

Zo

4

Populace organismi v ohrani¢eném prostiedi neroste tedy neohranicené, ale nepie-
kro¢i mez X. VySettovanim priitbéhu funkce mtizeme zjistit, Ze riist je nejprve progresivni
(tj. graf je konvexni) — pfi malém poc¢tu organismi v kolonii jesté vnitini konkurence
nebrani rozvoji. Po dosazeni inflexniho bodu zacéne byt rust degresivni (graf je konkdvni),
konkurence se uplatnuje stale silnéji, rozvoj se zpomaluje, az prakticky ustane.

Tak se muze matematicky model vytvoreny diferencialni rovnici stat jednim z pro-
stredkil analyzy chovani komunit organisma.
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Kapitola 15

Ciselné Fady

15.1 Zakladni pojmy

Definice 15.1.1
Necht (a,,) je ¢iselnd posloupnost. Symbol a1 +as+. . .4+a,+. . ., se nazyva ciselnd rada.
o0
Jind oznaceni: > an, Y a, (vynechdme-li meze pro n, uvazujeme cleny od nejmensiho
n=1
n € N, pro néz ma vyraz a,, smysl).

Ciselnou fadu lze tak povazovat za zobecnéni sou¢tu koneéného poctu realnych ¢isel.
Zékladnimi otdzkami jsou: jak a kdy priradit fadé cislo, které by bylo vhodné nazvat
souctem Tady, a které z vlastnosti konecnych soucti se prenaseji i na rady, jez lze pak
povazovat za soucty nekonecné.

Definice 15.1.2

Necht > a,, je ¢iselnd fada, pak

c¢islo a,, se nazyva n-ty clen rady,

¢islo s, = a1 + ag + ... + ay, se nazyva n-ty cédstecny soucet fady > an,
posloupnost (s,) se nazyva posloupnost cistecnych soucti,

fada > a, se nazyva konvergentni, pravé kdyz existuje vlastni limita s = 7}1_>n010 Sn;

tato limita s se nazyva soucet rady Y a, a piSeme i ap =S,

e tada ) a, se nazyva divergentni, pravé kdyz neexis%ujle vlastni 7}1_{1;0 Sn, tj. kdyz tato
limita je nevlastni (pak ji téz nazyvame soucet fady) nebo neexistuje (pak rada nema
soucet),

e fada any1 + apyo + ... a téZ jeji soucet r, (pokud existuje) se nazyva zbytek rady
> an (po n-tém ¢lenu).

Ztejmé pro konvergentni radu je s = s, + ry, tedy r, — 0 pro n — oc.

U kazdé rady vyvstavaji dva problémy: zda fada konverguje, a kdyz konverguje, tak
stanovit jeji soucet. V nékterych ptripadech lze k odpovédi na oba problémy vyuzit definice
konvergence a souctu rady.

Priklad 1
Urcete soucet rady

NAvoOD:

S
o= 2 2 3
takze s, — 1, souCet dané rady je s = 1.
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Dalsim prikladem fady, u niz lze snadno rozhodnout o konvergenci a urcit jeji soucet,
je geometrickd rada (a # 0, |q| < 1)

atag+ag®+... +ag" +...

Jeji n-ty castecny soucet urcime napr. takto:

sn=a+aq+ag’+...+ag" ", (1)
qsn = aq + aq2 + ...+ aqn_l + aq", (2)
po odecteni vztahu (1) od (2) mame s, = a . aodtud s = — .
n — 4 -4
Zbytek po n-tém clenu je r, = 1aq
—q

Pro ¢ > 1 je s, — (400)sgna, takze geometrickd rada diverguje. Pro ¢ < —1
neexistuje lim s,,, fada diverguje, soucet neexistuje. Pro ¢ = 1 mame divergentni fadu

at+a+...+a+...=(+00) sgna.

Zakladni harmonickd rada je dalsi dulezity priklad ciselné rady. Plati

1+1+1+1+1+1+1+1+1+ —i—l
Sp = -4+ =-F+-F+-F-F=-F+=-F+=4+...+ -,
2 3 4 5 6 7 8 9 n
pricemz
1—i-1>2 L1 ! 1+1+ 4 ! td
— _ - = — — — — — - = — a
3 4 4 2’ 5 6 7 8 8 ’ ’
takze
1 1 1 1
s1 =1, 32:1—1—5, S4>1—|—2'§, 38>1+3~§, e 32n>1+n~§.

Protoze vybrana posloupnost (sgn) je divergentni (ma limitu +o0), je také posloupnost
¢astecnych souctu (s,) divergentni.

Tedy zakladni harmonicka fada je divergentni, s = +o00.

Tento fakt bychom sotva mohli odhalit netiplnou indukei z nékolika prvnich ¢lent
rady, nebof napr. s1gp0 = 7,48 ..., S1000000 = 14,39. ..

Ukazme si jesté jeden instruktivni priklad, jak lze dokazat divergenci néjaké tady
piimo vyuzitim definice.

Priklad 2
Dokazte divergenci rady

> L

n=1

Si-

NAvOD:
LI L I T
Sn, n n 0,

tedy dana rada je divergentni.
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15.2 Neékteré vlastnosti ¢iselnych rad

Véta 15.2.1 (nutnd podminka konvergence)
Konverguje-li fada »_ ay,, pak lima,, = 0.

DUKAZ: Tvrzeni plyne ze vztahu s, = s,,_1 + a, a z toho, Ze lim s, = lim s,,_1 = s.

Uvedena podminka konvergence neni postacujici, nebot napt. zdkladni harmonicka
rada tuto podminku spliuje, i kdyz je divergentni.
Neékteré formulace vlastnosti fad se zjednodusi, jestlize zavedeme pojem chovdni rady.

Definice 15.2.1
Rikame, ze dvé fady maji stejné chovdni, praveé kdyz jsou obé konvergentni, nebo obé
maji nevlastni soucet nebo obé nemaji soucet.

Véta 15.2.2 (o vynechani prvnich & ¢lent)
Chovani fady se nezméni, vynechame-li jejich prvnich & ¢lenti.

DUKAZ: V pivodni fadé je s, = a; +as + ... + a,, v upravené fadé je ¢astecny soucet
Om = Qk41 + Q42 + - oo T Qg

Pro n > k polozme n = k+m; pak s, = sk + 0, Castecné soucty s, o,, se navzajem
lis1 jen o konstantu si a odtud plyne tvrzeni pro vSechny tii druhy chovani.

Definice 15.2.2 (linearn{ operace)
Sou¢tem tad ) a,, Y. b, nazyvame fadu ) _(a, + b,), rozdilem fadu ) (a, — by).
Néasobkem tady Y a, ¢islem ¢ € R nazyvame fadu ) ca,,.

Véta 15.2.3 (o linearnich operacich s fadami)
Necht > a, = s, Y b, =t, kde s,t € R*. Pak pro libovolné ¢ € R, ¢ # 0, plati

Z(an+bn):s+t, ann:cs

ve vsech pripadech, kdy ma smysl prava strana téchto rovnosti. Navic pro ¢ = 0 je vzdy

> ca, = 0.

DUKAZ: Plyne z véty o linearnich operacich s posloupnostmi, nebot s = lim s,,, t = lim ¢,,.
Tato véta neplati naopak: Z konvergence fady > (a, + b,) neplyne konvergence rad

> ap, Y by; uvazte piiklad > (1 —1)=> 0#> 1—->"1.

Véta 15.2.4 (asociativni zdkon pro tady)

Necht Y a, = s a (k,) je libovolnd rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Je-li
c1 = (al—l—ag—{—...—l—akl), Co = (ak1+1+...+ak2), vy Cp = (akn71+1+...+akn), RN
pak > ¢, =s.

DUKAZ: Je-li (s,) posloupnost ¢dstecnych souctt fady > a, a (o,) posloupnost ¢dstec-
nych souctu fady »_ ¢,, pak 0 = s, nebot (0,,) je posloupnost vybrand z posloupnosti
(s,) a ma proto tutéz limitu.

Véta neplati naopak: napt. konverguje-li fada skupin ¢lenli, nemusi byt fada po
odstranéni zdvorek konvergentni; uvazte opét fadu > (1 —1) = >0 #£ > (=1)"+.
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15.3 Rady s neziapornymi ¢leny

Rady 3" a, s nezdpornymi ¢leny, a, = 0, maji nékteré vyznacné vlastnosti, pokud
jde o konvergenci a jeji zjistovani. Jsou zalozeny zejména na tom, ze posloupnost (sy,)
jejich ¢astecnych souctu je neklesajici, takze mé vzdy limitu. Tedy je-li posloupnost (sy,)
shora omezend, je fada > a, konvergentni, neni-li (s,) shora omezena, ma fada > a,
soucet +00 .

V této sekci pojedndme zejména o kriteriich konvergence nebo divergence (kazdé
kriterium vyjadiuje postacujici podminku a je prizpusobeno pro praktické vyuziti). Pro
vSechny fady v 15.3 necht tedy plati a,, = 0 a pokud bude tieba, aby a, > 0, budeme
mluvit o fadach s kladnymi ¢leny.

Prvni skupina tti kriterii je znama pod spoleé¢nym nazvem srovndvaci kriteria. Jejich
spolecnym znakem je to, ze zkoumanou radu urc¢itym zptisobem srovname s vhodnou zné-
mou fadou a na zakladé tohoto srovnani vyslovime zavér o konvergenci nebo divergenci.

Véta 15.3.1 (1. srovnavaci kriterium)

Uvazujme tady > a,, > b, s nezdpornymi ¢leny. Necht pro skoro vSechna n plati
an < b,. Pak z konvergence magjorantni rady b, plyne konvergence fady > a, a z di-
vergence minorantni rady Y a, a plyne divergence fady > b,.

DUKAZ: Piedpokladejme, Ze nerovnost a,, < by, plati jiz od n = 1 (jinak mtizeme vynechat
¢leny, kde tato nerovnost neplati, aniz se zméni chovani fad, véta 15.2.2). Pak pro ¢astecné
soucty s,, t, téchto fad plati taz nerovnost s,, < t,. Z konvergence t,, — t a z nerovnosti
tn, <t plyne s, < t, takze také (s,,) je konvergentni a naopak.

Priklad 1
Rozhodnéte o chovani fady S en "

NAvoD: Rada 3 e™" je geometricks fada s kvocientem ¢ = 1/e < 1 a je tedy konvergentni. Protoze
1 " 21 1 _ .. . P .
en < 3 pro vSechna n, je en ™" = ene™ ™ < 3e™ ", coz je Clen konvergentni geometrické fady. Proto je

také dana fada konvergentni.

Véta 15.3.2 (2. srovnavaci kriterium)

Uvazujme dvé fady > ap, Y b, s kladnymi cleny. Necht existuje lim Z—n = K. Pak

n—-+oo n
pro K € (0; +00) maji obé fady stejné chovani.

DUKAZ: Pro kazdé ¢, 0 < € < K, pro skoro vSechna pfirozend ¢isla n plati

0<K—5<Z—"<K+a

n

Odtud plati (K — €)b,, < a, < (K + €)b,, a tvrzeni véty plyne z 1. srovnavaciho kriteria.

Kriterium lze doplnit pfipadem K = 0 (pak plati stejné tvrzeni jako u 1. srovnavaciho
kriteria) a pripadem K = +oo (pak plati analogické tvrzeni, ale se zdménou obou fad, tj.
z konvergence > a,, plyne konvergence Y b, z divergence > b, plyne divergence ) a,).
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Priklad 2
Rozhodnéte o konvergenci fady #er, kde a > 0, an + b > 0.

NAvoD: Danou fadu srovname se zakladni harmonickou fadou. Protoze

1
1
limw:lim =—->0,
n—oo 1 n—oo an + b a
n

maji obé fady stejné chovani, tedy dana rada je divergentni.

Véta 15.3.3 (3. srovnavaci kriterium)
Uvazujme Tady > an, > b, s kladnymi ¢leny. Necht pro skoro vsechna n plati

Ap+41 < bn+1
a, — by,

Pak z konvergence rady > b, plyne konvergence fady > a, a z divergence fady »_ a,
plyne divergence fady > b,,.

DUKAZ: Necht uvedens nerovnost plati jiz od n = 1, viz véta 15.3.2. Prok = 1,2, ..., n—1
uvazujme n — 1 nerovnost{ “L < b’;—:l. Jestlize je vSechny mezi sebou vynasobime,
dostaneme po tpravé a, < 3+ - b a tvrzeni véty plyne z 1. srovnavaciho kriteria.

Vyhodou téchto tii srovnavacich kriterii je jejich univerzalnost, nevyhodou pak potie-
ba ,testovacich® fad, u nich umime rozhodnout o konvergenci. Pokud za testovaci fadu
vezmeme nékterou ze znadmych rad, mizeme kriteria vyslovit jednoduseji.

Véta 15.3.4 (podilové kriterium — d’Alembertovo)
Necht > a,, je fada s kladnymi cleny.
1. Existuje-li ¢islo ¢ € (0;1) tak, ze pro skoro vSechna n je D,, = GZ% < ¢, pak rada
> ay, konverguje.
2. Jestlize pro skoro vSechna n je D,, 2 1, pak fada ) a,, diverguje.

DUKAZ: 1. tvrzeni dostaneme, kdyz ve 3. srovnavacim kriteriu pouzijeme jako > b,
konvergentni geometrickou fadu ) ¢™. Druhé tvrzeni znamend, ze fada nespliiuje nutnou
podminku konvergence.

Priklad 3
Rozhodnéte o konvergenci rady

1+3+2+3-2+22+3-22+23+ +3-2n_1+2”+
5 5 52 52 53 5 omn 50
NAvoD: Vidime, Ze v fadé jsou &leny dvou druhil: ag, = 325#, Aop_1 = g—: Musime tedy vysettit dva
podily dvou po sobé jdoucich ¢lent:
agr _ 3-2F1 9k-1 3 agker 28 3.2F1 9
asr—1 5k Bkl 5] ag, 58 Bk 3

V obou piipadech D,, < % < 1, takze rada konverguje.

Toto kriterium se ¢astéji pouziva ve své limitni podobé.
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Véta 15.3.5 (limitni podilové kriterium — d’Alembertovo)
Necht Y a, je fada s kladnymi ¢leny a existuje lim a;% = A. Pak pro A < 1 dana
rada konverguje a pro A > 1 fada diverguje.

DUKAZ: Necht A < 1, oznac¢me e = (1—A)/2. Pak pro skoro viechna n je D,, < A+e < 1,
takze podle podilového kriteria fada konverguje.
Pro A > 1 dokéazeme podobné divergenci volbou e = A — 1.

Uvédomme si, ze pro A = 1 nedava toto kriterium odpovéd.

Priklad 4
Rozhodnéte o konvergenci rady

>

NAvOD:
n-+1 on

1 n+1 1
D, =——: =_- - =<1,
ont+l " 9on 9 n 2

rada konverguje.

Véta 15.3.6 (odmocninové kriterium — Cauchyho)
Necht > a,, je fada s nezdpornymi ¢leny.
1. Existuje-li ¢islo ¢ € (0;1) tak, Ze pro skoro vsechna n je C, = {/a, < ¢, pak fada
> a,, konverguje.
2. Jestlize pro nekonecné mnoho n je C,, 2 1, pak fada ) a,, diverguje.

DUKAZ: Z nerovnosti C,, < ¢ plyne a,, < ¢, takZe konvergence plyne z 1. srovnavaciho
kriteria (majorantou je konvergentni geometrickd fada). Nerovnost C,, = 1 znamend, Ze
a, 2 1, takze fada nespliuje nutnou podminku konvergence.

Priklad 5

Rozhodnéte o konvergenci rady

1 1 1 1 1 1
5+ﬁ+§+ﬁ+”‘+5_n+7n+l

+ ...

NAvoD: Vyzkousime podilové kriterium. Pro n liché je
1 1 1(5\" 5
D, = o=zl s) <z <1,
Tl g7 (7) 7

1 11 /7\"
D, = i =-(=-]) = +oo.
5n+1 n 5(5) +00

ale pro n sudé je

Podilové kriterium tedy nedavé odpovéd, ani jeho limitni verze.
Pouzijeme odmocninové kriterium. Pro n liché je C), = é, pro n sudé je C), = % tedy pro vsSchna
pfirozena ¢isla n plati C,, < % < 1, fada proto konverguje.

Jak podilové, tak odmocninové kriterium srovnavaji radu » | a, s néjakou geometric-
kou fadou, dalo by se ocekavat, ze tedy budou priblizné stejné silna. Jak ale naznacuje
tento priklad, bylo by mozno dokéazat, ze odmocninové kriterium je trochu silnéjsi nez
kriterium podilové.
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Véta 15.3.7 (limitni odmocninové kriterium — Caychyho)
Necht » a,, je fada s nezdpornymi cleny a existuje lim /a,, = A. Pak pro A < 1
dané rada konverguje a pro A > 1 fada diverguje.

DUKAZ: se provadi obdobné jako u limitniho podilového kriteria.

I v tomto ptipadé pro A = 1 nedava uvedené kriterium odpovéd.

Priklad 6
Rozhodnéte, zda rada

1
Z (Inn)n

je konvergentni.

NAvoD:

1
Ch,=——0<1,
Inn

tedy dana fada konverguje.

Vsimnéme si, ze na tfadu z prikladu 5 nelze pouzit limitni odmocninové kriterium,
nebot posloupnost (C,) nem4 limitu. Kazdé kriterium je zpravidla vhodné pro urcité
typy Tad, bez ohledu na jeho ,silu“. Takto budeme chapat i nas vybér kriterii. Existuje
vsak celd posloupnost kriterii konvergence, v nichz kazdé dalsi je ,silnéjsi nez predchozi.
uvedme jesté:

Véta 15.3.8 (Raabeho kriterium)

Necht > a,, je fada s kladnymi cleny.

1. Existuje-li ¢islo r > 1 tak, ze pro skoro vsechna n je

Rn:n( n —1) >,
An41

pak rada ) a,, konverguje.
2. Jestlize pro skoro vSechna n je R, < 1, pak rada diverguje.

I toto kriterium mé svou limitni verzi (viz nésledujici piiklad).
Priklad 7

Rozhodnéte o konvergenci rady

Xen-—1n 1
}:( )

@n)l 2n+1°

n=1

NAvoD: (Uvédomime si definici dvojnych faktoridla, napf. 61! =6-4-2, 91 =9-7-5-3-1.)
Nez pristoupime k Raabeho kriteriu, obvykle zkousime (formula¢né jednodussi) podilové kriterium
a pocitdme D,,. Po zkraceni je tedy
D, — (2n + 1)? Y
(2n+2)(2n +3)
takze podilové kriterium nedava odpovéd. Ale

1 6n2 + 5n
Rp=n(—-1)=.. =—0 12"
n(Dn ) An? +4n + 1

.3
2 )
fada konverguje podle limitniho Raabeova kriteria.

Uvédomime si, ze podle zadného z uvedenych kriterii nelze rozhodnout o divergenci
zékladni harmonické fady. Tuto schopnost ma vsSak integralni kriterium.
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Véta 15.3.9 (Integralni kriterium)
Necht cleny rady > a, jsou hodnotami kladné nerostouci funkce f, ktera je riema-
novsky integrovatelnd na kazdém intervalu (1; K), K € R; tedy a, = f(n). Pak rada

> ay a nevlastni integral
+00
/ f(z) dx
1

soucasné konverguji nebo diverguji.
DUKAZ: Funkce f je nerostouci, z vlastnosti integrovatelnych funkei plyne

n+1

i1 = f(n+1) < / f(2)dz < f(n) = a,

(nacrtnéte si obrazek). Proto pro n-ty ¢astecny soucet s, fady > a, plati

n+1

Sp1 — a1 = / f(z)dz = s,
1

Limitnim pfechodem pak odtud dostaneme tvrzeni véty.

Priklad 8

Rozhodnéte o konvergenci rad
o0

1

ns’
n=1

kde s € R (tzv. harmonickijch tad).

NAvoD: Pro s < 0 jsou ziejmé divergentni, protoZe nespliiuji nutnou podminku konvergence. Necht tedy
déle s > 0. Pro s = 1 dostavame zakladni harmonickou fadu, ktera je divergentni. Je-li s < 1, je n® < n,
takze ni > %, takze dle 1. srovnavaciho kriteria jsou harmonické rady pro s < 1 rovnéz divergentni.
Pro s > 1 pouzijme integralni kriterium. Funkce % je nerostouci kladna funkce, ktera je integrace
schopnd (protoze je spojitd) na kazdém intervalu (1; K), K € R a pro vSechna prirozend ¢isla n je

an = = = f(n). Nevlastni integral

n
I dx zst1 7K Kl-s 1 1
— = lim = lim — =
xs K—otoo | =5+ 1], K—4+oo \1—s 1—s s—1
1

konverguje a proto je harmonickd fada stupné s > 1 konvergentni.

Zavér: Harmonické fady jsou konvergentni pro s > 1 a divergentni pro s < 1.

Pozndmka: Tvrzeni o divergenci harmonické fady stupné s € (0; 1) plyne také z integralniho kritéria.

15.4 Rady s libovolnymi ¢leny, absolutni konvergence

V ¢iselné fadé ) a,, mohou byt nékteré cleny kladné a nékteré zaporné (nulové nejsou
zajimavé, protoze pro zjistovani konvergence fady nebo souctu fady je lze vynechat). Je-li
zapornych ¢lenti jen konecény pocet, zachazime pri zjistovani konvergence s fadou, jako by
méla jen kladné cleny (podle véty o vynechani prvnich & ¢lent). Jsou-li vSechny ¢leny fady
zaporné, lze konvergenci zjistovat pro kladnou fadu — > a,, = >~ —a, a takto lze vyridit
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i pripad kone¢ného poc¢tu kladnych clenti. Proto zbyva jediny podstatny ptipad, tj. Ze
fada ) a, mé nekoneéné mnoho kladnych cleni a nekoneéné mnoho ¢lent zapornych.
Z praktickych divodt vsak nebudeme vylucovat ani existenci nulovych ¢lenti, nebot
dulezité ¢iselné fady vznikaji ¢asto z funkénich (mocninnych) fad po dosazeni za nezavisle
proménnou a nékteré cleny mohou byt tedy nulové.

Provedme nejprve nékolik induktivnich dvah. Zavedme oznaceni a™ = max{a,0},
a” = max{—a,0}. Pak zfejmé plati: a = a™ —a™, |a| = a* +a~. K fadé > a, tak lze
vytvorit fady > at, Y ar, Y |an|; vSechno to jsou fady s nezdpornymi ¢leny. Oznacme
§=>al, s =>"a,, pticemz 0 < ¢, 5" < +o00.

Z linearnich vlastnosti fad plyne: Konverguji-li fady > af, Y a;, pak konvergujf
itady Y an, > lan| aplati Y a, =5 —s", > |a,| = ¢ + s”. Prvni z téchto vztahu plati
i ve vSech dalsich pfipadech, kdy mé smysl rozdil s’ — s” (tj. mimo piipadu oo — 00),
druhy plati vzdy.

Naopak je znamo, Ze z konvergence fady > a,, obecné neplyne konvergence fad > a;f,
S~ a, . Ovem z konvergence Y |a,| plyne, ze Castecné soucty rady > (a)f + a;) jsou
omezené, takZe jsou omezené i ¢astecné soucty obou fad > af, Y a;, obé tyto Fady jsou
tedy konvergentni a také rada ) a,, je konvergentni. Tak jsme dostali:

Véta 15.4.1 (o konvergenci fady absolutnich hodnot)
1. Rady Y af, > a; konverguji, pravé kdyz konverguje fada > |ay]|.
2. Z konvergence tady > |a,| plyne konvergence fady > a,,.

Tato véta je zakladem pro definici vyznamného pojmu absolutni konvergence.

Definice 15.4.1

Rada Y a, se nazyvéa absolutné konvergentni, pravé kdyz konverguje fada Y |ay|
a nazyva se neabsolutné konvergentni, pravé kdyz je konvergentni a pritom fada ) |a,|
je divergentni.

Vysetfovani absolutni konvergence tedy znamend zabyvat se fadou Y |a,| s nezapor-
nymi Cleny, k ¢emuz lze pouzit kriteria konvergence uvedena v predchozich paragrafech.
Zbyva tedy zejména pripad neabsolutné konvergentnich rad s libovolnymi ¢leny.

15.5 Alternujici rady
Jde o dilezity a ¢asto se vyskytujici zvlastni ptripad fad s libovolnymi ¢leny:
ci—catez—cit . 4+ (=1)"Te, .,

kde (¢,) je posloupnost kladnych ¢isel. Zakladni kriterium konvergence alternujicich rad
je prekvapivé jednoduché.

Véta 15.5.1 (Leibnizovo kriterium konvergence)
Necht (¢,) je monoténni nulova posloupnost kladnych cisel. Pak fada

Z (_1>n_1 Cn

n=1

konverguje. Pritom pro zbytek r,, fady plati:
Cn4+1 — Cn42 § ’rnl < Cp+1 a SgN Ty = (_1)n
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DUKAZ: Nejprve ukdzeme, Ze posloupnost (sgx) sudych ¢dstecnych souctt vybrand z po-
sloupnosti (s,) ¢asteénych souctu je neklesajic

Sok+2 = S2k 1 C2k41 — C2k42 > S2k-
Déle vidime, Ze posloupnost (sgx) je shora omezena
Sop =c1 — (g —c3) — (ca —¢5) — ... — (Cop—a — Cok—1) — Cor < C1.

Z toho plynou dva zavéry:

a) Existuje vlastni lim sok, oznacme ji s,
b) e —ca<s<a.

Déle ukézeme, ze s je také limitou posloupnosti lichych ¢astecnych souctt. Plati
Sok_1 = Sor — Cok; prava strana konverguje k rozdilu s — 0, tedy k s, proto sop_1 — s,
takze s, — s, tedy Tada je konvergentni a ma soucet s.

Zbytek po n-tém c¢lenu je opét alternujici fada; tvrzeni o jejim souctu r, plyne z vyse
uvedeného zavéru b).

Priklad 1
Rozhodnéte o konvergenci rady

111 1
l— - — .+ (=D)L
p g gt T

NAvoD: Dand fada je alternujici a posloupnost (c,,) = (+) je monoténni nulové, takze podle Leibnizova
kriteria je dand fada konvergentni.

Alternujici rada z predchoziho prikladu je prikladem neabsolutné konvergentni rady,
nebot fada absolutnich hodnot je divergentni zakladni harmonicka rada.

Radém, které spliiuji predpoklady Leibnizova kriteria, se téz ¥ika rady leibnizov-
ské. Leibnizovské fady se ¢asto a s vyhodou pouzivaji pii numerickych vypoctech (pii
priblizném vypoctu konstant, které jsou souc¢tem ciselné rady), nebot umoznuji velmi
jednoduchy odhad chyby metody.

15.6 Prerovnavani ciselnych rad

S¢itani koneéného poctu Cisel je asociativni a komutativni. Je tedy otazka, v jaké
formeé tyto dvé vlastnosti prechazeji nebo neprechazeji na rady jakozto zobecnény soucet.
V sekci 15.2 je ukazano, ze asociativnost se v jisté podobé zachovava: ¢leny rady lze
yzavorkovat®, ale obecné v fadé nelze zavorky odstranovat.

Vysetrovani komutativnosti je slozitéjsi a snad i zajimavéjsi. Samoziejmé, zaménime-li
poradi tfeba u prvnich dvou ¢lenti fady (nebo u prvnich n — napf. milionu — élent fady),
nestane se nic, pokud jde o chovani rady resp. o jeji soucet, protoze jde vlastné o uplatnéni
komutativnosti v kone¢ném souctu s,. Budeme se proto zajimat o ptripady, kdy ,zména
poradi“ ¢lenu fady zasahuje nekonec¢né mnoho clent rady.
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Definice 15.6.1
Rikdme, Ze fada 3 b, vznikla pierovnanim fady > a,, pravé kdyZ existuje bijekce
B:N — N tak, ze pro vSechna ptirozend cisla n plati b, = ag(,).

Definice tedy fika, ze n-ty ¢len prerovnané fady je [(n)-tym clenem fady puvodni.
Obricené n-ty ¢len pivodni fady je f~!(n)-tym clenem v fadé prerovnané, kde S7! je
bijekce inverzni k [3.

Napr. alternujici fadu

1 1 1

l—— o — = ...
23747

lze prerovnat tak, ze vezmeme stiidavé vzdy 3 ¢leny kladné a 1 zaporny

1+1+1 1+1+1+1 1+
3 5 2 7 9 11 4

Zde
Bn) ={(1,1),(2,3),(3,5), (4,2), (5,7),(6,9),...}.

Véta 15.6.1 (o prerovnani fad s nezdpornymi ¢leny)

Necht > a, je konvergentni fada s nezdpornymi cleny. Potom kazdd rada, kterd
vznikne prerovnanim fady Y. a,, je konvergentni a jeji soucet je roven souctu rady
puvodni.

DUKAZ: Pro fadu > a, je n-ty Casteény soucet s, — s. Oznacme > b, fadu, kterd
vznikne prerovnanim tady Y a,, a o, jeji n-ty Castetny soucet; ziejmé (s,), (o,,) jsou
neklesajici posloupnosti. Uvazujme o, a m = max{5(1), (2),...,6(n)}. Pak g, < s, <
< s, takze fada Y b, je konvergentni a ma soufet o < s. Prerovnanim se tedy soucet
rfady nezvetsi.

Jestlize nyni fadu »_ b, prerovname zpét na > a,, pak podle prvni ¢asti dikazu se
soucet opét nezvétsi, takze s < 0. Proto o = s, soucet prerovnané rady je tedy tyz.

Véta 15.6.2 (o prerovnani absolutné konvergentnich rad)
Necht Y a, je absolutné konvergentni rada. Potom kazdé rada, kterd vznikne prerov-
nanim rady > a,, je konvergentni a jeji soucet je roven souctu fady ptvodni.

DUKAZ: Oznacme Y b, fadu, kterd vznikne prerovnanim fady > a,; pak Y |b,| vznikne
prerovnanim konvergentni rady > |a,|, takze podle predchozi véty je > |b,| konvergentni,
tedy > by, je absolutné konvergentni; jeji soucet ozna¢me o. Je-lis = > ay,, pak s = s'—5",
kde s’ =Y al a s” = > a, jsou soucty fad s nezdpornymi ¢leny. Podobné o = ¢’ — o,
kde ¢/ = Y bF, 0" = Y b, . Prerovnani fady > a, na fadu > b, indukuje prerovnani
fady > a natadu ) bl a prerovndni fady > a,, natadu > b, . Jetedy o’ = ', 0" = 5",
takze o = s.

Predchozi véta potvrzuje rozsiteni platnosti komutativniho zakona pro scitani ko-
necného poctu cisel na fady absolutné konvergentni. U fad neabsolutné konvergentnich
nastava novy jev. Nejprve vSak pfipomenme, Ze u téchto fad je s’ = 400 a téz s” = +o0
i kdyz i zde je a,, — 0.
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Véta 15.6.3 (o prerovnavani fad neabsolutné konvergentnich — Riemannova)
Je-li fada ) a, neabsolutné konvergentni, pak pro kazdé B € R* lze fadu prerovnat
tak, Ze prerovnana fada Y b, mé soucet B.

DUKAZ: Z fady > a, vytvorime dvé fady: > p, a Y. ¢, a to tak, ze do 1. fady ddme bez
zmény poradi vSechna nezdporné a, a do druhé rady dame absolutni hodnoty zapornych
¢lentt a,,. Jde vlastné o fady > a a > a. po vynechéani nadbytecnych nulovych ¢lent.
Pak kazdy ¢len fady ) a, padne pravé do jedné z fad > p, a Y _ g, v pivodnim uspora-
déni. Je Y p, = +oo a ) q, = +oo . Déle se dikaz vede konstruktivné, tedy k libovolné
zadanému B zkonstruujeme prerovnani tak, ze soucet prerovnané rady bude B.
1. Necht B je redlné ¢islo (napi.kladné).
a) Nejprve vezmeme praveé tolik kladnych ¢lent, aby

p1+p2+--~+pr1>B

(tj. bez py, je soucet < B). To lze vzhledem k tomu, ze > p, = +00.
b) Déle vezmeme pravé tolik zdpornych ¢lent, aby

pm+p+.. 4+ —q—...—q, =B

(tj. bez ¢, je soucet > B). To lze vzhledem k tomu, ze ) g, = 400 .
c) Pak vezmeme pravé tolik kladnych ¢lent, aby pro ¢astecény soucet platilo o, s, >

> B, atd.

Vidime, ze takto se ,cerpaji“ jak kladné cleny, tak zaporné, takze kazdy clen
a, puvodni fady se dostane do prerovnané rady »_ b,. Protoze a, — 0, je p, — 0
i gy, — 0, tedy b, — 0. Z uvedené konstrukce pferovnani plyne |o,, — B| = |b,| — 0,
tedy o, — B.

2. Necht B = +00. Predchozi konstrukci nelze pifimo pouzit, protoze nelze vzit tolik
kladnych ¢lenti, aby ¢astecény soucet byl vétsi nez +oo. A je tfeba téz zajistit ,,cerpani®
zapornych c¢lent. Postupujeme tedy takto:

Nejprve vezmeme praveé tolik kladnych clenti, aby

pr+p2+...+py >1,

pak jeden zaporny, pak tolik kladnych ¢lenti, aby ¢asteény soucet o,,41 > 2, pak
opét jeden zaporny, atd. Protoze g, — 0, lze jiz jednoduchou tvahou (provedte
ji!) dospét k zavéru, ze o, — +o0.

Z dikazu Riemannovy véty plyne, ze i z nékterych divergentnich fad lze prerovnanim
vytvorit fady (neabsolutné) konvergentni s libovolné predem zadanym souctem. Jde
o fady, které splnuji nutnou podminku konvergence a kde s’ = +00 a s” = +oo0.

Priklad 1
Pterovnejte neabsolutné konvergentni fadu »_ a, tak, aby prerovnana fada neméla
zadny soucet, ani nevlastni.

NAvoD: Nejprve vezmeme tolik nezdpornych élentl, aby ¢asteény soudet byl alespont 1, potom tolik
zapornych ¢lent, aby ¢astecny soucet byl nejvyse 0, potom nezaporné ¢leny, aby ¢asteény soucet byl
alespon 1 atd.
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15.7 Mocninné rady

Geometrickd rada
a+ar+ar®+.. . +az" + ...

je prikladem mocninné fady. Tato fada je konvergentni pro vSechna z € (—1;1); toto je
tzv. obor konvergence geometrické rady.

Definice 15.7.1

Necht ag,a1,as,...,ay,,... je ¢iselnd posloupnost. Pak rada
o
ap+a1r+asx® + ... +ax + ... = E anx" (strucné E anx")
n=0

se nazyva mocninnd rada.

Véta 15.7.1 (o konvergenci mocninnych rad)

Jestlize mocninnd rada ) a,z™ konverguje pro x = x1 # 0, pak konverguje absolutné
pro vSechna z z intervalu (—|z1|,|x1|). Jestlize mocninnd fada > a,z™ diverguje pro
x = x4, pak diverguje pro vSechna x vné intervalu (—|zs|, |x2|).

DUKAZ: Z konvergence fady . a,z7 plyne, zZe |a,x7| — 0, tedy existuje redlné ¢islo M
tak, Ze pro vSechna prirozena ¢isla n je |a,z7| £ M. Pak pro |z| < |z1| plati

n
T

x1

<M

lanx™| = |anx7f| :

x
y
Prvni tvrzeni plyne z 1. srovnavaciho kriteria, nebot na pravé strané je ¢len konvergent-
ni geometrické posloupnosti. Druhé tvrzeni plyne z neprimého dikazu uzitim tvrzeni
prvniho.

Pro kazdou mocninnou radu tak nastava jedna z moznosti:
e konverguje jen v bodé 0,
e konverguje pro vSechna x,
e existuje pro ni ¢islo R zvané polomér konvergence tak, ze uvnitt intervalu (—R, R)
fada konverguje (absolutné) a vné intervalu (—R, R) fada diverguje.
(V predchozich dvou pripadech klademe R = 0, resp. R = 400.) Obor konvergen-
ce pak dostaneme tak, ze k intervalu (—R, R) priddme ten z krajnich bodu intervalu
konvergence, v némz rada konverguje. Tato konvergence mize byt i neabsolutni.

Priklad 1
Stanovte obor konvergence rady
+00 "

n2n’
n=1

NAvoD: Vysetiime absolutni konvergenci uZitim Cauchyho limitniho kritéria

o ofET _ 1ol el
n2m  23y/n 2
Tento podil je mens{ nez 1, pravé kdyz |z| < 2, tedy polomér konvergence je R = 2.

Jesté vysetiime krajni body intervalu konvergence, tj. body 2 a —2. Dosadime-li do ¢lent fady x = 2,
dostaneme po zkraceni zdkladni harmonickou fadu, kterd je divergentni. Dosadime-li # = —2, dostaneme
alternujici neabsolutné konvergujici fadu (nebot fadou absolutnich hodnot je zékladni harmonicka fada).
Oborem konvergence je tedy interval (—2;2).
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15.8 Nasobeni rad

V odstavci 15.2 byly pripomenuty linearni operace s fadami: s¢itani rad a nasobeni
rady realnym c¢islem. Vidéli jsme, ze vlastnosti konecnych souét se na fady prenaseji
s jistymi vyhradami: napt. konvergentni fady lze secist a soucet je opét konvergentni rada,
ale konvergentni fadu ve tvaru souctu nelze obecné rozdélit na soucet konvergentnich rad.

Pri ndsobeni kone¢nych soucti a = (a; + ...+ an), b = (b1 + ... + by,) ndsobime
kazdy ¢len jednoho souctu kazdym clenem druhého souctu a pri libovolném usporadani
takto vzniklych soucini a;b; dostaneme vzdy tyz vysledek ab. Riemannova véta nas
varuje, abychom neocekavali totéz pro libovolné konvergentni fady. V dalsi ¢asti odstavce
predpokladejme n € Ny, tedy > a,, je symbol pro fadu

ag+ay +as + ...

Uvazujeme-li analogii s kone¢nymi soucty, o¢ekavame, ze vysledkem nasobeni dvou rad
by méla byt rada, v niz jsou vsechny souciny, kde kazdy ¢len jedné rady nasobime kazdym
¢lenem druhé fady. Toto nasobeni lze zorganizovat pomoci ctvercového schématu (3).

ao ai az as

bo aobo (llb() CLQb() agb()

b1 CLob1 arby | azby a3b1

bg aobg albg CLQbQ a3b2

b3 aobg a1b3 CL2b3 a3b3

Nyni jde o to, jak vSsechny prvky tohoto schématu usporadat. Nelze napr. ,,po fadcich®
nebo ,,po sloupcich® (to bychom nepouzili vSsechny prvky), ale 1ze napt. ,po diagonalach*

aobo + a0b1 + a1b0 + aobg + a1b1 + CLQbo + ...

Pro uspofadani prvki ze schématu vsak lze pouzit i pravidlo ¢tverci (,,ramovani®), které
da tadu
aobo + a0b1 + a1b1 + a1b0 + aobg + a1b2 + (lgbg + CLle + agbo e
Véta 15.8.1 (o ndsobeni fad — Cauchyho)
Jsou-li fady > ay,, > b, absolutné konvergentni a maji soucet a resp. b, pak rada

vytvorend ze soucini dle schématu (3) vzatych v libovolném poradi je také absolutné
konvergentni a ma soucet ab.

DUkAZ: K tadé ) a;,bj, vSech soucinti ze schématu (3) uvazujme fadu absolutnich hodnot
> lai b, | a jeji n-ty castecny soucet s,. Oznacme m = max{4, j} indext téch clent a;,
b;, které se vyskytuji v s,,. Pak plati

$n S 0 = |aobo| + [aobi| + [aobe| + ... + |ambm—1] + |ambn| =
— (Jao| +lar] + ...+ aml) - ([bo] + bi] + ..+ [b]) < @b,
kde a*, b* jsou soucty prislusnych fad absolutnich hodnot. Jelikoz posloupnost (s,) je

neklesajici a shora omezend, existuje jeji vlastni limita. Rada absolutnich hodnot soucinti
je konvergentni, tedy i fada soucinii je absolutné konvergentni. Podle véty o prerovnani
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absolutné konvergentnich rad nezavisi soucet této fady na poradi ¢lent fady (na jejich
usporadani).

Nyni uréime soucet této rady. K tomu lze zvolit libovolné usporadani c¢lent rady;
vyhodné se ukaze usporadani ,ramovanim®“, kde navic sdruzime vzdy vsSechny cleny
z téhoz ,ramu*

aobg + (a0b1 + a1by + albo) + (aobz + a1by + agbs + asby + (Lgbo) + ...

Posloupnost (5,) ¢astecnych soucti této fady je vybrand z posloupnosti (s,) ¢aste¢nych
souctu fady puvodni. Oznacime-li ¢astecné soucty fad ) ay, Y b, jako s/, s’ pak ziejmé
plati

- / " - / " - / "

80230'80, 51:81'81, 82252'52, ey Sm:Sm'Sm
Protoze s/, — a, sl — b, je 5, — ab, tedy s = ab.

Definice 15.8.1
Mgéjme fady Y an, > b,. Pak fadu > ¢, nazyvame Cauchyho soucin danych tad,
pravé kdyz plati

co = apby,
c1 = apbi + a1 bo,

ca = apba + a1by + asbo,

Cn = agby + ...+ anbp,

Vidime, Ze sdruzenim vhodnych ¢lenti pti usporadani ,po diagondlach“ dostaneme
Cauchyho soucin nebo téz, ze posloupnost ¢astecnych soucti v Cauchyho soucinu je
vybrand z posloupnosti ¢astec¢nych soucti pri usporadani ,,po diagonaldach*.

Pokud by nam stacilo tvrzeni o Cauchyho soucinu fad, mohli bychom oslabit predpo-
klady na fady > an, > b, a to tak, Ze jedna je absolutné konvergentni, ale druha (jen)
konvergentni.

Priklad 1
Najdéte radu se souctem

2—x—x?
a) uzitim scéitani fad,
b) uzitim nésobeni rad.
NAvoD: RozloZime na parcidlni zlomky

3 1 1 1

2—x—x27a:—17m+2: 1—=2

|~
—_
+ | =
[SIES]

Rozlozime na soudin

3 3 1 1

2—x—x2_§.1—x.1+§'

Vyuzijeme pak toho, ze 1—; je soucet geometrické fady 1+ ¢+ ¢ +...+q" +...
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