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a Zakladni syntaktické pojmy VL



Jazyk VL a formule VL

Pfipomenme si definici jazyka VL a definici formule VL.

Jazyk vyrokové logiky se sklada
@ z vyrokovych symboll: p,q,r,..., p1,P2,..-
@ ze symbolll vyrokovych spojek: — (negace), = (implikace)
@ z pomocnych symbold: (, ).

Necht je dan jazyk VL. Formule daného jazyka VL

@ je kazdy vyrokovy symbol (tzv. atomicka formule )

@ jsou vyrazy —¢, (¢ = () za predpokladu, Ze ¢ a ¢ jsou
formule.




Poznamenejme, Ze potfeba ,umét Cist formule” je nezbytna ve
vétSiné informatickych a matematickych disciplin, ve kterych se
formalizované vyroky pouZzivaji k presnému vyjadfovani vztah(
v definicich, algoritmech, vétach apod.

Nyni zavedeme symboly A, V, < jako zkratky za jisté
posloupnosti symbolll jazyka VL.

Necht ¢ a g jsou posloupnosti symbold jazyka VL, pak
posloupnosti (¢ AY), (¢ V ), (¢ < ) jsou zkratky za
nasledujici posloupnosti:

(p AY) je zkratkou za (¢ = ),
(p V) je zkratkou za (—¢ = ¢),
(0 & ) jezkratkouza ((¢ = Y)A (Y= 9)),
.za —((¢=y)=-(¢=9)).



Posloupnosti, které jsou zkratkami formuli nejsou samy o sobé
formule, pro jednoduchost jim vSak formule fikat budeme. Tedy
fekneme napfiklad ,formule (p A —Qq)“, pfestoZe bychom méli
spravne fict formule, jejiz zkratkou je (p A —q)"“.

Konvence o vynechavanivn ¢&jSich zavorek:
Pro zpfehlednéni zapisu formuli budeme vynechavat vnéjsi
zavorky. Budeme psat (p = q) = r misto ((p = q) =r), atp.

Poznamenejme, Ze se nékdy uvazuje nasledujici priorita
symbolll vyrokovych spojek: -, A,V, =, <>, c0Z umoziuje
vynechavat nékteré zavorky. My ji vS8ak pouzivat nebudeme.



Dukaz strukturalni indukci pro formule VL

Formule byly definovany tzv. induktivnhim (nebo rekurzivnim)
zplisobem. Takovy zplisob nam umoznil konecnym zplsobem
definovat nekone€nou mnozinu (mnozina formuli je
nekonecnd). Navic miZzeme elegantné dokazovat tvrzeni tvaru
.Kazda formule ma vlastnost ¥“. Plati totiz nasleduijici:

Véta — diikaz strukturalni indukci pro formule VL

Necht 7 je vlastnost formuli VL. Necht plati, Ze
@ kazdy vyrokovy symbol ma vlastnost ¥

@ maji-li formule ¢ a Y vilastnost ¥/, pak vlastnost ¥ maiji i
formule —-¢ a (¢ = ).

Pak vlastnost ¥ ma kazdéa formule VL.

Dikaz: Jednoduchy, s vyuZitim principu strukturaini indukce —
viz algebra.



Ukéazka pouziti diikazu strukturalni indukci

Pfiklad

Chceme dokazat, Ze pocet levych zavorek je v kazdé formuli
VL roven poctu pravych zavorek. Vlastnost ¥ je ,mit stejny
pocet levych a pravych zavorek"“.

Zfejmé kazdy vyrokovy symbol ma viastnost ¥ (nebot kazdy
vyrokovy symbol ma 0 levych a 0 pravych zavorek). Maji-li
formule ¢ a  vlastnost 7, pak vlastnost ¥ maji i formule —¢ a
(¢ = @) (nebot v obou dvou pfipadech pfibude stejny pocet
levych a pravych zavorek, konkrétné pro —¢ nula a pro (¢ = ¢)
jedna), coz spolu s indukénim pfedpokladem dokazuje tvrzeni.

Podobné jednoduse se da strukturalni indukci dokazat, ze
nahradime-li ve formuli VL vyrokové symboly formulemi,
dostaneme opét formuli VL.
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Sémantika VL

Zatim jsme se vénovali jen tzv. syntaktické strance vyrokové
logiky. Rekli jsme si, co je to jazyk VL a co jsou formule VL.
Zatim vSak nevime, co to je pravdiva formule apod. Formule
jsou jisté posloupnosti symbol( jazyka, samy o sobé vSak
nemaji zadny vyznam. Pfifazeni vyznamu syntaktickym
objektlim je zaleZitosti tzv. sémantiky . Pravé sémantice
vyrokové logiky se budeme nyni vénovat.



(Pravdivostni) ohodnoceni

(Pravdivostni) ohodnoceni je libovolné zobrazeni e
vyrokovych symbol& daného jazyka vyrokové logiky do
mnoziny {0,1}, tj. ohodnoceni e pfifazuje kazdému
vyrokovému symbolu p hodnotu 0 nebo 1.

0 a 1 reprezentuji pravdivostni hodnoty nepravda a pravda.
Hodnotu pfifazenou ohodnocenim e symbolu p oznacujeme
e(p). Je tedy e(p) = 0 nebo e(p) = 1. Je-li dano ohodnoceni e,
mlZeme ¥ici, co je to pravdivostni hodnota formule.



Pravdivostni hodnota formule VL

Pravdivostni hodnota libovolné formule je pravdivostnim
ohodnocenim jednoznacné urCena a je definovana takto:

Definice

Necht je dano ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule
¢ pfi ohodnoceni e , oznaCujemeji || ¢ ||e, je definovana
néasledovné:
@ Je-li ¢ vyrokovym symbolem p, pak || p |[e=e(p).
@ Je-li ¢ slozena formule, tedy ma tvar - nebo ¢ = 6, pak
| =@ lle=1, pokud || ¢ [|le=0;
| =@ lle=0, pokud || ¢ [[e=1 a
| ¢ =6 |le=1, pokud || ¢ [le=0nebo || 6 [le=1;
| ¢ = 0 |le= 0 jinak.
Je-li || ¢ |le=1(]| ¢ |le=0), Fikdme, Ze formule ¢ je pfi
ohodnoceni e pravdiva (nepravdiva ).




Poznamka: Uvédomme si, Ze nema smysil fici ,formule ¢ je
pravdiva“ nebo ,nepravdiva“ (musime fici pfi jakém
ohodnoceni!). Neboli pravdivost formule chapeme vzdy
vzhledem k néjakému ohodnoceni.

Poznamka: Alternativné Ize zadat pravdivostni funkci (operaci)
logickych spojek tabulkami:

al| —a - 10 1
0 1 0|1 1
1 0 1]/0 1

Pak pravdivostni hodnotu sloZzenych formuli -y, ¢ = 6, pfi
ohodnoceni e, Ize definovat takto:

=@ lle=—IlWle:
[@=0le=IWlle=8 e



Tautologie, spinitelné formule a kontradikce

Formule VL se nazyva
@ tautologie , je-li pfi kazdém ohodnoceni pravdiva,
@ kontradikce , je-li pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva,
@ splnitelna , je-li pravdiva pfi alespon jednom ohodnoceni.

Ztejmé splnitelné formule jsou prave ty, které nejsou
kontradikcemi. Fakt, Ze formule ¢ je tautologie, zapisujeme
= ¢, popfipadé || ¢ ||=1.



Oznaceni: Je-li ¢ formule VL, pak piSeme ¢(py,...,Pn),
chceme-li zdlrraznit, Ze vdechny vyrokové symboly vyskytujici
se ve ¢ jsou mezipq,...,pn (ij. Zadny jiny vyrokovy symbol nez
nektery z p1,...,pPn S€ ve ¢ nevyskytuje).

Plati-li pro ohodnoceni e a €/, ze
e(p1) =¢€'(p1),---,e(pn) = €’(pn), pak pro kazdou formuli
¢(P1,---,pn) Plati || ¢ [le=[| ¢ [le'-

Dikaz: Jednoduchy — strukturalni indukci pro formule VL.
Vlastnost 7 je tvrzeni Lemmy.

Jinak fe€eno, pravdivostni hodnota formule VL zavisi jen na
tom, jaké hodnoty pfifazuje dané ohodnoceni vyrokovym
symbollm, které se ve formuli vyskytuiji.



Tabulkova metoda

Pro n vyrokovych symbolll py,...,pn existuje pravé 2" rliznych
ohodnoceni symboll p1,...,pn (kaZdému vyrokovému symbolu
se pfifazuje 0 nebo 1). Tyto Uvahy jsou zakladem tzv. tabulkové
metody pro zjisténi pravdivostnich hodnot formule.

Tabulkova metoda slouZi k vypséani (tabelaci) hodnot zadanych
formuli ¢1,¢,,...,¢m v tabulce. Tabulka ma 2" fadkdi an+m
sloupct, kde n je pocet vSech vyrokovych symboll, které se
vyskytuji ve formulich ¢4, ¢», ..., ¢n. Do Fadkl piSeme vSechna
mozna ohodnoceni téchto symboll a hodnoty formuli
01,02, Om.

Formule ¢; je tautologii (kontradikci, splnitelnou), pravé kdyz ji
odpovidajici sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje ve vSech
fadcich samé 1 (samé 0, aspon jednu 1).

Priklady: Viz pfednaska a cviceni.



Sémantické vyplyvani

Dale si definujeme pojem sémantického vyplyvani, ktery
formalizuje intuitivni pojem ,vyplyvani“ z mnozin formuli.

Definice

Formule ¢ sémanticky plyne z formule ¢, znaCime ¢ = ¢,
jestlize  je pravdiva pfi kazdém ohodnoceni, pfi kterém je
pravdiva ¢. Pokud ¢ sémanticky plyne z ¢ a naopak, fikame,
Ze ¢ a Y jsou sémanticky ekvivalentni

Obecnéji, formule @ sémanticky plyne z mnoziny formuli T,
znaCime T = ¢, je-li ¢ pravdiva pfi kazdém ohodnocent, pfi
kterém je pravdiva kazda formule z T .

Pro ovéreni sémantického vyplyvani je mozné pouZzit tabelaci
(tabulkovou metodu).

Pfiklady: Viz pfednaska a cviceni.



Priklad na sémantické vyplyvani

Zjistéte zda z mnoziny T = {p=—0q,q,~(((p= —q) Vr) < (r A—q))}
sémanticky plynou nasleduijici tfi formule: r A—q; r; (p = —q) Vr.

K feSeni pouzijeme tabulkovou metodu pomoci které zjistime, pfi
kterych ohodnocenich nabyvaji formule z T soucasné pravdivostni
hodnotu 1 (viz Sedé podbarvené fadky). Nyni se staci podivat, zda pfi
téchto (dvou) ohodnocenich jsou jednotlivé formule ze zadani
(modré) také pravdivé (v obou pripadech). Pokud ano, pak
sémanticky vyplyvaji z T. Jinak sémanticky nevyplyvaji z T.

pPlajr|p=-q | (@E=-9)Vr | rA-q | =((p=-q)Vr) s (rA-q))
1 1 1 0 1 0 1
110 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0
0]0]o0 1 1 0 1

Zfejme tedy p = —q,9,~(((p = —q) Vr) & (rA—q)) = (p = —q) Vr.

i




Poznadmka: Zfejmé formule ¢, jsou sémanticky ekvivalentni,
pokud || ¢ ||e=]| ¢ ||e pro kaZzdé ohodnoceni e.

Poznadmka: Formule ¢, jsou sémanticky ekvivalentni, pravé
kdyz je formule ¢ < ¢ tautologie. Tedy sémanticky ekvivalentni

formule od sebe nelze rozliSit pravdivosti.

Nékteré tautologie povySujeme na tzv. zakony VL .



Nékteré zakony VL, kde ¢, g, x jsou libovolné formule VL:

e e e
cnm-bpor\)!—\_o

©o Nk~ wWDNRE

¢V —¢ (zakon vylou€eného tretiho)

—(¢p A—¢) (z&kon sporu)

-—¢ < ¢ (zakon dvoji negace)
dAY)<= (YAP) (komutativni zAkon pro A)
pVyY)<= (PVve) (komutativni zakon pro V)
dA(WAX))<= ((dAY)AX) (asociativni zakon pro A)

(
(
(
(oVv(PVvy)
(
(

)< ((¢Vvy)Vvx) (asociativni zakon pro V)
dpA(WVX)e((dAY)V(PAYX)) (distributivni zakon)
dVvWwrx)<e((dVvy)n(9Vvy)) (distributivni zakon)

(¢ AY) < (- V) (de Morganlv zakon)
—(¢p V)<= (—9 A-y) (de Morganlv zakon)
. (¢=>¢)e (-9 VvyY) (ndhradaimplikace)
-(¢ = )< (¢ A—y) (ndhrada negace implikace)

. (¢=y)s (~Y=—-9) (z&kon kontrapozice)
.(pev)e (d=¢Y)N(Y=09)) (ndhrada ekvivalence)
. ((d=Y)AN(g=x))= (= x) (tranzitivita implikace).



Je uziteCné si uvédomit jesté dalSi tautologie:
a) (pNP)<= 9, (Vo)< ¢ (iddempotentnostVv,A)
b) ¢ = (¥=19)
c) o= (yVve)
d) (6AY)=¢.

| zde jsou ¢ a  libovolné formule vyrokové logiky.



Znovu sémantickeé vyplyvani

Uz vime, Ze VL ma svou syntaxi a sémantiku . Syntaxe VL
definuje pojmy jako je jazyk a formule, ale formulemi (i
ostatnimi syntaktickymi pojmy) se zabyva Cisté z pohledu jejich
tvaru. Sémantika VL zavadi pojem pravd. ohodnoceni a
pravdivost formule pfi daném ohodnoceni. Sémantika pfifazuje
vyznam syntaktickym pojmim.

Pojem vyplyvani ma v logice Ustfedni vyznam (zopakujme jej):

Definice

Méjme formule g, ..., Y, (n > 0). Formule ¢ sémanticky plyne

z formuli ¢y, ..., Yn (znaCime Yy,...,Yn = @), jestlize | ¢ |e=1
pro kazdé ohodnoceni e takové, ze || Yy |e=1,...,|| Un |e= 1.

Formule y, ..., Y nazyvame predpoklady , formuli ¢
sémanticky dlsledek formuli g, ..., gn.




Pfiklad
DokaZzte, Zzeje-li y =9 a ¢ = x, pak ¢ = X.

Reseni: Mame ukéazat, e ¢ = x. Necht e je ohodnoceni, pfi
kterém je  pravdiva. Dle pfedpokladu ¢ |= ¢ je pfi e pravdiva
také ¢ a tedy dle predpokladu ¢ |= x je pfi e pravdiva také y,
coz jsme méli ukazat.




Sémanticka podoba v éty o dedukci |

Necht x1,...,Xn, ¢, W jsou formule VL. Pak plati:
X17~-7Xn ’: ¢ = l-,U, pré\/é kdy2 Xlu"'7Xn7¢ ’: l-,U

Dikaz:

(=)

Nejprve predpokladejme x1,...,xn = ¢ = ¢ a dokazme
X1,---,Xn, @ = @. Staci ovéfit, Ze pro kazdé ohodnoceni e, pfi
kterém jsou vSechny formule z X1,..., Xn, ¢ pravdivé, mame

|| ¢ |le= 1. Jsou-li ale x1,...,Xn, ¢ pfi ohodnoceni e pravdive,
pak dostavame || ¢ = ¢ ||e= 1 dle pfedpokladu. Rovnéz plati
19 lle=1.Tojest | ¢ = ¢ o= ¢ e~ ¥ lle=1— ¢ [le=1.

Z vlastnosti — pak plyne, Ze || ¢ |le=1. To jest x1,..., Xn, ® = .

(<) ...



Sémanticka podoba v éty o dedukci ll

Necht x1,...,Xn, ¢, W jsou formule VL. Pak plati:
Xt Xn =@ = @, prave kdyZ Xa,.... Xn, ¢ = .

DUkaz:
(=) ...

(<)

Naopak predpokladejme x1,...,Xn, ¢ = Q. StaCi ovéfit, Ze pro
kazdé ohodnoceni e, pfi kterém jsou vSechny formule x1,... Xn
pravdivé, je || ¢ = ¢ |[e= 1. Mohou nastat dva pfipady:

1) [ ¢ le="0, odkud [| ¢ = @ [le=0—=| @ [le=1.
2) || ¢ |le=1, to jest pfi ohodnoceni e jsou pravdivé vSechny

formule z x1,...,Xn, ¢ atedy || ¢ ||e= 1 dle pfedpokladu.
Odtud || ¢ = ¢ |le=1— 1 =1, v disledku ¢ehoZ

Xl7"'7Xn ':¢:>'~l’



Aplikace sémantické podoby v éty o dedukci

Priklady aplikace sémantické podoby v  éty o dedukci:

@ MlZeme okamzité tvrdit, Ze = ¢ = ¢, protoze ¢
sémanticky plyne z ¢ trivialné.

@ Dvojnasobnou aplikaci VoD na zfejmy fakt ¢, = ¢ A Y
dostavame = ¢ = (¢ = (9 A Y)).

@ Déle, k tomu abychom ovéfili, ze ¢ sémanticky plyne
z formuli xq,..., Xn staci ovéfit, Ze formule
X1= 2= (..(xn=1¢)...)) je tautologie.
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