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@ (Booleovské funkce), normalni formy formuli VL



Booleovské funkce f: {0,1}" — {0,1}

Booleovska funkce s n argumenty (n-arni booleovska
funkce) je libovolné zobrazeni, které kazdé usporadané n-tici
hodnot 0 nebo 1 pfifadi hodnotu 0 nebo 1. Kazdou booleovskou
funkci f s n argumenty Ize zapsat v tabulce podobné jako u
tabulkové metody. Predpokladejme, Ze argumenty funkce f
oznacime Xxi,...,Xn, pak piSeme také f(xi,...,Xn).

Priklad

VSechny booleovskeé funkce jedné proménné:

Xq ‘ f1 fg f3 f4
0|0 O 1 1
170 1 0 1

Vidime, Ze f; je pravdivostni funkce spojky negace, tj. f3(0) = 1
a f3(1) =0.




Priklad

VSechny booleovské funkce dvou proménnych:

X1 Xo ‘ f1 f2 f3 f4 f5 f6 fz fg

1 1 1 1 1 1 1 1 1 A1

1 of1 1 1 1 0 0 0 O

0o 1 1 1.0 0 1 1 0 O

o oj1 o 1 0 1 0 1 O
X1 X |fy fio i fo hs f4 f5  fie
1 110 O 0 0 0 0 0 0
1 0|1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0
0O 0|1 0 1 0 1 0 1 0

Vidime, ze £, je pravdivostni funkce spojky disjunkce, f5 je
pravdivostni funkce spojky implikace, f; je pravdivostni funkce
spojky ekvivalence a fg je pravdivostni funkce spojky konjunkce.




Pravdivostni funkce spojek A, V, =, < jsou booleovské funkce
dvou argumentd, pravdivostni funkce spojky — je booleovska
funkce jednoho argumentu.

Tvrzeni: Existuje 2(2") booleovskych funkci s n argumenty.

Je jasné, Ze kazda formule ¢ obsahujici vyrokové symboly
pi,---,Pn indukuje booleovskou funkci n argumentad. Je to prave
funkce, jejiz tabulku ziskame vytvorenim tabulky pro formuli ¢.
Zajimavé ale je, ze plati také opacné tvrzeni: Ke kazdé
booleovské funkci f s n argumenty existuje formule ¢ takova,
Ze tato formule indukuje pravé funkci f. Plati dokonce, ze
formule ¢ mize obsahovat pouze spojky —, A, V.



Necht V je mnozina vyrokovych symboll. Pak

@ literal nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho
negace

@ uplna elementarni konjunkce nad V je libovolna
konjunkce literalt, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje prave v jednom literalu

@ uplna elementarni disjunkce nad V je libovolna
disjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje pravé v jednom literalu

@ uplna konjunktivni normalni forma nad V je konjukce
Uplnych elementarnich disjunkci nad V

@ uplna disjunktivni normalni forma nad V je disjunkce
uplnych elementarnich konjunkci nad V.




Poznamka: Tabulkovou metodou se Ize snadno presvédgit, Zze
formule pA(gATr)a(pAqg)Arjsou sémanticky ekvivalentni,
tedy u formuli ve tvaru konjunkce nezalezi na uzavorkovani. To
samé plati pokud bychom nahradili konjunkci disjunkci. PiSeme
tedy stru€né py A--- A pp misto py A(P2 A (... (Pr—1APn)--.)),
atp. Analogicky pro disjunkci.

Ke kazdé formuli VL, ktera neni tautologii (kontradikci) existuje
s ni sémanticky ekvivalentni formule, ktera je ve tvaru Uplné
konjunktivni normalni formy (UpIné disjunktivni normalni formy).




Konstrukce UDNF pro formuli ¢ s vyr. symboly p;,...,pn:
1) pro ¢(py,...,Pn) uvazme tabulku pravdivostnich hodnot
2) pro fadky s hodnotou 1 (ve sloupci ¢) sestrojme UEK z p;

(pro 1) a —p; (pro 0)
3) vysledna UDNF je disjunkci takovych UEK.

Pro UKNF postupujeme duainé:

Konstrukce UKNF pro formuli ¢ s vyr. symboly p;,...,pn:
1) pro ¢(py,...,Pn) uvazme tabulku pravdivostnich hodnot
2) pro fadky s hodnotou 0 (ve sloupci ¢) sestrojme UED z p;

(pro 0) a —p; (pro 1)
3) vysledna UKNF je konjunkci takovych UED.

Priklady: Viz pfednaska a cviceni.



Priklad

Sestrojte UDNF a UKNF k formuli ¢: (p< q)A(q= 1)

plglrlpeqglg=r|e UEK UED
11111 1 1 1 PAQANAT

1111]0 1 0 0 —pV-qVvr
1101 0 1 0 -pVvqV-r
1/0|0 0 1 0 —pvqVvr
0|11 0 1 0 pv-oq\V-r
0|10 0 0 0 pv-qVvr
0[0 |1 1 1 1| s pA—-gQATr

0/(0]0 1 1 1| -pA-gA-r

Tedy UDNF je (0AQAT)V (~pA=GAT)V (=pA=qA-T),
UKNF je (-pV—=qV r)A(=pV gV -r)A(-pVqVr)A
(PV=qV-r)A(pV—-qVr).




© (Upiné systémy spojek VL)



Mnozina booleovskych funkci {fi,..., fc} je funkéné uplna,
pokud kazdou booleovskou funkci f: {0,1}" — {0,1} Ize
vyjadrit jako slozeni nékterych funkci z {fy,..., f}.

Rekneme, Ze mnoZina vyrokovych spojek je Gplna (tvofi Gplny
systém spojek), jestlize je funkéné Uplna mnozina jim
odpovidajicich booleovskych funkci.

Kazdy Uplny minimalni systém spojek VL nazveme bazi.

{—,Y, A} tvofi Uplny systém spojek VL.

Dukaz: Platnost plyne z tvrzeni o UDNF (UKNF).




Z de Morganovych zékonu je zfejmé, ze systém {—, Y, A} neni
bazi. Jednoduse se da ukazat, Ze existuji dvouprvkové baze

{_’7 Y}5 {_’7 A}! {_’7_>}
Otazka: Existuji jednoprvkové baze VL?

Specialni vyznam maji Piercova (Nicodova) spojka (vyznam:
"ani..., ani..."; oznaCujeme ji symbolem |}) a Shefferova
spojka (vyznam: "pokud ..., pak neplati ..."; oznacujeme ji
symbolem 1}), které samy o sobé tvori Uplny systém spojek.
Obé spojky jsou interpretovany nasledujicimi pravdivostnimi
funkcemi:

—_ O«
o = O
o o=
- O|—
- =0
O ==



Tvrzeni: Existuji pouze dvé jednoprvkové baze; tvofi je spojky
Sheffer {1} a Nicod {|} (téz tzv. Piercova spojka). (Tedy
pomoci Sheffera (resp. Nicoda) Ize nahradit vSechny ostatni
spojky VL.)

K dakazu: Pomoci 1 (resp. |}) Ize vyjadrit =, A, V:
Zrejme
(afrb) < —(anb).

Odtud:

1) ma< —-(ana)<(af a);

2) (anb) < —~—(anb) < —(aftb) = ((afhb)(afb));

3) (avb)< —-—(avb) s —(-an—b) < (—maft—b)<((afta)

(b1 b)).

Podobné pro J}.



e Dokazatelnost ve VL



Motivace: Tabelace je nednosna pfi velkém mnozstvi
vyrokovych symboll. Nabizi se tedy otazka, zda-li neni mozné
0 sémantickém vyplyvani rozhodnout jinak nez tabelaci . ..



Odvozovaci pravidlo modus ponens

Nejprve si zavedeme novy pojem vyplyvani, ktery nebude
zaloZen na pojmu pravdivostni ohodnoceni, ale pouze na
manipulaci s formulemi na urovni jejich tvaru. Z&kladni pojem,
na kterém je tento typ vyplyvani zalozen je odvozovaci
pravidlo — predpis pomoci néjz ze vstupnich formuli
odvozujeme dalsi formule. Odvozovaci pravidla formalizuji
elementarni tsudky. Nam bude ve VL postacovat pouze jediné
odvozovaci pravidlo, tzv. pravidlo odlou¢eni neboli modus
ponens (MP), které Ize schématicky vyjadfit

P.0=vy
v

MP:

a jehoz vyznam je: "z formuli ¢ a ¢ = y odvodime formuli y".
Formulim ¢, ¢ = y nékdy fikdme predpoklady.

Naptiklad formule —q vznika pouzitim modus ponens z formuli
p=ra(p=r)=—q.



Axiomy VL

Pfi odvozovani formuli budeme déle pouzivat axiomy, coz jsou
formule, které automaticky pfijimame jako "platné". Axiomy
popisuji vlastnosti logickych spojek a jejich vzajemny vztah.
Axiomy VL si definujeme pomoci tfi axiomovych schémat:
(A1) o= (v=9),
(A2) (o= (v=2))=(¢=v)=(¢=12))
(A3) (Y = —0)= (9 = V).

Jakakoli formule, kterd je ve tvaru jednoho ze schémat (A1) —
(A3) se nazyva axiom VL.

Axiomova schémata jsou "predpisy", kterymi definujeme
vSechny axiomy. Ackoli budeme pouzivat pouze tfi axiomova
schémata, axiomu jako takovych je nekone¢né mnoho. Napf.
formule (-(p=q) = ——p) = (—p= (p= q)) je axiom, ktery je
instanci schéma (A3). Dale napf. p = (q = r) neni axiom.

Mnozinu axiomU a odvozovacich pravidel, ktera pouzivame,
souhrnné nazyvame axiomaticky systém.



Pod pojmem "dlkaz" je intuitivné mySlen zaznam odvozovani,
provedeny tak, ze za sebe napiSeme tvrzeni, ke kterym se
postupné dobirame tak, Zze zaCneme predpoklady a
pokracujeme tvrzenimi, ktera z predchozich tvrzeni plynou
pomoci elementarnich asudkovych kroku.

Nyni zavedeme presny pojem dikazu v naSem axiomatickém
systému — neformalni pojem dukazu tak prevedeme z Urovné
intuice na pfesnou formalni aroven.



Dulikaz, syntaktické vyplyvani

Dukaz formule ¢ z mnoziny formuli T je lib. posloupnost
formuli ¢1,..., ¢, takova, Zze o, =@ akazda ¢; (i=1,...,n)
@ je axiomem,
@ nebo ndlezido T,
@ nebo vznika z predchozich formuli dikazu pomoci
odvozovaciho pravidla MP, tedy existuji indexy j, k < i tak,
Ze ¢ je formule ve tvaru ¢; = ¢;.
Formule ¢ je dokazatelna z T (zapisujeme T I ¢), pokud
existuje dikaz formule ¢ z T. Pokud - ¢, pak fikame, ze ¢ je
dokazatelna (z prazdného systému predpokladu).

Dokazatelnosti budeme také fikat syntaktické vyplyvani,
abychom tim zdlraznili, ze jde o protéjSek sémantického
vyplyvani. Fakt T F ¢ Ize tedy Cist "¢ syntakticky plyne z T",
pripadné "¢ je syntaktickym disledkem T".



Ztejmé kazdy axiom je dokazatelny, nebot - ¢ plati pro kazdy
axiom ¢, protoze jednoprvkova posloupnost ¢ je dikazem ¢
z prazdného systému predpokladu.

Poznamka: Mame dva pojmy vyplyvani formule z mnoziny
formuli: sémantické vyplyvani (T = ¢) a syntaktické vyplyvani
(T + ¢). Jak spolu souvisi uvidime pozdgji (véta o Uplnosti).
Specialné mame dva pojmy platnosti formule: = ¢ oznacuje
platnost ¢ v sémantickém smyslu (pravdivost), - ¢ oznacuje
platnost ¢ v syntaktickém smyslu (dokazatelnost).



Pro kazdou mnozinu formuli T a formule ¢, v plati, Ze
zTFo=yaTtFoplyne THy.

Dukaz: Mame tedy dokazat, Ze jsou-li z T dokazatelné formule
0 = v a g, pak jez T dokazatelna i formule y. Jsou-livSakz T
dokazatelné formule ¢ = v a ¢, znamena to, zZe existuje dukaz
Xi,----xnformule o = v z T (1. x, je formuli ¢ = y) a ze
existuje dikaz 64,...,0, formule ¢ z T (1j. 6, je formuli ¢).
Nyni v8ak staci vzit posloupnost x1,...,xn,61,---,0m, v —taje
jiz dukazem y z T. Abychom se o tom presvedcili, staci ovéfrit
podminky z definice pojmu dikaz (pro kazdou formuli
uvazované posloupnosti). Zfejmeé kazda formule y; je bud
axiomem nebo je formuli z T nebo plyne z néjakych
predchozich y, x; pomoci MP. Podobné uvazujeme pro
libovolnou formuli 6;. Déle, formule y plyne z formuli x, (coz je
© = y) a 6 (coz je ) pomoci MP. Vidime tedy, ze
posloupnost x1,...,Xn,01,...,0m, ¥ je dikazem y z T, tj. TH y.



Pro kazdou formuli ¢ plati - ¢ = ¢ (tj. formule ¢ = ¢ je
dokazatelna v naSem axiomatickém systému).

Diikaz: Mame ukazat, Ze existuje diikaz (z prazdné mnoziny
predpokladu), jehoz poslednim prvkem je ¢ = ¢. Dukazem
formule ¢ = ¢ je napfiklad posloupnost formuli
Lo=((¢=9)=0)
2. (= ((¢=0)=0))=((¢=(0=0))=(¢=9))
(0= (9=9))=(¢=0)
p=(¢=9)
=0

ok w

Fakt, ze - ¢ = ¢ budeme dale pouzivat.



Lemma — monotonie dokazatelnosti

Necht T a S jsou mnoziny formuli a ¢, v jsou formule. Pak
plati: pokud T+ ¢ a pro kazdou y € T mame S+ y, pak S+ ¢.

Dukaz: Predpokladejme, ze plati T + ¢. To jest existuje dukaz
Xi,---,Xn Z T, kde xn = ¢. Uvazujme posloupnost d,... Opm,
kterou vytvofime z posloupnosti x1, ..., xn tak, ze kazdy ¢len y;,
pro ktery mame y; € T, nahradime nékterym jeho dikazem ze
systému S (dukaz vzdy existuje, jelikoz St y;), jinymi slovy,
formuli x; "vyjmeme" z posloupnosti x1,..., x» @ Na jeji misto
"vlozime dukaz" formule x; z S, coz je opét konecna
posloupnost formuli. Vznikla posloupnost ¥4,... 9, je evidentné
dukazem z S a ¥, je formule ¢. Dostavame tedy S+ ¢.



Véta o dedukci

Véta o dedukci (VoD)

Pro kazdou mnoZinu formuli T a formule ¢,y plati: T+ ¢ = v,
prave kdyz T, + y.

Dukaz:

"=" Pfedpokladame-li T+ ¢ = vy, je tim spiSe T, o+ ¢ = y.
Pouzitim MP okamzité dostavame T, ¢ F .

"<" Necht T, y, {j. existuje dikaz vy, ..., y, formule v

z T, (yn je v). Indukci dokazeme, Z2e T + ¢ = yj; plati pro
i=1,...,n, z ehoz dostaneme pozadovany vztah jako
speciélni pfipad pro i = n. Vezmémeé tedy i € {1,...,n} a
predpokladejme, Ze pro kazdeé j < i plati T+ ¢ = y; (indukeni
predpoklad). Dokazeme, ze T + ¢ = y;. Podle definice dikazu
mohou nastat pouze nasleduijici tfi pfipady:



(A) w;je axiom nebo formule z T. Pak je posloupnost formuli
vi = (0 = i),
Vi,
Q= Vi
dukazem formule ¢ = y; z T.
(B) y;jje formuli 9. Pak T+ ¢ = y; plyne z pfedchozi Véty.
(C) i plyne z pfedchozich formuli y;, wx = v; = v; (j,k < i)
pomoci MP. Dle indukéniho pfedpokladu existuje dukaz
a,...p=>yzTadlkazB,...,.o= (yj=vy;) z T.
Pridame-li k posloupnosti
a,....,0=VY,B,....,0 = (y;= ;) formule
(0= (vj=w))= (¢ =)= (¢=wi)),
(0= vj) = (9= i),
¢ = Vi
dostaneme dukaz formule ¢ = y; z T.

Dikaz je hotov.



Véta o dedukci umoziuje mimo jiné zkracovat dikazy.

Ukazme, Zejestlize TFo=vyvaTry=yx,pak TFo=yx
(tzv. princip tranzitivity implikace). Skutecné, mame T,¢ - v
(dle VoD aplikované na T+ ¢ = y), dale T,¢ I x (pouzitim MP
a monotonie dokazatelnosti) a kone¢né T+ ¢ = x (VoD
pouzitana T, + x).




Pro formule ¢, v plati

F==¢ =0,

Dukaz: (a-), (b-), (c-) viz cviCeni, (d-), (er) viz prednaska.

Poznamka: Vztahy (a;) — (e-) maji dobry intuitivni vyznam.
Vztah (a-) vyjadiuje, Ze pokud je ¢ neplatna, pak z vlastnosti ¢
plyne lib. formule. Vztahy (b.) a (c-) popisuji vlastnosti dvoji
negace — popisuji praveé to, co na sémantické urovni vyjadfuje
fakt, ze ¢ a ——¢ jsou sémanticky ekvivalentni. Vztah (d.) je
dualnim vztahem k axiomovému schématu (A3) a spolu s (A3)
popisuje to, co na sémantické Urovni vyjadruje fakt, ze ¢ = v a
-y = - jsou sémanticky ekvivalentni. Vztah (e.) je modifikaci
vztahu: "z platnosti ¢ a z platnosti v plyne platnost ¢ A y".
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