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Spornost a bezespornost

Mnozina formuli T se nazyva sporna (nekonzistentni), jestlize
je z ni dokazatelnd jakékoliv formule. Neni-li T sporna (t;.
existuje formule, ktera neni z T dokazatelna), nazyva se
bezesporna (konzistentni).




Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Mnozina formuli T je sporna;
(i) THoea Tt —¢e pro néjakou formuli ¢;
(iiiy TE=(8=9).

Dikaz: "(i) = (ii)": Pokud je T sporny systém formuli, pak je
z néj dokazatelna jakakoliv formule, tedy i formule ¢ a —¢.
"(ii) = (iii)": Necht TH¢ a T+ —¢. Dle (a-) mame

F=¢ = (¢ = (% = 9¥)), zmonotonie dokazatelnosti
TE=-¢=(¢=-(%= 19)). Dvojndsobnym pouZzitim MP
dostaneme T+ —(¢¥ = ¢).

"(iii) = (i)": Necht ¢ je libovolna formule. Plati

F=(% = 9)=((% = 9)= ¢) opétdle (a-). Z monotonie
dokazatelnosti T+ —(9% = 9) = ((¥ = ©) = ¢). Dale plati, Zze
T+ ¥ = ¥; z pfedpokladu T - —(® = ©) tedy dvojndsobnym
pouzitim MP mame T + ¢.



O dukazu sporem

Ddkaz sporem je populéarni dokazovaci princip v informatice a
matematice. Sporem se snadno dokazuje napfiklad tvrzeni:
"prvodisel je nekone&n& mnoho" nebo "v2 ¢ Q" atd. P¥i
dokazovani postupujeme tak, ze predpokladame neplatnost
tvrzeni a dojdeme ke sporu, ¢imz dokazeme platnost daného
tvrzeni.

Nasledujici véta ukazuje, Ze intuitivni dikaz sporem ma ve VL
svou formalizaci.



Dlikaz sporem

Véta o dikazu sporem

Necht T je mnoZina formuli, necht ¢ je libovolna formule. Pak
plati: T+ ¢, praveé kdyz T,—¢ je sporna mnozina.

Dikaz: Necht T+ ¢. Pak zfejmé T,—-¢ I- ¢ a trivialné téz
T,—¢ + -, coz dle (i) pfedchozi Lemmy znamen@, ze T,—¢ je
sporna mnozina.

Naopak, predpokladame-li, ze T,—¢ je spornd mnozina, pak je
z T,—¢ dokazatelna formule —(9 = ) dle (iii) pfedchozi
Lemmy. UZitim VoD mame T + —¢ = —(9¥ = ¢). Jelikoz

(7@ = (% = V)= (0= V)= ¢) je axiom dle (A3), pak

z monotonie dokazatelnosti a uzitim MP dostavame

TH (%= 9)= ¢. Ddle - ¥ = ¥, odkud opétovnym uZitim
monotonie dokazatelnosti a MP mame T I ¢.



Véta o nahrazeni

Oznaceni: Jsou-li @, ¢1,..., ¢, formule a py,...,p, po dvou
rizné vyrokové symboly, ozna¢ime symbolem
©(p1/®1,...,Pn/@n) formuli, kterd vznikne z formule ¢
nahrazenim v8ech vyskytl symboll py,...,p, po fadé
formulemi ¢1,..., @n.

Véta o nahrazeni

Pro libovolné formule ¢, ¢4, ..., @, a libovolné po dvou riizné
vyrokové symboly ps,...,pn plati, ze z+ ¢(py,...,pn) plyne
- (P(P1/(P1,-- o 7pf7/(Pn)'

Dukaz: Jednoduchy, zkuste si ho!



Véta o ekvivalenci

Vznikne-li formule y z formule ¢ nahrazenim jejich podformuli
01,...,¢n po fadé formulemi v, ..., vy, pak

P1 SV, O S YnE 0= .

Z1 ¢ tedy plyne o1 < yq,...,00 < yp - y.

Véta o dukazu rozborem pripad

Pro mnozinu formuli T a formule ¢, y, x plati T,V w g,
pravé kdyz T,o-xa T,y + x.




Véta o neutralni formuli (VoNF)

Véta o neutralni formuli (VONF)

Pro mnozinu formuli T a formule ¢ a y plati T + y, pravé kdyz
TotyaTl,—pky.

Dukaz: Dle predchozi véty je T,V —¢ - v, prave kdyz
T,o-waT,—¢t y. Dale vSak plati, ze T,V —¢F y, pravé
kdyz T+ v (nebot ¢ Vv —¢ je zkratkou za —¢ = —¢, coz (jak
vime) je dokazatelna formule; pro dokazatelnou formuli « je
vzdy T,at B, pravé kdyz T + ), a tim je dukaz hotov.



Videéli jsme formule, které jsou v naSem axiomatickém systému
dokazatelné. Brzy se lehce presveédCime, Ze kazda
dokazatelna formule je tautologii.

Nabizi se otazka, zda také naopak je kazda tautologie
dokazatelna. Uvidime, Ze ano (a uvidime i vice). Jinymi slovy,
naSe axiomy a odvozovaci pravidlo jsou zvoleny tak vhodné, Zze
umoznuji dokazat vSechny tautologie, ale zadné dalsi formule
(tj. formule, které jsou nékdy nepravdivé).



Poznamka: Pokud bychom oznacili Fml mnozinu v§ech formuli
jazyka VL, ve kterém pracujeme, pak potenéni mnozina 2™ je
vlastné mnozinou vech systému formuli (T € 2F™ potom
znamena, ze T je systém formuli). Syntaktické vyplyvani je
tedy relace -C 2™ x Fml, pfitom T € 2f™ je v relaci

s ¢ € Fml, pravé kdyz je ¢ dokazatelna z T. Stejné tak
sémantické vyplyvani Ize chapat jako relaci =C 2™ x Fml, kde
T c 2 je v relaci |= s ¢ € Fml, pravé kdyz ¢ sémanticky plyne
zT.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze FC}=.



Véta o korektnosti (VoK)

Véta o korektnosti

Pro libovolnou mnozinu formuli T a formuli ¢ plati, Ze je-li
TH ¢, pak T = ¢. Specialné tedy, kazda dokazatelna formule
je tautologii.

Dulikaz: Nejprve pro T = 0. Kazdy axiom je tautologie (o ¢emz
se Ize snadno presvedcit tabelaci). Dale ziejmé plati, ze jsou-li
¢ a ¢ = v tautologie, je i v tautologie. Indukci tedy
dostavame, ze kazdy ¢len dukazu je tautologie. Tedy kazda
dokazatelna formule je tautologie.

Je-li T#£0,pak z T+ ¢ plyne, ze pro néjaké yy,...,y, € T je
v1,...,¥nF @. Opakovanym (n-nasobnym) pouzitim VoD odtud
dostaneme F yy = (y2 = (...(yn = ¢)...)), z Cehoz dle vySe
dokazaného plyne = y1 = (yo = (... (vn = ¢)...)). Nyni
n-nasobné pouzijeme "sémantické verze" VoD a dostaneme
V1,...,Wn E @,z CehoZz plyne T = ¢.



Dusledek
Sporny systém formuli neni spinitelny.

Dlkaz: Pokud je T sporny systém, pak T+ —(d = ¢), tedy
(dle VoK) T = —(® = ¢). Odtud dostavame, Zze —(0 = &) musi
byt pravdiva pfi kazdém ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé
v8echny formule z T. Ale —(¢ = ¢) je kontradikce, tedy
neexistuje zadné ohodnoceni e, pii kterém by byly vSechny
formule z T pravdivé. Tim jsme prokazali, Ze sporny systém
formuli neni splnitelny.



Poznamka: Korektnost Ize vyuzit k prokazani faktu, ze néktera
formule neni dokazatelna z jistého systému predpokladu.
Reformulaci korektnosti totiz dostavame, Ze pokud ¢
sémanticky neplyne z T, pak ¢ neni ze systému T ani
dokazatelna. K tomu, abychom prokazali, ze T ¥ ¢ tedy staci
ukazat T ¥ ¢, coz je vyrazné jednodussi nez prokazat
"neexistenci dukazu", protoze dikazU, jakozto kone€nych
posloupnosti formuli, je obecné nekone¢né mnoho.

Priklad

Prokazeme, ze p = q¥ —p = q. Z Véty o korektnosti VL staci
ukazat, ze p= q¥ —p = q. To jest zbyva najit pravdivostni
ohodnoceni e takové, ze || p=q|le=1, ale || - p= g |le=0.
S vyuzitim vlastnosti logické operace — ziejmeé staci vzit
pravdivostni ohodnoceni e, kde e(p) =0 a e(q) =0. Tim je
dukaz hotov.




Shrneme-li pfedchozi poznatky, zavedli jsme dva druhy
vyplyvani: =, ajiz vime, Ze kazda formule dokazatelng

z prazdného systému je tautologie a obecnéji T - ¢ implikuje
T = ¢, neboli: "to co je dokazatelné z néjakého systému,

z tohoto systému rovnéz sémanticky plyne".

Ukazeme, Ze to plati i obracené.

Pred dukazem véty o Uplnosti zavedeme nasledujici znaceni.
Pro formuli ¢ a ohodnoceni e je

(pe:{ ¢, pokud || ¢ [|e=1
—¢, pokud | ¢ [=0.



Churchovo lemma (ChL)

Churchovo lemma (ChL)

Pro libovolnou formuli ¢(p1, ..., pn) plati pf,...,p5 - @°.

Dukaz: Tvrzeni dokazeme strukturalni indukci pfes slozitost
formule ¢.

I. Necht' ¢ je vyrokovy symbol p. Pak je tvrzeni ztejmé

(P®+ p®).

[I. Necht tvrzeni plati pro ¢. Ukazme, ze pak plati i pro -, {j.,
ze ps,....pp (—)°. RozliSme dva pfipady, || ¢ <=0 a

[ ¢ lle=1.Pro| ¢le=0je ¢°=-¢a(~¢)°=—¢. Pozadované
tvrzeni pf,...,p5 - (—¢)® tedy ptimo plyne z predpokladu. Pro
|olle=1je ¢¢= ¢ a(—¢)®=--¢0. Mame tedy dokézat, Ze
ps,...,ps F ——¢. To vSak plyne z pfedpokladu: pf,...,p5 - ¢ a
z (cr): F ¢ = ——¢ pomoci MP.



[Il. Necht tvrzeni plati pro ¢ a v. Ukazme, Ze pak plati i pro
o=y, 1., ze ps,...,p5 - (¢ = y)®. Mohou nastat nasledujici
pripady:
© |plle=0:Pakje || ¢=ylle=1,tedy (p=y)°=0=y.
Podle predpokladu mame p¢,...,p5 + —¢. Dle (a-) je
F-¢ = (¢ = y), odkud pomoci MP dostaneme
pozadované pf,...,ps @ = y.
® |ylle=1:Pakje || ¢ = v [le=1,tedy opét
(¢ = v)® = ¢ = y. Dle pfedpokladu mame pf,...,p5 - v.
Z (A1): y = (¢ = y) a MP dostaneme pozadované
P55 0= v.
° [[¢lle=1al y|e=0:Pak| ¢ = yle=0, tedy
(¢ = v)® =—(¢ = vy). Podle pfedpokladu je pf,...,p5 - ¢
aps,....,ppE—y. PouZitim (er): F o = (—y = —(9 = v))
a dvojnasobnym pouzitim MP dostaneme pozadované
Py pa (o= v).



Véta o uplnosti, slaba verze

Véta o Uplnosti, slaba verze

Pro libovolnou koneénou mnozinu T formuli a formuli ¢ plati,
zez T = ¢ plyne T+ ¢. Specialné, kazda pravdiva formule je
dokazatelna.

Dukaz: Tvrzeni dokdazeme nejprve pro pfipad T = 0. Necht
tedy = ¢. Pro kazdé ohodnoceni e tedy plati o€ = ¢ (protoze
podle predpokladu je || ¢ ||e=1). Jsou-li p1,...,pn vSechny
vyrokové symboly z ¢, je dle ChL

Ps.p5s- - Pp @

Uvazujme nyni ohodnoceni €, které se od e lisi pravé

v hodnoté, kterou pfifazuje symbolu p;. Pfredpokladejme, ze
e(py)=1aé€(p1) =0 (ptipad e(p;) =0 a €(p1) = 1 se oSetfi
symetricky). Dle ChL je opét

p§.ps,....o5 o



Protoze je vSak podle predpokladu p§ = pg', ., pE=pg,
p$ =pi a p§ = -py, dostavame

p17p57"'7pﬁl_(p a _'p17p267"'7pr§'_(p7
odkud dle VoNF mame

p3,...,P5 F .

Opakovanym pouzitim pravé provedené Uvahy postupné
dostaneme
P5.-- P ¢
az po
Pat @
a nakonec
Fo.



Necht nyni T ={¢4,...,¢n}. Podle sémantické verze VoD
dostaneme z T = ¢, Zze = @1 = (...(¢n = ¢)). Odtud podle
praveé dokazaného plyne - ¢1 = (... (¢n = ¢)), odkud pomoci
VoD dostavame ¢1,..., ¢, ¢, tj. poZzadované T+ ¢. Tim je
dukaz hotov.



Véta o kompaktnosti

Pro dikaz tzv. silné verze véty o Uplnosti (ta se neomezuje na
kone¢né T) potfebujeme nasledujici vétu:

Véta o kompaktnosti

(1) Mnozina T formuli je splnitelnd, pravé kdyz je splnitelna
kazda kone¢na podmnozina mnoziny T.

(2) Pro kazdou formuli ¢ je T = ¢, pravé kdyz existuje
koneCna S C T tak, Zze S o.




Véta o uplnosti, silna verze

S pouzitim véty o kompaktnosti jiz snadno dokazeme silnou
verzi véty o Uplnosti.

Véta o Uplnosti, silna verze

Pro libovolnou mnozinu T formuli a formuli ¢ plati, Zze z T = ¢
plyne T i ¢.

Dukaz: Je-li T = ¢, pak dle véty o kompaktnosti (2) existuje
koneCna S C T tak, ze S |= ¢. Dle slabé verze véty o Uplnosti je
St ¢, aztoho samozfejmé plyne T + ¢.



Uvédomme si, Ze véta o Uplnosti je velmi netrivialni tvrzeni:

Z toho, ze néjaka formule ma pfi vSech (intuitivné zcela
prirozené definovanych) moznych ohodnocenich pravdivostni
hodnotu 1 plyne, Ze je dokazatelna pomoci tfi (jednoduchych a
intuitivné pfijatelnych) axiomu a jednoho (jednoduchého a
intuitivné pfijatelného) odvozovaciho pravidla. Pojem
pravdivého tvrzeni, tak jak je formalizovan v ramci VL, je tedy
plné syntakticky charakterizovatelny (a navic velmi
jednoduchym zplsobem).

Nasleduijici véta ukazuje dalsi vztah dvojice pojm, jednoho
sémantického (splnitelnost) a druhého syntaktického
(bezespornost), které spolu na prvni pohled nesouvisi.



Mnozina T formuli je splnitelna, pravé kdyz je bezesporna.

Dikaz: Necht je T splnitelna. Pak existuje ohodnoceni e, ve
kterém jsou pravdivé vSechny formule z T. Kdyby byla T
sporna, pak by pro libovolnou formuli ¢ bylo THeo a T+ —¢, a
tedy dle VoK T = ¢ a T = —¢. To znameng, Ze pfi kazdém
ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé vSechny formule z T
(jednim z nich je e), je pravdiva jak formule ¢, tak formule —¢.
To je ale pochopitelné nemozné.

Necht T je bezesporna. Pak existuje formule ¢, pro kterou
neplati T I ¢, tj. (podle Uplnosti) neplati T = ¢. To ale
znamena, ze existuje ohodnoceni, ve kterém neni pravdiva ¢, a
pritom jsou pravdivé vSechny formule z T. Tedy T je splnitelna.



