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0 Predikatova logika, syntax predikatové logiky



Formulemi VL jsme formalizovali intuitivni pojem vyrok a

z jednodussSich pomoci logickych spojek. Vyroky, které byly
dale nedélitelné, jsme oznacovali vyrokovymi symboly a vnitfni
strukturou téchto vyrokl jsme se nezabyvali. Naproti tomu
predikatova logika (PL) formalizuje vztahy mezi individui neboli
objekty, napfiklad jejich funkéni zavislosti, vliastnosti a
vzajemné vztahy. Oproti VL se tedy na tvrzeni divame daleko
jemnéjsim pohledem a formule PL to musi pochopitelné
zohlednovat. Nyni si na pfikladu ukdzeme, co mame konkrétné
na mysli pod pojmem "vztahy mezi individui".



Napftiklad tvrzeni
"Pokud je x sudé Cislo, pak je x + 1 liché."

je z pohledu VL ve tvaru imlikace dvou vyroku a je tudiz
formalizovatelné vyrokovou formuli p = q. Z pohledu PL se ale
ve tvrzeni vyskytuji individua (Cisla), jejich vlastnosti (byt sudé,
byt liché) a funk&ni zavislosti (x + 1 je naslednikem x, nebo
podrobnéji 1 oznacuje individuum a "+" oznacuje funkéni
zavislost dvou individui, v nasem pfipadé individui oznacenych
xatl).



Dalsim typickym rysem je vytvarfeni vyroku kvantifikaci, kterou

ve slovnim popisu vyjadfujeme obraty "kazdy", "néjaky", "pravé
jeden" a podobné. Napfiklad ve tvrzeni

"Kazdy Clovék ma otce."

se vyskytuje kvantifikator "kazdy". Kdybychom si toto tvrzeni
reformulovali ponékud kostrbatéji, mohlo by znit: "Pro kazdého
Clovéka plati, Zze ma otce." Vazbu "mit otce" bychom mohli
chapat hned nékolika zplsoby, napfiklad jako vlastnost (Clovék
A ma otce), nebo tieba jako vztah dvou individui (Clovék B je
otcem Clovéka A). Ve druhém pfipadé je navic ve tvrzeni skryt
dal$i kvantifikator: "ke kazdému Clovéku A existuje jeho otec B".



Prirozeny jazyk je tedy zakladnim prostfedkem, pomoci kterého
formulujeme a zaznamenavame své usuzovani. Jiz zakladni
rozbor vét pfirozeného jazyka odhali nékteré jeho vyznamné
jednotky/soucasti. Pro nas to budou: proménné, relacni
symboly (symboly pro oznacovani relaci), funkéni symboly
(symboly pro oznacovani funkci) véetné symbolul pro
oznacovani konstant, symboly pro logické spojky, symboly pro
kvantifikatory a pomocné symboly.



Ve vétach "Kazdy slon je savec.", "Pro kazdé dva body existuje
bod, ktery mezi nimi nelezi", "Petr je mlads$i nez Pavel nebo vék
Jitiho je vétsi nez soucet vékl Petra a Pavla.", "Soucet druhych
mocnin nenulovych Cisel je vétsi nez nula." se mluvi o
jednomistnych vztazich "byt slonem", "byt savcem",
trojmistném vztahu "nelezet mezi dvéma body", dvojmistném
vztahu "byt vétsi", o funkci pfifazujici ¢lovéku jeho vék, o funkci
sCitani, o funkci mocnéni, o (konstantnich) objektech Petr,
Pavel, Jifi, nula, implicitné se zde objevuji proménné (napf.
prvni tvrzeni, formulovano presneji, fika "pro kazdé x plati, ze
je-li x slonem, je x savcem"), logické spojky ("nebo") a
kvantifikatory ("pro kazde", "existuje").

Stejné jako ve VL se budeme v PL soustredit na formu
usuzovaného a budeme abstrahovat od obsahu sdéleni.



Jazyk PL

Jazyk ¢ PL obsahuje (a je tim urCen)

o (pfedmétové) proménné x.,y.z,....X1,Xo,...

@ relacni symboly p,q,r,....p1,p2..., ke kazdému
relacnimu symbolu r je ddno nezdporné celé Cislo o(r)
nazyvané arita symbolu r; musi existovat alespon jeden
relacni symbol

@ funkéni symboly f.g.h,....fi,f,... ke kazdému
funkénimu symbolu f je dano nezaporné celé Cislo o(f)
nazyvané arita symbolu f

@ symboly pro logické spojky — (negace) a = (implikace)

@ symbol pro univerzalni kvantifikator v

@ pomocné symboly — riizné typy zavorek a Carka.




Misto predmétové proménné Casto fikame jen proménné.
Ptedpokladame, ze proménnych je spocetné mnoho.

Mnozina vSech relaCnich (nékdy se fika predikatovych)
symboll jazyka # se znaCi R; mnoZina v8ech funkénich
(nékdy se fika operacnich) symbolll jazyka ¢ se znali F. Je-li
re Rao(r)=n, pak fikame, ze r je n-arni. Podobné pro f € F.
Je-li f € F 0-arni, nazyva se f symbol konstanty (nebot
funkce, ktera ma 0 argumentu, musi pfifazovat vzdy stejnou
hodnotu, tj. je konstantni).

Je ziejmé, Ze jazyk je jednoznacné urcen svymi relaCnimi
symboly, funkénimi symboly a jejich aritami (vSe ostatni maji
vSechny jazyky stejné). Trojici (R, F, o) proto nazyvame typ
jazyka. (Pochopitelné predpokladame, ze RNF =0.)

Je-li mezi relacnimi symboly symbol ~, nazyvame ho symbol
pro rovnost a cely jazyk pak jazyk s rovnosti. (Symbol pro
rovnost méa specifické postaveni, jak uvidime dale.)



Termy PL

Zakladni syntaktické jednotky vybudované ze symboll jazyka
PL jsou termy a formule. Termy jsou vyrazy reprezentujici
funkci aplikovanou na své operandy; formule reprezentu;ji
tvrzeni o prvcich univerza.

Term jazyka typu (R, F, o) je induktivné definovan takto:
(i) kazda proménna x je term
(i) je-li f € F n-arni a jsou-li t1,...,t, termy, pak f(t,...,t) je
term.

Termy jsou tedy jisté konecné posloupnosti prvkd daného
jazyka. Je-li f € F binérni, pouzivdme také tzv. infixovou notaci
a piSeme x fy nebo (xfy) misto f(x,y), napf. 2+ 3 misto
+(2,3); ve slozenych termech pouzivame zavorky, napr.
(2+3)-5.



Formule PL

Definice
Formule jazyka typu (R, F,o) je induktivné definovana takto:
(i) je-lir € R n-arni a jsou-li t,...,t, termy, pak r(t;,...,t) je
formule
(i) jsou-li @ a y formule, pak —¢, (¢ = y) jsou také formule
(iii) je-li @ formule a x proménna, pak (Vx)e¢ je formule.

Formule vytvorené dle (i) se nazyvaji atomické. Je-lire R
binarni, piSeme také t; rt nebo (t rt>) misto r(t, ), tedy napfr.
x <y misto < (x,y). Obzvlasté piSeme t; = t, misto ~ (t, ).

Budeme pouzivat obvyklé konvence, zjednodusuijici Citelnost
formuli: budeme vynechavat vnéjsi zavorky a budeme psat
(VX1,...,Xn) misto (Vxy)...(¥xp).



Stejné jako ve VL, symboly pro ostatni logické spojky (Vv, A, <)
nepatfi do jazyka PL. Podobné existencni kvantifikator (3)
nepatfi do jazyka PL. Abychom tyto symboly méli k dispozici,
chapeme
posloupnost ¢ A y jako zkratku za —(¢ = —y),
posloupnost ¢ V v jako zkratku za —¢ = v,
posloupnost ¢ < y jako zkratku za (¢ = y) A (v = @),
posloupnost (3x)¢ jako zkratku za —(Vx)—o.

Posloupnosti obsahujici symboly A,V,< a 3 tedy nejsou
formulemi. Pro jednoduchost v§ak védomi si toho, Zze a jakym
zpusobem se dopoustime nepresnosti, budeme témto
posloupnostem také fikat formule.



Priklad

Uvazujme jazyk ¢ typu (R,F,o), kde R={p,d,b,m}, F =0,
relacni symboly p,d, b jsou unarni, m binarni. Je to jazyk bez
funkénich symboll, a tedy jedinymi termy jsou proménné.
Atomickymi formulemi jsou p(x),p(y),d(y), b(x) atd. DalSimi
formulemi (ne atomickymi) jsou napf. vyrazy p(x)V p(x),

p(x) Vv —p(x), (Vx)((p(x) A=d(x)) = b(x)), (Ix)b(x) A —p(x),
(¥x,¥)(b(x) = m(x,y)) = b(y). Vyrazy ((x =, p(x,x), p(d(x)),
(Vx)(m(x,y) == p(x)) formulemi nejsou.

Uvazujme jazyk # typu (R,F,o), kde R={p,<}, F={c,0},C
je nularni (tj. symbol konstanty), p je unérni, <,o jsou binarni.
Pak termy jsou napt. vyrazy c¢,x,coc,co(xoy). Vyrazy
cc,cop(x),p(x),coox termy nejsou. Formulemi jsou napf.
c<x, p(x)=(c<x), (VX)(x < xox), (Vx,y)(xoy < yox).




Poznamka: Jazyk PL obsahuje symboly riznych typl (relacni
symboly, funkéni symboly, symboly spojek). Z nich se daji
vytvaret termy a formule, které jsou v urcitém smyslu
"rozumnymi fetézci". Rozumné proto, ze dame-li relacnim a
funkénim symbolim smysl, daji se "rozumné" Cist. (Pfesny
smysl dostanou relacni a funkéni symboly, a také termy a
formule, az vybudujeme sémantiku.) Tak napfiklad uvazujme
jazyk z 1. prikladu pfedchoziho slidu. Necht p, d, b, m oznacuiji
po fadeé "mit dostatecny prijem", "mit velké dluhy”, "byt bonitni",
"byt manzelé", tj. p(x) znamena "objekt oznaceny x ma
dostatecCny pfijem" atd. Formule (Vx)(p(x) A —d(x) = b(x)) pak
"fika": "pro kazdé x plati, Ze ma-li x dostateCny pfijem a
nema-li velké dluhy, pak je x bonitni". Formule

(Vx,y)(b(x) = (m(x,y) = b(y))) "fika": "pro kazdé x a y plati,
Ze je-li x bonitni a jsou-li x a y manzelé, je i y bonitni".

Muzeme také postupovat obracené: K dané vété pfirozeného
jazyka navrhneme jazyk PL a napiSeme formuli, ktera odpovida
danému tvrzeni. Viz pfednasky a cviceni.



Podobné jako ve VL mizeme i v PL provadét dikazy
strukturalni indukci.

Véta — dukaz strukturalni indukci pro termy

Necht ¥ je vlastnost term0. Necht plati, ze
@ kazda proménna ma vlastnost ¥
@ maji-litermy t,...,t, vlastnost ¥ a je-li f € F n-arni, pak
vlastnost ¥ maiterm f(t,..., ).
Pak vlastnost ¥ ma kazdy term.




Véta — dukaz strukturalni indukci pro formule
Necht 7 je vlastnost formuli. Necht plati, Ze
@ kazda atomické formule m4 vlastnost

@ maji-li formule ¢ a y vlastnost 7/, pak vlastnost ¥ maji i
formule ¢ a (¢ = )

@ ma-li formule ¢ vlastnost 7, pak vlastnost ¥ ma i formule
(Vx)@ s proménnou X.

Pak vlastnost ¥ ma kazda formule PL.




Termy a formule jsou definovany induktivné. Kazdy term
pouzity pfi konstrukci termu t se nazyva podterm termu t.
Kazda formule pouzita v konstrukci formule ¢ se nazyva
podformule formule ¢. Pfesnéji:

MnozZina sub(t) vSech podterml termu ¢ je definovana
nasledovné: pro promeénnou x je sub(x) = {x};
sub(f(ty,...,tn)) = {f(t,...,tn)} Usub(t;) U---Usub(lp).

MnoZina sub(¢) v8ech podformuli formule ¢ je definovana
nasledovné: je-li ¢ atomicka, pak sub(¢) ={o};

sub(—¢) = {—@}Usub(¢);

sub(¢ = y) = {@ = y} Usub() Usub(y);

sub((vVx)) = {(Vx)@} Usub(g).

Viz pfednasky a cviceni.



Rikame, Ze proménna se vyskytuje v termu nebo ve formuli,
jestlize je nékterym symbolem termu nebo formule jakozto
fetézce symboll s tou vyjimkou, ze vyskyty za V se nepocitaji
(tj. proménna x nema vyskyt ve formuli (Vx)r(y,z)). Mnozinu
vS8ech proménnych, které se vyskytuji v termu t oznacujeme
var(t); mnozinu vSéech proménnych, které se vyskytuji ve
formuli ¢ oznaCujeme var(o).

Je-li t term, piSeme t(x1,...,Xn), abychom zduraznili, Zze
vS8echny proménné, které se v t vyskytuji, se nachazeji mezi
X‘I PR ,Xn.



Proménné z var(¢) mohou mit ve formuli ¢ vyskyt dvojiho
druhu — volny a vazany. Viz pfednasky a cviceni.

Mnozina free(¢) proménnych, které maji ve ¢ volny vyskyt je
definovana nasledovné: je-li ¢ atomicka, pak free(¢) = var(¢);
déle free(—¢) = free(@); free(¢p = y) = free(¢) Ufree(y); a

free((Vx) ) = free(¢) — {x}.

Mnozina bound(¢) proménnych, které maji ve ¢ vazany vyskyt
je definovana nasledovné: je-li ¢ atomickd, pak bound(¢) = 0;
déle bound(—¢) = bound(¢);

bound(¢ = y) = bound(¢) Ubound(y); a

bound((Vx)¢) = bound(¢) U{x}.

Piseme ¢(xq,...,Xn), abychom zdlraznili, Ze v§echny
proménné, které maji ve ¢ volny vyskyt, se nachazeji mezi
X1,...,Xn, 1. free(@) C {X1,...,Xn}.



Poznamka: Chceme-li napsat formuli nebo term, musime
nejdrive popsat jazyk, jehoz formuli nebo term chceme napsat.
To je vSak Casto pracné a zbyteCné. Proto zavedeme pojem
indukovaného jazyka. Jazyk indukovany mnozinami % a 7
fetézcu je nejmensi jazyk _# typu (R, F,o), v némz fetézce

z Z jsou formulemi a fetézce z .7 jsou termy (1j. je-li 7' jiny
takovy jazyk typu (R',F',0’), pak R C R, F C F’). Misto jazyk
indukovany mnozinami .% a .7 fetézcl také fikdme jazyk
urCeny formulemi z . atermy z 7.

Priklad

Uvazujme jazyk urCeny termy t; = xy + ((c+ xq) + X2),

lr = (c+ ¢) + ¢ a formulemi

@1 = (VX Y)(r) A (x <y)) = r(y)),

P2 =(c<X)N(VX)3Y)(x+x < x+Y). Ztejmé R = {r,<},
F={c,+},kde o(r)=1,0(<)=2,0(c)=0ao(+)=2. Déle
pak var(pq) = {x,y}, var(¢2) = {X, y}, free(¢¢) =0,

bound(¢@1) = {x,y}, free(pz) = {x}, bound(¢z) = {x,y}
(proménna x ma ve formuli ¢- volny i vazany vyskyt).




UziteCnym pojmem je pojem substituce termu za proménnou.

Definice
Necht t a s jsou termy, x proménna. Vysledek substituce
termu s za x v t je term {(x/s) definovany nésledovné:

(i) je-li t proménna, pak

S prot=x

t(X/S):{ t prot#x

(i) prot="F(t,...,tn),kde f€ Fje n-arnia ty,...,t; jsou
termy, je t(x/s) = f(t(x/s),...,ta(x/S)).




Definice

Pro formuli ¢, term s a proménnou x je vysledkem substituce
termu s za x ve ¢ formule ¢(x/s) definovana nasledovné:

(i) pro o =r(ty,...,tn),kde re Rje n-arnia ty,...,t, jsou
termy, je @(x/s) = r(t;(x/S),...,ta(x/8))
(i) (=@)(x/s)==(o(x/s)), (p = w)(x/s) = @(x/s) = w(x/s)
(i) ((vy)@)(x/s)=(Vy)p proy=x,
(Vy)e)(x/s) = (Vy)(e(x/s)) proy #x.

Predchozi definice I1ze snadno rozsifit na definici substituce
termu za term.



Substituce termu za proménnou muze vést k nechténym
situacim. Uvazujme napf. formuli ¢ = (Vy)(y < x), ktera
vyjadiuje, Ze x je vétSi nez jakékoliv y. Substituce y + y za x
vede k o(x/y+y)=(Vy)(y <y+y), coz je jisté formule, ktera
vyjadfuje néco jiného. Abychom zabranili takovym pfipadim,
definujeme tzv. korektni substituce.

Substituce termu t za proménnou x ve formuli ¢ je korektni
(t se nazyva substituovatelny za x ve ¢), jestlize pro kazdou
y € var(t) plati, ze Zadn& podformule formule ¢, ktera je ve
tvaru (Vy)w, neobsahuje vyskyt x, ktery je volnym vyskytem x
ve ¢.

Viz cviceni.
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