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@ Sémantika PL



Jazyk PL je urCen svymi relacnimi a funkénimi symboly spolu

s definici jejich arity. Z téchto symboll spolu se symboly
proménnych, logickych spojek, kvantifikatord a pomocnych
symbolll se skladaji termy a formule daného jazyka. Samotné
termy a formule jsou syntaktické pojmy a nemaji zadny vyznam
(tj. term sam o sobé nema zadnou hodnotu, formule sama o
sobé nema zadnou pravdivostni hodnotu). To je napfiklad
dobfe patrné u termu x + 0: abychom mohli uvazovat hodnotu
tohoto termu, musi mit pfifazenu néjakou hodnotu proménna x
a dale musime interpretovat symboly + a 0.

Interpretaci funk&nich a relacnich symboll se zabyva
sémantika PL (ta pfifazuje vyznam funkénim a relaénim
symbolim). Poznamenejme jesté, Ze interpretaci proménnych
definuje tzv. ohodnoceni proménnych (viz déle).



Struktura pro jazyk

Intuitivni pojem interpretace jazyka nyni presné zavedeme:

Definice

Struktura pro jazyk typu (R, F,c) je trojice M= (M, RM FM)
ktera sestava z neprazdné mnoziny M a dale z mnozin

RM—(Mc M| reR,o(r)=n},

FM— (M. M"— M|feF,o(f)=n}.

Pokud ~€ R, pak ~ interpretujeme vzdy relaci identity, tj.
~M= oy = {{u,u) | uec M}.




Jinymi slovy, struktura M pro jazyk typu (R, F,c) je systém
relaci a funkci na jisté mnoziné M, pfitom ke kazdému
n-arnimu relac¢nimu symbolu r € R je ve struktufe M
odpovidajici n-arni relace M € RM na M a ke kazdému
n-arnimu funkénimu symbolu f € F je ve struktufe M
odpovidajici n-arni funkce M ¢ FM v M. Nehrozi-li nebezpeéi
nedorozuméni, budeme nékdy vynechavat horni indexy a misto
™ a M budeme pséatjen r a f.



Priklad
Uvazujme jazyk typu (R, F,o), kde R={p,<}, F ={c,o}, cje
nularni, p je unarni, < a o jsou binarni. Necht M = Z.
Definujme relace pM (unarni, tj. podmnozina M), <M a funkce
cM (nulérni, tj. vybrany prvek z M) a oM nasledovné:
oM = {m e M| m je vétsi nebo rovno nule},
<M_— {(my,my) € M x M| my je mensi nebo rovno ms},
M =0, my OMm2 =my +mo,
tj. cM je &islo nula a oM je operace séitani celych &isel.

Jinou strukturu pro stejny jazyk dostaneme, pokud zménime
vy$e uvedenou strukturu tak, ze cM = 1, pfipadné jesté
definujeme m; oM m, = my - my (n&sobeni celych &isel).

DalSi strukturou (opét) pro stejny jazyk je struktura s nosi¢em

M= {a,b}, M = {a,b}, <M= {(a,a), (b,b),(b,a)}, M =ba
oMlg b

s operaci oM definovanou tabulkou: ala b.

bla a




Jak tedy vidime, k danému jazyku PL existuje nekone¢né
mnoho struktur. Variabilita je dana jednak nosicem M, ktery
muze mit libovolny (nenulovy) pocet prvku, dale kazdy rela¢ni
symbol r mtze byt interpretovan libovolnou relaci rM pfislusné
arity a konec¢né kazdy funkéni symbol f mize byt interpretovan
libovolnou funkci M pFislugné arity.

Necht M je struktura pro jazyk typu (R, F,c). M-ohodnoceni
proménnych (kratce jen M-ohodnoceni, popf. jen
ohodnoceni) je zobrazeni v pfifazujici kazdé proménné x
prvek v(x) € M. Jsou-li v a v/ ohodnoceni a x je proménna,
piSeme v =4 v/ pokud pro kazdou proménnou y # x je

v(y) =V/'(¥), tji. va Vv’ selisi nejvySe v tom, jakou hodnotu
pfifazuji proménné x.



Necht v je M-ohodnoceni. Hodnota || t ||y termu t v M pfi v
je definovana

£ = { v(x), je-li t proménna x
UM sl B ), el tvara f(t . t).

Uvédomme si, ze pfi dané strukture M a pfi daném
M-ohodnoceni v je kazdému termu t pfifazena prave jedna
hodnota || t |m,v z univerza M. Dale je patrné, Ze hodnota

|| t|lm,v Nezévisi na hodnotéch pfifazenych ohodnocenim v tém
promeénnym, které se v t nevyskytuji (Ize dokazat jednoduse
strukturalni indukci).



Priklad
Uvazujme jazyk typu ({p,<},{c,0},0), kde o(c) =0, o(p) =1,
o(<) = o(o) = 2. Necht M = Z. Definujme relace pM, <M a
funkce cM a oM nasledovné:
oM = {m e M| m je vétsi nebo rovno nule},
<M_— {({my,my) € M x M| my je mensi nebo rovno ms},
AM=0, moMm,=mi+ms.
Vezmeme-li v této strukturfe term (x o (coy))ox, pak pfi
ohodnoceni v, kde v(x) =10, v(y) = 50 mame
I (xe(coy))ox llmv=Ixo(coy) lmy+ [l X [[my=
= (I x llmy + [ coy lmv)+ Il X [Imy=

= (I x [lmv +(ll € Iy + 1yl )+ [ X =
= (v(x) + (M4 v(y))) + v(x) = (10 + (0+50)) +10 = 70.

Dale definujeme pravdivostni hodnotu formule ve strukture pfi
daném ohodnoceni.



Pravdivostni hodnota || ¢ ||y formule ¢ pfi M-ohodnoceni
Vv je definovana nasledovné:
() pro atomické formule "
| r(ty,....t) Imv= { g): ﬁgé” i) <1
(if) pro formule ¢ ve tvaru —a a o = B
= [[v= { 1, pokud | o |jmy=0
’ 0, pokud | o |jmyv="1
1, pokud || o [|jm,v= 0 nebo
| o= B [lmv= { | B [my=1
0, jinak
(iii) pro kvantifikovanou formuli ¢
1, pokud pro kazdé v’ takové, ze
1 (vX)@ lImv= { Vi=xvie | ¢lmy=1
0, jinak.
Je-li | @ lmy=1 (]| @ [[mv=0), fikdme, Ze formule ¢ je
pravdiva (nepravdiva) ve strukture M pfi ohodnoceni v.




Stejné jako u ohodnoceni termu je (pfi danych M a v) kazdé
formuli ¢ pfifazena praveé jedna hodnota || ¢ ||m,v-

Strukturalni indukci Ize jednoduSe dokazat, ze hodnota || ¢ |m.v
nezavisi na hodnotach pfitrazenych ohodnocenim v
proménnym, které se ve ¢ nevyskytuiji.

Uvédomme si, Ze fict: "formule ¢ je pravdiva" nema smysl,
protoze pravdivost ¢ vztahujeme vzdy k néjaké strukture pfi
nékterém ohodnoceni proménnych.

BéZné sice fikame napf. "formule (vx)(Vy)x < x +abs(y) je
pravdiva", ale to je zpusobeno tim, Ze implicitné néjakou
strukturu predpokladame dle kontextu, ve kterém formuli
uvazujeme. Napf. v matematické analyze jde vétSinou o
Ciselné struktury, napf. realna Cisla s béznymi relacemi ("mensi
nebo rovno") a operacemi ("scitani realnych Cisel", "absolutni
hodnota").



Nyni budeme zkoumat platnost formuli ve strukture "pres
vSechna ohodnoceni" a platnost formuli "pfes v§echny
struktury".

Formule ¢ se nazyvé tautologie ve strukture (pravdiva ve
strukture) M, jestlize || ¢ ||m,v= 1 pro kazdé M-ohodnoceni v.
Formule ¢ se nazyva tautologie, jestlize je ¢ tautologie

v kazdé strukture M.

Formule ¢ je tedy tautologie, jestlize pro libovolnou strukturu M
a libovolné ohodnoceni v je || ¢ ||mv=1.

Teorie v jazyku PL typu (R, F,o) je libovolna mnozina T
formuli jazyka tohoto typu. Struktura M jazyka typu (R, F,c) se
nazyva model teorie T (piSeme M = T, popt. || T |[m= 1),
jestlize kazda formule z T je pravdiva v M.




Poznamka: Teorie formalizuje soubor pfedpokladu.

Pojem teorie je zcela pfirozeny. Bézné se fika "S tvoji teorii
nesouhlasim." apod. Pfitom teorii rozumime soubor tvrzeni,
které dana osoba zastava. Soubor tvrzeni v PL predstavuje
mnozina formuli. TéZ pojem model je pfirozeny a vyskytuje se
v bézné komunikaci. Naptiklad obratem "Predstavme si
modelovou situaci, kdy ..." chceme vyjadfit, abychom se
soustredili na néjaky konkrétni model jisté teorie.

Priklad

Uvazujme jazyk ¢ typu (R,F,o),kde R={r}, F=0a

o(r) = 2. Struktury pro ¢ jsou M= (M,{rM},0), kde ™M je
binarni relace na M (tedy struktury jsou vlastné binarni relace
na M). Struktura M je modelem teorie

T = {(vX)r(x,x), (V%.y, 2)((r(x,y) Ar(y.2)) = r(x,2))}, pravé
kdyz je relace rM reflexivni a tranzitivni.




Poznamka: Nékteré teorie nemaji model.

Méjme jazyk typu (R, F,o), kde R={r}, F=0ar je unarni.
Teorie T = {(Vx)r(x),(3x)-r(x)} zfejmé neméa Zadny model.

Nyni zavedeme sémantické vyplyvani v PL.

Mnozina S formuli sémanticky plyne z mnoziny T formuli
(piSeme T |= S; piSeme také T = ¢, jestlize S= {¢}, podobné
kdyz T = {y}), jestlize kazdy model T je modelem S.

Tedy T = S, pravé kdyz v kazdé strukture, ve které jsou
pravdivé vSechny formule z T, jsou také pravdivé vSechny
formule z S.



VS§imnéme si, Zze pojem sémantického vyplyvani je zaveden
analogicky jako v pfipadé VL, jen misto "pravdivostnich
ohodnoceni" pouzivame z pochopitelnych divodu pojem
model.

Déle plati, Zze ¢ je tautologie, prave kdyz = ¢.

Vidime i jak prokazat, Zze dané formule ¢ sémanticky neplyne
z teorie T. Staci najit jediny model M = T a M-ohodnoceni v
takové, Ze || ¢ ||mv= 0 (coZ nemusi byt vibec jednoduché).
Podotknéme jesté, ze daleko vétSim problémem je ovéreni,
zda-li ¢ z T sémanticky plyne.

Formule ¢ = (Vx,y,z,w)((r(x,y)Ar(y,z) ANr(z,w)) = r(x,w))
sémanticky plyne z formule

v =(Yx,y,z)((r(x,y)Ar(y,z)) = r(x,2)), . v = ¢. Obracené
vyplyvani, tj. ¢ = v, neplati.




Pfiklad
Nasledujici tautologie vyjadfuji zaménu poradi kvantifikatoru:
= (vX)(Yy)e < (Vy)(VX)o,
= (Ex)(Ey)e < (3y)(Fx)e,
= @x)(Yy)e = (Vy)(3x)e.
Ukazme, ze implikaci ve 3. tautologii nelze obratit. Uvazujme
jazyk typu (R,0,0), kde R={r}, o(r) = 2 a strukturu tohoto
jazyka M= (M. {rM},0), kde M = {a,b} arelace M je
definovana M = {(a, b), (b,a)}. Ve struktufe M mame
|| (Yy)(3x)r(x,y) |lm.v= 1 pfi libovolném ohodnoceni v. Na
druhou stranu vsak || (3x)(Vy)r(x,y) [Imv= 0, tj. mame model,
ve kterém neni (Vy)(3x)e = (3x)(Vy)e pravdiva.
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