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a Axiomaticky system PL



Axiomaticky systém PL

Axiomy jsou formule tvaru (Al) — (A5)
(A1) ¢ = (¢ =9),
(A2) (¢ = (U =X))= (¢ =)= (¢ = X))
(A3) (Y =—9)= (¢ =),
(A4) (¥%)$ = (x /1),

je-li t substituovatelny za x,
(A5) (vx)(¢ = W) = (¢ = (VX)¥),

nema-li x ve ¢ volny vyskyt,
kde ¢, x, W jsou formule PL, t je term a X je proménnd. (A4) se
nazyva axiom specifikace (substituce ), (A5) se nazyva
axiom distribuce .
Odvozovaci pravidla jsou modus ponens (MP), a pravidlo
generalizace (G) (téZ pravidlo zobecn éni), které fika z ¢
odvod' (Vx)¢.



Poznamka: VSechny axiomy jsou tautologie. Omezeni u (A4) a
(A5) jsou podstatna (tj. bez nich by se nejednalo o tautologie).
Skutecné, je-li ¢ formule =(Vy)r(x,y), t proménnay, pak (A4)
je formule

(vX)=(vy)r(x,y) = =(vy)r(y.y),

ktera neni tautologii (napf. neni splnéna v Zzadné strukture M
s alespon dv&ma prvky, ve které rM je relace identity).
Dale jsou-li obé ¢ i @ formuli r(x), je (A5) formuli

(W) (r(x) = r(x)) = (r(x) = (vx)r(x)),

coz neni tautologie (napfiklad neni splnéna ve struktufe M
s alespon dv&ma prvky, ve které je rM jednoprvkova mnozina).



Definice

Dikaz formule ¢ z mnoziny formuli T je libovolna
posloupnost formuli ¢4,..., ¢,, pro kterou plati, ze ¢, = ¢ a
kazda ¢; (proi <n)

@ je axiomem PL

@ neboje formuli z T (je axiomem z T)

@ nebo plyne z pfedchozich formuli dlikazu pomoci MP nebo
odvozovaciho pravidla G (ij. existuje j < i tak, Ze ¢; je
formule (Vx)@).

Formule se nazyva dokazatelna z T (véta teorie T ), existuje-li
dikaz této formule z T (zapisujeme T ¢, popf. jen - ¢, je-li
T =0).




Poznamka: Stejné jako ve VL mame dva pojmy vyplyvani
formule ¢ z mnoZiny formuli T: sémantické (T = ¢) a
syntaktické (T + ¢). Mame také dva pojmy platnosti formule:

= ¢ oznaCuje platnost ¢ v sémantickém smyslu (pravdivost),

F ¢ oznacCuje platnost ¢ v syntaktickém smyslu (dokazatelnost).

Formule se nazyva vyrokov € dokazatelna z T, existuje-li jeji
dikaz z T, ve kterém se vyskytuji pouze axiomy typl (A1) —
(A3) a MP. T se nazyva vyrokov € spornd, jestlize kazda
formule z T je vyrokové dokazatelna.



Nahradime-li v tautologii VL vyrokové symboly libovolnymi
formulemi PL, dostaneme formuli PL, ktera je vyrokové
dokazatelna.

Idea dlikazu: Je-li ¢ ona tautologie, pak dle VoU pro VL je
dokazatelna. Nahradime-li v jejim dlikazu ve VL vyrokové
symboly zminénymi formulemi PL, dostaneme dlikaz v PL,
prokazujici, Zze vysledna formule je vyrokové dokazatelna.

JelikoZz p= (pVvQq)a(pAdg)=q jsou tautologie VL, jsou
formule (VX,y)X <x+y = ((VX,y)Xx <x+yV(3y)x <y)a
(-x =~ 0AYy = X) =y =~ X (vyrokove) dokazatelné formule PL.




VSimnéme si, Ze neni vzdy - ¢ = (Vx)¢. Na druhé strané jest
trivialné ¢ + (Yx)¢, protoZe pfijimame generalizaci jako
dedukéni pravidlo. Vidime tedy, Ze v PL nemUZe platit VoD pro
vSechny dvojice formuli.

Véta o dedukci (VoD)

Pro formuli ¢ bez volnych proménnych a mnoZzinu formuli T
plati: T,¢ - @ pravé kdyz T + ¢ = .

Dikaz: Analogicky jako ve VL.

Ukazme, Ze pozadavek, aby ¢ neméla volné proménné je
nutny. Necht ¢ je r(x), kde r je unarni relani symbol, ¢ necht
je (W)r(x) aT =0. Pak uzitim G dostaneme T, ¢ - , ale

T F ¢ = ¢ neplati. Kdyby to platilo, pak by dle VoK (véty o
korektnosti, kterou uvedeme za chvili) bylo T = ¢ = ¢, 1.

r(x) = (¥x)r(x) by byla tautologie, coZ obecné neplati, napf. ve
struktufe s mnozinou pfirozenych Cisel jako univerzem (M = N),
kde r je interpretovan jako mnozina Cisel vétSich nez 5 (nebo
jakakoli mnozina réizna od mnoziny vSech pfirozenych cisel).



S VoD miZzeme prokazat dal$i pomocné dokazovaci prostiedky
PL, které jsou analogiemi principt pouzivanych ve VL. M&me
danu mnozinu T formuli PL. Jestlize formule ¢ a ¢ nemaiji
volné proménné a je-li 3 libovolna formule, pak plati véty

@ o dikazu sporem

THEY & (T, ¢F(3=93))
@ o dlikazu rozborem pfipadi

T,ovyYrd < (T,¢p+I3 asouCasné T,y I)
@ o neutralni formuli

THY < (T,¢pF I asouCasné T,—¢ - 3).

Poznamenejme, Ze dlikaz se provede s vyuZitim VoD a

s vyuzitim principu dosazeni do tautologie VL.

Pro formule ¢ a y, které maji volné proménné predchozi tfi
principy neplati.

Podobné (s jistou znalosti kvantifikace) se da dokazat i véta o
ekvivalenci.



Véta o uzav éru

Kvantifikace je jevem PL, ktery nema obdobu ve VL.

Véta o uzavéru (VoU)

Pro teorii T, formuli ¢ a kaZzdou proménnou x plati: T + ¢ pravé
kdyZz T F (Vx)¢.

Dukaz: Predpokladejme T + ¢. Pak T I (vx)¢ diky G;
podrobnéji: je-li...,¢ dlkaz ¢ z T, je ..., ¢,(vx)¢$ dlikazem
(VW) zT.

Obracené, predpokladejme T + (Vx)¢. Protoze (VX)¢ = ¢ je
axiom dle (A4), kdet =x, je - (Vx)¢p = ¢, tedy T F ¢ pouZzitim
MP.



Tvrzeni o formulich s kvantifikatory

Pro formule ¢, a proménné x,y plati:

F(Vx)(YY)9 < (VYY) (VX)9,
F(@Ex)3Y)¢ < (3y)(3x)9,
F(3x)(VY)$ = (Yy)(3x)¢.

E(vx)(¢ = ¢) = ((vx)¢ = (VX)¥),
E(vx)(¢ = @) = ((3X)d = (Ix)¥),
F(YX)(¢ = @) < (¢ = (VX)Y); neni-li x volna ve ¢,
F(Yx)(¢ = @) < ((Ix)¢p = ¢); neni-lix volna v ¢,
F(3x)(¢ = @) < (¢ = (IX)Y); neni-li x volna ve ¢,
F(3x)(¢ = )< ((VX)p = ¢); neni-lix volna v ¢,
)(
)
)

Vice na cviceni.



e Korektnost PL



Cilem je dostat se k vété o Uplnosti PL.
Nejdfive uvedeme vétu o korektnosti. Uplnost poté ukazeme
metodou tzv. henkinovskych rozsifeni teorii.

Véta o korektnosti (VoK)

Pro libovolnou teorii T a libovolnou formuli ¢ jazyka teorie T
plati, ZezT - ¢ plyne T = ¢.

Dikaz: Analogicky jako ve VL.

Poznamka: Jednoduchym disledkem je fakt: sporna teorie
nema model. Totiz byla-li by T spornd, pak pro kazdou formuli
¢ byplatio T+ ¢ i T+ —¢. Dle VoK by muselo byt v kazdém
modelu teorie T pravdivé ¢ i —¢, coZ neni mozné.



© Upinost PL - zatatek



Pfed diikazem VoU se budeme zabyvat nékolika pomocnymi
tvrzenimi, ktera jsou sama o sobé zajimava.

Definice

Teorie S se nazyva rozSifenim teorie T (S obsahuje T),
jestlize jazyk S obsahuje jazyk T a je-li kazdy axiom teorie T
dokazatelny v S. RozsSifeni S teorie T se nazyva
konzervativni , jestlize kaZzda formule jazyka teorie T, ktera je
dokazatelna v S, je dokazatelna v T. Jestlize teorie T a S jsou
rozsifenimi jedna druhé, pak fikame, Ze jsou ekvivalentni .

Pozndmka: Je-li S rozSifenim T, je kaZzda formule dokazatelna
v T dokazatelna také v S.

Vztahy teorii "byt rozSifenim" a "byt konzervativnim rozSifenim"
jsou tedy tranzitivni a reflexivni.



Véta o konstantach (VoKonst)

Je-li S rozSiteni T takové, Ze jazyk S obsahuje nové konstanty
C1,...,Cn, které jsou od sebe rlizné, ale S neobsahuje nové
axiomy, pak pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie T plati:

T+ ¢ pravé kdyZ S+ ¢(X1/C1,...,Xn/Cn).

Specialné je tedy S konzervativnim rozsifenim T.

Dikaz: Tvrzeni dokadzeme nejdfive pro jednu konstantu; poté
ho indukci rozSifime na vice konstant. Pfedpokladejme tedy
n =1 a pro jednoduchost piSme ¢ misto c;.

"="Necht T - ¢,t....,¢ jedlkaz ¢ z T. V teorii S Ize tento
dlikaz prodlouZit o formule (Vx)¢ (G na ¢), (¥x)¢ = ¢(x/c)
(axiom specifikace), ¢(x/c) (MP na pfedchozi formule). Tedy
e @, (VX) 9, (VX)) = ¢(x/c),p(x/c) je dikaz z S, a proto
Sk ¢(x/c).



"<" Necht S ¢(x/c), tj. necht existuje diikaz @4, ..., Py
formule ¢(x/c) z S (tj. ¢« = ¢(x/c)). Zvolme proménnou y,
ktera se v tomto dlikaze nevyskytuje (tj. nevyskytuje se v Zadné
¢;). (PFi této volbé je proménnay substituovatelna za c v kazdé
formuli ¢;.) Indukci se da dokazat (viz pfednaska), ze
$1(c/y),...,px(c/y) jedikaz z T.

Tedy T - (¢(x/c))(c/y), tj. T+ ¢(x/y). Uvédomme si, Ze
promeénna x je substituovatelnd za proménnou y ve formuli
#(x/y). Proto plati, Ze prodlouzime-lidikaz ...,¢(x/y) zT na
posloupnost ..., ¢(x/y),(vy)o(x/y),(vy)e(x/y) =

(o (x/y))(y/x),(d(x/y))(y/x) dostaneme dlikaz formule

(¢ (x/y))(y/x) z T (postupné pouzitim G, (A4), MP).
Uvédomime-li si, Ze (¢(x/y))(y/x) je formuli ¢, vidime T + ¢.



Nyni tvrzeni snadno rozSifime na cq,...,Cc,. Zatim jsme
dokazali, Zze za uvedenych podminek plati T + ¢ pravé kdyz
SF ¢(x/c). Oznacime-li T’ teorii S (ij. jeji jazyk obsahuje c;) a
jako S’ teorii, ktera vznikne z S pfidanim ¢, do jazyka,
dostaneme pouZitim dok&zaného tvrzeni na formuli
Y=@¢(x1/c1), Ze T'F g, prave kdyz S’ + ((xz/cz), tj. mame
SFE ¢(xy/c1), pravé kdyz S’+ ¢(x1/c1,%2/C2). Zaroven mame
T+ ¢, pravé kdyz S+ ¢(x1/c1), tedy celkem T - ¢, pravé kdyz
S’ ¢(x1/c1,%2/C2). Opakovanym pouzitim této Gvahy nakonec
dostaneme pozadované tvrzeni.



Definice

Formule ¢ je variantou formule y, jestlize existuje posloupnost
¢ =26.,0,,...,6, = formuli tak, Zze pro kazdé i < n vznikne
formule 6, z formule 6 nahrazenim jedné podformule formule
6, kteréd je ve tvaru (Vx)x (popf. (3x)x) formuli (Vy)x(x/y)
(popf. (3y)x(x/y)), kde proménndy je substituovatelné za x

v X anenivolnav y.

Véta o variantach
Je-li formule ¢ variantou formule ¢, pak - ¢ < .
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