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@ Upinost PL — pokragovani



Definice

Teorie T se nazyva henkinovska , jestlize pro kazdou formuli
¢ (x) (s jednou volnou proménnou X) se v jazyce teorie T
vyskytuje konstanta c tak, Ze formule (Ix)¢ = ¢(x/c) je
dokazatelna v T. Konstanta c se nazyva henkinovska
konstanta , (3x)¢ = ¢(x/c) se nazyva henkinovska formule
prislusna formuli ¢.

Véta o henkinovské konstanté (VoHK)

Je-li ¢(x) formule jazyka teorie T a je-li S rozSifeni T vzniklé
pridanim henkinovské konstanty ¢ a henkinovské formule
(Ix)¢ = ¢(x/c), pak S je konzervativnim rozsifenim teorie T.

Dikaz: Oznaéme R teorii vzniklou z T pfidanim c (tj. S vznikne
pfidanim (3x)¢ = ¢(x/c) k R). Necht pro formuli ¢ jazyka
teorie T plati S+ ¢, tj. R,(3Ix)¢ = ¢(x/c) - Y. Abychom
prokazali konzervativnost rozSiteni S, musime dokazat T + y.



Dokon ¢eni diikazu: Zvolme proménnou vy, ktera se
nevyskytuje v Zadné z ¢ a . Podle Véty o dedukci mame
RF[(3x)¢ = ¢(x/c)] = ¢ a podle VoKonst (uvazime-li, ze
{[(3x)¢ = d(x/y)]l = w}(y/c)je [(3x)d = ¢(x/c)] = ) je dale

TH[(EX)d = o (x/y)] = W,
z Eeho? pouZitim G dostaneme
TEY)I(EX)9 = o(x/y)] = y.
Odtud déle (podle pravidel prace s kvantifikatory)
TE@EY)IEX)9=o(x/Y)I=y¢, TH[Ex)9=(y)¢(X/y)]=¢,

odkud dostaneme
THY

pouzitim MP na pfedchazejici dokazatelnost. Totiz, plati
- (3x)¢ = (Ix)¢ a dle Véty o variantach je tedy
F(3x)¢ = (Fy)(x/y) (mlzeme tedy aplikovat MP).



Véta o henkinovském rozsSifeni (VoHR)

Ke kazdé teorii existuje henkinovska teorie, ktera je jejim
konzervativnim rozSifenim.

Dikaz: Necht Tg je vychozi teorie. Sestrojme k ni posloupnost
teorii T1,T»,... takto: jazykem T, je jazyk T; obohaceny o
henkinovské konstanty vSech formuli jazyka T; s jednou volnou
promeénnou (nasim cilem je totiz ,odstranit nehenkinovskost*
T;); axiomy T, 1 jsou axiomy T; a vSechny henkinovské axiomy
prislusné ke vdem formulim jazyka T; s jednou volnou
promeénnou.

Tvrdime, Ze kazda T;, 1 je konzervativnim rozSifenim T;.
Musime tedy ukazat, Ze je-li ¢ formule jazyka T;, pro kterou
Tiz1F ¢, pak T; - . Necht je tedy Ti 1 - ¢ a necht ¢, ..., ¢n
je pfislusny dlikaz. Uvazujme vSechny konstanty c,,...,Cg,,
které se vyskytuji v diikazu ..., n, ale nepatfi do jazyka T;.



Dokon ¢eni diikazu: Uvazujme dale teorie Sq, Sy, ..., Sk
takove, Ze So = Tj, S;j ;1 vznikne z S; rozSifenim o ¢y,,, @
prislusny henkinovsky axiom. Pak je posloupnost y,..., {n
dikazem g z Sy, a tedy podle VoHK je Sy_1 F ¢, z ¢ehoz
postupnou aplikaci VoHK dostaneme Sy _>F W, ..., So - @, {j.
Ti - .

Oznacme nyni T =J;_;, T;. Zfejmeé T je henkinovska teorie
(plyne pfimo z konstrukce T). Navic je T konzervativnim
rozsitenim plvodni Ty, nebot je-li ¢ néjaka formule jazyka Tg a
$1,...,¢n je dlkaz @ z T, pak je to také dlikaz @ z néjakého T;
(pro dostatecné velké i), a tedy z konzervativnosti T; plyne, ze
Y je dokazatelna z Ty.



Pro teorii T, formuli ¢ a libovolny uzavér ¢ formule ¢ je T - ¢
prave kdyz T ,—¢ je sporna.

Dilkaz: Necht T I~ ¢. Dle Véty o uzavéru je T -¢. Necht ¢ je
libovolna formule. Dokazeme T,—¢ + :

Fo=(-9=y) ... vyuZititautologie VL: p= (-p=q)
THF-¢=¢ ... MP amonotonie dokazatelnosti
T,-9Fy ... VoD,

CcozZ znamena, ze T,—@ je sporna.

Naopak, necht T,—@ je sporna. Pak mame

T,-¢F¢ ... zespornostiT,—p

TH-9=9¢ ... VoD

F(-¢=9)=¢ ... vyuZititautologie VL: (-p=p)=p
TH¢ ... MP amonotonie dokazatelnosti

TrH¢ ... Vétao uzavéru.



Teorie T se nazyva Uplna, jestlize je bezesporna a jestlize pro
kazdou uzavienou formuli ¢ je bud' T ¢ nebo T - —¢.

Véta o zuplnovani teorii (VoZT)

Ke kazdé bezesporné teorii existuje jeji rozSifeni se stejnym
jazykem, které je aplnou teorii.

Poznamka: V nasledujicim diikazu budeme predpokladat
moznost dobrého usporadani systému formuli daného jazyka,
tzn. v obecném pfipadé néjakou formu axiomu vybéru.



Dikaz: Pfedpokladejme (pro jednoduchost), Ze mnoZina vSech
uzavrenych formuli daného jazyka je spocCetna, tj. vSechny
formule Ize usporadat do posloupnosti ¢4, ¢,, ¢3,.... Necht T je
dana bezesporna teorie. Proi =1,2,... budeme sestrojovat
teorie T; D T, které budou bezespornymi rozSifenimi teorie T.
PoloZzme navic To=T.

Konstrukce pro dané i: Pfedpokladejme, ze pro j <i mame
sestrojeny T; 2 T, které jsou bezespornymi rozsifenimi teorie
T. Oznatme S = | T;. Plati, Ze S je bezespornym
rozsifenim T. Skutecné, kdyby byla S sporna, existoval by
dikaz y,...,Yn z S né&jaké vzdy nepravdivé formule ¢. Pak ale
existuje j’ < i tak, Ze veSkeré predpoklady z S, které jsou prvky
dikazu ¢, ..., Yn, patfi do Ty, tedy y,..., ¢, je dikazem Ty,
coZ neni mozné, protoze dle predpokladu je Tj: bezesporna.



Dokon ¢eni dllkazu: Je-li SU{¢;} bezespornd, polozme
Ti=SuU{¢;}. Vtom pfipadé je T; bezesporné rozSiteni T.

Je-li SU{¢;} sporna, polozme T; = SU{—¢;}. Protoze je
SU{¢i} spornd, je dle lemma L S+ —¢; (pfi aplikaci L si
uvédomme, Ze ¢; je uzaviena a ze SU{¢;} je sporna, pravé
kdyZ je spornd SU{——¢;}). JelikoZ je S bezesporna, je
bezespornai Ti =S U{—¢;}.

Hledanym rozSifenim je T' = Ji_1 ,__Ti, jehoZ bezespornost se
uk&Ze podobné jako bezespornost S vyse; tplnost T’ je zfejma
Z konstrukce.



Definice
Kanonické struktura (KS) Mt teorie T je dana nasledovné:
@ univerzem Mt je mnozina v3ech uzavienych termd

@ pro n-arni relacéni symbol r € R je relace rMr definovana
predpisem (ty,...,ty) € rMT pravé kdyz T Fr(ty,...,t,)

@ pro n-arni funkéni symbol f € F je funkce fMr definovana
predpisem fMT(ty, ... t,) =f(ty,....t,).

Poznamenejme, Ze jsou-li ty, ..., t, uzaviené termy (tedy termy
neobsahujici proménné), pak také f(ty,...,tn) je uzavieny term,
tedy prvek univerza.

Aby KS viibec existovala, je nutné, aby jazyk dané teorie
obsahoval symboly konstant.

Vsimnéme si, Ze v definici KS je pouzit elegantni trik: k dané
teorii je definovana struktura, tj. sémanticky pojem, ktera je
vSak sestavena jen ze syntaktickych prvkd a pojmdi.



KS sehraje dllezitou roli pfi diikazu Véty o Uplnosti PL — bude
modelem.

Véta o kanonické struktufe (VOKS)

Je-li T uplna henkinovska teorie, pak Mt je modelem T.

Dikaz: Strukturalni indukci pres ¢ se da dokazat nasledujici
tvrzeni (viz prednaska)
() pro kazdou uzavfenou instanci ¢’ formule ¢ je T F ¢/,
pravé kdyz || ¢’ [, =1
(uzavfena instance formule ¢ je kazda takova formule ¢’, ktera
vznikne z ¢ aplikaci néjaké korektni substituce, tj. nékteré
proménné se nahradi termy, pfitom ¢’ je sama uzavienou
formuli; ' tedy oznac€uje néjaké korektni nahrazeni proménnych
termy, které z ¢ udéla ¢’). Z toho specialné plyne, Ze pro
kaZzdou uzavienou formuli ¢ je T - ¢, prave kdyz || ¢ ||y, =1
(nebot’ uzaviena formule je uzavfenou instanci sama sebe).



Dokon ¢eni dikazu: Dale miZeme predpokladat, ze kazda
formule z T je uzaviena. SkuteCnég, je-li 8 uzaverem y, je
S,y ¢, pravé kdyz S, 6 + ¢ (dokaze se podobnou Gvahou
jako Véta o uzavéru). Tedy T dokazuje stejné formule jako
teorie, kterd z T vznikne nahrazenim formuli s volnymi
proménnymi jejich uzavery.

Z toho pak plyne, ze Mt je modelem T nasledovné: je-li ¢
uzaviena formule z T, pak je T - ¢, atedy || ¢ |u, =1 (¢ je
pravdivd v M1) podle (x).

Véta o kanonické struktufe s rovnosti (VoKSs=)

Je-li T Gplna henkinovska teorie s rovnosti, pak My / ~Mr
(faktorizace KS vzhledem k binarnimu relacnimu symbolu
rovnosti ~, ktery je ekvivalenci) je modelem T.

Dikaz: Vynechame.



Poznamka (P)

Necht teorie S je rozSifenim teorie T. Maji-li S a T stejny jazyk,
je zfejmé kazdy model teorie S modelem teorie T. Je-li jazyk
teorie S bohatSi nez jazyk teorie T, tj. Rt C Rg nebo Ft C Fg,
kde Rt,Ft a Rg,Fs 0znacuji po fadé relacni a funkéni symboly
jazyka teorie T a S, je z kazdého modelu Mg teorie S moZzné
vytvofit model Mt teorie T vypusSténim prislusSnych relaci a
funkci, tj. My = Mg, RMT = {rMs;r e Ry}, FMr = {fMs:f c F¢ .
Zjednodusené viak mizZeme i v tomto pfipadé fikat, Ze kazdy
model teorie S je také modelem teorie T.




Véta o Uplnosti (VoU)

(1) Kazda bezesporna teorie ma model.

(2) Pro kazdou teorii T a kazdou formuli ¢ plati, Ze je-li T = ¢,
pak T - ¢.

Dikaz (1): Necht T je bezesporna teorie. Dle VoHR existuje
jeji henkinovskeé rozsifeni T', které je jejim konzervativnim
rozSifenim. ProtoZe T’ je konzervativni rozSifeni, plyne

z bezespornosti T, ze T’ je také bezesporna (kdyby byla T’
sporna, platilo, by pro jakoukoli formuli ¢ jazyka teorie T, ze
T'¢iT'F—¢. Zkonzervativnosti by dale plynulo, zZe T - ¢ i
T +—¢, atedy T by byla spornd). Dle VoZT existuje rozsifeni
T” teorie T/, které ma stejny jazyk jako teorie T’ a je Uplnou
teorii. JelikozZ je T’ henkinovska teorie, je henkinovska i T”. Dle
VOKS, popf. VoKSs~, existuje model teorie T”. Ten je vSak
také modelem teorie T, viz pozndmka P.



Dikaz (2): Oznacme ¢ libovolny uzavér formule ¢. Kdyby
neplatilo T + ¢, pak by (dle lemma L) teorie T,—¢ byla
bezesporna. Podle (1) by tedy T,—¢ méla model M. V M je
pravdiva —¢, tedy je v ném nepravdiva ¢. Protoze ve strukture
je formule pravdiva, pravé kdyz je v ni pravdivy jeji uzaver, je
v M nepravdiva formule ¢. M je tedy modelem teorie T, ve
kterém neplati ¢, coz je spor s pfedpokladem T = ¢.



Teorie T je mnozina formuli. Podteorie S dané teorie je jeji
podmnozina, tj. SCT.

Véta o kompaktnosti

Teorie m& model, pravé kdyZ kazda jeji kone€Cna podteorie ma
model.

Dikaz: Vynechame, ale je jednoduchy.

Poznamka: Ve VL jsme vyuZzili Vétu o kompaktnosti
k prokazani VoU. V PL jsem naopak Vétu o kompaktnosti
dostali jako diisledek VoU.



e Prenexni tvar formuli PL



Formule je v prenexnim tvaru , je-li ve tvaru (Q1Xy)...(QnXn)®,
kde Q; je bud' V nebo 3, x; jsou navzajem riizné proménné a
formule ¢ je oteviena (tj. neobsahuje kvantifikatory);
(Q1X1)...(QnXn) se nazyva prefix , ¢ jadro .

Poznamka: V Zadné formuli v prenexnim tvaru nemize byt
néjaka proménna soucasné volna i vazana a nemiize se
opakovat kvantifikace téze proménné.

Formule (Vx)(3y)(Vz)(x =~y Ar(q,y,z)) je v prenexnim tvaru.
Naproti tomu formule (Vx)(3y)(r(y) Vv (¥x)s(y)) ani
(Yx)(Vy)(3x)r(x,y) nejsou v prenexnim tvaru.




Véta o prenexnim tvaru
Ke kazdé formuli ¢ existuje formule ¢ v prenexnim tvaru tak, Ze
Fo <.

Dikaz: Pro kazdou formuli ¢ = ¢, sestrojime pomoci
postupnych Uprav posloupnost vzajemné ekvivalentnich formuli
®o,P1,...,Pn tak, Zze ¢; je ekvivalentni s ¢; 1 a ¢, je

v prenexnim tvaru. Upravy pfevadégji kvantifikatory na zacatek
formule. Neni-li ¢; v prenexnim tvaru, pak ziejmé obsahuje
podformuli tvaru —(Qx)x nebo (Qx)x = Y nebo x = (Qx)y,
kde Q je néktery kvantifikator. Tuto podformuli nahradime ve ¢,
s ni ekvivalentni formuli a dostaneme ¢;, ;. Necht ke Q je Q’
ten druhy kvantifikator (ij. V' je 3a 3 je V).

Podformuli tvaru —(Qx)x nahradime (Q'x)—x.



Dokon ¢eni dlikazu: U podformule tvaru (Qx)x = ¢ [popf.

X = (Qx)y] nejprve pfejmenujeme promeénné tak, aby (Qx)x a
Y [popf. x a (Qx)y] neobsahovaly spolecné proménné.
Pfejmenovanim ziskana formule (Qy)x’ = ¢/ [popf.

X' = (Qy)y/] je ekvivalentni s (Qx)x =  [popf. x = (Qx)Y].
Formule (Qy)x’ = ¢/ [popf. X' = (Qy)y/] je dle Véty o zdméné
poradi kvantifikatoru a implikace ekvivalentni formuli

(Q'Y)(x" = ¢') [popt. (Qy)(Xx’ = ¢')]. Tedy podformuli

(Qx)x = Y nahradime formuli (Q'y)(x’ = ¢') a podformuli

X = (Qx)y@ nahradime formuli (Qy)(x’ = ¢/).

Poznamka: Dlkaz pfedchozi véty ma konstruktivni charakter.

Priklady: Viz prednaska a cviceni.



e Poznamky k omezenim PL



Poznamky k omezenim PL

K omezenim PL, které nelze jednoduse (resp. vlibec) vyresit
jejim rozSifenim, at uz o nové spojky nebo o dalsi pravdivostni
hodnoty, patfi jeji nerozhodnutelnost . Neformalné feCeno,
neexistuje zadny algoritmus, ktery by o vstupni teorii T a
formuli ¢ dokazal po konec¢ném poctu krokl Fict, zda-li ¢ je
sémantickym dusledkem T.

Déle nelze axiomaticky vymezit vlastnost ,byt konecny“. Jinymi
slovy, neexistuje zadna teorie T takova, Zze M je modelem T,
pravé kdyz je M struktura s konecnym nosic¢em. Také nelze
axiomaticky vymezit, aby byl symbol rovnosti = interpretovan
relaci identity.

Zminme jesté jedno omezeni: PL mé jen dvé zakladni
pravdivostni hodnoty. Studiem vice pravdivostnich hodnot a
studiem vyplyvani v prostfedi vagnosti se zabyva fuzzy logika.
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