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1 Uvod do logiky, vyrokova logika

Priklad 1 Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroku s kvantifikatory:
(a) (Vr €R) 22 >0
(b) (Vz € R) Va2 = |z|
(c) (VzeR) (FyeR)z-y=10
(d) (VzeR) (Yy e R) (z =y & 2°=y?)
() @z eR) (VyeR)z-y=y
(f) VzeR) GyeR)z+y=10

(g) FyeR) (VzeR) z+y = 10.

Reseni.
(a) Neni pravdivy pro x = 0.
(b) Je pravdivy.
(¢) Nen{ pravdivy pro z = 0.
(d) Neni pravdivy, napi. pro z = 3, y = —3.
(e) Je pravdivy pro z = 1.
(f) Je pravdivy.
(¢) Neni pravdivy.

Poznamenejme, ze z uloh (f) a (g) je vidét, ze zalezi na poradi riznych kvanti-
fikatora.

Priklad 2 Urcete, zda jsou uvedené vyrokové formule tautologiemi:
(@) (p=q) = (PA—q)

b) e e ((p=9N(G=Dp).



ResSeni. Je-li formule tautologii, pak je pravdivé pii kazdém ohodnoceni viech
vyrokovych symbold, které se v ni vyskytuji. V ptipadé (a) i (b) jsou ve formulich
jen dva ruzné vyrokové symboly: p a q. Staci tedy zjistit pravdivostni hodnoty
pro ¢tyri riiznd ohodnoceni vyrokovych symbolti p a ¢, konkrétné pro ohodnoceni
e1 takové, ze e1(p) = 0, e1(q) = 0, pro ohodnoceni ey takové, Ze ex(p) = 0,
e2(q) = 1, pro ohodnoceni es takové, ze es(p) = 1, es(¢) = 0 a nakonec pro
ohodnoceni ey takové, Ze es(p) = 1, eq(q) = 1. Prehledné situaci zndzornuji
nasledujici tabulky:

P q|lp=q|pA-q| (p=q) & (PA—q)

0 0 1 0 0

0 1 1 0 0

1 0 0 1 0

11 1 0 0
P qlpeq|lp=>q|lq=p| =29 N(qg=Dp) |
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 1
11 1 1 1 1 1

Z posledniho sloupce prvni tabulky vidime, Ze formule (p = ¢) < (p A —q)
je kondradikci, t.j. neni splnitelna, ani tautologii. Z posledniho sloupce druhé
tabulky vidime, Ze formule (p < ¢) < ((p = ¢) A (¢ = p)) (oznacena v tabulce
pismenem ¢) je tautologie, nebot je pravdiva pii kazdém ohodnoceni ey, e3, e3
a €4.

Priklad 3 Méjme dénu tiithodnotovou logiku s pravdivostnimi hodnotami
{0, 1,1}. Definujme na ni spojky negace a implikace takto:

a | —a — 10 % 1
0] 1 01 1 1
1 1

510 10 1 1
110 110 & 1

Urcete, zda je formule —(p = (—p = ¢)) splniteln4.

Reseni. Pomoci tabelace zjistime pravdivostni hodnotu zadané formule pii
vSech moznych ohodnocenich. Vzhledem k tomu, Ze se v zadané formuli vyskytuji
pravé dva rtzné vyrokové symboly (p a ¢), bude mit tabulka (kromé zahlavi)
3.3 =9 radku.
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Z posledniho sloupce v tabulce je patrné, ze zadand formule je kondradikci, a
tedy neni splnitelna.

Priklad 4 Rozhodnéte, zda formule (p = ) A ¢ sémanticky vyplyva z formuli
~(p=q),pVaga-(gAp).

Reseni. Pomoci tabelace zjistime, pro ktera pravdivostni ohodnoceni jsou za-
roven pravdivé formule —(p < ¢), pV g a =(q A p). Poté se podivime, je-li pri
téchto (dvou) pravdivostnich ohodnocenich pravdivé i formule (p = ¢) A q.

p q|-eqg |pVg| -(grp) | P=gANg
0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1

Z tabulky vidime, zZe formule (p = ¢) A ¢ sémanticky nevyplyva z formuli —(p <
q), pV q a =(q A p), nebot pri ohodnoceni e takovém, ze e(p) = 1, e(q) = 0 je
formule (p = ¢) A ¢ nepravdiva.

Priklad 5 Rozhodnéte, jestli formule ¢ ve tvaru p = ¢ sémanticky vyplyva
z mnoziny formuli T = {—~¢ = —r,p = r}.

ReSeni. Pomoci tabelace zjistime, p¥i kterych pravdivostnich ohodnocenich
jsou soucasné vsechny formule z mnoziny T pravdivé. Poté se podivame, je-li
pri stejnych pravdivostnich ohodnocenich pravdiva i formule .

p g r|q|r|q=""T|p=r|p=4g
0 0 0] 1 1 1 1 1
0 0 1] 1 0 0 1 1
0 1 0] O 1 1 1 1
0 1 1|0 0 1 1 1
1 0 0] 1 1 1 0 0
1 0 1] 1 0 0 1 0
1 1 0|0 1 1 0 1
1 1 1|0 0 1 1 1




7Z tabulky vidime, ze formule ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli T, tedy
= -rp=rEp=q.

Priklad 6 Zjistéte zda z mnoziny T = {p = —q,¢,~(((p = —q) Vr) &
(r A —q))} sémanticky plynou nésledujici tfi formule: r A =g; r; (p = —q) V 7.

Reseni. K feSeni pouZijeme tabulkovou metodu pomoci které zjistime, p¥i kte-
rych ohodnocenich nabyvaji formule z T soucasné pravdivostni hodnotu 1 (viz
Sedé podbarvené fadky). Nyni se sta¢{ podivat, zda pti téchto (dvou) ohodnoce-
nich jsou jednotlivé formule ze zadani (modré) také pravdivé (v obou piipadech).
Pokud ano, pak sémanticky vyplyvaji z T'. Jinak sémanticky nevyplyvaji z T'.

plaglr|lp=>-q| @=>-gVr | rA-g | 2(((p=>—q)Vr) & (rA-q)
T 11 0 1 0 T
T[1]o0 0 0 0 0
1101 1 1 1 0
I]0]o0 1 1 0 T
011 1 T 0 T
010 1 1 0 1
0] 01 1 1 1 0
000 T 1 0 T

Ziejmé tedy T E(p = —q)Vr, TEr AN—qa T #r.

Piiklad 7 Formuli ((p = —¢) A7)V (-p < r) prevedte do tplné disjunktivni
a uplné konjunktivni normalni formy.

ReSeni. Nejprve pomoci tabulkové metody (tabelaci) zjistime, pii kterych
moznych ohodnocenich je zadana formule ¢ pravdiva a pfi kterych nepravdiva.
Poté sestrojime odpovidajici iplné elementérni konjunkce (UEK) a uplné ele-
mentarni disjunkce ([jED), ze kterych jiz snadno ziskdme tplnou disjunktivni
normalni formu (UDNF) a tiplnou konjunktivni normalni formu (UKNF).

p q r|p=-q|lp=-gAr|-per|p UEK UED

0 0 O 1 0 0 0 pNvVqVr
0 0 1 1 1 1 1 | pA—-qgAT

0 1 0 1 0 0 0 pV-qVr
0 1 1 1 1 1 1| pAgATr

1 0 0 1 0 1 1 | pA—gA-r

1 0 1 1 1 0 1| pA—gATr

1 1 0 0 0 1 1| pAgA-—r

1 1 1 0 0 0 0 —pV gV —r

UDNF: (-pA=gAT)V (~pAgAT)V (DA=gA=T)V (pA—gAT)V (DA gA-T)
UKNF: (pVgVr)A(pV—-qVr)A(—pV-qV-r).



Priklad 8 Uvedte tTi zdkony vyrokové logiky
(a) s jednim vyrokovym symbolem, ktery se muze vyskytovat vicekrat

(b) se dvéma ruznymi vyrokovymi symboly, které se mohou vyskytovat vice-
krat

(c) se tfemi raznymi vyrokovymi symboly, které se mohou vyskytovat vice-
krat.

ReSeni. Nékteré (Casto pouzivané) tautologie vyrokové logiky se povysuji na
tzv. zakony vyrokové logiky. Napriklad:

(a) V- (zédkon vylouceného ttetiho)
=(@ A—p)  (zédkon sporu)
——p < ¢ (zdkon dvoji negace)

(b) (pAY) < (W Ap) (komutativni zdkon pro A)
(A1) & (mpV ) (de Morganuv zdkon)
=)< (- = ) (zdkon kontrapozice)

©AWVx) ((pAY)V (pAx)) (distributivni zdkon)

(
(c) Egp vV (Vv x)§ < ((pVY)Vx) (asociativni zdkon pro V)
=
((p=P)ANW=x) = (p=x) (tranzitivita implikace).

Zde ¢,1,x jsou libovolné formule vyrokové logiky, muzeme je tedy po fadé
nahradit atomickymi formulemi (tj. vyrokovymi symboly) p, ¢, r, ¢imZ splnime
zadani tohoto prikladu.

Priklad 9 S vyuzitim zdkont logiky, zjednoduste nasledujici logicky obvod:

o

\B \—|A

2A  =2C

ReSeni. Nejprve si logicky obvod pfepiSeme do odpovidajici formule ¢ vyro-
kové logiky:
((AN(BV-C))V(BA-A)V (mAAN-C)).

Podformuli ve tvaru A A (B V —C) pfepiSeme pomoci distributivniho zdkona do
tvaru (A A B) V (A A =C). Vychozi formule ¢ je tedy ekvivalentni s formuli:

((AANB)V(AAN=C))V(BA-A)V (mAAN-C)).



S vyuzitim asociativniho a komutativniho zdkona (pro spojku V) je predchozi
formule ekvivalentni s nasledujici formuli v:

((AANB)V (BA-A)V((AAN-C)V (mAA-C)).

Déle aplikujeme distributivni a komutativni zdkon, a to na podformuli (AA B)V
(BA=A) ana podformuli (AA—C)V (=mAA-C) a obdrzime formuli x ve tvaru:

(BA(AV-A)V (-CA(AV-A))),

kterd je ekvivalentni s formuli ¢ a tedy i s vychoz{ formuli ¢ (coz snadno plyne
z tranzitivity ekvivalence).

Jelikoz AV—A je tautologie a plati, Ze tautologie v konjukci s néjakou formuli
je ekvivalentni s touto formuli, vime, ze (B A (AV —A)) < B a podobné (=C' A
(AV—-A)) < =C. Odsud je x (a tedy) i ¢ ekvivalentni s formuli BV —C, kterou
jiz dale nelze zjednodusovat. Vysledny zjednoduseny logicky obvod (sémanticky
ekvivalentn{ s vychozim obvodem) vypada tedy takto:

B
{
Priklad 10 Nahradte spojku negace a spojku implikace spojkou

(a) 1 (Sheffer - NAND)
(b) | (Nicod — NOR).

ReSeni. Piipometime, Ze
aftbe —(anbd),
al be —(aVd).
S vyuzitim toho, Ze a < (a A a) a toho, Ze a < (a V a) mame:
—a< a(aNa) & (afa);
—a < =(aVa) e (ala).
Zbyva ndm vyjadiit spojku implikace jen pomoci spojky f (resp. ). K tomu
vyuzijeme vysSe napsané a nékterych zdkonu vyrokové logiky. Dostaneme tak:
(a=b) < (-aVb)e -(an-b)< (aft-b)< (aft (bD));
(a=b) < (maVvbd) e -—(-aVd) < (-ald) <

& 2((ada)§b) < (((@a) b)) ((ala)lb)).

Priklad 11 Strukturdlni indukei dokazte, Zze pocet levych zavorek je v kazdé
formuli vyrokové logiky roven poc¢tu pravych zavorek.



ResSeni. Vlastnost V je ,mit stejny pocet levych a pravych zavorek“. Ziejmé
kazdy vyrokovy symbol méd vlastnost V (nebot kazdy vyrokovy symbol mé 0
levych a 0 pravych zdvorek). Maji-li formule ¢ a ¢ vlastnost V, pak vIMdme tedy
dokazat, ze jsou-li z T" dokazatelné formule ¢ = 1 a ¢, pak je z T" dokazatelna
i formule . Jsou-li vsak z T dokazatelné formule ¢ = 1) a ¢, znamena to, ze
existuje dukaz xi,...,xn formule ¢ = ¢ z T (tj. x, je formuli ¢ = ) a ze
existuje dukaz 6y,...,60,, formule ¢ z T (tj. 0, je formuli o). Nyni vSak staci
vzit posloupnost x1,...,Xn,01,--.,0m,¥ — ta je jiz dikazem ¢ z T. Vlastnost
V maji i formule —¢ a (¢ = 1) (nebot v obou dvou piipadech ptibude stejny
pocet levych a pravych zévorek, konkrétné pro -y nula a pro (¢ = v) jedna),
coz spolu se zdkladnim krokem (indukénim predpokladem) dokazuje tvrzeni.

Priklad 12 Dokazte, ze pokud x1,...,xn F @, pak ¥1,..., %k, X1, .-, Xn F ©.
Poté ukazte, ze obracené tvrzeni neplati.

ReSeni. Ditkaz je piimym dtsledkem faktu, Ze pokud jsou pii pravdivost-
nim ohodnoceni e pravdivé vSechny formule 1, ..., ¥k, X1,---, Xn, Pak jsou
pravdivé i formule 1, ..., xn. Abychom prokézali, Ze obrdacené tvrzeni neplati,
staci ndm najit konkrétni priklad takovy, ze ¥1,..., %k, X1,-..,Xn F @ & pritom
X1,---sXn ¥ @. Polozme ¢, = =(p A q), x1 = p & q a ¢ = —p. Pak vskutku
1, X1 F  a souCasné y; ¥ ¢, coz jsme chtéli ukazat.

Priklad 13 Dokarzte, ze je-li ¢ = a ¢ E x, pak ¥ E x.

ReSeni. Mame ukizat, ze ¢ |= x. Necht e je ohodnoceni, pfi kterém je v
pravdivé. Dle pfedpokladu ¢ = ¢ je pii e pravdivd také ¢ a tedy dle pfedpokladu
© = x je pri e pravdiva také x, coz jsme méli ukézat.

Priklad 14 Dokazte, ze pokud x1,...,Xn F ¥ & X1,-.-,Xn F ¢ = 1, pak

X1,-- -, Xn F Y. Poté ukazte, ze obracené tvrzeni neplati.
Reseni. Meéjme pravdivostni ohodnoceni e takové, ze vSechny formule x1, ..., xn

jsou pfi ném pravdivé. Pak z obou predpokladi plyne, Ze ||¢||.=1 a ||¢ = ¥||.=1,
odkud dostévame |[|1||. = 1, coz jsme chtéli dokdzat. Abychom prokézali, Ze ob-
racené tvrzeni neplati, staci ndm najit konkrétni priklad takovy, ze x1,...,xn F
1 a pritom x1,...,Xn # @ nebo x1,...,xn ¥ @ = 1. Staci polozit x; = p Aq,
Y =p<sqap=-p Pak x1 F 1, ale x1 ¥ ¢.

Priklad 15 Dokazte sémantickou podobu véty o dedukei:
Necht x1,...,Xn, ©,% jsou formule vyrokové logiky. Pak plati: x1,...,xn F

© = ¢ pravé, kdyz x1, ..., Xn, @ E V.



Reseni. Nejprve predpokladejme x1, ..., Xn = ¢ = ¥ adokazme X1, ..., Xn, ¢ E
1. Staci ovérit, ze pro kazdé ohodnoceni e, pri kterém jsou vsechny formule z
X1 - -3 Xns @ pravdivé, méme || ¢ ||.= 1. Jsou-li ale x1,...,Xn,® pii ohodno-
ceni e pravdivé, pak dostdvame || ¢ = ¥ ||e= 1 dle pfedpokladu. Rovnéz plati
lelle=1 Tojest || ¢ = ¢ |le=| @ le=l| ¥ [le=1 =] ¢ ||e= 1. Z vlastnosti —
pak plyne, ze || ¥ ||e= 1. To jest x1,-..,Xn, ¥ F ¥.

Naopak predpoklddejme x1, ..., Xn, ¢ = 9. Stadi ovéfit, ze pro kazdé ohod-
noceni e, pti kterém jsou vSechny formule x1, ... x, pravdivé, je || ¢ = 9 |l.= 1.
Mohou nastat dva pripady:

1) ¢ lle=0, odkud [| ¢ = ¢ [[e=0 = ¥ [[e= 1.

2) || ¢ lle= 1, to jest pfi ohodnoceni e jsou pravdivé vsechny formule z
X1s--+sXns @ & tedy || ¢ |le= 1 dle pfedpokladu. Odtud || ¢ = ¥ ||.=
1 —=1=1, v dasledku ¢ehoz x1,...,xn E © = 9.
Na zakladé platnosti tautologie (¢ < ) < ((¢ = ¥) A (¥ = ¢)) mame
tvrzeni dokdzdno (nebof se ndm podafilo dokézat implikaci jednim i druhym
smérem).

Priklad 16 Tabelujte vsechny booleovské funkce dvou proménnych.

ReSeni. Vsech Sestnict booleovskych funkei dvou proménnych z1 a z zachy-
cuje ndsledujici tabulka (rozdélend na dvé ¢asti):

T1 X2 ‘ H fo fs fa fs fo fr fs

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 0 0 0 O

0 1 1 1 0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 1 O
T1 X2 ‘ foo fio fuu fiz fis fiu fis fie
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0

Priklad 17 Dokazte, Ze pro kazdou mnozinu formuli 7" a formule ¢, plati,
zezTkFop=1aTktk plyne T I 1.

ReSeni. Miame dokdzat, ze jsou-li z T dokazatelné formule ¢ = 1) a ¢, pak
je z T dokazatelna i formule 1. Jsou-li vsak z T dokazatelné formule ¢ =
a @, znamend to, Ze existuje dukaz xi,...,x, formule ¢ = ¥ z T (tj. xn je
formuli p = ) a Ze existuje dukaz 61,...,0,, formule ¢ z T (tj. 6,, je formuli
©). Posloupnost x1,...,Xn,01,--,0m, ¥ je jiz hledanym dikazem v z T.

Priklad 18 Bez pouziti véty o uplnosti dokazte, ze formule ¢ = ¢ je dokaza-
telnd z prazdné mnoziny predpokladi.



Reseni. Uvedeme posloupnost formuli, kters je hledanym diikazem z prazdné
mnoziny predpokladi. Za kazdou formuli pridame kratky komentar, aby bylo
jasné, odkud se dana formule vzala.

p=((p=¢)=¢) ... axiom dle (Al)

(p=(p=¢) =)= (r¢=(p=¢)=(p=¢) ... axomdle(A2)
(p=(p=¢))=(p=¢) ... modus ponens na predchozi dvé formule
o= (p=¢) ... axiom dle (Al)

@ = ¢ ... modus ponens na predchozi dvé formule.

Priklad 19 Bez pouziti véty o uplnosti dokazte, ze pro libovolné formule ¢,
1 plati

(a) F=p = (¢ =)

(b) F ==

() F o= e

ReSeni. Postupné uvedeme posloupnost formuli, které jsou hledanymi dikazy,
pricemz za kazdou z nich napiSeme kratky komentar.

(a)

F-p=(=-p) ... axiom dle (Al)
F(Y=-p)=(p=1v) ... axiom dle (A3)
F-¢p=(p=1) ... tranzitivita implikace

(b)

F o= (mp = =) ... tvrzeni (a)

——p b —op = --mp ... véta o dedukei

F (- = @)= (—mp=¢) ... axiom dle (A3)
=k (mp = @) = (- = ¢) ... monotonie dokazatelnosti
-—p k-9 =¢ ... modus ponens

—pt¢ ... véta o dedukci

F-—p=¢ ... vétao dedukci

(c)

F-——p=-¢ ... tvrzeni (b)

F (== —p) = (p=-¢) ... axiom dle (A3)
Fy=--¢ ... modus ponens.

Priklad 20 Rozdélme dikaz @1, ..., @i, @it1,- .., Pn 2T nadvé Casti: ¢1,...,p;
& Pitl,- -5 Pn. Lduvodnéte, zda budou noveé vzniklé posloupnosti opét dikazem
z T, nebo ne?

ResSeni. Posloupnost ¢1, ..., @; zfejmé bude dikazem z T'. Druhé posloupnost
Pitls- -+ Pn jiz ale dikazem z T byt nemusi, protoze se v ni mize vyskytovat
formule, ktera neni ani axiomem, ani predpokladem z T, ale vznikla odvozovacim
pravidlem modus ponens z formuli, které jsou obsazeny pouze mezi formulemi

@17"'7<pi'

10



Priklad 21 Dokazte, ze pokud T F ¢, pak existuje nekonecné mnoho vza-
jemné ruznych dikazu ¢ z T.

ReSeni. Pokud ¢ je dokazatelna z T, pak existuje dikaz o1, ..., @, = ¢ for-
mule ¢ z T. Je-li (A) axiom, pak i posloupnost (A), 1, ..., o, = ¢ je dukazem
¢ z T. Vzhledem k tomu, ze axiomu je nekone¢né mnoho, jsme hotovi.

Priklad 22 Dokazte, ze pokud THp =Y a Sk = x,pak TUS F ¢ = x.

Reseni. Tvrzeni plyne pfimo z monotonie dokazatelnosti a z tranzitivity im-
plikace.

Priklad 23 Dokazte, ze pV g ¥ —(p < q).
ReSeni. Staéi ukazat, 7e pV ¢ ¥ —(p < ¢). To je ale snadné, staci vzit ohod-

noceni e takové, ze e(p) = 1 a e(q) = 1. Pii tomto ohodnoceni totiz formule
—(p & ¢) sémanticky nevyplyva z formule p V gq.

11



2 Predikatova logika

Piiklad 24 Mg¢jme dén jazyk typu (R, F,o), kde F = {f,g,c}, o(f) = 2,
o(g) = 1 a o(c) = 0. UrCete, které z nasledujicich posloupnosti symboli jsou
termy jazyka tohoto typu:

(a) f(z) neni term, protoze o(f) =2

(b) f(c, f), neni term, jelikoZz samotny funkéni symbol f nemize byt argu-
mentem sebe sama

(¢) funkéni symbol g neni term, protoZze nema argument

)
(d) proménnd z je term
(e) konstanta c je term

)

(f

x,c) je term

g) f(
(9(g(x))) neni term, jelikoz o(f) # 1
(

(g)
(h)
(i

J

g
f
f
) f(e,¢) je term
) h(z,y,z) neni term, nebot h ¢ F.
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Priklad 25 Méjme jazyk typu (R, F,o),kde F = {f,c}, R={r,s}ao(f) =1,
o(c) =0, o(r) = 2 a o(s) = 1. Urdete, které z néasledujicich posloupnosti
symbolt jsou formule jazyka tohoto typu:

(a) x neni formule (je to proménnd, tedy term)

(b) 7(x, s(x)) neni formule, protoZe s(x) je formule a na tu nemize byt apli-
kovan relacni symbol r

(¢) =f(c) neni formule, nebot f(c) je term a na néj nelze aplikovat logickou
spojku negaci

(Vx)r(z,y, z) neni formule, nebot o(r) # 3
x)x neni formule, jelikoz x neni formule
je (atomickd) formule

, f(x)) je formule

= (Vz)s(x) je formule

_ D
o
~

r(x,y) nen{ formule, protoze se zde kvantifikuje pres relacn{ symbol s

Va)(Jy)r(z,y) je formule.
Priklad 26 Najdéte vSechny podformule ve formuli (3z)(r(f(z)) = (Yy)-r(y)).

Reseni. Dana formule ma celkem Sest podformuli: sebe samu, tedy (3z)(r(f(z)) =

(Vy)=r(y)) a déle r(f(z)) = (Vy)=r(y), r(f(2)), (Vy)=r(y), —r(y) a r(y).
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Piiklad 27 Urcete minimdln{ jazyk indukovany formuli (Vz)—-r(z,y, f(2)) =
(By)s(f(x), 9(y, 2))-

ReSeni. Ze struktury formule snadno poznime, Ze minimélni jazyk nutné ob-
sahuje unarni funkéni symbol f, bindrni funkéni symbol g, ternarni rela¢ni sym-
bol r a bindrni relacni symbol s. Dalsi rela¢ni a funkéni symboly nejsou po-
tfeba, nebot se v dané formuli nevyskytuji. Jazyk (R, F,o) je tedy dan takto:
R={rs}, F={f, g}, piicemz o(r) =3, o(s) =2, o(f) =1 a o(g) = 2.

Priklad 28 Urcete volné a vazané vyskyty proménnych v nasledujicich for-
mulich:

(a) (Vo) 3y)(r(z,y) = s(z,y,2))

(b) ~(Fz)r(z,y) = ~(V2)s(2, 2, y).

Reseni. (a) V dané formuli se vyskytuji t¥i proménné, pficemz x a y maji dva
vazané vyskyty a zaddny volny vyskyt a proménnad z méa jeden volny vyskyt a
zadny vazany vyskyt.

(b) V dané formuli m4 proménna z jeden vdzany a jeden volny vyskyt, proménnd
y ma dva volné vyskyty a zadny vazany a proménna z ma jeden vazany a zadny
volny vyskyt.

Priklad 29 Pro nasledujici dvé formule urcete vysledky substituce termu
f(z,y) za proménnou x a rozhodnéte, je-li tato substituce korektni.

(a) r(z,y) = (Vz)-r(z,2)

(b) r(z,2) = (Vy)r(z,y).

ReSeni. (a) Vysledkem substituce je formule r(f(z,y),y) = (Vz)-r(z, 2).
Tato substituce je korektni.

(b) Vysledkem substituce je formule r(f(z,y), f(x,y)) = (Yy)r(f(z,y),y). Tato
substituce neni korektni.

Piiklad 30 Uvazujme jazyk typu ({p, <},{c,0},0), kde o(c) = 0, o(p) = 1,
o(<) = o(o) = 2. Necht M = Z. Definujme relace p™, <M a funkce cM a oM
nasledovné:

pM = {m € M | m je vétsi nebo rovno nule},
<M= {(my,my) € M x M | m; je mensi nebo rovno my},
M=0, m;oMmy=mq+ mo.
Uréete v této struktuie hodnotu termu (z o (¢ o y)) o & pfi ohodnoceni v, je-li

v(x) = 10, v(y) = 50.
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Refeni. Méme || (zo(coy))oz |Imo=[lzo(coy) [lmo + || @ o=
= (| = Mo+l coy Ivo)t | 2 Ime=

= (2 Ivw +( ¢ v + 1|y M)+ [ 2 (0=

(v(x) + (M +v(y))) + v(z) = (10 + (0 + 50)) + 10 = 70.

Priklad 31 Dokazte duélni formu specifikace (tzv. zékon abstrakce):

F(z/t) = (Fx)e,

je-li term ¢ substituovatelny za proménnou zx.

ReSeni. V prvnim kroku pouzijeme axiom specifikace (A4) aplikovany na for-
muli —:
= (Vo) ¢ = —p(z/t).
Déle pouzijeme tautologii z vyrokové logiky (p = —q) = (¢ = —p) ve tvaru:
F((Va)—p = —p(x/t) = (p(z/t) = =(Vz)-ep).

Z vyse uvedenych formuli odvodime pomoci odvozovaciho pravidla modus po-
nens:
Eo(z/t) = (Vo) =,
odkud po reformulaci dostdvame vysledek:
Fe(z/t) = (Fx)p.

Poznamenejme, ze pfi substituci proménné = za sebe sama obdrzime jako di-
sledek nasledujici fakt: F ¢ = (3x).

Priklad 32 Dokazte tvrzeni o distribuci kvantifikace:
E (V) (e = ¢) = ((Vz)p = (Va)¢),

maji-li formule ¢, 1 nejvyse jednu volnou proménnou a to x.

ReSeni. S vyuzitim axiomu specifikace (A4) a véty o dedukeci plati:

(Vz)p o

(V) = Y) F o=
S pomoci monotonie dokazatelnosti a odvozovaciho pravidla modus ponens apli-
kovaného na obé predchozi formule obdrzime:

(V) (@ = ), (Vo)p b= 1.

Nyni pouzijeme odvozovaci pravidlo generalizace at mame:

(Va)(p = ¢), (Vo)p b= (V).

Zéavérem aplikujeme dvakrat vétu o dedukci a dostavame vysledek:

E (Vo) (e = ) = (Vo) = (Vo))
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Priklad 33 Najdéte jednoduchy model tak, aby v ném neplatila formule

(Vo)p = (Vo)) = (Vo) (o = ¢).

ReSeni. Vezméme si jazyk typu (R, 0,0), kde R = {r}, o(r) = 1. Strukturu
tohoto jazyka M = (M, {rM},0) uréuje mnozina M = {0,1} a unérni relace
™ = {1}. Necht formule ¢ je r(z) a formule 9 je r(y). Pak v M pro ohodnoceni
v(z) =1 awv(y) =0 mame ||(Va)r(z) = Vo)r(y)|Im» = 1, ale ||(Vz)(r(z) =
r(y))|lm,» = 0. Prokdzali jsme tak, Ze obracend implikace z pfedchoziho p¥ikladu
neplati.

Priklad 34 Vymyslete piiklad teorie, kterd nema zadny model.

Reseni. Méjme jazyk typu (R, F,0), kde R = {r}, F = () a r je unarni. Teorie
T = {(Vx)r(x), (3z)—r(z)} zlejmé nemd zddny model.

Priklad 35 Prevedte dané formule do prenexniho tvaru:
(a) (Vy)=(3z)r(z,y,2) = (32)(Vy)r(z,y, w)
(b) ~=(Yw)((3x)s(z, w) = ~—=—==(Fz)s(w, x)).

ReSeni. Na zadané formule postupné provedeme ekvivalentni Gpravy, které je
prevedou do prenexniho tvaru.

(a) Ze zadané formule pfesuneme negaci pred vyrazem (Jx) a pfeznacime pro-
ménné:

(Vy)(Vz)-r(2,y, 2) = (3) (VY )r(Z, o/ w).

Poté pfesuneme kvantifikdtory s pfislusnymi proménnymi na zacatek (pied jadro
formule), ¢imz obdrzime formuli v prenexnim tvaru (ekvivalentni se vychozi
formuli):

(Fy)Fz) 3 ) (W) (- (@, y,2) = r(2,y, w)).

(b) V prvnim kroku odstranime nadbytecné negace, pficemz posledni zbylou
negaci pred vyrazem (3z) presuneme a soucasné pfeznac¢ime proménné:

(Vw)((Fz')s(a', w) = (Vz)=s(w, x)).

Déle pfesuneme kvantifikitory s piislusnymi proménnymi na zac¢dtek (pred jadro
formule), ¢imz obdrzime formuli v prenexnim tvaru (ekvivalentni se zadanou
formuli):

(Vw)(Vz') (V) (s(z', w) = —s(w, z)).
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