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1 Uvod

1.1 Co je pravdépodobnost a statistika?

Vv,

Pro¢? Kazda oblast matematiky je pfeci uzite¢nd, tak pro¢ zrovna pravdépodobnost
a statistika?

Davny idedl: feSime-li néjaky problém, mame mit Gplné informace,
které jsou jisté. Pak pouzivame deduktivni usuzovani, z jistych informaci
tedy odvozujeme jisté informace. Napiiklad: pacient P md pfiznaky x, y,
z; vim, Ze plati: kdyZ mé pacient pfiznaky X, y, z, pak ma nemoc n. Tedy
usoudime (MP), Ze P ma nemoc n.

Realita je ale v naprosté vétsiné pripadi odliné od tohoto ideélu, in-
formace jsou v naprosté vétsiné pfipadii netplné a nejisté. Tak naptiklad
to, Ze ma pacient pfiznak x mtiZze byt jisté, ale Ze méd y mtize byt ponékud
nejisté, protoze piistroj, ktery probihalo pacientovo vysSetfeni se mohl do-
pustit chyby. Také pravidlo ,kdyZ ma pacient pfiznaky x, y, z, pak ma ne-
moc n” nemusi bytjisté, mohou existovat vyjimky (uvést konkrétni ptiklad).



Pfesto o nich provddime tsudky (tj. pfemyslime o nich a délame zavéry),
na zédkladé takovych informaci se rozhodujeme apod. A Ize fici, Ze lidé
jsou schopni o nejistych informacich usuzovat tspésné.

V naprosté vétsiné pfipadti tak ¢clovék provadina zakladé intuice, popi.
zdravého/selského rozumu . Pfiklad: vybirdme meloun a ze ¢tyf nahodné
vybranych a rozkrojenych jsou tfi nahnilé, usoudime, Ze melouny jsou
Spatné a meloun si nekoupime. Dalsi piiklady, které clovék bézné fes:
jizda autem a pichnuti penumatiky, uzavirani pojisténi.

Clovék tedy pracuje s netiplnymi a nejistymi informacemi, bez toho,
Ze by prosel specialnim Skolenim (stejné tak jako pouZziva deduktivni lo-
giku bez toho, Ze by prosSel specidlnim Skolenim). Ale: intuice nds velmi
¢asto dosti zdsadné klame (to je rozdil od deduktivniho usuzovani, kde
takovéto riziko neni tak velké). Proto neni radno se na intuici spoléhat. Li-
teratura obsahuje fadu piikladti, chytakt a paradoxt, které ukazujf tskali
intuitivniho usuzovéani.

Z tohoto pohledu by bylo vhodné mit k dispozici védu o tom, jak pra-
covat s nejistotou. Pravé takovou védou je teorie pravdépodobnosti.

Podobné je to se statistikou. Zabyva se zpracovanim rozsdhlych sou-
borti dat, a tedy rozséhlych informaci. Zabyvéa se rozmanitymi otdzkami
takového zpracovéani. Napft.: jaky je primér, popi. dalsi charakteristiky,
které by nam nékolika mélo ¢isly o ohromném souboru ¢isel fekly néco
uzite¢ného. Nebo: Jak navrhnout dostate¢né spolehlivy priizkum vefejného
minéni (nelze se ptat vSech, kolika se zeptat, aby byl spolehlivy a reprezen-
tativni)? Nebo: Lze ve ziskanych datech sledovat trendy? Lze sledovat v
datech né&jaké struktury? Lze podat vysvétleni (faktorova analyza)?

Shriime tedy: teorie pravdépodobnosti se nezabyva né¢im specidlnim,
s ¢im prichazi do styku je tizkd skupina odbornikt (jako napf. teorie dife-
rencidlnich rovnic, kterd je matematikou, bez které se neobejdou fyzikové,
popf. inZenyfti). Zabyva se tim, s ¢im se na kazdém kroku dnes a denné
potkdva kazdy clovék: nejistota a nutnost se za podminek nejistoty roz-
hodnout (rozhodovéni se nelze vyhnout, neni to néco, ¢emu se miizeme
nebo nemusime vénovat).

Do ur¢ité miry je to podobné se statistikou. Pokud se chceme umét
orientovt ve svété, ve kterém Zijeme, je znalost statistiky velmi uZite¢na.
Umoziiuje nam popisovat realitu kvantitativné, konkrétné, umoZziiuje ra-
ciondlni debatu. Politici.

Soucést vzdélani kazdého pfirodovédné nebo technicky vzdélaného
¢loveka.



Zaklady pravdépodobnosti a statistiky, zdkladni tivahy, atd. by ale mél
projit kazdy vzdélany clovek, jak je jasné z vyse uvedeného.

V tom je jind neZ jiné oblasti matematiky:.

V tomto kurzu se dozvime, kromé zakladnich pojmech a metodéch
pravdépodobnosti a statistiky, i o pouZiti v informatice. Typické ptiklady:
analyza casové slozitosti v priimérném piipadé, generovani nahodnych
¢isel, ocekavany pocet struktur daného typu v datech, apod.

Jiz v ttvodu je dobré podotknout, Ze teorie pravdépodobnosti ma i
vyznamnou filozofickou sloZku (ndboj). V pfirozeném jazyce béZné pouZivame
vyrazujako ,je pravdépodobné, Ze ...” apod. Co to ale je pravdépodobnost?
Zkuste se dobrat k rozumné definici, kterd by byla obecna, tj. dala by
se pouZit v co nejvétsim poctu ptipadi, kdy v pfirozeném jazyce vyraz
pravdépodobnost pouzivame.

Teorie pravdépodobnosti: pfesna véda o ndhodnosti a nejistoté. Zdanlivy
paradox, ale neni. Ndhodnost a nejistotu je ale potfeba matematicky ucho-
pit, tak, abychom o ndhodnosti a nejistoté mohli uvazovat tak, jak je v ma-
tematické obvyklé, tj. mohli definovat pojmy, o téchto pojmech dokazovat
tvrzeni (matematické véty), na jejich zdkladé vytvaret metody apod.

1.2 Omyly intuice

Uvedeme nékolik ptikladii a k nékterym z nich se pozdéji vratime.

Pfiklad 1.1. Co ma vétsi pravdépodobnost pfi hodu dvéma kostkami, Ze
padne soucet 7 nebo soucet 8?

Chybna tvaha: Mame 3 mozZnosti pro 8 2 + 6, 3 + 5, 4 + 4, mame 3
moznosti pro 7: 1 4+ 6, 2 + 5, 3 + 4. Obé mozZnosti (padne 7, padne 8) jsou
stejné pravdépodobné.

Sprdvna tvaha: Chyba piedchozi Givahy je v tom, Ze ve skute¢nosti
zahrnuje mozZnost 2 + 6 (tj. vysledek, Ze padne 2 a 6), dva vysledky. Prvni
je, Ze na prvni kostce padne 2 a na druhé kostce 6, druh4, Ze na prvni kostce
padne 6 a na druhé 2. Kazdy vysledek bychom tedy spravné méli chdpat
jako uspotfadanou dvojici (x, y), kde x je ¢islo, které padlo na prvni kostce,
a y ¢islo na druhé kostce. Vysledki pfiznivych tomu, Ze padne soucet 7, je
6, totiz

<1’ 6>7 <67 1>v <27 5>’ <57 2)? <37 4>7 <4a 3>7

zatimco vysledka pfiznivych souctu 8 je 5, totiz
<27 6>7 <67 2>7 <3’ 5>7 <57 3>7 <47 4)
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Protoze vysledkii pfiznivych souctu 7 je vice, je moZnost, Ze padne soucet

7, pravdépodobnéjsi nez moznost, Ze padne soucet 8.

Ptiklad 1.2. [2] Paule je 31 let. Je svobodnd, pfimocard, chytra. Studovala

filozofii. KdyZ byla studentkou, horlivé podporovala prava ptvodnich

obyvatel Ameriky (indiant) a i¢astnila se protestti proti obchodnimu domu,

ktery nemél zafizeni pro kojici matky. Ocislujte nasledujici tvrzeni podle

jejich pravdépodobnosti od 1 (nejpravdépodobnéjsi) po 6 (nejméné pravdépodobné):

__(a) Paula je aktivni feministka.
__(b) Paula je bankovni tfednice.

__(c) Paula pracuje v malém knihkupectvi.

)
)
)
__(d) Paula je bankovni tifednice a aktivni feministka.
__(e) Paula je bankovni tfednice a aktivni feministka, kterd cvici jogu.
)

__(f) Paula pracuje v malém knihkupectvi a je aktivni feministka, kterd
cvidi jogu.

Slavny piiklad, ktefi studovali psychologové Amos Tversky a Daniel
Kahneman (v roce 2002 mu byla udélena Nobelova pamétni cena za eko-
nomii, tzv. Nobelova cena za ekonomii). Zjistili, Ze vetSina lidi povaZzuje za
nejpravdépodobnéjsi (f). Lidé casto sefadili tvrzeni takto: (f), (e), (d), (a),

(c), (b).

To je ovSem nespravné. Pravdépodobnost (f) musi byt vZdy < pravdépodobnost
(a) inez pravdépodobnost (c), protoze z (f) vyplyva (a) i (c), rozvést. Uvédomme
si to: Kdykoli plati (f), platii (a), tedy (a) musi byt aspoii tak pravdépodobné
jako (8), 4. P(a) > P(f).

Tverskyho a Kahnemanovo zjisténi mtize znamenat, Ze lidé neusu-
zuji v souladu se zdkony pravdépodobnosti a Ze jsou v tomto smyslu ira-
ciondlni. MtZe to ale znamenat i néco jiného, totiz to, Ze jsou nepozorni a
Ze ve skuteénosti odpovidaji na jinou otézku Na jakou7 Které tvrzeni je
pravdepodobne7

Nejpravdépodobnéjsi tvrzeni totiZ mtiZe byt velmi mélo uZzite¢né. Napiiklad
tvrzeni ,Zitra bude teplota < 20°C nebo > 20°C” jejisté, a ma tedy nejvyssi
moznou pravdépodobnost (1), ovSem neni uzitecné (je to tautologie, plati
vzdy a nedavéa Zaddnou informaci).



V kazdém ptfipadé jsme i timto pfikladem varovéni, Ze pfi avahdach o
pravdépodobnosti a nejistoté musime byt po vSech strankdch opatrni.

Ptiklad 1.3. Kolo rulety ma 38 policek: 18 ¢ernych, 18 ¢ervenych a 2 zelena.

Vsadim-li 100 K¢ na ¢erné a ¢erné skutecné padne (tj. po roztoceni kola

se kulicka zastavi na ¢erném poli), vyhraju 200 K¢. Vsadim-li 100 K¢ na

¢ervené a Cervené skute¢né padne, vyhraju 200 K¢. Jinak prohraju.
Predpokladejme, zZe patnéctkrat po sobé padlo ¢erné. Hrac vsadi penize

na Cervené, protoZe uvazuje nasledovné. Brzy musi padnout ¢ervené. Kolo

je totiz spravedlivé, tj. pravdépodobnost, Ze se na policku kulicka zastavi,

je stejna pro v8echna policka. ProtoZe ¢ervené uz dlouho nepadlo, je pravdépodobnost,

Ze ted nebo brzy padne, vétsi neZ pro policko ¢erné. Je tato tivaha spravna?
Uvaha spravna neni. Pfislugnd chyba, kterd se nazyva ,the gambler’s

fallacy”, spoc¢ivd v tom, Ze vychazime z toho, Ze pfedchozi vysledky (tj.

kam spadla kulicka) ovliviiuji vysledky, které po nich nasleduji. Ve skute¢nosti

jsou tyto vysledky nezavislé (nékdy se v tomto pripadé fikd, Ze ruleta

nema pamét).

Ptiklad 1.4. Pfedpokladejme, Ze v sazeci soutéZi si ticastnik zvoli 6 ¢isel ze
49. Pokud budou vylosovana pravé ¢isla, ktera zvolil, vyhraje prvni cenu
(ta se déli mezi pfipadnych vice vyhercii). MiiZete si zdarma vybrat jeden
z nésledujicich listkd.

A:1,2,3,4,5,6
B: 5,12, 25,29, 39, 42

Ktery si vyberete?

Neéktefi lidé zvoli B, protoZe jim pfipadd malo pravdépodobné, ze by
byla vylosovand zrovna takto pravidfelna posloupnost ¢isel. Ale to je omyl.
Kazda mozZnost je stejné pravdépodobna.

Jedna z nich ale skute¢né mtize byt vyhodnéjsi s ohledem na déleni
hlavni vyhry mezi vice vyhercti. Uvaha: téme¥ nikdo nezvoli A, tak to
zvolim ja. Pokud ndhodou vyhraju (pravdépodobnost, Ze vyhraju, je stejna
jako u jakékoli jiné volby ¢isel), pak se vyhra rozdéli mezi méné lidi. Neni
ovSem radno spoléhat se na to, Ze timto zptisobem ostatni prechytracim,
jak ukazuje ptiklad z Velké Britadnie. KdyZ tam v druhé poloviné dvacétého
stoleti byla statni loterie zavedena, mnoho lidi pravé z vysSe uvedeného
dtvodu volilo moznost 1, 2, 3, 4, 5, 6 [2].

10



Ptiklad 1.5. [2] Lékat povaZuje za velmi pravdépodobné, Ze pacient ma
streptokokovy zanét nosohltanu, ale neni si jisty. Vezme pacientovi vzorky
a posle je do laboratofe. Je zndmo, Ze laboratorni test neni zcela spoleh-
livy: Ma-li pacient zanét, test dopadne pozitivné (tj. vysledek je diagnoaza
zanétu, A) v 70% pfipadii, negativné (N) ve 30% piipadi. Nemal-li paci-
ent zanét, text je v 90% piipadi negatinvi, v 10% pozitivni. Lékat poslal
do laboratote pét vzorkii daného pacienta a dostal zpét vysledky
AN, AN, A.
Co z toho vyplyva?:

(@) Z vysledki nelze nic usoudit.

N
N

Vv,

Varianta 1: pravdépodobnost, Ze pacient ma nemoc, je dle 1ékate 0.9.
Varianta 2: Lékaf nevi nic (pacienta nevidél, k dispozici jsou jen paci-
entovy vzorky).

Ptiklad 1.6. Problém Montyho Halla. Televizni soutez spo¢iva v nasledujicim.
Ve studiu jsou troje zaviené dvefe. Za jednémi je auto, za kazdymi ze
zbyvajicih pak koza. Soutézici ukaZe na dvete, feknéme prvni. Moderator,
ktery vi, co je za dvefmi, otevte tfeti dvefe. Za nimi se objevi koza. Zepta

se soutezictho, zda trvd na prvnich dvefich nebo chce volbu zménit na
dvefe druhé. Pokud souteZzici zvoli dvefe, za kterymi je auto, pak to auto
vyhraje. Je rozumné volbu zménit?

Uloha je zaloZena na televizni show, kterou moderoval Monty Hall a
ktera vzbudila ohromny ohlas. KdyZ byla v jistém casopise zvefejnéna
spolu se sprdvnym feSenim, redakce ¢asopisu obdrzela kolem 10 000 do-
pistl ¢tendfd, z nichZ naprosta vétsina s uvedenym feSenim nesouhlasila.
Traduje se dokonce, Ze jeden z nejproduktivnéjsich matematikt, Paul Erdds,
nebyl zvefejnénym feSenim piesvédcen, dokud neuvidél vysledky pocitacové
simulace, kterd feSeni potvrdila.

Jaka je tedy spravnéa odpovéd? Piekvapivé snadna: Poté, co moderétor
otevie dvefe s kozou, je pravdépodobnost, Ze auto je za prvnimi dvefmi
stejnd, jako Ze je za druhymi dvefmi. Je tedy jedno, na jaké dvefe soutéZici
ukazuje, a neni tedy divod volnu meénit. ...Problém je v tom, Ze opak je
pravdou. SoutéZici by mél volbu zménit a ukdzat na druhé dvere.
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1.3 Stru¢né z historie

Od 17. stoleti. Vratime se k tomu.

1.4 Obsah textu
2 Pottebné pojmy

2.1 Mnoziny

Zé&kladni pojmy v rozsahu Gvodniho kurzu. Viz nap¥. Bélohlavek R., Uvod
do informatiky, UP Olomouc, 2008, kap. 2.2, http://belohlavek.inf.
upol.cz/vyuka/UvodDoInformatiky.pdf.

Strucné shrrime:

e MnoZiny chdpeme intuitivné jako soubory prvki. MnoZziny zna¢ime
zpravidla velkymi pismeny, jejich prvky malymi. w € A znamena, Ze
prvek w patfi do mnoZiny A, w € A pak, Ze tam nepatfi.

e A C B (mnoZina A je podmnoZinou mnoziny B) znamend, Ze pro
kazdy prvek z plati: pokud z € A, pak x € B. Obvykle pfedpokladdame,
Ze vSechny prvky se berou z néjaké zdkladni mnoziny, tzv. univerza,
kterou znac¢ime napt. U.

e Zakladni operace s mnoZinami:
AUB = {x€U]|z e Anebox € B} (sjednoceni)
ANB = {xe€U|z e Aax e B} (praunik)
A = {z€U]|x¢ A} (doplnék, komplement)
AxB = {(r,y) |z € Aaz e B} (kartézsky soucin)

e De Morganovy zdkony: AUB=ANBaANB=AUB.

2.2 Kombinatorika

Zé&kladni pojmy v rozsahu Gvodniho kurzu. Viz napt. Bélohlavek R., Uvod
do informatiky, UP Olomouc, 2008, kap. 4, http://belohlavek.inf.
upol.cz/vyuka/UvodDoInformatiky.pdf:
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e pravidlo souctu, pravidlo sou¢inu
e permutace, permutace s opakovanim
e variace, variace s opakovanim

e kombinace

2.3 Teorie miry

Zatim nic.

2.4 Diferencidlni a integralni pocet

Uvod v rozsahu zakladniho vysokoskolského kurzu.

3 Zakladni pojmy z pravdépodobnosti

3.1 Pojem pravdépodobnosti
3.1.1 Co je to pravdépodobnost?

Pravdépodobnost je pravym priivodcem naseho Zivota.
Marcus Tullius Cicero (106 pt. Kr.—43 pi. Kr.), De Natura

Zakladni otdzka; chceme-li budovat teorii pravdépodobnosti, je tieba
zacit touto otdzkou. Podrobnégjsi zamysleni ukaze, Ze otdzka neni jedno-
duch4, 1ze na ni odpovédét nékolika odliSnymi zptisoby, které vedou k riznym
teoriim pravdépodobnosti.

V béZzné mluvé:

(a) Je pravdépodobné, Ze vlak v 10:35 nestihnu.

(b) Pravdépodobnost, Ze padne sudé ¢islo je vétsi nez pravdépodobnost,
Ze padne ¢&islo 5.

(c) Pravdépodobnost, Ze bude dnes prset, je vysoka.

(d) Pravdépodobnost, Ze bude dnes prset, je 60%.
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(e) Pravdépodobnost, Ze padne sudé ¢islo je 0.5.

(f) Pravdépodobnost, Ze vyhynuti dinosaurti zptisobil naraz meteoritu,
je aspon 80%.

V (a) je ,je pravdépodobné” pouzito jako modalita (unarni spojka, po-
dobné jako ,je mozné, ze”, ,neni pravda, ze”). V (b): porovnavajici tvr-
zendi. (a) i (b) neobsahuji hodnotu pravdépodobnosti, obé jsou kvalitativni
tvrzeni o pravdépodobnosti, obé jsou uZite¢na. (c): hodnota je popsana
slovné (,vysokd”), ne pomoci ¢iselné hodnoty. (d)—(f) je pouzita hodnota.
Poznamka: Fict 60% je stejné jako Fict 0.6, je to véc zvyku, v matematické
teorii pravdépodobnosti se pouzivé 0.6.

Tedy: o pravdépodobnosti je moZzné pronéset tvrzeni kvalitativni (napt.
(a), (b)), i kvantitativni (nap¥. (d)—(f)), ijiné (napft. (c)). Tyto rtizné moZnosti
vedou k rtznym koncepcim, jak budovat teorii pravdépodobnosti. Ta-
kovych koncepci bylo vypracovano pozoruhodné mnoZstvi a tyto kon-
cepce jsou spojeny s velkymi jmény v oblasti matematiky, logiky a filozo-
tie. Velmi dobry pfehled podava kniha [1].

My se budeme vénovat koncepci kvantitativni. Jaky vyznam ale maji
tvrzeni (d), (e), (f), tj. co to znamend, Ze pravdépodobnost neceho je 0.6 (nebo,
cheme-li 60%)? Existuji dva zdkladni p¥istupy k této otazce, frekvencni (angl.
frequency) a domeénkovy (angl. belief).

Frekven¢ni: ,pravdépodobnost ¢ je 0.6 v zdsadé znamend, Ze pii opa-
kovaném pozorovéni situace, ve které p mliZze nebo nemusi nastat, ¢ nastava
s relativni frekvenci 0.6 (napf. v 6 pfipadech z 10, 60 z 100, 300 z 500
atd.). Typicky priklad, kde pravdépodobnost ma tento vyznam, je (e) vyse.
Doménkovy: ,pravdépodobnost ¢ je 0.6” v zdsadé znamend, Ze 0.6 vy-
jadfuje miru nasi davéry v ¢; typicky ptiklad je (f) vyse. Oba pfistupy vSak
spiSe predstavuji sméry, v ramci kazdého z nich bylo vypracovéano nékolik
konkrétnich teorii. Poznamenejme také, Ze frekvenéni a doménovy aspekt
se prolinaji a doplnuji. Uvazme (d): Frekvenéni pohled je tento: z opako-
vanych pozorovani v minulosti plyne, ze kduz byly klimatické podminky
podobné, pak v 60% piipadi prselo. Doménkovy: Moje znalost a zkusenosti,
mé vedou k 0.6 jako rozumné mifte divéry v to, Ze bude prset. Mdme tedy
dva rtizné vyklady. Casto, jako v tomto p¥ikladé, l1ze viak doménkovy
pfistup redukovat nebo aspor ¢dstecné redukovat na frekvencni: Nejsou
ty znalosti a zkuSenosti ddny jen nebo v urcujici mife tim, co se délo v mi-
nulosti, tj. nejsou podloZeny frekven¢nim pohledem? U pftikladu (f) takto
redukovat nelze, resp. si lze podobnou argumentaci pfedstavit stézi.
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My se budeme vénovat teorii pravdépodobnosti, kterou vytvoril An-
drej N. Kolmogorov (1903-1987) [3]. Ta je kvantitativni a vychézi z frek-
ven¢niho pfistupu. Na druhou stranu je to obecné teorie a frekven¢ni po-
hled je pouze jedna, byf hlavni, z interpretaci této teorie.

3.1.2 Intuitivni pfistupy k definici pravdépodobnosti

Jde ndm tedy o tvrzenijako ,pravdépodobnost néceho je 0.6”. Za prvé, co
je to néco, Cemu pravdépodobnost pfipisujeme (pfifazujeme)? V béZném
jazyce to jsou vyroky, napt. ,padne Sestka”, ,padne sudé ¢islo”, ,vybrany
vyrobek je vadny” apod. Obecné mame tedy vyrok ¢ (¢ je tedy tfeba
néktery ze tfi uvedenych vyroki) a hovofime o jeho pravdépodobnosti;
fekneme tteba ,Pravdépodobnost ¢ je 0.6.”, popt. ,Pravdépodobnost, Ze
v je 0.6”, coz miizeme zapsat symbolicky takto: P(y¢) = 0.6.

Vyrok ¢ popisuje néjakou uddlost. V tomto smyslu také hovofime o pravdépodobnosti
této udalosti. Do jisté miry je jedno, zda mluvime o pravdépodobnosti
vyroku nebo udalosti. Mluvit o udalosti ma ale jisté vyhody, které nyni
ozfejmime.

Jak se vypofddat s otdzkou ,Jakd je pravdépodobnost, Ze pfi hodu
kostkou padne sudé ¢islo?” Zdravy rozum nds vede k nésledujici tivaze
(tak se k vyuce pravdépodobnosti pfistupuje na stiednich Skolach). Pfi
hodu kostkou mtize padnout Set Cisel, existuje Sest moznych vysledki.
Udélosti ,padne sudé ¢islo” odpovidaji 3 z téchto 6 moZznosti. Protoze
kazd4 z téchto moZnosti je stejné pravdépodobnd, je pravdépodobnost, Ze
padné sudé &islo 2 = 0.5. Obecné pravidlo pro vypocet pravdépodobnosti
P(A) udélosti A, které jsme pfi tom pouzili zni:

jsou-li vSechny moZné vysledky stejné pravdépodobné, pak
_ pocet moZznych vysledk, pfi kterych A nastane
B pocet vSech moZnych vysledki

P(A) (1)

Toto pravidlo se nékdy nazyva klasickd definice pravdépodobnosti. Vy-
tvoril jijeden z priukopnikt pravdépodobnosti, Pierre-Simon Laplace (1749—
1827). Je zaloZeno na intuitivnim chdpani pojmu udalost a vysledek. Jak
ukdZeme v poznamce 3.3, je klasicka definice pravdépodobnosti specidlnim
pfipadem obecné definice, kterd se v moderni teorii pravdépodobnosti
pouZiva.

Dal8im intuitivnim piistupem k definici pravdépodobnosti néjaké udalosti
je pristup zndmy jako geometricki pravdépodobnost. Princip je nésledujici.
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Ter¢ je kruh o poloméru » = 25 cm. Uprostfed terce je namalovan ¢tverec
ostrané [ = 5 cm. Na ter¢ je vystfelen naboj (pfedpokladejme pro jednodu-
chost, Ze je to idedlni hmotny bod, tj. md nulovy rozmér). Néboj zasdhne
ter¢ a pravdépodobnost zdsahu libovolného bodu v ter¢i je stejnd. Jaka je
pravdépodobnost, Ze ndhoj zasdhne zminény ¢tverec? Zdravy rozum nés
vede k tomu, Ze pravdépodobnost P(A) zdsahu oblasti A je rovna podilu

obsah oblasti A
P(A) = 2
(4) obsah celé oblasti @)
V nagem ptipadéje P(A) = L5 = -3 ~ 0.013, 4. asi 1.3%.

Vyse uvedené procesy, tj. hdzeni kostkou a stfelba na ter¢ se v teo-
rii pravdépodobnosti nazyvaji nihodné pokusy. Termin ,ndhodny pokus”
je ovSem terminus technicus, ktery mtize oznacovat skute¢ny pokus, napf.
pokus v laboratofi (smichdme dvé latky a jde o to, jestli dojde k vybuch,
nebo ne), miize ozna¢ovat néco, co 1ze s trochou dobré vtile nazvat po-
kusem (napf. hod kostkou), ale i néco, co bychom v béZzné mluvé poku-
sem nenazvali (losujeme zemi, ve které probéhne mistrovstvi svéta ve fot-
bale; ndhodné vybereme obyvatele Ceské republiky a zjistime jeho hmot-
nost). Kazdy ndhodny pokus ma nékolik moznych vysledkd. MnoZina €2
moznych vysledki miaZe byt konecnd, jako v pfipadé hodu kostkou, kde
je 2 = {1,2,3,4,5,6}. MtiZe byt ale nekonec¢nd, jako v pfipadé stfelby na
tert, kde Q = {(z,y) | #* + y* < r*} je mnozina vSech soufadnic bodu
v daném kruhu se sttedem v bodé 0 a polomérem r. Udalosti je pak mozné
pfirozené reprezentovat podmnoZzinami mnoziny (). Napiiklad uddlost
Jpadne sudé ¢islo” reprezentujeme mnozinou A = {2,4, 6}, tj. mnozinou
vysledkd, pfi kterych udalost nastavd, neboli mnozinou vysledk pfiznivych
dané udalosti. Uddlost ,ctverec bude zasaZen” ve stejném duchu repre-
zentujeme mnozinou A = {(z,y) | =5 < z,y < 5}. Terminy ,udalost”
(intuitivni) a ,jev” (pfesné definovany) tak mitiZeme volné zamériovat,
vétsinou ale budeme nadale hovofit o jevech.

3.1.3 Pravdépodobnostni usuzovani (usuzovdini za nejistoty), induk-
tivni logika.

rozdil od deduktivni logiky, dfive byly knihy o logice na dvé ¢asti,
Historickd pozndmka o vyvoji. Boole a jeho tivahy o pravdépodobnosti.
POZDE]JI DOPLNIT
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3.2 Pravdépodobnostni prostory

... hodnota teorie pravdépodobnosti spocivd v tom, Ze ndhodné udilosti, kdyz je
pozorujeme souhrnné a ve velkém mévitku, vykazuji nendhodnou pravidelnost.
Andrej N. Kolmogorov (1903-1987)

Pristupme nyni k formalizaci. MnoZinu vSech moznych vysledkii néjakého
ndhodného pokusu budeme znacit €2, jeji prvky budeme znacit w a nazyvat
je elementdirnimy jevy (angl. elementary event), popt. vysledky (angl. out-
come).

Jevje libovolna podmnoZina mnoZiny (2. Jen nékteré jevy vsak budeme
uvazovat, tém budeme fikat pozorovatelné jevy, popi. jen jevy, bude-li to
v daném kontextu jasné. Hrani¢ni pfipady jevi: 2 — jev jisty (vZdy na-
stane), () — jev nemozZny (nikdy nenastane).

Definujeme-li jev jako mnoZinu elementarnich jevi, provadime abs-
trakci v nasledujicim smyslu. Na jednu stranu mtizeme kazdy pfirozeny
jev, veetné jevii popsanych vyse, reprezentovat jemu odpovidajici mnozinou,
tj. napf.jev ,padne sudé &islo” mnoZzinou {2, 4, 6}. Na druhou stranu kazdou
podmnoZinu, kterou z néjakého diivodu nevylouc¢ime (viz dale), musime
chéapat jako mnoZinu reprezentujici néjaky jev. To mtiZze byt nékdy krko-
lomné (napf. mnozinu {1,4, 5} asi nelze chdpat jinak neZ jako formalizaci
ponékud krkolomné popsané udalosti ,padne 1 nebo 4 nebo 5”), ale v
principu to nevadi.

Ptiklad 3.1. Uved me ptiklady ndhodnych pokusti a odpovidajicich mnozin
elementarnich jevi. Hod minci: 2 = {H, T} (H zmanend ,panna” (head),
T znamend ,orel” (tail)). Hod kostkou: Q@ = {1,2,3,4,5,6}. Vybér koule
z osudi s 50 koulemi: Q = {w;, ..., w50}

Odkud se ale vezme mnozina €2? Je né¢jakym jednozna¢nym zptisobem
urcena popisem tlohy, kterou mame vyftesit? Neni (fici ,pfiklady ndhodnych
pokusti a odpovidajicich mnoZin elementarnich jev” v pfedchozim pirikladu
bylo tedy zavadéjici). Pfitom otdzka, jak zvolit mnoZzinu 2, je zdsadni.
Jeji spravnd volba mtZe vypocet pravdépodobnosti, popf. vyfeseni jiného
daného problému, usnadnit, ale i zkomplikovat. Volba (2 je prvnim kro-
kem, ktery musime ucinit, abychom mohli pouZit pojmy a metody teo-
rie pravdépodobnosti pro feSeni daného problému. Prvnim krokem, ktery
musime ucinit, abychom ,napasovali” pojmy teorie pravdépodobnosti na
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zadany problém.!

Ptiklad 3.2. Hazime dvéma konstami. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne
soucet 87 Jak urc¢it mnozinu €2 elementarnich jevi? UkdZeme tfi moZnosti.

(a) Moznosti vysledného souctu jsou 2 (padnou dvé jednicky), 3 (jednicka
a dvojka), ..., 12 (dvé Sestky). Tato tivaha nds vede k volbé 2 =
{2,...,12}. Q@ ma 11 prvkd.

(b) Za elementdrnijev miizeme povazovat (neuspofadnou) dvojici {7, j },
kterd vyjadfuje, Ze na jedné kostce padne ¢, na druhé j a my ne-
rozliSujeme, na které. Tedy @ = {{1,1},{1,2},{1,3},...,{6,6}}. Q
ma 21 prvki (15 dvojic, které je mozné vybrat z 6 moznost1 15 = (3);
6 jednoprvkovych mnozin {1,1},...,{6,6}).

(c) Za elementarni jev budeme povaZovat dvojici &isel (i, j), kterd vy-
jadfuje, Ze na prvni kostce pade i ana druhé j. Pak Q = {(1,1),(1,2),(2,1),...,(6,6)}
a ) méa 36 prvki.

/II

O Zadné z téchto moZznosti nelze fict, Ze to je ,ta spravnad”. ZaleZi na
tom, jak budeme se zvolenou mnoZinou {2 pracovat. Pojd me tedy spoé&itat
pravdépodobnost, Ze padne soucet 8. Pouzijme Laplaceovo pravidlo, tj.
stanovme zminénou pravdépodobnost, p, jako podil po¢tu vysledki pfiznivych
jevu ,padne soucet 8” a poétu vSech vysledkd, tj. poctu prvkit mnoziny €.

Pfi volbé (a) vychazi p = 5 ~ 0.091, protoZe z 11 elementdrnich jevt
v (2 je jen jeden prlzmva totlz 8 Pii volbé (b) jsou pfiznivé {2,6}, {3,5},

a {4,4}, tedy p = & ~ 0.143. P¥i Volbe (c) jsou ptiznivé (2,6), (6,2), (3,5),
(5,3), (4,4). Dostavame tedy p = == ~ 0.139.

Jak je to mozné? Uvahy tyka]1c1 se piipadu (a) a (b) jsou totiZ chybné.
Problém je v tom, Ze jednotlivé elementarni jevy v mnoZinach €2 nejsou
stejné pravdépodobné, jak to vyZaduje Laplaceovo pravidlo. Uvazme napiiklad
elementarnijevy {2,6} a {4,4} v piipadu (b). {2, 6} pfedstavuje ve skute¢nosti
dva mozné vysledky: na prvni kostce padne 2, na druhé 6, druhy vysledek
je, Ze na prvni kostce padne 6, na druhé 2; {4, 4} pfedstavuje jen jeden ta-
kovy vysledek: na prvni i na druhé kostce padne 4. {2, 6} ma tedy dvakrat
vétsi pravdépodobnost nez {4, 4}, a pouzit Laplacovo pravidlo tedy nelze.

1Ze je v matematice ¢asto mozné dojit k vysledku rtiznymi postupy, je zndma véc.
Nékdy jde pouze o to, Ze existuje vice postupti vypoctu (napf. vypoctu feSeni rovnice).
Zde se ovsem jednd o uchopeni problému, které musime provést, nez za¢neme pocitat.
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Pfi volbé mnoZiny elementdrnich jevii je tedy tifeba pfihliZet k tloze
kterou mame fesit. Jako rozumnd se vSak ukazuje zasada volit jako ele-
mentdrni jevy neredukovatelné, neagregované entity, jak jsme to udélali
v ptipadu (c) Pfikladu 3.2.

Definujeme-li jev jako podmnoZinu mnoZziny €2 elementarnich jev,
vznikd otdzka, zda je rozumné za jev povazovat kazdou podmnoZinu 2.
Neni. Diivod spo¢ivd v tom, Ze ne kazdd podmnoZina musi odpovidat
néjakému prirozenému jevu, ktery mtizeme pozorovat. Uvazme napiiklad
hod dvéma kostkami a mnozinu 2 = {(1,1),(1,2),(2,1),...,(6,6)}. Maji-
li kostky stejny vzhled, a nejsme-li je tedy schopni pohledem rozlisit, pak
padne-li na prvni kostce 2 a na druhé 6, vinimame to stejné, jako kdyz
padne na prvni kostce 6 a na druhé 2. Jsme tedy schopni pozorovat jev
Jpadne 2 a 6”, ale nejsme schopni pozorovat jev ,na prvni kostce padne 2
anadruhé 6”, ani jev ,na prvni kostce padne 6 a na druhé 2”. Z tohoto po-
hledu je tedy rozumné mit mezi jevy, které uvazujeme, jev {(2,6), (6,2)},
ktery odpovida popisu ,padne 2 a 6”, ale nemit mezi uvaZovanymi jevy
ani jev {(2,6)}, ani {(6,2)}, které odpovidaji popistim ,na prvni kostce
padne 2 a na druhé 6” a ,na prvni kostce padne 6 a na druhé 2“. MnoZina
A jevi, které uvazujeme, nemusi tedy byt rovna mnoziné 2 vsech jev,
ale miize byt jen jeji podmnozinou, tj. A C 2°. Takto vybranym jeviim
fikdme pozorovatelné jevy (angl. observable events); neni-li to nezbytné,
pfivlastek ,pozorovatelny” vynechdvame. Kromé vyse uvedeného dtiivodu
vSak existuje dalsi divod, ktery je technicky zdsadnéjsi a ktery vysvétlime
niZe (pozndmka 3.1 (c)).

Je pfirozené poZadovat, aby mnoZina pozorovatelnych jevii spliiovala
urcité podminky. Je-li naptiklad A pozorovatelny jev (,sudé ¢islo”, ,prvocislo”
apod.), mél by byt pozorovatelnym i jeho komplement, tj. jev A = {w €
Q| w¢ A} (Jiché ¢islo”, gislo, které neni prvocislem” apod.). Umime-li
totiZ rozpoznat, Ze vysledek w je nékterym z vysledkti v A, pak bychom
méli umét rozpoznat, Ze vysledek neni v A. Podobné 1ze poZadovat, aby
mnoZina pozorovatelnych jevi byla uzaviena na operace sjednoceni a priniku,
t.aby A U A, € Aa AN Ay, € Apro kazdé A;, Ay € A. ProtoZe mnoZina
elementarnich jevii mtZe byt nekonecna (napf. mnoZzina R redlnych ¢isel),
je vhodné pozadavek na uzavienost formulovat i pro nekone¢na sjedno-
ceni a priniky. MnoZina A pozorovatelnych jevii by tedy méla spliiovat
vy$e uvedené podminky, a ty zajistuje nasledujici definice.

Definice 3.1. o-algebra na neprazdné mnoziné (2 je neprazdnd podmnozina
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A C 2% splitujici nasledujici podminky:
(a) je-li A € A, pak A € A4;
(b) jsou-li Ay, As,--- € A, pakJ~, A € A

Poznimka 3.1. (a) o-algebry tedy pfedstavuji rozumné systémy pozorova-
telnych jevi. Dvojice (2, A), kde A je o-algebra na 2 se nékdy nazyva
experiment (povaZuje se tedy za matematizaci neformdlniho pojmu expe-
riment); v teorii miry se nazyva méfitelnyj prostor.

(b) Je-li 2 koneéna, volime obvykle A = 2. VySe uvedeny piiklad ale
ukazuje, Ze to tak nemusi byt vzdy.

() Je-li 2 nekonec¢nd, pak pozadavek, aby A = 29 mtZe byt nesplni-
telny. Je naptiklad zndmo nasledujici.? Necht 2 = [0, 1] a pfedpokléadejme,
Ze za pozorovatelné jevy vezmeme vSechny podmnoziny (2. Zajima nés,
zda existuje pfifazeni pravdépodobnosti pozorovatelnym jeviim, které je
rozumné v tom smyslu, Ze spliiuje axiomy pravdépodobnosti, které uve-
deme niZe. Chceme navic, aby toto pfifazeni P spliiovalo pfirozenou podminku
P(la,b]) = b — a. Lze ukazat, ze zddné takové pfifazeni vSak neexistuje.
Problém spocivd v tom, Ze chceme, aby takové pfifazeni bylo definovano
pro kazdou podmnozinu (2.

Dilezitym tvrzenim je nasledujici véta:

Véta 3.1. Ke kazdé podmnoziné A C 2% existuje nejmensi o-algebra na Q, kterd
obsahuje A. Takovd algebra se znaci o(A) a nazdvy se o-algebra generovani
systémem A.

Diikaz. Systém vSech c-algeber na 2 obsahujicich A je neprazdny (obsa-
huje 2%) a uzavieny na libovolné priniky (snadno se ovéff). Odtud plyne
tvrzeni. Za prvé, 29 je o Podrobnéji na pfednésce. O

Zvlastni dtleZitost ma o-algebra generovand systémem otevienych in-
tervald v R, tj. systémem A = {(a,b) | a,b € R,a < b}. Ta se nazyva
o-algebra vsech borelovskijch podmnozin mnoziny R. Jeji prvky se nazyvaji
borelovské mnoZiny. Pfedstavuje tedy nejmensi rozumny systém jevi, po
kterém poZadujeme, aby jevem byl kazdy otevieny interval. Pozname-
nejme, Ze stejnd o-algebra vznikne, pokud misto otevienych budeme uvazovat

2. P. Natanson, Teorija funkcij vescestvennoj peremennoj. Gosudarstvennoje izd.
techniko-teoretic¢eskoj literatury,Moskva, 1957.
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intervaly zleva uzavfené, zprava uzaviené, uzaviené, popf. intervaly zleva
neomezené nebo zprava neomezené.

Kazda dvojice (€2, A), kde A je o-algebra na (2, tedy popisuje toto: Pro-
ces (ndhodny pokus), ktery se snaZzime popsat, ma néjké mozné vysledky
a ty tvofi mnozinu (2. Diky schopnostem a pfostfedkiim, které mame (ko-
gnitivni schopnosti, pfistroje), jsme schopni pozorovat urcité jevy —to jsou
prvky mnoziny A. Abychom ale popsali ndhodnou povahu daného pro-
cesu, musime popsat pravdépodobnostijevi, tj. musime zadat ke kazdému
jevu A € A jeho pravdépodobnost P(A). Trojici (2, A, P) pak nazveme
pravdépodobnostni prostor. Jaké vlastnosti by ale takové pfifazeni P mélo
mit? Takové vlastnosti popsal zakladatel moderni teorie pravdépodobnosti
Kolmogorov a jsou pfedmétem definice pravdépodobnostniho prostoru
(definice 3.2).

Nez k této definici pfistoupime, ukaZeme si, jak 1ze k témto vlastnos-
tem pfirozené dojit pomoci frekvenéni interpretace pravdépodobnosti. Pfedpokladejme,
Ze dany pokus opakované provadime, feknéme n-krét, a Ze vysledky po-
kusu jsou postupné wy,...,w,. Pozorujme vlastnosti relativni frekvence
jevt. Relativni frekvenci jevu A C Q ozna¢me f(A) a definujme takto:

pocet vysledkii w; pfiznivych jevu A

f(4) 4

n

£(4) = Hwi; 1 gignnawi GA}|.
Ztejmé plati f(0) = 0 a f(Q) = 1. Dale plati, Ze pokud A C B (4. jev
B je obecnéjsi nez jev A neboli B vyplyva z A) pak f(A) < f(B). Jsou-
li Aa B disjunktni, tj. AN B = 0, pak f(AU B) = f(A) + f(B). Frek-
ven¢ni interpretace tedy nabizi urcité vlastnosti a naptiklad ty vyse uve-
dené se zdaji byt pfijatelnymi pozadavky pro kazdé rozumné piifazovani
pravdépodobnosti jeviim. Jsou skute¢né zdkladem Kolmogorovovy defi-
nice pravdépodobnostniho prostoru, ke které nyni pfistoupime.

Definice 3.2. Nechf (), A) je o-algebra na . Pravdépodobnostni prostor je
usporadana trojice (€2, A, P), kde P je funkce spliujici:

(@) P(A) > 0prokazdy A € A,

(b) P(Q) =1,

(c) P(UZ, Ai) = >°2, P(A;) pro kazdou posloupnost jevit Ay, Ao, ...,
které jsou po dvou disjunktni, tj. A, N A; = 0 proi # j.
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Poznidmka 3.2. (a) Funkce P z Definice 3.2 se nazyva pravdépodobnostni mira
(z hlediska teorie miry je to mira na A, ktera splriuje dodate¢nou podminku
P(Q) = 1; mira dle definice spltiuje podminky (a), (c) a P(0)) = 0; posledni
podminku kazdé pravdépodobnostni mira spliiuje, viz niZe), nékdy také
pravdépodobnostni rozdéleni (rozdéluje pravdépodobnost mezi jevy), popft.
pouze pravdépodobnost. Cislo P(A) se nazyva pravdépodobnost jevu A.

(b) Rovnost v bodé (c) se nazyvd o-aditivita miry P. Vsouctu ) >, P(A;)
nezéleZi na potadi ¢lent ve s¢itané posloupnosti. To plyne z toho, Ze jed-
notlivé ¢leny P(A;) jsou nezdporné dle (a); jde tedy o soucet absolutné
konvergentni fady, a takovy soucet nezalezi na pofadi s¢itanych prvki.
(fada > a; se nazyva absolutné konvergentni, jestlize je konvergentni fada
> |ai|, tj. jestlize konverguje posloupnost ¢aste¢nych soucttt s, = |a1| +
cee |an’)

Specidlné tedy, je-li A = {w;,, wi,, . . . } spo¢etnd mnozina elementdrnich
jeva, pak P(A) = > 7, P({wi}), tedy soucet > 77, P({w;}) existuje a
nezalezi v ném na poradi ¢lent.

(c) Pfimym dtsledkem o-aditivity P je, Ze pro disjunktni jevy A a B
je P(AU B) = P(A) + P(B) (snadno se vidi). Tato podminka se nazyva
aditivita. Je-li Q2 kone¢nd, pak tato podminka je ekvivalentni podmince (c).

(d) Poznamenejme také, ze pravdépodobnost mtiZe byt axiomatizovana
mnoha zptsoby. Nékteré axiomatizace za zédkladni povaZzuji pojem podminéké
pravdépodobnosti, se kterym se sezndmime niZe (ovSem jako s pojmem
odvozenym, nikoli zdkladnim). Autorem prvnich axiomi (1épe feceno zakladnich
pravidel) tykajicich se pravdépodobnosti byl Christiaan Huygens (1629-
1695). Huygens ve skute¢nosti nehovofil o pravdépodobnosti, jeho tvahy
se tykaly hazardnich her a zabyvaly se o¢ekdvanou hodnotou vyhry v
dané hazardni hie. VySe uvedené Kolmogorovovy axiomy pochdzeji z prace

[3].
Véta 3.2. Pro jevy libovolné A a B v pravdépodobnostnim prostoru plati:
(a) P(A)=1-P(A)
(b) P(0)=0
(c) je-li A C B, pak P(A) < P(B)
(d) 0< P(A) <1
(e) P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(ANDB),

22



(f) princip inkluze a exkluze pro pravdépodobnosti

Diikaz. (a) Jevy A a A jsou disjunktni a plati tedy 1 = P(Q) = P(AU A) =

P(A) + P(A), odkud tvrzeni ihned plyne.

(b) Dle (a)je P(0)) = P(Q) =1—-P(Q)=1-1=0.

(c) Kdyz A C B, pak B = AU B — A. ProtoZe jevy Aa B — A jsou
disjunktni, je P(B) = P(A) + P(B — A). Protoze P(B — A) > 0,je P(B) >
P(A).

(d) 0 < P(A) je podminka (a) z Definice 3.2. Protoze A C , plyne z
(c), ze P(A) < P(Q). Protoze z Definice 3.2 plyne P(f2) = 1, je tvrzeni
dokazéano.

(e)JeA=(A-B)U(ANB),B=(B-A)U(ANB)aAUB=(A-B)U
(ANB)U (B — A), pfitom A — B, B— Aa AN B jsou po dvou disjunktni.
Z aditivity P tedy plyne P(AUB) = P(A—B)U(ANB)U (B —A)) =
P(A—-DB)+ P(ANB)+ P(B — A). Plati tedy

P(AUB) = P(A-B)+P(ANB)+P(B—-A) =
= P(A-B)+P(ANB)—P(ANDB)+ P(ANB)
+P(B—A)+P(ANnB)—P(ANB) =
= P(A-B)UANB)+P(B-A)U(ANB))—P(ANB) =
= P(A)+P(B)—P(ANnB). O

Pravdépodobnostni mira na kone¢né mnoziné §2 jednoznac¢né urcena

pravdépodobnostmi elementdrnich jevti. Je-li Q@ = {wy, ..., w,}, pak ozna¢ime-
li p = P({w;}), plati diky aditivité P pro libovolny jev A € A
P(A) =3, .capi- 3)

Pravdépodobnosti elementédrnich jev spliiuji
0<p; <lprokazdéi=1,....,n, a >, p =1 4)

Pfi daném potadi pvki €, napt. wy,...w,, je tedy mira P je tedy jedno-
znacné urcena n-tici (py, . .., p,) a tato n-tice splnuje (4). Na druhou stranu
kazda n-tici (py, . . ., p,) redlnych &isel spliujicich (4) urcuje pravdépodobnostni
miru dle (3). Zadat n-tici (pi,...,p,) je jednodussi nez zadat miru P, a
proto se v pfipadé kone¢né mnoziny zadéva pravdépodobnostni prostor
obvykle tim, ze zaddame n-tici (p,...,p,). Ta se potom obvykle nazyva
pravdépodobnostni rozdéleni.
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Poznimbka 3.3 (klasicka pravdépodobnost). Podivejme se znovu, tentokrat
z hlediska pojmu pravdépodobnostni prostor, na Laplaceovu klasickou
definici pravdépodobnosti (1). Odpovidd ji pravdépodobnostni prostor,
ve kterém Q = {wy,...,w,} je mnoZina vSech moZnych V}’fsledku ap, =
P{w}) = L. Zaditivity P je P(A) = Y0y PUwY) = Suen = |A] -
1= ‘A| To je ale pravé vysledek, ktery dava Laplacetiv vzorec (1), ne-
bof Vysledky, pfi kterych nastane dany jev A, jsou pravé prvky mnoZiny
A a téch je |A|. Klasickd definice pravdépodobnosti je tedy specidlnim
pfipadem pravdépodobnosti definované podle Kolmogorovovy definice
pravdépodobnostniho prostoru.

Ptiklad 3.3. Balicek maridSovych karet obsahuje karty 4 barev (Cervené,
zelené, zaludy, kule) a 8 hodnot (od sedmicky po eso), celkem 32 karet.
Néahodné vytdhneme tfi karty. Jakd je pravdépodobnost, Ze:

(a) jako druha karta bude vytaZeno ¢ervené eso;
(b) jako druhd karta bude vytaZena ¢ervena nebo Zaludy;
(c) budou vytaZena 3 esa;

(d) bude vytaZeno aspori jedno eso?

(a): Potfebujeme vzit v tvahu potadi karet. Za elementarni jevy (vysledky,
prvky mnoziny §2) tedy povazujme uspofadané trojice (ki, k2, k3), kde k;
oznacuje i-tou vybranou kartu. Takovych trojic je 32 - 31 - 30 (jde o vari-
ace 3 z 32), tj. mame |Q2] = 32 - 31 - 30. Vysledky piiznivé danému jevu A
(druhé karta bude cervené eso) jsou prave trojice, pro které k, je Cervené
eso. Téch je 31 - 30 (dle pravidla sou¢inu: k; lze zvolit 31 zphsoby, ks pak
nezavisle na tom 30 zptisoby). Pravdépodobnost vybéru kazdé trojice je
stejna: 5553 Jde tedy o klasickou pravdépodobnost (viz poznamka 3.3),

Al _ 3130 _ 1
a proto P(A) = Q] ~ 323130  32°
Jinou dvahou: Je zfejmé, Ze pro kazdou kartu je pravdépodobnost p,
Ze bude vytaZena jako druhd, stejnd. ProtoZe karet je 32 a protoZze soucet
téchto pravdépodobnostije 1, je p = 5

(b): Zvolme (2 stejné jako v (a). Jev A, tj.

A = {(k1, ko, k3) € Q| k2 je Cervend nebo zaludy},

ma (8 4+ 8) - 31 - 30 prvki. TotiZ, na pozici k; 1ze zvolit libovolnou z 8
¢ervenych nebo libovolnou z 8 Zaludskych karet. Zbylé karty 1ze po volbé

24



karty k, zvolit, stejné jako v (a), 31-30 zptisoby. Je zfejmé, Ze timto zptisobem
dostaneme vSechny trojice, které jsou pfiznivé jevu A. Dostdvdme tedy
P(A) = 1Al _ 163130 _ 1
Q] T 323130 2
Pokud bychom pfiznivé vysledky popisovali od volby prvni karty, mohli
bychom postupovat takto. k; 1ze zvolit 32 zptsoby. Nyni je tfeba rozlisit,
zda k; je, nebo neni jednou z ¢ervenych nebo Zaludskych karet. Pokud je,
tj. k1 je jednou z 16 ¢ervenych nebo Zzaludskych, 1ze k, zvolit 15 zptsoby
(zbyva 15 cervenych nebo Zaludskych), poté pak zvolit k5 jednim ze 30
zbyvajicich zptisobt; tim dostdvame 16 - 15- 30 vysledkt. Pokud neni, tj. £,
je jednou z 16 zelenych nebo kulovych, pak Ize k; zvolit 16 zptisoby, poté
ks 30 zpusoby; dostavame 16 - 16 - 30 dalSich zptisobt. Tyto zptsoby jsou
navzdjem rizné, celkem tedy mame 16-16-30+16-15-30 = 16-(16+15)-30 =
16-31-30 zptlisobti. Dosli jsme tedy ke stejnému poctu vysledkti pfiznivych

vvvvvv

zpusobem na stituaci podivat.

(c) Zvolme 2 opét jako v (a). ProtoZe jsou celkem 4 esa, je celkem 4 - 3 - 2
trojic, ve kterych jsou 3 esa, tj. vysledkti pfiznivych danému jevu A. Je tedy
P(A) = 5225 = 0.0008.

Jiny pohled. PovaZzujme za vysledek mnoZinu tfi vybranych karet, tj.
nikoli uspofddanou trojici (k1, k2, k3) jako vySe, ale neuspofddanou trojici
neboli tfiprvkovou mnozinu {ki, ks, k3 }. Takovych trojic je (). Trojic ob-
sahujicich jen esa je (3). Konkrétné mame Q = {{ki, ko, ks} | k1 # ko #

]{Zg #kl}a

A - {{ela €2, 63}7 {617 €2, 64}7 {617 €3, 64}7 {627 €3, 64}}7

kde ey, ..., e4 0znacuji ¢tyfi esa. Hledana pravdépodobnost je tedy
() _ 5 _ 432
P(A) = 755 = 5or = )

a to je stejnd hodnota, ke které jsme dosli prvnim zptisobem.

(d) Tento piiklad je jednim z ¢astych pripadii, kdy je snadnéjsi urcit
pravdépodobnost jevu A, ktery je komplementarni k danému jevu A. Zvolme
Q) jako v (a). 4 je jev, ktery nastane, kdyZ nepadne zadné eso, tj. kazd4
karta v trojici (ky, ko, k3) bude nékterou z 28 karet, které nejsou esa. Ta-
kovych trojic je 28 - 27 - 26. Dostdvame tedy P(A) = 22126 ~ (.66 a

32-31-30

P(A) =1 — P(A) ~ 0.34
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Ke stejnému vysledku opét dojdeme, budeme-li za elementarni jevy
brat tifprvkové mnoziny {ki, ks, k3 }. Trojic neobsahujicich esa je (%), tedy

28-27-26
32-:31-30°

28

P(A) = ES*%;, coZ po upravach dava opét

Pokud bychom chtéli urcit pravdépodobnost jevu A pfimo, mohli bychom
postupovat takto. Za vysledky berme opét neusporddané trojice. Jev A
(asponi jedno eso) lze chapat jako sjednoceni t¥i navzdjem disjunktnich
jevil, A; (praveé jedno eso), A, (prave dvé esa), A; (tfi esa). Pocet trojic v A,
je4- (228), protoZe trojice s pravé jednim esem dostaneme tak, Ze zvolime
eso ((;) = 4 zptisoby), zvolime neuspofddanou dvojici karet, kterd jesou
esy ((%) zptisobtt), a eso do této dvojice pfiddme. Podle pravidla sou¢inu
tak ziskdme 4 - (%) riznych trojic, tedy |4;| = 4- (). Trojic s pravé dvéma
esy je podle podobné tvahy (zvolime dvojici es a pak znyvajici kartu)

(5) - (%) = () - 28. Trojic s tfemi esy je (). Je tedy

Al = [A1U A UAs| = A U|A| U |As| =
2 4 4
_ 4.(28>+(2).28+(3>_4-378+6-28+4_1684.

CJA| 1684 1684
_ — = 3—2 = — )X
[~ (%) 4960

Dosli jsme tedy ke stejné hodnoté, ale sloZitéji.

Je tedy

P(A) 0.34.

Poznidmka 3.4. Mnoho pfikladt z pravdépodobosti pochédzi z hazardnich
pouZiti teorie pravdépodobnosti, ale proto, Ze jsou jednoduché a vSeobecné
srozumitelné. Pfedstavuji prototypy jednoduchych tloh, které se v raiznych
obménach vyskytuji v jinych praktickych tlohach. Je ale tfeba fict, Ze problémy
o hazardnich hrach motivovaly rozvoj teorie pravdépodobnosti v jejich
pocatcich a Ze provozovani hazardnich her, loterii a podobné se bez teo-
rie pravdépodobnosti neobejde. Pro provozovatele je cilem navrhnout hru
tak, aby byla pro hrace pravdépodobnost vyhry mensi neZ pravdépodobnost
prohry, a pfitom tak, aby to nebylo patrné a hra byla lakava. Hazard a lo-
terie se provozuji od nepaméti a jsou predmétem mnoha citati a réeni.
Uved'me dva z nich:

The best throw of the dice is to throw them away.
anglické piislovi
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By gaming we lose both our time and treasure:
two things most precious to the life of man.
Owen Feltham (1602-1668)

Pozndmka 3.5 (geometrickd pravdépodobnost). Podobné jako klasicka, je
specidlnim pfipadem. Zde je P(A) normovany obsah oblasti A, tj. P(A) =
u(A)/ (), kde p je vhodna mira v R2.

Piiklad 3.4. Pfiklad na geometrickou pravdépodobnost.

Ptiklad 3.5. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané k-ciferné c¢islo
v desitkové soustavé predstavuje ¢islo v osmickové soustave?

V tomto ptipadeé Ize zvolit @ = {c¢;... ¢, | ¢; € {0,...,9}} a pouzit kla-
sickou definici pravdépodobnosti. Elementdrnich jevtic; . .. ¢ je 10% (1ze je
chépat jako variace k z 10 s opakovanim. Jev, o ktery jde, je A = {d; ... d; |

ci € {0,...,7}} a obsahuje 8" elementérnich jevii. Jeho pravdépodobnost
; k
je tedy P(A) = % = By,

Pfiklad 3.6. Uvazujme abecedu ¥ = {0,...,9,a,..., 2} (36 znaka). Jaka
je pravdépodobnost, Ze v ndhodné zvoleném slové sestaveném z 4 znakt
abecedy Y se znaky neopakuji?

Zvolme Q = {a; ... a4 | a; € 3}. Je zfejme |Q| = 36%. Jev A, ktery obsa-
huje slova s neopakujicimi se znaky, obsahuje 36 - 35 - 34 - 33 slov (variace 4
z 36 bez opakovéni). ProtoZe elementédrni jevy jsou stejné pravdépodobné,

; _|Al _ 1413720
je P(A) = @l = erasis ~ 0-84.

Piiklad 3.7. V dodavce zboZi je 85 vyrobki bezchybnych a 15 vadnych.
Nédhodné vybereme 10 vyrobkt. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi nimi
bude aspori jeden vadny? ProtoZe na pofadi mezi 10 vybranymi vyrobky
nezéleZi, vezméme za ) mnoZinu vSech 10-tiprvkovych podmnoZin mnoZiny

(2. Jejich pocet je roven po¢tu kombinaci 10 z 100, tj. po¢tu zptisobd, jak vy-

brat 10 prvkd ze 100, coZ je ('}). Misto uréeni pravdépodobnosti daného

jevu A, tj. ,aspomjeden vadny”, je v tomto pfipadé snazsi urcit pravdépodobnost
jevu A, 1. ,zadny vadny”. A obsahuje vysledky, tj. 10-ti prvkové podmnoziny,

ve kterych jsou viechny vyrobky bezvadné, a téchje (7). Je tedy

85 |
p(a) — b _ g S0
100!
(90) ~ oo 751100!

0.18

.Tedy P(A) =1 — P(A) =~ 0.82
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Ptiklad 3.8. V dodéavce je n vyrobkt, z nich je k bezchybnych a n — k
vadnych. Jakd je pravdépodobnost, Ze z p ndhodné vybranych vyrobkl
bude pravé r vadnych?

Za elementdrni jev povaZujme mnoZinu p vybranych vyrobki. Takovych
mnozin je (7). ProtoZe r vadnych Ize vybrat (",*) zptisoby a zbyvajicich
p—r bezchybnych lze vybrat ( * ) zptisoby, existuje (" "

) k ) (pfr) elementarnich

jevi, které jsou obsaZeny v daném jevu A (r vadnych a p—r bezchybnych).
Je tedy

965
()
Ptiklad 3.9. V krabici je n mickd, z nich je k bilych a n — &k ¢ernych. Micky
postupné vybirdme jeden za druhym. Jaka je pravdépodobnost, Ze prvni
¢erny micek bude vytaZzen jako p-ty?

Vysledkem je situace, kdy jsou z krabice vybrany vSechny micky a
je znamo poradi. Za elementédrni jevy tedy povaZujme uspoiadané n-tice
(ma, ..., my), kde m,; je i-ty vybrany micek. Je tedy n! elementarnich jevti a
vSechny jsou stejné pravdépodobné. Jev A, jehoZ pravdépodobnost mame
urcit, sestdva ze vSech n-tic, které maji na prvnich p — 1 mistech bilé micky,
na misté p cerny a na zbylych mistech micky rozmisténé bez dalsiho ome-
zeni. Vybrat prvnich p — 1 bilych micki 1ze m zpusoby (variace p—1
z k), vybrat pak ¢erny micek lze n—k zptisoby, pak zbyva (n—p)! moznosti,
jak rozmistit zbyvajicich n — p mick{i. A méa tedy (k%!ﬂ)! -(n—k)-(n—p)!
elementarnich jevti. Pravdépodobnost jevu A je tedy

kl(n — k)(n —p)!
PA4) = (k—p+1)!n]!)

P(A) =

Pfiklad 3.10. n raznych objektti ndhodné umistujeme do k pfihradek. Jaka
je pravdépodobnost, Ze dana pfihradka (tj. tfeba prvni pfihrddka) bude
obsahovat pravé p objekt?

Kazdé takové umisténi si 1ze predstavit jako n-tici (¢, . .., ¢,) Cisel 1 <
¢; < k, kde ¢; je ¢islo prihradky, do které bude umistén i-ty objekt. Prvni
objekt mizeme umistit do libovolné z k pfihradek, druhy také atd., celkem
tedy existuje k" umisténi. Pocet umisténi, pro které je v prvni pifihradce
pravé p objektti, tj. pocet vysledkii pfiznivych danému jevu A, urc¢ime
takto. Kterych p objektt bude v prvni pfihradce, lze zvolit (7)) zptsoby.
Zbyvajicich n — p objektti 1ze umistit libovolné do zbylych k — 1 pfihradek,
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coz lze provést (k — 1)"” zptsoby. Jev A tedy obsahuje () - (k — 1)" "
elementédrnich jev{i, a jeho pravdépodobnost je tedy

n> (k-1

p kn

P = (
Cviceni.
1. Z balicku 52 whistovych karet (4 barvy, 12 hodnot) tahdme ....

2. Jaka je pravdépodobnost, Ze ctyiciferné ¢islo zapsané v desitkové
soustavé je:

(a) sudé;
(b) délitelné péti;
(c) nasobkem sta?

3. Jakd je pravdépodobnost, ze ¢tyimistné ¢islo vytvofené z cifer 1, 3,
5, 6 a 8 sudé, za predpokladu, Ze se jeho cifry nemohou opakovat? A
jaka je za pfedpokladu, Ze se mohou opakovat?

3.3 Podminéna pravdépodobnost

vvvvvv

pravépodobnosti. My tento pojem zavedeme jako odvozeny z pojmu (ne-
podminénd) pravdépodobnost, tj. z pojmu, ktery jsme zavedli jako zakladni.
Néktetfi odbornici ale povazuji za zdkladni pojem podminéné pravdépodobnosti
a pojem neprodminéné pravdépodobnosti za odvozeny. Tento postoj shr-
nuji do hesla ,neexistuje nic jiného neZz podminéna pravdépodobnost”

a mysli tim, Ze kdyZ hovofime o pravdépodobnosti toho, Ze dnes bude
prset, mame ve skute¢nosti na mysli pravdépodobnost, Ze dnes bude prset,

za podminky, Ze v uplynulych dnech a hodinach bylo pocasi takové a ta-
kové. Podobné misto pravdépodobnosti, Ze z balicku karet jako druhou
kartu vytdhneme eso, vlastné mluvime o pravdépodobnosti, Ze jako dru-
hou kartu vytahneme eso za podminky, Ze bali¢ek je diikladné zamichany.

Predpokladejme, Ze nés zajima pravdépodobnostjevu A a Ze, byt vysledek

— rozhodujici o tom, zda jev A nastal — nezndme, vime, Ze nastal jev B.
Intuitivné se zda byt zfejmé, Ze nase ocekdvani jevu A bez informace o
tom, Ze nastal jev B, je obecné jiné neZ oc¢ekdvani jevu A za podminek,
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kdy navic vime, Ze nastal jev B. To prvni ocekdvani odpovidd nami do-
sud uvaZované pravdépodobnosti P(A), to druhé pak tomu, co se nazyva
pravdépodobnost jevu A za pfedpokladu (nebo za podminky), Ze nastal
jev B, a co budeme znacit P(A|B).

Ptikladem mtzZe byt situace, kdy nas zajima pravdépodobnost, Ze ndhodné
vybrany zaméstnanec z mnoziny (2 vSech 50 zaméstnancti dané firmy ma
fidi¢sky pritkaz. Oznacne tento jev A. Za pfedpokladu, Ze pravdépodobnost
vybéru kazdého zaméstnance je stejnd, je pravdépodobnost jevu A rovna
podilu po¢tu zaméstnancii s fidi¢skym prikazem ku poc¢tu vSech zaménstnanct,

tj. P(A) = 14l Je-li tedy zamé&stnancti s Fidi¢skym pritkazem 30, je

e
30
P(A) = — =0.6.
(4) =,
Nechf B jejev popsany jako ,vybrany zaméstnanec je muz”. Predpokladejme,
Ze muzl je mezi zaméstnanci 20, tj. |B| = 20, a Ze 15 z nich fidi¢sky

prikaz ma. Podminénou pravdépodobnost P(A|B), tj. symbolicky P(,ma
fidi¢sky prikaz”|,muz”), se zda byt ptirozené definovat jako
|ANB| 15

P(AB) = ———=—=0.75 5
nebof zaméstnanci, které nyni uvazujeme a vzhledem ke kterym pravdépodobnost
posuzujeme, nejsou vSichni zaméstnanci z (2, ale jen muzsti zaméstnanci,
tj. prvky , a z nich jsou pfiznivi zadanému jevu jen ti s fidi¢skym pritkazem,
tj. ti z mnoZiny AN B.

Vztah (5) mtZzeme upravit tak, aby neobsahoval vyrazy |A N Bl a |B|,
které jsou odrazem pfedpokladu, Ze vybér kazdého zaméstnance ma stej-
nou pravdépodobnost. Dostaneme tak

_|AnB| 4nBljoy  P(ANDB)

B =5 = e~ PB) ©

Dostali jsme tak vzorec pouZitelny bez zminéného pfedpokladu. Dospéli
jsme tak k pojmu podminénd pravdépodobnost:

Definice 3.3. Podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky B je

P(ANB)

)
je-li P(B) # 0 a je nedefinovana jinak.
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Poznidmka 3.6. (a) V piipadé klasické pravdépodobnosti ma P(A|B), ktera
je dana vztahem (6), nasledujici vyznam. Zatimco P(A) je relativni podil
pfiznivych pfipadti (pfiznivych danému jevu A) v mnoZziné vsech vysledkd,
je P(A|B) relativni podil p¥iznivych p¥ipad@l v mnoZziné vysledkd, pfi kterych
nastava B.

Vyznam Ize ilustrovat Vennovym diagramem. DOPLNIT

(b) V obecném pripadé l1ze P(A|B) chapat jako pravdépodobnost jevu
AN B ,normalizovanou” pravdépodobnosti jevu B.

(c) Je tedy
P(B)- P(A|B) pokud P(B) >0,
P(ANB)=< P(A)-P(BJ|A) pokud P(A) > 0, (8)
0 jinak.

(d) Vyse uvedeny piiklad ukdzal, Ze miZe nastat ptipad, kdy P(A) <
P(A|B). Mtize ovSem nastat i opaény piipad. Reprezentuje-li B jev ,vy-
brany zaméstnanec je Zena”, pak snadno vidime, e P(A|B) = 2 = 0.5 <
0.6 = P(A).

Pojem podminéna pravdépodobnost umoZiiuje zajimavé alohy:

Piiklad 3.11. V krabici je 1000 mikroprocesorti, z nich 700 je vyrobeno
firmou z a 300 firmou y. Je zndmo, Ze 10% mikroprocesort firmy z je
vadnych, od firmy y pak 5%. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vy-
brany vadny mikroprocesor pochdzi od firmy z? A jakd, Ze pochdzi od
tirmy y?

Za () zvolime mnoZinu v8ech mikroprocesorti v krabici. UvaZujme tyto
jevy:

X = {w € Q| mikroprocesor w je od firmy z},
Y = {w e Q|mikroprocesor wje od firmy y},
C = {w € Q| mikroprocesor w je vadny}.

Maéme tedy urcit podminénou pravdépodobnost P(X |C'), coz dle vzorce je

ngc(g() . Protoze predpoklddame, Ze kaZdy procesor ma stejnou pravdépodobnost

byt vybran, a protoze |C| = 0.1 - 700 + 0.05 - 300 = 85, je P(C) = 5o =
0.085. C'N X je mnoZina vadnych mikroprocesorti od firmy z a téch je dle

piedpokladu 0.1 - 700 = 70. Proto je P(C' N X) = 55 = 0.07. Dostdvame
tedy

P(CNX) ™/i000 70
= = — ~0.82.
P(C) 85/1000 85

P(X|C) =
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Pravdépodobnost P(Y|C') je pak dle stejné tvahy

P(CNY) 15 _
PO 0.18.
Pravdépodobnost P(CNX) v ptikladé 3.11 jsme ziskali diky pfedpokladu
stejné pravdépodobnych elementdrnich jevi. Jiny, obecnéjsi zptisob je tento:
Skute¢nost, ze 10% vyrobkt od firmy z je vadnych, vlastné znamend, Ze
P(C|X) = 0.1, podobné P(C|Y) = 0.05. Potfebnou pravdépodobnost
P(CNX) tedy mtzeme urdit podle vzorce (8), P(CNX) = P(C|X)- P(X),
ktery je pfimym dtisledkem definice podminéné pravdépodobnosti, takto:
P(CNX)=PC|X)-P(X)=0.1-0.7=0.07. zobecnéni tohoto vztahu
podévé nasledujici dlisledek definice podminéné pravdépodobnosti.

Dusledek 3.1. Pokud pro jevy Ay, ..., A, plati P(A;N--- N A,—1) > 0, pak
P(AiN---NA,) = P(Ay)-P(As|Ay)-P(A3|A1NAy) - - P(AL AN -NA, ).
©)
Diikaz. Uvédomme si nejdiive, ze P(A; N---N A,_1) > 0 zajistuje, Ze je i
P(Ain---NA;) >0prokazdéi =1,...,n — 1, tj. kazda z podminénych
pravdépodobnosti P(A;11]41 N --- N A;) je definovana. Rozvnos pak do-
staneme rozepsanim faktorti podle vzroce podminéné pravdépodobnosti
a zkrdcenim. UkaZme to pro tfijevy: P(A) - P(B|A)- P(C|ANB) = P(A) -

P(ANB) P(ANBNC)
A PANE) =PANBNCQO). O

P(Y|C) =

Nasledujici tvrzeni ukazuje dleZitou skutec¢nost. Zafixujeme-li podminku
B, dostaneme pravdépodobnostni miru.

Véta 3.3. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a B € A jev, pro ktery
P(B) > 0. Pak funkce P(-|B) pritazujici kaZzdému A € A hodnotu P(A|B) je
pravdépodbnostni mira na A, tj. spliiuje podminky (a)—(c) definice 3.2.
Diikaz. Ozna¢me danou funkci Pg, tj. Pg(A) = P(A|B).

(a) plyne z toho, ze P(A|B) je podilem dvou nezdpornych &isel.

(b): Pp(2) = P(QB) = L5520 = £33 = 1.

(c): Jsou-li jevy A; po dvou disjunktni, pak jsou zfejmé po dvou dis-
junktniijevy A; N B, a tedy

| U A)nB) _ PUANB)) _

—2“1’.5(2?3)—2 SRR MLED W
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Pozndmka 3.7. (a) Hned je vidét, ze P(Q2|B) = 1; obecnéji: je-li A O B, pak
P(A|B) = 1. Na druhou stranu P({)| B) = 0; obecnéji: je-li AN B = (), pak
P(A|B) =0.

(b) Uvedena véta tika, ze (2, A, P(-|B)) je pravdépodobnostni prostor.
Je ztejmé, Ze pravdépodobnostnim prostorem je i (B, B, P(-|B)), kde B =
{Ae A| AC B}

Cviceni.
1. Ctyfi tirmy, A, B, C, D, se v soutéZi uchézeji o zakdzku. Z minulosti

je zndmo, Ze pravdépodobnosti ziskani podobnych zakédzek jsou pro
tyto firmy postupné 0.35, 0.15, 0.3 a 0.2. Pfed rozhodnutim o vitézi

tirma B ozndmi, Ze odstupuje ze soutéZe. Jaké jsou nové pravdépodobnosti

ziskani zakazky pro firmy A, C a D?
2. DOPLNIT

3.4 Nezavislost jevi

Jak jsme vidéli, pravépodobnost P(A) muize byt mensi neZ podminéna
pravdépodobnost P(A|B), mtize byt vétsi, ale mtize byt i stejna.’ Posledni
moznost, tj. P(A) = P(A|B), lze interpretovat nasledovné. Vyskyt jevu A
za obecnych podminek je stejné pravdépodobny jako v situaci, kdy vime,
Ze nastal jev B. Dodate¢na informace o tom, Ze nastal jev B, tedy nema
na pravdépodobnost jevu A Zadny vliv. V takovém piipadé fikdme, Ze
jevy A a B jsou nezavislé. Je ale takovy vztah skutecné symetricky? Ano,

protoze pokud P(A) = P(A|B), pak vzhledem k P(A|B) = pgz;?) je

P(B) = i((iTg)) = Pfggf ) — P(B|A). Pokud tedy vyskyt jevu B nema
vliv na pravdépodobnost jevu A, pak také plati, Ze vyskyt jevu A nema

vliv na pravdépodobnost jevu B a je pfirozené fici, Ze A a B jsou navzdjem

nezavislé. Podminku nezévislosti P(A) = P(A|B) a s ni ekvivalentni podminku

P(B) = P(B|A) lze vsak vyjadfit symetrickou podminkou P(AN B) =
P(A)-P(B). Plati-li totiz P(A) = P(A|B), pak P(ANB) = P(A|B)-P(B) =
P(A) - P(B). Ze vztahu P(AN B) = P(A) - P(B) naopak plyne P(A|B) =

Pgég?) = P(é,)('g)(B) = P(A). Proto definujeme:

3Pro zbytek tohoto odstavce pro jednoduchost predpoklddejme, ze P(A) > 0 a
P(B) > 0.
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Definice 3.4. Jevy A a B se nazyvaji nezdvislé, nékdy statisticky nebo sto-
chasticky nezivislé, pokud

P(ANnB)= P(A)- P(B). (10)

Poznidmka 3.8. (a) Definovat nezavislost podminkou P(A) = P(A|B) je asi
pfirozenéjsi. Vyhodou podminky (10) je, Ze je symetrickd. Tato podminka
je vzdy pouzitelnd, na rozdil od P(A) = P(A|B), kterd vyzaduje P(B) > 0.

(b) Je-li A nemozny, tj. P(A) = 0, jsou A a B vzdy nezavislé, protoZe
v tom pfipadeé je P(A) - P(B) = 0 a vzhledem k P(AN B) < 0, cozZ plyne
z P(ANB) < P(A) =0, také P(AN B) = 0. Stejné tak, je-li nemoZny jev
B. Podobné plati, Ze 2 a B jsou vZdy nezavislé jevy.

(c) Jsou-li A a B disjunktni, tj. AN B = (), pak nezdvislost A a B impli-
kuje, ze P(A) = O nebo P(B) = 0.

(d) Plati-li, ze A a A jsou nezavislé, pak musi byt P(A) = 0, nebo
P(A) = 1, nebof nezavislost v tomto pfipadé znamend P(A) = P(A)>.

(e) Nezavislost jevi vS8ak neni tranzitivni vztah, tj. muiZe se stat, Ze A a
B jsou nezavislé, B a C jsou nezavislé, ale A a C nejsou nezavislé.

Véta 3.4. Jsou-li A a B nezivislé, pak jsou nezdvislé taky tyto dvojice jevii: A a
B,AaB,AaB.
Diikaz. Dokazme nezavislost jevii A a B:

P(A)-P(B) = P(A)-(1-P(B))=P(A) - P(A) P(B)
= P(A)-P(ANB)=P(A—-ANB)=P(ANB).

Pfitom jsme vyuzili nezavislost jevii Aa B, tj. P(A) - P(B) = P(ANB), a
dale rovnost P(A) — P(AN B) = P(A — AN B), kterd plati diky aditivité
pravdépodobnosti (zdtivodnéte). O

Ptiklad 3.12. Z balicku 32 maridSovych karet vytdhneme ndhodné jednu
kartu. Jsoujevy ,barvakarty je zelend” a ,hodnotaje 7, 8 nebo 9 nezavislé?

Uvédomme si, Ze zaddni je pfisné vzato netplné. Nenijasné, o jaké jevy
se jedna, nebof neni popsdna mnozina (2, ani jevy, jejichZ nezévislost mame
ovéfit. Pfirozené se vSak nabizi tento vyklad: €2 je mnoZina vSech 32 karet,
a dané jevy jsou representovany mnoZinou A vSech osmi zelenych karet
a mnozinou B vSech 12 karet s uvedenymi hodnotami. Pfedpoklddame

1

také, Ze pravdépodobnosti vytaZeni je stejnd pro kazdou kartu, tj. ﬁ = 35
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Pak P(A) = & = 1, P(B) = £ = 3a P(An B) = 55l = 3. Ztejmé je
P(ANB) = P(A)-P(B), tedy jevy jsou nezavislé. To je v souladu s intuicf:

barva a hodnota jsou nezdvislé atributy karet.

Ptiklad 3.13. Hazime jednou kostkou. Jsou jevy ,padne sudé ¢islo” a ,padne
¢islo vetsi nez 3” nezavislé?

Rozumi se, ze 2 = {1,2,3,4,5,6} a Ze dané jevy jsou reprezentovany
mnozinami A = {2,4,6} a B = {4,5,6}. Zfejmé je P(A) = 0.5, P(B) = 0.5
a P(ANB) = P({4,6}) = L. P(AN B) = } # 1 = P(A) - P(B), jevy tedy
nejsou nezavislé. To je opét v souladu s intuici: Padne-li &islo vétsi nez 3,
je pravdépodobnost, Ze to je ¢islo sudé, vétsi nez bez této podminky.

Definici nezdvislosti 1ze rozsifit na n jev takto:

Definice 3.5. Jevy Ay, ..., A, jsou vzdjemné nezivislé, pokud pro kazdé 2 <
k < nalibovolné indexy iy, ...,i; € {1,...,n} plati

P(A,N---NA;,)=P(A;) - P(A;). (11)

Poznidmka 3.9. (a) Definice nezavislosti dvou jevil specidlnim piipadem de-
finice 3.5.

(b) Plati analogie vety 3.4: Jsou-li Ay, ..., A, vzidjemné nezdvislé, pak
pro libovolné B; € {A;, A;} jsoujevy By, ..., B, také vzajemné nezavislé.
Je ztejmé, Ze jsou-lijevy A4, ..., A, vzdjemné nezdvislé, pak jsou kazdé

dvajevy A; a A;, kde i # j, nezéavislé dle definice 3.4. Naopak to vSak ne-
plati. Nasledujici pfiklad dokonce ukazuje, Zepodminku (11) je skute¢né
tteba pozadovat pro libovolnou podmnozZinujevt Ay, ..., A,. UZ v pfipadé
tfi jevly, A, B, a C, se totiz muze stat, ze P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C),
ale P(ANB) # P(A)P(B), P(ANC) # P(A)P(C)i P(BNC) # P(B)P(C).
Na druhou stranu mtze byt P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C)
iP(BNC)=P(B)P(C),ale PILANBNC) # P(A)P(B)P(C).

Pfiklad 3.14. Hazime dvéma kostkami. Zvolme 2 = {(i,j) | 1 < i,5 < 6}

a pfedpokladejme Ze pravdépodobnost kazdého (i, j) € €2 je /3e.
Uvazujme jevy A, B a C reprezentujici po fadé ,na prvni kostce padne

1, 2, nebo 3, ,na prvni kostce padne 3, 4, nebo 5“, ,soucet na kostkéch je
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9”. Pakje

ANB = {(3’1>7<372>7<373>’<374>7<375>7<3’6>}7
ANC = {(3,6)},
BNC = {(3,6),(4,5),(5,4)},
ANBNC = {(3,6)}.
Plati tedy
P(ANBNC) = Yss = P(A)P(B)P(C),
ale

PAANB)=1fs # Ya=1f1fs= P(A)P(B),
P(ANC) =13 # lYis=12-19=P(A)P(C),
P(BNC) =12 # 118=1/2-1/9 = P(B)P(C).

Uvazujme nyni jevy A, B a C reprezentujici po fadé ,na prvni kostce
padne 1, 2, nebo 3, ,na druhé kostce padne 4, 5, nebo 6“, ,soucet na
kostkach je 7. Pak je

ANB = {(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6) },
ANnC = BNnC=AnBNC={(1,6),(2,5),(3,4)}.

Plati tedy
P(ANB) =14 = 1/2-12= P(A)P(B),
P(ANC) =112 = 2.6 = P(A)P(C),
P(BNC) =12 = 12.1s= P(B)P(C),
ale

P(ANBNC) =112 # loa=1/2-1.1/6 = P(A)P(B)P(C).

Pfiklad 3.15. Adam a Bedfich neumi dobfe pocitat. Pravdépodobnost, Ze
Adam dostane spravny vysledek, je /s, v pfipadé Bedficha jen /12. Po¢itaji
nezévisle, tj. kazdy zvlast. V pfipadé, Ze oba potitaji $patné, dostanou
stejny vysledek jen s pravdépodobnosti !/1001. Pfedpoklddejme, Ze dostali
stejny vysledek. Jakd je pravdépodobnost, Ze je vysledek spravny?
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Oznacme A, B a C'jevy popsané po fadé takto: ,oba dostanou spravny
vysledek”, ,oba dostanou stejny vysledek”, ,oba dostanou stejny, ale ne-
spravny vysledek”. Zajima nds podminéna pravdépodobnost P(A|B). Dle
definice je tfeba ur¢it P(ANDB) a P(B), ale vzhledem k tomu, Ze ANB = A,
sta¢i urcit P(A) a P(B).

ProtoZe pracuji nezavisle, je z popisu tlohy rozumné pfedpokladat, Ze
P(A) = 1/s-1/12. Totiz: A = A;N Ay, kde A; a A; jsou ,Adam dostne spravny
vysledek” a ,Bedfich dostne spravny vysledek”, a tedy z nezavislosti je
P(A) = P(A))P(As) = 1/s- Yo,

Déleje B=AUC avzhledemk ANC = (je P(B) = P(A) + P(C).

Zbyva tedy urcit P(C'). Uvédomme si, Ze !/1001 je vlastné pravdépodobnosti
jevu B za podminky A; N Ay, tj. /1001 = P(B|A;NAy),aZe C = BNA;NA,.
Podle vztahu (8) je P(B N (A; N Ay)) = P(A; N Ay) - P(B|A; N Ay). Vzhle-
dem k nezavislosti A; a A jsou dle véty 3.4 nezavislé také A, a A,, a tedy
P(A; N Ay) = P(A)) - P(Ay). Je tedy

P(BN(A1NA)) = P(ANAy)- P(B[A1NAy) = P(A))-P(Ay)- P(B|AN Ay).
Celkem tedy dostavame

P(C)=P(BN(AiNA)) = P(A) P(A) - P(B|A{ N Ay) = 7/s- /12 11001,
Pro vyslednou pravdépodobnost P(A|B) tedy plati

_P(AnNB) _P(4)  PA)
PAIB) = =55 = pim) ~ Play+ oy = 92

3.5 Bayesova véta

Bayesova véta je jednou z dtlezitych tvrzeni teorie pravdépodobnosti,
které ma fadu praktickych pouZiti. Za¢néme ale jinym tvrzenim, které je
samo o sobé vyznamné, a které v Bayesové vété pouZzijeme.

Pfedpoklddejme, Ze mnoZina () vysledkt (elementdrnich jevii) je rozdélena
dojevd By, ..., By, §. Ze systém {B, ..., B,,} tvofi rozklad mnoziny Q.4
Systém takovych jevii B; se nazyva tiplnyj systém jevil.

*To znamend, Ze B; jsou neprazdné podmnoziny mnoziny , jsou pod dvou dis-
junktni, tj. B; N B; = () pro i # j, ajejich sjednoceni je , tj. [ J;~-, B; = Q.

37



Véta 3.5 (o celkové pravdépodobnosti). Tvofi-li By, ..., By, tplny systém
jevii pravdépodobnostniho prostoru (2, A, P) a plati-li pro kazdé i = 1,...,m,
Ze P(B;) > 0, pak pro kaZdy jev A € A je

P(A) =) P(A|B:) - P(By). (12)

=1
Diikaz. Protoze
A=ANQ=AN(BiU---UB,)=(ANB)U---U(ANB,,)

a protoze jevy A N B; jsou po dvou disjunkini, je

P(A) = P(ANBy) + -+ + P(AN By,) —iP(AmBZ-).

i=1
Dle (8) je P(AN B;) = P(A|B;) - P(B;), dosazenim tedy ziskdme (12). [

Poznidmka 3.10. (a) Vzorec (12) je uZitecny v situacich, kdy nelze pravdépodobnost
P(A) urcit pfimo, kdy ale Ize situaci rozdélit na po dvou disjunktni ptipady,
reprezentované jevy B;, pro které umime urcit jak jejich pravdépodobnosti
P(B;), tak podminéné pravdépodobnosti P(A|B;) v téchto ptipadech.

(b) Pfechod od ptivodni mnoZiny €2 elementarnich jevi k mnoziné
{Bi,..., By} 1ze vSak také chapat jako proces abstrakce: Misto elementarnich
jevli w € €, které reprezentovaly vysledky ndhodného pokusu, mdme
nyni jevy B;, které reprezentuji vysledky s mensi rozliSovaci schopnosti.
Kazdy B; totiZ reprezentuje celou mnoZzinu ptvodnich vysledkt. Tyto nové
zakladni vysledky maji své pravdépodobnosti P(B;). Podminéné pravdépodobnosti
P(A|B;) 1ze pak chapat jako pravdépodobnost toho, Ze vysledek B; je pfiznivy
jevu A, zobecrtiujici bivalentni vztah ,elementarnijev w; je pfiznivy, tj. patfi
dojevu A.” Uvédomme si totiz, Ze pokud je {2 kone¢nd a P({w}) pro kazdy
w € , tvoif systém jednoprvkovych mnozin {w}, w € €, Gplny systém
jeva spliujici podminky véty 3.5. Pak je P(A|B;) = P(A{w}) = PI(;?EE?)}),

a tedy plati

PUD = b broog i

Z tohoto pohledu je P(A|B;) pravdépodobnostnim zobecnénim vztahu
,vysledek je pfiznivy jevu”.

38



(c) Pro m = 2 dostdvame tento specidlni pfipad: Je-li B jev takovy, Ze

P(B) > 0i P(B) > 0, pak
P(A) = P(A|B) - P(B) + P(A|B) - P(B). (13)

P¥iklad 3.16. Pfedpoklddejme, Ze pravdépodobnost mého tispéchu u zkousky
je 0.8, pokud se budu ucit, a 0.2, pokud se ucit nebudu. Budu mit sice dals{
plény, ale pravdépodobnost, Ze se ucit budu, je vysoka, feknéme 0.85. Jaka
je pravdépodobnost, Ze u zkousky uspéju?

Ozna¢me A a B jevy ,uspéju u zkousky” a ,budu se ucit”. Z popisu je
zndmo P(A|B) = 0.8, P(A|B) = 0.1 a P(B) = 0.85. Dle (13) je tedy

P(A) = P(A|B) - P(B) + P(A|B) - P(B) = 0.8-0.85 + 0.1 - 0.15 = 0.695.

Ptiklad 3.17. Softwarova firma provozuje zdkaznickou linku, kde posky-

tuje svym tfem velkym zdkaznikim konzultace ohledné firemniho informacéniho
systému. Je znamo, Zze 15% prichozich hovorti je od prvni firmy, 35% od
druhé a 50% od tfeti. Je déle zndmo, Ze pravdépodobnost, Ze pfichozi ho-

vor nebude schopen vyfidit operator a bude muset dotaz predat techni-

kovi, je pro prvni, druhou a tfeti firmu 0.01, 0.05 a 0.02. Jakd je pravdépodobnost,
Ze dotaz z prichoziho hovoru bude muset operétor pfedat k vyfizeni tech-
nikovi?

Ozna¢me Ajev ,{“dotaz bude muset pfedat technikovi} a B; jevy ,{“ptichozi
hovor je od i-té firmy}. Jevy B; tvoii tplny systém jevii. Dle véty o celkové
pravdépodobnosti je tedy

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A[B,) - P(By) + P(A|B;) - P(Bs) =

= 0.01-0.15+0.05-0.35+0.02 - 0.5 = 0.029.
Véta 3.6 (Bayesova). Nechf By, ..., By, je iplny systém jevii a A libovolny jev

v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Pokud P(By) >0, ..., P(B,,) > 0a
P(A) >0, pak prokazdé k =1,...,m je

P(A|By) - P(Br)  P(A|By)- P(By)

P(By|A) = = = . (14)
B =TT T S PGl - POB)
Diikaz. Dle definice a déle z (8) je
P(ANB)  P(A|By) - P(By)
Tim je dokdzana prvni rovnost. Druhou rovnost obdrZime pouZzitim véty
o celkové pravdépodobnosti, tj. za P(A) dosadime dle (12). O

39



Poznimka 3.11. (a) Bayesova véta okamZité plyne z definice podminéné
pravdépodobnosti a véty o celkové pravdépodobnosti. Ma vsak mnoho
praktickych uplatnéni, protoZe situace se mé casto tak, Ze nezndmou pravdépodobnost
P(By|A) pfimo urcit nelze, ale pravdépodobnosti P(A|B;) a P(B;) vsechny
znamé jsou.

(b) Tvrzenije pripisovdno Thomasu Bayesovi (1701-1761), ktery ho for-
muloval pro specidlni ptipad, kdy vSechny P(B;) jsou stejné. Obecny vzo-
rec formuloval Laplace.

(c) Pro m = 2 dostaneme specialni pfipad,

P(A|B) - P(B)
P(A|B) - P(B) + P(A|B) - P(B)

P(B|A) = (15)

(d) Bayesova véta je zakladem tzv. bayesovskych metod. Pravdépodobnost

P(By|A) se nazyva a posteriorni pravdépodobnost (pravdépodobnost a
posteriori). ROZVEST ZDE NEBO POZDE]I

P¥iklad 3.18. Vratme se k piikladu 3.17. Jaka je pradépodobost, Ze pFichozi
hovor je od druhého zdkaznika, pokud jej operator musi predat k vytizeni
technikovi?

PouZijme stejné jevy jako k prikladu 3.17 a vyuZijme toho, Ze jsme
v piikladu 3.17 jiz spo¢itali P(A) = 0.029. Dle Bayesova vzorce pro hle-
danou pravdépodobnost P(B;|A) plati

P(A|By) - P(B,)  0.05-0.35
P(A) 0 0.029

P(B,y|A) = ~ 0.603.

Ptiklad 3.19. Po komunika¢nim kanalu jsou posildny znaky 0 a 1. Kanal

je zatizen Sumem a dopousti se chyb. KdyZ je vysldna 0, je pfijata O s
pravdépodobnosti 0.94. KdyZ je vysladna 1, je pfijata 1 s pravdépodobnosti
0.91. Déle je znamo, Ze pravdépodobnost vyslani 0 je 0.45. Je vyslan (nezndmy)
znak. Urcete:

(a) pravdépodobnost, Ze bude pfijata 1;
(b) pravdépodobnost, Ze bude pfijata 0;
(c) pravdépodobnost, Ze byla vyslana 1, pokud bude pfijata 1;
(d) pravdépodobnost, Ze byla vysldna 0, pokud bude pfijata 0;
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(e) pravdépodobnost, Ze pti pfenosu dojde k chybé.

UvaZujme nésledujici jevy:

Vo ... ,vyslana 0,
Vi ... ,vysldna1”,
Py, ... ,pfijata 0”,
P ... ,pfijatal”.

Ze zadani je zndmo, ze P(F|Vp) = 0.94, P(FP|Vh) = 0.91a P(Vp) = 0.45.
Zakladni vlastnosti pravdépodobnostnich mér a véta 3.3 okamZité davaj:
P(PVy) = P(PylVi) = 1= P(RolVi) = 0.06, P(Ry[VA) = P(Pi|Vh) = 1 —
P(P|V1) = 0.09, P(V;) = P(Vp) = 1 — P(Vp) = 0.55. To jsou tedy zndmé
pravdépodobnosti.

Protoze Vj a V; tvoii aplny systém jev(, lze (a) urcit z véty o celkové
pravdépodobnosti:

P(P) = P(P1|Vp)P(Vp) + P(P1|V1)P(Vi) = 0.06-0.4540.91-0.55 = 0.5275.
(b) 1ze urcit analogickym postupem,
P(Py) = P(Po|Vo)P(Vo) + P(P|Vi)P(Vi) = 0.94-0.45+0.09 - 0.55 = 0.4725

nebo s vyuzitim (a) takto: P(Py) = P(P,) = 1—P(P,) = 1-0.5275 = 0.4725.
(), tj. pravdépodobnost P(V;|F;), uréime z prvni rovnosti v (14):

P(P|V))P(Vy)  0.91-0.55

P(Vi|P) = = ~ 0.949.
(i[A1) P(P) 0.5275
Podobné pro (d):
P(P|Vo)P(Vy)  0.94-0.45
P(Vy|Py) = (PolVo) P(Vo) _ ~ 0.895.

P(P) ©0.4725

Pravdépodobnost chyby je pravdépodobnost P((V1 N Fy) U (Vo N 1)), tj.
pravdépodobnost jevu ,vyslana 1 a pfijata 0, nebo vyslana 0 a pfijata 1”.
Protoze Vi N Fy a Vo N P, jsou disjunktni, dostdvame s vyuZitim (8) pro
pravdépodobnost chyby

P(VinP)u(Vonkh)) = PViNnP)+PVoNnP)
P(Vi|Fo)P(Py) + P(Vo|P1)P(Fy).
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Zbyva si uvédomit, ze P(Vi|Fy) = P(Vo|Ry) = 1 — P(Vy|Py) ~ 0.105 a
P(W|P) = P(Vi|P) =1 — P(Vi|P) =~ 0.051. Po dosazeni dostaneme, Ze
pravdépodobnost chyby je

P(Vi|Py)P(Py) + P(Vo|P)P(Py) ~ 0.105 - 0.4725 + 0.051 - 0.5275 ~ 0.0765.

Zastavme se jesté u otdzky, jakou konkrétni mnoZinu elementarnich
jevli je moZné pro tento piiklad zvolit. Pfirozené se nabizi 2 = {(v,p) |
v,p € {0,1}}, kde (v, p) reprezentuje vysledek, pii kterém byl vyslan sym-
bol v a pfijat symbol p.

Podobna je nasledujici tloha, kterd ve skutec¢nosti vznikne jen jinou
interpretaci danych podminek.

P¥iklad 3.20. PouZivame postup na testovani spravnosti vyrobku. P¥itom
vime, Ze pravdépodobnost, Ze vyrobek ma vadu, je 0.02. Zafizeni neni
zcela spolehlivé. Vime, Ze pokud je vyrobek v pofddku, zafizeni ho vy-
hodnoti jako spravny s pravdépodobnosti 0.95; pokud neni v potfddku,
zafizeni ho vyhodnoti jako nespravny s pravdépodobosti 0.94. Pokud je
vyrobek vyhodnocen jako nespravny, jaka je pravdépodobnost, Ze je skutecné
nespravny?

Ozna¢me B jev ,vyrobek je nespravny” a A jev ,vyrobek vyhodno-
cen jako nespravny”. Pro vypocet hledané pravdépodobnosti P(B|A) se
nabizi pouZit Bayestv vzorec ve specidlnim tvaru (15). Za zaddni mame
P(A|B) = 0.94, P(B) = 0.02, P(A|B) = 0.05, protoZe ze zadanije P(A|B) =
0.95 a vzhledem k vété 3.3 je P(A|B) = 1 — P(A|B), déale je P(B) = 0.98.
Dosazenim do (15) dostaneme

0.94-0.02

P(BJA) = ~ 0.277.
(Bl4) 0.94-0.0240.05-0.98

Pfiklad 3.21. Mame dvé mince, jedna je normélni a panna i orel na ni pa-

daji v pravdépodobnosti /2, druha je poskozend a pada na ni jen panna.
Nejprve ndhodné zvolime minci a pak ji dvakrat hodime. Jaka je pravdépodobnost,
Ze jsme vybrali minci poskozenou, pokud dvakrat padla panna?

Zvolme Q = {(c,a,b) | ¢ € {n,p},a,b € {P,0O}}, ptitemz (c,a,b)
oznacuje vysledek, pii kterém byla vybrdna mince ¢ (n — normadlni, p —
poskozend), pfi prvnim hodu padlo a a pfi druhé b (P — panna, O — orel).
Ozna¢me A a B jevy popsané jako ,dvakrét padla panna” a ,byla zvo-
lena poskozend mince”. Pro vypocet hledané pravdépodobnosti P(B|A)
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muZeme pouZit Bayesova vzorce, pokud se ndm podati rozdélit 2 na Gplny
systém jevli B;, z nichZjeden je B, tak, Ze budeme schopni urcit pravdépodobnosti
P(A|B;) a P(B;). Nabizi se za takovy systém vzit systém sestavajici z B a
B. P(B|A) je pak déna vzorcem (15). Snadno se zjisti, ze P(A|B) = 1,
P(B) = 1/2, P(A|B) = /4, P(B) = /2. Dostavame tedy

P(A|B) - P(B) 1-1/2 4

P(BIA) = P(A|B)-P(B) + P(A|B) - P(B) 1-Y2+11-12 5

Ptiklad 3.22. Uved'me jesté piiklad, ktery prezentovali jiZ zminéni psy-
chologivé Amos Tversky a Daniel Kahneman. Ve mésté jezdi 85% zelenych
taxikd a 15% modrych. Podle svédka nehody nehodu zavinil modry taxik,
ktery pak ujel. Testy ukdzaly, Ze tento svédek za podobnych podminek
spravneé urd¢i barvu taxiku v 80% piipadt a v 20% ji uréi nespravné. Jaka je
pravdépodobnost, Ze nehodu skute¢né zavinil modry taxik?

Zaved me tyto jevy:
M ... taxik byl modry”,
Z ... ,axik byl zeleny”,
S ... ,svédek fik4, Ze taxik byl modry”.

Za zadani vime, ze P(M) = 0.15, P(Z) = 0.85, P(S|M) = 0.8, P(S|Z) =
0.2.
Hleddme P(M|S). Pouzitim Bayesovy véty dostaneme

P(S|M)P(M) P(S|M)P(M) _
P(M|S) P(S) ~ P(S|M)P(M)+ P(S|2)P(Z)
0.8-0.15 0414
08-0.15+02-085
Je tedy

P(Z|S) = P(M|S) =1 — P(M|S) = 0.586.
Dochézime tedy k zajimavému zavéru, totiZ piestoze svédek tvrdi, Ze taxik

Ve,

Vv .

Ze je spolehlivéjsi v tom smyslu, ze P(S|M) = 0.9, P(S|Z) = 0.1. Pak ana-
logicky vypocet da P(M|S) ~ 0.614a P(Z|S) ~ 0.386, tedy pravdépodobnéjsi
je pak to, co tvrdi svédek.
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Predpoklddejme nyni, Ze svédek ma ptivodné danou spolehlivost, ale
Ze knému ptibude druhy, stejné spolehlivy svédek. Ozna¢me nyni ptivodni
jev S symbolem S; a ozna¢me S; novy jev ,druhy svédek fika, Ze taxik byl
modry”. Zajima nas pravdépodobnost, Ze taxik byl skute¢né modry, po-
kud oba svédkové tvrdi, Ze byl modry, tj. pravdépodobnost P(M|S; N S5).
Dle Bayesova vzorce je

P(Sy N S| M)P(M)
P(S1NSy) B
P(S, N Sy|M)P(M)
P(S; N So|MYP(M) + P(S1 N 2| Z2)P(Z)

P(M|S, N Ss)

Z popisu tulohy je rozumné pfedpoklddat, Ze jevy S; a S, jsou tzv. podminéné
nezavislé za podminky M a stejné tak za podminky Z, tedy Ze plati P(S;N
So|M) = P(S1|M) - P(S3|M) =0.8-0.8=0.64a P(S; NS2|Z) = P(5|2) -
P(S3]Z) =0.2-0.2 = 0.04. Dosazenim dostaneme

B 0.64-0.15
©0.64-0.15+ 0.04-0.85

P(M|S1 N SQ) = ~ 0738,

atedy P(Z|S1NSy) = P(M]S;NS,) =1—P(M|S;NS,) ~ 0.262. Svédectvi
druhého svédka tedy zménilo situaci. Nyni je pravdépodobnéjsi, dokonce
vyrazné, Ze taxik byl modry. Zahrnovani dalsich informaci, jako v tomto
pfipadé nového svédka, a aktualizace vytvofeného modelu je pro baye-
sovské modely typicka.

POZDE]JI POKRACOVANI

Priklad 3.23. 1ékafska diagnostika, pozdéji
Piiklad 3.24 (filtr nevyzaddané posty — spam filter). DOPLNIT

4 Nahodné velic¢iny

4.1 Pojem nidhodné veli¢iny

Elementarni jevy, tj. vysledky ndhodného pokusu, jsme definovali jako
prvky w mnozZiny (2. Tyto prvky mohou, ale nemusi mit ¢iselnou povahu.
Casto je ale uZite¢né charakterizovat vysledky pokusti ¢iselné. Jsou-li mozné
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vysledky lidé (vysledek = ndhodné vybrany c¢lovék), mohou nés zajimat
charakteristiky jako napfiklad vék, hmotnost, pocet déti a podobné.

Dalsi pfiklady: cena vybraného vyrobku; doba bezporuchového chodu
ndhodné vybrané soucasti; doba (pocet krokit), kterou algoritmus potiebuje
pro zpracovani nahodné vybraného vstupu.

Elementarnim jevim v téchto pfipadech tedy pfifazujeme cisla. Ta-
kovéto pfifazeni, tj. zobrazeni, mnoziny elementdrnich jevi do mnoZiny
redlnych ¢isel, kterd spliuji jisté podminky, se nazyvaji nahodné velic¢iny
(nékdy také ndhodné proménné, misto ,ndhodné” se také pouziva ,sto-
chasticka”, angl. random nebo stochastic variable nebo quantity).

Vyznam takovych pfifazenilze spatfovat v nasledujicim. Za prvé, s ¢iselnymi
charakteristikami je ¢asto zddouci provadét operace, které ndm poskyt-
nou zajimavé informace. Napfiklad se mtZzeme ptat, jakd je o¢ekdvana
hmotnost ndhodné vybraného ¢lovéka. Za druhé, rozliSovat elementarni
jevy mutZe byt zbytecné detailni, napiiklad u posloupnosti pokusti nés ne-
musi vzdy zajimat, které pokusy byly tspésné, ale mhZe nas zajimat jen
pocet tspésnych vysledkt. Tedy: uvazujeme-li jen ¢islené charakteristiky,
nerozliSujeme elementarni jevy se stejnymi ¢iselnymi charakteristikami, a
tedy v tomto smyslu odhlizime od nepodstatného detailu.

Nyni zavedeme obecny pojem ndhodné veliciny.

Definice 4.1. Nechf A je o-algebra jevii na mnoZiné 2 elementarnich jevd,
B nechf je borelovskd o-algebra na R. Funkce X : Q — R se nazyva
ndhodna veli¢ina, pokud pro kazdou mnoZinu B € B plati X }(B) € A,
kde

X' B)={we ]| X(w) € B}. (16)

Pozniamka4.1. (a) X~ !(B) je vzor mnoZiny B, tj. mnoZina v8ech elementarnich
jevi, pro které je jejich hodnota prvkem mnoziny B.

(b) Podminka kladend v definici na zobrazeni X tedy, volné feceno,
je: Vezméme libovolnou rozumnou podmnoZzinu B mnoziny R (tj. libo-
volnou B € B). Pak mnoZina vysledkli w, jejichz hodnota lezi v B (4.
mnoZzina X !(B), je pozorovatelnym jevem (tj. patii do A). Mnozina B
se obvykle nezmitiuje, ¢asto jen fekneme, Ze je ddna o-algebra A na 2 a
ndhodna veli¢ina X, popf. Ze je dan pravdépodobnostni prostor (€2, A, P)

a ndhodna veli¢ina X.

(c) V teorii miry, kde se (©2, A) a (R, B) nazyvaji méfitelné prostory, se
funkce spliujici podminku kladenou na ndhodnou veli¢inu nazyva meéfitelnd
funkce.
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(d) Podminku (16) 1ze ekvivalentné vyjadfit takto: pro kazdé » € R
plati, Ze mnoZina B~!(—o0, z), {j. mnoZina {w € Q | X (w) € (—o0, z)}, patii
do A. Tedy vzory intervalt (—oo, ) patfi do .A. Ekvivalentni je pozadovat
to samé pro vzory intervalti (—oo, z], to samé pro intervaly (z, 00) nebo
[z, 00). Tyto a dalsi poznatky lze najit v teorii miry.

(e) Budeme rozliSovat dva specidlni typy ndhodnych veli¢in, tzv. diskrétni
a spojité ndhodné velic¢iny. Ty budeme v dal$im pojednavat samostatné.
To méa vyhody (samotny pojem diskrétni ndhodné velic¢iny a jeho studium
je jednodussi neZ v obecném piipadé) i nevyhody (musime postupovat
dvakrat, jednou pro diskrétni a jednou pro spojity ptipad). Obecny pojem
uvadime, aby ¢tenar vidél, Ze to tak lze.

Definice 4.2. Necht (2, A, P) je pradépodobnostni prostora X : Q@ — R
ndhodna veli¢ina. Funkce /' : R — [0, 1] definovana

F(z)=P{we Q| X(w) < z}) (17)

se nazyva distribucni funkce ndhodné veli¢iny X. Nékdy se bere F(z) =
Pw e Q| X(w) < z}).

4.2 Diskrétni ndhodné velic¢iny
4.2.1 Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veliciny

Definice 4.3. Nahodna veli¢ina se nazyva diskrétni, pokud nabyvé jen kone¢né
nebo spocetné mnoha hodnot.

Neékdy se také fikd, Ze X ma rozdéleni diskrétniho typu.

Tedy nahodné veli¢ina X je diskrétni, pokud je mnozina X (2) = {X(w) |
w € Q} kone¢nd nebo spocetna. Vsechny hodnoty veli¢iny X tedy tvofi
kone¢nou nebo spocetnou posloupnost x4, z, . . . Pokud pouZijeme x4, o, . . .,
budeme tim myslet pravé tuto posloupnost.

Vsimnéme si, Ze systém mnozin A, = {w € Q | X(w) = 2}, kde
x € X(Q), . v oznacuje libovolnou hodnotu, které X mtize nabyvat, tvoii
uplny systém jevi. MtiZeme uvazovat piislusné pravdépodobnosti P(A,),
tj. pravdépodobnosti, Ze veli¢ina X nabyva hodnoty z. Ty se také znaci
px (z) nebo P(X = ).

Definice 4.4. Funkce pfifazujici hodnotdm = € R pravdépodobnosti P(A;)
se znadi px a nazyva se pravépodobnostni funkce nihodné veliciny X (angl.
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probability mass function (pmf), discrete density function). Pro z € R tedy
je

px(x) =P(X =2)=PH{w e Q| X(w) =x}).
Poznimka 4.2. (a) V tom pfipadé je distribu¢ni funkce F' veli¢iny X skoko-

vitd a skok v bodé z; ma velikost px (z;). VIZ PREDNASKA.
(b) Zakladni vlastnosti py (snadno se vidi):

— prokazdéz € Rje 0 < px(z) <1;

- mnozina {z € R | px(x) # 0} je z definice diskrétni nahodné veli¢iny
kone¢na nebo spocetnd, jeji prvky tedy lze uspotfadat do posloup-
nosti x1, s, . . ., pro kterou pak plati

2ipx(w) = 1.

Pozndmka 4.3. Ve vy$e pouzitém znaceni P(X = z) lze vyraz ,X = 2
chépat jako oznaceni jevu {w € Q | X (w) = z}. Tento zptisob oznacovani
jeva se Casto pouzivd. Napiiklad P(X < z) oznacuje pravdépodobnost
jevu{w € Q| X(w) < z}, P(0 < X < z) pravdépodobnost jevu {w €
Q0< X(w) <a},projev A € Aje P(X € A) pravdépodobnost jevu
{we Q| X(w) € A} a podobné.

/

Ptiklad 4.1. UvaZujme ndhodny pokus, jehoZ realizace spoc¢iva v tom, Ze
tfikrat provedeme experiment. Jedntotlivd provedeni experimentu jsou
nezdvisld, experiment mtiZze skoncit tispéchem s pravdépodobnosti p a
netspéchem s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p. Pfedpoklddejme pro jedno-
duchost, ze p = 0.5. V prikladu ?? uvidime obecnéjsi situaci. Je pfirozené
vzit Q = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)}, A = 2% a P urenou vzta-
hem P({w}) = Yo = 1/s.

Uvazujme zobrazeni X : Q@ — R definované X ({(a,b,c)) = a+b+ ¢
(pocet tspéchti v sérii tii pokusti). Pak X je ndhodnd veli¢ina. Je napf.
X((0,0,0)) =0, X((0,1,0)) = 1, X((1,0,1)) = 2 atd. Mozné hodnoty X
jsou 0, 1, 2 a 3. Pravdépodobnostni funkce je ddna ndsledovné:

px(0) = ¢* = 0.125,px(1) =3 - p- ¢* = 0.375,
px(2) =3-p*-q¢=0.375px(3) = p* = 0.125.
Napfiklad jsou 3 elementarni jevy, které maji 1 vyskyt tspéchu, kazdy z

nich ma pravdépodobnost p - ¢* = 0.125, celkem tedy px(1) = 0.125 +
0.125 4 0.125 = 0.375. O
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Ptiklad 4.2. UvaZujme ndhodny pokus a mnoZzinu (2 z pfikladu 3.21. De-
finujme X : Q — R takto: X ((c, a, b)) je pocet padnuti panny pfi (c, a, b), tj.
napt. X((p, P, P)) = 2, X((n, P,0)) = 1 apod. X je ndhodna veli¢ina a je
X (©2) ={0,1,2}, tj. mozné hodnoty X jsou 0, 1 a 2. Popisté px. O

Definice 4.5. Funkce pfifazujici hodnotdim = € R hodnoty P(X < z) se
znadi Fx, popf. jen F', a nazyva se distribucni funkce ndhodné veli¢iny X
(angl. distribution function, cumulative distribution function (cdf)). Pro
r € Rje tedy

Fx(z)=P(X <z)=PHwe Q| X(w) <z}).

Poznimka 4.4. (a) Protoze (—oo, a] U (a,b] = (—o0,b],je P(X € (—o0,b]) =
P(X € (—o00,a]U (a,b]) = P(X € (—o0,a]) + P(X € (a,b]), a tedy
P(X € (a,b]) = P(X € (—00,b]) — P(X € (—00,a]) = Fx(b) — Fx(a).
(b) Zékladni vlastnosti F'x (snadno se vidi):
— prokazdéz € Rje0 < Fx(z) <1,
- z < y implikuje Fx(z) < Fx(y), {j. Fx je neklesajici;

- lim, ,o Fx(z) = 1lalim, , o Fx(z) = 0. Pokud X nabyvé jen kone¢né
mnoha hodnot, pak existuji zy a z; tak, Ze Fx(z) = 0 pro vSechna
r < zpa Fx(x) =1provsechna z > z.

— Fx je zprava spojitd a md nejvyse spocetné mnoho bodt nespojitosti.

- Jsou-liz; < w3 < --- v8echny hodnoty velic¢iny X, pak Fx ma v kazdém
bodé z; skok velikosti px (x;) a je konstantni na intervalu [z;, ;1) pro
kazdé i.

Lze ukdzat, Ze Fx je distribu¢ni funkci néjaké diskrétni ndhodné veliciny,
pravé kdyZz md vyse uvedené vlastnosti.

Poznidmka 4.5. Je-li dan pravdépodobnostni prostor (€2, A, P) a ndhodna
veli¢ina X : Q@ — R, mliZeme uvazovat dva druhy pravdépodobnosti. Za

prvé, pravdépodobnosti jevii A € A v pivodnim prostoru. Ty jsou dany
funkci P pravdépodobnostniho prostoru (€2, A, P). Za druhé, pravdépodobnosti
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jevl popsanych napiiklad slovy ,hodnota X je 60” nebo ,hodnota X je v

intervalu [60, 80]“, tedy pravdépodobnosti ur¢itych hodnot nahodné veli¢iny.

Ty jsou dany distribué¢ni funkci Fx a v pfipadé diskrétni ndhodné velic¢iny

také pravdépodobnostni funkci px. Uvédomme si ale, Ze ur¢ovani pravdépodobnosti
hodnot nebo mnoZin hodnot ndhodné veli¢iny pomoci F'x nebo px vzdy

vede na ur¢ovani pravdépodobnosti jevii pomoci P, tedy na uréovani pravdépodobnosti
v pavodnim pravdépodobnostnim prostoru, protoZze Fx a px jsou defi-

novany pomoci P. Zopakujme zakladni princip (kvili nému je v definici

nahodné veli¢iny ona podminka): chce ur¢it pravdépodobnost Px (B) bo-

relovské mnoziny B hodnot veli¢iny X (borelovské proto, Ze borelovské

mnoziny povaZujeme za rozumné); uréime mnoZinu X ~!(B) téch elementarnich
jevl w, jimz X pfifazuje hodnotu, ktera patii do B, tj. X }(B) = {w €

1| X(w) € B}; v puvodnim prostoru (€2, A, P) ur¢ime pravdépodobnost
P(X~(B)) této mnoziny (to lze, nebof z definice ndhodné veliciny je X ~(B) €

A); prohlasime, ze P(X~!(B)) je hledana pravdépodobnost, tj. Px(B) =
P(XY(B)).

4.2.2 Charakteristiky diskrétnich ndhodnych veli¢in

Pravdépodobnostni aspekty nahodné veli¢iny X popisuje jeji distribuéni
funkce F'(z); v pfipadé diskrétnich veli¢in pak také pravdépodobnostni
funkce px (v ptipadé spojité funkce pak hustota pravdépodobnosti f(z)).
V mnoha situacich nepotfebujeme o ndhodné veli¢iné znét tuto tplnou in-
formaci, staci jeji popis pomoci jistych vystiznych hodnot, kterym fikdme
charakteristiky nahodnych velicin. Ty zékladni ted uvedeme.

Budeme predpokladat, Ze X je diskrétni ndhodnd veli¢ina, kterd nabyva
hodnot z1, zo, . ..

Stfedni hodnota

Stredni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny X se zna¢i E(X) aje definovana
vzorcem
E(X)=) x-P(X =u,). (18)

Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny vyjadfuje, s pfihlédnutim k rozdéleni
pravdépodobnosti, o¢ekdvanou hodnotu vysledku ndhodného pokusu. Je
to vaZeny soucet hodnot ndhodné veli¢iny, vdhami jsou pravdépodobnosti
téchto hodnot. Sttedni hodnota E(X) nemusi byt rovna zadné z hodnot,
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které X nabyva (stejné jako primér nékolika ¢isel nemusi byt roven ani
jednomu z nich).

Pfiklad 4.3. Uvazujme Q2 = {wy, ..., ws} arovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti,
tj. P({w;}) = Y/apro kazdé i. Nédhodna veli¢ina nechf je ddna takto: X (w;) =

1, X(w2) = 10, X(w3) = 1, X(wy) = 12. Ndhodna veli¢ina ma tfi mozné
hodnoty, z; = 1,20 = 10ax3 = 12. Je px(1) = P(X = 1) = P({w1,ws}) =

/2, px(10) = P(X = 10) = P({wq}) = Yaapx(12) = P(X = 12) =

P({ws}) = 1. Tedy

BE(X) = 2-P(X=21) + 22 P(X =13) + 23 P(X =13) =
= 1-P(X=1)+10-P(X =10)+12- P(X =12) =
= 112410 Ya+12-1/1=6.
¢

Pfiklad 4.4. Uvazujme ndhodnou veli¢inu X z pfikladu 4.2. Urcete E(X).
O

Pfiklad 4.5. Nechf Q = {wy, ..., ws} je mnoZina péti zak skolniho krouzku,
nechf P({w;}) = /5 pro kazdy w; € Q. Uvazujme néasledujici ndhodnou
veli¢inu, kterd Zaktim pfifazuje jejich hmotnosti v kg: X (w1) = 20, X (w1) =
25, X (wi) = 22, X (w;) = 20, X (wy) = 18. Pak E(X) = 21 (ovéfte).

Zadéni lze upravit tak, Ze (2 je mnoZina vSech z4ku 1. tfid vSech zdkladnich
$kol v Olomouci, mnozina viech obyvatel Ceské republiky a podobné.
Stfedni hodnota pak vyjadfuje o¢ekdvanou hmotnost ndhodné vybraného
7aka 1. tfidy v Olomouci, ndhodné vybraného obyvatele Ceské republiky
a podobné.

Vsimnéte si, Ze je-li pravdépodobnost vsech elementarnich jevii w stejnd,
pak je-li X prostd (tj. w # ' implikuje X (w) # X(w')), je E(X) rovna
prameéru vsech hodnot, kterych X nabyva. O

Snadno lze dokazat, Ze jsou-li X a Y ndhodné veli¢iny (na stejném

pravdépodobnostnim prostoru) a ¢ € R, paki funkce X +Y a c- X jsou
ndhodné veli¢iny; tyto funkce jsou pfitom definovany nasledovné: [X +
Y(w) =X(w)+Y(w). [c: X](w) =c- X (w).
Véta 4.1 (linearita stfedni hodnoty). Pro ndhodné veli¢iny X a 'Y a konstanty
a,b,c € Rplati: E(X +Y) = E(X)+ E(Y); E(cX) = cE(X), tedy E(aX +
bY) = aE(X) + bE(Y); dile pak E(X + ¢) = E(X) + ¢ tedy E(aX +b) =
aE(X) +b.

Diikaz. Snadno p¥imo z definice. O
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Momenty

S hodnotami ndhodnych veli¢in je ¢asto uZite¢né provadét Gpravy. Je-li
Uprava realizovana funkci » : R — R, mame pak ¢asto co do ¢inéni
s funkci X o h : Q@ — R, ozna¢ovanou také h(X), tj. funkci pfitazujici
kazdému w € © hodnotu h(X (w)).

Uvedeme dvé dtlezitd pomocna tvrzeni.

Lemma 4.1. Je-li X : Q — R (diskrétni nebo spojitd) nihodnd veliina a h :
R — R spojitd funkce (obecnéji: borelovsky méfitelnd funkce®), pak funkce h(X)
je ndhodnd veli¢ina, kterd je diskrétni, pokud X je diskrétni, a spojitd, pokud X je
spojita.

Diikaz. Viz pfednasky. O

Lemma 4.2. Je-li X : Q) — R diskrétni ndhodnd velicina a h : R — R spojitd
funkce (obecnéji: borelovsky méfitelnd funkce), pak pro nihodnou velicinu Y =

h(X) plati
- Z h(z;) - P(X = ;). (19)

Diikaz. Oznacme vy, ...,y;,... posloupnost hodnot ndhodné veli¢iny Y.
Je zfejmé, Ze plati {w € Q | Y(w) = y;} = U, pan)zy, {w € Q| X(w) = 23}
a Ze uvedené mnoziny {w € | X(w) = z;} jsou po dvou disjunktni. Je
tedy P({w € Q@ [ Y(w) = ¢;}) = PUipay=y,iw € Q| X(w) = 2:}) =
D i h(zn)=y; PHw € Q[ X(w) = 2;}). Plati tedy

BOY) = 2w PO =) = 2 Pllw €21 V() =) =
:Z% U {wGQIXU n}) =

i,h(zi)=y

= 3 Y @) PUwe Q] X(w) =1;}) =

J o ih(x)=y;

- thz- {we Q| X(w thz (w) = 25).

°Tj. pro kazdé a € R je mnoZina {z € R | h(z) < a} borelovska.
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Dilezité charakteristiky ndahodnych veli¢in jsou obecny a centralni mo-
ment. Nechf r = 1,2, ... Pak r. obecny moment 1i/.(X) ndhodné veli¢iny X
je stfedni hodnota ndhodné velic¢iny h(X) = X", tedy

pr(X) = E(X").

r. centrdlni moment yi,(X ) ndhodné veli¢iny X je stfedni hodnota nahodné
veli¢iny h(X) = (X — E(X))", tedy
pr(X) = E((X = E(X))").
Uvédomme si, Ze ve vySe uvedeném vzorci je E(X) ¢islo. Oznacime-li ho
i, pak je ji,(X) = E(h(X)), kde h(X) = (X — )",
Snadno se ovéfi, Ze plati:

Ho (X) = 17

M1 (X) = Oa

pa(X) = py(X) — B(X)™
Obecné pak plati POZDEJI PRO ZAJIMAVOST DOPLNIT

Rozptyl (také variance) var X ndhodné veli¢iny X je druhy centrdlni mo-
ment X, .

var X = 1a(X) = B((X — B(X))?) = p/,(X) - E(X)™

Smeérodatnd odchylka o ndhodné veli¢iny X je druha odmocnina rozptylu,

f.
o= +VvarX.
Plati
var(aX + b) = a*var(X),
nebof

var(aX +b) = E([aX +b—E(aX +b)]*) = E([aX +b—aE(X) —b*) =
E([aX — aBE(X)") = E(a’[X — E(X)]") =
= @*E([X — E(X)]?) = a*var(X).

Rozptyl veli¢iny aX + b tedy nezdvisi na konstanté b; tedy je var(b) = 0.

Zhruba feceno, stftedni hodnota X je hodnota, kolem které veli¢ina X
kolisa; rozptyl vyjadfuje velikost tohoto kolisani. Ukazuje to nésledujici
priklad.

52



Priklad 4.6. (a) Uvazujme Q2 = {wy,...,ws}, P({w;}) = /4, a ndhodnou
veli¢inu danou X (wy) = 0, X(w2) = 2, X (w3) = 4, X(w4) = 6. Je zfejmé, Ze
px(0) = Y/1, px(2) = Y4, px(4) = /1, px (6) = !/1, a tedy

EX)=0-Ya+2-1a4+4-Y1+4+6-1/2=3.

Oznac¢ime-li z; =0, ..., x4 = 6, pak

var X = r;—3)% 11 =

”M“;

:[( 3+ (2-3)2+ (4 -3+ (6-23) V1=
= [94+1+149]-Ya=5.

(b) Uvazujme veli¢inu Y danou Y(wy) = 1, Y(wz) = 2, Y(w3) = 4,
(wa) = 5. Pak py(1) = /4, py(2) = /4 py(d) = /4 py(5) = /s Pak

Y

E(Y)=3.0znatime-liy; = 1,92 = 2,y3 =4,y, = 5, pak varY = ZZ (yi—
3)2-1a=[(1-3)2+(2-3)2+(4—3)2+(5—3)%- o= [4+1+1+4] - //a = 25.
O

Kvantily

Pro q € (0, 1) je 100¢%-kvantil, nékdy g-kvantil, ndhodné veli¢iny X je hod-
nota z,, pro kterou je

Fx(z,) <ga lim Fx(z)>q.

+
T—Tq

Jak uvidime déle, kvantily nejsou uréeny jednoznacné (¢g-kvantilem muze
byt interval hodnot).
Specialni ndzvy maji tyto kvantily:

medidin ...xq5 ...0.5-kvantil,

dolni kvartil ... xy95 ...0.25-kvantil,
horni kvartil ...xq 75 ...0.75-kvantil,
k.decil ... x50 ... k/10-kvantil,

k. percentil ...xy 100 - .. k/100-kvantil.
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Modus ndhodné veli¢iny je hodnota z takovéd, Ze pro kazdé =z € Rje
P(X =4) > P(X = 2).
Je to tedy, zhruba feceno, nejcastéjsi hodnota ndhodné veliciny.

Ptiklad 4.7. (a) UvaZzujme piiklad 4.6. Urc¢ete mediédn, dolni a horni kvar-
tily, modus ndhodné veliciny X.

(b) Uvazujme Q = {wy,...,ws}, P{w;}) = /4, a ndhodnou veli¢inu
danou X(wl) = 2, X(Wz) = 2, X(OJ5> = 4, X(CL)4) = 6. Pak px(2) = 1/2,
px(4) = /4, px(6) = /1. Medidnem je kazda hodnota z intervalu [2,4).
Dolni kvartil neexistuje. Horni kvartil je kazda hodnota z [4,6). Modus je
jediny, je jim hodnota 2.

(c) Hod kostkou, medién, dolni a horni kvartily, modus p¥islusné ndhodné
veli¢iny. O

Charakteristiky polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti

Charakteristika je funkce, kterd néhodnym veli¢indm piifazuje ¢isla. Cislo
X (X)) pfifazené charakteristikou x veli¢iné X tuto charakteristiku v jistém
smyslu charakterizuje. Charakteristiky jsou napfiklad momenty, které jsme
zavedli vySe. Urcité charakteristiky, resp. jejich skupiny, jsou navrZeny pro
popis podobnych typt vlastnosti. Takové charakteristiky maji spole¢né
vlastnosti. Dvé z nich ted uvedeme.

Charakteristika x se nazyva charakteristikou polohy, pokud pro kazdou
ndhodnou veli¢inu X a konstantu c plati

X(X +¢) = x(X) +c.

Charakteristikou polohy je tedy naptiklad stfedni hodnota, nebof F(X +
c)=E(X)+c
Za charakteristiky lze povaZovat i kvantily, pokud jsou ddny jedno-
znacné (tak to je v jistém piipadeé spojitych ndhodnych velic¢in, viz déle).
Charakteristika x se nazyva charakteristikou variability, pokud pro kazdou
ndhodnou veli¢inu X a konstantu c plati

x(aX +b) = a’*y(X) nebo x(aX +b) = |alx(X).

Charakteristikou polohy je tedy napiiklad rozptyl, nebot var(aX + b) =
a?var(X), nebo smérodatna odchylka, nebof \/var(aX + b) = |a|y/var(X).
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V prikladu 4.7 vidime, Ze pravdépodobnostni funkce (a distribu¢ni
funkce) je v pfipadé (b) vychylena vlevo (neboli protdhla vpravo), zatimco
v pfipadé (a) je symetrickd. Vlastnost, na kterou jsme pravé narazili, popi-
suji charakteristiky sikmosti, které maji spliiovat nasledujici vlastnosti (nechdvame
je zatim intuitivné chdpané): pro veli¢inu X se symetrickym rozdélenim
pravdépodobnosti je x(X) = 0; pokud je rozdéleni protahlé vpravo (jako
v pfikladu 4.7 (b)), je x(X) > 0; pokud je rozdéleni protahlé vlevo, je
X(X) < 0; proa # 0je x(X + b) = ax(X).

Casto pouzivanou charakteristikou dikmosti je koeficient ikmosti defi-
novany vzrocem

p3(X)
as(X) = var(X)7°

Kromé Sikmosti se charakterizuje také Spicatost (plochost) rozdéleni
ndhodné velic¢iny. K tomu se ¢asto pouZiva koeficient Spicatosti definovany
vzorcem

pa(X)

as(X) = var(X)?

Poznamenejme, Ze diskrétni ndhodné veli¢ina X je symetrickd podle bodu
1 (ma rozdeélent symetrické podle bodu 11), jestlize pro kazdy = € R plati

- 3.

px(z) = px(2p — ),
. P(X =2) = P(X =2 —x).

4.2.3 Vybrané diskrétni ndhodné velic¢iny
Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni maji diskrétni ndhodné veli¢iny, které prirozené vzni-
kaji pfi opakovaném, nezavislém provadéni pokusu se dvéma moznymi
vysledky.

Historickd pozndmka 4.1. Jacob Bernoulli (1655-1705)

Bernoulliho pokus (angl. Bernoulli trial): Pokus dvéma vysledky, taspéch
s pravdépodobnosti p, netspéch s pravdépodobnosti ¢ (tedy p+¢ =1, a
tedy ¢ = 1 — p, parametr je jeden).

Dalsi interpretace tspéchu a netispéchu: zasah a minuti, bezchybny a
vadny, provede se vétev za if a provede se vétev za else, pozadavek miize
byt vyfizen hned a poZadavek je pfesunut do fronty, apod.
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Bernoulliho schéma (posloupnost Bernoulliho pokusti): Posloupnost n
nezdvislych opakovani Bernoulliho pokusti.

Jaka je pravdépodobnost, Ze nastane pravé k tspéchi?

Zvolme 2 = {0,1}" (n-tice z 0 a 1), dspéch 1, netispéch 0, tedy ele-
mentarni jevy jsou n-tice 0 a 1. Jde o pravdépodobnost P(By) jevu By, kde
By, je mnoZina vSech n-tic obsahujicich pravé k jednicek. Kazda takovéa n-
tice ma vzhledem k nezévislosti pravdépodobnost p* - ¢"~*. B; obsahuje
(1) takovych n-tic (=potet vybérii k pozic z n pozic, tj. pocet kombinaci k
zn). Je tedy

P(By) = (Z) P,

Vsimnéme si, Ze systém mnozin B, tvofi rozklad mnoZiny ), tj. tvofi
tzv. Gplny systém jevii dle (viz kapitola 3.5).

Jak rozumét zminéné nezavislosti? Pfesné takto: Elementdrni jev w =
(1,...,1,0,...,0) (k jedni¢ek ndsledovanych n — k nulami) lze vyjadfit
takto. Necht A; reprezentuje ,tspéch pii pokusu i“, tj. je to mnoZina n-
tic, které maji na pozici i (a mozné i na dal$ich pozicich) hodnotu 1. Pak

{Wy=AN---NANAN---NA,.

Nezévislost (v zadani zminénd neformdlné) pfesné znamend, zZejevy Ay, ..., A,
jsou vzdjemneé nezavislé dle definice 3.5. Tedy ijevy Ay, ..., A, Apt1,..., A,

jsou vzajemné nezavislé dle poznamky 3.9 (b). Protoze P(A;) = pa P(4;)
¢, plati Tedy plati

P({w}) = P(AN-NANAN-NA,)=
= P(A)---P(Ay) - P(Aj1)---P(A,) =p" - ¢" "

Pozorujeme-li pocet tspesnych pokusti, pak vlastné pozorujeme na
mnoziné 2 = {0, 1}" z p¥ikladu ?? ndhodnou veli¢inu X definovanou

X(w) =ws + -+ Wy,
tj. X(w) je pocet jednicek ve vektoru w. Pro pravdépodobnostni funkci px
této nahodné veliciny plati px (k) = (})p"¢"*, nebot px(k) = P(X =

k) = P(By). Takovym ndhodnym veli¢indm se ¥ikd veli¢iny s binomickym
rozdélenim.
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Y N7

Obecné fikdme, Ze pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X je
binomickd (s parametry n a p), pokud pro ¢ = 1 — p plati

B oy Ot prok=0,1,2,...,n
px(k) = P(X = k) = { 0 jinak.

V tom piipadé také fikdme, Ze ndhodnd veli¢ina X ma binomické rozdéleni (s
parametry n a p). Pro px se v tomto p¥ipadé Casto pouziva B(n,p) a piSeme

px (k) = B(k;n,p).

Pfikladem je tedy vySe uvedené ndhodna veli¢ina ma mnoziné 2 = {0, 1}"
vysledkti opakovanych Bernoulliho pokusti. (Podobné budeme hovofit o
dal$ich specidlnich typech ndhodnych velicin, tj. budeme fikat, Ze maji jisté
rozdéleni a budeme tim rozumét, Ze jejich pravdépodobnostni funkce ma
jisty tvar.)

Z binomické véty snadno plyne, Ze

S mnt =3 (()ra-prt =+ a-pr -1

1=0

kteryZzto vztah plyne z toho, Ze mnoZiny By, (viz vySe) tvoii tiplny systém
jevl. Uvedeny vztah k binomické vété je dtivodem pro nazev tohoto rozdéleni.
Pfislusnd distribu¢ni funkce je dana takto:

0 prox <0
Fx(z) = ,E‘T:JO (D)p*q"* pro0 <z <n
1 prox > n.

kde |z] je dolni cela ¢ast Cisla .
Lze dokéazat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient Spicatosti plati:

E(X) = n-p,
var(X) = np(l—p),
B 1—2p
3(X) = N
1 —=06p(1—p)
(X) np(l —p)
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Poznamenejme, Ze specidlnim p¥ipadem pron = 1je rozdéleni nazyvané
alternationi (n&kdy Bernoulliho). Uved'te vzorec pro distribu¢ni funkci F
ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim a nakreslete graf F'.

Typickou situaci, ve které se vyskytuje Bernoulliho rozdéleni, je pravé
série nezavisle provedenych Bernoulliho pokusti. Jiné interpretace: Z mnoziny
objektt, které jsou dvou druhtl (bezvadné, kterych je 100p%, a vadné,
kterych je 100(1 — p)%), tahdme n vyrobkt, po vytaZeni vyrobek vzdy
vratime do mnoZiny; ¢islo k je pak pocet bezvadnych vyrobk, které byly
vytaZeny. Dalsi ukazuje nasledujici ptiklad.

Ptiklad 4.8. Po komunika¢nim kanélu posilame n znakd, pravdépodobnost,

Ze znak je pfenesen bez chyby je p. Pravdépodobnost, Ze je preneseno
pravé k spravnych znaku je tedy B(k;n,p) = (})p*(1—p)"~*. Pravdépodobnost,
ze dojde pravé ke k chybam je pak px(n — k) = (", )p"*(1 — p)*. O

n—Fk

Pozndmka 4.6. Uvedeny model takovych redlnych situaci se nazyva bino-
micky model. Je to model, pfijimdme urcité pfedpoklady, které nemusi byt
zcela splnény, zejména predpoklady o parametrech n a p.

Maéame-li danou redlnou situaci, miizeme piijmout predpoklady, vy-
tvofit jeji model a studovat ji pravé prostfednictvim jejtho modelu. To je
jedna z hlavnich véci, kterou ndm teorie pravdépodobnosti a statistiky
nabizi.

Ptiklad 4.9. Ve vyrobé provadi kvalitu kontroly tak, Ze vyberou sadu 35
vyrobk a zjisti, kolik z nich je vadnych. Takovych vybért sady 35 vyrobku
probéhlo 800. Vysedky jsou shrnuty v tabulce 1. Nabizi se otazka, zda se
pocty vadnych vyrobkt fidi néjakou zakonitosti. Pocet vadnych vyrobkl
v sadé 35 vyrobki Ize nahliZet jako ndhodnou veli¢inu X. Jako prostor ele-
mentarnich jevi Ize v tomto p¥ipadé uvazovat Q = {0, 1}%: vysledkem, tj.
elementdrnim jevem, je vybrand sada; sady jsou reprezentovany vektory
w € §); soufadnice i vektoru w urcuje, zda i. vybrany vyrobek v sadé je bez-
vadny (w; = 0), nebo vadny (w; = 1). Veli¢ina X pfifazuje pocet vadnych
vyrobkd, tj. X (w) = wy + - - - + wss. Vznika otdzka, zda redlnou situaci, kte-
rou pozorujeme, Ize vysvétlit pomoci jejtho vhodného pravdépodobnostniho
modelu. Zd4 se rozumné pfedpoklddat, Ze tato redlnd situace je v souladu
s binomickym modelem, tedy Ze vyrobky jsou s jistou pravdépodobnosti
p vadné a Ze tato pravdépodobnost pak urcuje pocty chyb ve vybranych
sadach. Pokud to tak je, mély by pozorované pravdépodobnosti mx (k)
dané poméry s/800 byt p¥iblizné rovny hodnotdm pravdépodobnosti px (k)
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k S %0
0 11 0.01375
1 95 0.11875
2 139 0.17375
3 213 0.26625
4 143 0.17875
5 113 0.14125
6 49 0.06125
7 27 0.03375
8 6 0.00750
9 4 0.00500
10 0 0.00000
> 800 1.0

Tabulka 1: Vyhodnoceni 800 vybérti sad vyrokt z ptikladu 4.9. k je pocet
vadnych vyrobki v sadé, sje pocet sad s danym poctem vadnych vyrobki.

podle binomického rozdéleni B(n,p), kde n = 35, tj. mx(k) by se mélo
pfiblizné rovnat B(k; 35, p) pro vhodnou hodnotu parametru p. Podivejme
se, jak to dopadne pro p = 0.1. Vysledky ukazuje tabulka 2. Vidime pozo-
ruhodnou shodu, kterd nés inuitivné opravnuje k zavéru, Ze model zalozeny
na binomické rozdéleni dobfe popisuje pozorovanou situaci. Jak parametr
p urcit a jak se vilbec postavit k tvrzeni, zda pro dany parametr binomické
rozdéleni dobfe popisuje pozorovanou situaci, popf. do jaké miry ji dobie
popisuje, je otdzka, kterou se zabyva statistika (takovymi otdzkami se bu-
deme zabyvat pozdéji). O

Zajimavost 4.1 (Simpsontv paradox). V kontextu porovndvani kvality je
relevantni tzv. Simpsontv paradox® Predpokladejme, Ze dostaneme dvé
dodavky vyrobkt od vyrobce A a dvé od vyrobce B. Od vyrobce A je v
prvni dodévce 100 vyrobkti, z nich 25 vadnych, ve druhé pak 30 vyrobkd,
z nich 5 vadnych. Od vyrobce B je v prvni dodavce 50 vyrobk, z nich 14
vadnych, ve druhé pak 150 vyrobkt, z nich 30 vadnych. Ktery vyrobce je
spolehlivéjsi?

Posuzujeme-li podle prvni dodavky, je spolehlivéjsi vyrobce A, nebof
podil vadnych vyrobki je 25/100 = 0.25, zatimco u vyrobce B je to 14/50 =

6Edward H. Simpson, ,The interpretation of interaction in contingency tables,” J.
Royal Statistical Society, Ser. B 13 (1951): 238-241.
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0 0.01375 0.0250
1 0.11875 0.0974
2 0.17375 0.1839
3 0.26625 0.2248
4 017875 0.1998
5 0.14125 0.1376
6 0.06125 0.0765
7 0.03375 0.0352
8 0.00750 0.0137
9 0.00500 0.0046
10  0.00000 0.0013

Tabulka 2: Porovnani pozorovanych pravdépodobnosti 7y (k), Ze pocet
vadnych vyrobki v sadé je k, a teoretickych hodnot px (k) = B(k;35,0.1).

N

A, nebot podil vadnych vyrobkt je 5/30 = 0.167, zatimco u vyrobce B
je to 30/150 = 0.2. Posuzujeme-li vSak podle vyrobka z obou dodavek,
30)/(50+ 150) ~ 0.22, zatimco u vyrobce A je to (25+5)/(100+ 30) ~ 0.23.

Kde je chyba, kdyZ intuitivné uvaZzujeme, Ze je-li A lepsi z pohledu
kazdé z obou dodévek, je lepsi i z celkového pohledu? Vyrobce B totiz
dosahl dobré spolehlivosti na velkém souboru druhé dodavky. Ve druhé
dodévce dosahl A sice jesté lepsi spolehlivosti, ale tato doddvka byla mala,
v jistém smyslu je to vyjimka, o A vice vypovidd spolehlivost z prvni
dodavky. Pro B je naopak prvni doddvka mala a vice vypovidajici je doddvka
druha.

MiiZze uvedeny jev nastat i pokud celkovy pocet vyrobkt od A je stejny
jako celkovy pocet od B?

Je-li n velké, neni schtizdné hodnoty B(k; n, p) pocitat pfimo dle vzorce.
Lze je pocitat dle tzv. Laplaceovy aproximace, podle které je

1 —(k—np)?
B(k;n,p) = e

To je netrividlni aproximace, my ztistaneme na této intuitivni drovni (vice
prednasky nebo literatura). Jiny zptisob aproximace (Poissonovym rozdélenim)
ukazeme déle.
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Priklad 4.10. Nakreslete graf funkce B(-; n, p) pro rtizné hodnoty n a p. Co
lze ¥ici o Sikmosti binomického rozdéleni? O

Geometrické rozdéleni

Predpokladejme, Ze je provddéna posloupnost Bernoulliho pokusti (tispéch
s pravdépodobnosti p, netispéch s pravdépodobnosti 1 —p). Zajima nés, po
kolika pokusech se dostavi prvni tspésny pokus. Za elementérni jevy lze
povazovat vektory 0*'1 = (0,...,0,1), §j. k — 1 nul (mGze byt k — 1 =
0) nasledovanych jednickou. Ndhodnou veli¢inou je veli¢ina definovana
takto: X (0*711) = k.

Snadno se vidi, Ze pro k = 1,2, ... plati

px(k)=P(X=k)=p-(1—p)* ", (20)

nebof P(X = k) = P({w € Q| X(w) = k}) = P{0*'1}) = (1 — p)* ' - p.
Je to totiz pravdépodobnost jevu, ve kterém je nejdiive k£ — 1 netispésnych
pokusti ndsledovanych jednim tspésSnym.

Snadno se ovéri, ze
[o.¢]
> px(k)=1.
k=1

Onahodné veli¢ing, jejiz pravdépodobnostni funkce je ddna (22), fekneme,
Ze ma geometrické rozdéleni s parametrem p; p¥islusna pravdépodobnostni
funkce px se pak nazyva geometrickd. Nazev je odvozen od toho, Ze po-
sloupnosti hodnot px (1), px(2), ... tvofi geometrickou posloupnost prvni
Clenje a; = p, déleje api1 = (1 —p) - ay.

Nekdy se uvazuje px (k) = P(X = k) = p-(1-p)*, . px (k) je pravdépodobnost,
Ze Gspé€sny pokus nastane po k netspésnych; pfislusné rozdéleni se nazyva
XXX.

Pfislusnd distribu¢ni funkce je pro > 0 déna takto (pouZijte vzorec

1—q

pro soucet geometrické posloupnosti, tj. vzorec 1 + ¢+ --- + ¢M =1 = T

aaplikujtehona 1 + (1 —p) + -+ + (1 — p)l=l=1):

=]

o)=Y p(1 - ppt = pim P

kde |z ] je dolni celd ¢ast cisla x.
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Lze dokéazat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient Spicatosti plati:

1
E(X) =

p

1—
var(X) = 2p,

p

9 _
as(X) = L

I—p

P

Oé4(X) = 6+(1—p)

Ptiklad 4.11. Pfedpoklddejme, Ze zdrojovy kéd mé obsahuje cyklus
repeat B until C

a Ze pravdépodobnost splnéni booleovské podminky C' je p. Pak pocet
priichodi timto cyklem je nahodna veli¢ina, ktera ma geometrické rozdéleni
s parametrem p. Rozeberte podrobnéji (co jsou elementédrni jevy? apod.). ¢

Negativni binomické rozdéleni

K geometrickému rozdéleni vedlo pozorovani poc¢tu pokusti po prvni tspésny.
Predpokladejme opét, Ze je provadéna posloupnost Bernoulliho pokusti
(Gspéch s pravdépodobnosti p, netispéch s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p).
Zajima nés, po kolika pokusech se dostavi r. ispésny pokus.

Za elementdarni jevy l1ze povazovat vektory w € |J {0, 1}" obsahujici
pravé r jednicek a koncici jednickou. Pfislusnou nahodnou veli¢inu ozna¢me
X, je definovana takto: X, (w) = |w| (pocet soufadnic). Tato veli¢ina nabyva
hodnot r, r+1, r+2, ... Pro vypocet pravdépodobnosti P(X, = k) uvazujme
jevy A ~ v prvnich n — 1 pokusech nastalo pravé r — 1 tspéchl’” a B ~
M. pokus je Gspésny”. Je ztejmé, ze P(X, = k) = P(A N B). Vzhledem
k nezavislosti jednotlivych pokusti jsou A a B nezavislé, a tedy P(ANB) =
P(A)P(B). Ptitom je

k—1 r—1_k—r k—1 r—1 k—r
P(A) = (T_l)p ¢ = (T_l)p (I-p) a P(B)=p.
Celkem tedy
k—1

) @

px. (k) =P(X,=k) = (
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Ondhodné veli¢iné, jejiz pravdépodobnostni funkce je ddna (21), fekneme,
Ze ma negativni binomické rozdéleni s parametrem p. Lze ukazat, Ze

T

px, (k) = (=1)F" (k ’ T)pr(l )

Odtud pochazi ndzev tohoto rozdéleni (porovnejte se vzorcem pro bino-
mické rozdéleni).
Lze ovéfrit, Ze

> px. (k) =1.

Pozndmka 4.7. Casto se pouZiva nasledujici alternativn{ definice, piislugné
rozdéleni se pak nazyva modifikované negativni binomické rozdéleni. P¥islusna
ndhodnd veli¢ina Y, pak pfifazuje pocet netispésnych pokusii, nez nastane
r. uspéSny. Lze snadno ovéfit, Ze

P(Y, =k) = (k ji; 1)29’"(1 —p)*

Pro r = 1 je to pravé modifikované geometrické rozdéleni.

Poznimbka 4.8. Existuje také rozsifeni vyse uvedeného rozdéleni pro realné
hodnoty r. Pak samoziejmé nelze pouZit vySe uvedenou interpretaci, ve
které r je pocet tspéchti. Vice viz literatura.

Poissonovo rozdéleni

Predpoklddejme, Ze pozorujeme pocet tloh, které pfijdou v ¢asovém in-
tervalu (0, t] ke zpracovani. Predpoklddejme déle, Ze pravdépodobnost, Ze
pro dostate¢né maly ¢asovy tsek, At, je pravdépodobnost, Ze se v tomto
¢asovém tseku objevi noveé pfichozi tiloha, je a- At a Ze pravdépodobnost,
Ze se v tomto tseku objevi dvé nebo vice tloh je nulovéa (nebo je tak mala,
Ze ji za nulovou mtiZeme povazovat). Chceme zjistit pravdépodobnost
toho, Ze se v intervalu (0, t| nebo v jiném intervalu délky ¢ objevi k£ novych
tloh. Rozdélme interval délky ¢ na n intervald délky ¢ /n. Predpokladejme,
Ze to, zda se nové tloha objevi v kazdém takovém intervalu délky t/n je
nezavislé na tom, zda se nova tloha objevi v néjakém jiném takovém inter-
valu. Pro dostatec¢né velké n 1ze na situaci pohliZet jako na posloupnost n
Bernoulliho pokusti s pravdépodobnosti tispéchu (tloha ptijde) p = a-t/n.
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Pravdépodobnost, Ze béhem téchto n intervalt délky ¢/n pfijde k novych
tlohje tedy prok =0,1,2, ...

Bk netf) = () #a = ey

Kvili vyse uvedenym predpokladiim nds zajimda chovani pro velmi malé
intervaly, tj. velkd n. VySetfujme tedy limitu uvedeného vyrazu pro n jdouct
k co. Je

O T I (OIS
_ nn= 1 n- k+1 (C;:!) (1 — et/n) k(1 — at/n)m.

n n n

Pfi n — oo jsou limity jednotlivych ¢lenti nésledujici: Limita kazdého
z prvnich k ¢initelti je 1; limita dal$iho Cinitele je (‘j%,)k (nezévisina n); limita
predposledniho cinitele je 1; pro limitu posledniho ¢initele plati
lim (1 — tfn)” = Tim ([1— ot/n] "/0)700 = Tim ([1 4 h]77) 7 = 7,
—

n—0o0 n—o0

protoZe limy, ,o[1 + h]"" = e je definice ¢isla e. Je tedy

k
lim B(k;n,ot/n) = e‘at@

a provedeme-li substituci A za at, dostaneme, Ze hledana limita je rovna

A
Kl

Tak jsme pfirozené dosli k pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny
s tzv. Poissonovym rozdélenim.

Nédhodna veli¢ina X mad Poissonovo rozdéleni s parametrem A, pokud
pro jeji pravdépodobnostni funkci plati

e

)\k
px(k) = P(X =k) = e (22)
prok =0,1,2,... a px(k) = 0jinak. Jak jsme vidéli, takové rozdéleni ma

ndhodnad veli¢ina udavajici pocet vyskyth néjakych udalosti (napt. ptichozich
tloh) za danou ¢asovou jednotku.
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Approximace binomického rozdéleni Poissonovym: pro velkd n a mala
p (napft. se doporucuje n > 30 ap < 0.1) plati pro A = np, Ze

k
ny i n—k A
1-— ~ —
(k)p (1-p) e
Lze ovéfit, ze

> px(k)=1.

Lze dokéazat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient Spicatosti plati:

EX) = )
var(X) = A,
a3 (X) = l/ﬁv
ag(X) = 1Y
P¥iklad 4.12. DOPLNIT O

Hypergeometrické rozdéleni

Predpokladejme, Ze z N objekt(i, mezi kterymi je d objektt s defektem,
vybereme (bez opakovani, tj. vybrany objekt nevracime zpét) n objektu.
Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi objekty je pravé k objektii
s defektem. Tato pravdépodobnost se zna&i h(k;n,d, N) a snadno se vidyi,
ze pro max{0,d +n — N} < k < min{d,n} plati

(&) - (i)

G
Pokud pro pravdépodobnostni funkci py ndhodné veli¢iny X je px (k) =
h(k;n,d, N), fikdme, Ze X ma hypergeometrické rozdélent.

Lze dokézat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient Spicatosti plati:

h(k;n,d,N) =

d
E(X) = n—
(X) n
d d N—n
var(X) = ny(l= g
P¥iklad 4.13. O
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Rovnomérné (diskrétni) rozdéleni

Néhodna veli¢ina s hodnotami {x, . .., x,, }, takovéd, Ze pravdépodobnostni
funkce px nabyva stejnych hodnot p, tj. px(zx) = pprokazdé k =1,...,n.
Pak je zfejmé
1
bx (l’k) = H
prok =1,...,napx(z) = 0jinak.
Predpoklddejme pro konkrétnost, ze {z1,...,z,} = {1,...,n}. Pro dis-
trubuéni funkci pak plati

lz]
%]
F p— = —
() =Y pxlh) = &
k=1
prol <z <n,Fx(z)=0prox <0a Fx(z) =1proz > n.
Snadno se dokéZe, Ze pro stfedni hodnotu, rozptyl, koeficient Sikmosti
a koeficient Spicatosti plati:

n+1
2
-1
var(X) = n12 :

Konstantni ndhodna veli¢ina a indikatorova ndhodna veli¢ina

Konstantni ndhodna veli¢ina pfifazuje kazdému w € 2 jednu danou hod-
notu, c. Tj. je X (w) = c pro kazdé w € (. Plati pak

1 rozr = c,
pxle) = PX =a) = { o B

_J 0 prox<e,
FX(x)_{l proz > c.

Nechf A C Q je jev. Pak ndhodna veli¢ina 14 definovana

_J 1 prowe A,
IA(w)_{O prow ¢ A

se nazyva indikitor jevu A. Pro jeji pravdépodobnostni funkci ziejmé plati
px(0) =1— P(A)apx(l) = P(A). Jde o uzite¢ny technicky pojem.
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4.3 Spojité ndhodné veli¢iny
4.3.1 Hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce spojité ndhodné
veli¢iny

Néhodna veli¢ina miZe nabyvat i nespocetné mnoha hodnot. Distribu¢ni
funkce pak mtize byt spojita, tj. ne skokovitd jako v piipadé diskrétni
ndhodné veli¢iny.

Definice 4.6. Ndhodna veli¢ina se nazyva spojitd, pokud existuje nezaporna

realna funkce fx tak, Ze pro kazdé = € R je

Fe(e) = [ felodr 23)

V takovém pipadé se fx nazyva hustota pravdépodobnosti (nékdy jen hus-
tota, angl. probability density function, pdf) ndhodné velic¢iny X.

Nekdy se také i1k, e X mid rozdélen spojitého typu. Casto také piseme
jen f misto fx.

Poznimka 4.9. (a) Stejné jako v ptipadé diskrétni veli¢iny lze dokazat, Ze
P(X € (a,b]) = P(X € (—00,b]) — P(X € (—00,qa]) = Fx(b) — Fx(a)

a vzhledem k Fx(b) — Fx(a) = fab f(t)dtje
P(X € (a,]) = P(X € (=00, b)) — P(X € (—00,a]) = / F(#)dt.

(b) Hustota ndhodné veli¢iny nese informaci o distribu¢ni funkci spo-
jité ndhodné veliciny. V pfipadé diskrétni veli¢iny podobnou informaci
nese pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny definovanad vztahem
px(z) = P(X = z). Timto zptisobem vsak o spojité veli¢iné informaci nést
nemtiZzeme. Pravdépodobnost, Ze spojitd ndhodna veli¢ina nabyva hod-
noty z, je totiz pro kazdé z nulova: P(X = z) = 0. Je totiz P(X = z) =
P(X <z)— P(X < z) = Fx(x) = limy,,- Fx(t) = Fx(x) — Fx(z) = 0.
Z toho vyplyva, ze

P(X € (a,b]) = P(X € [a,b)) = P(X € (a,b)) = P(X € [a,b]) = Fx(b)—Fx(a).

(c) Zakladni vlastnosti F'x (snadno se vidi, podobné jako u diskrétnich):
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— prokazdéz € Rje 0 < Fx(z) <1,
- z < y implikuje Fx(z) < Fx(y), tj. Fx je neklesajici;
= lim, o Fx(z) =1lalim, , o Fx(z) =0.

— I je spojitda v kazdém bodé¢; f nemusi byt spojitd. V kazdém bodé,
kde m4 F' derivaci, plati

dF

= =

f(@).

OBRAZEK ILUSTRUJICI FUNKCI F, fa P(a < X <D).

P¥iklad 4.14. UvaZzujme pro h > 0 interval (¢ — h, 1 + h) a funkci

_ f Yon prox e (p—h,pn+h),
f(@) = { 0 jinak.

Pak F(z) = [*_ f(t)dt je dana nasledovné:

0 prox < p —h,
F(x) =< Yo(zr —p+h) proz e (u—h,u+h),
1 prox > p— h.

Ndahodna veli¢ina s takovou hustotou pravdépodobnosti se nazava veli¢inou
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (. — h, it + h). O

4.3.2 Charakteristiky spojitych ndhodnych veli¢in

Nyni se budeme zabyvat charkateristikami spojitych ndhodnych velic¢in.
Jejich vyznam je analogicky charakteristikdm diskrétnich veli¢in.

Budeme predpokladat, Ze X je spojitd ndhodnd veli¢ina, Fx jeji dis-
tribu¢ni funkce a fx jeji hustota pravdépodobnosti.

Stfedni hodnota

Stfedni hodnota spojité ndhodné veli¢iny X se zna¢i F(X) a je definovana
vzorcem

B(X) = / (). (24)

—00
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Ptiklad 4.15. Pro spojitou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim (pfiklad 4.15)
plati

> P () = (= h)?
E(X):/ xfx(m)dx:/#h %dx: P = p.

O

Stfedni hodnota vyjadiuje, s pfihlédnutim k rozdéleni pravdépodobnosti,
ocekdvanou hodnotu vysledku ndhodného pokusu.

Jako v diskrétnim piipadé plati, Ze jsou-li X a Y ndhodné veli¢iny (na
stejném pravdépodobnostnim prostoru) a ¢ € R, pakifunkce X +Y ac- X
jsou ndhodné veli¢iny ([X + YV](w) = X(w) + Y (w). [¢- X](w) = ¢+ X (w)).

Véta 4.2 (linearita stfedni hodnoty). Pro ndhodné veliciny X a 'Y a konstanty
a,b,c € Rplati: E(X +Y) = E(X)+ E(Y), E(cX) = cE(X), tedy E(aX +
bY) = aE(X) + bE(Y); dile pak E(X + ¢) = E(X) + ¢ tedy E(aX +b) =
aB(X)+b.

Diikaz. Viz prednasky. O

Momenty

Pripoménme lemma 4.1 (sloZenim spojité funkce i a ndhodné veli¢iny X
vznikne ndhodna veli¢ina).

Lemma 4.3. Je-li X : Q — R spojitd ndhodnd veli¢ina a h : R — R spojiti
funkce (obecnéji: borelovsky métitelnd funkce), pak pro ndhodnou velicinu Y =
h(X) plati

BY)= [ b)) 25)

Momenty se definuji stejné jako v pfipadé diskrétnich ndhodnych velicin;
maji analogické interpretace. Plati pro né stejné vztahy jako ty, které jsme
uvedli pro diskrétni pipad. Tedy: Necht » = 1,2, ... Pak r. obecnij moment
p.(X) ndhodné veli¢iny X je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny h(X) =
X", tedy

LX) = E(X7).
r. centrdlni moment yi,(X) ndhodné veli¢iny X je stfedni hodnota nahodné
veli¢iny h(X) = (X — E(X))", tedy

pr(X) = E((X = E(X))").

69



Snadno se ovéfi, Ze plati:

po(X) = 1,
MI(X) = 0,
p(X) = pH(X) - BE(X)*.

Rozptyl (také variance) var X ndhodné veli¢iny X je druhy centrdlni mo-
ment X, {j.

var X = 115(X) = E((E — BE(X))?) = 1/,(X) — B(X)".

Smeérodatni odchylka o ndhodné veli¢iny X je druhd odmocnina rozptylu,

t).
o =Vvar X.

Plati
var(aX +b) = a*var(X).

Ptiklad 4.16. UvaZujme spojitou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim (pfiklad 4.15).
Plati

p+h 2 ( —f—h)B—(,u—h)g h2
’X—EXZ—/ Tqe = W _ 2 I
a tedy (viz piiklad 4.15)
h? h?
var X = (X)) — (B(X))* = i + = —p* = =

Kvantily

Zavadi se jako u diskrétnich ndhodnych velic¢in (tj. definice jsou stejné, jen
v nich X je spojitou nddodnou veli¢inou).

Charakteristiky polohy, variability, Sikmosti a Spicatosti

Zavadi se jako u diskrétnich ndhodnych veli¢in (tj. definice jsou stejné, jen
v nich X je spojitou nddodnou veli¢inou).

Modus spojité nahodné veli¢iny je hodnota z, pro kterou f(z) > f(z)
pro kazdé x € R.

70



4.3.3 Vybrané spojité ndhodné velic¢iny
Normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni (nékdy téZz Gaussovo nebo Laplaceovo-Gaussovo) je
jednim z nejdiilezit&jSich rozdéleni spojitych ndhodnych veli¢in. Timto rozdélenim
l1ze modelovat veli¢iny jako je hmotnost nebo vyska lidiifadujinych velic¢in,
které maji spolecné to, Ze jsou v populaci rozmistény symetricky kolem
ocekavané hodnoty p, a to tak, Ze s rostouci vzdélenosti od o¢ekavané
hodnoty klesa pravdépodobnost vyskytu jedincti s danou hodnotou.

Spojitd ndhodna veli¢ina mé normdlni rozdéleni s parametry 1 € R a
o? > 0, jestlize jeji hustota pravdépodobnosti je definovana pro kazdé « €

R néasledovné: . ,
_(z—p)
flz) = e 202 (26)

 oV2r

Rikdme také, Ze jde o rozdéleni N(y,c?). Pfedpokldda se, Ze o > 0;
proc se za parametr povaZuje o2, uvidime za chvili.

Normdlni rozdéleni N (0, 1) se nazyva normované (nékdy také standar-
dizované). Jeho hustota, ¢, je tedy ddna vztahem

1 u?

= BER 27
p(u) VT (27)
Snadno se vidi, ze .
:E _
f@) = —p(*—=1).
g g

Plati dtlezité tvrzeni (dikaz viz pfiklad 4.26 na str. 90): M&-li ndhodna
veli¢ina X rozdéleni N (i, %), ma veli¢ina

rozdéleni N (0, 1).
Veli¢ina s rozdé&lenim N (u, 0?) ma dle definice distribu¢ni funkci

1 v t—w)?
F(z) = / e~ dr.

o\ 21

Veli¢ina s normovanym rozdélenim N (0, 1) ma distribu¢ni funkci

1 z t2
71



GRAFY FUNKCI f a F, VIZ PREDNASKA
Protoze U = (X — p)/o ma rozdéleni N(0,1),je ®(u) = P(U < u). Plati
tedy nasledujici dtlezity vztah:

P = PX <) = PO F < T2 < PO < T2 <0 H),

Lze dokézat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient $pi¢atosti ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (1, o)
plati:

EX) = u
var(X) = o7
a3(X) = 07
a4(X) = 0.
Plati také nasledujici daleZité tvrzeni (bez diikazu): Jsou-li X3, ..., X,
vzéajemné nezavislé ndhodné velic¢iny (definice viz déle) s rozdélenimi N (u;, 07)
ajsou-li ay,...,a,,b € R, kde asponi jedno «a; je nenulové, pak veli¢ina

Y =", a;X;+bménormalni rozdéleni s parametry E(Y) = > """ | a;u;+b

(stfedni hodnota) a var(Y') = 7" | ajo?.

Logaritmicko-normalni rozdéleni

Je alternativou k normalnimu rozdéleni. Timto rozdélenim lze modelovat
napf. ndsledujici velic¢iny: cas, ktery ¢tendfi stravi ¢tenim online ¢lankd;
délka komentéaiti v diskuzich na internetu; pffjem populaci kromé pifjmu
v nejvyssi kategorii zahrnujici asi 3% populace; v teorii spolehlivosti ¢as
potiebny k opravé systému.

Spojita ndhodn4 veli¢ina ma logaritmicko-normdlni rozdéleni (nékdy jen
lognormélni) s parametry u € Ra o2 > 0, jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti
je definovana pro kazdé = € R nédsledovné:

f(z) = ml%e_(ln;@m prox > 0, (28)
0 prox < 0.

Rikdme také, e jde o rozdéleni LN (y, o%). Pfedpopklada se, ze o > 0;
proc se za parametr povaZuje o2, uvidime za chvili.
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Plati (viz pfiklad 4.27 na str. 90), Ze mé-li X rozdéleni LN (u,0?), mé
veli¢ina Y = In X rozdéleni N(u, 0?). Naopak, ma-li Y rozdéleni N (u,o?),
méa X = e rozdéleni LN (u, 0?).

ProtoZe mé In X rozdéleni N (u, 0?), méa X distribuéni funkci F, pro kte-
rou plati (viz vztahy o distribu¢ni funkci ® normalizovaného normalniho
rozdéleni)

1 —
F(z)=PnX <lnz) = o(—2 "

Jproxz >0a = 0proz <0.
g
Lze dokdazat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient $picatosti ndhodné veli¢iny s rozdélenim LN (i, 0?)
plati:

o2
E(X) = etz
var(X) = e*t7(e” 1),

Exponencidlni rozdéleni

Exponencidlni rozdéleni maji ndhodné veli¢iny, které vyjadiuji Zivotnost
vyrobkt, napt. soucdstek. (Obecné potom veli¢iny udavajici dobu, po kte-
rou md systém néjaky stav, nez dojde k jeho zméné, napt. ¢as nez pfijde te-
lefonni hovor.) Tj. hodnota veli¢iny X je doba do poruchy dané soucastky.
Pfitom povaha chyby je takovd, Ze nezdlezi na tom, jak dlouho soucéstka
pracovala bez chyby (chyba tedy nastava z vnéjsich pricin, nikoli kv{li
opotiebeni).

Spojitd ndhodna veli¢ina md exponencidlni rozdéleni s parametry A € R
ad > 0, jestlize jeji hustota pravdépodobnosti je definovana pro kazdé
z € Rnésledovné:

)=

Rikame také, Ze jde o rozdéleni E(A, ¢).
Pro distribu¢ni funkci plati (viz pfednasky)

z—A

1
s 5 prox > A, 2
0 proz < A. (29)

_ fjf(ﬂdt:l—e‘% proxr > A,
F@%—{O proz < A (30)
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Rozdéleni E£(0, 1) se nazyva normované (nékdy standardizované). Snadno
se dokaze, Ze ma-li X rozdéleni E(A,J), ma veli¢ina
X—-A
V=——
J
rozdéleni £(0, 1). Hustota veli¢iny s normovanym exponencidlnim rozdélenim
je

—v

_J e” prox >0,
S0@)_{ 0 proz <O0.

GRAFY FUNKCI f a F, VIZ PREDNASKA

Lze dokéazat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient Spicatosti ndhodné veli¢iny s rozdélenim E(A, §)
plati:

(X) = A+,
var(X) = 07
(X)
(X)

9

Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni maji ndhodné veliciny, které vyjadiuji Zivotnost vyrobki,
napi. soucéstek, u které je vyznamnym faktorem opottebeni. Tj. hodnota
veli¢iny X je doba do poruchy dané soucéstky, pfitom povaha chyby je
takové, Ze nastava kvuli opotfebeni.

Spojita ndhodna veli¢ina mé& Weibullovo rozdéleni s parametry 6 > 0 a
c > 0, jestliZe jeji hustota pravdépodobnosti je definovana pro kazdé = € R
nésledovné: ey

] S—e's) proxz >0,
flz) = { 06 pro z < 0. (31)

Rikame také, Ze jde o rozdéleni W (4, c).

Vsimnéme si, Ze pro ¢ = 1 jde o exponencilni rozdéleni £(0, 6).

Plati, Ze ndhodna veli¢ina

v=(

Xc
5)

ma exponencidlni rozdéleni £(0, 1).
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Pro distribu¢ni funkci Weibullova rozdéleni tedy plati

1—e ) proz >0,
F(x) = { 0 pro z < 0. (32)

Lze dokazat (vice pfednasky), Ze pro stfedni hodnoty, rozptyl, koefici-
ent Sikmosti a koeficient Spic¢atosti ndhodné veli¢iny s rozdélenim W (¢, c)
plati: NEBUDEME UVADET, ZAJEMCE VIZ PREDNASKY; elegantne se
vyjadri pomoci tzv. funkce gamma, napt-.:

E(X) = F(%—H)(S.

4.4 Nahodné vektory
441 Pojem niahodného vektoru

Néhodnou veli¢inu chapeme jako ¢iselnou charakteristiku vysledku ndhodného
pokusu. Casto je tfeba takovych charakteristik sledovat vice. Pokud napiiklad

() reprezentuje mnoZinu obyvatel, mtiZze nds zajimat ndhodna veli¢ina X;
pfifazujici obyvatelim w € Q jejich vék X;(w), veli¢ina X, pfifazujici
hmotnost, popifipadé dalsi nahodné veli¢iny (mési¢ni piijem, pocet déti

a podobné).

Definice 4.7. Jsou-li X, ..., X, ndhodné veli¢iny (pro stejny pravdépodobnostni
prostor), pak ntice (Xi,...,X,) se nazyva nihodny vektor (nékdy také n-
rozmérnd nihodnd veli¢ina).

Distribucni funkce ndhodného vektoru X = (X, ..., X,) (nékdy také sdruZeni
distribucni funkce ndhodnych veli¢in X7, ..., X,,) je funkce Fx : R — R de-
finovana

Fx(xy,...;2p) = P(X1 <a1,..., X < xp).

Misto F, tj. misto Fix, . x,), piSeme také Fx,  x, nebojen F.
Zakladni vlastnosti F'y (snadno se vidi, podobné jako u ndhodnych
velic¢in):

.....

- prokazdé zy,...,z, € Rje 0 < Fx(z1,...,2,) < 1;

- z; < y; implikuje Fx(z1,...,2,) < Fx(y1,--.,Yn), §j. Fx je neklesajici
v kazdé proménné;
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- prokaidéxl, R VP [ (7T P ,xnjelimx%_oo Fx(ﬁl, ey L1, X Ly 1y - - -

0alimy, ..o Fx(x1,...,2,) = 1.
— F'je zprava spojita v kazdé proménné.
Analogif vztahu P(a < X < b) = F(b) — F(a) pro (jednorozmeérné)
ndhodné veli¢iny je v pfipadé dvourozmérné ndhodné velic¢iny vztah

P(a1 < X; < bl,ag < X; < bg) = F(bl,bQ)—F(bl,CLQ)—F(a1,b2)+F(a1,a2),

ktery se snadno odvodi.

4.4.2 Diskrétni nadhodné vektory

Néhodny vektor X = (X3, ..., X,,) se nazyva diskrétni (nebo: X ma rozdélent
diskrétniho typu), pokud nabyva jen kone¢né mnoha hodnot (hodnotami
ndhodného vektoru jsou ntice (1, ..., z,) redlnych ¢isel).

Hodnoty diskrétnitho ndhodného vektoru X, tj. ntice z; = (zi1, ..., i),
1ze uspotadat do posloupnosti z1, 72, ....”

Plati tedy

oY PXi=ay,. . Xy =1,) = 1.
r1€ER zn€R

Funkce px : R" — R definovana pfedpisem
px(z1,...,x,) = P(Xy =21,..., X, =)

se nazyva pravdépodobnostni funkce nihodného vektoru X = (Xy,...,X,).
Nékdy se také nazyva sdruZend pravdépodobnostni funkce ndhodnyjch velicin
X1, ... X,.

Pro distribu¢ni funkci diskrétniho ndhodného vektoru ziejmé plati

Fx(zi,...,m) = Y - Y P(Xy1=t,...,Xp =1n). (33)

t1<z1 tn<znp

P¥iklad 4.17. Pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru X = (X, X»)
lze uspotddat do tabulky. Naptiklad tabulka

’Symbol z; podle kontextu oznaluje redlné ¢&islo nebo vektor redlnych &isel. Ve
druhém piipadé oznacuje x;; jtou soufadnici vektoru ;.
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l‘l\l'g 0 1 2
0 035 0.25 0.06
1 0.18 0.12 0.04

popisuje vektor, ktery nabyva hodnot (0, 0), ... (1, 2) tj. X; nabyva hod-
not 0 a 1a X, hodnot 0, 1 a 2. Pro px plati P(X; = 0,X, = 0) = 0.35,
P(X; = 0,Xy = 1) = 025, P(X; = 0,X, = 2) = 0.06, P(X; = 1, X, =
0) = 018, P(X; = 1,X, = 1) = 012, P(X; = 1,Xy = 2) = 0.04.
Z této pravdépodobnostni funkce 1ze zkonstruovat distribufni funkci Fx
dle (33). Plati tedy naptiklad

FX(l,l) - P(X1:O7X2:0)+P(X1:O,X2:1)
+P(Xi=1,X=0)+P(X;1=1,X=1) =
= 0.35+0.25+0.1840.12=0.9.

Vyse uvedenou pravdépodobnostni funkci ma napiiklad ndhodny vektor
sestdvajici znahodnych veli¢in X; a X, definovanych na pravdépodobnostnim
prostoru, ve kterém Q = {wy,..., w10}, proi = 1,...,35je Xj(w;) =0 a
Xo(w;) =0,proi =36,...,60je Xi(w;) =0a Xs(w;) =1, proi =61,...,66

je Xi(w;) =0a Xs(w;) =2,proi =67,...,84je Xi(w;) = 1aXs(w;) =0, pro
i=285,...,96je X;(w;) =1laXs(w;) =1laproi=97,...,100 je X;(w;) =1

a XQ(CUZ'> =2.

4.4.3 Spojité nahodné vektory
Néhodny vektor X = (X, ..., X,) se nazyva spojity (nebo: X ma rozdéleni

spojitého typu), pokud existuje nezdpornd redlnd funkce f : R” — R tak, Ze
plati

Fx<x1,,l’n):/ / f(tl,,tTL)dtldtn

Funkce f se pak nazyva hustota pravdépodobnosti (nebo jen hustota) nihodného
vektoru X, poptipadé sdruZend hustota pravdépodobnosti nihodnijch velicin
X1, ... X,.

Plati analogie vlastnosti spojitych nahodnych veli¢in:

bl bn
P@<&§%mM<L§M:/-~ Flty, .. t)dty - dt,,.
a1 a

n
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/ / Fltr, .o t)dty - dt, = 1.

Pfiklad 4.18. UvaZujme spojity ndhodny vektor X = (X, X5), jehoZ hus-
tota je dana vztahem

e proxy >0awy >0,
o, 22) = { 0 jinak.

Distribu¢ni funkce je tedy ddna vztahem

SO ethdtdty = (1 —e™)(1—e ™) proa; > 0axs >0,
0 jinak.

Fiawes - |

4.4.4 Margindlni rozdéleni

Pfi praci s ndhodnymi veli¢inami se Casto vyskytuje situace, kdy zndme
distribu¢ni funkci F' (popf. pravdépodobnostni funkci px nebo hustotu
pravdépodobnosti fx) ndhodného vektoru X a nezndme piimo distribu¢ni
tunkci (popt. pravdépodobnostni funkci nebo hustotu) jednotlivych ndhodnych
veli¢in nebo skupin ndhodnych veli¢in, ze kterych vektor X sestava. Je-li
napf. X = (X1, X», X3) azndme-li pravdépodobnostni funkci px ndhodného
vektoru X, mtiZe nés zajimat pravdépodobnostni funkce px, ndhodné veli¢iny
X1 nebo sdruzena pravdépodobnostni funkce p(x, x,) ndhodnych veli¢in
Xl a Xg.

Zatnéme piipadem ndhodného vektoru X = (X;, X») s distribu¢ni
funkci Fx(z1,x2). Pak margindlni distribucni funkce veli¢iny X; je funkce
F; : R — R definovana pfedpisem

Fl(xl) = lim Fx(ZEl,fL’g).

T2 —>00

ProtoZe plati

hm Fx<l’1,.f(72> = hm P(X1 S ;L’l,XQ S 1’2) = P(X1 S .Tl) = FX1($1)7(34)

T2—00 T2 —>00
je
Fy(71) = Fx, (71),
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tj. pro dany dahodny vektor X = (X, X;) je margindlni distribu¢ni funkce
veli¢iny X je rovna distribu¢ni funkci (samostatné) veli¢iny X;. Proto lze
F a Fx, navzdjem zaménovat.

Zdtdovnéme (34). Oznacime-li pro systém jevi {A, | z € R}, ktery
splituje, Ze x < y implikuje A, C A,, symbolem lim,_,, A, jev |J, g Az @
dale symbolem [X; < z;]jev {w € Q| X;(w) < z;} (apod. pro dalsi jevy),
plati

lim Fx<ZC1,.fC2> = lim P(Xl S ZCl,Xz S ZCQ) =

— i P(LY < 1] 1 (X < ) == Plim (X0 < 0] 1 [ < ) =
= P(|J (X <m]n[Xy<2a))) = P((Xy < a] 0 ([ [Xe S wo]) =

= P(X, <2]NQ) = P(X, < 1) = Fy, (z1).

Analogické vlastnosti ma margindlni distribu¢ni funkce F; veli¢iny X.
Ta je definovana vztahem Fy(z5) = lim,, oo Fix (21, 22) a plati proni Fy, =
Fx,.

Je-li X = (X, X;) diskrétni, plati

P(Xl = lL‘l) = ZP(XI = ZL‘17X2 = ZEQ) nebolipxl(xl) = pr(l’l,l’g),

2

kde soucet probiha pfes x5, pro které P(X; = x1, Xy = x3) > 0 (takovych
x5 je konetné mnoho). To plyne z faktu, Ze jev [X; = 1] = ng [(X; =
r1,Xo = x9] a Ze jevy [ Xy = x1,Xs = x| jsou vzdjemné disjunkini. Po-
dobné plati P(X, = z3) = le P(X) =1, X5 = x9).

Piiklad 4.19. UvaZujme ndhodny vektor z pifikladu 4.17. Tabulku popi-
sujici jeho pravdépodobnostni funkci mtizeme rozsitit o fddek a sloupec
popisujici pravdépodobnostni funkce margindlnich veli¢in X; a X, tj. funkce

px,(11) = P(X1 = 71) a px,(22) = P(Xa = 23):

xl\,Ig 0 1 2 P(Xl = Il)
0 035 0.25 0.06 | 0.66

1 0.18 0.12 0.04 | 0.34
P(X,=1,) 053 037 01 |1

Plati totiz napt. P(X; = 0) = P(X; =0, X, =0)+ P(X; =0, Xy, = 1) +
PX; =0,Xo=2),P(Xs=1) =P(X; =0, X, = 1) + P(X; = 1, X, = 1)
apod.
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Priklad 4.19 ilustruje, pro¢ se veli¢iny X; a X, ndhodného vektoru X =
(X1, X2) nazyvaji marginalni: pii grafické zndzornéni informaci o pravdépodobnostnim
rozdéleni vektoru X (napf. informace o pravdépodobnostni funkci) vznikd
informace o X; a X, na okraji (angl. margin).
Podobné vztahy plati pro marginalni rozdéleni spojitého ndhodného
vektoru X = (X, Xs).Je-li fx(x1,x2)jeho hustota pravdépodobnosti, plati
pro hustoty f; a f, margindlnich veli¢in X; a X, vztahy:

f1($1) = /°° f($1,$2)d$27
f2($2) = /°° f($1,$2)d$17

prokazdé z; e Raz, € R.

P¥iklad 4.20. Uvazujme spojity ndhodny vektor X = (X, X,) z ptikladu 4.18.
Pro margindlni distribu¢ni funkce veli¢in X; a X, plati

o _J 1—e™ prowxz >0,
F1<£L'1) = wilinooF(l’lyl?) - { 0 pro x4 <0,

o _J 1—e™ prowx; >0,
Fy(zy) = x}linooF(IthQ) = { 0 pro z, < 0.

Pro marginélni hustoty pak plati

Ale) = / f(x1, 22)dzs = { Jo" [, w)day = e proz >0,

proz; <0,

_ > _ fo (1, 29)dx; =€ proxzy >0,

falz2) = /_OO fla1, x2)dan = { pro zo < 0.
Sestava-li nahodny vektor z vice nez dvou veli¢in, tj. obecné X = (X3, ..., X,,),

zavadi se pfirozenym zplisobem, ktery zobecriuje vySe uvedené vztahy,
margindlni rozdéleni (marginalni distribu¢ni funkce, marginalni pravdépodobnostni
funkce, marginalni hustota) pro jakoukoli podmnoZzinu {ji, ..., jx} C {1,...,n}.
Uvazujme dva pfiklady. V prvnim je k = 1 a j; = 1, tj. zajimé nds mar-

ginalni rozdéleni veli¢iny X;; ve druhémje k = 2, j; = 1 a j» = n, tj. zajima

nas margindlni rozdéleni dvojice (X1, X,,) (tato dvojice je sama ndhodnym
vektorem). Definujeme pak:

Fi(x) = lim F(x1,@g,...,2,), §. = F(z1,00,...,00),

Fio(r1,2,) = lim F(xy,29,...,2,), tj. = F(21,00,...,00,%,).



Je spojitém piipadé pro margindlni hustotu f; a margindlni sdruZenou

hustotu f; , je

fin(z1,20) / / flzy, .. xp)dag - - da,

V diskrétnim pfipadé pro marginalni pravdépodobnostni funkci P(X; =
x1) a sdruzenou pravdépodobnostni funkci P(X; = 21, X,, = z,,) plati

P(X,=1,) = Z ZPXl_xl,...,X = 1,),

P(X) =21, X, =1x,) = Z ZPXl_xl,...X = ).

Tn—1

Obecné vztahy pro libovolnou podmnozinu {ji,...,j5x} € {1,...,n} si
kazdy snadno odvodi sdm.

4.4.5 Charakteristiky nahodnych vektort

Vektor sttednich hodnot (E(X,),. .., E(X,)) se nazyva stfedni hodnota ndhodného
vektoru X (popi. vektor stfednich hodnot ndhodného vektoru X).

Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodny vektor a h : R — R spojita
(obecnéji: borelovsky méfitelnd) funkce. Pak, jako v podobném pripadé
nahodné veli¢iny (str. 51) je sloZend funkce h o (Xj,...,X,) ndhodnou
veli¢inou. Tato veli¢ina, znacena také h(Xy,...,X,), je definovand takto:
R(Xq, ..., Xp)](w) = h(Xi(w),..., Xy(w)).

Pro sttedni hodnotu této ndhodné veli¢iny plati, podobné jako v jedno-
rozmérném piipadé, Ze pro diskrétni a spojity ndhodny vektor je

E(h(Xy,...,X,)) = Z thl,... VP(Xy =a1,..., X, = ),

Bh(X,, ... X,)) = /OO---/ooh(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dx1~-~dxn.

MtiZeme tedy uréovat i dalsi charakteristiky ndhodné veli¢iny A( X7, ..., X,,).
Tento pripad zahrnuje i dfive uvadéné charakteristiky ndhodnych velic¢in,
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a to v nasledujicim smyslu. Napft. pro h(Xy,...,X,) = X/ Ize snadno od-
vodit, Zze E(h(Xy,...,X,)) = E(X]) je pravé r. obecny moment ndhodné
veli¢iny X;.

Kromé charakteristik jednotlivych veli¢in X; ndhodného vektoru X
jsou vyznamné charakteristiky dvojic (X;, X;).

Kovariance nidhodnijch velicin X; a X;, je definovana vztahem

cov(Xs, X;) = B([X; — B(X.)][X; — B(X;))).

Jde tedy o stfedni hodnotu nahodné veli¢iny A(X;, ..., X,,) = [X;—E(X;)|[X;—
E(X;)]. Misto cov(X;, X;) piSeme také jen o;;. Matice

011 012+ Oln
o 021 022+ O2p
0wl Ona “++ Opn
se nazyva kovarianc¢ni matice ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,) (nékdy

varian¢ni matice, angl. covariance matrix, dispersion matrix nebo vari-
ance—covariance matrix).
Je ztejmé, Ze kovariancni matice je symetrickd, tj. 0;; = 0;;. Déle plati

oi = cov(X;, X;) = E([X; — BE(Xy))?) = var(X5).

na diagondle kovarian¢ni matice jsou tedy rozptyly jednotlivych ndhodnych
veli¢in.
Ptiklad 4.21. Sestrojte kovarian¢ni matici ndhodného vektoru z p¥ikladu 4.19.
Musime ur¢it o;; = cov(X;, X;) pro i, j = 1,2, pfitom vime, ze 0;; = 0;;
ao;; = Val"(Xi).
Ozna¢me p; = E(X;). Z margindlnich pravdépodobnostnich funkci
px,(r1) = P(Xq; = m) a px,(z1) = P(Xi = 1), jejichZ hodnoty jsme
spocitali v tabulce v pfikladu 4.19 dostdvame

p = E(X))=0-0.66+1-0.34=0.34,
gy = E(X5)=0-053+1-0.37+2-0.1=0.57.
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Proto je

o = var(Xy) = E([X1 — m]?) = Z(ﬂfl —)? - px, (21) =

1

= (0—0.34)%-0.66 + (1 —0.34)*- 0.34 = 0.2244
02 = var(Xy) = E([Xy — po]’) = > (w2 — p12)” - px, (1) =

2

= (0—-0.57)-0.53+ (1 —0.57)*-0.37 + (2 — 0.57)% - 0.1 = 0.4451.

Konecéné

o = BE([X1—m][Xe— ) = Z(l’l — 1) - (w2 — p2) - px (1, 22) =

1,22

= (0—0.34)(0 — 0.57)0.35 + (0 — 0.34)(1 — 0.57)0.25 +
(0 — 0.34)(2 — 0.57)0.06 + (1 — 0.34)(0 — 0.57)0.18 +
(1—0.34)(1 — 0.57)0.12 + (1 — 0.34)(2 — 0.57)0.04 = 0.0062.

Kovarian¢ni matice je tedy
Y — 011 012 o 0.2244 0.0062
o 0921 092 N 0.0062 0.4451
Pokud var(X;) > 0 a var(X,) > 0, nazyva se ¢islo

COV(XZ', X])
X0, X;) =
ol ) \/var(XZ-)var(Xj)

korelacni koeficient nihodnych velicin X; a X;. Nékdy se oznacuje corr(X;, X;).
Lze dokéazat, ze

Korela¢ni koeficient vyjadiuje miru linedrni zavislosti ndhodnych velicin.
Predpokladejme totiz, Ze X; = aX; + b, kde 0 # a,b € R. Pak

COV(XZ',X]') = .E([‘X'z — E(XZ)HCLXZ +b— E(CLXZ + b)] == CLV&I‘(XZ'>,
a tedy
p(X0 X,) = a;/ar(Xi) _ { _1 proa > 0,
a?var(X;)? proa <0.
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Matice corr(X) sestavend z korela¢nich koeficientd, tj.
corr(X)y; = p(Xi, X;),

se nazyva korelacni matice ndhodného vektoru X. Protoze p(X;, X;) = 1, ma
tato matice na diagondle jednicky.

Ptiklad 4.22. Sestrojte korela¢ni matici nahodného vektoru z pfikladu 4.19.
Vzhledem k prikladu 4.21 je

COV(Xl,XQ) . 0.0062
Vvar(X;)var(Xs)  /0.2244 - 0.4451

p(X1, Xs) = ~ 0.0196.

Vztah (korelace) mezi X; a X, je tedy velmi slaby, coz je vidét i z tabulky
popisujici sdruZzenou pravdépodobnostni funkci veli¢in X; a X,. Korela¢ni
matice je tedy

[ p(X, Xy) p(Xy, Xa) | (1 0.0196
o) = ( p(X2, X1) p(X2,X2) )\ 0.0196 1 '
4.4.6 Podminéné rozdéleni a nezavislost nadhodnych velicin

Podminéné rozdéléni

Uvazujme ndhodny vektor X = (X, Xy).

Je-li X diskrétni a ma-li sdruzenou pravdépodobnostni funkci px (21, z2) =
P(X, = x1, Xy = x3), je podminénd pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny
X, za podminky, Ze velicina Xy md hodnotu x,, funkce P(X, = 1| Xy = x9),
ozna¢ovand také px(z1|z2) (je to funkce jedné proménné, totiz zy; x, je
pevna hodnota), ktera je pro P(X, = x3) > 0 definovéna vztahem

P(Xl =11, Xy = 332)
P(X2 :$2)

P<X1 = xl‘XQ = 172) =

Zde je P(X, = x2) marginalni pravdépodobnostni funkce veli¢iny X,.
Uvédommesi, ze P(X; = 21| Xy = 23) je pravé podminéna pravdépodobnost
P(A|B), kde Ajejev [X; = 21] = {w | Xi(w) =21} a Bjejev [ Xy = 5] =
{w | Xo(w) = z9}.
Defini¢ni vztah 1ze prepsat (podobné jako u podminéné pravdépodobnosti):
pOkUd P(X2 = .132) > 0, pak P(X1 = Il,XQ = 5(72) = P(XQ = J]Q)P(Xl =
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$1|X2 = Ig),' pOkUd P(Xl = $1) > 0, pak P(X1 = l‘l,XQ = $2) = P(Xl =
.I'l)P(XQ == 3}’2’X1 == 1131).
Pokud P(X; = z;) > 0a P(Xy = z2) > 0, je tedy

P(Xl = $1|X2 = .CEQ)P(XQ = $2)
P(Xl = $1) ’

P(X2 = IL‘2|X1 = IL‘l) = (35)

P(Xi=m)= Y  PXi=u|Xs=y)PX;=y)

y:P(X2=y)>0
Vzorec (35) se nazyva Bayesiiv vzorec pro diskrétni ndhodné veliciny.

Priklad 4.23. Urcete hodnoty podminéné pravdépodobnostni funkce px (z1|zs2) =
P(X, = x1| X5 = y) ndhodného vektoru z ptikladu 4.19.
Uréeme hodnoty P(X; = z|X,; = y) proy = 0, 1 a 2. Dle vzorce je

P(Xl = .Z'l,XQ = 33'2)
P(X2 :xg)

nebOIi pX(:B1|£L'2> = M
Px, (x2)

P(Xl = $1|X2 = l‘g) =

Hodnoty px(x1,22) = P(X; = 21, Xo = x4) sdruzené pravdépodobnostni

funkce jsou pfimo dény tabulkou; hodnoty py,(z2) = P(X; = x3) mar-

gindlni pravdépodobnostni funkce veli¢iny X, jsme spocitali v pfikladu 4.19.
y=0:

<8185 a2
y=1:

px(0,1)  0.25 px(1,1)  0.12

pelOl = px,(1) 037 px(11) = () 037
y=2:

PO = p;;io(zz)) -T2 (1) = p]j‘)fj(’;) ==

Vsimnéme si, Ze pro kazdou hodnotu y je funkce px(x|y) funkce jedné
proménné, z, a Ze tato funkce je pravdépodobnostni funkci na mnoZziné
hodnot veli¢iny Xj, tj. na {0, 1}.
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Je-li vektor X = (X;, X,) spojity a ma-li sdruzenou hustotu f(z, z3),
je podminénd hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, za podminky, Ze X,
md hodnotu x,, funkce f(z1|x2) (je to opét funkce jedné proménné, xy; x5 je
pevna hodnota), ktera je pro f>(z2) > 0 definovana vztahem

f(xh IQ)
fo(@2)

Zdeje fy(z3) margindlni hustota pravdépodobnosti veli¢iny Xo.
Defini¢ni vztah lze opét prepsat: pokud fa(x2) > 0, pak f(z1,22) =

Jo(@2) f(1]|z2); pokud fi(z1) > 0, pak f(z2,21) = fi(z1) f(2a]21).
Pokud fi(z1) > 0a fo(z2) > 0, je tedy

f(z1|z2) fa (o)
filz)

f(x1]|zs) =

f(@a]zy) =

(36)
pficemz
fl(iUl) = /_Z f(x1,$2)d$2 = /362:f2(z2)>0 f(951’$2)f2($2)d1’2-

Vzorec (36) se nazyva Bayesiiv vzorec pro spojité ndhodné veliciny.
P¥iklad 4.24. Uvazujme spojity ndhodny vektor X = (X, X,) z ptikladu 4.20.

V uvedeném piikladu jsme spocitali, Ze

S5 f(ar ag)day = e proas >0,
falwa) = { 0 pro x5 < 0.

Podminénd hustota f(x1|z2) je tedy definovand pro =, > 0 a plati

f(zr]zo) = f;jg;j;) = e—:_l:fz =e M

proxz; > 0a f(x1]|z2) = 0 proz; <0.

Podminéné charakteristiky

Charakteristiky, jako je sttedni hodnota nebo rozptyl, podminénych rozdéleni
(§. podminéné pravdépodobnostni funkce a podminéné hustoty) se nazyvaji
podminéné charakteristiky. Podminénd stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X,
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za podminky, Ze X; ma hodnotu z;, je v diskrétnim pfipadé tedy defi-
novéna vztahem

E(X1|Xy =12) = Y 21 P(Xy = 21| X5 = 15)
a ve spojitém piipadé vztahem

o0

E(Xl‘XQ = .1'2) = / .1'1f($1|.1'2)d.771.

— 00
Podminénou stfedni hodnotu 1ze nahliZet jako funkci proménné 5.

P¥iklad 4.25. Urcete sttedni hodnoty £(X;| X, = z,) pro ndhodné velic¢iny
z piikladu 4.19.
Je
E(X1|Xy = 22) = 0 px(0]z2) + 1 - px(1fa2),

a tedy s vyuzitim hodnot px (z:|z2) z pfikladu 4.23 je

0.35 0.18
E(X|X;=0)=0- 0[0) +1- 110) =0- 1- =0.
0.25 0.12
E(X|Xo=1)=0- 0[1)+1- 1]11) =0- 1- =0.324
(XX, = 1) = 0+ px(0]1) + 1 px(1]1) = 0+ 5= + 1+ 2= = 03243,
0.06 0.04
E(X|X=2) =0 px(0]2) + 1-px(1|2) =0 o +1- - = 04

Podminény rozptyl nahodné veli¢iny X; za podminky, Ze X, ma hod-
notu z; je definovdn vztahem

Var(Xl‘Xg = .732) = E([Xl — E(X1’X2 = xg)]2’X2 = $2)
a plati pro négj
Var(X1]X2 = LEQ) = E(X%’XQ = 1‘2) — EQ(X1’X2 = 1}2),

tj. vztah analogicky vztahu pro nepodminény rozptyl.
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Nezavislost nahodnych velic¢in

UvaZujme opét dvé ndhodné veli¢iny, tj. nahodny vektor X = (X, X5).
Necht mé sdruZenou distribu¢ni funkei F(z1, z2) a margindlni distribu¢ni
funkce Fi(x1) a Fo(z2). Ndhodné velic¢iny X; a X, jsou nezdvislé, pokud

F(ZL‘hl’Q) = F1<J}1)F2(ZL'Q) (37)
pro kazda z, 2, € R. Uvédomme si, Ze uvedeny vztah ik4, Ze
P(Xy <21, Xy <x9) = P(Xq < 29)P(X3 < 29),

tedy, Ze jevy [X; < z1] a [Xy < 5] jsou nezdvislé dle definice nezédvislosti
jevh. Lze ukazat, Ze pro nezavislé ndhodné velic¢iny plati také

P(a1 <X; < bl,ag < Xy < bQ) = P(a1 <X; < bl)P(CLQ <X; < bg),
a Ze, obecnéji, pro libovolné borelovské mnoziny A;, A, C R je
P(Xl € Al,XQ S AQ) - P<X1 S Al)P(XQ € AQ)

V diskrétnim pripadé je podminka nezavislosti (37) ekvivalentni tomu,
Ze pro pravdépodobnostni funkce plati

P(Xl = Cl','l,XQ = ZL‘Q) = P(Xl = ZL‘l)P(XQ = 1’2),

prokazda z, z2 € R. Zvyse uvedenych vztaht vyplyva, Ze pokud P (X, =
x3) > 0, pro nezavislé veli¢iny X; a X, plati

P(X1 = ZL’1|X2 = ZL'Q) = P(Xl = ZEI),
pokud P(X; = z1) > 0, pro nezavislé veli¢iny X; a X, plati
P(X2 = .flfg‘Xl = fL’l) = P(XQ = fL’Q).

Ve spojitém pfipadé je nezavislost ndhodnych veli¢in ekvivalentni tomu,
Ze pro hustoty plati
fz1, 22) = fi(2) fo(a2)
pro kazda z1,z, € R. Pokud fy(z2) > 0, pro nezavislé veli¢iny X; a X
plati
falea) = filzr);

pokud fi(x1) > 0, pro nezavislé veli¢iny X; a X, plati
f(952|$1) = f2(932)-
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4.5 Transformace nahodnych veli¢in

Na str. 51, 69 a 81 jsme se setkali s funkcemi ndhodnych veli¢in. Vime,
Ze za jistych predpokladi vznikne sloZenim ndhodné veli¢iny X a funkce
h ndhodna veli¢ina, h(X). Toho jsme s vyuZili pfi ivahdch o charakteris-
tikach ndhodnych velic¢in. Napftiklad r. obecny moment veli¢iny X je ro-
ven stfedni hodnoté transformované veli¢iny Y = h(X) pro funkci h(z) =
x". Transformace ndhodnych veli¢in jsou vyznamné i z jinych nez vyse
uvedenych dtvodu. Predstavme si, Ze dany systém (napf. dany algorit-
mus nebo dany technicky systém) realizuje vstupné-vystupni chovani, které
je popsdno funkci h, tj. vstupni hodnotu = pfevede na vystupni hodnotu
y = h(z). Zname-li pravdépodobnostni rozdéleni vstupd, tj. rozdéleni
ndhodné velic¢iny X, pfirozené nds zajima rozdéleni vystupt, tj. rozdéleni
ndhodné veli¢iny Y. Jiny pifipad: Pfedpokladejme, Ze umime generovat
nahodnd ¢isla, tj. napt. ¢isla z intervalu [0, 1] s rovnomérnym rozdélenim,
a Ze chceme generovat ¢isla z jiného intervalu s jinym rozdélenim. Otédzka
je, zda lze vyuZzit generator, ktery mame, zvolit vhodnou funkci / a genero-
vana nahodnd ¢isla x prevadét na h(z) tak, aby ¢isla h(x) méla pozadované
rozdéleni.

Podivdme se nyni, jak lze v pfipadé spojitych ndhodnych veli¢in ze
znalosti hustoty veli¢iny X odvodit hustotu veli¢iny Y.

Véta 4.3. Necht X je spojitd ndhodnd velic¢ina s hustotou fx, kterd je nenulovd
na mnozing I C R, tj. fx(z) > 0, pravé kdyZ x € I; nechf h : I — R je ryze
monoténni (tj. rostouct, nebo klesajici) diferencovatelnd funkce. Pak Y = h(X) je
spojitd nahodnd velicina, jejiZ hustota je dana vztahem

_ [ (7 w) - (B ()l proy € (D),
fY(y> - { 0 jimzk, (38)
kde h=' je inverzni funkce k funkci h, (h=')' je jeji derivace a | - | je absolutni

hodnota.

Diikaz. Ze Y je spojitda ndhodna velitina, plyne z lemma 4.1 (z toho, Ze h je
diferencovatelnd, tedy Ze 4 v kaZém bodé z I derivaci, plyne, Ze je spojita).
Predpokladejme, Ze h je rostouci. Pro distribu¢ni funkci Fy veli¢iny Y plati
(tfeti rovnost plati proto, Ze h je rostouct)

Fy(y) = P(Y <y)=P(h(X)<y)=PX <h(y) = Fx(h™'(y)).
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Protoze hustota je vzdy derivaci distribu¢ni funkce, je fy = F7,, a tedy:

Fr(y) = Fy(y) = (Fx(h7)) (y) = Fx (h™ ())-(h7") (y) = fx (b= ()-(h™1) (9)-
Pro klesajici h je Fy(y) = P(h(X) < y) =
P(X <h™(y)) = 1= Fx(h™(y)), atedy fy(y)
—fx(h™(y)) - (A7) (y)-

Castym pifpadem véty 4.3 je situace, kdy funkce h le linearni, tj. h(z) =
ax + b pro a # 0, tedy ndhodnd veli¢ina Y je tvaru aX + b. Pak je

1= P(A(X) > y) = 1
= —Fy(h 7 (y)- () (y)

o

fy(y)—{ Tal - fx (¥ b) proy € al + b, (39)

0 jinak,
nebof =1 (y) = L a (b1 (y)| = &

a |al

Ptiklad 4.26. Nechf X normalni rozdéleni s parametry p a o2, 4. fx(z) =

_ (=) , . - _ . . 1oz
ﬁe 202 . Pak ndhodnd veli¢ina Y = % ma normované normalni

rozdéleni, tj. rozdéleni N (0, 1) s hustotou fy( ) = \/Lﬂe“%. Je totiz Y =

1X + =, tedy Y je linedrni funkci X aa = £ ab = —£. Hustota fy veli¢iny
Y]e tedy proy € al +b = (—o0,00) dle (39) rovna

1 (et E)-w? 1 42
e 202 = e 2z,

2T V2T

coz je fakt, ktery jsme uvedli bez dtikazu na str. 71.

frw) =0 fxloly+5) =0

Ptiklad 4.27. Necht X normalni rozdéleni s parametry p a o2, §j. fx(z) =

_le=w? . ) oy : o
- 127re 22~ . Uvazujme ndhodnou veli¢inu Y = e, tj.transformujici funkce

je h(z) = e*. Je tedy h™'(y) = In(y) a (h~")'(y) = ;. Dle véty 4.3 ma Y hus-

totu )
Iny—p
fx(in(y) { LA proy >0,

fr(y) = ==——" =1 owir
Y 0 proxz < 0.

Tedy Y ma logaritmicko-normdlni rozdéleni (viz str. 72).

Podivejme se nyni na dtlezitou transformacni funkci.
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Priklad 4.28. Nechf X ma hustotu fy a distribu¢ni funkci Fx. Zvolme
h = Fx, tj.Y = Fx(X). Pak Y nabyva hodnot v intervalu (0, 1), popt.i0 a
1,atedy proy € (0, 1) je (srovnej s odvozenim v dtikazu Véty 4.3)

Fy(y) = PY <y)=P(Fx(X)<y) =P(F'(Fx(X)) < F¢'(y) =
P(X < Fi'(y) = Fx(Fx'(y) = v,

dale pak Fy(y) = 0proy < 0a Fy(y) = 1 proy > 1. Pro hustotu veli¢iny
Y tedy plati
.\ [ 1 proye(0,1),
fY(y) - FY<y) - { 0 jinak,
a tedy Y je ndhodna proménnd s rovhomérnym rozdélenim v intervalu
(0,1). Plati tedy, Ze pro libovolnou spojitou ndhodnou proménnou X ma
ndhodna proménnd Y = Fx(X) rovhomérné rozdéleni v intervalu (0, 1).

Uvahy v piikladu 4.28 1ze pouit pro generovéani ndhodnych &isel s pozadovanym
rozdélenim pravdépodobnosti za pfedpokladu, Ze mame k dispozici ge-
nerator ndhodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim. O generdtorech nahodnych
¢isel pojedndme pozdéji (jsou k tomu tfeba statistické pojmy a tvahy);
zatim chdpeme tento pojem intuitivné: je to zafizeni, které v jednotlivych
krocichi =1,2,... generuje ¢isla z; € R tak, Ze mnoZina vygenerovanych
¢isel ma dané rozdéleni. Predpoklddejme, Ze mdme generdtor nahodnych
¢isel y; s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0, 1). Chceme-li genero-
vat ndhodnd ¢isla s poZzadovanou hustotou fy a distribu¢ni funkci F,
sta¢i dle piikladu 4.28 transformovat generovana &isla y; funkci Fiy'. Od-
povidajici hodnoty z; = Fi'(y;) pak maji pozadované rozdéleni s husto-
tou fy a distribu¢ni funkci Fx. Otdzkou tedy zistavd, zda lze efektivné
pocitat hodnoty funkce Fy'. V nékterych piipadech, jako je exponencialni
rozdéleni, to Ize, v jinych, jako je normélni rozdéleni, je tfeba postupovat
jinak.

Ptiklad 4.29. Chceme-li generovat ndhodna &isla s exponencidlnim rozdélenim
s parametry 6 a A = 0, postupujeme podle pravé uvedeného postupu
takto. Generujeme ¢&isla y; s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0, 1)

a transformujeme je funkci F~'. Pfipomenime, Ze distribu¢ni funkce ex-
ponencialniho rozdéleni je F(z) = 1 — je s, kterd je rostouci na inter-
valu (0, c0) a jejim oborem hodnot na tomto intervalu je (0, 1). Snadno od-
vodime, Ze F~!(y) = —dIn(1 — y). Proto z; = F~'(y;) budou ndhodn &isla

s exponencidlnim rozdélenim.
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5 Uvod do pravdépodobnostni analyzy algoritmii

5.1 Uvodni uvahy

Pfedmétem pravdépodobnostni analyzy algoritmti je analyza jejich chovani,
zejména jejich vypocetni sloZitosti. Typickou tlohou je ur¢it pro dany al-
goritmus jeho ¢asovou slozitost v primérném ptipadé, tedy nikoli v nej-
horsim p¥ipadé, jak se obvykle &ini v tivodnich kurzech o algoritmech.®

Casova sloZitost algoritmu v nejhor&im p¥ipadé je uZite¢nou informaci.
Vime-li napt., Ze takova ¢asova sloZitost je 5n? + 10, vime, Ze pro zadny
vstup velikosti n nebude vypocet trvat vice nez 5n*+10 vypocetnich krokd.
Mnohdy nas ale vice zajimé, jak dlouho vypocet potrvd v primérném
pfipadsé, tj. o¢ekavana doba trvéani, a nikoli nejvétsi moZnd doba trvani.

Intuitivné je zfejmé, Ze ta z4visi na tom, jak pravdépodobné jsou jed-
notlivé vstupy algoritmu. Jsou-li velmi pravdépodobné vstupy, pro které
je vypocet rychly, miize byt pfijatelny i algoritmus, jehoZ ¢asova sloZitost
v nejhos$im piipadé je vysoka (vstup, pro ktery nejhorsi piipad nastava,
totiz mhZe mit malou pravdépodobnost).

Koncep¢ni uchopeni situace, které se pti pravdépodobnostni analyze
algoritmt pouziva, je nasledujici.’ Predpokladdme, Ze na mnoZziné vstupti
velikosti n daného algoritmu je dano pravdépodobnostni rozdéleni. Pfesnéji,
Ze mnozina vstupt velikosti n je mnoZzinou (2,, elementrarnich jev néjakého
pravdépodobnostniho prostoru (2, 3,,, P,,). Pak P, ({w}) je pravdépodobnost,
Ze vstupem algoritmu je w. Pocet instrukci, které algoritmus vykond pro
vstup délky n lze chdpat jako ndhodnout veli¢inu X,,, a to v tom smyslu,
Ze pro vstup w € Q, je X, (w) pocet krokd, které algoritmus pro vstup
w vykona. Slozitost algoritmu v primérném piipadé lze pak chéapat jako
soubor téchto ndhodnych veli¢in X,,, n = 0,1, ... a jejich stfednich hod-
nost E(X,), resp. pfesnéji jako funkci 7', kterd velikosti n vstupu ptifadi
stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, tj.

T(n) = E(X,).

8Pfedpokladame, Ze ctenat znd zékladni pojmy jako je asova (paméfova) sloZitost
algoritmu.

9Poznamenejme také, Ze tzv. pravdépodobnostni algoritmy (randomized algorithms)
pfedstavuji néco jiného. Pravdépodobnostni algoritmy jsou algoritmy, které obsahuji
instrukce provadéné s jistou pravdépodobnosti. Napf. v if C' then B; else B; miiZe
podminka C' znit ,ndhodné vygenerované &islo je vétsi nez 0.8”. V piipadé, ktery
uvaZujeme my, jsou algoritmy deterministické.
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Max(A[0..n — 1])

1 j<n—1k<+n—2max <+ An—1]
2 whilek > 0do

3  if A[k] > max then

4 J « k; maz < Alk|

5 k< k-1

6 return(j)

Obrazek 1: Algoritmus MAX

5.2 Pravdépodobnostni analyza jednoduchého programu

Uvazujme nasledujici jednoduchy problém. Vstupem je pole A[0..n — 1]
navzéjem rtiznych ¢isel mnoziny {1,2,...,n}, tj.

(A0, A[1],..., A[n — 1]} = {1,2, ..., n}

Problém je zjistit index j nejvétsiho prvku. Dany problém fesi algoritmus
MAX z obrazku 1 (viz [4]). Kolik instrukci algoritmus MAX vykond pfi
zpracovani vstupniho pole A velikosti n? Bez ohledu na to, jaky vstup
A[0..n — 1] (§. pole délky n) je zpracovavan, vykona se:

3 instrukce pfifazeni na fadku 1,

n instrukci porovnani na fadku 2,

n — 1 instrukci porovnéni na fadku 3,
n — 1 instrukci pfifazeni na fadku 5,
1 instrukce navratu 6.

K tomu se ale vykona 2 - y,, instrukci na fadku 4, kde y,, je pocet kladnych
vyhodnoceni podminky A[k] > maz. Tento pocet zavisi na vstupu w =
A[0..n — 1]. Lze ho tedy chdpat jako hodnotu ndhodné veli¢iny Y, tj. y,, =
Y, (w). Celkem se tedy vykond 3 +n +n—1+n — 1+ 1+ 2Y,(w), {j.

Xp(w) =3n+2+2Y,(w)

instrukci. X, je tedy ndahodnd veli¢ina, jejiz hodnota X, (w) pro vstup w
je pocet vykonanych instrukci pro n-prvkové vstupni pole w. Vstupy w
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velikosti n jsou pravé vSechna vyse popsand pole A[0..n — 1], tj. vlastné
permutace prvka 1,2, . .. n. Jejich mnozinu oznaé¢me 2,,. Hodnota ndhodné
X, veli¢iny zavisi na pravdépodobnostnim prostoru (£2,,, B,,, P,), tedy na
hodnotach pravdépodobnosti P, ({w}) jednotlivych vstuptiw = A € €.

Je ziejmé, ze Y,,(A) € {0,1,...,n — 1}. Napt. Y, (A) = 0, praveé kdyz
nejvétsim prvkem pole A je An — 1]; Y,,(A) = n — 1, pravé kdyz pole A je
usporddané sestupné, tj. A[0] > --- > A[n—1]. Vzhledem k pfedpokladiim
je jasné, Ze moznych vstupti velikosti n je n! (pocet permutaci n prvka).
Predpokladejme, Ze pravdépodobnost kazdého vstupniho pole A je stejn4,
tji. P({A}) = /n. Pro pravdépodobnostni funkci py, veli¢iny Y, plati

py, (k) = PY,=k)=P{AecQ|Y,(A)=k})=
pocet vstupnich poli A[0..n — 1], pro které Y,,(A) =k

n!
pro kazdou k € {0,...,n — 1}.
Uvazujme vstup A = (A[0],... A[n — 1]) advajevy:

B={AecQ,|Al0)=ntaB ={AcQ,|AJ] #n}.

Za predpokladu, Ze nastane jev 5, se po porovnani na fadku 3 s hodno-
tou A[0] fadek 4 provede. Tedy hodnota Y,, v tomto pfipadé, tj. hodnota
Y, ((A[0], ... Aln —1])) bude o 1 vyssi nez pocet kladnych vyhodnoceni
podminky A[k] > maz pfi zpracovani posloupnosti (A[1],..., A[n — 1]).
ProtoZeje (A[l],..., A[n — 1]) pole velikosti n — 1, je pocet téchto kladnych
vyhodnoceni roven Y,,_1((A[1],. .., A[n — 1])). Z toho, co jsme fekli, plyne,
Ze
P(Y,=klB)=P(Y,.1=k—1)=py,_,(k—1).

Za ptedpokladu, Ze nastane jev B, se po porovnani na fadku 3 s hodnotou
A[0] fadek 4 neprovede (nejvétsi hodnota pole A je jizZ v proménné maz).
Tedy hodnota Y,, v tomto pfipadé, tj. hodnota Y, ((A[0],... A[n — 1])) bude
rovna poctu kladnych vyhodnoceni podminky A[k] > max pfi zpracovani
posloupnosti (A[1],..., A[n — 1]), §j.

P(Y, = k|B) = P(Yy—1 = k) = py,_, (k).

Snadno se vidi, e P(B) = + a P(B) = “=1. Podle véty o tipIné pravdépodobnosti

proto plati
py, (k) = P(Y,=k)=P(, =k|B)P(B)+ P(Y, = k|B)P(B) =

1 —1
= Epyn,l(lf - 1)+ & Py, (k). (40)
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Tato rekurentni rovnice ndm umoznuje vy¢islit jednotlivé pravdépodobnosti
py, (k) = P(Y,, = k), pomoci kterych mtizeme snadno spocitat stfedni hod-
notu velitiny Y,,, totiz E(Y,) = 71— k - P(Y;, = k). Nakonec pak mtizeme
spocitat sttedni hodnotu veli¢iny X,,, tedy oc¢ekdvany pocet vykonanych
instrukci potfebnych pro zpracovani pole velikosti n:

E(X,)=EQBn+2+2Y,) =3n+2+2E(Y,),

nebot n je konstanta a, jak vime, pro libovolnou ndhodnou veli¢inu plati
E(aZ +b) =aE(Z) +b.

Priklad 5.1. Urcete E(X,,) pron = 2, 3,4.
Pro vypocet podle rekurentni rovnice (40) je tfeba urcit hodnoty py,.
Jedinou moZnou hodnotou veli¢iny Y; je 0, je tedy py,(0) = 1 a py, (k) =0

pro k # 0.
n = 2: Mozné hodnoty veli¢iny Y, jsou 0 a 1 a plati

(0) = (D) + T (0) = 50+ 1=
) = om0+ ()= 3 1+ 0=
Tedy E(Y>) =0-4+1-1=1a
E(Xg)=3n+2+2E(Yn):3-2+2+2-%:9.
n = 3: MozZné hodnoty veli¢iny Y5 jsou 0, 1 a 2 a plati
(0) = (D) (0) = 5045 =,
Pv(2) = %pyg(lHn;lpyg(?):%-%Jrg-ozé.

Tedy E(Y3) =04 +1-

N |—=

+2- ¢ = 2 akonetné
5
E(X3) =3n+2+2E(Ys) :3-2+2+2-6 ~ 9.67.
n = 4: Dopocitejte.
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5.3 Pravdépodobnostni analyza algoritmu Quicksort
Viz podklady na pfedndsce:

— Cormen-probabilistic-analysis-of-algorithms.pdf,

— Cormen-randomized-quicksort-analysis.pdf,

— Cormen-birthday-paradox-analysis.pdf (pro zajimavost).

6 Limitni véty

Limitni véty teorie pravdépodobnosti piedstavuji dtileZité poznatky ohledné
situact, které 1ze nahliZet tak, Ze v nich jde o posloupnost X7, X, ...ndhodnych
veli¢in X;. Pfedstavme si napiiklad, Ze provedeme n nezavislych opa-
kovani ndhodného pokusu, ve kterém sledujeme hodnotu néjaké veliciny.
Situaci miizeme nahliZet tak, Ze sledujeme hodnoty n nezavislych ndhodnych
veli¢in, X3, ..., X, které maji stejné rozdéleni. Intuitivné citime, Ze ¢im
vice opakovani provedeme, tim vice informace (napiiklad o stfedni hod-
noté daného rozdéleni) ziskdme. ZvétSovani poctu opakovani vede na otdzku
o limitnim (pro n jdoucim k nekone¢nu) chovani rtiznych charakteristik,
které lze z hodnot veli¢in X1, ..., X,, odvodit.

6.1 Zdikon velkych cisel
6.1.1 Neformdlni dvahy

Zakony velkych &isel (angl. laws of large numbers) Fikaji,'* Ze pfi velkém
poctu nezévislych opakovani daného ndhodného pokusu je primeér hod-
not sledované veli¢iny blizko stfedni hodnoté této velic¢iny a Ze s ros-
toucim poctem opakovani je tento priimér stfedni hodnoté vice a vice blizi.
Zakon velkych ¢isel v jistém smyslu zarucuje, Ze primér sledovanych
hodnot je z dlouhodobého hediska stabilni. Naptiklad zatimco o hodnoté
veli¢iny v jednom (piisté provedeném) pokusu nelze obvykle s rozum-
nou jistotou nic fict, zdkon velkych ¢&isel fikd, Ze z dlouhodobého hle-
diska se bude priimér pozorovanych hodnot bliZit stfedni hodnoté. Pfi

MY

hazardni hie tedy v pfiStim kole mhZe hrac proti kasinu vyhrat (s malou

19Existuje nékolik verz{ zdkona velkych ¢isel.
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pravdépodobnosti, ale mtZe); zdkon velkych &isel ale fikd, Ze pfi opako-
vaném poctu sdzek se jeho priimérna vyhra bude bliZit ocekavané, a bude
tedy zdpornd (protoZe tak jsou nastaveny parametry hry), tj. hra¢ bude
tratit, kasino bude vyhrévat.

Historickd pozndmka 6.1. 'V 16. stoleti vyslovil tvrzeni, Ze pfesnost statis-
tickych charakteristik s rostoucim poc¢tem opakovani pokusii roste, mate-
matik Gerolamo Cardano (1501-1576). Toto tvrzenilze povaZovat za predchtidce
pozdéji formulovanych a dokazanych matematickych tvrzeni, ktera jsou
zndma jako zdkony velkych ¢isel. Prvnim, kdo takové tvrzeni pfesné for-
muloval a dokdazal, byl Jacob Bernoulli (1655-1705) ve své praci Ars Con-
jectandi z roku 1713. Nazev ,zakon velkych ¢isel” poprvé pouZil Siméon
Denis Poisson (1781-1840) v roce 1837.

Pfedpokladejme, Ze je ddna posloupnost X5, X,,, . .., nezavislych ndhodnych
veli¢in se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti a Ze pro stiedni hodnoty
a rozptyl téchto veli¢in plati F(X;) = p a var(X;) = o* proi = 1,2...
Zakon velkych ¢isel pak v tomto pfipadé fikd (existuji vSak jeho formu-
lace pro obecngjsi piedpoklady), Ze velitina X,, = + 3" | X, konverguje
k dané stfedni hodnoté ;; symbolicky X,, — p pro n — oo. Existuji vsak
dveé pojeti konvergence: konvergence podle pravdépodobnosti (angl. con-
vergence in probability), pro kterou se uvedené tvrzeni nazyva slaby zikon
velkych cisel, a konvergence skoro jisté (angl. convergence almost surely),
pro kterou se tvrzeni nazyva silny zdkon velkijch ¢isel. Konvergence skoro
jisté implikuje konvergenci podle pravdépodobnosti, naopak ne.

6.1.2 Matematicka formulace

Omezime se na slaby zakon velkych ¢&isel. Uved me nejprve potfebny po-
jem konvergence.
Posloupnost ndhodnych veli¢in X, Xs, .. . konverguje podle pravdépodobnosti
k hodnoté q, jestlize ro kazdé € > 0 plati
lim P(|X,, —a| >¢)=0. (41)

n—o0

Zde “|X,, — a| > ¢” oznatuje jev {w € Q | | X, (w) — a] > ¢}. Dana kon-
vergence tedy fikd, Ze pravdépodobnost libovolné absolutni hodnoty od-
chylky X,, od a konverguje k 0.

Ptiklad 6.1. Ovéfme, Ze posloupnost X,, ndhodnych veli¢in s normalnim
rozdélenim N (u, 02 /n) konverguje podle pravdépodobnosti k .
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(Nakreslete is obrazek distribu¢ni funkce F veli¢iny X,.) Plati, ze P(|.X,,—
pl =) = P([Xn < p—elUX, 2 e+p]) = P(Xy S p—e) + P(Xy > etp) =
2P (X, < pu — ¢). Posledni rovnost plati vzhledem k symetrii patrné napft.

z grafu F.

Je P(X, < pu—e¢)= F(u— ¢). Protoze pro distribu¢ni funkei ¢ normo-
vaného normaélniho rozdéleni plati F'(z) = ®(**), kde p a s jsou parame-
try normdlniho rozdéleni s distribu¢ni funkci F, je

—= o

F(z) = o(

a tedy

VRS ()

Fp—e) =9

nebof ®(—u) = 1 — ®(u). Protoze lim,,_,,, ®(¥2) = l,jeproe >0

[

Tim P(|X,—p| > £) = lim 2(1_@(@)) —2(1- lim @(@)) —2(1-1) = 0.

n—oo n—oo

Ozna¢me pro posloupnost X;, X5, ...ndhodnych veli¢in

1 n
Zn = - Z(Xi — B(X))). (42)
=1
Tj. Z, je nova ndhodnd veli¢ina vyjadfujici primér odchylek velic¢in X},
..., X, odjejich stfednich hodnot. Posloupnost X, X», ... ndhodnych veli¢in
splriuje slaby zikon velkych Cisel, jestlize postloupnost Z;, Z,, ... konverguje
podle pravdépodobnosti k 0, tj. pro libovolné ¢ > 0 je
lim P(|Z,]| >¢)=0

n—oo

neboli
1 — 1 —
lim P([]=Y X, — =Y E(X,)|>¢]| =0.
i Qz LS »_a)

Uvedeme nyni nékolik podminek, které zarucuji, Ze dana posloupnost
slaby zdkon velkych ¢isel spliiuje.
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Véta 6.1 (Cebyéevova nerovnost). Md-li ndhodnd veli¢ina X stredni hodnotu

E(X) arozptyl var(X), pak pro kazdé € > 0 plati

var(X)
g2

Diikaz. Pfednasky. O

P(|X - E(X)| z¢) <

(43)

Véta 6.2 (Cebysevova). Necht pro posloupnost X, X, ... ndhodnyjch velicin
existuje K > 0 tak, Ze var(X;) < K proi = 1,2,... a cov(X;, X;) = 0 pro
i # 7,1,j=1,2,.... Pak pro X1, Xs, ... plati slaby zdkon velkijch cisel.

Diikaz. Uvazujme veli¢iny Z,, definované v (42). Snadno se ukaze, ze E(Z,,) =
0, déle pak

1 Z” 1 Z" K
Var(Zn) = ﬁ Var(Xi) < ﬁ K = E
i=1 i=1

Podle Ceby3evovy nerovnosti je

var(Z,) =K
PllZ,|>e)=P(|Z, -0 >¢) < <
(2] 2 2) = P12~ 0] = ) < 22) < K
a vzhledem k lim,,_,» 25 = 0je tedy lim, o P(|Z,| > ) = 0. O

Cebysevova véta ma diileZité praktické diisledky. Uvedeme jeden obecnéjsi,
jeden konkrétnéjsi.

Véta 6.3. Nechf je ddana posloupnost Xy, X, . .. vzdjemné nezdvislyjch ndhodnijch
veli¢in, které maji stejnou stfedni hodnotu E(X;) = p a stejny rozptyl var(E;) =
2. Tato posloupnost splituje slaby zdkon velkych ¢isel a posloupnost X1, X, ...,
kde X, = L 37" | X;, konverguje podle pravdépodobnosti k .

Diikaz. P¥imo z CebySevovy véty plyne, Ze 71, Z,, ...konverguje podle
pravdépodobnosti k 0. Ze vzdjemné nezavislosti X; a X totiZ plyne cov(X;, X;) =
0. Protoze 2 3" | E(X;) = p1, znamena to, Ze pro kazdé e > 0 je

1 n
J:%OPQnZ_l X “'—5> ;
coz zbyvalo dokézat. O
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Ted' ten konkrétnéjsi:

Véta 6.4 (Bernoulliho). Nechf je dina posloupnost X1, Xo, ... vzdjemné nezivisljch
nahodnyjch velicin s alternativnim rozdélenim s parametrem p (j. s binomickym
rozdélenim s parametry n = 1 a p). Pak posloupnost Xy, X, ..., kde X,, =
L3 X, konverguje podle pravdépodobnosti k p.

Diikaz. P¥imo z véty 6.3 s vyuzitim skutecnosti, ze E(X;) = p. O

6.2 Centrdlni limitni véty

Centralni limitni véty'! jsou tvrzeni néasledujiciho typu: Provadime opa-
kované ndhodny pokus a tato opakovand provddéni jsou reprezentovana
posloupnosti X;, Xy, ...ndhodnych veli¢in. Pak za ur¢itych pfedpokladti
(napft. Ze veli¢iny jsou vzdjemné nezavislé a maji stejnd rozdéleni) plati,
Ze aritmeticky primér X, = 13"  X; ma v limité pfibliZzné norm4lni
rozdéleni, af je rozdéleni ptivodnich nahodnych veli¢in jakékoli. Provadime-
li tedy napiiklad opakované a nezavisle ndhodny pokus, pfi kterém sle-
dujeme hodnoty ndhodné veli¢iny (tfeba hazime minci a sledujeme, zda
padne panna nebo orel, které odpovidaji hodnotdm 1 a 0), pak podle centralni
limitni véty maji priimérné hodnoty (pramérny pocet padnuti panny) pfiblizné
normdlni rozdéleni a ¢im vice opakovani provedeme, tim vice se bude
blizit norméalnimu rozdéleni. Pfitom ma-li dand ndhodna veli¢ina stfedni
hodnotu p, ma i ono normalni rozdéleni sttedni hodnotu x (pfi zminéném
hodu minci mé tedy ono normdlni rozdéleni sttedni hodnotu 0.5).

Posloupnost ndhodnych veli¢in X;, Xy, ...s distribu¢nimi funkcemi F3,
F,, ... konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné X s distribuéni funkci F,
jestlize vkazdém bodé z spojitosti funkce F' plati

lim F,(x) = F(x).

n— o0
Pokud veli¢ina X mé normélni rozdéleni N (u, 0?), coz vzhledem ke vztahu
F(z) = ®(*=*) (®je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni
N(0,1)) znamend, Ze pro z € R je lim,_ F,,(z) = ®(%*), posloupnost
X1, Xs, ...konverguje v distribuci k rozdéleni N(p,0?) nebo ze X, mé
asymptoticky rozdéleni N (u, o?).

NExistuje nékolik verzi{ centrlni limitni véty.
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Véta 6.5 (Lindenbergova-Lévyho). Nechf je diana posloupnost Xy, X, . .. vzdjemné
nezdvislych nidhodnyjch velicin, které maji stejnou stfedni hodnotu E(X;) = pa
stejny rozptyl var(E;) = o?. Pak posloupnost Y1, Ys, ..., kde

Vi (1§
V=" =YX,
konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, 1).

Diikaz. Pfednésky. O

Pozndmka 6.1. (a) Y, lze nahliZet jako normované priiméry X, prvnich n
veli¢in, X3, ..., X,, (normovani: centrovani ode¢tenim p, normalizace roz-
ptylu délenim o) ndsobené /n. Definice veli¢in Y,, 1ze ekvivalentné popsat

! \/_ i=1 ‘ "

(b) VSimnéte si, Ze véta 6.5 mé stejné predpoklady jako véta 6.3. Kazda
z nich ¥ika o praméru X, = L 3" | X; néco jiného. Véta 6.3 hovoii o kon-
vergeci hodnot priméru; véta 6.5 o rozptylu normovaného praméru.

(c) Vétu 6.5 1ze ekvivalentné formulovat tak, Ze za uvedenych piedpokladii

posloupnost veli¢in
1 n

konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, o2). (Ovétte.)
Specidlnim pfipadem Lindenbergovy-Lévyho véty je ndsledujici véta.

Véta 6.6 (Moivreova-Laplaceova). Nechf je ddna posloupnost X1, X, ... vzdjemné
nezdvislych niahodnijch veli¢in s alternativnim rozdélenim s parametrem p (t].
s binomickym rozdélenim s parametry n = 1 a p). Pak posloupnost Y1, Y, ...,

kde .
Y, = _ (ZXZ — np)

konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, 1).

Diikaz. Plyne z véty 6.5 a z toho, ze E(X;) = p a var(X;) = p(1 — p). O
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Obecnéjsi pripady jsou predmétem dalsich centralnich limitnich vét.
Jako ptiklad uved' me nésledujici.

Véta 6.7 (Ljapunovova). Nechf je dina posloupnost X, Xo, ... vzdjemné nezdvisljch
ndhodnijch veliin, pro které E(X;) = p; a var(X;) = o a existuje t¥eti absolutni
centrdlni moment E(|X; — u;)?). Pokud

W=

lim L, E(1XG — wl?))

a—,
—)
e Y i1 0;

:0’

pak posloupnost Y1, Ys, ..., kde

oL X - )
" Z?:l Uz'2

konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, 1).

Diikaz. Piednésky. O
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