KAPITOLA 1. ROZCVICKA

podminku). Obdobn¢ pro zbylé dvé skupiny. Ddle snadno vyc¢islime
a; =2,a, =4, a3 = 7. Postupnym dopocitinim

ap, = 1705.

Téz bychom dle uvedené teorie mohli odvodit explicitni vzorec
pro n-ty ¢len takto zadané posloupnosti (viz BI0). Charakteristicky

polynom dané rekurentni rovnice je x> — x?

—x — 1 s jednim redlnym
a dal$fmi dvéma komplexnimi kofeny, které miZzeme vyjadfit pomoci

vztaht (||[IT))). ]

1.32. Skére basketbalového utkdni mezi tymy Ceské republiky
a Ruska vyzné€lo po prvni Ctvrting 12 9 pro

rusky tym. Kolika zplisoby se mohlo vyvijet

Reseni. Ozna&fme-li Py ) podet zplisobti, kterymi se mohlo vyvijet
skore basketbalového utkani, které skoncilo & : [, tak pro k, [ > 3 plati
rekurentn{ vztah:
Pty = Py—3.1y + Po—2.0) + Po—1.) + Poi-1y) + Pra-2) +

+ P1—3).

(Zptsoby, kterymi se mohlo vyvi-
jet utkani s vyslednym skére k : |,
si rozdélime na Sest po dvou dis-
junktnich podmnoZin podle toho,
které druzstvo vstrelilo ko§ a za ko-
lik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie
Ulohy ziejmé plati Py ;) =
Déle pro k > 3 plati:

Py = Py—32) + Pg—22) + Pi—1,2 + Px,1y + Pxo),
Py.1y = Py—31) + Po—2,1) + Pa—1,1) + P,
Pyoy = Pyp—3,0) + P—2,0) + P—1,0),

coz spolu s po¢ate¢nimi podminkami P o) = 1, P10y = 1, Po,o) = 2,
P@.0) 4, Puyy = 2, Poy = Pany + Poyy + Peo = 5,
Poo2 = Po2 + Pao + Poy + Poo = 14davd

P(12’9) = 497178513. ]

vvvvvv

formu, nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiZ neumime vy¢is-
lit libovolné ¢islo Py ;) explicitng, nybrz pouze postupnym vypoctem
od pocatecnich ¢lenti. Takové rovnice nazyvame parcidlni diferencni
rovnice, protoZe ¢leny posloupnosti jsou zna¢eny dvéma nezavislymi

proménnymi (k, [).

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostivime
pn+1) —pn) _
p(n)

tj. rozndsobenim dostdvime diferenéni rovnici prvntho fadu (kde
hodnota p(n) vystupuje v prvn{ i v druhé mocnin¢)

o
p(n) +r,

(1.10) pn+1) = pm)(1 — %p(n) +7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto modelu
” ., pro rizné hodnoty r a K. Na obrédzku je pribéeh hod-
not pro parametry »r = 0,05 (j. pétiprocentni ndrtist
A8 =" v idedlnim stavu), K = 100 (tj. zdroje limituji hod-
notu na 100 jedincit) a p(0) jsou dva Jedmm
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Vsimnéme si, Ze pocate¢ni piiblizn¢ exponencidlni rlst se
skute¢né pozdéji zlom{ a hodnota se postupné blizi kyZenému li-
mitu 100 jedinct. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi nez r bude
prava strana rovnice (CI0) pfiblizné p(n)(1 + r), tzn. chovani
je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak pii p pfiblizné¢ K
bude prava strana pfiblizné p(n). Pro vétsi pocatecni hodnoty p
neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi neZ K rust, takze systém
bude zpravidla postupné oscilovat kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted se podivame na jiny obvykly piipad skalarnich hodnot
o, funkci—sledované hodnoty Casto nejsou znamy
E2 .. ani explicitné vzorcem, ani implicitné néjakym
_ popisem. Jsou vysledkem né&jaké nahodilosti
a my se snazime popsat s jakou pravdépodob-
nosti nastane ta & ona moznost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy piiklad miize
slouZit obvyklé hazen{ kostkou se Sesti sténami s oznac¢enimi

1, 2,3,4,5,6.

Pokud popisujeme matematicky model takového hazeni
~poctivou” kostkou, budeme ocekdvat a tudiZ i predepisovat,
7e kazda ze stran pada stejné Casto. Slovy to vyjadiujeme ,.kazda
pfedem vybrand sté€na padne s pravdépodobnosti ¢ “.

Pokud si ale tfeba sami noZikem vyrobime takovou kostku
z kusu dfeva, je jisté, Ze skutecné relativni Cetnosti vysledki ne-
budou stejné. Pak mzeme z velikého poctu pokusil usoudit na re-
lativni Eetnosti jednotlivych vysledkl hodt a tyto ustanovit jako
pravdépodobnosti v naSem matematickém popisu. Nicméné pfi se-
bevétsim poctu pokust nemtiZzeme vyloucit moZnost, Ze se ndho-
dou povedla velice nepravdépodobnd kombinace vysledki a 7e
jsme proto nd$ matematicky model skute¢nosti pro nasi kostku ne-
vybrali dobfe.
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

O linedarnich rekurentnich formulich (diferen¢nich rovnicich)

vys$ich fadt s konstantimi koeficienty si povime vice v kapitole 3.

D. Pravdépodobnost

Uvedine si n¢kolik jednoduchych piikladt na klasickou pravdépo-
dobnost, kdy zkoumdme néjaky pokus, ktery ma konecné mnoho moz-
nych vysledkd (,,v§echny pripady*) a nds zajimd, kdy vysledek po-
kusu bude nélezZet né€jaké podmnozingé moznych vysledkt (,,pfiznivé
pfipady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu piiz-
nivych piipadl ku poctu vSech piipadt. Klasickou pravdépodobnost
mizeme pouZzit tam, kde pfedpokldddme (vime), Ze kazdy z moznych
vysledkli ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfi
hodech kostkou).

1.33.

¢islo vétsi nez 47?7

Jaké je pravdépodobnost, Ze pfi hodu Sestibokou kostkou padne

ReSeni. Viech moZnych vysledkd je Sest (tvoif mnoZinu
{1,2,3,4,5,6}), pfiznivé mozZnosti jsou dvé ({5,6}). Hledand

pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3. (Il

1.34. Ze skupiny osmi muzl a ¢tyf Zen ndhodné vybereme skupinu
péti lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespori tii Zeny?

ReSeni. Pravd&podobnost spoditime jako podil po&tu piznivych
pfipadi ku poctu vSech pfipadid. Piiznivé pripady rozdélime podle
toho, kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzd: mohou v ni byt bud’
dva, nebo jeden muZ. Skupinek o péti lidech s jednim muZem je osm
(zaleZi pouze na vybéru muze, Zeny v ni musi byt v§echny), skupinek
= (g) . (‘3‘) (vybereme dva

muZe z osmi a nezdvisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry

se dvéma muZi je potom c(8, 2) - c(4, 3)

miZeme nezdvisle kombinovat a podle pravidla soucinu dostdvame
uvedeny pocet skupin). VSech mozZnych skupin o péti lidech pak
mulZeme sestavit c(12, 5) = (152)4. Iéledané pravdépodobnost je tedy
3+ ()0 .
()
5
Uvedime si ptiklad, pfi jehoZ feSeni neni vhodné pouZzivat klasické

pravdépodobnosti:

1.35.

.Y

pristi tyden alespoil milién dolard v loterii?

Jakd je pravdépodobnost toho, Ze Ctendr této tlohy vyhraje

ReSeni. Takovito formulace tdlohy je nedplnd, neposkytuje dostatek
udajd. Pfedvedeme chybné feseni. Zakladni prostor vSech mozny jevi
je dvouprvkovy: bud' vyhraje nebo nevyhraje. Pfiznivy jev je jeden (vy-
hraje), hledand pravdépodobnost je tedy 1/2 (a to je zjevné Spatnd od-
povéd). (Il

V dal§im budeme pracovat s abstraktnim matematickym po-
pisem pravdépodobnosti v nejjednodussim piibliZeni.
To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro kon-
krétni pokusy ¢i jiny problém, je zédleZitosti mimo sa-
- motnou matematiku. To ale neznamend, Ze by se ta-
kovym premyslenim neméli zabyvat matematici (nejspiSe ve spo-
lupraci s jinymi experty). Pozdéji se vratime k pravdépodobnosti
coby teorii popisujici chovani nahodilych procesd nebo i plné de-
terminovanych dé¢ji, kde ovS§em nezndme presné vSechny uréujict
parametry.

Matematicka statistika pak umoZiiuje posuzovat, do jaké
miry Ize oCekavat, Ze vybrany model je ve shodé s realitou, resp.
umoziuje urdit parametry modelu tak, aby dochazelo k co nejlepsi
shodé€ s pozorovanim a zarovein umi odhadnout miru spolehlivosti
zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ovS§em budeme
potfebovat dosti rozsdhly matematicky aparat, ktery budeme mezi-
tim nékolik semestrii budovat.

Na prikladu nasi neumélé kostky si to miZeme predstavit tak,
7e v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parametry p; pro
pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a budeme pozadovat
pouze, aby vSechny tyto pravdépodobnosti byly nezdporné a jejich
soucet byl

DA
iy

p1+ p2+ p3+ pa+ ps+ ps=1.

Pfi volbé konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak v mate-
matické statistice budeme schopni odhadnout s jakou spolehlivosti
tento model nasi kostce odpovida.

Nasim skromnym cilem je ted’ pouze naznadit, jak abstraktné
zachytit pravdépodobnostni tvahy ve formalizova-
nych matematickych objektech. Nasledujici odstavce
tak budou ve své podstaté pouhymi cvicenimi v jed-

2 noduchych operacich nad mnoZinami a jednoduché
kombmatorlce (tj. vypoctech poCtu moZnosti, jak mohou byt
splnény dané podminky kladené na kone¢né mnoZiny prvku).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvo-
lenou mnoZinou 2 v§ech moznych vysledkt, kterou nazyvame zd-
kladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nds €2 kone¢na mnozina
sprvky wi, ..., o, predstavujicimi jednotlivé mozné vysiedky. Ka-
7da podmnozina A C 2 ptedstavuje mozny jev. Systém podm-
nozin A zékladniho prostoru se nazyva jevové pole, jestlize

e Q € A (tj. zdkladni prostor je jevem),

e jsou-li A, B € A, pak A\ B € A (4. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnoZinovy rozdil),

e jsou-li A, B € A, pak AU B € A (ij. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich sjednocent).

Zjevné je i komplement A° = Q \ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prinik dvou jevi je opét jevem,
protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B € 2 plat{

A\ (Q\B =ANB

Slovy se tak da jevové pole charakterizovat jako systém pod-
mnozin (kone¢ného) zdkladniho prostoru uzavieny na prlniky,
sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoZiny A € A nazyvame nd-
hodné jevy (vzhledem k A).
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

Poznamka. V predchozim piiklad€ je porusena zdkladni podminka
pouziti klasické pravdépodobnosti, totiz to, Ze kazdy z elementdrnich
jevil ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.

1.36. Do fady v kin€ o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzd a
n Zen. Jaka je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi

nebudou sedét vedle sebe?

/////

splitujicich podminky je 2(n!)?: mdme dv& moZnosti vyb&ru pozice
muzu, tedy i Zen — bud’ v§ichni muZi budou sedét na lichych mistech
(a tedy Zeny na sudych), nebo vSichni muZi na sudych (a tedy Zeny na
lichych mistech); na nich jsou pak muZi i Zeny rozmistény libovolné¢.

Vysledna pravdépodobnost je tedy

_ 2(n!)?
p(2) =0,33, p(5) =0,0079, p(8)=0,00016. O

1.37. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda
z nich vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi.
Jaka je pravdépodobnost, Ze vystoupi
i) vSichni v Sestém poschodi,

ii) vSichni ve stejném poschodi,

iii) kazdy v jiném poschodi?
ReSeni. Zikladni prostor viech moZnych jevi je prostor viech moz-
nych zpiisobii vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8°.

V prvnim piipadé je jedind piiznivd moZnost vystoupeni, hledand
pravdépodobnost je tedy 81—5, ve druhém pripadé mdme osm moznosti,
hledand pravdépodobnost je tedy sl4 a kone¢né ve tfetim je pocet
pfiznivych pifpadt ddn pétiprvkovou variaci z osmi prvkl (z osmi
pater vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a ddle ktefi 1lidé vystoupi
ve vybranych poschodich), celkem je hledand pravdépodobnost ve

tietim piipadé€ rovna (viz A a [Y)
v(5,8) 8-7---4

VES) Y = 0,2050781250. ]

1.38. Ndhodné vybereme celé kladné &islo mensi nez 10°. Jakd je
pravdépodobnost, Ze bude sloZzeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zdroveti bude

Z %z

délitelné ¢islem 5?

Reseni. Cisel splitujici danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé& posledni
cifry mdme na kazdy fdd na vybér ze tif cifer, piipadné Cislice 0 na
zad4tku slova nepfSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvdme, Ze hledana

pravdépodobnost je 21'03::1] . |

“PRAYDEPUPOBNOST

PIAVB)=P(A)+P(BA)

Pro naSe hazeni kostkou je 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} a jevové pole
je tvofeno vSemi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf. ndhodny jev
{1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché ¢islo®.

Néco mélo terminologie, kterd by méla dale pripominat sou-
vislosti s popisem skute¢nych modelii:

......

mnozina ¥ € A se nazyvd nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C 2 se nazyvaji elementdrni
Jjevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € I, odpovida jevu N;er A;,
nastoupeni alespori jednoho z jevii A;, 1 € I, odpovida jevu
Uier Ai,

e A, B € Ajsou neslucitelné jevy, je-li AN B = 0,

e jev A ma za disledek jev B, kdyz A C B,

Prestavte si pfiklady vSech uvedenych pojmi pro jevovy prostor
popisujici hazeni kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!

1.15. Definice. Pravdépodobnosmi prostor je trojice (2, A , P),
kde A je jevové pole podmnoZin (koneéného) zakladniho prostoru
Q, na kterém je definovana skaldrni funkce P : A — R s nésledu-
jicimi vlastnostmi:

e P je nezaporn, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,

e P je aditivni, tj. P(A U B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
A, Be AaANB =40,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevné je okamzitym disledkem naSich definic fada prostych,
ale uzite¢nych tvrzeni. Napf. pro vsechny jevy plati

P(A°) =1— P(A),

kde A€ = Q\ A je jev opacny (pouzivd se téZ pojma doplitkovy i
komplementérni) k jevu A. Dile miZzeme matematickou induke{
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1.39. Ze sacku s péti bilymi a péti Cervenymi koulemi ndhodné vy-
tdhneme tfi (koule do sd¢ku nevracime). Jaka je pravdépodobnost, Ze

dvé budou bilé a jedna Cervend?

ReSeni. Rozd&lme uvaZovany jev na sjednocent tif disjunktnich jevii:
podle toho, kolikdtou vytdhneme Cervenou kouli. Pravdépodobnosti,
1.4 51 5 1

Ze vytdhneme koule pfesn€ ve zvoleném pofadi jsou: 5 -5 -3, 55 3,
1.5 1

5
Jiné FeSeni. UvaZme pocet vSech mozZnych trojic vytaZenych kouli
(koule jsou mezi sebou rozlisitelné), tedy (130). Trojic, které obsahuji
praveé dvé bilé koule je potom (g) . (?) (dvé bil¢€ koule mizeme vytdh-

nout (;) zpUsoby, k nim pak ¢ervenou péti zpiisoby). |

1.40. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest Cer-
nych kouli, ndhodn€ vytahujeme koule (bez vraceni). Jaka je pravdépo-

dobnost, Ze patd vytaZzend koule bude Cerna?

wev s

toho, Ze i-t4 vytazend koule bude cernd, je stejnd pro vSechna
i, 1 < i < 16. MiZeme si totiZz pfedstavit, Ze vytdhneme
postupné vSechny koule. KaZzd4 takovd posloupnost vytaZenych
kouli (od prvni vytaZené koule po posledni), sloZend z péti bilych,
péti Cervenych a Sesti Cernych kouli, m4 stejnou pravdépodobnost
vytazeni a pro vypocet hledané pravdépodobnosti mizeme opét
pouzit model klasické pravdépodobnosti. Zminénych posloupnosti je
P(5,5,6) = o
koule, zbytek libovolny, je tolik, kolik je libovolnych posloupnosti péti
15!

Pocet posloupnosti, kde na i-tém misté je Cernd

bilych, péti cervenych a péti Cernych kouli, tedy P(5,5,5) =

515151
Celkem je tedy hledand pravdépodobnost
15!
P(5,5,5) 515151 3
= =_. ]
P(5,5,6) 16! 8
6!515!

Poznamka. Vrafme se k hazen{ kostkou a zkusme popsat jevy ze za-
kladniho prostoru €2 vznikajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne
Sestka, ne vSak vice nez stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série naSich
hod bude zakladni prostor daleko vétsi — bude to mnoZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud’ konci Sestkou, maji
nejvyse 100 ¢lent a v§echna predchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde o 100 ¢&isel od jedné do péti. Jevem A miZe byt napf. podmnoZina
,hdzeni konc¢i druhym pokusem®. VSechny pfiznivé elementédrni jevy
pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [S,6].

snadno rozsitit aditivitu na jakykoliv kone¢ny pocet vzdjemné ne-
slucitelnych jevit A; € Q,i € 1, tj.

P(UicrAi) = ) P(A)),

iel
kdykoliv A; N A; = @, pro viechna i, j € I,i # j.

1.16. Definice. Nechf Q2 je kone¢ny zdkladni prostor a necht jevové
pole A je pravé systém vSech podmnozin v Q. Klasickd pravdépo-
dobnost je pravdépodobnostni prostor (€2, A, P) s pravdépodob-
nostni funkci

|Al

P(A) =~

P: A— R, ,
€2

kde | A| znaéf pocet prvkd mnoZiny A € A.

Zjevné takto zadana funkce skute¢né definuje pravdépodob-
nost, ovéite si samostatné vSechny pozadované axiomy.

1.17. Séitani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jevi je s¢itan{
1 pravdépodobnosti pro vyskyt alespoti jednoho z nich pfimo
pozadovano v zakladni definici pravdépodobnosti. Obecné
A2 je s¢itani pravdépodobnosti pro vyskyty jevi sloZité. Pro-
blém totiZ je, Ze pokud jsou jevy slucitelné, ¢astecné mame
v souctu pravdépodobnosti zapodteny pfiznivé vyskyty vicekrat.
Nejjednodussi je si nejprve piedstavit situaci se dvéma slucitel-
nymi jevy A, B. Uvazme nejprve klasickou pravdépodobnost, kde
jde vlastné o pocitdni prvkd v podmnozinich. Pravdépodobnost
vyskytu alespoti jednoho z nich, tj. pravdépodobnost jejich sjedno-
ceni, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB),

protoZe ty prvky, které patii do mnoziny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrat, a tak je musime jednou odedist.

TentyZ vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodobnost P
na néjakém jevovém poli. ProtoZe A N B a A\ B jsou nezavislé
jevy, plati

P(A) = P(A\ B)+ P(ANB).
Podobné pro A U B mame
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(AN B).

Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdili dostavame
opét vztah (TI).

Nasledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinatoric-
kého principu inkluze a exkluze do na$i kone¢né
‘.‘», pravdépodobnosti a fikd, jakym zplsobem vicena-
" sobné zapoditavani vysledkii kompenzovat v obec-
- ném piipadé.

Jde patrné o dobry piiklad matematického tvrzeni, kde
nejtézsi je najit dobrou formulaci a pak se da fici, Ze (intuitivné)
je tvrzeni ziejmé.

Na obriazku je situace zndzornéna pro tii mnoZiny
A, B, C a pro klasickou pravdépodobnost. JednoduSe S$rafo-
vané oblasti v prostém souctu mame dvakrat, dvojit¢ Srafované
tiikrat. Pak ty jednoduse Srafované jednou odecteme, pfitom ty
dvojité Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec jeste
jednou zapocteme.
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Ze znamé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime od-
vodit pravdépodobnosti nasich jevli v 2. Neni to ale jist€¢ klasickd
pravdépodobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou
pravdépodobnosti nepadne Sestka pfi prvém hodu a zdroveii padne pii
druhém. Vnucuje se feSeni

P(A) =

36’

AN W
AN =

protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné Cislo nez
Sest a druhy hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela ne-
zavisly na prvnim. Samoziejmé toto neni pomér poctu piiznivych vy-
sledkd k velikosti celého stavového prostoru!

Obecnéji miZzeme fici, Ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus
skonci s pravdépodobnosti (%)k—l . %. Ze viech moznosti je tedy nej-

Jiny piiklad, jak z hdzenf kostkou dostat rGzné pravdépodobné
jevy, je pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami. UvaZujme takto:
pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny
s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvéma kostkami je kazdy pfedem zvo-
leny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych &isel od jedné do Sesti
(v€etné poradi), stejné¢ pravdépodobny s pravdépodobnosti 31—6 Pokud
se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovicni
neZ u dvou riiznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro jednotlivé mozné
soucty uvedené v hornim fddku ndm vychdzi pocet moZnosti v fddku

dolnim:

| Soucet |2 [3[4|5]6[7|8[9]10]11]12]
| Potet [1[2[3[4]5]6]5 ‘

L
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kostkami, véetné ur¢eného poradi. Pokud se budeme ptat na pravdépo-

Podobné vyjde pravdépodobnost 5= jednotlivych vysledkd hodu tfemi
dobnost vysledného souctu pfi hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je moznosti, jak daného souctu dosdhnout a piislusné

pravdépodobnosti secist.

1.41. Princip inkluze a exkluze.
Sekretdifka md rozeslat Sest do-
pisti Sesti riznym lidem. Dopisy
pro riizné adresaty vklada do obé-
lek s adresami ndhodné. Jakd je
pravdépodobnost, Ze alespoii jeden
¢lovék dostane dopis uréeny pro

négj?

PRINCIT INKLUZE A FXKIAZE.

Obecné si diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti miZeme
predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarni (tj. jednobodové)
jevy, jakkoliv ve skute¢nosti nemusi jednoprvkové podmnoZiny do
uvazovaného jevového pole patfit. Pak je pravdépodobnost kaz-
dého jevu dana souctem pravdépodobnosti jednotlivych elementar-
nich jevi do n¢j patiicich a miZzeme pfi vyjadfeni pravdépodob-
nosti nastoupen{ alespoii jednoho z jevl postupovat takto: secteme
v8echny pravdépodobnosti vysledktl pro viechna A; zvlast, pak
oviem musime odecist ty, které tam jsou zapocteny dvakrat (tj.
prvky v prinicich dvou). Ted si ovS§em dovolujeme odecist prili§
mnoho tam, kde ve skuteCnosti byly prvky tfikrdt, tj. korigujeme
pri¢tenim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.

Véta. Budie Ay, ..., Ax € A libovolné jevy na zdkladnim pro-
storu Q s jevovym polem A. Pak plati

k k-1 k
P(UleAi)=ZP(A,-)—Z > PAINA)+
i=1

i=1 j=i+1
k=2 k-1 k
+Z Z Z P(AiNA;NAY) — ...+
i=1 j=i+1 =j+1

+(=DTP(AI N AN ... N Ap).

Dtkaz. Aby se vyse naznafeny postup stal dikazem, je za-
&= potiebi si ujasnit, Ze skutecné vSechny korekce, tak
' jak jsou popsdny, jsou skutené s koeficienty jedna.
s

Misto toho miiZzeme sndze dat dohromady formalngjsi

=& dilkaz matematickou indukc{ pres pocet k jevu, jejichZ
pravdépodobnosti s¢itdme. Zkuste si pribéZné porovnavat oba po-
stupy, mélo by to vést k vyjasnéni, co to znamend ,,dokazat” a co
»porozumét™.

Pro k = 1 tvrzeni zjevn¢ plati, vztah pro k = 2 je totozny
s rovnosti (') a tu jsme pro obecné pravdépodobnostni funkce
jiz dokazali také.

Predpokladejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty mnoZin
a7z do pevné zvoleného k > 1. Nyni mGzeme pracovat v induk¢énim
kroku se vztahem pro k 4 1 jevi, kdyZ sjednoceni prvnich k jeva
bereme jako A ve vzorci (ICIT) vySe, zatimco zbyvajici jev hraje
roli B:

P (Ufill Al) =P ((Uf?:lAi) U Ak+1> =

=y (v Y

=1 l§i1<-~<ij§k

+ P(Arg1) = P((Ap U --- U Ap) N A1)

P(AyN---NA) |+
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ReSeni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opaéného, tedy toho, Ze
ani jeden Cloveék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vS§ech moz-
nych jevt odpovidd vS§em moznym poradim péti prvki (obélek). Ozna-
¢ime-li jak obdlky tak dopisy €isly od jedné do Sesti, tak vSechny
pfiznivé jevy (tedy Zadny dopis nepfijde do obdlky se stejnym C&is-
lem) odpovidaji takovym poradim Sesti prvkd, kdy i-ty prvek neni na
i-tém mist¢ (i = 1,...,6), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich
pocet spocitame pomoci principu inkluze a exkluze. Oznac¢ime-li M;
mnoZinu permutaci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou
mit i jiné pevné body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného

bodu je roven
d=6!—|MU---UM;g|.

Pocet prvkt priniku |M; N---NM;, |,k =1, ..., 6,je (6—k)! (pofadi

prvkliy, ..., ik je pevné ddno, ostatnich 6—k prvkl fadime libovolng).

Podle principu inkluze a exkluze je

0 6
IM{U - U Mg| = Z(—l)"+l<k)(6 —k)!

k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvame vztah

6
6
d=06!—) (=DF! — k! =
> (=1 (k> (n — k)
k=1
6 6
6 (=¥
k —
> =D (k)(6—k)! =6 o
k=0 k=0
Pravdépodobnost toho, Ze Zaddny ¢lovék neobdrzi ,,svlij* dopis je tedy

26: (-DF 53
k! 144
k=0

a hledand pravdépodobnost pak
(-D* 91

6
= 2o T = g

Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otazku se s rostou-
cim poctem dopist prili§ neméni. Pro n dopisi je pravdépodobnost, Ze

sekretdfka dé alespoil jeden do sprdvné obdlky, rovna

=DE L
1—2 % _1—;

k=0

Jak totiz uvidime pozd¢ji, uvedend suma konverguje (bliZi se) k hod-
noté 1/e.
Nésledujici piiklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje

pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehod€.

To uZ pfipomina formuli pro k£ 4 1 s¢itanych jevt, nicméné nam
ve velké sumé chybéji viechny vyrazy obsahujici Axy; a Clen
s pravdépodobnosti sou¢asné¢ho nastoupeni vSech jevi. Zato ndm
vsak prebyva posledni Clen. Tento ¢len vyrazu miZeme nahradit
vyrazem

—P((A1 N A1) U--- U (A N Agyr))

a pro tento vyraz opét pouZit indukéni ptedpoklad, tj. formuli ve
vété. Pii troSe trpélivosti (a dostateéné velkém papiru na roze-
psani vSech ¢lenti) ovéfime, Ze tim pravé pfiddme vSechny dosud
chybéjici Cleny. (|

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem pied-
1 chozi véty je piipad klasické pravdépodobnosti, kdy

vSechny konecné podmnoZziny zdkladntho prostoru
A jsou jevy a viechny elementdrni jevy maji stejnou
pravdépodobnost. Ve vzorci z pfedchozi véty pak vSechny
pravdépodobnosti davaji pravé pocet prvkia piislusnych podm-
nozin az na spole¢ny faktor %, kde n je pocet prvkd zdkladniho
prostoru.

Takto mZeme z véty T2 vy¢ist nasledujici tvrzeni pro
mohutnosti obecné kone¢né mnozZiny M a jejich podmnoZin
Ay, ..., Ai. Jako obvykle piSeme |M| pro pocet prvkl mnoZiny
M.

Samoziejmé pro konecnou mnoZinu M a jeji podmnoZziny
plati

M\ (Ui_ AD] = [M] = | U Al
Nyni mizeme dosadit z predchozi véty za mohutnost sjednoceni na
pravé strané a dostavame tvrzeni, kterému se fika princip inkluze
a exkluze.

IM\ (U'_, 4D =

k
= M| +Z((—1)f >4, m---mAi,|).

j=1 I<ij<--<ij<k

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dvé nebo tfi mnozZiny, viz
obrazek pied vétou [T

1.19. Nezavislé jevy. Vratme se na chvili k jednoduchému mo-
delu dokonalé hraci kostky. Bude nés zajimat, jak mohou byt jevy
zavislé.

Napt. pravdépodobnost, Ze nastanou zdrovei jevy ,,padne

s Xz

liché &islo™ a ,padne alespon trojka®, je % To je totéZ jako
% . %, tedy soucin pravdépodobnosti jednotlivych jevi. To odpo-
vida predstavé, Ze miZeme nezavisle testovat obé podminky a vy-
sledna pravdépodobnost souc¢asného splnéni bude dina soucinem
pravdépodobnostni dil¢ich. Jestlize budeme naopak uvaZovat ne-
slucitelné jevy, jako jsou napf. ,,padne sudé ¢islo* a ,.padne liché
¢islo”, bude pravdépodobnost souc¢asného vyskytu obou nulovd,
zatimco soudin dil¢ich pravdépodobnosti nulovy neni.

To odpovida prestavé, Ze tyto dva jevy musi byt zavislé, pro-
toze vyskyt jednoho z nich ten druhy uZ vyluéuje. Samozfejmé
muze nastdvat slabsi zdvislost, napt. jev ,,padne liché ¢islo” je
dasledkem jevu ,,padne trojka® a proto také nenf ddna pravdépo-
dobnost spole¢ného vyskytu téchto dvou jevii pomoci soucinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich fek-
neme, 7e jevy A a B jsou stochasticky nezavislé, jestlize plati

P(ANB) = P(A) - P(B).
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1.42. Ro¢né zahyne nasilnicich v CR priblizn& 1200 &eskych ob¢ant.
Ur&ete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechii
zemfie v nasledujicich deseti letech pri dopravni nehodé. Predpokla-
dejte pro zjednoduSeni, Ze kazdy obCan mé v jednom roce stejnou
,Sanci* zemfit pfi dopravni nehod& a to 1200/107.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, 7¢ jeden vybrany

¢lovék v nésledujicich deseti letech nezahyne pfi dopravni nehodé¢.

Pravdépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je ( — ﬁ) Pravdépo-
dobnost, Ze nezahyne v ndsledujicich deseti letech, je pak ( — %) 10

Pravdépodobnost, Ze v ndsledujicich deseti letech nezahyne nikdo
z danych péti set lidi, je opét podle pravidla soucinu (jednd se

o nezdvislé jevy) ( — 1—2)5000. Pravdépodobnost jevu opaéného, tedy

105
toho, Ze nékdo z vybranych péti set lidi zahyne, je
1—(1-12)"™ = 0,4512. 0

Poznamka. Model, ktery jsme pouZili v pfedchozim piikladu k po-
pisu zadané situace, je pouze ptiblizny. Problém spocivd v podmince,
7e kazdy obcan z vySetfovaného vzorku ma stejnou pravdépodobnost
toho, Ze v pribéhu roku zahyne, kterou jsme odhadli z po¢tu usmrce-
nych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiz rok od roku ménf a
i kdyby se neménil, tak se méni populace. UkaZme si jednu z nepfes-
nosti piikladu na jiném zplsobu feSeni: zahyne-li 1200 osob za rok,
tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni
Clovek zahyne v pritbéhu deseti let tedy mtizeme odhadnout i zlomkem
12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne v prib&hu
10 let je tedy (l — W) (to jsou prvni dva ¢leny binomického rozvoje
( — —) ). Celkem dostdvame analogicky jako v pfedchozim feSeni

105
odhad pravdépodobnosti

12\ 500
1— (1 — 1—04) = 0,4514.

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.

e s

Snaha pouZit matematickych znalosti k vyhfe v nejrtiznéjsich ha-
zardnich hrich je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy priklad.

Nyni si procvi¢me tzv.
(0.

»podminénou™ pravdépodobnost, viz

1.43.

padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 27

Jakd je pravdépodobnost toho, Ze pfi hodu dvéma kostkami

ReSeni. Oznac¢me jako B jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka,
jev ,,padne soucet 7° ozna¢me jako A. MnoZinu vS§ech moznych vy-
sledkd budeme znacit opét jako 2. Pak

poalp - PANB o |ANB)
A== ]

Zkusme ale tutéz hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A ,,padne
liché ¢&islo®, jev B ,,padne alespoii 3 a jev C ,,padne nejvyse 3.
Pravdépodobnosti jsou

! P(B)—2 P(C)—l
2’ T3 T

1 1 21
P(AanC)ZEZ —————

P(A) =

ale po dvojicich dostavame napt. P(ANC) = % # % . %

Naopak ani tfi jevy A, B, C které jsou po dvou nezavislé, ne-
musi spliiovat vlastnost P(A N BN C) = P(A) - P(B) - P(O):
nechf @ je devitiprvkovy zdkladni prostor sloZeny ze slov aaa,
bbb, ccc, abc, ach, bac, bca, cab, cba. Ozna¢me jako A jev ,na
prvnim misté slova je pismeno a*. Ddle nechf B je jev ,na dru-
hém misté slova je pismeno a“ a C je jev ,,na tfetim mlste slova
je pismeno a“. Pak P(A) = P({aaa,abc,acb}) = j a ob-

dobn& P(B) = P(C) = %. Potom P(ANB) = P(ANC) =
P(BNC) = P({aaa} = %. Tedy jevy jsou po dvou nezdvislé, ale
P(ANBNC) = P(laaa) = § # P(A) - P(B) - P(C).

Obecné tedy definujeme nezavislé jevy takto:

Definice. UvaZme libovolny pravdépodobnostni  prostor
g (2, A, P) avném k jevi Aq,..., Ag. Rekneme,
7e tyto jevy jsou stochasticky nezdvislé (vzhledem
2k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné z nich
vybranejevy Aj, ..., A, 1 <€ < kplat

P(Ail ﬂ~-~ﬂAiZ) = P(Ai])-...-P(Aie).

Zjevn¢ je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevi opét
stochasticky nezavisly. Déle si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoltéme

P(ANB)=P(A\B) = P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P (B).

Odtud uz snadno dovodime, Ze zdménou jednoho nebo vice sto-
chasticky nezdvislych jevd za jejich opacné jevy obdrZime opét
stochasticky nezavislé jevy.

Casto je potfebna pravdépodobnost, Ze nastane alespoti jeden
ze stochasticky nezavislych jeva, tzn. hleddme P(A; U --- U Ag).
MiZeme pak pouzit elementirn{ vlastnosti mnoZinovych operaci,
tzv. de Morganova pravidla

(Uie1 A" = Nier A,
(Nier A" = Uier Aj,

a dostavame

P(AjU---UA) =1-P(A{N---NAY) =

(1.12)
=1—(1—=P(A))...(1 = P(Ap)).
1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou jevi
miZeme preformulovat s piedstavou, Ze zkoumame
jeden z nich za podminky, Ze druhy nastal. U neza-
vislych by podminka neméla mit Zadny vliv. Napf.
> ,Jjaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu dvéma kostkami
padly dvé pétky, je-1i soucet hodnot deset?“. Formalizovat takovy
postup umime nésledovné.
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Cislo 7 miiZe padnout ¢tyFmi riiznymi zpiisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy |ANB| =4, |B =5-5=25, tedy

P(A|B) = :
257
VSimnéme si, Ze P(A) = %, tedy jevy A a B jsou zdvislé. ]

1.44. Michal m4 dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu
na seznam.cz. UZivatelské jméno m4 stejné na obou serverech, hesla
rtznd (ale nepamatuje si, které heslo ma na kterém serveru). Pii zada-
van{ hesla pfi pfistupu do schranky se splete s pravdépodobnosti 5%
(tj. jestlize chce zadat jemu zndmé slovo jako heslo, tak jej s pravdépo-
dobnosti 95% skutecné spravné na klavesnici zadd). Michal zadal na
serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze néco neni
v potadku. Jakd je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné heslo, ale
pouze se ,,preklepnul pfi zaddvani? (Predpokldddme, Ze uZivatelské
jméno zadé vZdy bez chyby.)

Reseni. Oznac¢me A jev, 7e Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

$patné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevi:

Aj : chtél zadat spravné heslo a piepsal se,
A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud se pfepsal

nebo ne.

Hleddme tedy podminénou pravdépodobnost P(A;|A), ta je podle
vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna

_P(ANA) _ P(A)
P(AlA) = P(A)  P(A UAy)
P(Ay)

P(A)) + P(Ay)
pravdépodobnosti P(A;) a P(Ay). Jev

A; je konjunkci (prinikem) dvou nezdvislych jevii: Michal chtél

Potfebujeme tedy urcit

zadat spravné heslo a Michal se pfi zaddvani pfepsal. Dle zadani
je pravdépodobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem

P(A) = % . % = % (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe
se jednd o nezdvislé jevy). Déle je ze zaddni P(A,) = % Celkem

P(A) = P(A) + P(A)) = 5 + 3 = %, amiZeme vy&islit:
1

P(A) 40 _ 1 0
P(A) 21 21
40

Metodu geometrické pravdépodobnosti, (viz 21 mizeme pouzit

P(A1]A) =

v pripad€, Ze dany zdkladni prostor sestdvd z nekonecné mnoha ele-
mentdrnich jevi, které dohromady vypliiuji néjakou oblast na piimce,
roviné, prostoru (u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ...).

Ptredpokldddme, Ze pravdépodobnost toho, Ze nastane elementirni jev

PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

—

Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém
poli A v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Podminénd
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H
je definovana vztahem

P(ANH)

P(A|H) = PCH)

Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H ajev A jsou skute¢né
nezavislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H). Pfimo z defi-
nice také vyplyva tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépodobnosti“. Mame-
li dva jevy A1, Az spliiujici P(A; N Ap) > 0, potom

P(A1 N Az) = P(A2)P(A1]|Az) = P(A1)P(A2]Ay).

VSechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze nastanou
oba jevy A1 i A2, jenom jinymi zplisoby. Napiiklad v poslednim
pfipadé nejprve sledujeme, zda nastane prvnf jev. Potom za pfed-
pokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda nastane i ten druhy.
Podobné pro tii jevy A1, Az, Az spliiujici P(A1 N Ay N Az) > 0
dostaneme

P(A1 N A2 N A3) = P(A1)P(A2]A1) P(A3]A1 N Ap).

Slovy to lze opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu viech ti{
jevu zaroveil miiZzeme spocitat tak, Ze se nejprve zabyvame vysky-
tem pouze prvniho z nich, potom druhého za pfedpokladu, Ze prvn{
uz nastal, a naposledy tietiho za predpokladu, Ze oba piedesié jevy
jiZ nastaly.

Mame-1i obecny pocet k jevil Aq, ..
-+ N Ag) > 0, pak véta fika nasledujici:

., Ay spliwgjicich P(A1 N

P(AiN---NAg) = P(A)P(A2|A1)---P(Ar|A1 N - - N Ag).

Skute¢né, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti viech prinikd,
které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim cita-
teld a jmenovatelt ziskdme i napravo pravé pravdépodobnost jevu
odpovidajiciho praniku vSech uvazovanych jevi.

1.21. Geometricka pravdépodobnost. V praktickych problé-
; mech se Casto setkdvame s daleko sloZitéjSimi mo-
__dely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnoZinou.
Nemdame momentdln¢ k dispozici ani zdkladni na-
stroje pro dostate¢né zobecnéni pojmu pravdépodob-
nosti, nicméné miZeme uvést alespoil jednoduchou ilustraci.

UvaZme rovinu R? dvojic redlnych &isel a v ni podmnoZinu
Q se zndmym obsahem vol 2 (symbol ,,vol je od anglického
»volume®, tj. obsah/objem). Pfikladem muze slouZit tfeba jednot-
kovy ¢tverec. Nahodné jevy budou reprezentovany podmnoZinami
A C Q aza jevové pole A bereme néjaky vhodny systém podm-
nozin, u kterych umime ur¢it jejich obsah. Nastoupeni nebo nena-
stoupeni jevu je dano vybérem bodu v €2, kterym se trefime nebo
netrefime do mnoZiny reprezentujici jev A.

Uvazme jako ptfiklad problém, kdy ndhodné vybereme dvé
hodnoty a < b v intervalu [0, 1] € R. VSechny hodnoty a i b jsou
stejné pravdépodobné a otdzka zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze
interval (a, b) bude mit velikost alesponi jedna polovina?“. Volba
¢isel a, b je volbou libovolného bodu [a, b] ve vnittku trojahelniku
Q s hrani¢nimi vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 1] (viz obrazek).
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z ur¢ité podoblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, ...)
k velikosti celého zdkladniho prostoru.

1.45. Z Té&sina vyjizdi vlaky co pil hodinu (smérem na Bohumin)
vlaky se mezi témito dvéma stanicemi pohybuji rovhomérnou rychlosti
72 km/h a jsou dlouhé 100 metrt, cesta trvd 30 minut, vlaky se mijeji
neékde natrase. Nevyspaly hazardér Jarek si vybere jeden z téchto vlaki

N

a béhem cesty z Té$ina do Bohumina ndhodné vystréi hlavu z okna na
pét vtefin nad kolejisté pro protéjsi smér. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mu bude uraZena? (Pfedpokldddme, Ze jiné neZ zminéné vlaky na trati

nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemn4 rychlost protijedoucich vlakii je 40m/s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a ptll sekundy. Prostor v§ech
moznosti je tedy interval [0, 1800 s], prostor ,,pfiznivych® moznosti
je potom interval délky 7,5 s lezici nékde uvnitf pfedchozi dsecky.
Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0,004. ]

1.46.

dinou vecerni vyjiZdi ndhodné autobus z Kolo¢avy do Uzhorodu. Jed-

Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou ho-

nou denné¢ ve stejném casovém rozmezi jezdi jiny autobus ndhodné
opaénym smérem. Cesta tam trva pét hodin, zpét téz pét hodin. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ReSeni. Prostor viech moZnych jevii je &tverec 12 x 12, Oznacime-
li doby odjezdu obou autobusi x, resp. y, pak se tyto na trase
potkaji pravé kdyz |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje
v daném cCtverci oblast ,piiznivych jevi“. Obsah zbylé ¢ésti
spocitime piimo jednoduSeji, nebof je sjednocenim dvou pravo-
dhlych rovnoramennych trojihelniki o odvésnach délky 7, tedy
je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici ,pfiznivym jevim® je tedy

144 — 49 = 95, celkem je hledan4 pravdépodobnost p = % = 0,66.

— s
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1.47. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozd€lena na tfi dily. Urcete

pravdépodobnost, Ze alespoil jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

]

Ulohu si miizeme piedstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny dcastnik vecirku nad rdnem pokousi dvéma fezy
rozdélit parek na tfi dily pro sebe a sv€ dva kamarady. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspoii pulka?

Odpovéd je docela jednoducha: Podobné jako u klasické

pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci
P : A — R vztahem

vol A
P(A) = —,
vol €2
kde A jsou podmnoZiny v roviné, které odpovidaji ndmi vybranym

jevam.

Potfebujeme tedy znat plochu podmnoziny, kterd odpovida
bodims b > a + %, tj. vnitfku trojdhelniku A ohrani¢eného vr-
choly [0, 31, [0, 11, [3, 1]. Bvidentn& dostdvdme P (A) = .

Zkuste si samostatné odpovédét na otdzku ,,pro jakou pozado-
vanou minimalni délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodob-
nost jedna polovina?*.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z ti¢innych vypocetnich me-
1 tod piibliZznych hodnot je naopak simulace zndmé tako-

véto pravdépodobnosti pomoci relativni Cetnosti nastou-
A peni vhodné zvoleného jevu. Napt. zndma formule pro ob-
sah kruhu o daném poloméru ik, Ze obsah jednotkového
kruhu je roven pravé konstanté

7w =3,1415...,

kterd vyjadfuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho po-
loméru. (Tady si také povSimnéme vychodiska, které jsme nedo-
kazali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstantnimu na-
sobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to budeme umét
ukézat, az zvladneme tzv. integrovani. Experimentalné si to ale
miZeme oveéfit niZze uvedenym postupem s rtiznymi velikostmi
strany Ctverce.)

Pokud zvolime za 2 jednotkovy Ctverec a za A prinik €2 a jed-
notkového kruhu se stfedem v pocatku, pak vol A = 41_17[' Méme-1i
tedy spolehlivy generdtor ndhodnych ¢isel mezi nulou a jednickou
a pocitame relativni ¢etnosti, jak Casto bude vzdalenost bodu [a, b]
(uréeného vygenerovanou dvojici a, b) od poc¢atku mensi neZ jedna,
tj. a*> + b*> < 1, pak vysledek bude pfi velkém poétu pokusi s ve-
likou jistotou dobfe aproximovat ¢islo }171.
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ReSeni. Nahodné rozdéleni ty&e na tfi dily je ddno dvéma body fezu,
¢isly x a y (nejprve ty¢ roziizneme ve vzdélenosti x od po¢atku, nehy-
beme s ni a déle ji roziizneme ve vzdalenosti y od poc¢atku). Pravdépo-
dobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-li ¢tverec
C tak, aby dvé€ jeho strany leZely na kartézskych osich v roviné, tak
podminka, Ze alespoil jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy, ndm

vymezuje ve ¢tverci nésledujici oblast O:
O={xyeC| (x=20)Vx=180) Vv (y =20)Vv
vV (y = 180) v (Ix — y|) < 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezen4 oblast - m obsahu
ctverce.

/
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E. Geometrie v roviné

Vrafme se na chvili ke komplexnim ¢slim. Komplexni rovina je

totiz ,,normalni rovina, kde ov§em mame dano néco navic:

1.48.

sdruZeného ¢fsla jako geometrickou transformaci v roving.

Interpretujte ndsobeni imagindrni jednotkou a vzeti komplexné

ReSeni. Imaginarn{ jednotka i odpovida bodu (0, 1) a viimn&me si, Ze
vynésobeni jakéhokoliv ¢fsla z = a + i b imagindrn{ jednotkou ddva
vysledek

i-(a+ib)y=—-b+ia
coz v interpretaci v roving znamend oto¢eni bodu z o pravy thel v klad-
ném smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

Pfifazeni komplexné sdruzeného c&isla je symetrie podle osy

redlnych cisel:

=(a+ib)—>(a—ib)=1z. O

Nynf jeden zndmy, ale velmi pekny piiklad.

1.49. Urcete soucet thld, které v roving R? sviraji s osou x postupné
vektory (1, 1), (2,1)a (3, 1)

ReSeni. Uvizime-li rovinu R? jakoZto Gaussovu rovinu komplexnich

¢isel, tak uvedené vektory odpovidaji komplexnim &islim 1 + 4, 2 4

Numerickym postuplim zaloZenym na tomto principu se fika
metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

\Y% posledmch odstavcich jsme intuitivné pouZivali elementarn{
pojmy z geometrie redlné roviny. Ted budeme po-
. drobnéji zkoumat, jak se vypofadavat s potiebou po-
= pisovat ,,polohu v roviné®, resp. davat do souvislosti
polohy ruznych bodi roviny.

Nastrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrét to ale bu-
dou velice specidlni pravidla pfifazujici dvojicim hodnot (x, y)
dvojice (w, z) = F(x, y). Zaroven pijde o predzvést tivah z ob-
lasti matematiky, které se fika linedrni algebra a kterou se budeme
podrobné zabyvat v dalSich tfech kapitolach.

1.23. Vektorovy prostor RZ, Podivejme se na ,,rovinu“ jakoZto
na mnozinu dvojic redlnych &isel (x, y) € R%. Budeme jim Fikat
vektory v R%. Pro takové vektory umime definovat séitani ,,po sloz-
kdch*, tj. pro vektory u = (x, y) av = (', y) klademe

ut+v=u+x,y+y).

ProtoZe pro jednotlivé slozky plati vSechny vlastnosti komutativn{
grupy, evidentné budou tyto vlastnosti platit i pro nase nové s¢itan{
vektorll. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor 0 = (0, 0), je-
hoZz pfitenim k jakémukoliv vektoru v dostaneme opét vektor v.
Zamérné ted pouZivame tentyZ symbol O pro vektor i jeho ska-
larni slozky — z kontextu je vZdy jasné, jakou ,,nulu mame kdy
na mysli.

Dale definujeme ndsobenfi vektort a skalara tak, 7e proa € R
av = (x,y) € R? klademe

a-v = (ax, ay).

Zpravidla budeme znak - vynechdvat a pouhé zfetézeni znakd a v
bude oznaCovat skaldarni ndsobek vektoru. Pfimo se ovéii dalsi
vlastnosti pro ndsobeni skaldry a, b a s¢itani vektord u, v, napf.

a(u+v)=au+av, (@a+bu=au—+bu, albu) = (ab)u,

kde opét pouzivame stejny znak plus pro s¢itani vektorh i skaldrd.
Tyto operace si miiZzeme dobie predstavit, jestliZze uvaZzujeme
vektory v jako Sipky zacinajici v po¢atku 0 = [0, 0]
_akoncici v bod€ [x, y] v roving.
Takové Sipky pak mtiZzeme pfiklddat jednu za
druhou a to pfesné odpovidd s¢itani vektort. Naso-
bem skalarem a pak 0dp0v1da natazeni dané §ipky na a-ndsobek.

LINEARN/ KOMBINACE
y/ 2204 7
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