KAPITOLA 9

Statistické a pravdépodobnostni metody

Je statistika cdsti matematiky?

— kdyZ ano, pak matematiky potiebuje moc...!

A. Tecky, ¢ary, obdélnicky

Ziskand data z praxe mizeme zachytit riznymi zpisoby. Uvedime
nekolik zdkladnich.

9.1. Zobrazovani ziskanych dat. U 20 matematikd bylo zjistén

pocet ¢lent domdcnosti, ve které Ziji. V tabulce je uvedena Cetnost, se

kterou se dané pocty ¢lentt domdcnosti vyskytly.

Pocet ¢lentd 112(3(4|5]6
Pocet domacnosti | 5|51 (6|21

Vytvofte tabulku rozlozen{ cetnost. Urcete primér, medidn a mo-

dus poctu osob v domdcnosti. Sestavte sloupcovy diagram dat.

ReSeni. Do tabulky rozloZeni &etnosti zapiseme nejen vlastni Cet-
nosti, ale i kumulativni ¢etnosti a pravdépodobnosti, Ze s jakou md
ndhodné vybrand domdicnost dany pocet ¢lenl (tzv. relativni Cet-
nost). Mozny pocet ¢lenti domécnosti oznac¢ime x;, odpovidajici Cet-
nost pak n;, relativni ¢etnost p; (= ”i/Z§:1 nj = n;/20), ku-

mulativnf Setnost N; (= D, x;) a relativni kumulativni Cetnost

Statistika je, v $ir§im slova smyslu, jakékoliv zpracovan{ ¢isel-
nych nebo jinych dat o néjakém souboru objektid a jejich vice ¢i
méné prehlednd prezentace. V tomto smyslu hovofime o popisné
statistice. Jejim pfedmétem je tedy zpracovani a zptrehlediovani
dat o objektech daného souboru, napf. ro¢ni pfijmy vech obcanti
zpracovavané z kompletnich dat finan¢nich tradua.

Matematicka statistika spo¢iva ve vyuziti matematickych me-
tod pro odvozovani zavéri platnych pro cely (potencidlné ne-
kone¢ny) soubor objekti na zdklad¢ né€jakého ,,malého™ vzorku.
Napt. zjisfujeme zatizeni populace chorobami pomoci dat ziska-
nych u né¢kolika nahodile vybranych osob, chceme ale interpretovat
vysledky ve vztahu k celé populaci.

Podstatou popisné statistiky je odvozeni jednoduchych (zpra-
vidla) ¢iselnych charakteristik o velkych souborech dat, resp. je-
jich vhodna vizualizace. Podstatou matematické statistiky je pro
prezentovana data zjistovat, jaké vlastnosti skute¢né maji objekty,
které jsou daty popisovany, a zaroveil, jak vérohodné jsou odvo-
zené vysledky. Zpravidla pfitom jde o sbér a zpracovani dat o néja-
kém souboru objektd, jejich ndslednou analyzu a, koneéné, o vy-
sloveni dasledki pozorovani pro rozsdhlejsi soubor objekti nez
jsou ty, jejichZ data jsme zpracovdvali. Jesté jinak feCeno, vysled-
kem pouZiti matematické statistiky je sdéleni o velkém souboru
objektt na zdklad¢ studia malé (zpravidla ndhodné vybrané) ¢asti
znich, spole¢né s kvalitativnim odhadem vérohodnosti vysledného
sdéleni.

Matematicka statistika je opfena hlavné o ndstroje teorie
pravdépodobnosti, které jsou velice uZiteéné (a zajimavé) i samy
0 sobé. Nejvice tsili budeme v dal§im textu vénovat pravé jim.

Cela tato kapitola poskytuje elementarni tivod do metod
pravdépodobnosti a statistiky, ktery by mél byt dostateény pro
spravné chapdni béZnych statistickych informaci vSude kolem
nds. Pro seriozn{ porozuménf{ praci matematického statistika bude
tieba sahnout po dalSich zdrojich.

1. Popisna statistika

Popisna statistika nenf sama o sob¢é matematicka disciplina,
byt pouziva ¢etné manipulace s ¢isly a obéas i velmi sofistikované
metody. Je pfitom ale dobrou pfilezitosti k ilustraci matematického
pristupu k budovani obecné uZiteénych nastroja.

Zaroven by nam méla poslouZit jako motivace pro fadu tivah
v pravdépodobnosti, protoZe uz budeme tusit, k ¢emu je pozdéji
v matematické statice budeme potfebovat.
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Fi(= Ni/20 = Y'_, p)):

Xi|ni| pi |[Ni| Fi

1[5 1/4 5| 1/4
2[5 1/4 (10| 12
301 (1/20] 11| 11/20
416 [3/10] 17 | 17/20
512 |1/10 |19 19/20
6|1 |1/20]20 1

Snadno jiZ také sestavime poZadované (sloupcové) grafy (relativnich,
kumulativnich) Cetnosti:

Snadno spocitdme pramér poctu osob v domdacnosti:

51+5:243-14+6-4+2-5+1-6 _
20 N

X = 2,9.
Medidn je pak primér desidté a jedendcté hodnoty (sefazenych
podle velikosti), tedy primér z &fsla2 a3, x = 2, 5.
Modus je nejcastéji se vyskytujici hodnota, tedy x = 4.
Uvedend data také mutzeme zobrazit pomoci krabicového dia-

gramu:

Horni a dolnf strana ,,krabice* odpovidd prvnimu (téZ dolnimu),
resp. tfetimu (téZ hornimu) kvartilu, jeji vyska je tedy rovna kvarti-
lovému rozpéti. Tlustd vodorovnd ¢dra medidnu je vedena ve vySce
medidnu, dolni a horni vodorovnd ¢4ra v diagramu odpovidd minimal-
nimu a maximalnimu prvku vybéru, piipadné hodnoté, kterd je o 1,5
nasobku kvartilového rozpéti nizsi (resp. vyssi) nez dolnf (resp. hornf)
strana krabice. Pfipadnd data mimo toto rozpéti zna¢ime v diagramu
kolegky.

Neni téZ problém sestavit histogram danych dat:

9.1, Pravdépodobnost nebo statistika? Ne ndhodou se vracime
.k casti naSich motiva¢nich ndznakd z prvni
2 .. kapitoly, jak jen se ndm podafilo shromazdit
dostatek matematickych nastrojti jak diskrétni,
, tak spojité povahy.

Statistikami je totiz dnes zaplaveno kdejaké sdéleni, af uz
v médiich, politické nebo odborné. Nicméné porozumét obsahu
takového sdéleni a pochopit moZnosti ¢i opravnénost vyuZiti jed-
notlivych statistickych metod a pojml si vyZaduje mnoho zna-
losti z rGiznych oblasti matematiky, kterymi jsme dosud prochazeli.
V tomto odstavci je§t¢ nezatneme s matematickou teorii — ve vol-
ném sledu poznamek se jen zamyslime nad dalSimi kroky a cili.

Vezméme si jako pfiklad souboru objektt vSechny studenty
konkrétniho zdkladniho kurzu. Jako &iselné tidaje pak miZeme
napf. zkoumat

e primérny pocet bodi“ dosazeny pii hodnoceni tohoto
pfedmétu v minulém semestru a ,rozptyl“ dosazenych
hodnot,

e ,primérné znamky* dosaZené u zkousky z tohoto a z jinych
pevné vybranych pfedmétd a ,korelace™ (tj. vzajemnou sou-
vislost) mezi vysledky,

e korelace™ dat vypovidajicich o historii dfivéjStho studia
u konkrétnich student,

e  korelace” neudspéchli ve studiu a poctu pracovnich hodin
tydné odpracovanych studentem ¢i studentkou mimo fakultu,

Zastavme se u prvniho ddaje. Samotny aritmeticky prumér
bod ndm mnoho nefekne ani o kvalit¢ pfednasky ani o kvalité
predndsejictho ani o samotném hodnoceni konkrétnich studenti.
MozZnd nds bude vice zajimat hodnota, kterd bude ,,uprostied sou-
boru®, tj. pocet bodi, pro které je stejné studentll pod ni a nad
ni (nebo obdobné prvni a posledni étvrtina, desetina apod.). VSem
takovym ddajim fikame statistiky posuzované veli¢iny. Takové sta-
tistiky budou jist¢ zajimavé pro samotné studenty a je docela jed-
noduché je zavést, spocist i sdélit.

Z obecné zkuSenosti nebo jako vysledek teoretickych tvah
mimo samotnou matematiku vime, Ze rozumné hodnoceni by
mélo mit tzv. ,,normalni” rozd€leni. Tento pojem patii do teorie
pravdépodobnosti a k jeho zavedeni potfebujeme pomérné dost ma-
tematiky. Porovnanim vysledku tfeba i docela malého ndhodného
vybéru studentd s teoretickym pfedpokladem mlzeme zjistit od-
had parametrti takového rozd¢lent, ale také Cinit zavéry, zda je celé
hodnoceni postaveno rozumné.

Zaroven lze z ¢iselnych hodnot naSich statistik pro konkrétni
vybér kvalitativné popsat vérohodnost nasSich zavéri. Stejné tak
budeme umét spocist statistiky, které nebudou odrazet polohy hod-
not uvnitf daného statistického souboru ale variabilitu sledovanych
hodnot. Tak naptiklad kdyZ vysledky hodnoceni nebudou vyka-
zovat dostate¢nou variabilitu, pfi¢emzZ studenti jisté rGzné vykony
prokazuji, jde opét o naznak, Ze je s predmétem néco v neporadku.
Kdyz plisobi zji$ténd data zcela chaotickym dojmem, pak asi také.

V piedchozim odstavci jsme micky predpokladali, Ze pova-
Zujeme zpracovavana data za vérohodnd. To vSak v praktickém
vyuziti tak nebyva. Naopak samotnd data jsou zatiZena chybami,
zpravidla vznikajicimi v disledku konstrukce experimentu a sa-
motného sbéru dat.

V mnoha piipadech také neni zndmo mnoho o charakteru
rozdéleni dat. V takovych piipadech je obvyklé pouzivat metody
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10

Vsimnéme si, Ze Cetnosti vyskytd jedno a dvouclennych doméc-
nosti byly slouceny do jednoho obdélnicku. Tento postup se pouZiva
pro ,.zptrehlednéni dat — existuji (riznd a nejednoznac¢nd) pravidla,
jak pfi slucovani postupovat. Proto pouze na tento fakt upozoriiujeme,
aniZz bychom uvedli piesny postup (v podstaté je to, jak se to komu

1ibi). O

9.2. Pro soubor znakld x = (xy, x2, ..., X,) vypoctéte primér a roz-

x,x

ptyl centrovanych hodnot x; — x a standardizovanych hodnot

ReSeni. Primér centrovanych hodnot zjistime pifmym vypoctem za
pouZiti definice aritmetického priméru
- Xi—X)=—) XxXj—— l=x—-x=0.
TS
Rozptyl centrovanych hodnot je zfejmé shodny s rozptylem ptivodnich

hodnot s,. Pro standardizované hodnoty je primér zjevné opét roven

nule a rozptyl je roven

n N2 n
() = rw et =
) Y=l

i=1
9.3. Dokazte, Ze pro rozptyl plati vztah s> = % Yo xlg —X
ReSeni. Z definice rozptylu a aritmetického priméru
— n

siz%i(x-—Zx,x-l—x 22——

i=1 i=1 i=1

1 n
E : 2 =2
= ; Xl- — X

i=1

x,+x =

9.4. Byly naméfeny ndsledujici hodnoty néjakého znaku
10;7;7; 8; 8; 9; 10; 9; 4; 9; 10;9; 11; 9; 7; 8; 3; 9; 8; 7.
Urcete aritmeticky primér, medidn, kvartily, rozptyl a pfislus$ny krabi-

covy diagram.

neparametrické statistiky (kterych se jen letmo dotkneme na konci
kapitoly).

Velmi zajimavé vyvody mtizeme formulovat, kdyZ porovna-
nim statistik pro rizné veli¢iny uvedené vyse budeme moci dovozo-
vat informace o souvislostech. Pokud napf. neexistuje zadnd doloZzi-
telnd souvislost mezi historif pfedchoziho studia a vysledky v dané
prednasce, je jednim z moZnych vysvétleni zavér, Ze je prednaska
prosté $patné vedena.

Shriime si tedy tyto tvahy takto:

e V popisné statistice mame k dispozici nastroje, které umoziuji
dobfe porozumét struktufe a povaze i velmi rozsahlych dat;

e Vv matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popi-
sem pravdépodobnosti, ktery je pouZitelny pro analyzu danych
dat, zejména kdyZ mame k dispozici teoreticky model, kte-
rému maji odpovidat;

e z4very statickych Setfeni na vzorcich konkrétnich souboril dat
muZe dat matematicka statistika;

e i to, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro konkrétn{
vybér dat, je mozné vyjadfit pomoci metod matematické sta-
tistiky.

NezZ se do takového sloZitého programu pustime, zastavime se
u prvntho bodu.

9.2. Terminologie. Statistikové zavedli veliké mnoZstvi ndzvl a
budeme si je muset osvojit. Zakladnim vychodiskem je
statisticky soubor, coZ je presn¢ definovand mnoZina
9} zdkladnich statistickych jednotek. Ty mohou byt dany
Zha ,eb»} bud vyctem nebo néjakymi pravidly v rdmci vét§iho
souboru.

Na kazdé statistické jednotce méfime jeden nebo vice statis-
tickych znakii, pfitom ovSem chapeme ,,méfeni” velice Siroce.

Napft. souborem mohou byt vSichni studenti dané univerzity,
kazdy zvl4st je pak statistickou jednotkou. O téchto jednotkach pak
muizeme schraiiovat mnoho znakd — napf. v§echny ¢iselné hodnoty
zjistitelné z informa¢niho systému, jakou maji jednotlivi studenti
nejradéji barvu, co snédli veCer pred posledni pisemkou, atd.

Zakladnim objektem pro zkoumani jednotlivych znak je pak
soubor hodnot. Zpravidla jej mame ve formé usporadanych hod-
not. Uspofddan{ je bud ddno pfirozené (kdyZ jsou hodnotami napf.
redlnd ¢isla) nebo je miiZeme zavést pro urcitost (tfeba kdyz bu-
deme sledovat barvy, tak je miZzeme vyjadiovat v RGB standardu
a fadit podle tohoto pfiznaku). MiZeme pracovat i s hodnotami
neusporadanymi.

Protoze smyslem statistického popisu je srozumitelné a
prehledné sd€lit néco o celém souboru, budeme jisté chtit umét
jednotlivé hodnoty néjak porovnavat a poméfovat. Je tedy pod-
statné mit k tomu dispozici néjaké méFitko. NejCastéji mame
znaky vyjadfeny ciselnou hodnotou. OvSem vécny vyznam dat
miZze byt kvantifikovan v rizné mife a podle toho rozeznidvame
rizné typy mévitek znakd.

| .
,___J TypPY MERITEK ZNAKU —

Podle toho jakého charakteru jsou hodnoty, hovoiime o typuj

sz

e nomindlnim, kdy mezi hodnotami neni Zadny vztah, jde pouze
o oznaceni jednotlivych kvalitativnich jmen, tj. moZnych hod-
not (napt. politické strany v CR nebo pFednasejici na univer-
zité pti zkoumani jejich obliby);
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ReSeni. Oznac¢ime-li rizné hodnoty znaku a; a jejich Cetnosti n;, pak
muzeme soubor dat ze zaddn{ usporddat do ndsledujici tabulky.

a ||3|14]|7[8]9|10]|11
ni||[1[114|14]6]3 |1

Z definice aritmetického priméru pak mame
3+4+4-744-8+6-9+3-10+11 162

1+414+44+4+6+34+1 20
ProtoZze desdty Clen v posloupnosti uspofddanych hodnot znaku je

x= 8,1.

Xa0) = 8 a jedendcty x;;) = 9, je medidn roven X = 8i29 = 8.5.
. 1 s X(5)+x )3 X +x
Dolnf kvartil je x5 = *25*@ = 7 a hornf xg 75 = “25-1% = 9,

Z definice rozptylu spocitime
o _ S 4+41744. 117440174609 4+3-1,97+2,97

x 1+1+4+44+6+3+1
=3,59.

Na nésledujicich obrdzcich je zobrazen pfislusny histogram a krabi-
covy diagram.

Histagram: mmm
K-8 d= 18575, p= 20; Lillefors p< 10
Ocekavané normaini

E 4
1,
2
1
]
2 3 4 5 B T B 8 10 n
® <= hranice kategarie
Krabicowy graf
12
11 —~—
10
9
o
B
T
[:3
]
& Median = 8,5
4 + [ 26%-75%
=(7.9)
T Rozsah naodiah
3 =4, 11)

e ordindlnim, kdy plati totéZ jako pfedchozi, ale s pridanym
usporadanim (napf. pocet hvézdi¢ek u hoteld v turistickych
pravodcich);

e intervalovém, kdy jde o ¢iselné hodnoty, ale jde o porovnan{
velikosti, nikoliv absolutni hodnotu (napf. u méfeni teplot je
poloha nuly zpravidla dohodnuta, ale neni podstatna);

e pomérovém, kdy mame pevné stanovené méfitko a nulu (napf.
vétsina fyzikalnich nebo ekonomickych veli¢in).

U nomindlnich typt znakd jsme schopni v&cné interpretovat
pouze rovnost x; = xp, u ordindlnich i nerovnost x; < xp,
pfipadné x; > x7, u intervalovych navic umime posoudit rozdil
x1 — x2. U pomérovych typl méfitek mame k dispozici rovnost,
nerovnost, rozdil i podil x1 /x3.

9.3. Tiidéni hodnot. V dal§im budeme pracovat se souborem
hodnot x1, xa, . .., x,, které 1ze usporadat (nejedna se tedy o hod-
noty typy znakti nomindlnich) a které vznikly méfenim na n sta-
tistickych jednotkach, a uspotddame je do uspordadaného souboru
hodnot
(9.1) X(1)s X(2)s + -+ X(n)-

Cislo n nazyvame rozsah souboru.

Pokud pracujeme s rozsdhlymi soubory znakd, které ale
pripousti jen malo hodnot, je nejjednodussi uvadét pouze Cetnosti
vyskytu. Napf. pti prizkumu preferenci politickych stran nebo
u prezentace kvality hotelové sité¢ uvadime u kazdé mozné hodnoty
pocet jejich vyskytt.

Pokud je moznych hodnot mnoho (nebo dokonce pfipoustime
spojité rozprostiené redlné hodnoty), délime €asto mozny rozsah
hodnot na vhodny pocet intervald a o statistickém znaku uvadime
Cetnost hodnot v danych intervalech. Intervalim se Casto iika t7idy
a poctu znakl ve tiidé€ pak tridni cetnosti. Pouzivame také kumus-
lativni Cetnosti a kumulativai tFidni Cetnosti, které pro danou tfidu
vznikaji prostym souctem tiidnich Cetnosti s hodnotami nejvyse
jako m4 ta dand.

Nejcastéji pak uvazujeme stfed a; dané t¥idy za hodnotu, kterd
ji reprezentuje a hodnota a;n;, kde n; je etnost vyskytu této tiidy
predstavuje celkovy pfispévek této tfidy. Velmi Casto také misto
Cetnosti zobrazujeme relativni Cetnosti a; /n, resp. relativni kumu-
lativn{ etnosti.

Graf, ktery na jedné ose vyndsi intervaly jednotlivych tfid a
nad nimi obdélniky s vySkou rovnou Cetnosti se nazyva histogram.
Obdobné¢ se znazoriiuje kumulativni Cetnost.

Na obrazku jsou histogramy soubordl o rozsahu n = 500,
které vznikly ndhodnym generovdnim dat s riznymi standardnimi
rozdélenimi (Casem jim budeme fikat normaln{, XZ a studentovo)

06
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9.5. 'V daném rybniku se vylovilo 425 kapril a u vSech byly zji§tény
jejich hmotnosti. Pak se vhodné€ zvolily hmotnostni intervaly a sesta-
vila se nésledujici tabulka ¢etnosti:

Hmotnost (kg) || 0-1 | 1-2 [ 2-3 | 3-4 | 4-5 | 5-6 | 6-7
Stied tfidy 05|1,5|25(35(45(551]6,5
Cetnost 75190 | 97 | 63 | 48 | 42 | 10

Nadrtnéte histogram, uréete aritmeticky, geometricky a harmonicky
pramér hmotnosti kaprti, ddle urcete medidn, horni a dolni kvartil,
modus, rozptyl, smérodatnou odchylku, variacn{ koeficient a nacrtnéte

pfisluSny krabicovy diagram.
ReSeni. Histogram m4 tvar

Histogram: Promé
K-8 d=,18447, p=<.01 ; Lilliefors p<,01

Qéekavang nommalnl
120

100

7

-1 Q 1 2 3 4 & [ 7
® <= hranice kategore

Z definic pfisluSnych pojmi v ¢asti B4 pfimo spocitdme aritme-
ticky primér X = 2,7kg, geometricky primér x° = 2,1kg, har-
monicky primér x? = 1,5kg. Z definic v B3 je medidn roven
2,5kg, dolni a horni kvartil xo5 = 1,5kg resp.
= 2,5kg. Z definic v ¢asti I8

= 2,7kg?,

chylka je s, = 1, 7kg, a variacni koeficient V, = 0, 6. O

X o= x5 =
X075 = 3,5kg a pro modus plati X

spocitdme rozptyl hmotnosti kaprii s tj. smérodatnd od-

9.6. Dokazte, 7Ze entropie nabyvd svého maxima, jsou-li hodnoty
nomindlntho znaku rovnomérné rozloZeny, tj. ¢etnost kazdé tiidy je
n; = 1.

ReSeni. Podle definice entropie 29 hleddme maximum funkce Hy =
— Y i, piIn p; vzhledem k nezndmym relativnim éetnostem p; =
%%, které navic spliiuji ) ;_, p; = 1. Jednd se tedy o klasickou dlohu
hleddni vdzaného extrému, kterou mizeme vyftesit napiiklad pomoci

Lagrangeovych multiplikatort. Prislu§nd Lagrangeova funkce je

L(plv---:pn’)\):_Zpilnpi+)\<zpi_l>-
i=1 i=1

94, ery polohy statistickych znakti. Chceme-li vyjadfit veli-
' kost hodnot, kolem kterych se jednotliva pozorovan{
znakt shromazduji pouZivime vét§inou pojmy z na-
= S]eduJICl definice. Budeme ted pracovat se znaky
pomerovych (nebo pfipadné intervalovych) typh méfitek.

UvaZme (netfidény) soubor (xi, ..., x;) hodnot méfeného
znaku pro vSechny zpracovdvané statistické jednotky a necht
ni, ..., Ny, jsou tiidni Cetnosti m ruznych hodnot ay,...,a,,
nabyvanych timto souborem.

-

PrOMERY lrf

Definice. Aritmeticky priimeér (Casto také jen priimer) je dan

1 m
= - E Xi = — E nja;j.
: Ty
J=1
Geometricky priimér je dan

i = Jx1x -+ Xp

a ma smysl pouze u kladnych hodnot znakt. Harmonicky primér

je dan
LA
“H
xt=1- —
a je také definovan jen pro kladné hodnoty znakt.

Aritmeticky pramér je jediny z té€chto prumért, ktery je inva-
riantn{ vici afinnim transformacim, tj. pro libovolné skaldry a, b
plati

1 n n
(a+b-x) =— (a+bx;))=a+0b xi=a-+b-x.
" x
Aritmeticky pramér je proto obzvlast vhodny pro intervalové typy
méfitek.

Logaritmus geometrického priméru je aritmeticky pramér lo-
garitmi znakd. Je obzvlast vhodny pro znaky, které se kumuluji
multiplikativn€, napf. irokové miry. Je-li totiZ Grokova mira v jed-
notlivych ¢asovych jednotkach x; %, bude za celé obdobf vysledek
takovy, jakoby byla po celou dobu konstantni Grokova mira X% %.

Jako ilustraci tehdy rozvijenych metod jsme dokdzali v od-
stavei 823 na strané B64, Ze je geometricky primér vzdy nejvyse
tak velky jako aritmeticky. Obdobné je tomu pro harmonicky
primér a plati

<0 <k
9.5. Median, kvartil, decil, percentil, ... Jiny zpisob vyjadfeni
miry, jakou hodnotu nabyvaji znaky, je najit pro ¢islo o mezi nu-
lou a jedni¢kou takovou hodnotu x,, aby 100 @% hodnot znaku
bylo nejvyse x, a zbylé byly vétsi neZ x,. Pokud takovy znak nen{
uréen jednoznacné, volime zpravidla primér mezi dvéma extrém-
nimi moznymi hodnotami.

Cislu x, fikdme a—kvantil. Dosahl-li tedy n&jaky téastnik
soutéZe vysledku, ktery jej fadi do x; o9, neznamena to, Ze byl jisté
lep$i neZ vSichni ostatni. Jen nebyl nikdo jiny jesté lepsi neZ on.

Nejobvyklejsi hodnoty x4 jsou:

e medidn (Casto také vybérovy medidn) definovany vztahem

X((n+1)/2) pro liché n

X = x0,50 = o
%(x(n/z) + X(n/2+1)) prosudén
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Pro jeji parcidlni derivace plati 5% = —Inp;, — 1+ A, a proto je jeji
staciondrni bod uréen rovnicemi p; = ¢*~! pro viechnai =1, ..., n.
Navic vime, Ze soucet relativnich Cetnosti p; je roven jedné. To zna-

mend ne*~! = 1 aodtud A = 1 — Inn. Dosazenim zfejmé p;

9.7. Nasledujici grafy uddvaji ¢etnosti moznych bodovych ziski stu-
dentti predmétu MB104 na Fakulté informaticky Masarykovy univer-

zity v roce 2012. Kumulativni graf je uvddén s ,,prohozenymi‘ osami

oproti predchozimu prikladu.

Cetnosti jednotlivych bodovych zisk@ jsou uvedeny v nasledujici

tabulce:

Body | Pocet studentti
20.5 1
20 1
19 2
18.5 1
18 2
17.5 3
17 2
16.5 4
16 3
15.5 5
15 7
14.5 6
14 14
13.5 21
13 21
12.5 19
12 17
11.5 18
11 31
10.5 22
10 53

kde x) ptedstavuje hodnotu v uspofddaném souboru hodnot
&

e dolni a horni kvartil Q1 = x0,25 a O3 = X0,75;

o p-t¥ kvantil (1€Z vybérovy kvantil nebo percentil) x,, kde
0 < p < 1 (zpravidla zadany na dvé desetinnd mista).

Lze se setkat také s hodnotou modus, kterd udava hodnotu x
znaku s nejvetsi Cetnosti v souboru x.

Aritmeticky primér, median a modus predstavuji jakési o¢eka-
vatelné hodnoty znakti. Primér u znaku podilového typu, median
u pomérového a modus u ordindlniho nebo nomindlniho.

Vsimnéme si, Ze vS§echny a—kvantily hodnot v intervalovych

méfitcich jsou invariantni vzhledem k afinnim transformacim hod-
not (promyslete si podrobné!).

9.6. Miry variability statistickych znakd. Rozumnym poZadav-
; kem na jakoukoliv miru variability souboru hodnot
__znakl x € R” je jeji invariance vic¢i konstantnim po-
sunutim. V euklidovském prostoru R” ma tuto vlast-

nost standardni vzdalenost bodti a nezavisly na po-
sunuti o konstantni hodnotu je i vybérovy primér. Proto volime
nasledujici

RozpTYL A SMERODATNA ODCHYLKA L_\

Definice. Rozptyl souboru znakd x je definovan vztahem
1 n
5= - X;(Xi - )%
i=

Smérodatnd odchylka sy je dana jako odmocnina z vybérového roz-
ptylu.

Body | Pocet studentd
9.5 9
9 9
8.5 13
8 8
7.5 13
7 4
6.5 7
6 4
5.5 8
5 7
4.5 9
4 5
3.5 7
3 8
2.5 8
2 14
1.5 8
1 2
0.5 6
0 9

Tomu potom odpovida nésledujici histogram:

Casto se v literatufe také pro rozptyl pouZiva ndzev stfedni
kvadratickd odchylka.

Variabilita statistickych znakt by neméla zaviset na konstant-
nim posunuti v§ech hodnot. Pfi nasi definici jsme proto vysli z toho,
7e jak standardni vzdalenost bodd v R" tak vybérovy primér
jsou vii¢i posunutim o konstantni hodnotu invariantni, bude proto
skute¢né i pro neusporaddany soubor znakt

y=@ +c,x24c¢,...,x,+0)

vzdy platit také s, = sy.

Nékdy se misto nasi hodnoty s, pouZiva tzv. vibérovy roz-
ptyl, ktery se odliSuje jen tim, Ze se ve jmenovateli zlomku pouziva
(n — 1), ddvod uvidime pozd¢ji.

V piipadé tiidnich Cetnosti n ; hodnot a; pro m tfid ddva stejny
vyraz hodnotu rozptylu

| )
Si = ;Zn](a] _x)z,
j=1

ale v praxi se doporucuje pouZivat tzv. Shepardovu korekci, kterad
Sf zmensi o h?/12, kde h je §iika stejnych intervald definujicich
tfidy hodnot.

Dale se jesté mlizeme potkat s tzv. rozpétim vybeéru

R =X —xq)
a kvartilovym rozpétim vybéru

0=03-0.
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Histogram jsme obdrZeli z informacéniho systému Masarykovy uni-
verzity. Vidime, Ze je zvolen ponékud netradi¢ni zptisob zobrazovani,
kdy danému bodovému zisku odpovidd ,.dvojity obdélni¢ek”. Je na
vkusu kazdého Ctendfe, jaky zpiisob vypisu dat zvoli (je mozno nékteré
hodnoty pocitat do jedné, ¢imzZ snizime pocet obdélnickli, nebo pouZzi-

vat tenci obdélnicky).

2 5 I I 1 I I 1 L I L L

20

15

body

10

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

poradi studentd

Snadno si v§imneme, Ze modusem bodovych hodnot je &islo
10, coz byla shodou okolnosti bodova hranice zarucujici absolvovani

pfedmétu. Primér ziskanych bodu je 9,48.

9.8. Uvedme jesté sloupcové diagramy bodovych ziskli studentt
predmétu MB101 v podzimnim semestru 2010 (prvni semestr studia)
a to jednak vSech tcastnikid pfedmétu a poté studentl, ktef{ dspéSné

ukoncili bakalarské studium.

Pouziva se také tzv. primérnd odchylka, kterd je déna
primérnou vzdalenosti hodnot od medianu

1 « 3
Dx=;;|xi—x|.
1=

Nasledujici véta podava zdtivodnéni, pro¢ tyto miry variability
volime:

Véta. Funkce S(t) = (1/n) Z?zl(xi —1)? nabyva svého minima
prot = X, tj. pro vybérovy priimer.

Funkce D(t) = (1/n) Z?:l |x; —t| nabyvd svého minima pro
t = X, tj. pro medidn.

Dtkaz. ProtoZe je soulet vzdilenosti vSech hodnot od
vybérového priméru nulovy, dostivime pfimym vypocétem

n n

w02 =3 (=) + G0 —2(x — D)(E 1)

i=1 i=1

n
=n@—0?+) (i — D%
i=1
coZ ovétuje prvni tvrzeni.

U druhého si musime dat pozor na definici medidnu. Soudet
si za tim ti¢elem pfeskladame tak, abychom vZdy postupné séitali
prvni s poslednim scitancem, pak druhy s predposlednim atd.
V prvnim pfipad¢ tedy jde o vyraz |xq) — #| + |x@u) — 1], a ten
bude roven vzddlenosti x(;) — x(1), pokud bude ¢ uvnitf rozsahu
hodnost, a bude jesté vetsi jinak. Dals{ dvojice v sou¢tu ndm stejné
dd x(,—1) — x(2), pokud bude x(2) <t < x(,—1) a bude v&tsi jinak.
Postupné tedy poZadavek na minimalizaci souctu povede pravé na
r=x. O

V praxi potiebujeme pomérfovat variabilitu riznych soubori
hodnot znakd riznych statistickych jednotek. Pro tento ucel je

vhodné relativizovat méfitko a pouzivdme proto tzv. variacni koe-
Jicient daného souboru x

52

Vxy = =,
x|
Tuto relativni miru variability 1ze také chapat v procentech sméro-
datné odchylky ve vztahu k vybérovému priméru x.

9.7. Sikmost rozloZeni hodnot znaki. Pokud jsou rozloZeny
znaky naSeho souboru naprosto symetricky kolem vybérového
praméru, bude zejména platit

=X

=1

Casto ale potkdviame rozloZeni hodnot spliiujicich

x> X,
napf. to je béZzné u rozloZeni mezd v populaci. Docela uZite¢nou
charakteristikou v tomto sméru je tzv. Pearsontiv koeficient, ktery
je dan vztahem

xX—Xx
=3
Sx

a muZeme si z ného udé€lat predstavu o relativni mife (abso-
lutni hodnota B) i charakteru zesikmeni (znaménko). Zejména si
v§imnéme, Ze smérodatnd odchylka je vzdy kladna, takZe jiz zna-
ménko ndm ukazuje, kterym smérem k zeSikmeni dochazi.
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40 I 1 L L

30

25 4 o

pocet studentd
~J
&
!

10 | RN L I
5 | I |
0 | o om
0 5 10 15 20 25
body

Vysledky opét mtizeme zachytit i alternativné:

body

8] 100 200 300 400 500 600
pofadi studentd

A nyni grafy bodovych ziskl dcastnikt, ktefi ddle dspé$né po-

kracovali ve studiu.

KVANTILOVE KOEFICIENTY SIKMOSTI L_\

Podrobnéjsi informaci v tomto sméru davaji tzv. kvantilové
koeficienty Sikmosti

X1—p + Xp
Bp=—"—"7,

Xl—p — Xp

pro kazdé 0 < p < 1. Jejich vyznam je zfejmy, kdyz Citatel
zlomku vyjadiime jako (x—, — X) — (X — xp).

Specidlné dostadvame tzv. kvartilovy koeficient Sikmosti pii
volbé p = 0,25.

9.8. Diagramy. Pro rychlé vstfebavani sloZitéji strukturovanych

g informaci je ¢lovék skvéle vybaven zrakové.
\ ,
e s, Proto se pro zobrazeni statistiky jednotlivych
- o7/ znaki nebo jejich korelaci pouziva mnoho stan-
&= 2%f . o . .o . L
A dardizovanych nastrojd. Jednim z nich jsou tzv.

krabicové diagramy.

J KRABICOVY DIAGRAM L____\

Na obrazku je zobrazen histogram a krabicovy diagram stej-
ného souboru hodnot (normélni rozd€leni s primérem 10 a rozpty-
lem 3, n = 500).

0.164

T
o0

0.144 M

0.12 14

0.104 12

0.03 104

0.06+

0.024
4

2 4 6 8 10 12 14 16 18 1

Stedn{ linka je median, kraje boxu jsou kvartily, ,,packy* uka-
zuji 1,5 kvartilového rozsahu, ne vSak vic nez kraje rozsahu vybéru,
pfipadné hodnoty mimo jsou piimo naznaceny body.

BéZné zobrazovaci ndstroje ndm umoZiuji dobfe vidét
pfipadné zavislosti dvou vybérlti zjist€énych znakl. Napf. na
levém obrazku niZe jsou za soufadnice voleny hodnoty ze dvou
nezavislych normalnich rozdé€leni s primérem 10 a rozptylem 3.
Na pravém obrazku je prvni soufadnice ze stejnych dat, druha je
z prvni ddna vztahem y = 3x 4 4, ale je navic zatiZena malou
nahodnou chybou.

& % o EE 404
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Vidime, Ze modus zisku bodd v prvnim piipad¢ je O, ve druhém
pripad€ je to opét deset. RozloZen{ bodovych ziski se blizi rozloZeni
bodovych ziskli z pfedmétu MB104, ktery je zatfazen ve Ctvrtém se-

mestru studia.

9.9. Auto jelo z Brna do Prahy rychlosti 160 km/h, z Prahy do Brna
rychlosti 120 km/h. Jaké primérné rychlosti na trase dosdhlo?
ReSeni. Toto je zdkladni piiklad, kde je pouZitf aritmetického priméru
nevhodné. Na primérnou rychlost totiz klademe pozadavek, aby auto
jedouci touto rychlosti stravilo na trase stejnou dobu. Oznacime-li d
vzdalenost obou mést v kilometrech, v, primérnou rychlost tak

d d _2
160 120 v,
odkud )
v, = ——— =137,14
160 + 120

9.9. Entropie. Variabilitu potiebujeme vyjadfovat i u nominal-
1. nich typl znakd, napf. ve statistické fyzice nebo teorii infor-
mace. K dispozici mame jen tfidn{ éetnosti a mtiZeme tedy
A pouzit princip klasické pravd&podobnosti (viz &tvrtd st
"1 prvni kapitoly), kdy relativni Cetnost i-té tiidy, p; = =,
vnimame jako pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany prvek bude
v této tiidé.

Rozptyl pomérovych hodnot znaku, u kterého mame vy-
jadieny tidn{ Cetnosti 7, byl v odstavci B8 vyjddien vztahem

m
> pilaj =07,
j=1

kde p; oznacuje (klasickou) pravdépodobnost, Ze hodnota znaku
bude v j-té tiid€. Jde tedy o vaZeny pramér piepoctenych hodnot
znaki, kde je hodnota F'(a;) = (a; — X)? vstupuje s vahou p;.
Variabilitu hodnot znakd nomindlntho typu budeme vy-
jadfovat podobnym vyrazem, oznaCime ho Hy. Nemdme sice
k dispozici Zidné c&iselné hodnoty a; pro poradové indexy j,
miZeme se ale zajimat o funkce F zavisejici na relativnich
Cetnostech p;, tj. zkusime pro datovy soubor x definovat

m

S=2 e -0 =

J=1

n
Hx =Y piF(p),
i=1
kde F je zatim nezndma funkce.

Pokud znak nabyva pravé jedné hodnoty, tj. pokud py = 1
pro néjaké k a vSechna ostatni p; = 0, pak budeme jisté fikat, Ze
variabilita je nulovd. Je tedy v kaZdém piipadeé F (1) = 0.

Déle budeme poZadovat, aby Hy méla nésledujici vlastnost.
Pokud je zkoumany soubor znakll Z tvofen dvojicemi znak( ze
soubordl X a Y (napf. mliZeme na statistickych jednotkach-osobach
sledovat barvu o¢f a barvu vlasi), je rozumné, aby variabilita znakt
Z byla souétem variabilit jednotlivych znak, tj. poZadujeme v ta-
kovém ptipadé Hz = Hx + Hy.

Zname relativni tiidni etnosti p; pro znaky v souboru X a g;
pro znaky souboru Y. Relativni tfidn{ ¢etnosti pro Z jsou

apozadujeme tedy rovnost (rozsahy souctll jsou zfejmé z kontextu)

szq,F(pzq,) = ZplF(p,) + Zq,F(qJ

ij
Diky tomu, Ze p; a q; jsou relativni Cetnosti a tedy davaji v souctu
1, miZeme pravou stranu rovnosti pfepsat jako

(;Qj)<lZPiF(Pi)> + <lZpi><;CIjF(qj))

a dostavame vztah

> piaiF(piaj) =Y pigi(F(pi) + F(g)).

i, L]
Je zfejmé, Ze tomuto poZadavku vyhovuje jakykoliv konstantni na-
sobek logaritmu pfi kterémkoliv pevné zvoleném zakladu a > 1
(a lze ukazat, 7e jina spojita feseni F neexistuji).

Ponévad? je p; < 1, jejisté In p; < 0. My v8ak chceme varia-
bilitu nezdpornou, zvolime proto za funkci F logaritmickou funkci
s ndsobkem —1. Takova volba také automaticky spliuje nas poza-
davek F (1) =0.
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Primérna rychlost je tedy ddna harmonickym primérem (viz B3
pramérovanych rychlosti

B. Vizualizace vicerozmérnych dat.

V piedchozich prikladech jsme se vénovali zobrazovéni jednoho |

znaku méfeného u vice objektt (ziskané body studentti). Grafickd vizu-
alizace dat pomdh4 k lepsi predstavé o datech. Jak ale postupovat, po-
kud u nékterych, feknéme n objektl, méfime néjakych p znakd, p > 3.
Tato méfeni neni mozné zndzornit zpisoby, které jsme se jiz naucili.
Jednou z moZnych metod, je tzv. metoda hlavnich komponent. V této
metodé vyuZijeme pojmu vlastniho vektoru a vlastnich cisel (viz 248)

vybérové variancni matice (viz B38). Zavedime ndsledujici oznaceni:

e ndhodné vektory méfeni x; = (X1, X2, ..., Xin)!,

i=1,...,n,

primér j-tého znakum; = 13" x;;, j=1,...,p,

o rozptyl j-tého zmaku s; = -3 (x; mj)?,
j=1,...,p,

e vektor primérim = (my, ..., m,),

e vybérovd varian¢ni matice ﬁ Y (xi —m)(x; —m)”

(vS§imnéme si, Ze kazdy scitanec v pfedchozi sumé je matici
rozmérl p X p).

s ws

Varian¢ni matice je symetrickd, tudiZ ma vSechna vlastni ¢isla re-
alnd a jeji vlastni vektory jsou navzdjem kolmé. Volime-li navic vlastni
vektory jednotkové, pak z toho vyplyva, Ze vlastni hodnota piislusna
néjakému vlastnimu vektoru varianéni matice dava rozptyl (velikosti)
primétu danych dat do tohoto sméru (promitime v p-rozmérném
prostoru). Cilem této metody je nalézt smér (v p-rozmérném pro-
storu znaki), pro ktery je rozptyl primétl danych dat do néj nejvetsi.
Tento smér tedy odpovida tomu vlastnimu vektoru varian¢ni matice,
ktery odpovidd nejvétsi vlastni hodnoté. Linedrni kombinace dand
sloZkami tohoto vektoru se nazyvd 1. hlavni komponenta. Velikost
primétu danych dat do tohoto sméru relativné dobie odhaduje data
(hlavni komponentu Ize chépat jako jeden znak, ktery nahrazuje p
znakl, jde tedy o ndhodny vektor o n polozkach). Pokud od dat
odecteme tento primeét a opet uvdzime smer nejvetsi variability takto
pozménénych dat, dostdvame 2. hlavni komponentu a opakovanim to-
hoto postupu dostdvdme dal$i hlavni komponenty. Smér nejvetsi varia-
bility je ov§em vlastni vektor varian¢ni matice odpovidajici nejveétSimu

vlastnimu &islu (Ctendf si laskavé rozmysli). Sméry dalSich hlavnich

l ENTROPIE ,

- — —
l Miru variability znakti v nominalnim méfitku vyjadiujeme po-
moci entropie. Je ddna vztahem

k
Hy ==Y “m(%),

L p n
i=1

kde k je pocet tfid ve vybéru. Kromé pfirozeného logaritmu se
Casto také setkdvame (napf. teorii informace) se stejnym vztahem
ale s logaritmem pfi zakladu 2.

Casto se také misto Hy pracuje s veli¢inou
H —pi
et = Hpi Y
i

pfipadné totéZ s jinym zvolenym zakladem pro logaritmus.

V tomto tvaru se pékné spocita, Ze pro vybér X s k stejné vel-
kymi tiidnimi Eetnostmi je ef’x = ((%)_%)k = k, nezavisle na
velikosti vybéru. Na obrazku jsou vyneseny entropie y pfi zakladu
2 pro vyskyt pismen a a b v desetipismennych slovech s pismeny
a a b, kde x je poCet vyskytl pismene b.

155 o
o
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Vsimnéme si, Ze pro shodny vyskyt, tj. pro pét pismen b, vyjde
maximaélni entropie 1 a skuteéné je 2! = 2.

2. Pravdépodobnost

Zv.0

Pfed dal$im ¢tenim lze CtendfGm viele doporucit zopakovani
obsahu ¢tvrté ¢asti prvni kapitoly (tj. odstavce za¢inajici na strané
7). Tehdy jsme pracovali pfevazné s tzv. klasickou konecnou
pravdépodobnosti a zavedli jsme zdklady formalismu, ktery nyn{
rozsitime. Hlavni zménou bude, Ze nas zdkladni prostor Q2 uZ ne-
bude obecné obsahovat jen kone¢né mnoho prvkil (ve skute¢nosti
nemusi byt ani spodetny). Pfipomefime, Ze v nasich tivahach o tzv.
geometrické pravdépodobnosti na konci étvrté ¢asti prvnf kapitoly
jsme potiebovali jako zdkladni prostor pro popis jevu vhodnou ¢ast
euklidovského prostoru a jevy pak byly vhodné vybrané podm-
noziny. Tedy samozfejmé samé nespocetné mnoziny.

Zatneme jednoduchym, stile jesté diskrétnim, ale ne-
koneénym piikladem, ke kterému se ve vykladu budeme obcas
vracet.

9.10. Pro¢ nekonecné mnoziny jevi? Piedstavme si experiment,
L ve kterém opakované hdzime minci dokud nepadne
PP lic. Ptame se, jakd je pravd&podobnost, 7e budeme
hdzet alespol 3—krat nebo pravé 35-krat nebo nejvys
10—krat apod.
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komponent pak odpovidaji dal$im vlastnim vektorim varian¢ni matice

(sefazenymi podle velikosti vlastnich hodnot, které jim prislusi).

9.10. Urcete 1. hlavni komponentu ndsledujicich jednoduchych dat
a vektor, ktery jejim pouZitim nahrazuje naméfend data. U péti osob

byla zméfena vySka, délka malicku a délka ukazovacku s vysledky za-

znamenanymi v tabulce (vysledky jsou v centimetrech).

Reseni.
Martin | Michal | Matéj | Honza | Markéta
ukazovacek 9 11 8 8 8
malicek 7,5 8 6,3, 6 6,5
vyska 186 187 173 174 167
Vektory pozorovanych hodnot jsou: x; = (9;7,5;186),
x, = (11;8;187),x3 = (8;6;173), x4 = (8;6;174),
x5 = (8;6,5,167). Varian¢ni matice té€chto vektort jsou postupné
0,04 0,14 1,72 4,840 2,64 21,12

0,14 0,49 6,02 |,
1,72 6,02 73,96

0,641 0,640 3,521
0,640 0,640 3,52 |,

3,521 3,52

Vybérovou varianéni matice je pak ¢tvrtina ze souctu téchto matic,

tedy

Vlastni hodnoty matice S jsou pfiblizné 2,7, 312,2 a 0,38.
Jednotkovy vlastni
cirka (0,122;0,09; 0,989).

zkoumanych osob.

9.11. Zici jedné tfidy dosdhli nasledujicich znamek v rtiznych

predmétech:

2,64

1,44 11,52,
21,12 11,52 92,16

0,641 0,640 2,721
0,640 0,640 2,72 |,

19,36 2,721
0,641 0,240 8,321
0,240 0,09 3,12
8,32 3,12 108,16

S =

2,72

1,70 1,075 9,35
1,075 0,825 6,725
9,35 6,725 76,30

vektor odpovidajici

nejvetsi

11,56

z nich pak

Prvni hlavni komponenta je tedy
(1855; 186,8; 172,4; 173,4; 166,5), tedy se pfili§ nelisi od vysky

O

Elementdarni jevy bychom tedy mohli uvaZovat ve tvaru
wr € N>i U {oo}, které slovné vyjadiujeme ,lic padne poprvé
pravé v k—tém hodu“. VSimné€me si, Ze jsme pridali k = oo,
protoze formalné nemtzeme vyloudit, Ze budou vzdycky padat
pouze ruby mince.

Zjevné mizeme takovy problém dobie zvladdat, kdyZ vyjdeme
7 klasické pravdépodobnosti 0,5 pro obé mozné strany mince pfi
jednom hodu, nemiiZeme ale v abstraktnim modelu omezit cel-
kovy pocet hodl néjakym pevnym ptirozenym ¢islem N. Na druhé
strané, oCekdvand pravdépodobnost, Ze padne ve vsech prvnich
(k — 1) pokusech vZdy rub v n > k pokusech celkem, je ddna
zlomkem

2}1—]{

2n

kde v ditateli je poCet moZnosti pfiznivych z n nezavislych hodii
(tj. moZnost{ jak rozestavit libovolné dvé hodnoty do n — k zby-
vajicich pozic) a ve jmenovateli je pocet vSech moznosti vysledka.
Podle oCekdvani tato pravdépodobnost nezdvisi na zvoleném n a
plati > 72, 27k = 1. Musi byt proto pravdépodobnost neustdlého
opakovani rubu nulova.

MiuiZzeme tedy nyni zavést skute¢né pravdépodobnost na za-
kladni prostoru €2 s elementarnimi jevy wg, kterym pfifazujeme
pravdépodobnost 2%, Dostaneme tak pravd&podobnostni prostor
ve smyslu nasledujicich definic.

K tomuto jednoduchému ilustraénimu piikladu se jesté bu-
deme vracet.

—k

9.11. Jevova pole. Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvo-

> lenou mnoZinou €2 ve které se budou odehrivat
vSechny vysledky a kterou nazyvame zdkladni
L., prostor. Prvky o € Q piedstavuji jednotlivé moZné
A=tz visledky. V pravdépodobnostnich modelech ale
nemusime pfipoustét vSechny mozZzné podmnoZiny coby uvazo-
vané jevy. Zejména jednotlivé prvky o nemusi byt mezi jevy.
Pozadujeme ale, aby uvazované podmnoZiny spliiovaly axiomy
tzv. o—algeber.

NiZe uvedené axiomy jsou vybrany z vétsi sady pfirozenych
pozadavkd v minimdlni podobé. Prvni vychdzi z pfedstavy,
7e urcité¢ budeme chtit pfipustit jev jisty. Druhy je vynucen
pozadavkem, Ze chceme vzdy mit moZnost negovat vyskyt jevu,
tfeti potfebou zkoumat vyskyt alespoil jednoho z dané spocetné
mnoZiny jevil (napf. v piipadech podobnych tomu v piedchazeji-
cim odstavci, kdy sice vime, Ze nikdo nehodi minci nekoneéné
krat, nicméné nemiZzeme predem omezit pocet hodi).

_.l O0—ALGEBRY PODMNOZIN —

Systém podmnoZin A zékladniho prostoru se nazyva jevové
pole a jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize plati
e Q € A, tj. zdkladnf{ prostor, je jevem,
e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem
i jejich mnozinovy rozdil,
e je-li A; € A, i € I, nejvySe spofetny systém jevii, pak také
jejich sjednocent je jevem, tj. Ujcr A; € A.

l

Jako obvykle, ze zdkladnich axiom@ hned vyplyvaji jednodu-
ché dusledky, které popisuji dalsi (intuitivné pozadované) vlast-
nosti ve form& matematickych vét. Ctendf by si m&l promyslet, 7e
ob¢ vlastnosti skute¢né plati.
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74k ¢&islo | Matika | Fyzika | Déjepis | CJ | T&locvik
1 1 1 2 2 1
2 1 3 1 1 1
3 2 1 1 1 1
4 2 2 2 2 1
5 1 1 3 2 1
6 2 1 2 1 2
7 3 3 2 2 1
8 3 2 1 1 1
9 4 3 2 3 1
10 2 3 1 2 1

Urcete prvni hlavni komponentu téchto dat a vektor dat, ktery je-

jim pouzitim nahrazuje ptivodni data.

ReSeni. Vektory pozorovani jsou X = (1,1,2,2,1),...,
X0 = (2,3,1,2,1), jim odpovidajici varian¢ni matice pak
1,21 1,10 —-0,330 —0,330 0,110
1,10 1, —0,300 —0,300 0,100
—0,330 —-0,300 0,0900 0,0900 -0,03001,...,
—-0,330 —-0,300 0,0900 0,0900 —0,0300
0,110 0,100 —-0,0300 —0,0300 0,0100
0,0100 -0,100 0,0701 -—0,0300 0,0100
—0,100 1, —0,700 0,300 —0,100
0,0701 -0,700 0,490 —-0,210 0,0701
—0,0300 0,300 -—-0,210 0,0900 —0,0300
0,0100 -0,100 0,0701 -—0,0300 0,0100
Vybérova varian¢ni matice je pak
0,99 0,44 —-0,078 0,26 —0,01
0,44 0,89 —-0,22 0,22 —-0,11
-0,078 —-0,22 0,45 0,23 0,03 ,
0,26 0,22 0,23 0,45 —0,078
-0,01 -0,11 0,033 -0,0778 0,100
jeji  dominantni vlastni hodnota je pak cca 13,68
a ji pfisluSny jednotkovy vlastni vektor je pribliZzné
(0,705 0,65; —0,13; 0,28; —0,07). Hlavni komponenta je tedy
(1,58;2,73;2,13;2,93; 1,45; 1,93; 4,28; 3,48; 5,26; 3,71) |

Dals$i moznou metodou vizualizace vicerozmérnych dat je tzv.

shlukova analyza, tou se ale zabyvat nebudeme.

C. Klasicka a podminéna pravdépodobnost

V prvni kapitole jsme se jiz sezndmili s klasickou pravdépodob- |

nosti, viz II3. Pro pfipomenuti si uvedme nékteré komplikovanéjsi

priklady.

9.12. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pofddani tdbora. Ales nen{ Zadny iiou-
ma: 50 K¢ pridal z kasi¢ky a rozhodl se jit hrét ruletu na automaty.

Ales sdzi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu

—

J KOMPLEMENTY A PRONIKY

Budeme vyuzivat nésledujici dtsledky a terminologii:

e Komplement A = Q \ A jevu A je jevem, ktery nazyviame
opacny jevk jevu A.

e Priinik dvou jevl opét jevem, protoZe pro kazdé dvé podm-
noziny A, B C 2 plati

A\ (Q\ B)=ANB.

Hovotime pfitom o soucasném nastoupeni jevii A a B

Jevové pole je tedy systém podmnoZin zdkladniho prostoru
uzavieny na koneéné priniky, spocetnd sjednoceni a mnoZzinové
rozdily.

Jednotlivé mnoZziny A € A nazyvame ndhodné jevy (vzhle-
dem k A).

9.12. Pravdépodobnostni prostor. Ted popiSeme, co bude
v naSem matematickém modelu pravdépodobnost. Nejdfive ale
jesté pripomeneme nazvoslovi uzivané uz v prvnf kapitole.

! TERMINOLOGIE

PouZivame nasledujici nazvy tykajici se jevi:

e cely zakladn{ prostor 2 se nazyva jisty jev, prazdna podm-
nozina @ € A se nazyva nemozny jev;

e jednoprvkové podmnoZiny {w} € 2 se nazyvaji elementdrni
Jevy;

e prinik jevl N;c; A; odpovida spolecnému nastoupeni jevii A;,
iel;

e sjednoceni jevl U;e; A; odpovida nastoupeni alespori jednoho
zjevii Aj, i €1,

e je-li AN B =, pak se jevy A, B € A nazyvaji neslucitelné,

e je-li A C B, pak fikdme, Ze jev A mad za diisledek jev B;

e je-li A € A, pak se jev B = Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, piSeme B = A°.

Hned v prvnim odstavci této casti jsme vidéli priklad
pravdépodobnosti definované na nekonecné mnoZiné elementar-
nich jevi. Obecné budeme pravdépodobnost chapat takto:

—

l PRAVDEPODOBNOST
e

Definice. Pravdépodobnosmi prostor je jevové pole A podmnoZin
zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana skaldarni funkce
P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:
e P jenezapornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e P je spocetnd aditivni, tj. P(UierA;) = ) ;; P(A;), pro ka-
zdy nejvyse spocetny systém po dvou neslucitelnych jevi,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P fikdme pravdépodobnost na jevovém poli (2, A).

Z definice okamZité vidime, Ze pro opa¢né jevy plat{
P(A°) =1— P(A).

Podobné zlstdvaji v platnosti dikazy, které jsme o séitani
pravdépodobnosti odvodili pro konecné systémy (protoZe vztahy
stejné vzdy obsahovaly pouze kone¢né mnoho mnoZin — promys-
lete si podrobnéji!) Zejména tedy plati pro libovolnou mnoZinu k
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je 18/37. Zacind sdzet na 10 K¢ a pokud prohraje, v dalsi sdzce vsadi
dvojnésobek toho, co v pfedchozi (pokud na to jesté¢ m4, pokud ne, tak
konéi s hrou — byf by mél jesté penize na néjakou mens{ sdzku). Pokud
néjakou sdzku vyhraje, v ndsledujici sdzce hraje opét o 10 K¢. Jaka
je pravdépodobnost, Ze pfi tomto postupu vyhraje dalSich 2550 K¢?
(jakmile bude 2550 K& v plusu, tak konci)

ReSeni. Nejprve spoéitejme, kolikrat po sob& miiZe Ale§ prohrat. Za-

¢ind-li s 10 K¢, tak na n vsazeni potiebuje

n

n—1 2 _1
10420+ - -+10-2""1 = 10. 2] = 10 =10-2"—1).
+20+- -+ (E ) (2_1) ( )

i=0

Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2" — 1) ato pron = 8.
Ales tedy miZe sdzet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sazky,
na devét sazek by potfeboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K& a to v priibéhu
hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100 K¢, tak konci). Aby
tedy jeho hra skoncila nedspéchem, musel by prohrat osmkrat v fade.
Pravdépodobnost prohry pri jedné sdzce je 19/37, pravdépodobnost
prohry v osmi po sob€ nésledujicich (nezdvislych) sdzkich je tedy
(19/37)8. Pravdépodobnost, Ze v t&chto osmi hrich vyhraje 10 K¢&
(pfi daném postupu) je tedy 1 — (19/37)%. Na to, aby vyhral 2550 K&,
potfebuje 255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle pravidla

soucinu je pravdépodobnost vyhry

19\ 8 255
(1 — (3—7) ) =0,29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je niz$i, nez kdyby vsadil rovnou vse na
jednu barvu. U

9.13. Samostatné si miZete vyzkouSet spocitat predchozi piiklad
za predpokladu, ze Ale§ sdzi stejnou metodou jako v pfedchozim
priklad€, konc¢i vSak az v okamZiku, kdy nema zadné penize (pokud
nemd na vsazeni dvojndsobku ¢édstky prohrané v predchozi sdzce, ale
maé jeSté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 KC¢).

S podminénou pravdépodobnosti jsme se setkali jiZ v prvn{ kapi-
tole, viz [ 20.

9.14. 7 defini¢niho vztahu podminéné pravdépodobnosti (viz BT4)
odvodte pro jev A a jev B, ktery je disjunktnim sjednocenim jevl By,
B,, ..., B, vztah

P(A[B) = ZP(AIB;)P(B;IB)
i=1

0.1)

jevu A; vztah

k k—1 k
PU_A) =) PA) - > PANA)+
i=1 i=1 j=i+1
k=2 k-1 k
+ Z P(A;iNA; N Ag)—
i=1 j=i+1 {=j+1

+ (=DTPAI N AN - N Ap).

Stejné ziistivad beze zmény definice stochasticky nezavislych
Jevii, ktera vystihuje predstavu, Ze u nezavisle probihajicich jeva
se jejich pravdépodobnosti maji ndsobit.

STOCHASTICKA NEZAVISLOST

= l
Jevy A a B jsou stochasticky nezavislé, jestlize plati

P(ANB) = P(A)P(B).
Je samoziejmé, Ze jev jisty a jev nemoZny jsou stochasticky neza-
vislé na jakémkoliv jiném jevu. [

Pfipomeiime, Ze vyménou jednoho z jevli A; v systému po
dvou stochasticky nezdvislych jevii Ay, Az, ..., za jev opacny A{
dostaneme opét systém stochasticky nezavislych jevi, a plati vztah
(I2) ze strany 23

P(AjU---UAp) =1—P(ASN---NAS) =
=1—(1—=P(A))...(1 — P(Ap).

Zakladnim piikladem pro nds i nadéle zGstava tzv. klasicka
kone¢na pravdépodobnost, kterou jsme se pfi tvorbé matematic-
kého modelu inspirovali. Pfipometime, Ze v tomto piipadé je 2
kone¢na mnoZina, jevovym polem A je systém vSech podmnoZin
v Q a klasicka pravdépodobnost je pravdépodobnostni prostor
(2, A, P) s pravdépodobnostni funkci P : A — R,

|A]
P(A) = —.
12|
To odpovida piedstaveé o relativni Cetnosti p4 jevu A pfi ndhodném
vybéru prvki z mnoZinu .

Nase definice pravdépodobnosti zajisfuje rozumné chovani na

rostoucich ¢i klesajicich spocetnych fetézcich jevi:

9.13. Véta. UvaZme pravdépodobnosini prostor (2, A, P) a ne-
klesajici Fetézec jevii A1 C Ay C ... Pak plati

oo
P A; ) = lim P(A)).
<ZL_J1 ,> Jim (A)

Pokud je naopak A1 D Ay D A3 D ..

P(ﬂ A[> = lim P(A)).

i=1

., potom plati

Dikaz. PfepiSeme uvaZované sjednoceni jevii A = U2, A;
pomoci neslucitelnych jevil
Ai = A\ Ai—1,

definovanych pro vSechna i = 2, 3, ..., a klademe Al = Aj. Po-
tom
00 k

P(A) = P(U A,-) =Y P(A) = Jim > PA)).
i=1 i=1 i=1
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ReSeni. Viimnéme si nejprve, Ze jevy AN B, AN B,,...,AN B, jsou
rovnéz disjunktni. MzZeme tedy psat

P(AN(BiU---UB,)) _
P(B;U---UB,)
_P(ANB)UANB)U---U(ANB,)

P(A|ByU---UB,) =

P(B)
_ YL, P(ANB;) P(B) _
B P(B;) " P(B)

= > P(A|B)P(Bi|B).

i=1

9.15. Mame ¢tytfi sacky a v nich nésledujici polty kouli: v prvnim
Ctyfi bilé, ve druhém tfi bilé a jednu Cernou, ve tietim dve bilé a
dvé Cerné a ve Ctvrtém Ctyfi cerné. Ndhodné vybereme siacek a z néj

zaéneme bez vraceni vytahovat koule. Urete pravdépodobnost, Ze

a) prvni dvé€ vytaZené koule budou riznych barev
b) a Ze druhd vytaZend koule bude bil4, jestliZze prvni vytazend
koule byla bila.

ReSeni. ProtoZe ve viech saccich je stejny pocet kouli, je pravdépo-
dobnost vytaZen{ libovolné z kouli, potazmo libovolné dvojice kouli,

stejnd. Budeme tedy piiklad feSit pomoci klasické pravdépodobnosti

a) Celkem mtZeme vytdhnout 24 rtznych dvojic kouli, z toho
je sedm dvojic sloZenych z rtiznobarevnych koulf, hledana
pravdépodobnost je tedy 7/24.

b) Ozna¢me A jev, Ze prvni vytaZend koule byla bild, B jev, Ze
druhd vytaZend koule bude bild. Potom P (BNA) je pravdépo-
dobnost, Ze prvni dvé vytaZzené koule budou bil€ a ta je po-
dobn€ jako v pfedchozim piipadé 10/24 = 5/12. A opét
klasickou pravdépodobnosti mtiizeme spocitati P(A), vSech
kouli je 16, z toho 9 bilych. Celkem

20

P(BNA) 5
27

P(B|A) = P(A)

slefsl

Jiné feSeni. Jev A miZeme uvazit jako sjednoceni ti{ disjunkt-
nich jevil Aj, Ay, resp. As a to, Ze jsme zvolili prvni sacek a z n¢j
vytdhli bilou kouli, Ze jsme zvolili druhy sdc¢ek a z né&j vytdhli bi-
lou kouli a kone¢né Ze jsme zvolili tieti sdcek a z n€j vytdhli bilou

kouli. ProtoZe v kazdém sicku je stejny pocet kouli, je pravdépodob-

9

nost vytaZeni libovolné (bilé) koule shodnd a tudiz P(A) = ; a

Pritom ale pro kone¢né soucty mame

00 k
Y P(A) = P(A) + ) _(P(A) — P(Ai_1) = P(Ay)
i=1

i=2

diky pfedpokladanym vztahim A;_; C A;. Tim jsme dokazali
prvni tvrzenf véty.

Ve druhém tvrzeni miiZeme prejit od jeva A; k jejich kom-
plementim B; = A{. Ty pak sphiuji pfedpoklady prvni Casti véty.
Komplement k uvazovanému priiniku je

00 c 00
B=A°= (ﬂAl) - UB,».
i=1 i=1

Druhé tvrzeni nynf plyne ze vztahu

P(A)=1— P(B) = lim (1 — P(B;)) =1— lim P(B;)
1—> 00 11— 00
a dikaz je ukoncen. 0

9.14. Podminéna pravdépodobnost. Popfemyslejme nad né-
sledujicim dkolem. V pfedmétu X obvykle uspéje
u zkousky 40% studentdl, v pfedmétu Y obvykle
¥ uspéje 80% studentli. Zaslechneme-li na chodbé jed-
Ry noho ze studentl obou predmétl tikat, Ze u zkousky
uspél, s jakou pravdépodobnosti §lo o pfedmét X7

Jak jsme struéné zminili uz v odstavci na strané 3,
umime takové dlohy formalizovat nasledovné.

Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém
poli A v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Podminénd
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H
je definovana vztahem

P(ANH)

P(A|H) = P

Definice odpovida piedstavé z klasické pravdépodobnosti, Ze
jevy A a H nastanou zdrovei, za predpokladu, Ze jev H nastal,
s pravdépodobnosti P(AN H)/P(H).

Je také vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou neza-
vislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).

Na prvni pohled se mutzZe zdat, Ze zavedenim podminéné
pravdépodobnosti jsme nic nového nepfinesli. Ve skute¢nosti jde
o velice dilezity piistup, ke kterému se budeme vracet i ve statis-
tice. Hypotéza totiZ miZe mit charakter tzv. apriorni (tj. pfedem
predpokladané) pravdépodobnosti a vysledné pravdépodobnosti
pak fikdme aposteriorni (tj. bereme ji jako dtsledek naseho pred-
pokladu).

Pfimo z definice vyplyva ndsledujici vysledek.

Lemma. Necht jev B je disjunkinim sjednocenim jevii B,
By,...,B,. Potom

P(A|B) =) P(A|B;)P(Bi|B)

i=1

(9.2)
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P(A]A) = = 2, P(AJA) = 2 = 1, P(A3]A) = 2. Pouii-
1
tim vztahu (82) pak dostdvame

N “’l’c;"P

P(B|A) =
= P(B|A)P(A{|A) + P(B|Ay) P(A3]A) + P(B|A3) P(A3]|A) =
_ P(Ay) P(A3) P(A3)
= P(B|Ay) - P(A) + P(B|A,) - P(A) + P(B|A3) - m =
4,203,120
T 939739 27

O

9.16. Mirek ma Ctyfi sacky, v kazdém jsou bil€ a Cerné kuli¢ky a to
v téchto poctech: Ctyfi bilé; tfi bil€ a jedna Cernd; dve bilé a dvé Cerné;
jedna bil4 a tfi Cerné. Mirek ndhodné jeden sdcek vybral a ndhodné
z néj vytdhl jednu kouli. Byla ¢ernd. Mirek tento sdcek zahodil a né-
hodné vybral jeden ze zbylych tff sa¢kl a z n¢j ndhodné jednu kouli.
Jaka je pravdépodobnost, Ze bude bila?

ReSeni. Podobné jako v predchozim piikladé, oznaéime jako A jev,
Ze Mirek ndhodné vybral sdcek a z néj ndhodné Cernou kouli. Tento
jev disjunktnim sjednocenim jevli A;, i = 2, 3,4, kde A; je jev, Ze
Mirek vybral i-ty sdcek a z n&j potom Cernou kouli. Opét je pravdépo-
dobnost vytazeni libovolné (¢erné) koule stejnd a tedy P(Az|A) = %,
P(A;3|A) = 2 = 1 a P(A4]A) = 3 = 1. Necht B je jev, Ze Mirek
po zahozeni jednoho ze sackt vybral ze zbylych bilou kouli. Pokud
vyhodil druhy sicek, tak ve zbylych sdccich je dohromady 7 bilych
koulf a pravdépodobnost, Ze vytdhne jednu z nich je P(B|A;) = 17—2
(opét mtizeme pouzit klasickou pravdépodobnost, protoze v kazdém
sacku je stejny pocet kouli a tedy ma kazda stejnou pravdépodobnost,
Ze bude vytaZena). Obdobn& P(B|A;) = £ a P(B|As) = . Pak
podle (5) je hledand pravdépodobnost

P(B|A) =
= P(B|A2) P(A2|A) + P(B|A3) P(A3]A) + P(B|A4) P(A4]A) =

7 1 8 1 9 1 25
=nstTn itn 1= 5% =

9.17. Mirek ma ¢tyfi sacky, v kazdém jsou bilé a erné kulicky a to
v téchto poctech: jedna bild a jedna Cernd; tfi bilé a jedna Cernd; jedna
bild a dvé Cerné; jedna bild a tfi Cerné. Mirek ndhodné jeden sacek
vybral a ndhodné z néj vytdhl jednu kouli. Byla bil4. Mirek tento sacek
zahodil a ndhodn€ vybral jeden ze zbylych tfi sackt a z néj ndhodné
jednu kouli. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude bil4d?

ReSeni. Podobné jako v predchozim prikladé uvazime jev A, toti 7e
Mirek vybral ndhodné sé¢ek a z néj ndhodné bilou kouli jako sjedno-
ceni Ctyf disjunktnich jevl A, A,, A3 a A4: Mirek vytahl bilou kouli

a ptred tim zahodil prvni, resp. druhy, resp. tfeti, resp. ¢tvrty sicek.

DUkaz. Vsimnéme si nejprve, Ze jevy A N B, A N Bs, ...,
A N By, jsou rovnéz disjunktni. MtZeme tedy psat
P(AN(B U---UBy))
P(BjU---UB,)
_P(ANBYUANB)U---U(ANBy,))

P(A|ByU---UB,) =

P(B)
Y7 P(ANB) P(B)
B P(Bi) PB)

=Y P(A|B;)P(Bi|B).

i=1

O

Uvazujme zvlastni piipad B = 2. Pak jevy B; miZeme inter-
pretovat jako ,,mozZné stavy svéta“, P(A|B;) vyjadiuje pravdépo-
dobnost jevu A, pokud je svét v i—tém stavu, P(B;|2) = P(B;)
je pravdépodobnost toho, Ze svét se v i—tém stavu nachazi. Podle
predchoziho lemmatu plat{

n
P(A) = P(AIQ) = Z P(A|Bi)P(B;).
i=1

Tento vztah se nazyva vzorec pro celkovou pravdépodobnost (nebo
véta o tplné pravdépodobnosti).

9.15. Bayesova véta. Jednoduchym prepsanim vzorce pro pod-
minénou pravdépodobnost dostdvdme

P(ANB)=P(BNA)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Odtud okamZité plyne velice dileZity dusledek:

_l BAYESUV VZOREC

Véta. Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

P(A)P(B|A)
P(B)
P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A®) -

(9.3)  P(A|B) =

94) P(A|B) =

Prvnimu tvrzeni se také 1ikd vzorec pro inverzni pravdépodob-
nosti, zatimco druhé tvrzeni je oznacovano jako 1. Bayesiiv vzorec.

Dutkaz. Prvni tvrzeni je jen prepsanim vypoctu pred vétou.
Abychom dostali druhé tvrzeni v§imnéme si, Ze

P(B) = P(BN A) + P(B N A°),

proto miiZzeme podle vzorce pro celkovou pravdépodobnost dosadit
P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°) do vzorce pro inverzni
pravdépodobnost a dostavame pravé druhé tvrzeni véty. ]

Bayestv vzorec byva Casto formulovan v lehce obecnéj$im
tvaru, ktery se dokaZze stejnym zplisobem jako (24):

Nechf je zakladni prostor € sjednocenim disjunktnich jevii
Ajq,...A,. Pak pro libovolné i € {1, ..., n} plat{

P(B|Ai)P(A)
o1 P(BIADP(A)

(9.5) P(A{|B) =
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Pravdépodobnost vytazeni bilé koule z prvniho sacku je P(A;|) = le . %

(jev A| je dan tim, Ze soucasné nastaly dva nezdvislé jevy a to, Ze vytdhl
prvm’ sacek a Ze z prvm’ho sacku vytdhl bilou kouli), podobné P (A;) =
75 P(A3) = 33, P(A9) = -7 P(A) = P(A)+P(A)+P(A3)+
+P(Ay) = ﬁ. Véimnéme si, Ze pravdépodobnost P(A) nemizeme
pocitat klasickou pravdépodobnosti, tedy prostym podélenim poctu bi-
Iych kouli ku poctu vSech kouli, protoze napiiklad pravdépodobnost
vytazeni dané koule v prvnim sdc¢ku je dvojndsobna oproti vytazeni
dané koule ze ctvrtého sacku. Pro podml’néné pravdépodobnosti pak
plati P(A1|A) = P(A)/P(A) = &, P(A3|A) = 35, P(A3]A) = 2,
P(A41A) = % Oznacime jesté pismenem B jev, Ze Mirek po zaho-
zeni jednoho ze sackl vytdhne bilou kouli a znovu budeme chtit pouZit
vztah (5). Zbyva jesté dopocitat P(B|A;),i = 1,...4. Jev P(B|A))
rozd€lime na tfi disjunktni jevy B,, B3, By, totiZ Ze druhd vytaZzena

koule byla z druhého, resp. tfetiho, resp. ¢tvrtého sdcku. Celkem

P(B|A1) = P(B2|A1) + P(B3|A1) + P(Bs|Ay) =

13 11 11 4
3473373179
Obdobné
pgay L L L1 1113
BlA) =33+3373 1% 3¢
PBAy =~ L b3 L
VT3 2734734 2
PBAy =~ L L3, 11D
YT3'2737473°37 36
Celkem pak

P(B|A) = P(B|A)P(A|A) + P(B|A2) P(Az|A)+

+ P(B|A3) P(A3|A) + P(B|A4) P(A4]A) =
4 3 13 9 1 2 19 3 19

So T T2 T W

O

9.18. Dva stielci vystfeli kazdy dve rany na terc. Prvni md pravdépo-
dobnost zdsahu 80%, druhy 60%. V ter¢i se naSly dvé rany. Jaka je

pravdépodobnost, Ze ob¢ patif prvnimu stfelci?

ReSeni. Pravdépodobnost zdsahu prvniho stielce jsou tedy 4/5, dru-
hého 3/5. UvaZme dva jevy:

A ... vterci se naSly dva zdsahy patiici prvnimu stielci,

B ... vterci se nasly dva zdsahy.

Dle zadéan{ dlohy mame zjistit P(A|B). Rozdélme jev B na Sest
disjunktnich jevl podle toho, ktery stfelec a ktery svij vystfel do
ter¢e umistil. Jevy uvedeme v tabulce a u kaZzdého navic spocitdme

pravdépodobnost toho, Ze nastane. Uvédomime si pfi tom, Ze kazda

9.16. Poznamky Nyni se mliiZzeme snadno vypofadat s dvodni
otazkou z minulého odstavce. Dotaz si nejprve
__ malinko upfesnime. UvaZujeme jev A predstavujici
,student u zkousky uspél“ ajev B, ktery tikd ,,student
’ byl zkousen z pfedmétu X*. Pfedpokladame pfitom,
7e pravdepodobnostl zkouSeni z obou predmétd jsou stejné, tj.
P(B) = P(B°) = 0,5. Zatimco hledanid pravdépodobnost
P(B|A) je zatim spiSe nejasnd, pravdépodobnost P(A|B) = 0,4
je déna pfimo v zadani.

To je typicky ptipad pouZiti Bayesovych vzorct. KdyZ pritom
pouZijeme druhy z nich, viibec nemusime pocitat P(A):

P(B)P(A|B)
P(B)P(A|B) + P(B°)P(A|B°)
0,5-0,4 1
0,5-0,44+0,5-0,8 3

Abychom si ptibliZili roli apriorni pravdépodobnosti hypotézy,
podivejme se jesté na jeden piiklad.

Reknéme, 7e testy pfipravenosti a znalosti, na zaklad& kte-
rych jsou studenti pfijiméni na univerzitu, maji nasledujici spolehli-
vost v testovani inteligence osob: 99% inteligentnich osob ma pozi-
tivni vysledek testu, zatimco u neinteligentnich uchaze¢ti ma 0,5%
z nich pozitivni vysledek testu. Chceme zjistit, s jakou pravdépo-
dobnosti je ndhodné vybrany student na univerzité inteligentni.

Midme tedy jev A ,,ndhodné zvolend osoba je inteligentni a
jev B ,,0soba progla testem s pozitivnim vysledkem®. Dle Baye-
sova vzorce miiZeme opét rovnou spocist pravdépodobnost, Ze na-
stal jev A za pfedpokladu, Ze nastal jev B. Musime jen dodat vSeo-
becnou pravdépodobnost p = p(A), Ze ndhodné€ zvoleny uchazec
o studium je inteligentni.

P(B|A) =

p-0,99
p-0,99+ (1—p) 0,005
V nésledujici tabulce je spocten pro rtuzné hodnoty p vyjadiené
v jednotkach promile. V prvnim sloupci tedy je vysledek za pred-
pokladu, Ze je mezi uchazeci o studium kazdy druhy inteligentni
atd.

P(A|B) =

p \ 500 100 50 10 1 0,1
P(A|B) ‘ 0,99 096 091 0,67 0,17 0,02

Pokud tedy je kazdy druhy uchaze¢ inteligentni, madme na uni-
verzité pouZzivajici nas test 99% inteligentnich studentti. Pokud ale
nasi predstave o inteligenci odpovida jen 1% populace a uchazeci
jsou dobrym nihodnym vzorkem, pak uZ mame na univerzité jen
zhruba dvé tietiny inteligentnich studentd ...

Predstavme si ale, Ze obdobné testovani provedeme pii
plosném testovani vyskytu néjaké nemoci, tfeba HIV. Dejme
tomu, Ze mame stejné citlivy test jako vySe a provéfime jim o pies-
tdvce mezi predndSkami vSechny pritomné studenty. V tomto
pfipadé bychom méli pfedpokladat, Ze parametr p bude obdobny
jako u celé populace, tj. feknéme jeden nakazeny z 10000 oby-
vatel, coZ odpovidd poslednimu sloupci v tabulce. Pak ovSem
je vysledek testu katastroficky nespolehlivy. Jen asi u 2 procent
pozitivné otestovanych se jedné o skutecné nemocné studenty'

v

vyskytem pozmvnlch vysledkti u zdravych osob. I kdybychom
zlepsili test tak, Ze bude na 100% tc¢inny pfi testu pozitivni osoby,
neovlivnime skoro vibec vysledné pravdépodobnosti v tabulce.
Pti Iékaiské diagnostice vzacnych chorob je pfi pozitivnim vy-
sledku testu nutné provést dalsi test. Pritom vysledek prvniho testu
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uvazovand stfelba se sklada ze Ctyf nezavislych jevi: vysledek stielby
hrace A ¢i B v prvnim &i druhém vystielu. V tabulce znacime zdsah

jednic¢kou, minuti terce nulou.

1. sttelec 2.stfelec pst nastoupeni jevu
Bi|o] 1 [o] 1 1.2.2.4
B0 1 |1] 0 =
Bs[1] 0 [1] 0 =
By[1] 0 |0] 1 =
Bs|1| 1 [0] 0 =
B|O] 0 [1] 1 e

Sectenim pravdépodobnosti téchto disjunktnich jevl dostdvame:

6
= Z P(B;) = 169/625.

i=1

P(B)

Nyni mizZeme pfistoupit k vypoctu podminéné pravdépodobnosti
podle vztahu z odstavce B14:

Al = P(ANB) _ P(Bs) :% _ 64 L g
P(B) P(B) 1@ 7169 T

9.19. Hodime minci. Pokud padne lic, dime do krabice bilou
kule¢nikovou kouli, pokud padne rub, ddme tam kouli ¢ernou. To
opakujeme n-krat. Potom poslepu vybereme z krabice jednu kouli a
nevratime ji zpét. Tato vybrand koule je bild. Urcete pravdépodobnost,
Ze dalsi poslepu vybrand koule je Cernd.
ReSeni. V zadéni neni fe¢eno, o jakou minci jde. Aby tloha viibec
méla néjaky rozumny smysl,budeme predpokladat, Ze vysledky hoda
touto minci jsou nezavislé a Ze existuje pravdépodobnost padnuti 1i-
cové strany. Tuto pravdépodobnost oznacime p. Ze zadaného faktu, Ze
prvni vytaZend koule je bild, usoudime, Ze p > 0. Pozndmku o tom,
7e koule jsou kule¢nikové, budeme chédpat tak, Ze jednotlivé koule jsou
hmatem nerozli§itelné a tedy vyjadieni ,,vybereme poslepu‘ oznacuje
totéZ, co ,,vybereme ndhodné“. Jev ,.koule v krabici je bild* odpovida
jevu v piislusném hodu minci padl lic*. To znamend, Ze pravdépo-
dobnostni prostor ,,ndhodné vytaZeni koule z krabice* je izomorfni
pravdépodobnostnimu prostoru ,,hod minci*. Z pfedpoklddané neza-
vislosti vysledkl jednotlivych hod minci plyne nezdvislost barev ta-
Zenych kouli. Touto dvahou dostdvame, Ze hledand pravdépodobnost
jerovnal — p

Je provedend tvaha presvédCivd? Ocekdvame prece, Ze v plné
krabici je np bilych a n(1 — p) Cernych kouli (pfesnéji feceno, celé

¢asti téchto hodnot). Jednu bilou kouli jsme odstranili, takZe relativni

P (A|B) maroli apriorni pravdépodobnosti P (A) pfi druhém testu.
Tento postup umoZziiuje ,.kumulovat zkusenost®.

V obou pripadech tedy musime pfi pfipravé testu dbat na to,
abychom si zajistili pfiméfené vysoké p. U procesu piijimani stu-
dentd na univerzitu to asi bude dobry marketing univerzity, ktery
zajisti, aby se neinteligentni osoby hlasily v daleko mensi mife,
neZ je jejich vyskyt v populaci. U testovani chorob nejspis pujde
o soub¢h dalgich skute¢nost{ a ¢innosti (napf. testovani HIV pozi-
tivitu pouze u rizikovych skupin obyvatelstva a podobné).

9.17. Borelovske mnoziny. Vrafme se k jednoduchému a na-

7 _ zornému piikladu statistik kolem vysledki studenti
v daném predmétu. Ten je a neni podobny klasické

A5 =2 pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi ha-
zeni kostkou

Na jedné strané¢ mame pouze kone¢ny pocet studentil a ptipus-
tili jsme pouze koneény poc¢et mozZnych bodovych hodnoceni prace
studenta za semestr (napf. cela ¢isla od 0 do 20). Zarovern ale neni
patrné vhodné ptedstavovat si vysledky jednotlivych studentd jako
analogii nezdvislého hazeni pravidelnou kostkou. Jednak neexis-
tuje pravidelny 21-stén, ale hlavné by to byla skute¢né divné ve-
den4 prednaska.

Na zakladnim (kone¢ném) prostoru €2 vSech studentii mame
prosté definovanu funkci bodového ohodnoceni X : @ — R,
kterd ma tu vlastnost, Ze mizeme modelovat pravdépodobnosti
prislusnosti jeji hodnoty do pfedem zvoleného intervalu pfi né-
hodném vybéru studenta. Napf. miiZeme chtit modelovat pravdépo-
dobnost, Ze student uspél s hodnocenim A nebo B. Pokud zndme
vysledky vSech studentdl, snadno dostaneme statistiky celého sou-
boru, napf. vyb&rovy primér X a smérodatnou odchylku Sy.

Patrné bychom od rozumné vedené prednasky a dobrych
student ocekdvali, Ze nejvySsi pravdépodobnost vysledku bude
leZet nékde uprostfed $kaly v ,uispé$ném intervalu“, zatimco
idedlni vysledek plného bodového zisku pfili§ pravdépodobny
nebude. Stejné tak bude priliS mnoho hodnot X v intervalu
nedspéSnych hodnot na vét§iné univerzit brdno jako vyrazny
neuspéch prednasejiciho.

Casto ale v podobnych situacich mame k dispozici jen na-
hodné vybranych nékolik studentli a zndme piislusné statistiky jen
pro tento vybrany vzorek. Pak se miZeme divat na pfislu$né hod-
noty jako na vektor (X1, ..., Xx) abude nds opét zajimat jakdkoliv
funkce na tomto vektoru (napt. nékterd z vyse zminénych statistik).

Je to typicky pfiklad tzv. ndhodnych veli¢in a ndhodnych vek-
tort, jak je budeme definovat v dal$im odstavci. Budeme chtit umét
diskutovat pravdépodobnost, Ze hodnota X padne do kteréhoko-
liv intervalu (a, b) C R s redlnymi &isly a, b a uzavienymi nebo
otevienymi konci intervalu. Pfipadné budeme potiebovat totéZ pro
vicerozmérné intervaly v RF 4 vektory (X1, ..., Xi).

Zkusme tedy uvazovat ¢iselné veli¢iny X na néjakém zaklad-
y nim prostoru, tj. obyCejné funkce X : Q — R.
Chceme pracovat s pravdépodobnostmi piisluSnosti
hodnoty X do pfedem zadaného intervalu. Musime
; proto uvést do souladu pozadavky na pravdépodob-
nostnl prostor vSech jevovych poli s vlastnostmi takovych funkei:

]

ko]
BoreLOVSKE MNOZINY v R —

Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vSechny k-rozmérné intervaly. MnoZindm v B fikdme Borelovské
mnoziny na R¥. Specidln& pro k = 1 pijde o viechny mnoZiny,
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Cetnost ¢ernych kouli o néco vzroste a proto i pravdépodobnost vy-  které ze vech intervalll obdrZime kone¢nymi priiniky a nejvyse

o .1
tazeni Cerné koule bude vétsi nez 1 — p. NeZ budete ¢ist ddle, po- | spocetnymi sjednocenimi.

kuste se uhodnout, zda pravdépodobnost vytaZeni ¢erné koule bude
9.18. Nahodné veli¢iny. Nyni uZ mame vSechno pfipraveno pro
= definici ndhodnych veli¢in a ndhodnych vektort. Po-
\@5 znamenejme jiz predem, Ze pro klasickou kone¢nou
3 0‘& % pravdé€podobnost je ndhodnou veli¢inou kazda redlna
: funkce X : Q — R. Skuteéné, na kone¢né mnoZing
Q nabyva X jen kone¢n€ mnoho hodnot a kaZzdd podmnoZina v 2
»prvni vytazend koule je bila“ a C jev ,,druhd vytaZend koule je ernd™.  je jevem.

Jev B; je vlastng jevem, Ze v sérii n hod minci padl lic i-krat, tedy NAHODNE VELICINY A VEKTORY L———\

1 — p nebo véts, piipadné jak tuto pravdépodobnost ovlivni hodnota

n (pocet kouli v krabici pfed vytahovdnim).

N Ve

Ulohu budeme nynf fesit ponékud sofistikovan&ji. Ozna¢me B; jev

,»v plné krabici je i bilych kouli* (zfejmé i € {0,1,2,...,n}), A jev

Definice. Ndhodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru
P(B;) = (n) pi(l _ p)n—i. (2, A, P) je takova funkce X : Q@ — R, Ze vzor X~4(B) patii do
l A pro kazdou Borelovskou mnoZinu B € 5 na R. Redlna funkce
Px(B) = P(X~1(B)) definovand na vech intervalech B C R se

Podminénd pravdépodobnost vytazeni bilé koule za podminky, Ze v nazyvd rozdéleni (pravdépodobnosti) ndhodné veliciny X.
Ndhodny vektor X = (X1, ..., Xx) na (L2, A, P) je k—tice na-
hodnych veli¢in X; : 2 — R definovanych na stejném zdkladnim

pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P).

krabici je pravé i bilych kouli, je rovna

i

P(AIB) = —. |
Jestlize vybereme intervaly I, ...,I; v R a definujeme
Zajim4 nés pravd&podobnost jevu C kdyZ vime, Ze nastal jev A, tedy =~ MnoZinu B = [ x --- X Iy, pak jisté existuje pravdépodobnost
soucasného vyskytu vSech k jevi X; € I;. Diky aditivité funkce
P tedy bude, obdobné jako ve skaldarnim pripad¢, existovat redlna
C N B;. Soucasné plati C = U?:O(C N B;) a toto sjednocent je dis-  funkce Px(B) = P(X~!(B)) definovand na viech k—rozmérnych
intervalech B C R¥. Nazyvéme ji rozdéleni (pravdépodobnosti)

ndahodného vektoru X.

P(C|A). Pongvadz jevy B; jsou neslucitelné, jsou neslucitelné i jevy

junktni. Proto mizeme psat

n ((C N B;) N A) 9.19. Distribucni funkce. Rozdéleni ndhodnych velic¢in za-
P(ClA) =P U(C NBHIA | = Z P(A) = davame nejcCastéji pomoci pravidla, jak roste pravdépodobnost
i=0 i=0 s pfirtstkem intervalu B.

1 n Definice ndhodné veli¢iny zaji$fuje, Ze pro viechny intervaly

= — P(C N(AN Bi)) = [ s krajnimi body a, b, —0o0 < a < b < 00, existuje pravdépodob-

P(A) i=0 nost jevu P (I). Budeme ji zapisovat strucné P(a < X < b), resp.

1 P(X < b) pokud je a = —oo0, pro otevieny interval I a obdobné

= Z P(ANB)P(CIANB)) = pro intervaly uzaviené nebo z jedné strany uzaviené. Ve specidlnim
P (A) pfipadé jediné hodnoty piseme P (X = a).

| Podobné u ndhodného vektoru X = (Xq,..., Xx) piSeme

- Z P(B:)P(A|B;)P(C|AN B;). struéné P(a; < X < by,...,ar < Xx < by), pro soudasné

P(A) o nastoupenf jevl, kdy hodnoty X; padnou do uvedenych intervald

(které mohou byt také uzaviené neohranicené apod.).
Za pravdépodobnost P (A) mlzeme jeSté dosadit ze vzorce pro celko- J DisTRIBUCNT FUNKCE L_—
vou pravdépodobnost a dostaneme

Definice. Distribucni funkci ndhodné veliC¢iny X je funkce
Fx R — [0, 1] definovana pro vSechny x € R vztahem?

n
S P(B;)P(A|B;)P(C|AN B;) Fx(x) = P(X < x).
i=0 gy . PR £ .o
P(C|A) = = Distribucni funkci nahodného vektoru (X1, ..., Xx) je funkce
P(A !
(A) Fxy : R¥ — R definovana pro vSechny x = (x1,...,x¢) € Rk
9.2 1
©- > P(B)P(AIB)P(CIAN B) vriahem
=0 Fx(x) = P(X1 < x1,..., X < xp).
Z P(B;)P(A | B;) 1y této souvislosti se Easto také hovotf o tzv. o-algebie Borelovsky méFitel-
i=0 nych mnoZin na RF a nésledujici definici 1ze formulovat tak, Ze ndhodné velic¢iny
jsou Borelovsky méfitelné funkce.
Tato formulka b)’/Vé nékdy nazyvz’ma 2. B aye siiy vzorec: obecnd platf 2V literatue se stejné Casto potkdvdme také s definici s neostrou nerovnosti,
' ? tj. pravdépodobnost P(X = x) je jeSté€ zapoctena také. V takovém pifpadé plati
za predpokladu, Ze prostor 2 je disjunktnim sjednocenim jevt B;. obdobné vlastnosti jako ve véts B20, jen je distribuéni funkce zprava spojitd apod.
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Jesté si uvédomime, Ze podle zadédni Ulohy jsme alespoil jednou
hodili minci a tedy n > 1. Nyni mtiZzeme vypocitat

> P(B)P(AIB) =) <’f) pi—py i =
i=0 i=0

RS (n—1)!
e

i=1

(= py =

n—1

(n-=D! 4 il

— i 1— n—i —
X(;i!(n—i—l)!p (1=p)

1=

n—1
n—1 i n—1—i
=p> < ; )p(l—p) =
i=0

—plp+0-p)' ' =p,

Z P(Bi)P(A|B;)P(CIAN B;) =
i=0

" n\ . 0 on—i
— . i1l — n—i " —
N

_S (n—2)!
(i —=DIn—i—1)!

i=1 ’

n—2
_ __Sﬁ_:;%ll__ i+1 _ n—i—1 __
_Zi!(n—Z—i)!p (I=p" =

n—2
—2\ . .
pd—p)> <” l. )p'(l —p) =
i=0

pP—p" =

_Jpd—=p), n>1
N 0, n=1,
takZe po dosazeni do druhého Bayesova vzorce dostaneme hledanou
pravdépodobnost
0, =1,
P(ClA) = I "
1—p, n>1

Jednoduchd dvaha o izomorfii pravdépodobnostnich prostori tedy dala
sprdvny vysledek; vypocet pouze upozornil na trividln{ piipad n = 1.
O

9.20. V jedné védomostni soutéZi bylo hlavni vyhrou Ferrari 599
GTB Fiorano. Soutézici, ktery se dostal do posledniho kola, byl ptive-
den pied tfi stejnd vrata. Podminkou ziskani vyhry bylo spravné uhod-
nout, za kterymi vraty se automobil nachdzi. SoutéZici jedna vrata
oznadil a poté asistent otevrel ta z neoznaCenych vrat, za nimiZ byla

YN

koza. Posledni soutézni otdzkou bylo, zda soutéZici chce sviij tip ménit.

Je-li z kontextu ziejmé, které veli¢iny se distribuéni funkce tyka,
jeji oznaceni vypoustime, tj. piSeme F (x).

NP

Dals{ véta nas ujisti, Ze pro kazdou ndhodnou veli¢inu umime
vyhradné z distribu¢ni funkce pocitat pravdépodobnosti, Ze hod-
noty X padnou do jakéhokoliv intervalu, tj. ve skute¢nosti do jaké-
koliv Borelovské mnoziny B.

9.20. Véta. Pro kaZdou ndhodnou velicinu X md jeji distribucni
funkce F : R — [0, 1] ndsledujici viastnosti

(1) F je neklesajici funkce;

(2) F mdv kaZdém bodé x € R limitu zleva i limitu zprava;

(3) F je zleva spojitd;

(4) v nevlastnich bodech md F limity

(9.6) lim F(x) =1, lim F(x) =0;
X—> 00 X—>—00

(5) pravdépodobnost, Ze X nabyvd prdavé hodnotu x je ddna

9.7) P(X =x) = }lim F(y) — F(x).
) —> X4

(6) Distribucni funkce nahodné veliciny md vidy nejvyse spocetné
mnoho bodii nespojitosti.

Dtkaz. Diikaz spocivd ve veelku jednoduchym piimych
vypoctech. Zejména si uvédomme, Ze jevya < X <ba X <a
jsou disjunktn{ a proto plati

Pla<X <b)=PX <b)— P(X <a)=F() — F(a).

Odtud jiz okamzité z definice pravdépodobnosti plyne prvni doka-
zovana vlastnost.

Dalsf dv€ tvrzeni odvodime z vlastnosti pravdépodobnosti na
rostoucich ¢i klesajicich fetézcich jevd, které jsme odvodili ve vété
BT3. Zvolme nerostouci posloupnost &isel r, > 0 konvergujici k O
auvazujme jevy A, zadané poZadavkem X < x — r,. Sjednocen{
vSech téchto jevl je pravé jev A zadany nerovnosti X < x. Jev
A pritom pochopitelné nezavis{ na volbé posloupnosti r,. Podle
prvniho tvrzeni véty 813 tedy bude

P(A) = lim P(A,).

To vSak podle testu konvergence funkci pomoci posloupnosti (viz
str. I38) znamenad, Ze limita zleva funkce Fy v bode x existuje a
jerovna P(A). To dokazuje polovinu tvrzen{ (2) a zaroven tvrzen{
(3).

Zcela obdobné miizeme pomoci zvolené posloupnosti ¢isel ry,
definovat jevy A, odpovidajici hodnotdm X, < x + r,. tentokrat
mdame nerostouci fetézec A1 D Az D ... ajejich prinikem bude
jev X < x. Pro pravdépodobnost jevu A plati, podle druhé vlast-
nosti z véty B3,

P(A) = lim P(A,) = P(X <x),

coZ ovéiuje Ze limita zprava funkce F' v bod€ x existuje. Zaroveii
jsme pfitom ovéfili i vlastnost (5).

Limitn{ hodnoty z vlastnosti (4) véty se odvodi zcela obdobné
s pouZitim véty B13, jak jsme vySe spocetli limity zleva a zprava
vyse. V prvém pfipadé piijde o jevy A, zadané pomoci X < ry,
pro jakoukoliv rostouci posloupnost r, — o0. Jejich sjednocenim
bude jev jisty 2. Ve druhém ptipadé€ pajde o jevy A, zadané po-
moci X < r, pro jakoukoliv klesajici posloupnost r, — —oo a
jejich prunikem bude jev nemozZny.
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ReSeni. Nevysloveny predpoklad tlohy je ten, Ze soutdzici zmin&ny
automobil chce ziskat. Nejdrive zkuste ovéfit, jak spolehlivou intu-
ici pro ndhodné jevy jiz mate. MazZete uvazovat napiiklad takto: ,,Za
jednémi ze zbyvajicich dvou vrat je Ferrari, za kazdymi z nich se stej-
nou pravdépodobnosti. Proto je jedno, kterd vrata jsou oznafend a
nemd smysl sviij tip ménit.”“ Nebo: ,,Pravdépodobnost, Ze jsem si hned
na zacatku tipnul spravné je % Na této pravdépodobnosti ta ukdzand
koza nic nezméni, takZe pravdépodobnost, Ze jsem tipoval Spatné je %
Proto kdyZ tip zmé&nim, tak s pravd€podobnosti 5 vyhraji.”

Zménit tip je rozumné pouze v piipadé, Ze pravdépodobnost au-
tomobilu za neoznaCenymi a neotevienymi vraty je vétsi, neZ jeho
pravdépodobnost za vraty oznac¢enymi. Pro vypocet si ozna¢ime jevy
H ,plvodnf tip je spravny™, A ,tip byl zménén“ a C ,,soutézici vy-
hral*. Zajimaji nas tedy pravdépodobnosti P(C|A) a P(C|A°).

SoutéZici nejprve oznacil jedna vrata ze tii, Ferrari je jen za
jednémi z nich. Tedy
1 2

PH)Y=1--="=.
(H°) 3= 3

Zmeénu tipu povaZujeme za jev nezavisly na tipu piivodnim, tedy

1
P(H)Zg,

P(A|H) = P(A|HS) = P(A), P(A°|H) = P(A°|H) = P(A°).

Pokud plivodni tip byl spravny a soutézici rozhodnuti zménil, pak ne-

vV

mohl vyhrat; naopak, pokud pivodn{ tip byl §patny a soutézici rozhod-
nuti zménil, vyhral jisté, tedy
P(CIANH) =0= P(C|A°N H"),
P(CIA°NH) =1=P(C|IAN H").

Ze druhého Bayesova vzorce (||@2||) nyni dostaneme

P(ClA) =
P(H)P(A|IH)P(CIANH)+ P(H)P(A|H)P(C|AN H®)
= PCA) =
=P(H") = %
3
a analogicky
P(C|A®) =
P(H)P(A°|H)P(C|ANH)+ P(H)P(A°|H)P(C|A“ N HS)
- P(A%) -
1
=P(H) = 3.
Dostali jsme, Ze P(C|A) > P(C|A€), a proto je vyhodné zménit tip.

O

9.21. Méme dva s4cky. V jednom jsou dvé bilé a dvé ¢erné v druhém

jedna bild a dvé erné. Ndhodné vybereme sidcek a z néj postupné (bez

Zbyva dokazat posledni tvrzeni. Podle jiz dokdzanych vlast-
nosti jsou body nespojitosti distribuéni funkce pravé ty hodnoty
x, ve kterych md ndhodnd veli¢ina tuto hodnotu s nenulovou
pravdépodobnosti, tj. P(X = x) # 0. Ozna¢me nyni M,, mnoZinu
téch bodi x, pro které je P(X = x) > % Evidentné je mnoZina
M vsech bodii nespojitosti ddna jako sjednoceni M = U2 ,.
Protoze je ale soucet pravdépodobnosti disjunktnich jevl vzdy
nejvySe jedna, nemize obsahovat M, vice nez n — 1 prvki. Je
tedy M spocetnym sjednocenim kone¢nych mnoZin a je tedy sama

spocetnd. (]

Nyni je zfejmé, Ze muZeme z distribuéni funkce snadno
spocist pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné veli¢iny padne do
jakéhokoliv daného intervalu. Zaddva tedy skute¢né distribuéni
funkce Fy celé rozloZzeni pravdépodobnostni ndhodné velic¢iny X.

9.21. Diskrétni a spojité nahodné veli¢iny. Nahodné veliCiny se
chovaji zasadné odli$n¢ podle toho, jestli je veSkera

77 nenulova pravdépodobnost ,,soustiedéna do néko-
== lika kone¢nych hodnot“ nebo je naopak ,,spojité

rozprostiena™ po (¢dsti) redlné osy.

J DIskRETNT NAHODNE VELICINY

Jestlize nahodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim pro-
storu (€2, A, P) nabyvad jen konetn€ mnoha riznych hodnot
X1,%2,...,X, € R nebo piipadné spocetné mnoha redlnych
hodnot x1, x3, ..., fikdme, Ze jde o diskréini ndhodnou velicinu.

Definujeme pak pravdépodobnostni funkci f(x) vztahem

P(X =x;)
0 jinak.

X = X;

f(X)={

ProtoZe je pravdépodobnost spodetné aditivai a jednotlivé jevy
X = x; jsou disjunktni, je soucet vSech hodnot f(x;) dan bud
kone¢nym souctem nebo absolutné konvergentni fadou

D=1

1

Pro rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny X plati

PXT'B) =) fxi)

xX;€B

a tedy zejména je distribu¢ni funkce tvaru

Fx( =) fx).
xi <t

Vsimnéme si, Ze distribucni funkce F(x) diskrétni nahodné
veli¢iny je po castech konstantnf a F(x) = 1 pro x vétsi nez
vSechna x;.

KaZda ndhodna velic¢ina definovana na klasickém koneéném
pravdépodobnostnim prostoru je diskrétni.

I kdyZ hodnoty ndhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, mGizeme
postupovat podobné. Intuitivné Ize pfi infinitesimalni zméné hod-
noty x o pfirtstek dx uvazovat takto: hustotu f(x) pravdépodob-
nosti pro ndhodnou veli¢inu X si pfedstavime jako

P(x <X <x+dx) = f(x)dx.

To znamend, Ze chceme pro —oco < a < b < 00

b
P(a§X<b)=/ f(x)dx.
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vraceni) dve koule. Jakd je pravdépodobnost, Ze druhd vytazend bude

Cernd, jestlize prvni vytaZend koule byla bila. @

D. Co je pravdépodobnost?

Nejprve si pfipomeiime geometrickou pravdépodobnost, jak jsme
se s ni setkali v 2T,

9.22. Buffonova jehla. Jehlu o délce [ hazime na sif rovnobézek
tvoricich pasy o §ifce /. Jakd je pravdépodobnost, Ze jehla po dopadu

zlistane v pozici protinajici nékterou rovnobézku?

ReSeni. Pozice jehly po dopadu je dina dvéma nezévislymi parametry,
totiz vzdalenosti d jejiho stfedu od nejblizsi rovnob&zky, (d € [0, I/2])
a thlem o (¢ € [0, w/2]), ktery jehla svird s rovnobézkami. Pod-
minka, Ze jehla protne nékterou z rovnobgzek je ekvivalentni nerov-
nosti //2sinae > d. Oblast moznych jevli, moznych dvojic («, d), je
obdélnik m/2 x /2. Pfiznivé jevy, tedy ty dvojice (¢, d), pro které
[/2sina > d, odpovidaji bodim v obdélniku leZicim pod kfivkou

[/2sin o (pfi¢emZ za proménnou povazujeme o, kterou vynasime na

osu x). Obsah ttvaru je podle B33

/’51 , l
—sinada = —.
0o 2 2

Hledanou pravdépodobnost tak urc¢ime (viz [L2T) jako

N~
\9)

[SIE
N~

O
Nésledujici (zndmy) priklad, ve kterém rovnéZ vyuZijeme geome-
trickou pravdépodobnost, ilustruje, Ze si musime dévat velky pozor na

to, co povaZujeme za ,,ziejmé*

9.23. Bertranduav paradox. Uréete pravdépodobnost toho, Ze na-
hodné vybran4 tétiva v dané kruZnici bude mit délku vétsi, neZ je strana

rovnostranného trojihelnika vepsaného do této kruZznice.

ReSeni. Ukazeme tfi riizné zpisoby, jak ,tuto” pravd&podobnost od-
vodit.

1) Kazd4 tétiva je jednoznacné ddna svym stfedem. Jeji ndhodny
vybér je tedy ddn ndhodnym vybérem jejiho stiedu. Tétiva je delsi
neZ strana vepsaného rovnostranného trojihelnika, leZi-li jeji stfed
uvnitf soustfedné kruznice o polovi¢nim poloméru. Stfed vybirdme
,hdhodné“ z celé kruZnice, je tedy pravdépodobnost, Ze padne do
vnitintho kruhu ddna pomérem obsaht téchto kruhd, tedy je to 4—11.

2) Oproti pfedchédzejicimu odvozeni provedeme Uvahu, Ze hledand

pravdépodobnost by méla byt stejnd, omezime-li se pouze na tétivy

| l .

—
Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota pravdépo-1
dobnosti f spliujici

SPOIITE NAHODNE VELICINY

b
&@=/ Fds,

se nazyva spojitd ndhodnd velicina. l

Vsimné€me si, Ze distribu¢ni funkce F(x) spojité nahodné

veli¢iny X je vZdy diferencovatelna a jeji derivace se rovna hus-
tot& pravdépodobnosti X, tj. plati F'(x) = f(x).
Samoziejmée se také mtizeme setkat se smiSenym chovanim
1 u velicin, které maji Cast pravdépodobnosti rozprostfenu
’ spojit¢, nckterych hodnot ale nabyvaji s nenulovou
A pravdépodobnosti. Predstavme si tieba chaotického
Ny prednasejiciho, ktery s pravdépodobnosti p ziistava stat
na mist¢ za fe¢nickym pultikem, jakmile se vSak odtud pohne,
je jeho pozice v kterémkoliv jiném misté na stupinku stejné
pravdépodobnd.

Bude tedy pfislusna ndhodnd veli¢ina udavajici jeho polohu
mit distribu¢ni funkci (zavadime si soufadnice tak, Ze pultik je v po-
zici O a posluchdrna je ohrani¢ena hodnotami +1)

0 jelir < —1
2@+ 1) je-liz € (—1,0)
F(t) = 1—-p . 1.
p+—-@+1) jelite[0,1)
1 je-lit > 1.
Distribu¢ni funkce takovychto veli¢in miiZeme Ccasto

pfimo vyjadfovat pomoci Riemannova-Stieltjesova integrilu
F() = [' f(0d(g(x)), ktery jsme zavedli v odstavci 648 na
strané B&Y. V predchozim ptfikladu bychom zvolili tfeba f(x) =1
a

-1 prox < —1

I_Tpx pro—1<x <0
g(x) = 1=p

—-x+p pro0<x <1

H'Tp pro x > 1.

Pfipomenime, Ze distribu¢ni funkce nemiiZe mit vice neZ spocetné
mnoho bodil nespojitosti.

9.22, Nékolik diskrétnich rozdéleni. Pozadavky na vlastnosti
2 rozdéleni ndhodnych veli¢in zpravidla vychazi z mo-
__ delovanych situaci a ve skute¢nosti pak ani nemame
moc moZnosti, jak rozdéleni pravdépodobnosti mtize
22— vypadat.

Uvedeme piehled nejjednodussich diskrétnich rozdéleni.

—

—
Rozdé&len{ odpovidajici konstantni ndhodné veliciné X = p se—l
nazyva degenerované rozdéleni Dg(i).
Jeho distribu¢ni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx
jsou dany

DEGENEROVANE ROZDELENT l 1

= o= #

Fx(t) = .
x(® 1 t>p 0 jinak

l

Nyni popiSme pokus s pouze dvéma moznymi vysledky, kte-
rym budeme tikat zdar a nezdar. Pokud ma zdar pravdépodobnost
P, pak nezdar musi mit pravdépodobnost 1 — p.
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daného sméru. Stiedy tétiv jednoho sméru lezi v dan€ kruznici na jedi- _

ném jejim priméru daného sméru. Stfedy vyhovujicich tétiv pak jsou
ty z tohoto priméru, které lezi uvnitf vnitini kruznice (viz predchozi
bod), tedy na jejim priméru daného sméru. Poméry praméri kruznic
jsou 1 : 2, hledand pravdépodobnost je tedy %

3) Tétiva kruZnice je té€Z urcena svymi krajnimi body (leZicimi na kru-
Znici). Pokud jeden z krajnich bod tétivy, feknéme A, fixujeme (opét
vzhledem k symetrii by to nemélo ovlivnit vyslednou pravdépodob-
nost), tak druhy, aby tétiva vyhovéla pozadavku, musf leZet na krat§im
oblouku BC, kde ABC je rovnostranny trojihelnik vepsany do dané

kruZnice. Délka tohoto oblouku ¢ini jednu tfetinu z obvodu kruZnice.

Hledana pravdépodobnost je tedy %

Jak je moZné, Ze ndm vysla pokazdé jind pravdépodobnost? Za-
déani dlohy je totiZ nejednoznacné. Je nutné specifikovat, co to znamend
,hdhodny* vybér tétivy. Kazdy ze tfi pravdépodobnosti popisuje hle-
danou pravdépodobnost pti vybirani tétivy popsanym zptisobem. Tyto
zpisoby nejsou ekvivalentni, coz kromé spoctené pravdépodobnosti
potvrzuje i rozloZeni stfedd takto vybiranych tétiv: v prvnim piipadé
jsou stfedy rovnomérné rozmistény uvnitf celé kruZnice. Ve druhém a

ve tfetim piipadé je vétsi koncentrace stfedl u stiedu dané kruznice.
|

9.24. Dvé obalky. V kazdé ze dvou obdlek je umisténa urcitd suma
penéz. Vime, Ze v jedné obdlce je dvojndsobek toho, co v druhé.
MiiZzeme si zvolit jednu z obdlek (a vzit si obnos v ni). Po volbé jsme
dotdzani, jestli nechceme vyb&r zménit (a vzit si sumu z druhé obdalky).

Je vyhodné svoje rozhodnuti zménit?

ReSeni. Na prvni pohled musi byt tpIn& jedno, kterou obélku zvolime.
Pravdépodobnost, Ze si vybereme tu s vét§im obnosem je 1/2, nema
tedy smysl rozhodnut{ ménit.

Provedime vSak nésledujici ivahu: v prvné zvolené obdlce je suma
a. Ve druhé je tedy obnos a/2, ¢i 2a, a to kazdy s polovién{ pravdépo-
dobnosti. Pokud tedy zménime své rozhodnuti, tak s pravdépodob-
nosti 1/2 ziskdme obnos a/2, s pravdépodobnosti 1/2 obnos 2a, tedy
pramérné

la 1 5

——+ =2a = —a.

22 2 4
Bylo by tedy vyhodné volbu zménit. Co je Spatného na této tivaze?
Je to nékolik véci. Je to priimérovani fiktivnich vyher a/2 a 2a.
Situace je totiZ ddna dvéma obdlkami s vyhrami a a 2a. Pfi zméné
obdlky budou naSe vyhry opét bud’ a (pokud jsme si na pocatku vy-

brali obdlku se sumou 2a), nebo 2a (pokud jsme si na poprvé vybrali

—

J ALTERNATIVNT ROZDELEN{

Rozdéleni nahodné veli¢iny X s dvéma hodnotami O pro ne-
zdar a 1 pro zdar, pficemZ zdar nastiva s pravdépodobnost! p,
tikdme alternativni rozdéleni A(p). Jeho distribu¢ni a pravdépo-
dobnostni funkce jsou tvaru:

0 t<0 p t=1
FxW=31—-p 0<t=<1l fx@®=31—p t=0
1 t>1 0 jinak.

Uvazme ddle rozdéleni veli¢iny X odpovidajici n—krat neza-
visle opakovanému pokusu popsanému alternativnim rozdélenim,
pricemz naSe ndhodnd veli¢ina méif pocet zdari. Je tedy zjevné,
Ze pravdépodobnostni funkce bude mit nenulové hodnoty pravé
v celych ¢islech 0, . . ., n odpovidajicim celkovému poctu dspéchii

v pokusech (a nezaleZi ndm na potadi).

J BiNnoMIcKE ROZDELENT

Binomické rozdéleni Bi(n, p) ma pravdépodobnostni funkci

(})p'@—p) re{0.1,....n}

fx@ = 0 jinak

Na obrazku jsou pravdépodobnostni funkce pro Bi(50, 0,2), a
Bi(50, 0,9). Rozdéleni pravdépodobnosti odpovida intuici, Ze nej-
vice vysledkt bude blizko u hodnoty np:

vvvvvvvvvvvvvvvv

UvaZzujme nezavisle provadéné pokusy s alternativnim
rozdélenim pravdépodobnosti A(p) jako u binomického rozdéleni
a zvolme si kladné pfirozené ¢islo r. Budeme pokracovat
v pokusech tak dlouho, dokud nenastane pravé r zdarg.

Nahodna veli¢ina X bude dadna po¢tem nezdarl predchazeji-
cich r-t€ému zdaru. V pifipadé r = 1 tedy jsme zpét u naseho
prikladu z B10. Ndhodny jev X = k nastane, pravé kdyZ v prvnich
k 4+ r — 1 pokusech nastane pravé r — 1 zdart a pfitom zaroven

v (k 4 r)-tém pokusu nastane zdar.

J GEOMETRICKE ROZDELENT

Nahodnd veli¢ina X, kterd je dana po¢tem nezdarh pred dosa-
Zenim pravé r-tého zdaru, ma rozdé€leni pravdépodobnosti

k+r—1

r—1

P(X:k):( )pr(l—p)k, k=0,1,2,...

Tomuto rozd€leni Ze také ¥ika negativné binomické rozdéleni,

l v ptipadé r = 1 pak geometrické rozdéleni.
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obdlku se sumou a). Tedy celkova priimérnd vyhra je (jako na zac¢atku)

— —2a = —a. O
2a+2a 2a

E. Nahodné veli¢ina, hustota, distribu¢ni funkce

9.25. Pri jednom hodu kostkou je ziejm& mnoZina elementdrnich

jevi 2 = {wi, ..., ws}, kde w; znamend, Ze na kostce padne Cislo

i. Jevovym polem nechf je
A = {Qj’ {Cl)l, 0)2}, {0)3, Wy, Ws, 6()6}, Q}

Zjistéte, jestli zobrazeni X : 2 — R dané predpisem

i) X(w;) =iprokazdéi € {1,2,3,4,5, 6},
i) X(w1) = X(@2) = =2, X(@3) = X(wg) = X(ws5) =
= X(wg) =3

je ndhodnou veli¢inou vzhledem k .A.
ReSeni. Nejprve je dobré se presvédéit, Ze mnozina A opravdu
spliiuje vSechny axiomy v 811 a je tedy dobie definovanym jevovym
polem. Pak podle definice BI8 je ndhodnd velic¢ina takova funkce
X : Q — R, Ze vzor kazdé Borelovské mnoziny B C R lezi
v A. Pokud v pfipadé i) uvdZime napiiklad uzavieny interval [2, 3],
je jasné, Ze X '(2,3]) = {ws, w3} ¢ A. Funkce X tedy v tomto
pripadé neni ndhodnd velicina.
V piipadé ii) se naopak lze lehce presvédcit, Ze X je ndhodn4 veli¢ina.
Vezmeme-li totiZ libovolny interval v R, tak mohou nastat pravé ¢tyfi
moznosti. Bud neobsahuje ¢islo -2 ani 3, pak je vzorem X prazdna
mnoZzina, pokud obsahuje jen -2, je vzorem {w, w,}, pokud obsahuje
jen 3, je vzorem {w3, w4, ws, wg} a pokud interval obsahuje obé ¢isla,
pak je vzorem celd mnoZina €2. Ve v8ech pfipadech vzor leZi v jevovém
poli A. O

9.26. Je ddno jevové pole (€2, A), kde Q = {wy, w2, w3, w4, ws} a

A = {Qs {wls w2}9 {(,()3}, {w49 605}, {C()l, w7, 603},

{w1, w2, ws, ws}, {w3, w4, ws}, Q.

Najdéte co nejobecnéjsi zobrazeni X : Q@ — R, které bude nahod-
nou veli¢inou vzhledem k A.
ReSeni. ProtoZe se jevy i, w, nevyskytuji samostatné v A, je
ziejmé, Ze ndhodnd veli¢ina X je musi zobrazit na stejné &islo, tj.
X(w) =
byt X(w4) = X(ws) = b, pro néjaké b € R. Obsahuje-li interval

X(wp) = a, pro néjaké a € R. Ze stejného diivodu musi

obé &islo a i b, pak je jeho vzorem {w, wa, wy, ws} € A, coZ je
v pofddku. Zbyva jev w3, ktery se miZe zobrazit na libovolné ¢ € R.

Jednoduse se potom presvédéime o tom, Ze vzory vSech intervald

Geometrické rozdéleni se ve fyzice objevuje u tzv.
Einsteinovy—Boseovy statistiky.

9.23. Poissonovo rozdéleni. V praktickych tilohach Casto tivaha
Y o binomickém rozdéleni vede k dalSTm modelovym
pripadtim.

Uvazme situaci, kdy do n pfihradek rozdélujeme

r r vzijemné nerozlisitelnych predmétt. Umistén{ kte-
rehokohv pfedmétu do pevné zvolené piihrddky ma pravdépodob-
nost 1/n (kazda z nich je stejné¢ pravdépodobna).

Nahodnou veli¢inu, kterd popisuje pocet X predméth v jedné
pevné zvolené prihrddce miZeme popsat nasledovné. Mdme moz-
nosti hodnot X = k,kde k = 0, ..., r a pravdépodobnost jednot-
livych hodnot je

r\ (1) N - 1*
roc=0=() G) () =0

Jde proto o rozlozeni X typu Bi(r, 1/n).

S takovouto veli¢inou se miiZzeme potkat napf. u popisu fyzi-
kalni soustavy s velikym po¢tem molekul plynu. Pfihradky predsta-
vuji malé objemy prostoru a sledujeme rozloZeni molekul. Zajima
nds pak, co se bude dit s veli¢inami X,,, kdyZ bude vzristat pocet
prihradek n spole¢né s poctem predméti r,, tak, Ze v priméru nim
na kazdou prihradku bude ptipadat (piibliZn¢) stejny pocet prvkil
A

Zajima nas tedy chovani naSeho rozdéleni veli¢in X, pfi limit-
nim piechodu n — oo. Standardni Gpravy (miZeme je brat i jako
vyzvu k opakovani postupl z analyzy funkci jedné proménné!) ve-
dou pfi lim,— o /1 = A k vysledku:

. (r) (n— 1)+
= 11m —_—
n—oo \ k nn

. rn(rn—l)...(rn—k+l)l( 1)’”
= lim —(1—--= =

lim P(X, = k)
n—oo

n—00 (n — 1k k! n
)\'k _taN\"n
= — lim (1 + = ) =
k! n—o0 n
)\‘k
et —e_k,
k!

protoZe obecné funkce (1+4x/n)" konverguji stejnomérné k funkci
e’ na kazdém omezeném intervalu v R.
PoissoNOvVO ROZDELENT

Poissonovo rozdéleni Po(A) popisuje ndhodné veliciny [
s pravdépodobnostni funkci

Ak
s teN
H=1k¢°
Jx(® 0 jinak.

Samoziejmé plati

ZfX(k)ZZ - _Azkv_
k=0 k

Jak jsme odvodili vyse, toto diskrétni rozdéleni Po(A) s libo-
volnym A > 0 (rozlozené do nekone¢né mnoha bod) dobte apro-
ximuje binomickd rozloZeni Bi(n, p,), kde np, = A, pro velika
n.

—)»-‘r)» =1.
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pro takto definované X jsou mnoziny v A, tj. X je ndhodna veli¢ina
vzhledem k A. O

9.27. Néhodnd veli¢ina X nabyvd hodnoty i s pravdépodobnosti
P(X =1i) =
a nacrtnéte jeji graf.

% proi = 1,...,6. ZapiSte distribu¢ni funkci Fx(x)

ReSeni. 7 definice BI9 je distribuéni funkce rovna
Fx(x) = P(X < x).Toznamend, Ze Fx(x) = Oprox < 1,
Fx(x) = lxl prol < x < 6,kde [x] znadi celou ¢ast ¢isla x, a

Fx(x) = 1 pro x > 6. Graficky zndzorné€no

1.2

08

08

Prom?

0.4

02

00

0.2

O

9.28. Stielec stfili do terée, dokud ho netrefi. Ma v zdsobé 4 na-
boje. Pravd€podobnost zdsahu je pfitom pfi kazdém vystielu rovna
0,6. Nechf ndhodna veli¢ina X uddva pocet nespotfebovanych naboju.
Urcete pravdépodobnostni a distribuén{ funkci X a nakreslete jejich
grafy.

Reseni. Pravdépodobnost, Ze stielec k—krat ter¢ netrefi a pak ho trefi
P(X =x) = 04~

0,6 pro x € {1, 2, 3}. Pokud stfelec netreff ter¢ na tfi pokusy, uZ mu

je zfejmé rovna 0,4% . 0,6. Proto fx(x) =

kazdopadné nezbude Zddny ndboj, af uz ho v poslednim pokusu trefi
nebo ne. Proto fx(0) = P(X = 0) = 0,4°.
Z definice distribu¢ni funkce BLT9 je

Fx(x) =P(X <x) =

0 prox <0,
0,4° = 0,064 pro x € (0, 1],

=1{0,4+0,42.0,6=0,16 pro x € (1,2],
0,4°>+0,4>-0,64+0,4-0,6 =04 prox € (2,3],
1 prox > 3.

Grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce vypadaji ndsledovné.

priklady Poissonova rozdéleni. Kromé vyse
zminéného fyzikalniho modelu lze takové chovani
* pii sledovani vyskytu jevil v prostoru s konstantni
ofekdvanou hustotou na jednotku objemu (napft. pfi
sledovani vyskytu bakterii na sklicku pod mikro-
skopem které se stejné pravdépodobné vyskytuji v kterékoliv
jeho &asti). Je-li ,,primérnd hustota vyskytu“ v jednotkové plose
A, pak pri rozd€leni celé oblasti na n stejnych ¢asti bude vyskyt
k jevi v jedné vybrané ¢asti modelovdn ndhodnou veli¢inou X
s Poissonovym rozdélenim. Takovéto pozorovani pfi praktické
diagnostice v biochemické laboratofi umozni vypocet docela
presného celkového poctu bakterii ve vzorku ze skute¢ného pocétu
odecten¢ho jen v n€kolika ndhodné vybranych malych ¢astech
vzorku.
Zkusme nyni popsat uddlosti, které se vyskytuji ndhodné

v dase t > 0 a pfitom pravdépodobnost vyskytu
), v nésledujicim malinkém Casovém intervalu o délce

h nezavisi na predchozi historii a je rovna stale stejné
- hodnoté hX pro pevné A > 0. Pfitom pravdépodob-
nost, Ze nastane jev vdaném malinkém intervalu vice neZ jedenkrat
bude velmi mal4.

Oznacme si ndhodnou veli¢inu X; vycislujici pocet vyskytu

sledovaného jevu v intervalu [0, 1) a zkusme vyjadrtit nase poZa-
davky infinitesimalné. Chceme, aby

9.24. Dva

e pravdépodobnost pravé jedné uddlosti v kazdém Casovém
useku o délce h bylarovna hd+a (h), kde funkce o (h) spliiuje
limy—o, 44 = 0;

e pravdépodobnost B(h), Ze nastane vice neZ jedna udalost
v Casovém dseku délky A, spliiuje limy, o, ( ) — =0

e jevy X; = jaXyp — X, = k jsou nezaV1sle pro viechny
jkeNat, h>0.

Oznacime si funkce px(f) = P(X; = k), k € N, a polozime
samoziejmé okrajové podminky po(0) = 1 a px(0) = Oprok > 0.
Nyni pfimo spocteme

pot +h) = po()P(Xepn — Xy =0) =
= po®) (1 —hr — a(h) — B(h))
a podobné
pr( +h) = P(X; =k, Xepn — Xy = 0)+
+P(X[=k_l,Xt+h _X[:l)+
+P(X; k=2, Xppp =k) =
=prk(OPXepn — Xi =0) + pr1 PXppn — Xy = D+
k—2
+Y PXi =i Xy — X =k —i) =
i=0
= pk@ (1 —hr — a(h)
k—2

+ 3 piOPXipn — X =k — ).
i=0

— B(h) + pr—1 (D) (hi + a(h)+

Odtud ale vidime (piSeme stejné jako v BT na strané B40 sym-
bol o(h) pro vyrazy, které podélené h davaji limitu pro h — 04
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9.29. Naihodna veli¢ina ma distribu¢ni funkci
0 prox <3
Fx(x) = %x—l pro3 <x <6
1

pro 6 < x.

i) Zdtvodnéte, Ze jde skutecné o distribu¢ni funkci.
ii) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.
iii) Vypoctéte P(2 < X < 4).

ReSeni. a) Jde ziejmé o spojitou neklesajici funkci, kterd navic vyho-
vuje lim F(x) =0a lim F(x) = 1.

b) Pg(ﬁe; 0522] je hustoga_) S;avdépodobnosti spojité ndhodné veliciny
ddna derivaci distribu¢ni funkce. Na intervalu (3, 6) je tedy hustota
fx) = % Na intervalech (—oo, 3) a (6, c0) je evidentné derivace
nulovd. Jde tedy o rovnomérné rozdéleni, viz B23.

¢) Z definice distribu¢ni funkce P(2 < X < 4) = Fx(4) — Fx(2) =
=3-1=1 0

nulovou)
) 1
m0+2 mm:—MWHﬁdm
e 1
Pi(t + 2 PED. @) + Aprr () + & olh)

a limitnim pfechodem pro & — 04 tak dostdvdme (nekonecny!)
systém obycejnych diferencialnich rovnic:

Po(®) = —Apo(®), po(0) =1
Pr(t) = =Apr(t) + Apr_1(D), pr(0) =0

pro vechny ¢ > 0 a k € N, s poéatecni podminkou.
Nemusime se ale désit, protoZe prvni z nich m4 jediné feSenf

-2
po(n) =e™",
které okamZit¢ miZeme dosadit a vyfeSit druhou rovnici. Ob-
drzime
pi(0) = rre ™.

Matematickou indukci ted’ uz snadno dovodime, Ze ve skute¢nosti
ma cely systém jediné feSen{ a to

A0k
pr() = el k,) e, >0, keN.

Ovérili jsme tedy, Ze pro kazdy proces spliiujic{ tfi vyse uvedené
vlastnosti ma ndhodna veli¢ina X, udavaji pocet vyskytt v ¢asovém
intervalu [0, 1) rozd€leni Po(Af).

V praxi jsou takové procesy spojeny napi. s poruchovosti
strojii a zatizeni.
9.25. SpOJlta rozdéleni. Nejjednodussim piikladem spojitého

7 _rozd€leni je rovnomérné rozprostieni veSkeré
pravdépodobnosti na néjakém intervalu. Na ném lze
¥ —_dobfe ilustrovat, ze pfi jednoduSe formulovaném
pozadavku na chovani rozd€leni ndm nezbude moc prostoru
pro jeho definici. Nyni chceme, aby pravdépodobnost hodnoty
veli¢iny X v kazdém intervalu stejné délky obsaZeném v daném
intervalu (a, b) C R byla stejnd, tj. hustota fy nasSeho rozdélen{
nahodné veli¢iny X ma byt konstantni.

________l ROVNOMERNE ROZDELEN{ —

Pro libovolna redlnd &isla —co < a < b < oo definujeme
hustotu a distribuén{ funkci takto:

0 t<a 0 t<a
fxO)=345= te(ab)  Fx®)={F% t€(ab)
0 t>b, 1 t > b.

Rikdme, Ze veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni.

—

Dalsi rozd€leni budeme podobné diskrétnimu Poissonovu.

Pfedpokladejme, Ze sledujeme vyskyt ndhodného jevu takového,

7e jeho vyskyty v nepfekryvajicich se intervalech jsou nezdvislé.

Je-li tedy p(¢) pravdépodobnost, Ze jev nenastane béhem intervalu
délky ¢, pak nutné p(r +s) = p(9)p(s) pro vsechna t,s > O.
Predpokladejme navic diferencovatelnost funkce p a p(0) = 1.

Pak jisté In p(t+s) = In p(t)+1In p(s), takZe limitnim precho-
dem (s vyuzitim L'Hospitalova pravidla)

(ln(p))/(t) ~ lim Inp(t+s)—Inp@®  p'(0)

= = p'(0).
-0, S p(0) P
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9.30. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliCiny X md tvar
fx) = 14?7 pro x € R. Urcete

i) koeficient a,
ii) distribu¢ni funkci,
iii) P(—1 < X < 1).
ReSeni. a) Aby funkce f (x) byla hustotou pravdépodobnosti, musi byt
jeji integral ptes celé R roven jedné. Dostavame tedy podminku

j— j— C j— .
I X-2 0

Odtud a = L.

M

b) Distribucni funkce je podle @221 ddna integrdlem

Fx(x) /x f@®dt I/X _dr ] t +l
X) = = — = —arctgx + —.
X S 7)o 14+2 =« g 2
¢) Z definice distribu¢ni funkce a podle b) je

P(—1<X<1)=FX(1)—FX(—1)=%-f—l(—f):%.

9.31.

funkci danou tabulkou

Diskrétni ndhodny vektor md sdruZenou pravdépodobnostni

XY256
AR
2 | %5130
3 1% | 3| %

Urcete

i) margindlni distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce;

ii) sdruZenou distribu¢ni funkci a vhodnym zptisobem ji zna-

zornéte;
iii) P(Y > 3X).

ReSeni. a) Margindlni rozdé&leni ndhodné veli¢iny X resp. ¥ dosta-
neme podle B2 seCtenim sdruZené pravdépodobnostni funkce pres
vSechny moZné hodnoty veli¢iny ¥ (odpovidd secteni hodnot v kazdém
tfadku) resp. X (odpovida secteni hodnot v kazdém sloupci). Pomoci

tabulky proto dostdvdme
X|1]2]3 Y

7 3 I
fX 20120 | 2 fY

b) Sdruzend distribu¢ni funkce v bodé€ (a, b) je podle definice rovna

516

[T I N

Il
515

souctu vSech hodnot sdruzené pravdépodobnostni funkce fx, y) tako-
vych,Ze X <aaY < b. To v tabulce zhruba fe¢eno odpovida souctu
vSech hodnot leZicich v podtabulce, jejiz pravy spodni roh je (a, b).
Pfesnéji mdme pro sdruZenou distribu¢ni funkci Fx,y) ndsledujici ta-
bulku

Ozna¢me si proto spoctenou derivaci p’(0) = —A € R, pfiemZ
volime zdporné znaménko, protoZe vime, 7e p’(0) nemiZe byt
kladné, kdyzZ je p(0) = 1.

Pak tedy pro p(¢) plati In p(f) = —At + C a pocatecni pod-
minka dava jediné feSen{

p() =e M.

Vsimnéme si, Ze z definice nasich objektl vyplyva, Zze A > 0.

Nynf uvazme nahodnou veli¢inu X uddvajici (ndhodny) oka-
mzik, kdy nd$ jev poprvé nastane. Ziejmé tedy je distribuéni
funkce rozdéleni pro X dana

l—e™ >0

FX(I)=1—P(f)={O F <0

Je vidét, Ze skute¢né jde o rostouci funkci s hodnotami mezi nulou
a jednickou a spravnymi limitami v 200. Hustotu tohoto rozdélen{

dostaneme derivovanim distribuéni funkce.

EXPONENCIALNI ROZDELEN{

Spojité rozdeleni ndhodné veli¢iny X s hustotou

re ™M >0

fX(t)Z{O r <0,

se nazyvéd exponencialni rozdéleni ex(L) .

Budeme také potkavat rozd€leni, které je podobné jako expo-
nencidlni, ale s hustotou tvaru

C)Ca71 efbx

pro x > 0, s danymi konstantami a > 0, b > 0, zatimco konstantu
¢ je tieba dopoditat. Potfebujeme

0 AN 1 c
1:/0 exlembx dx=/0 c(l—)> e_tzdtzb—ar‘(a).

—

Rozdéleni, jehoZ hustota je nulova pro x < 0, zatimco pro
x > 0 je dana predpisem

] GAMA ROZDELEN{
e

[(a)

se nazyva gama rozdeéleni I (a, b) s parametry a > 0, b > 0.

—1 e—bx i

f(X) =

Exponencidlni rozdéleni je tedy specidlnim piipadem tohoto
rozd€len{ s parametrem a = 1.

9.26. Normalni rozdéleni. JestliZze v binomidlnim rozd€leni za-
#3)  chovdme konstantni tisp&Snost p, ale budeme pfiddvat
\a;i pocet pokust n, bude pravdépodobnostni funkce ku-
ng podivu porad mit podobny tvar (i kdyZ jiné rozméry).
; Na obrazku pfi rostoucim n se budou vynesené bodové
hodnoty slévat do kfivky, kterd by nam méla d4t hustotu spojitého
rozdélen{ aproximujiciho dobie Bi(n, p) pro velikd n.
Nazna¢ime dopredu, kde hledat. Vzpomeiime na hladkou

funkciy = f(x) = e_xz/ 2 kterou jsme v odstavci b@ na strané
zminovali jako vhodny ndstroj pro konstrukce funkci hlad-
kych, ale nikoliv analytickych. Na obrdzku je srovnani této kfivky
(vpravo) s vynesenymi hodnotami Bi(5000, 0,5).

548
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Fix,yy | [2,5) | [5,6) | [6,00)
[ s [ 5| %
23| % | % | 2
[3,00) | 2 : 1

anaintervalech (—oo, 1) x RaR x (=00, 2) je F(x,y) zfejmé nulova.
¢)O¢ividnE P(Y >3X)=PX=1,Y=5+PX=1,Y=6) =

1 1 _ 3
0T 20= 2 O

9.32. Urcete pravdépodobnost P(2X > Y), je-li hustota ndhodného
vektoru (X, Y)
prol <x <2,2<y<=<4,

1
s(dx —y)
_J&6
fon @) IO jinak.

ReSeni. Z definice

PQ2X > Y)—/

2x
/ f —(4x — V)dydx =
1

2x
f(x y)(x, y)dydx =

O

9.33. Urcete margindln{ distribu¢ni funkce, sdruZzenou a margindlni

hustotu ndhodného vektoru (X, Y), je-li

0 prox <0,y <0
Fxy(y) =138y pro0<x=<10<y=<2
1 prox >1,y>?2

Reseni. Hustotu ndhodného vektoru (X, Y) dostaneme derivovanim
distribu¢n{ funkce podle x a y. Tedy pro0 < x < 1,0 <y < 2
je fx.r(x,y) = xy, jinde je hustota nulovd. Margindlni hustota na-

hodné veli¢iny X je pak

00 2 1 5
fx(x) = / fxn(x, ydy = / xydy = [Ex);]o =
—00 0

Podobné pro Y dostaneme fy(y) = %y. Margindlni distribu¢ni funkce

jsou

Fx(x) = [* fx(®dt = [} 2tdt = x*

1
Fy(y) = [ fr(ndt = fo Lir = O

“ooscemosoosse
2050050000050000500¢
fiasesc:-— 3

Podbizi se proto hledat vhodné spojité rozdéleni, které by
m¢élo hustotu danou pomoci vhodné upravené takové funkce.

Funkce e %/ je vzdy kladnd funkce, stati ndm spocist
ffooo e 2dx a pokud to bude kone¢né &islo, prosté tuto funkei
vynasobime jeho pievracenou hodnotou. Spoditat tento integral
sice neni mozné pomoci elementdrnich funkci, miiZeme si ale
pomoci vicerozmérnou integraci a Fubiniho vétou. Snadno totiz
pomoci transformace do polarnich soutfadnic spoéteme, Ze

27 :/ e_(x2+y2)/2dxdy
R2

© 2 R 2
:([ e /2dx></ e ” /zdy>
—00 —00

(srovnejte s pozniamkami na konci odstavce BZ28, ovéite, Ze inte-
grovand funkce skute¢né vyhovuje tam uvedenym podminkam, a
spoc¢téte si podrobné!). Odtud ale jiZz vidime, Ze hledany integral
ma hodnotu /27 a bude proto funkce f(x) = T e ¥ 22 dobte
definovanou hustotou ndhodné veli¢iny.

—

Spojité rozd€leni ndhodné veli¢iny Z s hustotou

NORMALNI{ ROZDELENI —

1 2
o(x) = e /2
2
se nazyva (standardizované) normdini rozdéleni N(O, 1).
PrisluSnou distribu¢ni funkci
1 2
o) = —/ e /% dx
A/ 21 J—o00

nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni nume-
ricky béZné poéita (pomoci tabulek nebo softwarovych aplikaci).
Grafu hustoty ¢(x) se také ¢asto fika Gaussova kiivka. l

Tim jsme jesté evidentné nenasli tu pravou hustotu aproxi-
mujici binomidlni rozdéleni. Obrazek, srovnavajici pravdépodob-
nostni funkci binomického rozdéleni s Gaussovou kiivkou, uka-
zuje, 7e budeme chtit jednak posouvat hodnotu, kde dochdzi k ma-
ximdlni hodnot€ a také zuZovat i rozsitovat oblast s vyraznéji klad-
nymi hodnotami. Toho miiZeme snadno docilit vnesenim dvou re-
dlnych parametri u a o > 0 takto:

o () = e (W)

Nyni snadno spoéteme pomoci jednoduché substituce proménné
o0 5 02
/ e~ (T gy = V2ro.
—00

Dostavame tedy celou dvouparametrickou tfidu hustot

_a-w?
202

= e
Pu.o a\/27r
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9.34. V urné je 14 kulicek — 4 Cervené, 5 bilych a 5 modrych. Na-
hodné bez vraceni vybereme 6 kuli¢ek. Urcete rozloZzeni ndhodného
vektoru (X, Y), oznacuje-li X pocet taZenych cervenych kulicek a
Y pocet taZenych bilych kulicek. Urcete rovnéZ margindlni rozloZeni
veli¢in X a Y. Ddle vypoctéte P(X < 3), P(1 <Y <4).

ReSeni. Z definice pravdépodobnostni funkce je jeji hodnota v bodé
(x, y) urCena pravdépodobnosti P(X = x,Y = y), tedy pravdépo-
dobnosti, Ze vytdhneme x Cervenych a y bilych kuli¢ek. Pocet moz-
nosti vytazeni x Cervenych kulicek je (i), podobné pocet vytazeni y
bilych je (i) Zbylych 6 — x — y modrych kuli¢ek pak mtizeme vytdh-
6_i_y) zpisoby. Dohromady tedy mdme (j) (i) (6_)?_}‘

Hodnoty tohoto vyrazu pro v§echny mozné hodnoty x, y jsou v nésle-

nout ( ) moznosti.

dujic{ tabulce.

xX\y|[ 0 1 2 3 4 5]y
0 [0 5 50 100 50 5] 210
1 | 4 100 400 400 100 4| 1008
2 |30 300 600 300 30 O |1260
3 140 200 200 40 O 0| 480
4 |10 25 10 0 0 0] 45
>y |84 630 1260 840 180 9 | 3003

Hodnoty nejvice napravo a dole jsou soucty mozZnosti pies vSechny
hodnoty y resp. x. Hodnoty pravdépodobnostni funkce jsou pak
zfejme dany vydélenim piisluSnych hodnot v tabulce poctem vSech
vybéri Sesti kulidek, tj. vydélenim &islem (%) = 3003. Margindlni
rozloZeni X resp. Y je pfitom ddno hodnotami nejvice napravo resp.
dole v tabulce.

Pravdépodobnost P(X < 3) jednoduSe spoc¢itime pomoci margindl-
niho rozlozeni X

1

P(X =3)=Fx(3) = 3003

(210 4+ 1008 + 1260 + 480) = 0,985.
Podobné pro pravdépodobnost P(1 < Y < 4) madme

PA=<Y =<4 =F@—-Fd)=
1

= 630 + 1260 + 84 180) = 0,9609.
3003( + + 840 + 180) 969

9.35. Hustota ndhodného vektoru (X, Y, Z) je

cx+y+2z) pol0<x=<1,0<y=<1,0<z<1

x! b =
Sy 2) 0 jinak.

Urcete konstantu c, distribu¢ni funkci a vypoctéte
1 1 1
P(0§X§§,O§Y§§,OSZ§§)-

nahodnych veli¢in, Pfislusna rozdéleni budeme znacit N(u, o).

K asymptotické blizkosti norméalniho a binomického rozdélen{
pro n — 00 se jest¢ vratime, jenom co si k tomu vytvorime
patfi¢né nastroje.

9.27. Rozdéleni ndhodnych vektorii. Obdobné jako u skaldrnich
%3~ veli¢in definujeme distribu¢ni funkce a hustotu nebo
/ pravdépodobnostni funkci pro spojité a diskrétni na-
hodné vektory. Hovorime také o simultannich (sdru-
Zenych) pravdépodobnostnich funkcich a hustotach.

Pro dvé diskrétni ndhodné veliciny, tj. diskrétni vektor (X, ¥)
ndhodnych veliCin, definujeme (sdruzenou) pravdépodobnostni
Sfunkci

PX=xinY=yj) x=xi y=y;

Foe ) = {0 jinak.

Pro spojité veli¢iny pak definujeme pro viechny a, b € R

F(a,b)=P(X <a,Y <b) =

b a
= / / f(x, y)dxdy

a funkci f(x, y) nazyvame (sdruzenou) hustotou ndhodného vek-
toru (X, Y).

Pro obecny nahodny vektor X = (Xq, ..
spojitych ndhodnych veli¢indch X; definujeme

F(ay,...,ay) = P(X1 <ay,..

an ag
:/ --./ f(x’y)dxl...dxn
—00 —00

a obdobné pro diskrétni ndhodné veli¢iny.

Margindlni rozloZeni pro jednu z proménnych obdrzime tak,
7e pres ostatni pos¢itime nebo zintegrujeme.

Napf. u diskrétnich vektorovych veli¢in (X, Y) tvofi jevy
(X = x;, Y = y;) pro viechny moZné hodnoty x; a y; s nenulo-
vymi pravdépodobnostmi pro X a Y dplny systém jevu pro vektor
(X, Y) adostavame vztah:

., X)) obdobn¢ pfi

L Xn <ay) =

o0
PX=x)=) PX=x.Y=y)
j=1
mezi margindlnim rozdélenim pravdépodobnosti ndhodné veliCiny
X a sdruzenym rozdé€lenim pravdépodobnosti ndhodného vektoru
(X,Y). Zcela obdobné postupujeme u spojitych ndhodnych vek-
tortl s pomoci integrall.

9.28. Nezavislost nahodnych veli¢in. Vime uz, co to je (ne)za-
vislost ndhodnych jevl, kterou jsme diskutovali
v odstavci BT32. O ndhodnych veli¢inach X1, --- , X,
fekneme, Ze jsou (stochasticky) nezavislé, jestlize
2 jsou pro libovolnad &isla a; € R nezavislé jevy
X1 < ay, ..., Xy < a,.

To jiz diky axiomfm pravdépodobnosti zaru¢uje, Ze budou ne-
zavislé i vSechny jevy zadané piislusnosti hodnot veli¢in Xy € I
do libovolnych intervald Ii. Pfimo z defini¢nich vlastnosti pak také
odvodime, Ze jsou ndhodné veliiny X; nezavislé, praveé kdyZ jejich
sdruZend distribu¢ni funkce F spliluje

Fxt, ..., xp) = Fi(x1) -+ Fp(xp),

kde F; jsou distribu¢ni funkce veli¢in X;.
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ReSeni. Integral hustoty pravdépodobnosti pfes cely prostor musi byt
roven jedné, a proto

I = fol fol fol c(x +y+2)dzdydx = Cfol fol x+y+ %)dydx =
= cfo1 (x + Ddx = %c.

Odtud ¢ = % Distribu¢ni funkce je z definice rovna
Fx(x,y,2) =% [ [§ fo (r + s + ndrdsdr =

= %fo fo (’"Z+SZ+ Z)de’” = sz (rzy + 1yzz—|- zzy)dr =
= (2x zy+1y2zx+ yx)=3(x zy+y22,x+z yx),

a proto je hledand pravdépodobnost

PO<X<30<Y=<10<Z<hH=FQG3.9)=1 0O

9.36. Urcete konstantu a tak aby funkce

0 pro x <1
f(x)=14 aln(x) pro 1 <x<?2
0 pro 2<x

zaddvala hustotu pravdépodobnosti né¢jaké ndhodné veliciny.

Refeni. Podminka na to, aby zadani funkce zaddvala hustotu

foof(X)=1

Bude potfeba spocitat [ In(x) dx:

pravdépodobnosti je

/ln(x) dx = xIn(x) — / 1dx = xIn(x) — x = x(In(x) — 1).
Celkem

oo 2
/ fx) = f aln(x) = a[x(In(x) — 1)]% =aIn2) — 1),
—00 1

_ 1
tedya = Thm)-1 |

9.37. V lese, jehoZ hranice tvofi na mapé pravidelny Sestitthelnik
se ztratilo dité. Predpoklddejme, Ze pravdépodobnost toho, Ze dité je
v urCité ¢dsti lesa, je imérnd pouze velikosti této ¢4sti, nikoliv jejimu
umisténi.
e Jaké je rozdéleni pravdépodobnosti vzdélenosti ditéte od zvo-
lené strany (piimky) lesa
o Jaké je rozdéleni pravdépodobnosti vzddlenosti ditéte od nej-
bliZsi strany lesa.
ReSeni.
e Nechf a je strana Sestitihelnika. Pak rozdé€leni pravdépodob-
nosti je
0 prox <0
$x+3}a pr00<x§%«/§a
9a2 x + [a pro %\/ga <x < «/ga
0 pro x > /3a

P

pro prvnf ¢4st.

fx) =

Pro diskrétni nezavislé veli¢iny z definice okamzité vyplyva,
7e sdruZena pravdépodobnostni funkce nezavislych velifin je ddna
souciny jednotlivych hodnot

2D vy
Vi

Xi

fxy(x,y =

Derivac{ sdruZené distribuéni funkce spojitych proménnych dosta-
vame obdobny vztah mezi jejich hustotami:
82

0xdy
2

fxy(x,y = Fxy(x,y) =

Fx()Fy(y) =
0xdy
fx ) fr ().

Jde tedy o prosty soucin hustot jednotlivych veli¢in.

Hustoty ndhodnych vektorti vysSich dimenzi s nezavislymi
spojitymi komponentami se chovaj{ zcela obdobné a jejich sdru-
Zené hustoty jsou soucinem hustot jednotlivych veli¢in, tj.

Ixio X, 1, e x0) = fx () - fx, ().

Podivejme se na jednoduchy piiklad, ktery ukazuje, Ze neni
dobré zjednodusené vidét ndhodny vektor, coby stochasticky ob-
jekt, jen jako dvojici ndhodnych veli¢in. UvaZzme ndhodny vektor
(X, Y), ktery ma rovnomérné spojité rozdeleni na jednotkovém
kruhu v roving R? se stiedem v po&dtku. Bude tedy jeho (sdruZend)
hustota

1 2
Fex) {0 jinak.

Je vidét, ze veli¢iny X a Y z tohoto ndhodného vektoru nemo-
hou byt nezdvislé. Napf. si v§imnéme, Ze pravdépodobnost, 7e
(X,Y) padne do doplitku jednotkového kruhu ve Ctverci s vr-
choly o soufadnicich £1 je nulov4, zatimco marginalni distribuén{
funkce jsou pro hodnoty |x| < 1 a|y| < 1 nenulové.

KdyZz ov8em vyjadiime tentyZ ndhodny vektor v polarnich
soutadnicich (R, ®), dostdvime

@ 1
P(R <rg, ® < @) = / / —rdodr = —goor%.

Sdruzend hustota vektoru (R, ®) je tedy f(r,¢) = - pfi
0 <r <1,0 < ¢ < 2m ajinak je nulova. Marginaln{ hustoty
jsou

2w r
fr(® =/ ;d(p =2r, jeli0<r <1,
0

1
1
folg) = / Ldr ==, jeli0<g=2m,
0o T 27
a nula jinak. Nahodné veli¢iny R a & jsou tedy nezavislé.

9.29. Funkce nahodnych veli¢in. Ndhodné vektory potkdvame
y v praktickych modelech ve dvou velmi odli$nych
rolich. Mtzeme sledovat skute¢né né€kolik rtiznych
nahodnych veli¢in popisujicich vice ¢i méné souvise-
jict jevy. Jako pfiklad ndm mohou slouZit riznorodé
01selne parametry svdzané s jednotlivymi studenty (prospéch
v ruznych pfedmétech, vdha, vyska, staff, ro¢ni pfijem, atd.).
V tomto piipadé budeme potfebovat nastroje, které ndm umozn{
sledovat rozdily ¢i zdvislosti mezi takovymi veli¢inami.

Mizeme ale také sledovat jen jeden parametr na velkém sou-
boru objektil a vybirdme pfitom jen mensi pocet n z nich. Takovy
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e Spoctéme nejprve distribucni funkci F hledaného rozloZeni
ndhodné veli¢iny X uddvajici vzdalenost ditéte od nejblizsi
strany lesa. Vzddlenost se mizZe pohybovat v intervalu

1 = (0, ia) Pro y € I potom mame

fa )2
F(y)=P[X <y] = v (‘3‘—2)§a2 —1- —4(%% —
«/T§a2 3a?
Celkem tedy
0 proy <0
Fiy)=9 1- 4(3;2))2 pro y € (0, ‘/ga)
1 proy > %a

Pro hustotu pravdépodobnosti, kterd je derivaci distribu¢ni
funkce dostavame:

0 prox <0
B
S = % pro y € (0, ‘[a)
0 proy > f

O

9.38. Nechf veli¢ina ndhodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni
na intervalu (0, r). UrCete distribu¢ni funkci a hustotu pravdépodob-
nosti rozdéleni objemu koule o poloméru X.

ReSeni. Uréeme nejprve distribuén{ funkci F (pro 0 < d < %nr3)

3/3d
F(d)=P|:L—L71X3§d:|=P|:X<13/3d}_\/;
3 4 r

celkem
0 pro x <0
_ 33 L 4_.3
Fx) = 5 X3 pro 0<x<37rr
4_.3
1 pro x > 37r

Derivovanim pak obdrZime hustotu pravdépodobnosti:

0 pro x <0
2
_ 3 £ 4 3
fx) = ‘/3671;3 x73 pro O0<x<3mr
4_3
> 2
0 pro x > 37r

9.39. Stanovte hodnotu parametru a € R tak, aby funkce

0 pro x <0
fx) =14 ax* pro 0<x <3
0 pro x >3

zaddvala hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. Urcete dis-
tribu¢ni funkci, hustotu pravdépodobnosti a stfedni hodnotu rozdéleni
objemu krychle, jejiz délka hrany je ndhodnd veli¢ina s hustotou

pravdépodobnosti danou funkci f.

postup popisujeme pomoci n—rozmérného vektoru (X1, ..., X,),
kde v8echny ndhodné veli¢iny X maji stejné rozdé€leni pravdépo-
dobnosti. Tady nds budou velice zajimat veli¢iny, které budou od-
povidat statistickym ¢iselnym charakteristikdm, které jsme jiz po-
tkali v pfedchozi ¢asti této kapitoly.

Budeme umét oba ptipady zvladat jednim jednoduchym kon-
ceptem. Misto dané ndhodné veli¢iny nebo nahodného vektoru bu-
deme uvaZovat funkci z té€chto veli¢in.

T'ujediné veliCiny jde o velice uzite¢ny ndstroj. Misto ndhodné
veli¢iny X, napf. ,,ro¢nf plat zaméstnance®, budeme vycislovat ji-
nou zdvislou hodnotu ¥(X), napf. ,,ro¢ni isty ptijem zam&stnance
po zdanéni a v€etné socidlnich davek™. V systému s tzv. socidln{
solidaritou je prvn{ veli¢ina hodné variabilni, zatimco druhd mtize
byt skoro konstantni. Statisticky se proto budou znaéné odliSovat.

S

FUNKCE NAHODNYCH VELICIN A VEKTORU

Pro danou spojitou funkci ¥ : R — R a ndhodnou veli¢inu

X mame danu také ndhodnou veli¢inu ¥ = y(X). Nazyvame ji

Junkci ndhodné veliciny X.

V pfipadé ndhodného vektoru (Xi,...,
v R* — R hovofime o funkci ¥ =

X,) a funkce
VX1, ..., Xn)

l nahodného vektoru.

Vsimnéme si, Ze poZadavek spojitosti ¥ zarucuje, Ze je Y
opét ndhodnou veli¢inou podle nasi definice, protoZe vzor bore-
lovské mnoziny ve spojitém zobrazeni je opét borelovskd mnoZina.
Obecnéji miZzeme pravé tento pozadavek na i vztdhnout pro ka-
7dy specialni piipad veli¢iny ¢i vektoru a definovat tak pojem
funkce z ndhodné veli¢iny ¢i vektoru obecnéji.

NP2

Nejjednodussi funkei po konstantich je afinni zavislost
Y(X) =a+bX

s konstantami a, b € R, b # 0.
Je-li fx(x) pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny s dis-
krétnim rozdélenim, snadno se vypocte
Yo .

P(X) =y =
VOi)=y

V ptipad¢ afinni zavislosti Y = a+bX je proto pravdépodobnostni
funkce nenulova pravé v bodech y; = ax; + b.

Jako ptiklad na funkci ndhodného vektoru si rozmyslete
soucet n nezavislych ndhodnych veliin s alternativnim rozd¢le-
nim A(p). Samozfejmé dostdvame pravé binomidlni rozdéleni
Bi(n, p).

Podobné mutzeme piepocist distribucni funkci rozdéleni
funkce ze spojité ndhodné veli¢iny, ¢i vektoru. UkdZeme na
prikladu.

V predposlednim odstavci jsme zavedli veli¢inu Z s nor-
malnim rozdélenim N(0, 1). Snadno spolteme, Ze veliiny

Jvoo ) =

Y = wu + oZ budou mit normdlni rozdéleni N(u, o)
diskutované tamtéz. Skute¢né,
Fy(y) =PY <y)=P(n+oZ <y =
y=u
20
( (y—w)= «/ﬂ/ e U247 =
o
/y 1 G- ;202 4
= c 20 X,
-0 21O

kde jsme v poslednim kroku pouzili substituci x = u 4+ oz. To je
pravé poZzadovany vyraz.
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ReSeni. Jednoduse a = % Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je
tedy Fx(¢) = %P prot € (0, 3), pro mensi £ je tato funkce nulov4, pro
V&t rovna 1. Oznaéme Z = X* ndhodnou veli¢inu oznacujici objem
krychle. Ten je v intervalu (0, 27), pro ¢t € (0, 27) a distribu¢n{ funkci
PlZ < 1] =

lt hustota pravdépo-

F7 ndhodné velic¢iny Z tedy miZeme psat Fz(f) =
= P[X3<t]=PX<«3/_]—Fx(3f)—
dobnosti je pak fz(f) =
tedy o rovnomérné rozdelem pravdépodobnosti na daném intervalu,
stredn{ hodnota je tudiz 13, 5. U

> na intervalu (0, 27), jinak nula, jednd se

9.40. Stanovte hodnotu parametru a € R tak, aby funkce

0 pro x<0
f(x)=4 ax pro 0<x <3
0 pro x>3

zaddvala hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. Urcete dis-
tribu¢ni funkci, hustotu pravdépodobnosti a sttedni hodnotu rozdéleni
obsahu ctverce, jehoz délka hrany je ndhodnd veli¢ina s hustotou
pravdépodobnosti danou funkef f.

ReSeni. Budeme postupovat jako v pfedchozim pifkladg. Opét snadno
zjistime a =
Fx() =
vét3f rovna 1. Oznaéme Z = X? nghodnou veli¢inu oznadujici obsah

%. Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je tedy

512 prot € (0, 3), pro men${ ¢ je tato funkce nulovd, pro

¢tverce. Ten je v intervalu (0, 9), pro ¢ € (0, 9) a distribu¢ni funkci
Fz ndhodné veliCiny Z tedy mizeme psat Fz(t) = P[Z < {] =
= P[X* < 1] = P[X <1l = Fx(¥1) =
dobnosti je pak f7(¢) = é na intervalu (0, 9), jinak nula, jedn4 se tedy

ét, hustota pravdépo-

o rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na daném intervalu, stfedn{
hodnota je tudiz 4, 5. Il

9.41. Stanovte hodnotu parametru a € R tak, aby funkce

0 pro x <0
f) =1 ax* pro 0<x <2
0 pro x >2
zaddvala hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny X. Urcete
distribu¢ni funkci, hustotu pravdépodobnosti a stfedni hodnotu
rozdéleni objemu krychle, jejiZz délka hrany je ndhodnd veli¢ina

s hustotou pravdépodobnosti danou funkci f. @)

9.42, Néhodn¢ roziizneme tsecku délky [ na dvé ¢asti. Urcete dis-
tribu¢ni funkci a hustotu pravdépodobnosti rozd€leni obsahu obdél-

nika, jehoZ délky stran jsou rovny délkdm takto vzniklych usecek.

ReSeni. Spocitejme hledanou distr. funkci. Oznaéme jeité X ndhod-
nou veli¢inu s rovhomérnym rozloZenim na intervalu (0, /) udavajici
délku jedné ze stran (délka druhé je pak /| — X). Obsah obdélnika

Se soucty nezévisl}?ch néhodn}’fch Veliéin je to malinko

vvvvvv

totami fx a fy. Piimym vypoctem spocteme distribu¢n{
A funkci ndhodné prom&nné V =X + Y.

A= [ fefy oy =
x+y<u

= f (f fx(x)fy(v—x)dx>dv.

Je tedy sdruzZenou hustotou souctu dvou nezavislych veli¢in pravé
konvoluce jejich hustot

Jv = fx=* fr,

se kterou jsme se setkali jiZ v odstavci na strané B23. Uplné
stejné dostaneme diskrétni konvoluci pravdépodobnostnich funkei
v ptipadé diskrétnich ndhodnych veli¢in.

Konvoluci jsme si v 7. kapitole pfedstavovali jako jisté
LwrozmlZeni hodnot jedné z funkcei pomoci jadra vyjadieného
druhou. Promyslete si, Ze to je ta spravnd intuice i pro hustotu
souctu nezdavislych ndhodnych veli¢in. Je proto také samoziejmé,
7e ma byt konvoluce symetrickd vii¢i obéma argumentiim.

9.30. Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in. Vid&li jsme,

_ Ze pii statistickém zkoumadni hodnot (napf. zpraco-
, vani vysledkt néjakého méteni) hleddme vypovédi
AS—=—" "~ pomoci Ciselnych charakteristik, jako jsou aritme-
tlcky prumer a smérodatna odchylka. Nyni zavedeme obdobné cha-
rakteristiky pro ndhodné veli¢iny a ndhodné vektory. Prvni z nich
je obdobou aritmetického priiméru.

STREDN{ HODNOTA ]

E— L

Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X definujeme jeji stredni
hodnotu E X vztahem

By — ZoéxifX(xi)
[0 xfx (X)dx

pokud uvedené sumy ¢i integraly absolutné konverguji. KdyZ abso-
lutn€ nekonverguji, fikdme, Ze ndhodna velicina X stfedni hodnotu
nema.

Stiedni hodnotou nahodného vektoru rozumime vektor stfed-
nich hodnot jeho jednotlivych komponent.

pro diskrétni veli¢inu

pro spojitou veliCinu,

Stfedni hodnotu miizeme pfimo vyjadfit také pro funkce
Y = ¥(X) ndhodné veli¢iny ¢i vektoru X. Pfipomeiime, Ze
uvaZujeme pouze takové funkce v, kdy je Y opét ndhodnou
veli¢inou.

V diskrétnim piipadé miZeme pfimo spocist

EY = ZyjP(Y =y;) =
=)y ), PX=x)=
J Y(xi)=y;
=Y Y P(X =x),
i
pokud suma absolutné konverguje. Samoziejmé, neni zaruceno, Ze

funkce z ndhodné veliCiny, které ma stfedni hodnotu, bude mit
stfedni hodnotu také.

553



KAPITOLA 9. STATISTICKE A PRAVDEPODOBNOSTNI METODY

S, tedy soucin x(I — x) pro x € (0, /) mlzZe zfejm& nabyvat hodnot
(0, 2 /4). Volime-li d € (0, I* /4), miizeme psit

F(d) = P[S =d] = P[X(—-X) =d]

Hled4me tedy ty hodnoty x, pro které je x(I — x) < d. Re§fme kvadr.
—J2=

nerovnici, kofeny odpovidajici kvadratické rovnice jsou # a
/12 _ e . .. Ny

W, hodnoty x uvnitf tohoto intervalu nerovnici nespliiuji, hod-

noty vné potom ano. Je tedy

[ =B —4d 1+ P2 —4d
PIX(— X) = d] = PIX € 0,0\ (— s ]

- P—4d VE —4d

! T
Celkem
0 pro x <0
Fx) = 1—# pro O§x<%
1 pro x > é
Hustotu pravdépodobnosti pak dostaneme derivaci:
0 pro x <0
2 2
fW=1 i7p Po 0=x=73
0 pro x > é

]

9.43. Nezavislé ndhodné veli¢iny X a Y maji nésledujici hustoty

pravdépodobnosti:
0 prot <0, 0 prot <0,
fx® =131 pro0<t<l1, fr) =132t pro0<rt<l,
0 prol <y, 0 prol <t

Urcete distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny uddvajici obsah obdélnika
ostrandch X a Y.

ReSeni.
0 pro t <0
Fr(n=4 2t -7 pro 0 <t <1
1 pro 1<t

O

9.44. Nechf X, Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, pficemz X ma
rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu (0, 2), Y je pak
dana nésledujici hustotou pravdépodobnosti:

0 pro x<0

2x pro O0<x <1
0 pro x>1.

fx) =

Uréete pravdépodobnost, Ze Y je mensi nez X°.

Podobné vyjadiime stfedni hodnotu funkce ze spojité nahodné
veli¢iny:

Ey(X) = / Y(x) fx (x)dx,

pokud tento integral absolutné konverguje.

Vsimnéme si ndhodna veli¢ina ¥ = ¥(X) nemusi byt pro
funkci spojité ndhodné veliciny opét spojitd. Nicméné v pfipadé
spojité monoténni funkce ¥ a spojité veli¢iny X tomu tak bude a
mélo by byt veelku jednoduchym cvi¢enim ovéfit, Ze ndmi defino-
vand E ¢(X) skutecné splyvasEY.

Stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny miZeme nahliZet jako
,;oCekdvanou hodnotu“. Ve statistice zanedlouho uvidime, Ze ma
skute¢né piimy vztah k aritmetickému prtiméru vektoru hodnot.

9. 31 Petrohradsky paradox. Vratme se k piikladu, kterym

2 jsme motivovali potiebu diskrétnich ndhodnych
“ veli¢in v odstavei B0, Preformulujeme tentyZ
model jako potencidlni pravidla herny a dostaneme
pekny pifklad situace, ve které stfedni hodnota
zkoumané veli¢iny nebude podle nasi definice viibec existovat.

Navstévnik zaplati vklad C a poté hdzi minci. Je-li T pocet
hodt potiebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 27 . Ptame se, jaka
je »rozumna hodnota“ pro vklad C? Je-li X ndhodna veli¢ina po-
pisujici vyhru, jisté se ndm zd4, Ze spravnou odpovédi je ,,cokoliv
mensi nez stfedni hodnota E X*.

Jak jsme odvodili v B10, je (za predpokladu férové mince)
P(T = k) = 27, Setteme-li viechny pravd&podobnosti vysledki
vynésobené vyhrami 2%, dostaneme >1° 1 = oco. Stfedn{ hodnota
tedy neexistuje. Zda se proto, Ze se hraci vyplati vlozit i velky
vklad. ..

Ve skutecnosti simulaci hry zjistime, Ze nezdvisle na poctu
pokusti se prakticky vSechny vyhry budou pohybovat v rozmez{
cca do 24, Diivodem je, Ze nikdo nemtiZe hrat neomezen¢ dlouho
a vysoké vyhry jsou proto velice nepravdépodobné a proto je pfi
redlnych dvahéch nelze brat vazné. V teorii rozhodovani se tako-
vym piipadiim, kdy o¢ekdvana hodnota nemd primy vztah k vycis-
lenému uzitku fika Petrohradsky paradox a k této tématice lze najit
rozséhlou literaturu.®

\ &
A AP~

9.32. Vlastnosti stifedni hodnoty. U jednoduchych rozdéleni
©y miZeme snadno spoCist jejich stfedni hodnotu
/7 pfimo z definice. Napf. pro ndhodnou veli¢inu s al-
ternativnim rozdélenim A(p) spo¢teme okamzité
EX=(0-p)-04+p-1=p

Stejné tak bychom mohli spocist stfedni hodnotu np binomického
rozdéleni Bi(n, p), to uz ale da trochu pfemysleni. Nicméné vy-
sledek je okamzitym dasledkem ndsledujici obecné véty, protoZze
Bi(n, p) je sou¢tem n ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdéle-
nimi A(p).

UvaZme néjaké ndhodné velic¢iny X, Y, redlné konstanty a, b
a podivejme se na stfedni hodnoty funkci veli¢in X +Y aa + bX,
za predpokladu, Ze stfedni hodnoty EX a EY existuji.

Pfimo z definice je samoziejmé, Ze konstantni ndhodna
veli¢ina a ma za stfedni hodnotu opét a. Dile,

E(bX) = bEX,

protoZe konstanta b se vytkne jak ze sum, tak z integrald.

3Bern0ulli, 1738, viz Wiki — hodnota nen{ ddna cenou ale uZitkem
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ReSeni. Protoze X a Y jsou nezdvislé ndhodné veliCiny, je sdruzend Obecnéji, stfedni hodnotu soucinu dvou nezdvislych ndhod-
nych veli¢in X a Y spoéteme nasledovné. Predpokladejme, Ze vek-

] ) . o tor (X, Y) ma diskrétni nezavislé komponenty s pravdépodobnost-
sou¢inem hustot pravdépodobnosti fx veliciny X a fy veli¢iny Y, tedy  pimi funkcemi fx (x1), fy (y}). Potom

hustota pravdépodobnosti fix.y) : R> — R? veli¢iny (X, Y) ddna

foxn @, v) = E(XY) =) "> xiy fx () fr(v)) =
_ {fx(u) - fr(v) = % -2v=v pro(u,v) € (0,2) x (0, 1), l

J
0 jinak. = (infx(xi)) (Z)’jfy(yj)> =EXEY.
i J

Hledand pravdépodobnost P je pak ddna integrdlem hustoty . . o
Podobné se spocte rovnost E(XY) = EX EY pro nezdvislé spo-

pravdépodobnosti fx.y) pres tu &ast roviny O, kde je ¥ < X*: jité veliciny.

Zkusme nyni spocist E(X +Y) pro jakékoliv ndhodné veli¢iny.
P = // faxyydxdy =1- f faxpdrdy = Pro diskrétni rozdéleni X a Y dostaneme
o A0 EX+Y) =) Y i +y)PX =x.Y =y)) =
3 . .
=1—//ydydx=§. 2
0 Ji? :Z(xiZP(szi,Y=yj)>+
O ; ;
9.45. Nechf X, Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny, pficemZ X je ddna + Z(yj Z P(X=x,Y = yj)> =
nésledujici hustotou pravdépodobnosti: J i
0 pro x<0 ZinP(szi)+Z)’jP(Y=yj),
fik)=4 2x pro O0<x <1 ! J
0 pro x>1, pri¢emzZ absolutni konvergence prvnf dvojité sumy vyplyva z troj-

thelnikové nerovnosti a absolutni konvergence sum pro stfedni

veli¢ina ¥ pak touto hustotou pravdépodobnosti: hodnotu jednotlivych proménnych, pfi vypoctu jsme pak absolutn{

0 pro x<0 konvergence sum vyuZili k zaméné poradi s¢itani.
X) = X o O<x <2 Podobné budeme postupovat u spojitych ndhodnych veli¢in X
f2( ) > P
0 pro x>2. a Y se stfedni hodnotou. Pfipometime, Ze hustota souctu ndhod-
- , nych veli¢in je ddna konvoluci jejich hustot.
UrcCete pravdépodobnost, Ze Y je vétsi nez X-. O o
ReSeni. fixy)(u,v) = wuv, pro (u,v) € (0,1) x (0,2), E(XX+7) = /_OO 2(fx * fr)(2)dz =
_ . w oo o
fxry,v) = 0 jinak. Pro hledanou pravdépodobnost P pak _ f / ) f (2 — x) didz =
mame —00 J—00
1 2 11 00 oo
P =) [>xydydx= I O = / / (z =) fx (%) fy (z — x) dxdz+
—00 v =00

, . it (e v w v s 00 oo
9.46. Nechf X, Y jsou nezdvislé ndhodné veliiny, pricemz X je ddna n / / X fx (0 fiy (2 — x) ddz =
—00 J—00

ndsledujici hustotou pravdépodobnosti:

oo oo
0 pro x<0 :/ ufy(u)du+/ xfx(x)dz,
f=1 2% pro 0<x<3 o o
0 pro x>1, kde jsme vyuZili absolutni konvergenci integrala stfednich hodnot
- . ) E X aEY k zdméné¢ integrald dle Fubiniho véty.
veli¢ina Y pak touto hustotou pravdépodobnosti: Celkem tedy dostdvime olekdvany vztah:
0 pro x<0 E(X+Y)=EX+EY,
f@ =43 5 po 0<x<2
0 pro x>2. kdykoliv stiedni hodnoty E X a EY existuji.

Nyni jiZ pfimym pouZitim tohoto vztahu dostdvdme:
«———l AFINNT POVAHA STREDN{ HODNOTY P__—l
Pro jakékoliv konstanty a, by, ..., b a ndhodné veliCiny
O X1, ..., Xi platd

ReSenti. Ea@+b1 X1+ +bXy) =a+bEX1+---+ b EXy.
J2 2 3
P=/ fx3xydydx=“17—2z. O |

Ur&ete pravdépodobnost, Ze Y je vétsf nez X°.
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F. Stiedni hodnota, korelace

Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl binomického rozdélent
ReSeni. Pfimy vypocet z definic je p&kné kombinatorické cviden.
My tvrzeni dokdZeme s vyuzitim vlastnosti stfednich hodnot a roz-
ptylu. Podle definice binomického rozdéleni v 822 mtiZzeme ndhod-
nou veli¢inu X ~ Bi(n, p) vidét jako soucet X = ZZ:] Y, kde
Yi,...,Y, ~
Uspéch v k—tém pokusu. Alternativni rozd€leni m4 zfejmé stfedni hod-
notu EY; = p, a proto podle véty B3 plati EX = ) /_ | EY, = np.

A(p) jsou nezdvislé ndhodné veliiny vyjadiujici

Podobné snadno vypocteme E(Y?) = 12-p+0?- (1 — p) = p,a
proto var Y; = E(Ykz) — (EY)? = p — p?. Podle véty B38 pak plati
varX =Y ;_,varY, = np(l — p). O

9.47. Pravdépodobnost zdsahu cile jednim vystielem je 0, 6. Na-
hodn4 veli¢ina X uddva pocet zdsah pfi péti nezdvislych vystielech.

Urcete jeji rozdéleni pravdépodobnosti, stfedni hodnotu a rozptyl.

ReSeni. Vystiely jsou ziejmé nezdvislé pokusy s alternativnim
rozdélenim A(%), a proto je podle definice binomického rozdéleni
X ~ Bi(5, %). Podle ||B| je stfedni hodnota a rozptyl Bi(n, p) rovna
np respektive np(1 — p), coz v nasem piipadé divi EX = 3 a

vaerg. O

9.48. Diskrétni
k = 0,1,2,3,...

(geometrické rozdéleni). Urcete E X (stfedni doba cekdni na dspéch)

ndhodnd  velicina X  nabyvd  hodnot

s pravdépodobnosti P(X = k) = p(1 — p)*

avar X.

ReSeni. Z definice stfedni hodnoty a s vyuZitim formule pro soucet

derivace geometrické fady spocitdme

[ee) o
EX=Y kp(l—p)=pd—p)Y k(l—p*'=
k=0 k=0
1 1—p
=pll-p)—5=—-
p p
Obdobné s vyuZitim formule pro soucet druhé derivace geometrické

fady spocitdme

o
1-p)Q2 -
EXY) = Y @pal—p = LZPEZP)
p
k=0
a proto je rozptyl roven var X = E(X?) — (EX)* = 1;—2”. O

9.49. Nahodna veli¢ina X ma hustotu fx(x) = x% prox € (1,00) a

jinde nulovou. Uréete jeji distribuéni funkci, sttedni hodnotu a rozptyl.

Nasledujici véta rozsituje toto chovani vici afinnim transfor-
macim na nahodné vektory a ukazuje, Ze je stfedni hodnota invari-
antni vici afinnim transformacim, stejné jako aritmeticky primér:

Véta. Necht X = (X1, ..., Xn) je ndhodny vektor se stiedni hod-
notou E X, a € R, B € Maty,,,(R) matice. Pak plati

E(@+B-X)=a+ B-EX.

Dtkaz. Ve skute¢nosti uz skoro nemiame co dokazovat. Pro-
toZe je stfedni hodnota vektoru definovana jako vektor stfednich
hodnot, sta¢i se ndim omezit na jedinou polozku v E(a + B - X).
Mizeme proto rovnou predpokladat, Ze a je skaldr a B matice s je-
dinym fadkem. Pak jde ovSem o stfedn{ hodnotu kone¢ného souctu
nahodnych veli¢in a ta podle pfedchozi dvahy jednak existuje a za-
roveti je ddna jako soucet stfednich hodnot jednotlivych poloZek.
To je pravé dokazovany vztah. O

9.33. Kvantily a kritické hodnoty. Pokracujeme v naSem pro-
y gramu zavadéni ¢iselnych charakteristik v obdobé
k t€m z popisné statistiky. Dal$imi uZiteCnymi cha-
rakteristikami tam byly tzv. kvantily.

- UvaZme nejprve ndhodnou veli¢inu s ryze mono-
tonni distribuéni funkci Fx. Podmince vyhovuje kazda spojita na-
hodna veli¢ina X se v§ude nenulovou hustotou, jako je tomu napf.
u normélniho rozdéleni. V tomto piipadé definujeme tzv. kvanti-
lovou funkci Fy ! prosté jako inverzni funkci (F %)~ (0,1) -
R. To znamend, 7e hodnota y = F ) je pravé takové y, 7e
P(X < y) = «. To pfesné odpovida kvantilim z popisné sta-
tistiky, kdyZ budeme za pravdépodobnosti brat relativni ¢etnosti

vyskytu hodnot.

J KVANTILOVA FUNKCE

Obecné, pro libovolnou nahodnou veli¢inu X s distribu¢n{
funkci Fy (x) definujeme jeji kvantilovou funkci

F @) =inf{x e R; F(x) > a}, a € (0, 1).

Ztejmé jde o zobecnéni piedchozi definice v pfipadé ryze mo-
noténni distribuéni funkce.

Jak jsme vid¢li v popisné statistice, nejcastéji jsou pouzivané
kvantily s @ = 0,5, tzv. medidn, s « = 0,25, tzv. prvni kvartil,
a = 0,75, tzv. tfeti kvartil, a podobné pro decily a percentily (kdy
je a rovno nasobktim desetin a setin).

Jak vyplyva piimo z definice, kvantilova funkce nam pro
danou ndhodnou veli¢inu X umoZiiuje pfimo urcovat intervaly,
do kterych ndm padnou hodnoty X s pfedem zadanou pravdépo-
dobnosti. Velice Casto se budeme potkavat napi. s hodnotou
®~1(0,975), kterd je pfiblizn& rovna 1,96 a zaddvd percentil
97,5 pro normdlni rozdéleni N(O, 1). Tato hodnota ¥ika, Ze
s 2,5—procentni pravdépodobnosti bude hodnota takové nidhodné
veli¢iny Z alespofi 1,96. ProtoZe je pritom hustota pravdépo-
dobnosti veli¢iny Z symetrickd kolem pocatku, miZeme toto
pozorovani interpretovat tak, Ze pouze s S5—procentni pravdépo-
dobnosti bude hodnota | Z| vétsi nez 1,96.

Podobné intervaly a hodnoty budeme hledat pti diskusi spo-
lehlivosti odhadd hodnot charakteristik ndhodnych veli¢in.

556



KAPITOLA 9. STATISTICKE A PRAVDEPODOBNOSTNI METODY

ReSeni. Z definice distribu¢ni funkce je pro x € (1, 00)

Fo= [ a=[-1 21
W= F T, T T

Stfednf hodnota X je rovna

>3 37 3
1 .X3 2X2_1 2

a stfednf hodnota X2 je

> 3 37
E(Xz):/ —zdx:|:—— =3.
1 X

X1

ProtovarX =3 — (3)? = 3. O

9.50. Nahodna veli¢ina X ma hustotu rovnu fx(x) = cosx prox €
(0, 3) a jinde nulovou. Urcete stfedni hodnotu, rozptyl a medidn této
veliciny.

ReSeni. Z definice a integraci per partes spocitdme

z r
EX=/ x cos xdx = [x sinx + cosx]; =§—1.
0

Dvojitou integraci per partes dostaneme

T

2 * 2
E(X):/ X cos xdx =
0
7 . . Z T\?2
= [x sinx + 2x cosx — 2smx]0 = (5) -2,

a proto je rozptyl roven var X = (3)* —2 — (¥ — 1)*> = 7 — 3. Dis-
tribu¢ni funkce je podle definice rovna Fy(x) = fox costdt = sinx a
medidn F~'(0,5) = Z. O

9.51.

x > 0, kde A > 0 je dany parametr rozdéleni, a jinde nulovou (tzv.

N4hodnd veli¢ina X m4 hustotu rovnu fx(x) = Ae™** pro

exponencidlni rozdélen{). Urcete stfedni hodnotu, rozptyl, modus (re-
alné ¢islo s maximdlni hustotou, resp. pravdépodobnostni funkci) a
median této veliCiny.

ReSeni. Z definice a integraci per partes

©0 1 B |
EX = / xhe Mdx = |:—xe_“ — —e_“:| = -,
0 Py Y

o
E(X?) :/ X re Mdx =
0

1 2 o 2
— _XZe—Ax_zx_e—Ax__e—AA =,
) 22 o A2

aproto var X = E(X?) — (B X)? = 3. Protoze Fi(x) = —A%e™ <
< 0, je hustota stdle klesajici funkce. Své maximum tedy nabyva
v nule. Z definice je
F(x) = / re Mdt =1—e™
0

a proto je medidn roven F~10,5) = —% ln(%) = % O

KRITICKE HODNOTY l ']

—

—
Pro ndhodnou velid¢inu X a redlné &islo0 < o < 1 deﬁnujemf:I
jejt kritickou hodnotu x(ot) na éirovani a predpisem

P(X > x(@)) = a.

To znamena, 7Ze x(o) = F;l (1—a), kde F;l je kvantilova funkce
veli¢iny X. [

vvvvv

¢n .~ charakteristiky uddvajici variabilitu hodnot vzorku

’, v popisné statistice byly rozptyl a smérodatna od-
chylka. Pro nahodné veli¢iny si budeme pocinat ob-
dobné.

] S | .
RozpPTYL NAHODNE VELICINY — I
Pro nahodnou veli¢inu X s kone¢nou stiedni hodnotou definu-

jeme jeji rozptyl vztahem
varX = E ((X - EX)2) ,

pokud i stfedni hodnota na pravé strané vyrazu existuje. V opa¢ném
pripadé fikdme, Ze veli¢ina X nema rozptyl.

Odmocnina +/var X z rozptylu se nazyvad smérodatnd od-
chylka ndhodné veliciny X. l

S vyuzitim vlastnosti stfedni hodnoty snadno spo¢teme jed-
nodussi vztah pro rozptyl ndhodné veli¢iny X se stfedni hodnotou:

varX = E(X —EX)? = E(X? = 2X(EX) + (EX)?) =
=EX?-2(EX)’+EX) =
=EX?> - (EX)>

Podivejme se také, jak se chova rozptyl ndhodné veli¢iny pii
afinnich transformacich. Pro ndhodnou veli¢inu X se stfedni hod-
notou a rozptylem a pro redlna &isla a, b uvazujme ndhodnou
veli¢inu Y = a 4+ bX. Spocteme

varY = E((a + bX) — E(a + bX))> == E(b(X —E X))’
= b*var X.

Odvodili jsem tedy nasledujici uZite¢né vztahy:

N

] .
VLASTNOSTI ROZPTYLU

9.8) var X = E(X?) — (EX)?
9.9) var(a 4+ bX) = b? var X
(9.10) \/var(a +bX) =bvvarX

Ke kazdé nahodné veli¢iné X se stfedni hodnotou a rozpty-
lem muZeme zadat tzv. normovanou velicinu (Casto také rikame
standardizovanou velicinu) jako funkci

7 — X—-EX
\/varX'

Je to tedy takova afinni transformace ptivodni veli¢iny, kterd ma
stfedni hodnotu nulovou a rozptyl jednotkovy.
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9.52. Diskrétni ndhodny vektor (X, X») ma simultdnni pravdépo-
dobnostni funkci 7(0, —1) = ¢, 7(1,0) = n(1,1) = 7(2,1) =
= 2c¢,m(2,0) = 3c a rovnou nule jinde. Uréete konstantu c a

vypoctéte kovarianci cov(X, X7).

ReSeni. Soucet pravdépodobnostnich funkci pfes vSechny mozné

stavy musi byt roven 1, tj.

Y i, j)=c+32+3c=10c=1,

ij
aodtud c = %. Pravdépodobnostni funkce 7} pro X je ddna souctem
simultdnni funkce pies vS§echny mozné hodnoty X, , tj. m; (i) =
= > ;7(i, j). Je tedy rovna 71 (0) = ¢, m (1) = 4¢, m(2) = Sc
a nule jinde. Podobné pro pravdépodobnostni funkci 7, ndhodné
veli¢iny X, dostaneme m,(—1) = ¢, m2(0) = 5S¢, (1) = 4c¢ a nula
jinde. Odtud EX| = ", im (i) = l4c = 1,4aEX, = Zj Jjm(j) =
= 3¢ = 0,3. Z definice kovariance pak mdme

cov(Xy, X2) =Y (i —1,4)(j —0,3)n(i, j) =0,18. d

i,j

9.53. 'V mnoha védnich oborech se chovani ndhodné proménné ome-
zené na néjaky interval modeluje pomoci tzv. beta rozdéleni. Toto spo-

jité rozdéleni je dano pravdépodobnostni funkci na intervalu [0, 1]

fx(x) = PN (RS L

B(a, p)

kde «, B jsou vhodné zvolené parametry pro popis dané ndhodné
veli¢iny a B(w, f) je normalizaéni konstanta, ktera zajistuje, Ze inte-
grdl fx(x) pfes cely interval [0, 1] je roven jedné. Spocitejte jeho a)

modus, b) stfedni hodnotu a c) rozptyl.

ReSeni. a) Modus je z definice hodnota, ve které nabyva funkce
Jfx(x) své maximum. Hledejme tedy jeji staciondrni body. Jednoduse

spocitime, Ze rovnice fy(x) = 0 je ekvivalentni rovnici

(@—=Dd—x)—x(B-1)=0,

0;;2 . Protoze fx(0) = fx(1) = 0 a funkce

je kladnd, jednd se evidentné o hledané maximum.
b) Z definice je

kterd je splnéna pro x =

1 1
EX = —/ (1 = x)Pdx.
B(e, B Jo

Integraci per partes pak dostdvame

LS e S fl (1 = 0Pdx.
B(a, B)B " B BB Jo

9.35. CebySevova nerovnost. Hezkou ilustraci, k d&emu je
= 5 UZiteny rozptyl, je skoro samozfejmd nerovnost,
4/ ktera dava piimo do souvislosti pravdépodobnost

vzdélenosti hodnot ndhodné veli¢iny od jejf stfedni

—

hodnoty.‘

J CEBYSEVOVA NEROVNOST

Véta. Predpokladejme, Ze ndhodnd velicina X md konecny rozptyl,
a uvaZujme libovolné ¢ > 0. Potom plati

var X

P(X —EX|>e) < —
&

Dtxkaz. Uvedeme jednoduchy dtikaz pro spojitou ndhodnou
veli¢inu X. Analogicky postup pro diskrétni veli¢iny ponechime
na ¢tendfi.

Ozna¢me si 4 = E X a pocitejme podle definice

var X = /Oo(x —,u,)zf(x)dx =

—00

= / (x — w2 f (x) dx+
[x—ul=e
+ / (=W f)dx >
[x—pl<e

zf Efmdy =2 P(X —pl>e). [
[x—ul=e

KdyZ si uvédomime, 7e rozptyl je kvadrat smérodatné od-
chylky o, tak okamzité vidime, Ze volba ¢ = ko dava pravdépo-
dobnost

1
P(X ~EX| > ko) < 5.

Cebysevova nerovnost je mimofddné uZite¢nd pro asympto-
tické odhady u limitnich procest. Uvazme napt. posloupnost
ndhodnych veli¢in X1, X2, ... s rozloZzenim pravdépodobnosti
X, ~ Bi(n, p) sestejnym 0 < p < 1. Asi bychom intuitivné
ocekavali, Ze relativni ¢etnost zdaru by se méla s rostoucim n
blizit pravdépodobnosti p, tj. Ze ndhodné veli¢iny ¥, = rllX,, by
se mél stale vice svymi hodnotami bliZit p. Evidentné mame

1-— 1-—
EYn: Q =p, VaI'Yn: f’lp( 3 p) = p( p)
n n n

Piimé pouZiti CebySevovy nerovnosti dava pro libovolné pevné

e>0 (1 )
pl—p
P(|Yn_P|28) ST-
Odtud ale je zfejmé, Ze pro kazdé pevné € > 0 plati
X
lim P(|== —p|>¢)=0.
n—o0 n
Tento vysledek je zndmy jako Bernoulliova véta (jedna z mnoha).
Tomuto typu limitniho chovani fikdme konvergence podle
pravdépodobnosti. Dokdzali jsme tedy, Ze v disledku CebySevovy
nerovnosti konverguji nase veli¢iny Y;,, podle pravdépodobnosti ke
konstantni veli¢iné p.

9.36. Kovariance. Vralme se nyni k ndhodnym vektoriim.
’i}x U stfedni hodnoty jsme to méli snadné — uvazovali
T, < o . .

==/ jsme prosté vektor stiednich hodnot. Pro charakteri-

zaci variability nds v§ak také moc zajimaji zdvislosti
mezi jednotlivymi komponentami.
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Prvni ¢len je o¢ividng nulovy. Upravou druhého pak dostdvame

1
EX = L/ XA =0 ax—
B(a, B)B Jo

o 1
- —/ (1 — ) dx.
B(e, B)B Jo

Nynf integrél v prvnim ¢lenu je diky normalizaci roven pravé B(«, B)
a druhy integrdl udava téz stfedni hodnotu. Predchozi rovnici tedy

mulZeme zapsat ve tvaru

EX = EX.

™| R
™| R

Odtud okamZite EX = -%.
a+p

¢) Pro vypocet rozptylu potfebujeme spocitat

1 1
2 / X1 =0 ax.
B(a, B) Jo
Tento integral spo¢itime podobnym zpiisobem jako v b). Konkretné
I 1 1
Ex?= 2T [ o= Ex- 2T Ex2.
B(a, BB Jo B B

2 +DEX P .
Odtud E X* = % Dosazenim stfedni hodnoty pak mame
op

varX =EX?> - (EX)* = )
(@ + B+ D(a+ B2

9.54. Hodime tfemi mincemi. UrCete korelacni koeficient veli¢iny
X uddvajici pocet padlych lict dohromady na prvni a druhé minci a
veli¢iny Y uddvajici pocet padlych lict dohromady na druhé a tieti
minci.

ReSeni. Nejprve sestavime pravdépodobnostni tabulku vektorové dis-
krétni ndhodné veli¢iny (X, Y), ze které snadno ur¢ime pravdépo-
dobnostni rozdélent veli¢in, které budeme potiebovat (samoziejmé to

mutZeme ud€lat i bez tabulky):

XY012
0 [4]5]0
BHEE
2 |0|%|%

Diskrétni veli¢iny X a Y maji stejné rozd€leni pravdépodobnosti a
to hodnotu 0 nabyvaji s pravdépodobnosti 1/4, hodnotu 1 s pravdépo-
dobnosti 1/2 a hodnotu 2 s pravdépodobnosti 1/4. Veli¢ina XY pak
muzZe nabyvat hodnot 0, 1, 2, 4 a to postupné s pravdépodobnostmi
3/8,1/4,1/4, 1/8 Nyni spocitdime stfedni hodnoty veli¢in X, X 2y,

4 KOVARIANCE lrf 7

Pro ndhodné veli¢iny X, Y s existujicimi rozptyly definujeme l
jejich kovarianci predpisem

cov(X,Y) =E(X —EX)(Y —EY))

Velmi snadno odvodime zdkladni vlastnosti tohoto pojmu:

Véta. Pro jakékoliv ndhodné velicin X, Y, Z, pro které existuji
Jejich rozptyly, a redlna cisla a, b, ¢, d plati

9.11) cov(X,Y) =cov(Y, X)

(9.12) cov(X,Y)=EXY)—-(EX)EY)

(9.13) cov(X +Y,Z)=cov(X,Z)+cov(Y, Z)
9.14) covia+bX,c+dY)=bdcov(X,Y)

(9.15) var(X +Y) =varX +varY 4+ 2cov(X, Y).

Jsou-1i navic nase veli¢iny X a Y nezadvislé, pak cov(X,Y) = 0.
Zejména potom plati

(9.16) var(X +Y) = var X + varY.

Duikaz. Symetrie kovariance v argumentech je okamZité
vidét z definice . Druhé tvrzeni ihned plyne z vlastnosti stiedn{
hodnoty ndhodné veli¢iny:

cov(X,Y)=E(X-EX)(Y —EY) =

=EXY)-EVNX-(EX)Y+EXEY =
—E(XY)—EXEY
T dalsi tvrzeni vyplyva z rozepsani defini¢niho vztahu a skute¢nosti,
7e stfedni hodnota sou¢tu ndhodnych veli¢in je soucet jejich stred-
nich hodnot.
Dalsi tvrzeni opét také spoéteme piimo:
covia+bX,c+dY) =

= E((a +bX —E(a +bX))(c+dY — E(c+ dY))) =

=E((bX —bE(X))(dY —dE(Y))) =

= E(bd(X — E(X))(Y —E(Y))) =

=bdE((X —EX)(Y —EY)) = bd cov(X,Y).

Dals{ tvrzeni o rozptylu jsou uz veelku snadnym disledkem:

var(X +Y) =EB((X +Y) —E(X + Y))2 =
=E(X—EX)+ (Y —EY))’ =
=BE(X—-EX)?+2E(XX —EX)(Y —EY)+

+E(Y —EY)* =
=varX +2cov(X,Y) + varY.
Pokud jsou navic X a Y nezavislé, jsou jisté nezavislé i ndhodné

veliciny X —EX aY —EY.PakjeovSem plati E(XY) =EXEY
a je tedy primo z definice jejich kovariance nulova. t

Piimo z definice také vidime, Ze

var(X) = cov(X, X)
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Y2, XY:
EX) =EY) =0 1-+11+2 1—1
o T4 2 4
E(X*) =E{Y? —0}44-1+*1—§
o T4 2 4 2
E(XY) AP LS S S
-8 4 4 8 4
Miéme tedy
o*(X) =¢*Y) =EX)-[EX)) ==
1
cov(X,Y) =any—mxwuqzz
Celkem
cov(X,Y) 1

P S ) T 2

O

9.55. Nechf nahodné veliCiny U, V maji diskrétni rozdéleni uréené
nasledujici tabulkou (U mize nabyvat hodnot 1, 2, veli¢ina V potom
hodnot 1, 2 a 3):

A%
uj1 2 3
1101 02 03]
2102 0,1 0,1

Najdéte margindlni rozdéleni obou ndhodnych veli€in, jejich stfedni

O

hodnoty, rozptyly a korelaéni koeficient.

9.56. Urgete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X2, kde X
je ndhodna veli¢ina s rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti na

1, 1). a

intervalu (—

9.57. Dvakrét hodime Sestibokou kostkou. Urcete korelaéni koeficient
veli¢iny X uddvajici pocet padlych sudych Cisel a veliciny Y uddvajici

pocet padlych lichych éisel. O

9.58. Nechf ndhodné veli¢iny U, V maji rozdéleni pravdépodobnosti
urc¢ené nésledujici tabulkou (U mizZe nabyvat hodnot 1, 2, veli¢ina V
potom hodnot 1, 2 a 3):

v
U| 1 2 3
101 0,1 04/
2102 0,1 0,1

Najdéte margindlni rozdéleni obou ndhodnych veli€in, jejich stfedni

O

hodnoty, rozptyly a korelaéni koeficient.

9.37. Korelace nahodnych veli¢in, Predchozi véta nam ikd, Ze
7 . kovariance je symetrickou bilinedrnf formou na redl-
" ném vektorovém prostoru ndhodnych veli¢in s rozpty-
% =2 lem. Rozptyl je pak pfislusnou kvadratickou formou
a kovananm 1ze pak spocist z rozptylu jednotlivych veli¢in a jejich
soultu, tak jak jsme to vidéli v linedrni algebfte.
Kovariance tedy do jisté miry vypovida o zavislosti dvou na-
hodnych veli¢in. Hovofime o korelaci veli¢in a v obdob¢ ke sméro-

KORELACNT KOEFICIENT

datné odchylce zavadime nasledujici pojem

l Korelacnim koeficientem ndhodnych veli¢in X a Y, které maj{
kone¢ny nenulovy rozptyl, rozumime hodnotu

cov(X,Y)

PXY = —F/———.
vvar X+/varY

Jak je vidét z véty B738, korelacn{ koeficient veli¢in je kovari-
. s 1 _ 1 _
ance normovanych veli¢in Tex (X—EX)a — (Y —EY)).

Okamzité je také vidét platnost nasledujicich vztahd, kde
a,b,c,d, bd # 0, jsou redlné konstanty a X, ¥ jsou ndhodné
veli¢iny s nenulovym koneénym rozptylem,

Pa+bX,c+dy = sgn(bd) px,y
px.x = L.
Navic je jisté px,y = 0, pokud jsou ndhodné veli¢iny X a Y neza-
vislé.

Vsimnéme si, Ze kdyZ ma ndhodna veli¢ina X nulovy roz-
ptyl, pak pfimo z definice vidime, Ze mus{ nabyvat hodnotu E X
s pravdépodobnosti 1. Skuteéné, kdyby padla hodnota X do néja-
kého intervalu I neobsahujictho E X s pravdépodobnosti p # 0,
pak by musel byt vyraz var X = E(X — E X)? kladny. Stochas-
ticky se tedy veliCiny s nulovym rozptylem chovaji jako konstanty.

Kdyby byla kovariance pozitivné definitni symetrickd biline-
arni forma, Cauchyova-Schwarzova nerovnost (viz BZ23) by oka-
mZité¢ dala nerovnost

(9.17) loxyl =1

V nasledujici vété fikame vice. Ukazuje totiz, Ze korelace nebo
antikorelace veli¢in X a Y #ik4, Ze jsou tyto veli¢iny v n¢jakém
afinnim vztahu Y = kX + ¢, pricemZ znaménko k odpovida zna-
ménku v pxy = =£1. Naopak, nulovy korelacni koeficient vy-
povida o skute¢nosti, Ze pfipadnou zdvislost veli¢in viibec nejde
pribliZit pomoci takového afinnfho vztahu (a nemusi proto nutné
jit o nezdvislé veliCiny).

Véta. Je-li korelacni koeficient definovan, pak plati |px y| < 1.
Rovnost pritom nastavd pouze tehdy, kdyZ existuji konstanty k, c
takové, Zze P(Y = kX +c¢) = 1.

Dtkaz. ProtoZe je rozptyl vZdy neziporny, odhadneme kva-
draticky vyraz

0< (Y_EY+tX_EX> 1+ 2tpxy + 1
< var = OX, .
v/ varY v/ varX xr

Kvadraticky vyraz napravo tedy jist€ nema dva redlné ruzné kofeny
a proto musi byt jeho diskriminant nekladny, tj. 4(px.y)*> —4 < 0.
Odtud jiz dostavame dokazovanou nerovnost a také vidime, Ze rov-
nost nastdvd pouze pro px,y = =1. Pak ovSem pro jediny dvoj-
ndsobny kofen #p md prislusna veli¢ina nulovy rozptyl a ma tedy
s pravdépodobnosti jedna vhodnou konstantni hodnotu. (]
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G. Transformace nihodnych veli¢in

Uvazme spojitou funkci ndhodné veliCiny ¥ = ¥(X). Za pred-
pokladu, Ze transformace i je rostouci (analogicky klesajici) funkce,

dostavdme pro prislusnou distribuéni funkci vztah

Fy(y) =P =y)=PWX) =y =
=P(X =y~ () = Fx(W~ ),
kde Fx je distribu¢ni funkce X. Odkud pro hustotu transformované
ndhodné veli¢iny Y

dFy(y)

fr(y) = dy

d
— fey ())‘ i (y)‘

Podle pravidla pro transformaci soufadnic v integrdlu pak mtzeme

stfedni hodnotu Y spocitat jako

EY — / Ve O)dy = / V) fx (Dd

a podobné pro rozptyl Y.

9.59. Nahodna veli¢ina X ma hustotu f(x). Urcete hustotu ndhodné

veli€iny Y tvaru

)Y =eX, x>0,
ii) Y=+X,x>0,
iii) Y =InX,x > 0,
iv) Y=§,x>0.

ReSeni. Piimym aplikovanim formule pro hustotu transformované na-
fny)§,b) fr() =2f0Hy,
FA/E. O

hodné veliCiny dostaneme a) fy(y) =

o) fr(y) = fleHe', d) fr(y) =

9.60. Ndhodnd veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni pravdépodob-
nosti na intervalu (—%, %). Urcete jeho hustotu a hustotu transformo-

vanych veli¢in ¥ = sin X, Z = tg X.

ReSeni. ProtoZe délka intervalu, na kterém je ndhodna velic¢ina X ne-

nulovd je m, je jeji hustota rovna fx(x) = % prox € (=%, %) anula
jinde. Ze vztahu pro hustotu transformované ndhodné veli¢iny a podle

vzorce pro derivaci elementdrnich funkci pak mame

Jr(y) = fx(arcsin(y)) arcsin’(y) = ———
Ty 1 —y?
a 1
= arctg(z)) arctg’'(y) = ———. O
f20) = fraretg(@) aretg () =~
9.61. Ndhodnd veli¢ina X ma hustotu rovnu cos x pro x € (0, 7) a

nulovou jinde. Uréete hustotu ndhodné veli¢iny ¥ = X? a vypoctéte
EY,varY.

9.38. Varian¢ni matice. Dostavame se kone¢né k variabilité hod-
it/ not ndhodného vektoru. Nabizi se uvaZovat kovariance
- v8ech dvojic komponent. Nésledujici definice a véta uka-
%< 7uji, Ze skuteéné dostaneme analogii rozptylu pro vektory,
v¢etné chovani rozptylu pfi afinnich transformacich ndhod-
nych veli¢in.

VARIANCNI MATICE l '

R L

Uvazme ndhodny vektor X = (X7, ..., Xn)T jehoZ v§echny—l
komponenty maji konecny rozptyl. Variancni matici ndhodného
vektoru X definujeme pomoci stfedni hodnoty pfedpisem (vektor
X je sloupec nahodnych veli¢in)

varX =E(X —EX)(X —EX)T.
PouZzitim definice stfedni hodnoty vektoru a pfimym rozepsanim

ndsobeni matic po slozkach ovéfime, Ze varian¢ni matice je syme-
trickd matice

var X cov(X1, X») cov(X1, Xn)
cov(Xsz, X1) var X» cov(Xa, X,)
var X = . .
\cov(Xn, X1) cov(X,, X2) var X,

Véta. UvaZujme ndhodny vektor X = (Xy,..., x)7T, jeho?
vSechny komponenty maji konecny rozptyl, UvaZme ddle jeho trans-
Jormovanou vektorovou ndhodnou velicinu Y = BX + ¢, kde B je
matice redlnych konstant typu m X n a c je vektor konstant v R™.
Potom

var(Y) = var(BX + ¢) = B(var X)B .

Duikaz. Staci provést ptimy vypocet a vyuZit pfitom vlast-
nosti stfedni hodnoty

var(Y) = E((BX + ¢) — E(BX + ¢))((BX + ¢)—
~E(BX +0)" =
=EBX -EX)BX -EX)! =
=BEX-EX)(X —EX)"B' =
= B(VarX)BT.
O

Stejné jako u rozptylu skaldrni ndhodné veli¢iny tedy vidime,
7e konstantni ¢4st transformace nema vliv, zatimco vici linearni
¢asti transformace se varianéni matice chovd jako matice kvadra-

tické formy.

9.39. Momenty a momentova funkce. Stiedni hodnota a rozptyl
odrazi chovani stfedni hodnoty samotné veli¢iny X a
jejtho kvadratu. V popisné statistice jsme také zkou-
mali tzv. §ikmost rozloZeni dat a je pfirozené zkoumat

S variabilitu ndhodnych veli¢in pomoci vySSich mocnin
dané nahodne veli¢iny X.

Charakteristiku E(X*) nazyvame k-rym momentem, charakte-
ristiku u = E ((X — EX )k) pak k-t¥ym centrdlnim momentem na-
hodné veli¢iny X. UZite¢ny byva také tzv. k-1 absolutni moment
zadany predpisem E | X [¥.

Piimo z definice je tedy pro spojitou veli¢inu X

Exk = /Oo X fx (%) dx
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ReSeni. Podle vzorce pro hustotu transformované nahodné veliiny je

x(WYWY) —700sx

Stfedni hodnotu a rozptyl Y je jednodussi pocitat pfimo z hustoty na-

hodné veli¢iny X. PIati EY = ffooo x? fx (x)dx a proto

Sr(y) =

T

2 28
2 2 . b4
EY=/ X cosxdx:[x smx+2xcosx—251nx]
0

4

Stejnou metodou

S s

Integrdl jsme spocitali metodou per partes.
spocitdime

2
E(Y?) = f x* cos xdx =
0

LS
2

= [(x* — 12x* +24) sinx + 4(x’ — 6x) cosx] [ .

EN

a* —167% +64
16

Odtud méame E(Y?) =
= T 372 4 24 —

122 + 24,
=20 — 272

a proto
varY
]

9.62. Necht X je ndhodnd veli¢ina, kterd nabyva hodnoty 0

S pravdepodobnostl > a hodnoty 1 té7 s pravdepodobnostl . Podobné
nechf Y je ndhodnd veli¢ina, kterd nabyva hodnoty -1 a 1 s pravdépo-
dobnostmi % UkaZte, Ze ndhodné veli¢iny X a Z = XY jsou

nekorelované, ale zdvislé. Udejte piiklad dvou spojitych ndhodnych
veli¢in, které maji tuto vlastnost.

ReSeni. Nejprve spocitame stiedni hodnoty nasich ndhodnych velicin
EX=0-1+1- 1=} EZ=EXY)=0-1+(-D-14+1-1=
= 0. Pro stfedni hodnotu jejich souc¢inu mame E(X Z) = E(X?%Y) =
=1- % + (=1 4—1‘ = 0. Podle véty je pak kovariance rovna
cov(X,Z) =0— 30 =
Zaroven je podminénd pravdépodobnost P(Z =
nulovd, tj. i P(Z = 1,X = 0) = 0, a piitom P(Z = 1) = j a
P(X =0) = %,tedy PZ=1-PX=0= é # 0. Vidime, Ze
P(Z=1)-P(X=0)# P(Z=1,X =0), coZznamend, 7e X a Z

jsou zdvislé.

0. Veli¢iny X a Y jsou tedy nekorelované.
11X = 0) zfejmé

Z ptislusnych definic lze lehce ovérit, Ze prikladem spojitych nekore-
lovanych zdvislych nahodnych veli¢in jsou X a ¥ = X2, kde X je libo-
volné rozlozend ndhodna velicina, kterd ma nulovou stfedni hodnotu,

kone¢ny druhy moment a nulovy tieti moment. ]

H. Nerovnosti a limitni véty

Markovova nerovnost davd hruby odhad nezdporné ndhodné
veliiny v piipadé, Ze nezndme nic jiného, neZ jeji stfedni hodnotu.
Konkrétné tikd, Ze pro kazdou nezdpornou ndhodnou velicinu X a

pro libovolné a > 0 plati P(X > a) < EX

l Pro nahodnou veli¢inu X uvazme funkci Mx (1) :

a obdobné vime, Ze pro diskrétni veli¢iny X s pravdépodobnosti
soustfedénou do hodnot x; bude

EXx* = lef Sfx (xi).

Uvidime, Ze bude pro vypocéty velice vyhodné umét pracovat
s mocninnou fadou, ve které momenty budou vystupovat coby koe-
ficienty. ProtoZe vime, Ze koeficienty Taylorovy fady funkce M(¢)
v bod¢ t = 0 dostaneme pomoci diferencovani, mizeme vcelku
snadno uhadnout spravnou volbu takové funkce:
—

R —- R

MOMENTOVA VYTVORUJICI FUNKCE

definovanou predpisem

e fx(xi)
Jooe™ fx(x)dx

Pokud tato stfedni hodnota existuje, hovoifime o momentové vy-
tvorujici funkci ndhodné veliciny X.

pro diskrétni X

Mx (1) =EeX = { 3
pro spojitou X.

Je zjevné, Ze tato funkce My (¢) je vZdy analytickou funkci
v piipade diskrétnich ndhodnych veli¢in s kone¢né mnoha hodno-
tami x;.

Véta. Necht X je ndhodnda velicina pro kterou na intervalu (—a, a)
existuje jeji analytickd momentovad vytvorujici funkce. Pak na tomto
intervalu je Mx (t) ddna absolutné konvergujici fadou

X,
My(t) =) PEX".
k=0 "

Dtkaz. Ovéieni tvrzeni véty je jednoduchym cvi¢enim na
techniky diferencidlntho a integralniho poctu. V pfipadé diskrétn{
veli¢iny, jde bud’ o konecné soucty nebo o pocitani s absolutné
a stejnomérné konvergentnimi fadami, resp. v pfipadé spojitych
veli¢in jde o absolutné konvergujici integraly. MiZzeme proto pro-

hodit limitni proces s derivovdnim a protoZe % e = x e, dosti-
vame okamzité vztah
k k
T Mx() =EX
a odtud je tvrzeni véty ziejmé. (]

Ve skute€nosti 1ze ukazat, Ze predpoklady véty jsou splnény,
kdykoliv plati soucasné My (—a) < oo a Mx(a) < oo a navic lze
dokéazat, Ze plati-1i v takovém piipadé€ rovnost momentovych funkci
Mx (t) = My (¢) na néjakém netrividlnim intervalu, pak maji tyto
nahodné veli¢iny X a Y také stejné distribu¢ni funkce. Momentova
funkce tedy poskytuje za téchto podminek tplnou charakterizaci
nahodné veli¢iny.

9.40. Vlastnosti momentové funkce. Diky vlastnostem exponen-
Y cidlni funkce 1ze oCekdvat, Ze snadno spolteme, jak
se chovd momentova vytvofujici funkce pfi afinnich
transformacich ndhodnych veli¢in a pfi souctech ne-
zavislych ndhodnych veli¢in.

Lemma. Nechfa,b € R a X, Y jsou nezdvislé nahodné veli¢iny
s momentovymi vytvorujicimi funkcemi Mx(t) a My (f). Potom

562



KAPITOLA 9. STATISTICKE A PRAVDEPODOBNOSTNI METODY

9.63. M¢jme nezdpornou ndhodnou veli¢inu X se stfedni hodnotou
i. Bez dalSich informaci o rozd€leni X odhadnéte P(X > 3u).
Vypoctéte P(X > 3u) vite-li, Ze X ~ Ex(ﬁ).

ReSeni. Pokud nezdpornd ndhodnd veli¢ina X nenabyvé pouze nu-
lovou hodnotu, pak je jeji stfedni hodnota p kladna. Proto mtzZeme
danou pravdépodobnost zhruba odhadnout pomoci Markovovy nerov-
nosti

"

1
P(X >3p) < — = —.
(_M)_3M 3

Pokud vime, ze X ~ Ex(i), pak
PX>3u)=1—P(X<3u)=1-FQ@un),

kde F je distribu¢ni funkce exponencidlniho rozdéleni. Ta je podle
definice
1 t 3 R X
F(x) :/ —e ndt = [—e_ﬁ] =1l—e=r
0o M
aproto P(X > 3u) = Li; O

9.64. Primérnd rychlost vétru je na ur¢itém misté 20 km/hod.

e Bez ohledu na rozdéleni rychlosti vétru jako ndhodné
veli¢iny odhadnéte pravdépodobnost, Ze pfi jednom pozoro-
vani rychlost vétru nepiesdhne 60 km/h.

e Urcete interval, v némz se bude rychlost vétru nachdzet
s pravdépodobnosti alespoii 0,9, vite-li navic, Ze smérodatna
odchylka o = 1 km/hod.

ReSeni. Ozna¢me ndhodnou veli¢inu udévajici rychlost vétru X.
V prvnim pifpadé mlZeme pouzit pouze hruby odhad pomoci
Markovovy nerovnosti

P(X<60)=1—-P(X>60)>1 20 _2

- -7 T 60 3
V druhém piipad€ zndme rozptyl (resp. smérodatnou odchylku)
rychlosti vétru, a proto k uréeni daného intervalu miZeme pouZit

Cebysevovu nerovnost B33

1
0,9<P(X—20l<x)=1-P(X-20[>x) <1 .
X

Odtud x > /10 =~  3,2. Hledany interval je tedy
(16,8 km/hod, 23,2 km/hod). O

9.65. Ke kazdému jogurtu béZné znacky je ndhodné (rovnomeérné)
pribalen obrdzek nékterého z 26 hokejovych mistrii svéta. Kolik jo-
gurtd si fanynka Vérka musi koupit, aby s pravdépodobnosti 0,95 zis-
kala alespori 5 karti¢ek Jaromira Jagra?

ReSeni. Ozna¢ime-li ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet ziskanych
karticek Jagra X, je zfejmé€ X ~ Bi(n, %), kde n je celkovy pocet

koupenych jogurti. Hleddme takovou hodnotu tohoto Ccisla, aby

maji ndhodné veliciny V. =a+bX aW = X 4+ Y momentové
vytvorujici funkce

Moy x (1) = e Mx (br)
Mxy (1) = Mx()My (1)
Dtkaz. Prvni vztah spoéteme piimo z definice
My (1) = Eel@tbX! — et DX — 0 o (py).

U druhého vyuzijeme skute¢nost, Ze stfednf hodnota soucinu
nezavislych veli¢in je soucinem jejich stfednich hodnot.

My (1) = Ee/X*TY) — EeX ¥ = Ee® Ee¥ = My )My ().
O

Pro ilustraci si spoctéme piimo z definice momentovou
R funkci ndhodné veli¢iny X s normdlnim rozloZenim

o]
ix ]

_x2
e 2 dx =

[¢’]

3
9
=

R |
oo\/ZJT
o
/;OOVZN

e—%(x2—21x+t2 —#) drx =

— —

1 _a?
e 2 dx=

SN

|
o

o

(¢]

’

kde jsme vyuZili pfi vypoctu skute¢nost, ze v predposlednim vy-
razu integrujeme pro kazdé pevné ¢ hustotu rozdéleni spojité na-
hodné veli¢iny, proto je tento integrél roven jedné.

Jde tedy o piipad viude analytické funkce a zejména existuji
momenty vSech fadi. Piimym dosazenim %tz do mocninné fady
pro exponencialu je v§echny okamZité spo¢teme:

M0 i1(r2>’< i 1 2k
7 = —_— — = _— =
—ki\2 K12k

1 3
=140t+-F 408 +=7F+...
+014 22 07 + i+

Zejména tedy znovu vidime, Ze stfedni hodnota Z je skutedné
EZ = 0ajejirozptyl je var Z = E Z> — (EZ)* = 1.

Dosazenim do vztahu pro momentovou vytvoiujici funkci
M, 7 dostaneme pro X ~ N(u, o)

22
Mx(t) =elte 2

a odtud také okamzit¢ vidime, Ze soucet nezdvislych normdlnich
rozdéleni X ~ N(u,o0) a ¥ ~ N/, o0’) md opét normalni
rozddleni X + Y ~N(u + u/, o0 + o).

Podobné pro veli¢inu X ~ Bi(n, p) spoCteme snadno

X . INTRL ok _
Mx (1 =Ee —}{:Z(J(pe) (k>(1 p) k=
=(pe+1—p)'=(pE-1)+D"=

=1+npt+(<§>p2+n§)t2 +....
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P(X = 5 = 095, t. Fx4) = P(X < 4) = 0,05. Abychom
ji mohli ur¢it, aproximujeme binomické rozdéleni podle Moivreovy-
Laplaceovy véty normdlnim rozdélenim (pfedpokldaddme hodnota
n bude velké, a proto chyba aproximace bude malé) Podle ||B|| ma
X stfedni hodnotu EX = ¢ a rozptyl varX = 262

tedy Z standardizovanou veliinu, pak danou podminku miZeme

Oznacéime-li

ekvivalentn¢ piepsat

4 -2 104 —n
_ _ 26 ) _
0,05—P(X§4)—P<Z§ 52{)_FZ< Sﬁ ),

kde F; ~
normdlntho rozdéleni N(O, 1). Protoze urCité n > 104, tak vyuZitim
®~1(0,95) -
5./n. Kvantil vystupujici v této rovnici md podle tabulek hodnotu

® je podle aproximaéniho predpokladu distribuéni funkce
®(—x) = 1 — ®(x) predchozi rovnice diva n — 104 =

2(0,95) = 1,65. VyfeSenim této kvadratické rovnice pak obdrzime
n = 228,8. Vérka tedy musi koupit aspoii 229 jogurti. |

9.66. Urcete pravdépodobnost, ze pfi 1200 hodech kostkou padne
Sestka alespoti 150 krat a nejvyse 250 krat pomoci CebySevovy nerov-
nosti a pak pomoci Moivreovy-Laplaceovy véty.
ReSeni. Ozna¢ime-li ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet Sestek X, pak
je zjevné X ~ Bi(1200, }). Podle ||B| je tedy E X = 12001 = 200a
var X = 200(1— %) = @ Podminka na pocet Sestek mé ze zadadni tvar
150 < X < 250, coz Ize zapsat také jako |X — 200] < 50. Pouzitim
Cebysevovy nerovnosti B33 pak

500
3-512
(2) Pfesnd hodnota hledané pravdépodobnosti je zfejmé ddna vyrazem

P(IX —200] <50) = 1 — P(|X —200] > 51) > 1 — ~ 0,94.

P (150 < X <250) = Fx(250) — Fx(150),

kde Fy je distribu¢ni funkce binomického rozdéleni. Z definice tedy

e e
k=150 * 6 6

Tento vyraz je obtiZzné& vycislitelny, a proto k jeho odhadu vyuZijeme

P(150 < X <250)

Moivreovu-Laplaceovu vétu. Nahradime-li X standardizovanou né-

hodnou veli¢inou

V3(X — 200)
1045

pak podle @42 je Z ~ N(0, 1), tj. Fz =

P(150 < X <250) = (ﬂig‘)fm <7< %fmo)) ~

~ ®(v/15) — @(—/15) = 20(/15) — 1.

Z tabulek ®(+/15) ~ 0,99994, a proto je hledand pravdépodobnost
asi 99,988 %. ]

7 =

®, a tedy

Samoziejmé jsme mohli totéZz spocist jesté snadnéji s vyuZitim
posledniho lemmatu, protoZe je X souctem n nezavislych veli¢in
Y ~ A(p) s alternativnim rozd€lenim. Je tedy nutné

Ee® = (Ee” )" = (pe' +(1 - p))".

Opét odtud hned vidime, Ze vSechny momenty veliCiny Y jsou
rovny p. Proto EY = p, zatimco varY = p(l — p). Z mo-
mentové funkce My (f) odeCteme snadno EX = np avarX =
= EX?—(EX)?=np(l - p).

Vsimnéme si, Ze ndhodna veli¢ina vznikla jako soucet n neza-
vislych ndhodnych veli¢in ¥; se stejnym rozloZenim se samoziejmé
stochasticky chova zdsadné odlisn€ od ndsobkunY.

9.41. Sikmost a $picatost. ProtoZe je tfeti centralni moment ddn
pomoci tfetich mocnin odchylek od stfedni hodnoty,
-2 bude do jisté miry vyjadfovat, jak moc nejsou hod-
noty ndhodné veli¢iny rozprostieny symetricky ko-
lem stedni hodnoty. To jsme v popisné statistice sle-
dovall pomoci koeficientu Sikmosti. U ndhodnych veli¢in se pou-
Ziva se v podobé charakteristiky
E(X —EX)3

V= —F—
(Vvar X)3
a fikame ji koeficient Sikmosti ndhodné veliciny X.
Dalsi béZné uzivanou charakteristikou je koeficient Spicatosti
ndhodné veli¢iny X, ktery definujeme predpisem
E(X —EX)*

e L }
v2 (var X)2

Vidéli jsme, Ze u normovaného normalniho rozdéleni je tfeti cen-
traln{ moment nulovy a ¢tvrty je roven 3. Zvolené normovani ko-
eficientu Spicatosti je voleno tak, aby jeho hodnota pro normované
normdlni rozdéleni byla nulova. Pro obecné rozloZeni pak SpiCatost
déavé srovnani s normalnim rozdélenim.

V praxi se vSak miZeme setkat i s jinymi normovanimi koefi-
cientt Sikmosti a §picatosti.

9.42. Centralni limitni véta. Nyni se kone¢né dostivime ke
- kli¢ovému néstroji, ktery propojuje pravdépodobnost
a statistiku. Technicky se bude zdat, 7e jde o vcelku
jednoduchou manipulaci s momentovymi vytvofuji-
: = cimi funkcemi. Historicky vSak byly daleko diive a
jinak dokazany mnohé specidlni piipady, které samy o sob& maji
velkou hodnotu, protoZe ¢asto podavaji navic odhady rychlosti kon-
vergence, a ty jsou pochopitelné pro praktické vyuZiti tieba.

Pred formulaci vysledku se nejprve zastavme u zobecnéni Ber-
noulliovy véty o binomickém rozdéleni na konci odstavce B33, Na-
hodné veli¢iny %X n,kde X, ~ Bi(n, p) mliZzeme povaZovat za arit-
meticky pramér souctu n nezdvislych veli¢in s rozdélenim A(p) a
samotné Bernoulliho tvrzen{ pak fik4, Ze tyto priméry konverguji
k hodnoté p s pravdépodobnosti 1. Toto tvrzeni plati zcela obecné
takto:

Lemma. Uvazme posloupnost po dvou nekorelovanych ndhod-
nych velicin X1, X2, ..., které maji vS§echny spolecnou konecnou
stredni hodnotu E X; = . Predpoklddejme navic, Ze tyto veliciny
maji konecné rozptyly omezené konstantou var X; < C. Potom pro
libovolné ¢ > 0 plati

n— oo

lim P|—ZX —,u‘<s —1
i=1
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9.67. Na fakulté¢ informatiky je 10% studentli s prospéchem do 1,2.
Jak velkou skupinu je tfeba vybrat, aby s pravdépodobnosti 0,95 v ni
bylo 8-12% studentii s prospéchem do 1,22 Ulohu feste napfed pomoct
Cebysevovy a potom pomoci Moivre-Laplaceovy véty.

ReSeni. Ozna¢me jako X ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet studentd
s prospéchem do 1,2 z n vybranych studentt. Pfi vybéru jednotlivého
studenta vyberu takového s pravdépodobnosti 10%, a proto pfi neza-
vislém vybéru n studentt je X ~ Bi(n, %). Podle ||[B||jeEX =0,1na
var X = 0,09n. Pro hledanou pravdépodobnost pak podle Cebysevovy
nerovnosti B33 plati

P(IX —0,1n| <0,02n) =1 — P(|X —0,1n| > 0,02n) >
. 0,1-091 225
= 0,02n)2 n

Nerovnost 1 — zng >0,95atedyi

P(IX —0,1n| < 0,021) > 0,95.

je splnéna pro n > 4500. Pfesnd hodnota pravdépodobnosti je ddna

pomoci distribuéni funkce Fy binomického rozdéleni

P(0,08n < X <0,12n) = Fx(0,12n) — Fx(0,08n).
Podle Moivreovy-Laplaceovy véty z 842 mGzeme standardizovanou

ndhodnou veli¢inu Z = lgi‘f‘"

aproximovat normovanym normalnim

rozloZenim, Fz ~ ®, a proto

Vn Vi,

Jn Jn
( 15 ) ( 15 )
~ ey,
15
Odtud /n = 15z(0,975) a z tabulek dopo¢itime n ~ 864,4. Vi-
dime tedy, Ze sta¢{ vybrat 865 studentd. ]

9.68. Pravdépodobnost, Ze zasazeny strom se ujme, je 0,8. Jaka je

pravdépodobnost, Ze z 500 zasazenych stromi se jich ujme aspoii 3807

ReSeni. Nahodnd veli¢ina X uddvajici pocet stromi, které se ujaly,
méa binomické rozd&leni X ~ Bi(500, 2). Podle ||B|| je EX = 400

a var X = 80. Standardizovand ndhodnd veli¢ina je tedy Z = %.
Podle Moivreovy-Laplaceovy véty je Fz =~ ®, a proto
380 — 400 /20
PX=>380) = PZ> ——)~1—-P(—) =
/80 2
~/20
= &(—) ~0,987.
2

]

(2

Doxaz. Tvrzeni ovéfime pomoci CebySevovy nerovnosti
stejné, jako jsme postupovali v zavéru odstavce B33. Spocteme

|—ZX var(z Y, Xi —p)

I A
|

n| = e)

Je tedy pravdé€podobnost zkoumand v naSem tvrzeni odhadnuta
zdola vyrazem

|—ZX M’<8 >1—-—

a lemma je dokazano. (]

Vidime tedy, Ze k tomu, aby posloupnosti priméri po dvou ne-
korelovanych veli¢in X; s nulovou stfedni hodnotou konvergovaly
(ve smyslu pravdépodobnosti) k nule, potfebujeme jen existenci a
stejnomérnou omezenost jejich rozptyld.

Nas dalsi cil bude ambiciéznéjsi. Budeme asymptotické cho-
« vani posloupnosti ndhodnych veli¢in X; porovna-
S » vat s normdlnim rozd€lenim. Chceme pfitom uva-
Zovat posloupnost nezavislych normovanych nahod-
nych veli¢in se stejnym rozdé&lenim pravdépodob-
nosti, ktere v8ak nemusi byt ani normdlni ani binomické.

Predpokladame tedy E X; = 0 a var X; = 1. Z technickych
divodt dale pfedpokladejme, Ze existuje momentova vytvoiujici
funkce My (f) vSech veli¢in X; a Ze je také stejnomérné omezeny
treti absolutni moment E | X;|® < C.

Aritmeticky pramér % Y Xi je samozfejm& nahodnd

veliGina se stfedni hodnotou 0, jeji rozptyl je ale &5 = L
n n
Uvazujme proto misto aritmetickych priméri rad€ji ndhodné

veli¢iny
1 n
v i=1

které budou opét normované. Jejich momentové vytvorujici funkce
jsou (viz lemma B40)

Ms, (1) = Bevn =i % = (Mx(%» .

Vzhledem k piedpokladu o normovanosti veliin X; plati
)=140—+1—

2 7
«/_ «/_ m (;) ’
kde opét piSeme o(G (n)) pro vyraz, ktery jde po pod€leni vyrazem
G (n) v limité pro n — oo k nule, viz odstavec BT,
V limité tedy mlizZeme psat (pfipomenme, Ze tieti absolutni
moment je ohrani¢eny konstantou C)

Mx(—=

‘ , P 1L\" 2
lim Ms, (1) = lim 1+—+0(—) —e7 .
n— 00 n—o00 2n n

To je ale pravé momentovd vytvotfujici funkce normadlniho
rozdéleni Z ~ N(O, 1), viz konec odstavce B38. Nase normované
veli¢iny S, tedy asymptoticky majf normované normdlni rozdéleni.
Tim jsme odvodili nasledujici zakladn{ vétu:

Véta (Centrdlni limitnf véta). UvaZme posloupnost nezavislych nd-
hodnych velicin X;, které maji spolecné stiedni hodnotu E X; =
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9.69. Pomoci distribu¢ni funkce standardniho normdlniho rozdéleni
urcete pravdépodobnost, Ze pii 1600 hodech minci bude rozdil mezi
poctem padlych hlav a orld alespoii 82.

ReSeni. Oznacime-li jako X ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet
padlych hlav, tak X md binomické rozloZeni pravdépodobnosti

Bi(1600, 1/2) (se stfedni hodnotou 800 a smérodatnou odchylkou

X800
20

1600 podle Moivreovy-Laplaceovy véty velmi dobfe odhad-

20) a tudiZ lze distribu¢ni funkci veli¢iny

Ize pro dané velké
n =
nout jako distribu¢ni funkci ® standardniho normdlniho rozdé€leni.

Hledand pravdépodobnost je tedy
P

1 — P[759 < X < 841]

X — 800

= 1—P|:—2,05§ 52,05i|

= 29(-2,05) = 0,0404.
]

9.70. Pomocf distribu¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni
urcete pravdépodobnost, Ze pti 3600 hodech minci bude rozdil mezi
poctem padlych hlav a orlt nejvyse 66.

ReSeni. Oznacime-li jako X ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet
padlych hlav, tak X mda binomické rozloZeni pravdépodobnosti
Bi(3600, 1/2) (se stfedni hodnotou 1800 a smérodatnou odchylkou
30) a tudiz lze distribu¢ni funkci veli¢iny % Ize pro dané velké
n = 3600 podle Moivreovy-Laplaceovy véty velmi dobfe odhad-
nout jako distribu¢ni funkci @ standardniho normdlniho rozdéleni.

Hledan4 pravdépodobnost je tedy
X — 1800 )
Pl-1,1<—<1,1|=
30

= ®(1,1) — d(=1, 1) = 0, 7498.

P[1767 < X <1833] =

O

9.71.
tieba zasadit, aby s pravdépodobnost{ aspoii 0,995 vykli¢ilo cca 90%

Pravdépodobnost, Ze semeno vyklici, je 0,9. Kolik semen je

semen (coZ presnéji formulujeme se zpfesiiujicim poZadavkem, aby
odchylka podilu vykli¢enych semen od 0,9 neptevysila 0,034).

ReSeni. Ndhodna veli¢ina X, uddvajici pocet vykli¢enych semen z n
zasazenych, ma binomické rozd€leni X ~ Bi(n, l%). Podle ||B| je
EX = 0,97 a var X = 0,09n, a proto je standardizovand veli¢ina

Z = f/g%%. Podminku ze zaddnfi Ize psét ve tvaru

0,034n )
/0,09n

0,34
Tﬁ) > (,995.

P(X —0,97] < 0,034n) = P (|Z| <

:P<|Z| <

a rozptyl var X; = o > 0 a stejnomérné omezeny tieti absolutni
moment E |X; |3 < C. Pro rozdéleni ndhodné veliciny

-7 (*5)

plati v limité vztah

lim P(S, <x) = ®(x),
n— o0
kde @ je distribucni funkce normovaného normdlniho rozdéleni.

Vsimnéme si, Ze v piipadé centralni limitni véty dostdvame
jako vysledek asymptotické chovani, které tikd, Ze distribuéni
funkce jistych veli¢in se bliZ{ k distribu¢n{ funkci normovaného
normdalntho rozdéleni. Takovému chovani fikdme konvergence
podle distribucni funkce. Je zfejmé, 7e tato konvergence je slabsi

neZ je konvergence podle pravdépodobnosti.

9.43. Moivreova-Laplaceova véta. Historicky asi prvni formu-
laci centrdlni limitni véty byl pfipad veli¢in Y, s binomickym
rozdélenim Bi(n, p). Ty mliZeme chépat jako soucet n nezavislych
veli¢in X; s alternativnim rozdélenim A(p), 0 < p < 1. Pfitom
jsme vidéli, Ze tyto veliCiny maji momentovou vytvotujici funkci
aEB|X;P=p <1

Centrdlni limitni véta v tomto pripad¢ tedy tikd, Ze ndhodné
veli¢iny

1 & Xi—p > X —np
Sll = — =
vn ;(Jp(l -p/)  np(T—=p)

se asymptoticky chovaji stejné jako normované normalni
rozdéleni.

To také mizeme formulovat tak, Ze nahodna veliina
X ~ Bi(n, p) se s rostoucim n chovd jako veli¢ina s normédlnim
rozd€lenim N(np, np(1 — p)).

V praxi se povaZzuje za vyhovujic{ aproximace binomického
rozdéleni pomoci normdlniho, jestlize plati np(1 — p) > 9.

Zkusme si vysledek ilustrovat na konkrétnim piikladu.
Rekndme, Ze chceme s chybou nejvyse 5% zjistit, kolik procent
studenti ma v oblibé danou pfednasku. Pocet osob majicich
prednasku v oblibé mezi n ndhodné vybranymi bude nejspi§ mit
charakter ndhodné veli¢iny X ~ Bi(n, p). Dejme tomu, Ze pfitom
chceme, abychom dosahli spravného vysledku se spolehlivosti (tj.
opé&t pravdépodobnosti) alespoit 90%. Chceme tedy zajistit

P<}%X -p|l< 0,05) ~0,9
tim, Ze zvolime dostate¢né veliky pocet dotazanych studentti 7.
Nyni mzeme ptiblizné pocitat
0,9~ P<|%X -p| < 0,05) =
_ P( 0,05n X —np 0,05n

T —p) S —p)  Jap(— p)) -
0,05n

0,05n
P ————— |- ———— ) =
(vnp(l—p)) ( «/np(l—p))

_2q)< 0,05n )_
T \WUnp(T=p)
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Podle Moivreovy-Laplaceovy véty lze pro velké n distribu¢ni funkci

aproximovat distribu¢ni funkci & normalniho rozdéleni. Proto

(1= 557) =0 (577) —o (557) -

=20 (0;4ﬁ> —1

Celkem tedy dostdvdme podminku

0,34
2q>< 3 ﬁ) —1>0,995.

2
Odtud vypocitime n > (%) ~ 615. O

9.72. Zivotnost (v hodindch) ur¢ité elektrické soucdstky ma expo-
nencidlni rozdéleni s parametrem A = %. Pomoci centrdlni limitn{
véty odhadnéte pravdépodobnost, Ze celkovd Zivotnost 100 takovych

soucastek bude mezi 900 a 1050 hodinami.

ReSeni. V piikladu ||EST|| jsem spoéitali, Ze stfedni hodnota a roz-
ptyl ndhodné veliiny X; s exponencidlnim rozdélenim jsou rovny
E X;
je tedy E X; = u = 10 hodin s rozptylem var X; = o> = 100. Podle

= % avarX; = % Stiedni Zivotnost kazdé z naSich soucastek

centrdln{ limitn{ véty se rozdéleni transformované ndhodné veliiny

\/L,; i (Xi(r_ﬂ) =

nému normdlnimu rozdé€leni. Proto hledanou pravdépodobnost pro Zi-

100
ﬁ > i—1 Xi — 10 pro rostouci n bliZi normova-

votnost 100 soucastek

100
1< —

100

i=

P(900§ZX,-§1050)=P< X;—10<0, 5)

mlzeme aproximovat pomoci distribuéni funkce normadlniho
rozdélen{
P(900 < ) X; < 1050) ~

®(0,5) — d(—1) ~ 0,533. O

9.73. Do bedny ukldddme vyrobky se stfedni hodnotou 3 kg a
smérodatnou odchylkou 0,8kg. Jaky maximdlni poclet vyrobki
miZeme do bedny uloZit, aby celkovd hmotnost s pravdépodobnosti
99% neptekrocila jednu tunu?

ReSeni. Oznacime-li ndhodnou veli¢inu, uddvajici hmotnost i-tého vy-
robku X;, pak ze zaddni u = EX; =3 aoc = JvarX; = 0,8 (vie
v kg) a ma platit

P(Z X; < 1000) = 0,99.

i=1

Podle centrdln{ limitni véty 047 Ize rozdéleni ndhodné veliciny

S IZ(OS) 08[2 _of

Chceme tedy dosahnout

c1>< 0.05n ) ~ L1109 =095
Vap(=py) 2 ’ o

Tento pozadavek vede na volbu (pfipomenime definici kritickych
hodnot z(«) pro veli¢inu s normovanym normdalnim rozdélenim Z
v odstavci B733)

0,05n )
O ———= ) >~ z(0,05) = 1,64485.
(vnp(l -p)
Protoze p(1 — p) nabyva nejvétsi hodnoty }‘, mizeme odtud od-
hadnout potfebny pocet n > 270 nezdvisle na p.

9.44. Prehled charakteristik nékterych rozdéleni. V dal§im se
vratime ke statistice a jist¢ nds nepiekvapi, Ze bu-
deme pracovat s charakteristikami ndhodnych vek-

rozptylu, ale také s relativnimi poméry takovych charakteristik atd.
Podivame se proto ted na n€kolik takovych piipadd piedem.

UvaZzme ndhodnou veli¢inu Z ~ N(0, 1) a spoctéme hustotu
fr (x) ndhodné veli¢iny ¥ = Z2. Bvidentnd& je fr(x) = 0 pro
x <0, zatimco pro kladna x

Fy(x) =PY <x)=P(—/x <Z <Jx)=

= /ﬁ ;e_zz/z dz = /X ;t_l/z e 2 ar.
—Jx V2w 0 27

Hustotu dostaneme derivaci

frx =

/2 /2

d
—Fy(x) =

Var

Tomuto rozdéleni se fika X2 s jednim stupném volnosti, piSeme
Y ~ Xz'

Budeme pracovat se soucty takovychto nezavislych velicin, ty
ale v§echny padnou do obecné tfidy rozdéleni s podobnymi husto-

tami tvaru

fx(x) = cx e
pro x > 0, zatimco fx(x) = O pro nekladn4 x, tj. nase rozdéleni
x? odpovida volbé a = b = 1/2. Tento p¥ipad jsme jiZ podrobné
diskutovali jako piiklad v odstavci B23 a proto jiz vime, Ze takova
funkce bude hustotou pro konstantu ¢ = %. Jde tedy o rozdéleni
I'(a, b) s hustotou pro kladna x

a

I'(a)

Obecné l1ze snadno spocist k-ty moment takové veli¢iny X:

—1 e—bx )

fx() =

oo a
Eszf *F b e ™ gy =
0 I'(a)
SRR R e T
@b Jy I'(a+r)
_TIla+n
T T(a)b

protoZe integral z hustoty rozdéleni I'(a + r, b) v poslednim upra-

vovaném vyrazu je nutné roven jedné.

Zejména tedy vidime, Ze EX = Fb(l‘la? = %, zatimco

Ta+2) a2 (@ + Da — a? a
varX = ——- = ——— = —,
b2 (a) b? b2 b?
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aproximovat normovanym normdlnim rozdélenim, a proto

3
Vi e

0.8

3J/n

" 1000 1000
P(Z X; < 1000) = P(S, < 05 )"

2 = 08n XN

Z tabulek najdeme z(0,99) ~ 2,326, takze pro hledané n dostdvame

kvadratickou rovnici

1
000 3/n _ 2,326,
0,8/n 0,8
ze které vypocitdme n ~ 322, |

I. Testovani vybéri z normalniho rozdéleni

A\ jsme se sezndmili s tak zvanym oboustrannym inter-
valovym odhadem nezndmého parametru p normdlniho rozloZeni
N(u, 02). V né&kterych piipadech nds zajimd pouze horni nebo dolni
odhad, tj. statistika U respektive L, pro niz P(u < U) respektive
P(L < p). Mluvime pak o jednostranném intervalu spolehlivosti
(—o0, U) respektive (L, 00). Vztah pro vypocet té€chto intervald se od-
vodi obdobné jako u oboustranného intervalu. Pro ndhodnou veli¢inu
Z = JnEZt ~N(0, 1) tentokrat mame

l—a=o@z(l—-—a)) =P(Z <z(1 —a)).
Odtud okamZité

l—a=PX -z —0a) <),
n

N
tedy L = X — %z(l — ). Obdobné zjistime U = X + %z(l — )
a pro rozdéleni s nezndmym rozptylem pu > X — %tn_l(l —o)a
p=X+ ot —a).

Pokud potiebujeme odhadnout rozptyl o> ndhodného rozloZent,
pak stejn¢ jako u odvozeni odhadu stiedni hodnoty vyuZijeme vétu
B729. Tentokrat ov§em vyuZijeme jeji druhou ¢4st, podle které m4 na-
hodnd velicina "5 §* rozlozenf x?. Okamzité je pak vidét, Ze plati

o 2 n—1g 2 _
l—a=P|x_1(@/2) = ——8 = x,_, (1 —a/2)|.
o

Oboustranny 100(1 — «) % interval spolehlivosti pro rozptyl je tedy

(n—1)8? (n—1)8?
X2 (1—a/2)’ x2 (a/2)

a podobné pro jednostranny horni a dolni odhad dostaneme

. 2
a2 (=DS

@
- ’ (n—1)S <52
anl(a)

sp. ———— <
x2 (1 —a)

Uplné obdobn& spoéteme momentovou vytvorujici funkci pro
v8echny hodnoty —b <t < b

R
0 T@

o /Ooxk B D7 jamt o gy —
b-=0*Jo ['(a)
ba
O
Pro soucet nezavislych rozdéleni Y = X1+ - - +X,, srozdéle-
nimi X; ~ TI'(a;, b) tedy okamzité¢ dostivime momentovou vy-
tvotujici funkci (pro hodnoty |f| < b)

b\ @+t
My (1) = <b_—t) ,

tji. Y ~ I'(a; + --- + ap, b). Velmi podstatny je ovSem pfitom
predpoklad, Ze v§echna gamma rozdéleni sdili stejnou hodnotu b.

Jako okamZzity dusledek nyni dostivame hustotu rozdéleni
veli¢iny ¥ = Z3 + - - - 4 Z2, kde viechna Z; ~ N(0, 1). Jde totiz
podle pravé dokdzaného o gamma rozdéleni ¥ ~ I'(n/2,1/2) a
ma proto hustotu

/2-1

—x/2
212 (n/2) '

frx) =

(¢

Tomuto specidlnimu piipadu gamma rozdéleni fikime rozdélen{

x% s n stupni volnosti. Znaéime jej zpravidla Y ~ X,%

9.45. F-rozdéleni a t-rozdéleni. Ve statistickych tvahach casto
> chceme porovndvat dva rizné vybérové roz-

X , ptyly a bude tedy tfeba uvazovat veliciny, které
- jsou ddny podilem

X/k
Y/m’
pricemz X ~ Xz aYy ~ szn.

Budeme chtit spocist hustotu takového rozdé€leni a zacneme
obecnéjsi uvahou. Predpokladejme, Ze fx(x) a fy(x) jsou hus-
toty nezdvislych nahodnych veli¢in X a Y a fy je nenulové pouze
pro kladna x. Spoéteme si distribu¢ni funkci nahodné veliciny
U = cX/Y, kde ¢ > O je libovolna konstanta. Pfi vypoctu pou-
Zijeme Fubiniho vétu o zdménnosti integrovani podle jednotlivych
proménnych.

oo puy/c
Fy(u) = P(X < (u/c)Y) =/(; f fx ) fy(y)dxdy =

:=A ([ %fﬂwkﬁﬂwdody=
u 1 o0
:=/ (;A y&awofﬂwdﬂdn

Z tohoto vyrazu pro Fy (1) okamzité plyne, Ze hustota fy ndhodné
proménné U je rovna

1 o0
fmw=;A W uy/e) fr () d.

KdyZ ted dosadime hustoty pfisluSnych specidlnich gamma
rozdéleni za X ~ X% aYy ~ x,zn a za konstantu ¢ zvolime
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9.74. Pti 600 hodech kostkou padla Sestka celkem 45 krat. Je mozné
tvrdit, Ze jde o idedln{ kostku na hladiné¢ o = 0,01?

ReSeni. Pro idedlni kostku je pravdépodobnost hodu $estky pfi kaz-
dém hodu rovna p = é. Pocet Sestek v 600 hodech je pak ddn ndhod-
nou veli¢inou X, kterd ma binomické rozdéleni X ~ Bi(600, é). Toto
rozdéleni miZeme podle 842 aproximovat rozdélenim N(100, @).
Naméfenou hodnotu X = 45 miZeme povaZovat za ndhodny vybér
o jednom ¢lenu. Pokladdme-li rozptyl za zndmy, pak podle jepak
99% (oboustranny) interval spolehlivosti pro stifedni hodnotu w roven
45— @z(0,995), 45+ \/%Tz(o,995)). Z tabulek zjistime, Ze kvan-
til ptiblizn€ z(0,995) ~ 2,58, coz davd interval (21, 69). Na idealn{
kostce je ale zfejmé€ p = 100, a proto nejde v tomto smyslu o idedln{
kostku na hladiné o = 0,01. O

9.75. Predpokladejme, Ze vySka desetiletych chlapci md normdlni

rozdéleni N(u,0?) s nezndmou stfedni hodnotou w a rozptylem
2

o =

pramér X = 139,13, Urdete

39,112. Zméfenim vysky 15 chlapct jsme urcili vybérovy

i) 99% oboustranny interval spolehlivosti pro parametr u,

ii) dolni odhad px na hladin€ vyznamnosti 95%.

ReSeni. a) Podle je 100(1 — )% oboustranny interval spolehli-
vosti pro nezndmou stfedni hodnotu p normdlniho rozloZeni dén vyra-

zem

©3)  pue (5( . inz(l —a/2), X + inz(l _ a/2)) ,

NG NG
kde X je vyb&rovy primér z n hodnot, o2 je znamy rozptyl a z(1 —
a/2) je ptislusny kvantil. Pfimym dosazenim ze zaddnin = 15,0 ~
6,254 a z tabulek z(0,995) ~ 2, 576 dostaneme %Z(a/Z) ~ 4,16, tj.
w € (134,97, 143,29).

b) Dolni odhad L parametru i na hladin€ vyznamnosti 95% je urcen
vyrazem L = X — %z(0,95). Z tabulek z(0,95) ~ 1,645, a proto
primym dosazenim dostdvame u € (136,474, c0). U

9.76. Odbératel provadi kontrolu jakosti nimi dodanych vyrobkd na-
maétkovou kontrolou testovaného rozméru u 21 ndhodné vybranych
vyrobkt. Doddvka bude pfijata, pokud nebude vybérova smérodatna
odchylka pfekracovat hodnotu 0,2 mm. Vime pfitom, Ze naSe stroje
produkuji vyrobky, u nichz m4 sledovany rozmér normalni rozdéleni
tvaru N(10 mm; 0,0734 mm?). S vyuZitim statistickych tabulek uréete
pravdépodobnost, s niZ bude doddvka pfijata. Jak se zméni odpovéd,
pokud odbératel kvili ndkladim na testy zacne testovat pouze 4 vy-
robky?

¢ = m/k, dostaneme pro ndhodnou veli¢inu U = %

Sfu)

hustotu

(k/m)*/?

2km) /26t 2N (e ) 2NT () 2)
(Ovétte si sami!) Posledni integral obsahuje, az na konstantni naso-
bek hustotu rozdéleni I' ((k+m) /2, (1 + ku/m)/2), takZe hledana
hustota bude mit tvar
Fuu) = II:((k +m)/2) (E)k/zukﬁ*l(l n ﬁu)f(km)/z'

(k/2)T'(m/2) “m m

Takovému rozdéleni se ika Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s k
a m stupni volnosti, zkracené také F-rozdélent.

Dalsi potrebné rozdéleni se objevuje pfi zkouméni podilu
veli¢in Z ~ N(0, 1) a /X/n, kde X ~ x2 (tj. zajifma nds pomér
Z a smérodatné odchylky néjakého vybéru).

Spocteme nejdiive opét snadno distribu¢ni funkci pro
Y = /X (viimn&me si, 7e X a tedy i Y nabyvaji s nenulovou
pravdépodobnosti pouze kladnych hodnot)

Fy() =P(WX <) =P(X <y) =

/OO y(k+rn)/2—1 e—y(1+ku/m)/2 dy.
0

2

— /} 1 ){1/271 efx/2 dy —
o 2"2T(n/2)

= /y —l -1 e_tz/z dt
o, 27210 (n/2) '

Odtud jiZ vidime, Ze hustota ndhodné velifiny Y je

1
fr(y) = m
Nyni mzeme pouZit stejny postup jako v pfedchozim odstavci
u néhodné veli¢iny U = ¢Z/Y a volime ¢ = /n, Y = JVX.
Dostaneme tedy pro ndhodnou velidinu
Z
VX

po kratkém vypoctu, podobném jako vyse, hustotu f7(f) ve tvaru
L+ D/2) () 2\~ th2
I'(n/2)/nm n ’

Tomuto rozdé€leni fikdme Studentovo t-rozdéleni s n stupni vol-
nosti.

yl e V2

fr(® =

9.46. Vicerozmérné normalni rozdéleni. Jestlize md na-
4/ hodny vektor Z = (Zy, ..., Z,) nezavislé komponenty
' P Zi ~ N(0,1), je jeho variancni matice jednotkovou
£ matici, tj. var Z = I,.

Casto ale potkdvdme v praktickych problémech na-
hodné vektory, které z takového vektoru Z vznikaj{ obecnou afinn{
transformaci U = a + BZ, kde a je libovolny konstantni vektor
v R™ a B je konstantni matice typu (m, n).

Jak jsme odvodili ve vétich B32 a B33, takové nahodné
vektory maji stfedni hodnotu EU = a a varianéni matici
varU = V = BB! (protoZe varian¢ni matice Z je identickd).
Je tedy tato varianéni matice vZdy pozitivné semidefinitni.

Rikdme, Z7e ndhodny vektor U méd mnohomérné normdini
rozdéleni Ny, (a, V).

Pro libovolné mnohomérné normalni rozdéleni N,,(a, V)
muiZeme znovu uvaZzit afinni transformaci

W =c+ DU
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ReSeni. Podle zadani hleddme pravdépodobnost P(S < 0,2). Vyu-
Zijeme vétu @49, podle které ma pfi ndhodném vybéru n vyrobki

nahodnd veli¢ina "5 $? rozd&leni x2_,. V nasem piipadé n = 21 a
o

0% =0,0734, a proto
20 20 5 , (20 0,22
S$° < 0,27 ) = xo0 | —=
0,0734 — 0,0734 0,0734

Vyraz v argumentu distribuéni funkce je roven priblizné 10,9 a z ta-

P(SfO,Z):P(

bulek pro x? rozlozeni zjistime X220(10,9) ~ (,05. Pravdépodobnost ,
Ze odbératel dodavku prijme je tedy pouze 5%. To, Ze tato pravdépo-
dobnost bude mald Ize odvodit i bez pocitani, plati totiz ES*> =
= o2 = 0,0734 > 0,22. Pokud bude odbératel testovat pouze 4 vy-

robky, pak je zfejmé pravdépodobnost pfijeti doddvky ddna vyrazem
2 (30,2
3 10,0734

mentu nelze ve vétSing statistickych tabulek nalézt. Proto ji odhadneme

~ )(32(1 ,63). Hodnotu distribu¢n{ funkce x? v tomto argu-

linedrn{ interpolaci. Jsou-li napifklad nejblizsf body x3(0,58) = 0,1
a x3(6,25) = 0,9, pak

0,9-0,1
6,25 — 0,58

Tento vysledek je sice jen odhad, ale urcité bude pravdépodobnost

x2(1,63) ~ (1,63 — 0,58) +0,1~0,24.

pfijeti dodavky v piipad€ testovani 4 vyrobkl vyrazng vyssi nez v pred-

chozim pripadé. (Il
9.77. Ze zakladniho souboru, z rozdéleni N (u, 0?), kde
0> = 0,06 jsme pofidili ndhodny vybér s realizacemi

1,3; 1,8; 1,4; 1,2; 0,9; 1,5; 1,7. Urcete oboustranny 95% interval
spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu.
ReSeni. Ze zadéni se jednd o ndhodny vybér rozsahu n = 7 z normal-
niho rozloZeni se zndmym rozptylem o> = 0,06. Vybé&rovy primér
je

-1

X = ;(1,3 +1,8+1,4+124+09+15+1,7)=1,4
a z tabulek pro danou hladinu spolehlivosti « = 0,05 zjistime

z(1 — «/2) = z(0,975) ~ 1,96. Dosazenim do (||&3||) pak ihned
dostaneme hledany interval (1,22, 1,58). [l

9.78. Nechf X1, ..
Urcete nejmensi poCet méteni, ktery je tfeba provést, aby Sitka 95%

., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N (i, 0,04).

intervalu spolehlivosti pro u nepresahla 0,16.

ReSeni. ProtoZe se jednd o normélni rozloZeni se znimym rozpty-
lem, je $itka (1 — «)% intervalu spolehlivosti je podle (J|E3|) rovna
%z(l — o/2). Dosazenim hodnot ze zadan{ tedy dostaneme pro pocet
méfeni n nerovnici

2-0,2

N

z(0,975) < 0,16.

s vektorem konstant ¢ € R¥ a libovolnou konstantni matici typu
(k, m). Piimym vypoc¢tem vidime, 7e

W =c+ D(a+ BZ) =(c+ Da) + (DB)Z,

co? je samoziejm& ndhodny vektor W ~ Ny (c + Da, DBT BDT).
Chova se tedy kovarian¢ni matice mnohomérného normdlniho
rozdéleni pfi afinnich transformacich jako kvadratick4 forma.

Tato pfimocard dvaha ukazuje, Ze jakakoliv linedrni kombi-
nace komponent sloZek ndhodného vektoru s mnohomérnym nor-
malnim rozdélenim je ndhodnd veli¢ina s normdlnim rozdélenim.
Stejné je kazdy vektor vznikly vybérem jen nékterych komponent
vektoru U opét ndhodnym vektorem s mnohomérnym normalnim
rozdélenim.

Poznamenejme zavérem, Ze kdyz pro transformaci ndhodného
vektoru Z ~ N, (0, I,,) pouZijeme ortogondlni transformaci s ma-
tici QT , pak miizeme pifmo spodist sdruzenou distribuéni funkci
nahodného vektoru U = QTZ . Skute¢né, jestliZe transformaci bu-
deme v soutadnicich psét jako t = Q7 z, pak jejf inverze je z = Qt
a Jakobian této transformace je roven jedné. Proto (vSimnéme si Ze
také jisté plati 3, 22 = Y, 1)

Fy(w)=PWU; <uj,i=1,...,n) =

zf/ T Q)2 e T2 gz - dy,y =
;0" z<u

:// (Zn)_n/ze_zt%/zdtl...d[n:
ft<u

- (/ am) 12 dn)
(/ @) 2 dtl) -

= Fy,(u1) - - - Fy, (un)

Odtud okamzité plyne, Ze vSechny komponenty ndhodného vek-
toru U jsou opét nezavislé a opét je U ~ N, (0, I;).

3. Matematicka statistika

Jakkoli je zpracovani dat v matematické statistice zaloZzené na
; . velmi sofistikované matematice, skute¢né apli-
C2y .. kace jiZ matematiku jako védu dalece pfesahuji
>~ a vZdy jsou zaloZeny také na vstupech z téch
. ( obort, pro které ma byt pouziti podstatné.
[ proto se omezime v této uCebnici jen na skromné poznamky
o statistickych metodach a postupech a odkazujeme zdjemce na
volbu specidlni literatury (odraZejici i zamyslené oblasti aplikace).

9.47. Piipravné uvahy. V popisné statistice jsme se na zacatku
kapitoly snaZili datové soubory opatfit charakteristikami, které
ndm o nich vypovidaly podstatné adaje typu vybérového praiméru,
rozptylu apod.

Matematicka statistika pracuje s néjakym vybérem z daného
zakladniho souboru a snaZi se postihnout, do jaké miry jsou
zjisténé statistiky relevantni, piipadné se ze zjiSt€nych dat pokousi
zjistit nebo upfesnit vhodny teoreticky model pro chovani celého
souboru (a z néj pak tfeba odhadovat pravdépodobnost n&jakého
budouciho jevu).
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Protoze z(0,975) ~ 1,96, dostdvame odtud n > 24,01. Je tedy tfeba
provést aspoii 25 pokusd. |

9.79. Nshodnd veli¢ina X md normélni rozdéleni N(u, o?), kde

[, o?

notlivych realizaci této ndhodné veliCiny.

nejsou zndmy. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny Cetnosti jed-

X;||8|11 1214 15|16 |17 18|20 |21
n |11 234|754 ]3]2]1

Vypoctéte vybérovy primér, vybérovy rozptyl, vybérovou smérodat-
nou odchylku a uréete 99% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu

W.

ReSeni. Vybérovy primér je ddn vyrazem X = Y n;X;/ > n;. Dosa-
zenim hodnot ze zaddni mame X = 490/32 ~ 15,3. Vyb&rovy rozptyl
je zdefinice S = > n;(X; —X)*/(Y_n; —1). Po dosazeni danych hod-
not dostaneme S = 1943 /256 =~ 7,6, a proto vybérovd smérodatnd
odchylka splituje S ~ 2,8. Vzorec pro oboustranny (1 — «)% inter-
val spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi nezndmém rozptylu jsme
odvodili na konci ¢4sti

(*-3 st =)
pe\X——©=ta(l—-a/2), X +—t, (1 —a/2) |.
n n

Ji Ji

Pfimym dosazenim X = 15,3, n =32, S ~ 2,8, « = 0,01 a z tabu-
lek #31(0,995) ~ 2,75 pak zjistime, Ze 99% interval spolehlivosti je
uw € (14,0, 16,7). O

9.80. Pomoci pfiloZené tabulky distribu¢ni funkce standardniho nor-
malniho rozdéleni uréete pravdépodobnost, Ze pri 3600 hodech minci

bude rozdil mezi poc¢tem padlych hlav a orl vétsi nez 90.

UvaZzme jednoduchy piiklad, kdy si sami zhotovime dfevénou
minci s rubem a licem. Hodime ji n-krat a vime,
/ ) . Ze ptitom padlo k < n licti. Chceme z tohoto ex-
C=—""% perimentu vyvodit zavér, s jakou pravdépodobnosti
v dalsich dvou hodech padne vZdy lic.

K této tloze mizeme mit dva zdkladni pfistupy. Jednim je
tzv. klasicka statistika (neboli frekvencni statistika). Vyjdeme
7. predpokladu, Ze jednotlivé hody jsou nezavislé a ve vSech je
stejnd pravdépodobnost lice ddna objektivné existujicim para-
metrem 6 = p (ktery jen dosud nezname). Jednotlivé hody
tedy povaZujeme za realizaci ndhodné veliCiny X s alternativnim
rozdélenim pravdépodobnosti. Pravdépodobnost, Ze padlo k lict
z n pokusl je dana binomidlnim rozdélenim a lze ocekavat 7Ze
-nejlepsi mozny* odhad parametru p bude dan pomérem 6 = k/n.
Obvyklym cilem je pak opatfit takovy odhad vyjadfenim o jeho
spolehlivosti, ktery miZeme odvinout od znalosti celkového poctu
pokusli n a znalosti asymptotického chovani modelu pfi rostoucim
n. Jestlize tedy napf. padne 8 licti z 10 pokust, budeme s jistou
(matematicky odhadnutou) spolehlivosti tvrdit, Ze pravdépodob-
nost dvou ndsledujicich lici bude 0,82 = 0,64, tj. vyrazng vice
nez polovina.

Druhou moZnosti je postupovat viceméné naopak. MiZeme
totiZ povaZovat parametr 6 za ndhodnou proménnou, data ziskana
experimentem za konstanty a pokouset se z nich vydedukovat in-
formace o rozloZeni pravdépodobnosti této ndhodné veli¢iny 6. Vy-
chazime pfitom z néjakych vstupnich informaci o tomto rozloZeni.
JestliZze tedy napf. budeme ptfedpokladat, Ze mince vznikla z ho-
mogenniho materidlu veelku pfesnym soustruZenim a néslednym
rozlienim licu a rubu barevnym nétérem, miZeme jako vstupni
predpoklad o 6 pouZit rovnomérné rozdé€leni pravdépodobnosti
rozloZené na malinkém intervalu odpovidajim pfesnosti soustruhu.
Pak ovsem Ize ocekdvat, Ze stejny experiment také povede k vychy-
leni odhadu pravdépodobnosti dvou nésledujicich licti od hodnoty
0,52 = 0,25 pro dokonalou minci, piijde ale patrné o pon&kud
mens$i pravdépodobnost neZ v piredchozim postupu. Hovofime tu
o tzv. bayesovské statistice.

Prvni pfistup vychdzi z ryze matematické abstrakce, Ze
pravdépodobnosti jsou dany Cetnostmi vyskyti jevl v tak velkych
vzorcich dat, Ze je miZeme dobfe aproximovat nekoneénymi
modely a vyuZit pro odhady spolehlivosti centralni limitni véty.
Statistik zde na pravdépodobnost pohlizi jako na idealizaci
relativni Cetnosti piipadl, v nichZ se vyskytne urcity vysledek
pfi opakovanych pokusech. Tato zdanliva vyhoda/rigoréznost
se muZe ale rychle stit nevyhodou, jakmile se za¢neme zabyvat
spolehlivosti samotnych dat a vhodnosti zvolené¢ho experimentu.
Stejné tak je obtiZné frekvendni statistiku dobfe pouZit pro odhad
pravdépodobnosti vyskytu jednordzového déje.

Bayesovska statistika je naopak ptfikladem matematizace
»selského rozumu®“, kdyZz chceme naSe plivodni presvédéeni
postupné pozménovat ve svétle novych dat.

Je zajimavé, Ze historicky byl zjevn€ prvni bayesovsky piistup
(napt. Laplace a dal3i jiz v 18. stoleti), ktery byl prakticky zcela
vystfidan frekvendni statistikou ve 20. stoleti. V poslednich deseti-
letich se vsak ale bayesovska statistika vratila, spole¢né s dalSimi
novymi piistupy, do popiedi zajmu.
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Standard Normal Distribution Table

z] 00 | OL | 02 03] 04 05 06 07 | 08 | .09
0.0 | .0000 | .0040 | .0080 .0120 | .0160 | .0199 .0239 | .0279 | .0319 | .0359
0.1 |.0398 | .0438 | .0478 .0517 | .0557 | .0506 .0636 | .0675 | .0714 | .0753
0.2 .0793 | .0832 | .0871 .0910 | .0948 | .0987 .1026 | .1064 | .1103 | .1141
03 .1179 | .1217 | .1255 .1293 | .1331 | .1368 .1406 | .1443 | .1480 | .1517
0.4 | .1554 | .1591 | .1628 .1664 | .1700 | .1736 .1772 | .1808 | .1844 | .1879
05 | 1915 | 1950 | .1985 .2019 | 2054 | 2088 .2123 | 2157 | .2100 | .2224
0.6 | .2257 | .2291 | .2324 2357 | .2389 | .2422 .2454 | .2486 | .2517 | .2549
07 | 2580 | 2611 | 2642 .2673 | 2704 | 2734 2764 | 2794 | .2823 | .2852
0.8 .2881 | .2910 | .2939 .2967 | .2995 | .3023 .3051 | .3078 | .3106 | .3133
09 | .3159 | 3186 | 3212 .3233 | .3264 | .3289 .3315 | .3340 | .3365 | .3389
1.0 | .3413 | .3438 | .3461 .3485 | .3508 | .3531 .3554 | .3577 | .3599 | .3621
11| 3643 | .3665 | 3686 3708 | 3729 | 3749 3770 | 3790 | 3810 | .3830
12| .3849 | .3869 | .3888 .3907 | .3925 | .3944 .3962 | .3980 | .3997 | .4015
1.3 | 4032 | .4049 | 4066 .4082 | .4099 | 4115 4131 | .4147 | 4162 | 4177
14| 4192 | 4207 | 4222 4236 | .4251 | 4265 .4279 | .4292 | .4306 | .4319
15| 4332 | 4345 | 4357 4370 | 4382 | 4394 .4406 | 4418 | 4429 | .4441
16 | 4452 | 4463 | 4474 4484 | 4495 | 4505 4515 | 4525 | 4535 | 4545
1.7 | 4554 | 4564 | 4573 4582 | .4591 | .4599 .4608 | .4616 | .4625 | .4633
18 | 4641 | 4649 | 4656 4664 | 4671 | 4678 .4686 | 4693 | .4699 | .4706
19 | 4713 | 4719 | 4726 4732 | 4738 | 4744 4750 | 4756 | 4761 | .4767
20| 4772 | 4778 | 4783 4788 | 4793 | .4798 .4803 | .4808 | .4812 | .4817
21| 4821 | 4826 | 4830 .4834 | 4838 | 4842 4846 | .4850 | .4854 | .4857
22| 4861 | 4864 | 4868 4871 | 4875 | 4878 .4881 | 4884 | .4887 | .4890
23| .4893 | 4896 | .4898 4901 | .4904 | .4906 .4909 | .4911 | .4913 | .4916
24| 4918 | 4920 | 4922 4925 | 4927 | 4920 4931 | 4932 | .4934 | .4936
25| 4938 | 4940 | 4941 4943 | 4945 | 4946 4948 | 4949 | 4951 | .4952
26| 4953 | 4955 | 4956 4957 | 4959 | 4960 4961 | 4962 | 4963 | .4964
2.7 | 4965 | 4966 | 4967 .4968 | .4969 | 4970 4971 | 4972 | 4973 | .4974
2.8 | 4974 | 4975 | 4976 4977 | 4977 | 4978 .4979 | .4979 | .4980 | .4981
29| .4981 | 4982 | .4982 .4983 | .4984 | 4984 .4985 | .4985 | .4986 | .4986
30 | 4987 | 4987 | 4987 4983 | 4988 | 4989 4989 | .4989 | .4990 | .4990
[31 4990 | 4991 | 4991 4991 | 4992 | 4992 4992 | 4992 | .4993 | .4993
32| 4993 | 4993 | .4994 4994 | 4994 | 4994 4994 | 4995 | 4995 | 4995
3.3 | 4995 | 4995 | 4995 4996 | .4996 | 4996 .4996 | .4996 | .4996 | .4997
34| 4997 | 4997 | 4997 4997 | 4997 | 4997 4997 | .4997 | 4997 | .4998
3.5 | 4998 | 4998 | 4998 .4998 | .4998 | .4998 .4998 | .4998 | .4998 | .4998

Glles Cafs Typese ath BT on Aprl 20, 2006,

ReSeni. Oznacime-li jako X ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet
padlych hlav, tak X md binomické rozloZeni pravdépodobnosti

Bi(3600, 1/2) (se stfedni hodnotou 1800 a smérodatnou odchylkou

X—1800
30

3600 podle Moivreovy-Laplaceovy véty velmi dobfe odhad-

30) a tudiZ lze distribu¢ni funkci veli¢iny Ize pro dané velké

n =
nout jako distribuéni funkci & standardniho normdlniho rozdéleni.

Hledand pravdépodobnost je tedy
P=1-P[1755 < X < 1845] =

X — 1800
_i_p [_1,5 <X 1,5} = 20(~1,5) = 0.1336,

kde posledni hodnotu jsme zjistili z ptiloZené tabulky. ]

9.81.

dobnost, Ze mezi deseti tisici novorozenci bude stejn€ nebo vice dévcat

Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaké je pravdépo-

neZ chlapc.

Reseni.
X — 5150 —150
P[X < 5000] = PJ < 1=
4/5150-0,485  4/5150-0,485
~N(0,1) ~3,001...
= (0,00135

9.48. Nahodny vybér z populace. Budeme se nejprve zabyvat
prvnim pfistupem z pfedchoziho odstavce. Pfedpokla-
dejme tedy, Ze mame k dispozici (velky) zakladni sta-
tisticky soubor s N jednotkami, ktery nazyvame popu-
= lace, a zarovet néjaky Ciselny znak pro kazdou z jed-
notek, tj. soubor hodnot (x1, ..., xy). Z n¢j ov§em mame k dispo-
zici pouze vybérovy soubor s hodnotami (X1, ..., X,,).

Abychom se vyhnuli diskusi skute¢né velikosti zakladniho sta-
tistického souboru s N jednotkami, budeme piedpokladat, Ze vybi-
rdme polozky vybérového souboru jednu po druhé a kazdou vy-
branou jednotku poté do populace vracime. Zarovenl predpokla-
dame, Ze kazda poloZka ma stejnou pravdépodobnost vybéru 1/N.
Hovoiime pak o ndhodném vibéru.

Zptsob realizace ndhodného vybéru nyni interpretujeme tak,
7e pracujeme s vektorem (X1, ..., X,) nezdvislych ndhodnych
veli¢in a Ze vSechny tyto veli€iny maji stejné rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Zejména tedy budou sdilet distribu¢ni funkci Fy(x) a
momenty

2

EXi=un, varX;,=o0".

Dal$im naSim krokem musi byt odvozeni charakteristik
vybérového priméru X a vybérového rozptylu

|- .
$=—"> X=X

pricemzZ ndsledujici véta dava hned zdGvodnéni, pro¢ volime koe-
ficient ﬁ misto %, jak tomu bylo u s*> v odstavci B8,

Véta. Pro vibérovy priimér X spocitany z ndhodného vibéru roz-
sahu n z rozdéleni s konecnou stredni hodnotou . a konecnym roz-
ptylem o2 plati

EX =p, 2

_ 1
varX = —o”.
n

Pro v¥bérovy rozpryl S* plati
ES* =02
Didkaz. Jak jsme odvodili v odstavci B32, je
EX lEjiX !
= — = —nNn = .
no i I’l nw=pn
i=1
Diky nezavislosti veli¢in X; miZeme pouZit aditivnost rozptylu od-

vozenou v odstavci B738 a vidéli jsme také, Ze vii¢i nasobeni skala-
rem se rozptyl chova jako kvadratickd forma. Dostavame proto

_ - 1, 1,
VarX:—zvar E Xi=—2no = —0".
n — n n
I=

Piimym roznasobenim se ovéii vztah

D Xi=w? = (X =X +nX — .

i=1 i=1
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9.82. Pomoci distribu¢ni funkce standardniho normdlniho rozdéleni
urcete pravdépodobnost, Ze pfi 18000 hodech Sestibokou kostkou
padne alespoii 3100 Sestek.

ReSeni. Obdobné, jako v predchozich piikladech. X md bino-
pravdépodobnosti  Bi(18000, 1/6).
sttedni hodnotu ((1/6)(18000) = 3000), smérodatnou odchylku
V((1/6)(1 — 1/6)18000) = 50, tedy velicinu X% 1ze odhadnout
jako distribu¢ni funkci @ standardniho normalmho rozlozem.

mické rozdéleni Uréime

X —3000 3100 — 3000
P[X23100]=P|: 5 > < ]z
X — 3000 , .
=P 22| =1-22) =0,0228.

9.83. Agentura pro vyzkum vefejného minéni pordda prizkum vo-
lebnich preferenci péti vybranych politickych stran. Kolik ndhodné vy-
branych respondentti se musi vyzkumu zicastnit, aby byly s pravdépo-
dobnosti 0,95 vysledky prtizkumu byly u vSech zkoumanych stran

v rozmezi +2% od skutecnych preferenci?

ReSeni. Nechf p;, i = 1...5 je skutecn4 relativni Eetnost piiznivci
i-té politické strany v populaci a nechf ndhodna veli¢ina X; udava
pocet piiznivci této strany mezi ndhodné zvolenymi n voli¢i. Budeme
povaZovat za nezdvislé jevy, Ze do daného intervalu padne X;/n. Po-
kud zvolime n takové, Ze pro vSechna i padne X;/n do daného inter-
valu s pravdépodobnosti alespoii +/0,95 = 0,99, bude pozadavek za-
danf spinén. Hledejme tedy n takové, ze P[|X — p| < 0,02] > 0,99.
Nejprve upravme vyjadfeni hledané pravdépodobnosti:

P [ { -p

n

< 0,02:|

X
= P —0,02<——p<0,02:|:
n

= P[—0,02-n<X—pn<0,02-n]:
P_ —0,02-n X — pn 0,02-n :|
= < < =
| vap(l=p)  /np(l—p)  /np(l—p)

B q)( 0,02 )_q)(_ 0,02 n )_
B Vnp(1 = p) Vip(T=p))
0,02 -

= 20—~ ) -1,
(«/np(l—p)>

Muizeme tedy spocist:

oy o s
Esz—nEi;(Xl w? ==X —? =

1 n
= —ZV&IX]' —varX =
ni:l

=(1- 1)02.

Proto upravujeme rozptyl s> vynasobenim koeficientem —~5 a do-

stdvame pravé vyb&rovy rozptyl §2 a jeho stiedni hodnotu o. Tato
posledni Gprava samoziejmé nema smysl pron = 1. (]

9.49. Nahodny vybér z normalniho rozdéleni. V praktic-
41 kych tlohdch je tfeba znat nejen Ciselné charakteristiky

vybérového priméru a rozptylu, ale jejich tplné rozdélent
A pravdépodobnosti. To miaZeme samoziejmé odvodit,
pouze zname-li konkrétn{ rozdéleni pravdépodobnosti X;.
Jako uZite¢nou ilustraci si spoctéme vysledek pro ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni.

Jiz jsme ovéfili jako priklad na vlastnosti momentovych vy-
tvorujicich funkci v 840, Ze soucet ndhodnych veliin s normadl-
nimi rozdélenimi je opét normalni rozdéleni. Odtud je zfejmé, Ze i
vybérovy prumér musi mit normdlni rozdéleni a protoZe jiZ zname
jeho stfedni hodnotu a rozptyl, bude X ~ N(u, %02).

O né&co slozitéjsi je to s odvozenim rozdéleni pravdépodob-
nosti vybérového rozptylu. Tady si pomiZeme tivahami o mno-
homérnych normélnich rozdélenich z odstavce 240, UvaZzme vek-
tor Z normovanych normadlnich veli¢in

Xi—p

Zi =
o
Stejnou vlastnost md i vektor U = QT Z s jakoukoliv ortogondln{
matici Q. VZdy pfitom také plati ) ; Ul.2 =, Xl2 Zvolime si
takovou matici Q, aby prvni komponenta U; byla, aZ na ndsobek,
rovna vyb&rovému priméru Z. Tzn. zvolime si prvni sloupec ma-
tice Q ve tvaru (\/ﬁ)*l(l, ..., 1). Pak tedy Ul2 = nZ? a miyeme
pocitat:
n

> (Zi=2)*+nZ?

i=1
l n
= > X - X)%
i=1

souctem n — 1
kvadratd normalizovanych normdlnich veli¢in a dokazali jsme
ndasledujici tvrzent:

Z Ui =
Z Ui2 =
i=2

222
n

D (Zi—27=

i=1

Véta. Je-li (X1, ..., X,) ndhodny vibér z rozdéleni N(u, o2), pak
Jjsou X a § nezawvle veltcm} a plati
-1

2 2
—5 ~ anl .

X N(I‘Lv _G ) 2
o

Okamzitym dtsledkem je,
pramér

7Ze mnormalizovany vybérovy

ma studentovo t-rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti.
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kde @ je distribuéni funkce normalniho rozdéleni. Re§me tedy nerov-

nici:
2c1>< 0,02.n ) 1 > 0,99
Vnp(1 = p) -7
<1>< 0.02.n ) > 0,995
Jap(I=py) = 7

Protoze distribu¢ni funkce je rostouci je posledni podminka ekviva-

lentni

0,02 n ®1(0,995)

Vnp(I=p) ’

0,02 -n

——— > 2576

/np(l — p)

Jno o> 50-2576-/p(l — p) =
<1
=2
—n > (25-2,276)%.4147

Pti tom jsme pouzili faktu, Ze funkce p(1 — p) nabyva svého maxima
prop = % atimto maximem je :1;- Vidime, Ze pokud napt. p = 0,1, pak
evp(l—p)=

ocekavani: k odhadu méné popularnich stran, sta¢{ méné respondentti

0,3 a hodnota minimélniho n je mensi. To odpovidd

(pokud agentura odhadne zisk takové strany jako 2% bez toho, aniZ by
se n¢koho ptala, tak ma pozadovanou piesnost témér jisté zarucenu).
O

9.84. Dvouvybérovy test. Uvazme dva ndhodné vektory Y| a Y», je-
jichz v8echny sloZky jsou po dvou nezdvislé ndhodné veli¢iny s nor-
mélnim rozdélenim, a pfedpoklddejme, Ze sloZky vektoru Y; majf stej-
nou stiedni hodnotu p;, zatimco rozptyl o je stejny pro vS§echny kom-
ponenty.

Pouzijte obecny linedrni model pro testovani hypotézy, zda
nir = K.
ReSeni. Budeme postupovat velmi podobné jako v odstavci B57 ved-

lejstho sloupce. Tentokrdt mizeme zapsat oba vektory Y; do jednoho
sloupce pod sebe a budeme uvazovat model

Y 1 0
Yin, I 0 (B
Yol 111 <ﬂ2 toZ

9.50. Bodové a intervalové odhady. Nyni mdme vSe pfipravené

& pro odhady hodnot parametrt v kontextu tfrekvenén{
“ statistiky. Budeme si postup ilustrovat na konkrétnim
jednoduchém piikladu. Reknéme, e mame v kurzu
> s 500 studenty vysledky jejich spokojenosti z ankety
z mmuleho semestru ve form& boda 1-10. Pfedpokladejme, Ze
spokojenost jednotlivych studentd X; je aproximovina ndhodnou
veli¢inou s rozdélenim N(y, 0'2), pfi¢em? zjisténé hodnoty z celé
populace minulého semestru jsou u = 6,0 = 2.

V bézicim semestru je provedeno namdtkové Setfeni u 15 stu-
dentli, protoZe panuje obava, Ze novy vyucujici md jes§té vyrazné
horsi ohlasy. Vysledkem je hodnocent, kde se vyskytuji dvé 3, tfi 4,
tfi 3, pét 6 a dvé 7. Vybérovy primér je tedy X = 5,133, vybérovy
rozptyl $* = 1,695.

Diky nasSim piedpokladiim vime, Ze X ~ N(u, 0%/n) a tedy
Z = «/ﬁ% ~ N(0, 1). Pro vyjadfeni spolehlivosti naseho od-
hadu tedy miZeme pocitat interval, ktery bude odhadovany para-
metr obsahovat s pfedem zvolenou pravdépodobnosti 100(1—«)%.
Hovofime pfitom o hladin€ spolehlivosti 0 < o < 1. Nejprve pova-
7Zujme za nezndmy novy parametr u, zatimco o rozptylu budeme
(af uz opravnéné nebo ne) predpokladat, Ze ztstal stejny. Dosta-
neme okamzité

l—a=P(Z| <z(a/2) = P(‘ﬁx —

< z((x/Z))

= P(X — %z(oz/Z) <pu<X+ %z(a/Z))

a nasli jsme interval, jehoZ hranice jsou ndhodné veli¢iny a ktery
s pfedem zadanou pravdépodobnosti bude obsahovat odhadovany
parametr . Stfed tohoto intervalu nazyviame bodovim odhadem
pro parametr u, cely interval pak intervalovym odhadem. Vysle-
dek pak mlzeme interpretovat i tak, Ze na hladin€ spolehlivosti o
odhadovany parametr © je nebo neni odli§ny od jiné hodnoty i¢.

V piipadé naSich dat vyjdou napf. pro hodnoty « = 0,05 a
o = 0,1 intervaly

1e 4,121, 6,145), € (4,284, 5,983).

Na hlading spolehlivosti 5% tedy nem@zeme potvrdit, Ze se ndzor
studentti na vyuku nového uéitele oproti minulému zhorsil, protoZe
uvedeny interval obsahuje i hodnotu g = 6. Na tirovni 10% uZ
takovy dsudek udé€lame, protoZe diivéjsi hodnota z minulého se-
mestru (o = 6 uz do naseho intervalu nepadne.

Pokud bychom ale pfedpoklddali, Ze u jiného (hor§iho) ucitele
bude patrné i rozptyl odpovedi jiny (tfeba se studenti vice shodnou
na $patném hodnoceni), museli bychom postupovat trochu odli$né.
Misto normalizované veli¢iny Z vySe budeme stejné postupovat
s veli¢inou

Jak jsme vidéli, md tato ndhodnd veli¢ina rozdéleni pravdépodob-
nosti T ~ t,_1, kde v naSem pfipadé je n = 15. Vyjde tak interva-
lovy odhad

- S - S
X——F=th1(@/2) <p <X+ —=t1(2/2)

Vn Vn

a po dosazeni naSich dat na Grovnich ¢ = 0,05 a o« = 0,03 mame

€ (4,412, 5,854), g € (4,321, 5,945),
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Budeme pracovat s aritmetickymi priméry jednotlivych vektord ¥; a
Y. P¥im4 aplikace obecného vzorce z teorie dava odhad b ve tvaru

b, _(ni+ny np ! ni ?] —i—_nzl?z .
b2 o ny ny n2Y2 -
—ny

_ 1 ny nlYl +_l’l2?2 _ _ Y_vl_
C omny \—n2 ni+ns nyY, -1

a matice C = (XTX)™!, kde X je dvousloupcova matice s nulami a

jednickami z naSeho modelu, vychdzi

L
_ ni ny
C=1"0v /1)
ni ni no

Testujeme tedy hypotézu p; = u,, to znamend, Ze testujeme, zda je

B> = 0. K tomu je proto vhodné pouZit statistiku

— - 1
Y, - Y, 2
T — 2 1(”1”2) ’
S ny+n;

kde za smérodatnou odchylku S dosazujeme

1 ni _ ny _
S2=—( (Y —Y))? + (Y,-—Y)2>.
N+, —2 ; 1 1 ; 2 2

Tato statistika md rozdéleni t,,1,,—» a nulovou hypotézu pu; = p»

proto zamitdme na hladiné «, kdyz plati
|T| = tn]-i-nz—Z(O()- O

9.85. V JZD" Tempo sledovali v péti riiznych dnech dojivost krav a
naméfili postupné tyto vysledky: 15, 14, 13, 16 a 17 hektolitrd. V JZD
Boj, ve kterém maji stejny pocet krav, méfili pfibliZng ve stejnou dobu,
nicméné v sedmi rznych dnech: 12, 16, 13, 15, 13, 11, 18 hektolitrd.
a) Urcete 95% interval spolehlivosti pro dojivost krav v JZD
Boj, a 95% interval spolehlivosti pro dojivost krav v JZD
Tempo.
b) Na pétiprocentni hladin€ otestujte hypotézu, Ze v obou dru-
Zstvech majf stejn€ kvalitni kravy.

Ptedpoklddejte, Ze dojivost krav v jednotlivych dnech se f{di nor-
mdalnim rozd€lenim. Oba vypocty provedte jak za pfedpokladu, Ze
v druzstvech maji k dispozici tidaje z pfedchozich dlouhodobych
meéieni, ve kterych byla smérodatnd odchylka o = 2 hl mléka, tak
v pfipad€, Ze Udaje z predchozich méfeni nejsou k dispozici.

ReSeni. Nejprve spocitejme vysledky za piredpokladu zndmého roz-

ptylu. K uréenf intervalu spolehlivosti pouZijeme statistiku

X—n
U="-~,
o/\/n

ljzD — jednotné zeméd€lské druzstvo — zemédeElské druzstvo vzniklé ndsilnou

kolektivizaci v padestdtych letech dvacétého stoleti.

takZe uZ na trovni 3% spolehlivosti mame za to, Ze je nazor na
ucitele skuteéné horsi. To odpovida intuici, Ze nejspi§ by vyrazné
mensi vybérovd smérodatnd odchylka S = 1,302 neZ odchylka
o = 2 z minulého Setieni také méla byt podstatna pro nase divahy.

9.51. Vérohodnost odhadi. Matematicky jsou intervalové a bo-

- dové odhady jednoduché a patrné dobie pochopitelné.
Daleko horsi je to s interpretaci praktickou. Jednak
je problematické ovéfit vSechny predpoklady o ndhod-

vvvvvv

deme mit problém s ,,vérohodnosti odhad™.

Jako matematici se praktickému problému nejlépe vyhneme
tak, Ze podame definici chybé&jicitho pojmu. Obecné chceme praco-
vat s ndhodnym vybérem o rozsahu n. Implicitné stale pfedpokla-
dame, Ze jde o nezdvislé ndhodné veli¢iny X; se shodnym rozdéle-
nim pravdépodobnosti, které ale zavisf na nezndmém, obecné vek-
torovém, parametru 6.

Snazime se najit néjakou vybérovou statistiku T, tj. funkci
nadhodnych veli¢in X1, X7, ..., kterd v néjakém (matematickém)
smyslu bude dobfe odhadovat skute¢nou hodnotu parametru 6.
Rikdme, 7e je T nestrannym odhadem parametru 6, jestlize je
ET = 0. Stredni hodnota E(T — 0) se nazyva vychyleni odhadu
T.

Casto nas zajim4 také asymptotické chovani odhadu, tj. jak se
chovd pfi limitnim pfechodu n — oo. Rikdme, 7e je T = T (n)
konzistentnim odhadem parametru 6, jestlize konverguje T (n)
v pravdépodobnosti k 6, tj. pro kazdé ¢ > 0

lim P(|T(n) —0| <¢)=1.
n—oo

CebySevova nerovnost nam okamzité¢ dava

var T (n)

P(|T(n) —ET,| <e)>1-— 5
€

Pokud ptedpokladame, 7e lim,_, .o ET (n) = 6, pak zaroveil pro
dostate¢né velkd n plati

var T (n)

P(T(n)—06| <2¢) > P(T(n)—ET(n)| <e)>1— 5
€
Dokazali jsme uZite€né tvrzeni:

Véta. Predpoklddejme, Ze plati lim, .o ET (n) = 6 a zdrover
predpoklddejme lim,,_, o, var T (n) = 0. Pak je T (n) konzistentnim
odhadem pro 0.

Jednoduchym piikladem pro pouZiti této véty je rozptyl

R 1 ¢ - n—1
UZZZZ(X,-—X)ZZ . s
i=1

ProtoZe nestrannym odhadem je podle véty z odstavce 48 2,
vime, Ze 62 nestranny odhad neni. Zfejmé vsak plati lim,,_, oo 62 =
0% a lze pfimo spodist také

20

lim varé6? = lim var$* = lim =0.

n—00 n—00 n—oon — 1

Je tedy statistika s° konzistentnim odhadem rozptylu.

575



KAPITOLA 9. STATISTICKE A PRAVDEPODOBNOSTNI METODY

kterd ma standardizované normalni rozdé€leni pravdépodobnosti (viz
B728). Interval spolehlivosti pak je (viz B30)

_ o - 0o
X — —z(a/2), X + —=z(x/2) ],
( et/ X+ sl )
kde o = 0, 05. Nyni pouze dosadime ¢iselné hodnoty. Pro tidaje z JZD
Tempo tak dostdvame vybérovy primeér
— I5+144+13+16+17
Xl = =
5
z tabulek ¢i matematického softwaru zjistime, ze z(0,025) = 1,96 a

15,

dostavame interval

2 2
15— —=-1,96,15 + —1,96) = (13,25; 16,75).
( NG NG

Pro JZD Boj pak dostdvdme
— 124+164+ 134+ 15+ 13+ 11418
X, — +16+ 13+ 15+ 13411+ — 14,
7
a 95% interval spolehlivosti pro hodnotu dojivosti krav v JZD Boj tak

je
(12,52; 15,48).

Pokud je rozptyl méfeni nezndmy, pouZijeme k jeho odhadu tzv.
vybérovy rozptyl a k urenf intervalu spolehlivosti pak statistiku

X—n
SJn’

kterd ma Studentovo rozlozZeni pravdépodobnosti s n—1 stupni volnosti

T =

(viz téz B30). Potom analogicky obdrzime 95% interval spolehlivosti

_ s _ S
(X - ﬁtn_l(a/Z), X+ tn_l(oz/2)>.

Nz
Pro konkrétni hodnoty pak dostdvdme pro JZD Tempo vybérovy roz-
ptyl
0%+ (=12 4 (=2)2 + 124 2?)

1 =
tedy S = 1,58. Dale je #4(0, 025) = 2, 78. 95% interval spolehlivosti
hodnot dojivosti krav v JZD Tempo tedy je

2,5,

$ =

(13,03; 16,97).

Pro JZD Boj pak dostdvame vybérovy rozptyl S5 = 6 a hledany inter-
val spolehlivosti je pak

(11,73; 16,27).

b) Jestlize srovnavame stfedni hodnoty dojivosti v obou dru-
Zstvech, jednd se o porovndni stfednich hodnot dvou nezdvislych
vybért z normédlnich rozloZeni. V pfipad€ nezndmych rozptyld méfeni

navic predpoklddejme, Ze rozptyl méteni je v obou druZstvech stejny.

Je veelku ziejmé, Ze pro stejny parametr miizeme mit k dis-
41 pozici spoustu nestrannych odhadil. Napf. jsme vidéli, Ze
aritmeticky primér X je nestrannym odhadem stfedni hod-
A noty 6 rozdgleni veli¢in X;. Samoziejmé je ale tfeba hod-
nota X také nestrannym odhadem 6. Chceme proto najit
nejlepsi odhad T ve tfid€ uvaZovanych statistik, které jsou nestran-
nymi nebo konsistentnimi odhady. Zpravidla mame za to, Ze nej-
lep$im odhadem je ten, ktery ma ze vSech uvaZovanych nejmensi
mozny rozptyl. Pfipomeiime, Ze rozptyl vektorové statistiky 7 je
dan kovarian¢ni matici, kterd bude, v ptipadé nezavislych kompo-
nent, diagondlni maticf s jednotlivymi rozptyly komponent na di-
agondle. Nerovnostem mezi pozitivn¢ definitnimi maticemi jsme
jiz diive dali jednoznaény smysl.

9.52. Maximélni vérohodnost. Piedpoklidejme tedy, Ze nas
vybér md komponenty s rozdélenim, jehoZ hustota je dana funkc{
f(x, 0) zavislou na neznamém (obecné vektorovém) parametru
0. Sdruzend hustota vektoru (X1, ..., X,) je diky predpokladané
nezdvislosti ddna souc¢inem funkci

f@r o X0, 0) = f(x1,0) - f(xn, 0),
které fikame vérohodnostni funkce.

Zajimame se o takovou hodnotu é, kterd maximalizuje na
mnozZin¢ vSech dostupnych hodnot parametru vérohodnostn{
funkci. V diskrétnim piipad¢ to znamend, Ze vybirime takovy
parametr, pfi kterém vychazi nejveétsi pravdépodobnost zjisténého
vybéru.

Zpravidla ale pracujeme s tzv. logaritmickou veérohodnostni
Sfunkci

n
€1, X, 0) =In f(x1, ... %, 0) = Y In f(x;.6),

i=1

protoZze diky monotonnimu chovéni funkce In je maximalizace
vérohodnostni funkce ekvivalentni poZadavku maximalizace lo-
garitmické vérohodnostni funkce. Pokud je pro néjaké hodnoty
f(x1,...,x,) =0, klademe £(x1, ..., x,,0) = —o0.

V pripadé diskrétnich ndhodnych veli¢in pouZijeme stejnou
definici s pravdépodobnostni funkci misto hustoty, tj.

€1, x0,0) = > In(P(X; = xi|6)).

i=1

Princip je dobie vidét na ndhodném vybéru z normadlniho
rozdéleni N(u, 0'%) o rozsahu n. Nezndmé parametry jsou p nebo
o, nebo oba. UvaZovana hustota je

_ (X—/t)z

e 202
2mo?

flp,o)=

a tedy logaritmovanim okamfZité vidime
] ) L (2ro?) : En ( )?
s MU, 0)=—n=InQ2xr - — P — .
X, U, O ns o 757 2. Xi — [
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VySetteme tedy hypotézu za predpokladli zndmych, uvedenych

rozptyll o} = o5 = 4. Pouzijeme statistiku

(X1 — X2) — (11 — w2) _

v o= 2 . o2
Vartm
X -X
= =~ NO.D,
atam

kde p1 a u, jsou nezndmé stfedni hodnoty dojivosti ve zkoumanych
druZstvech a nj, n, jsou pocty méfeni. Tato statistika md, jak na-
znaceno, standardizované normdlni rozdéleni. Hypotézu na 5% hla-
diné zamitneme, pravé kdyZ absolutni hodnota statistiky U bude véts{
nez zops, neboli pravé kdyz 0 nebude lezet v 95% intervalu spolehli-
vosti pro rozdil stfednich hodnot dojivosti v jednotlivych druzstvech.

Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostdvdme

15-14
U=——==0,854.

Je tedy |U| < z(0,025) = 1,96 a hypotézu o rovnosti stfednich hod-
not dojivosti v obou druZstvech na 5% hladin€ nezamitdime. Dosazena
p-hodnota testu (viz B33) je 39, 4%, tudiz jsme se k zamitnuti hypo-
tézy moc nepribliZili (pravdépodobnost, Ze hodnota zkoumané statis-
tiky bude mensi nez 0,854 je pfi platnosti nulové hypotézy 60, 6%).
Pokud nezndme rozptyly méfeni, ale vime, Ze v obou druZstvech

musi byt stejné, pouZijeme statistiku

(X1 — X2) — (11 — p2) _

K =
1 1
Seyfin T i
X1 — X,
= ﬁ ~ tn1+n2—29
kde
o - m=DS -

ny+n,—2

Po dosazeni 0,796,

2,2281, nulovou hypotézu tedy opét neza-

¢iselnych hodnot dostdvime K =
K| < t0(0,025) =
mitdme. DosaZzend p-hodnota testu je 44,6%, tedy jest¢ vetSi nez
v testu predeslém. O

9.86. Analyza rozptylu jednoduchého tfidéni. Pro k > 2 nezdvis-
lych vybéra Y; o rozsahu n; z normélnich rozdé€lenf se stejnym rozpty-
lem pouZijte linedrni model na testovani hypotézy, Ze vSechny stfedni

hodnoty jednotlivych vybéra jsou shodné.

Maximum najdeme pomoci derivaci (viimnéme si, 7¢ o> chdpeme
pfi derivovani jako symbol pro proménnou):

R4
o

e n 1 < )
BT = 2g7 tgr Ll =
i=1

1 n
=53 <—n02 + Z(Xi - M)2)~

i=1

1 & ! ;
= l;(—z)(xi —w) = —(-nn+ > i)

i=1

Vidime tedy, ¢ jediné kritické body jsou ddny pravé volbou i = X
a 62 = s%. Dosazenim t&chto hodnot do matice druhych derivaci
dostaneme Hessidn funkce ¢

_&Lz 0
n .
0 - 2(62)2

Je tedy vidét Ze jde skute¢né o dosazené maximum a protoZe je
jediné, musi jit o globalni maximum. Ovéfili jsme tedy, Ze stiedni
a hodnota a rozptyl jsou skute¢né maximaln¢ vérohodné odhady
pro i a o, tak jak jsme je pouzivali vyse.

9.53. Bayesovské odhady. Vratme se ted k piikladu z odstavce
z pohledu Bayesovské statistiky. Uplné tedy

otd¢ime nas piistup a zjisténa data X1, ..., X1s, tj.
—— ~ body vyjadfujici spokojenost dotdzanych studentl
na Skale 1, ..., 10 bodd, budeme chdpat jako konstanty. Naopak,
odhadovany parametr u, tj. stiedni hodnota bodi vyjadtujicich spo-
kojenost, bude ndhodnou veli¢inou, jejiZ rozloZeni chceme odhad-
nout.

Za timto ucelem zkusme interpretovat Bayestiv vzorec pro
podminénou pravdé€podobnost na drovni pravdépodobnostnich
funkci, resp. hustot pravdépodobnosti, nisledujicim zplisobem.
Ma-li vektor (X, ®) sdruZenou hustotu f(x, ), pak podminéna
pravdépodobnost komponenty ® za podminky X = x je ddna
hustotou

2@1) = J(x10)g(©) ’
f(x)
kde f(x) a g(0) jsou marginalni hustoty pravdépodobnosti.

Jestlize tedy mame danu apriorn{ hustotu rozloZeni pravdépo-
dobnosti g(6) odhadovaného parametru 6 a zndme také hustotu
pravdépodobnosti f (x|6), mlizeme ze vztahu spocist aposteriorni
hustotu pravdépodobnosti g(0|x) vychdzejici pravé ze zjisténych
dat. ProtoZe data X jsou pritom konstantni, nepotfebujeme ve
skute¢nosti viibec pocitat s hodnotou f(x) a pfi ivahach budeme
pracovat jen ,aZ na konstantni ndsobek®. Ten je totiZ stejné uréen
na konci dvah jednoznacné poZadavkem, aby vySla dobie defi-
novand hustota rozd€leni pravdépodobnosti g(6]x). Budeme pro
tento Ucel pouzivat zdpis Q o R, jestliZze existuje konstanta C ta-
kova, Ze pro vyrazy Q a R plati Q = CR.

Abychom byli technicky co nejbliZe k tivaham v odstavci B30,
budeme pracovat s normalnimi rozdélenimi N(u, o'2). Predpokla-
dejme, 7Ze na univerzit¢ je spokojenost studentii v jednotlivych
pfedmétech ndhodna veli¢ina X ~ N(6, 02), zatimco parametr 0
dosahovany jednotlivymi uéiteli je nahodnd veli¢ina 6 ~ N(a, b).
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ReSeni. Postup je zde velice podobny minulému piikladu, platnost tes-
tované hypotézy je ale ekvivalentni tvrzeni, Ze plati podmodel, ve kte-
rém maji vSechny sloZzky ndhodného vektoru Y vzniklého slou¢enim
danych k vektorl Y; stejnou stiedni hodnotu.

Pouzity model tedy bude mit tvar

Y1 1 0 --- 0

Yin, 1 Ol [

Yy 01 -+ Of[m

. =|. . ) .| +oZ.
Yii 00 --- 1 \Mk}

Yin, 00 - 1

Snadno spoc¢teme odhady stfednich hodnot p; pomoci aritmetickych

praméra
1 &
Y, = — E Yij.
n; <
J=1

Odtud dostaneme odhad ¥, ;j = Y; a proto dostaneme rezidudln{ soucet

¢tvercu ve tvaru

n;

RSS = ZZ(YU Y)

i=1 j=1
Odhadem spolecné stiedn{ hodnoty v uvazovaném podmodelu je

-1 koo
Y = ;ZZYZ]_ ;niYia

i=1 j=1
kden = n; +- - -+ ny, arezidudlni soucet ¢tvercti v tomto podmodelu
je

RS =YY 0, -
i=1 j=1

V pivodnim modelu mdme k nezdvislych parametri u;, zatimco v pod-
modelu ziistal jediny parametr u, testovand statistika ma proto tvar

_ (n—k) (RSS" — RSS)

k=1 RSS

J. Linearni regrese

S linedrn{ regresi jsme se uZ setkali ve tfeti kapitole, v odstavci
|IB44||. Nyni se stejny princip budeme snaZit vyuzit k vyfeseni pro-
blémd, které byvaji studovany statistiky.

Standardnim piikladem uziti linedrni regrese je ,,proloZeni
pfimky* danymi daty. Mdme tedy posloupnost méfeni, ve kterych za-
znamendvdme hodnoty dvou veli¢in u nichZ pfedpokldddme linedrni

zévislost. Klasickym prikladem je zdvislost vy§ky syna na vysce otce.

Miuzeme tedy pocitat (pofdd aZ na konstantni ndsobky, tj. ig-
norujeme soudinitele, ve kterych nevystupuje ani x ani 6)

g(01x) oc f(x]6)g(©)

(x—0)? (0 —a)?
< eXp<_ 202 22 )

o 30 5) ()

o 1 P b2x +o%a ob? 20 p2e2 \ 7!
expl —=( 0 — .
P\ 72 o2b? b2 402 b2 + o2

Tim jsme ale uZ ukéazali, Ze hledané rozloZeni pro 9 je

9 ~N b? n o2 b2o?
~ X a,
b2 + o2 b2 +02 b2 +o2

Tento vysledek bychom mohli interpretovat napf. tak, Ze kdyz
z dlouhodobého vyhodnocovani anket zname parametry a, b, o,
mizeme po vyjadieni néjakého studenta upfesnit apriorni pred-
stavu o parametrech pro jeden konkrétni pfedmét. Ve vysledném
odhadu rozloZen{ je pak stiedni hodnota ddna vaZenym primérem
zjist€né hodnoty x a apriorné predpokladané stiedni hodnoty a,
v zdvislosti na rozptylech o a b.

9.54. Interpretace v Bayesovské statistice. Zkusime ted’ po-

Y « Tozumét uvahdm z predchoziho odstavce ve
“5 stovnani s frekventistickou interpretaci z B30.
2~ Asi namitneme, Ze jediny dotaz té¢Zko md tolik
~ ovlivnit n4§ nazor.

Ve skute¢nosti ale proo — 0 je vaha jednoho nazoru stéle ros-
touci a v naSem vysledku tomu odpovida 100% vaha u x v pfipadé
o = 0. Je to pIn€ v souladu s interpretaci, Ze Bayesovska statis-
tika je pravdépodobnostni rozsiteni standardni diskrétni matema-
tické logiky. Jestlize mame rozptyl o prakticky nulovy, pak je tedy
v tomto smyslu skoro jisté, Ze nazor kteréhokoliv studenta je na-
prosto vypovidajici o celé populaci.

Ve skutecnosti jsme v odstavci pracovali s vybérovym
pramérem X vysledku $etfeni. Ten miZeme pouZit i v predcho-
zim vypoctu, protoZe jde opét o normdlni rozdéleni, jen budeme
misto o> dosazovat o2 /n. Pro zjednoduseni zdpisu si definujme
konstantu

nb?
nb? + o2
a aposteriorni odhad pro 6 na zdklad¢ zjisténi vybérového priméru
X mi rozloZen{ s parametry

Cp =

0 ~ N(cn X + (1 — cp)a, cno’/n).

Jak se dalo oc¢ekavat, pro rostouci n se bude stfedni hodnota naseho
rozdéleni pro 8 stale vice bliZit vybérovému priméru a jeho rozptyl
pajde k nule. Cim je tedy n v&tsi, tim vice se blizime bodovému
odhadu z frekventistického pifistupu.

Pfinosem Bayesovského pfistupu je, Ze s pouZitim odhad-
nutého rozdéleni miZeme odpovidat na dotazy typu ,s jakou
pravdépodobnosti je novy vyucujici horsi neZ predchozi? PouZi-
jeme stejnd data jako v a pridame potiebné apriorni ddaje.
Predpokladejme, Ze mame docela dobfe hodnocené ucitele (pro-
toZe by asi jinak na Skole nevydrzeli), takze uvazujme pro urcitost
a=1,5,b=2,5aaponechavame sm¢rodatnou odchylku o = 2.
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9.87. Urcete linedrni regresni model pro zdvislost veli¢iny Y na
veli¢in€ X na zdkladé naméfenych seznamt dat: X = [1,4, 5,7, 10],
Y =[3,7,8, 12, 18].

ReSeni. K uréeni parametrd regresni pifmky pouZije vztahii odvoze-
nych v B37. Podle metody nejmensich ¢tverct se snazime se minima-
lizovat vzdélenost vektoru b; X + by od vektoru Y v zavislosti na para-
metrech by a by. Tato vzddlenost, jak vime napiiklad ze druhé kapitoly,
je minimdlni pro kolmy primét vektoru ¥ do vektorového podprostoru
generovaného vektory (1, ..., 1) a (xq, ..., x,). Pro parametry by, b;

regresni pfimky ¥ = b; X + by tak dostdvame

I =0 —Y)

PRI
B (1-54(3—=9,6)+ -+ (10 —5,4)(18 — 9,6) B
(1 =524+ (@4 -542+(5-5H2+(T-542+ (105,42
=1,677.

b =

Ted jiZ snadno dopocteme i koeficient by:

by =Y — b X = 0,5442.
Hledan4 linedrni zdvislost je tedy

Y =1,677- X 4 (, 5442.

Poznamenejme, Ze v tomto modelu hraji veli¢iny X a ¥ naprosto
rovnocennou Ulohu. Stejnou metodou jsme mohli ziskat zavislost X
naY:

X =0,5867-Y —0,2322.
U

Poznamka. Rozmyslete si, pro¢ linedrni regresni model zdvislosti X
na Y nelze ziskat pouhym vyjadfenim X z linedrniho regresniho mo-

delu zavislosti Y na X.

Poznamka. V tadé€ redlnych situaci je zdvislost veli¢in jasné ddna,

napiiklad je-li jednou z velicin Cas.

9.88. Orbitdlni stanice naméfila v péti po sobé jdoucich dnech, ve
stejnou hodinu ndsledujici rychlosti nezndmého vesmirného télesa
(v km/s): 10, 11,4, 13,1, 15,8 a 18,7. Odhadnéte rychlost télesa de-

satého dne.

ReSeni. Zde je vhodné si viimnout, Ze rychlost se v ¢ase ,,0d po-
hledu* neméni linedrn€ (ndrtisty rychlosti se neustdle zvysuji). Lze
tedy vyslovit domnénku, Ze je téleso pritahovano gravitani silou
k néjakému jinému t€lesu. Potom by jeho rychlost byla kvadratickou
funkci casu. Zkusme tedy metodou nejmensich ¢tverci proloZit co

nejpresnéji kvadratickou funkci danymi daty. Postup je stejny, jako

Meéli jsme n = 15 a vybérovy pramér 5,133. Dosazenim dosta-
neme aposteriorn{ odhad pro rozdéleni

6 ~ N(5,230, 0,256).

Zajima nas ted P (6 < 6). Odpovéd ziskdme dotazem na hodnotu
distribu¢ni funkce piislusného normalntho rozdélen{ pro argument
6 (umi to i excel). Dostaneme odpovéd priblizné 93, 6%. Je tedy
podobnd, jako jsme vidéli v odstavci v pripadé predpokladu
o konstantnim znimém rozptylu.

Vsimnéme si, jak se tady projevuje apriorni predpoklad o roz-
loZeni parametru 6 u vSech uditeld, tj. jistd mira nas$i davéry, Ze
by méli byt ucitelé spisSe lepsi. Kdyby mél statistik divod predpo-
kladat, Ze pro konkrétné¢ poptdvaného ucitele je skutecnd stiedni
hodnota a posunutd, feknéme na a = 6 stejné jako u ankety mi-
nulého u¢itele (napi. protoZe jde o t€Zky a neoblibeny predmét),
pak bychom dostali pravdépodobnost, Ze je jeho skute¢ny para-
metr mensi ne7 6, ptiblizn€ 95,0% (pokud bychom ale za viditeIné
horsi povazovali aZ stfedni hodnotu mensi nez 5,5, pak uz to bude
jen priblizn€ 75%). V ptipad¢ dosazeni a = 5 to jiZ bude 96,8%.
Stejné tak hraje roli i rozptyl b2. Napt. apriorni odhad a = 6,
b = 3,5 vede na pravdépodobnost 95,2%.

Prave jsme se mimod¢k dotkli jiného velice podstatného bodu
a to analyzy citlivosti. Jist€ bychom radi pracovali ve vySe uvede-
ném piikladu s modelem, kde mald zména apriorniho predpokladu
bude mit jen maly vliv na aposteriorni vysledek. Zda se, Ze v naSem
pfipadé to tak skute¢né je, neptijdeme tu do detailnich tGvah.

Uplné stejny model s exponencidlnimi rozdélenimi se
prakticky pouziva pfi posouzeni relevance vystupu z IQ testu
u jedné osoby (nebo jiné obdobné zkousky, kde lze ocekdvat
dobré pfibliZzeni rozdéleni pravdépodobnosti vysledkt v populaci
pomoci normélniho rozd€len), o které mame apriorn{ predpoklad,
do jaké skupiny by méla patfit. Jinym dobrym piikladem (ov§em
s jinymi rozloZenimi) mohou byt praktické dlohy z pojistovnictvi,
kde je ucelné odhadovat parametry tak, aby byly zahrnuty jak
vlivy experimentu na konkrétni poloZce, tak celkovd oCekdvani
pfes populaci.

9.55. Poznamky o testovani hypotéz. Vratime se zpét k moZz-
nostem rozhodovani, zda néjaky jev nastal ¢i nenastal
v kontextu frekvencni statistiky. Opfeme se o postup
v intervalovych odhadech vySe.

Do Uvazujme tedy né&jaky ndhodny vektor
X = (X1,...,Xn) (vznikly z nahodného vybéru) se sdruze-
nou distribuéni funkci Fx(x). Za hypotézit budeme povaZovat
néjaké tvrzeni o rozdéleni uréeném touto distribuéni funkci.
Zpravidla pfitom formulujeme dvé hypotézy Hy a Hy, kde prvn{
se tradiéné fikd nulovd hypotéza a druhé alternativni hypotéza.
Vysledkem testu je rozhodnuti zaloZené na konkrétni realizaci
ndhodného vektoru X (hovoiime také o testur), zda hypotézu Hy
zamitnout nebo nezamitnout ve prospéch hypotézy Hy.

Vznikaji ndm pfitom mozné chyby dvou typd. Chyba prvniho
druhu nastava, kdyZ zamitneme Hy, prestozZe je platna. Chyba dru-
hého druhu nastane, kdyZ naopak nezamitneme Hy, aCkoliv platnd
neni. Rozhodovani frekventistického statistika probiha tak, Ze si
vybere tzv. kriticky obor W, tj. mnoZinu vysledk realizace testu,
pfi kterych hypotézu zamita. Velikost kritického oboru pritom vol{
tak, aby platnou hypotézu zamital s pravdépodobnosti nejvyse «.
To znamena, Ze poZadujeme predem dané ohrani¢eni pravdépo-
dobnosti chyby prvniho druhu tzv. hladinou testu a. Casto se voli
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(vlvv2a ""vﬂ)

, X,) a vektoru x> = (x%, .. .,xf,).

kdybychom provadéli linedrni regresi vektoru v =
zavislého na vektoru x = (xq, ...
Této metodé se fika kvadraticka regrese. Hleddme tedy vektor para-
(bo, b1, by) tak aby veli¢ina byx* + by x + by odhadovala

y. Sestavme tedy matici X hodnot nezdvislych proménnych:

metria b =

11 1
1 x x 1 2 4

X = =l39,
1 x, 2 1 4 16

! 1 4 25

a vektor parametrt b = (by, by, b,) dopocitime podle (IIR):
b= (X"X)"'X"Tv = (9,26;0,47; 0,29).
Hledany kvadraticky odhad je potom
v = 0,29x> + 0,47x + 9,26,

Odhadovand rychlost desatého dne je tedy priblizn€ 42,96 km/s. V mo-
delu klasické linedrni regrese bychom dostali pfibliZeni

v=2,18x + 7,26,

coz by pro rychlost desitého dne ddvalo 29,06 km/s. Rozdil v odha-
dech je zna¢ny. Ukazuje to, Ze analyza situace je velmi vyznamnou

soucast{ statistiky. O

K. Bayesovska analyza dat

9.89. M¢éjme Bernoullitiv proces definovany ndhodnou veli¢inou
X ~ Bi(n, 8) s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti a piedpo-
kladejme, Ze parametr 6 je pritom ndhodnou veli¢inou s rovhomérnym
rozdélenim pravd€podobnosti na intervalu (0, 1). Definujme Sanci
na uspéch v naSem procesu jako veli¢inu y = %. Jakou hustotu
rozdé€leni ma veli¢ina y ?
ReSeni. Intuitivné asi citime, Ze nepiijde o rovnomérné rozdélent.
Oznacime hledanou hustotu pravdépodobnosti f(s) a ze vztahu

mezi 6 a y spocteme 6 = . Také okamzité vidime, Ze hustota

1+
pravdépodobnosti veliiny y bude nenulova pouze pro kladné hodnoty

proménné. Zadan{ miZeme nyn{ zformulovat tak, Ze poZadujeme

r
= / f(s)ds,

Na pr avé stran€ mame ovSem v horni mezi pr aveé ménici

9.4) ®=P0O <0B)= P(y <

kdeI' =

se ohramcem y a dostdvame tedy defini¢ni vztah pro f(s)

_ K /_ 1
f(s)_<s+1> BRTESE

Hledand hustota skute¢né ddva daleko vétsi pravdépodobnost malym

hodnotdm Sance nez velkym. ]

hladiny testﬁ a =0, 05 nebo o = 0,01. Prakticky uiiteén}’f je také
hypotézu zamitame a mluvime pak o dosaZené hladme testu, resp.
p—hodnoté testu.

Zbyva tedy najit rozumny postup, jak volit kritické obory. Jisté
to budeme chtit délat tak, abychom zdroven co nejvice omezili
vyskyt chyby druhého druhu. Zpravidla se k tomu ¢elu hodi véro-
hodnostni funkce f(x, 8), kterou jsme pfifadili ndhodnému vek-
toru X jiz v odstavci B32. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze
mame jednorozmérny parametr 6 a nulovou hypotézu formulujme
tak, Ze rozd¢€leni X je dano funkei f(x, 6p), zatimco alternativn{
hypotéza je ddna rozdélenim f (x, 61) pro dvé riizné konkrétni hod-
noty 6y a 81. NaSe pfedstavy o zamitani nebo pfijimani hypotéz na-
povidaji, Ze po dosazeni hodnot konkrétniho pokusu do vérohod-
nostni funkce budeme chtit hypotézu spiSe pfijimat, je-li f(x, 6p)
vyrazng vétsi nez f(x, 01).

Nabizi se tedy pro kazdou konstantu ¢ > 0 uvazovat kriticky
obor

We ={x; f(x,01) = cf(x,00)}.

Kdyz si vybereme zamyslenou hladinu testu, budeme chtit zvolit
takové c, aby platilo

f(x, 6p) = «.
We
Tim mdme zaji$t€no, Ze pro vysledek testu x € W, pfi platnosti
Hj se skute¢né dopustime maximalné pfedepsané chyby prvaiho
druhu. To ale miiZeme zajistit i jinymi kritickymi obory W spliiuji-
cimi také

/ f(x, 6p) = c.
w

Zajima nas ale také pravdépodobnost chyby druhého druhu, zku-
sime si tedy odhadnout rozdil

=[ f(x,91)—/ f(x, 61).
A w

Oblasti, pres které integrujeme miiZeme v obou piipadech rozdélit
na spole¢nou ¢ast W NW,. a zbyvajici mnozinovy rozdil. Pfispévky
spole¢né ¢asti se pritom odectou a zbude

D=/ f(x,@l)—/ £x,00).
W\W WAW,

Diky nasi definici kritického oboru W, ale nyni miZeme snadno
odhadnout (opét pridavame zpét stejné integrily pres spole¢nou
¢ast mnozin)

DZC/ f(xﬁo)—c/ f(x, 60) =
WAW WAW,
ZC/ f(X,Qo)—C/ f(x,60) =ca —ca=0.
W, w

Tim jsme odvodili dblezit¢ tvrzeni, tzv. Neymanovo—
Pearsonovo lemma, 7Ze za vySe uvedenych pfedpokladd je W,
optimdlni kriticky obor, ktery na pfedepsané drovni minimalizuje
chybu druhého druhu.

Intervalovy odhad, Jak jsme jej ilustrovali na piikladu v od-
_ stavei B30, je specidlnim piipadem testovani hypo-
téz, kdy Ho ma formu ,.stfedni hodnota spokojenosti

A —_ studentt zGstala po“, zatimco H 4 Tika, Ze bude rovna
nejake jiné hodnote 1. Uvidime za chvilku, Ze predchozi obecny
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V odstavci B33 jsme vidéli, Ze jestliZe pracujeme v bayesov-
ském piistupu s binomickym modelem rozdé€leni pravdépodobnosti
ndhodné veli¢iny X ~ Bi(n, ), bude nds zajimat jeji pravdépodob-
nostni funkce fx (k) = (Z)@k (1 —6)"*. Na tuto funkci se ale mizeme
také divat jako na podminénou pravdépodobnost P (6| X = k) pfi apri-
ornim rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny 6 na inter-
valu (0, 1). Je to tedy prave aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti
veli¢iny 6 odpovidajici vysledku pokusu X = k. Nasledujici priklad
se tyka obecné tiidy takovychto rozd€leni pravdépodobnosti.

9.90. Najdéte zdkladni charakteristiky tzv. Beta rozdéleni B(a, b)

s hustotou pravdépodobnosti tvaru

Cy'd—y' ye(@©1

Jr= 0 jinak.

ReSeni. Konstantu C je tieba volit jako reciprokou hodnotu integralu
fol ¥~ (1 = y)~ldy, coz je funkce B(a, b), v matematické analyze

(ale také technickych védach i fyzice) zndma pod ndzvem Beta funkce.
KdyZ uZ zndme funkci Gama, kterd zobecitiuje diskrétni hodnoty fak-

toridlli, vysko¢i na nds napf. pii nasledujicim vypoctu:

o) =/ e_’t"_ldt-/ e s lds =
0 0

o0 0
= / / e S A Y dr ds =
o Jo

(substituce t = rgq, s = r(1 — q))

00 1
=/ / e_’(rq)x_l(r(l—q))y_lrdqdr:
q=0

r=0

00
=/ e P ldr.
r=0 =0

=T+ y»B(x, y).

Cf "1 —¢q)dg =

dostdvdme tedy obecny vztah

['(a+b)
I'(a)I(b)

a z vlastnosti Gamma funkce jiZ snadno plyne, Ze pro pfirozend kladnd
a, b bude platit

~1
B — kil hkely= =l 1 (") .

B(a, b) =

(n+ 1! n+1\k
Pfimym vypoctem vidime, Ze stfedni hodnota veli¢iny X ~ B(a, b)
s beta rozdélenim je (vyuZivime vztah I'(z + 1) = zI'(2))
B(a +1,b) _a
B(a, b) a+b

EX =

Je-li a = b vyjde stfedni hodnota i medidn %

postup povede v tomto pripadé na kriticky obor zadany pozadav-
kem

o s

V8imnéme si, Ze v definici kritického oboru neni skute¢na hod-
nota w1 podstatnd a zformalizovali jsme proto v kontextu klasické
pravdépodobnosti tlohu rozhodnout na pfedepsané hlading o, zda
se stfedni hodnota p zménila.

Jestlize ale chceme testovat z néjakého divodu pouze, zda
spokojenost poklesla, pak musime pfedem predpokladat, Ze
M1 < po. Rozeberme si tento pifpad podrobngji. Kriticky obor
z Neymanova—Pearsonova lemmatu je uréen nerovnosti

JOupo?)

f(x, o, 0)?
Logaritmovanim dostaneme, po drobné tpravée,
202

—(u}—pd) > ——lnc

1Z| =

> z(a/2).

202 py ((Xi*ltl)zf(x,'*/to)z) > c.

2x (i1 — po)
a protoZe predpokladame w1 < po, dostdvame konecné

- + o?
Fc TR0 Inc=y.
2 n(y — Ko)
Konstantu c, tj. také rozhodujici parametr y, pritom pro zvolenou
hladinu o mame urcenu tak, aby za pfedpokladu platnosti hypotézy

Hy platilo

% _
MO\/EE Yy MO«/E).
(o2 o

Diky pfedpokladu o platnosti hypotézy Hy je veli¢ina

a=PX<y=P(

X —
7 — Ho

Jn ~N(@, 1)

a proto znamend nas pozadavek volbu Z < —z(a), kterd jedno-
znaéné urcuje optimalni W,.

Vsimnéme si, Ze tento kriticky obor skuteéné nezavisi na
volbé hodnoty w1 a skute¢nou hodnotu pro y jsem viibec ne-
potifebovali vyjadrtit. Podstatny byl pouze piedpoklad p1 < puo.

V nasem ilustra¢nim pfikladu v odstavci B30 tedy mame Hy :
nw==0b6a alternatlvm hypotéza je Hy : < 6. Roz-

_ ptyljeo? = 4. Tests n = 15 ndm dal ¥ = 5,133.
Dosazenim dostaneme hodnotu z = 513: =615 =
= —1,678 zatimco —z(0,05) = —1,645.

Hypotezu tedy na hladiné 5% zamitdme a usuzujeme, 7Ze
skute¢né doslo ke zhorSeni nazoru studentt.

Kdyz si za kriticky obor zvolime sjednoceni obord pro ptipady
H1 < Ko apm1 > W, dostaneme praveé vysledek shodny s interva-
lovym odhadem, jak bylo zminéno vyse.

Poznamenejme zavérem, Ze v bayesovském piistupu je také
moZné prijimat nebo zamitat hypotézy viceméné v primé vazbé
na aposteriorni pravdépodobnosti jevl, jak jsme do jisté miry
naznacili v odstavci pfi interpretaci naseho konkrétniho
prikladu.

9.56. Linearni modely. Jako obvykle v analyze matematickych
1 probléml bud vystatime s afinnimi zdvislostmi nebo
skutecné vztahy jejich pomoci aproximujeme. Stejné tak
A2 ve statistice patif mnoho metod do tzv. linedrnich modela.
Probereme si struéné jeden piipad z frekvenéni statistiky.
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Piimo se také spocte rozptyl

b
varX = E(X —EX)? = a .
(a+b)2@+b+1)

Pro a = b tedy dostdvame var X = coz ukazuje, Ze pro ros-

1
8a+4>
touci a = b klesd rozptyl. V piipadé¢ a = b = 1 dostdvame obycejné

rovnomérné rozdé€leni na intervalu (0, 1). U

9.91.

dejme, Ze v Bernoulliho procesu je Sance zdaru 6 ndhodna veli¢ina

V situaci stejné jako v predposlednim prikladu pfedpokla-

s rozdélenim pravdépodobnosti B(a, b). Jak bude vypadat rozdéleni
pravdépodobnosti veliiny y = 1%‘? V ¢em bude zvlastni pfi
a=>b = p?

ReSeni. V jiz feSeném piikladé jsme méli specidlni piipad s rov-
nomérnym rozdélenim B(1, 1). Mtizeme tedy pokracovat v feSeni v
rovnosti || [|&4] ||, kdy jsme tvar tohoto rozdéleni pouZili. Dostdvdme

nyni na levé strané misto ® vyraz

! /Qt“—l (11— ar
B(a, b) 0

a pri derivovani musime pouZit pravidlo pro derivovani integrdlu

s proménnou horni mezi. Dostdvdme proto pro hledanou hustotu

a—1 b—1
B(a, b) f(s) = <L) (1_ S > o
’ s+1 s+ 1 (s +1)?

Sa_l a+b
- <s+ 1) '

Na obrazku jsou vyneseny hustoty pro hodnotya = b = p =
= 2,5, 15.

Vidime, Ze se napliiuje pfedstava, Ze stejné a nepiili§ malé hodnoty
a = b = p odpovidaji nejvice pravdépodobné hodnoté 6 = %, proto
je hustota $ance nejvétsi v okolf jednicky. Cim vétif p, tfm mensf je

rozptyl této veliciny. ]

Budeme uvaZovat nahodny vektor ¥ = (¥1,...,¥,)T a bu-

deme pfedpokladat, Ze plati
Y=X-B+4+0Z,

kde X = (x;;) je konstantni matice redlnych ¢isel snfadky ak < n
sloupci a hodnosti k, B je nezndmy konstantni vektor k parametrt
modelu, Z je ndhodny vektor, jehoZ n komponent ma rozdéleni
N(0, 1), ao > 0 je neznamy kladny parametr modelu. Hovofime
o linedrnim modelu s Gplnou hodnosti.

V praktickych problémech jde ¢asto o to, Ze zname velidiny
x;j a snaZzime se odhadnout nebo predikovat hodnotu Y. Napiiklad
x;j miiZe vyjadfovat hodnoceni i—t€ho studenta v j—tém semestru
(j = 1, 2,3) zmatematiky a chceme védét, jak tento student asi
dopadne ve étvrtém semestru. K tomu potfebujeme znat vektor S.
Ten odhadneme na zdkladé dplnych pozorovani, tj. ze znalosti Y
(napf. z vysledkt v pfedchozich letech).

K odhadu vektoru B se Casto pouZivd metoda nejmensich
Ctvercii. To znamend, Ze chceme najit odhad b € R* tak, aby vektor
Y = Xb minimalizoval druhou mocninu délky vektoru ¥ — XpB.

To je ale jednoduchd tloha linedrni algebry a vime, Ze jde o na-
lezeni kolmého pramétu vektoru Y do podprostoru (X) C R” ge-
nerovaném sloupci matice X. Minimalizujeme pfitom funkci

n

k
1Y = xpIP =Y (v = > xis8)>
=1

i=1

Zvolme libovolnou ortonormdlni bazi vektorového podprostoru
(X) a napiSme ji do sloupcl matice P. Pro jakoukoliv takovou
volbu baze bude kolmy prumét realizovan pomoci nasobeni ma-
tici PPT. Zobrazeni dané touto matici je pfitom na podprostoru
(X) identické, tj. dostivame

Y=pPP'Yy=PPT(XB+0Z)=XB+0oPP"Z.

Matice PPT je pozitivné semidefinitni. Nyni doplnime bazi ze
sloupcl v P na ortonormdlni bazi celého R", tj. vytvofime ma-
tici Q = (P R) vepsdnim nové pridanych vektorti baze do ma-
tice R s n — k sloupci a n fadky. Oznaéme si dile V = PTZ a
U = RTZ nihodné vektory s k a n — k komponentami. Budou
na sebe vzijemné kolmé a jejich souctem v R" dostaneme vektor
vTonhHT = o7z.

Evidentné tedy (viz odstavec B-48) maji oba vektory V a U
mnohomérné normdlni rozdélen{ s nulovou stfedni hodnotou a jed-
notkovou kovarianéni matici. Ndhodny vektor Y jsme rozlozili na
soucet konstantniho vektoru X8 a dvou kolmych projekci

Y=XB+0PV+0oRU

a hledany kolmy primét je soucet prvnich dvou séitanci. V od-
stavci 844 jsme také pro takové ndhodné vektory odvodili jejich
rozdéleni.

Velikost || Y — Y II? nazyvame rezidudlni soucet ¢tvercii, zpra-
vidla se znaci RSS. Definujeme také rezidudlni rozptyl jako

@ _ Y = Xb?
n—k
Pfipometnime, 7Ze Y = Xb a e, diky nasemu ptredpokladu

o maximélni hodnosti X, je matice X7 X invertibilni. MaZeme
proto rovnou spoéist b = (X7 X)~'XTY. Zarovei ale vime, Ze
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9.92. Ukazte, ze v piipadé Bernoulliho procesu popsaného ndhod-
nou veli¢inou X ~ Bi(n, 8) a apriorni pravdépodobnosti ndhodné
veliCiny 6 s beta rozdélenim, md i aposteriorni pravdépodobnost opét
beta rozdé€leni s vhodnymi parametry z4vislymi na vysledku pokusu.
Jakd bude aposteriorni stfedni hodnota veli¢iny 6 (tj. bayesovsky bo-
dovy odhad této ndhodné veli€iny)?

ReSeni. Jak je zd@ivodnéno v odstavci £33 teoretického sloupce, bude
aposteriorni hustota pravdépodobnosti, aZ na ndsobek vhodnou kon-

stantou, ddna jako soucin apriorni hustoty pravdépodobnosti

g®) = 0“1 (1 —0)"~!

B(a, b)
a pravdépodobnosti sledované veliiny X za podminky, Ze nastala hod-
nota 6. Dostdvdme tedy za predpokladu, Ze v Bernoulliho procesu na-
stalo k zdardi, aposteriorni hustotu (pouzity znak misto rovnosti zna¢i

»proporciondlni*)
801X = k) o« P(X =k[0)g(0)
o 051 — )" kel (1 — )1 =

— 90+k—l(1 _ 9)b+n—k—l‘

Dostali jsme tedy, az na konstantu, kterou nemusime viibec vycislovat,
skute¢né hustotu aposteriorniho rozdéleni pro veli¢inu 6 s rozd€lenim
Ba+k,b+n—k).

Jeji aposteriorni stifedni hodnota je
a+k

a+b+n
Pron ak jdouci do nekonecna, tak aby k/n — p, bude i pro nas aposte-

6 =

riorni odhad platit 6 — p- Je tedy vidét, Ze pfi velkych hodnotich n a
k bude prevazovat pozorovany podil dsp&€$nych pokusi nad apriornim
predpokladem. Nicméné pro mensi hodnoty je apriorni pfedpoklad na-

opak velice vyznamny. O

9.93. Madme data o nehodovosti N = 20 fidi¢i za poslednichn = 10
let (k—td polozka oznacuje pocet rokt, ve kterych doslo k nehodé u
k—tého ridice):

0,0,2,0,0,2,2,0,6,4,3,1,1,1,0,0,5,1, 1, 0.

Predpoklddame, Ze pravdépodobnosti nehod u jednotlivych fidict jsou
konstanty p;, j =1,..., N.

Odhadnéte pro kazdého fidice pravdépodobnost, Ze bude mit ne-
hodu v nésledujicim roce (napf. pro uréeni jeho individudlniho pojist-
ného). @

>Tento priklad je prevzat z pfispévku M. Friesl, Bayesovské odhady v nékterych

modelech, publikovdno v: Analyza dat 2004/11 (K. Kupka, ed.), Trilobyte Statistical
Software, Pardubice, 2005, pp. 21-33.

XT(Y —Y) = 6 XT(RU) = 0, protoZe jsou sloupce v X a R po
dvou ortogondlni. Plati proto ve skute¢nosti také

(9.18) b=x"x)"'xTy.

Jesté mizeme 1épe vyuZit zvolenou matici P. ProtoZe jeji sloupce
generuji tentyZ podprostor jako sloupce X, jisté existuje étvercova
matice T takovd, Ze X = PT (jeji sloupce jsou koeficienty linear-
nich kombinaci, které vyjadfuji sloupce X pomoci baze v P). Nyni
jiZ jen dosadime (pouZijeme p¥itom, 7e PT P je jednotkova matice
a T je invertibilni):

b=a@TPTpr) 1T PTYy =
=7 ' 'TTPT(PTB+02Z) =
=B+oT V.

s Mz

Tim jsme z velké ¢asti jiZ odvodili vlastnosti linedrniho mo-
delu:

Véta. UvaZujme linedrni model Y = XB + o Z.
(1) Pro odhad Y plati

Y=XB+0oPV, ¥ ~NXB,o2PPT).

(2) Rezidudlni soucet Ctvercii RSS a normovany Ctverec velikosti
rezidua maji rozdéleni:

Y —Y ~N@©,0%RRT), Y =Y |?/0® ~ x2 ;.
(3) Néhodnd velicina b = B + o T~V md rozdéleni
b~N(@B,o*(X"X)™).

T P 2 /2 2
(4) Pro rezidudlni rozptyl plati (n — k)S° /o= ~ x;,_;.
(5) Stiedni hodnota rezidudlniho rozptylu je E 8 = o2.

(6) Veliciny b a §* jsou nezavislé.

Dtxaz. Tvarirozdéleni Y jsme jiz odvodili. Odtud je ale jiz
zfejmé, 7ze Y — Y = o RU a tim mdme ovéfené i druhé tvrzeni.
Dale mdme

IY —YI?/o? = |RU|? = |U|?,

kde posledni rovnost plyne z toho, Ze v na$i konstrukci je U vek-
tor soufadnic primétu Z do komplementu (X) a RU je timto
pramétem. Velikost vektoru je pritom dana pravé jako souclet
kvadrati soufadnic v libovolné ortonormdlni bazi.

Je proto nahodny vektor ||Y — Y|?/o? souttem (n — k)
kvadratd ndhodnych veli¢in s rozdélenim N(O, 1), tedy jde
o rozdé€leni X%_ « a dokdzali jsme zbytek (2).

Dalsf tvrzeni vyplyva piimo z nasich definic a vypoctt, zbyva
jen odhadnout varianéni matici pro b. Z obecnych vlastnosti vime,
7e méa vyjit matice T~ (TT)~!. To je ale stejnd matice jako
X'~ =«PD(PT)".

Tvrzeni z (4) je jen pfepsanim informace z (2) a dalsi tvrzen{
plyne z toho, e stiedni hodnota rozd&leni x? je rovna potu stupiit
volnosti.

Kone¢né, nezdvislost veli¢in b a S je disledkem toho Ze prvn{
je funkci vektoru V, zatimco druha4 je funkci vektoru U a tyto vek-
tory jsou nezavislé, protoZe vznikly jako dvé komplementarni ¢asti
z ortogonalni transformace vektoru Z. ]

V praktickych tlohach nékdy testujeme hypotézu, zda pro
g\ odhadu stfednich hodnot nestali méné parametrd.
-, Rikdme, Ze ndhodny vektor Y spliluje podmodel,
Wv/ kdyZ plati zéroveii ¥ = XB+0Z a
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ReSeni. Zavedeme si nahodné veli¢iny X; ; s hodnotami 0, kdyz i-ty
fidi¢ v j-tém roce nemél Zddnou nehodu, a hodnotami 1 pokud nehodu
mél. Jednotlivé roky povazujeme za nezdvislé, miizeme proto piedpo-
klddat, Ze ndhodné veli¢iny S; = >__, X ; udévajici pocet nehod za
vSech n = 10 let maji rozdéleni Bi(n, p;).

Samoziejmé bychom mohli odhadnout pravdépodobnosti pro

vSechny fidice spole¢né, tj. pomoci aritmetického priméru

. 1K1 129

p= N;Sj; = 2570 =145
Kdyz ale uvdZime homogennost rozdéleni veli¢in X ;, t€Zko je I1ze po-
vazovat za shodné, proto bude takovyto odhad jisté zavadéjici.

Opacny extrém, tj. zcela nezdvisly a individudlni odhad

5 =Ly

pj= ey
je samoziejmé také nevhodny, protoZe jist€ nechceme predepisovat nu-
lové pojistné, dokud nedojde k prvni nehodé.

Jako realisticky se jevi postup, ve kterém vyuZijeme stejny pred-
poklad apriorniho rozdéleni pravdépodobnosti p; nehodovosti u jed-
notlivych fidi¢t. V praxi se zpravidla pouzivd model s Poissonovym
rozdélenim Po(A ;) u j-tého fidice s dal§imi pfedpoklady o rozdéleni
parametru A mezi fidi¢i. Docela dobfe (a hlavné jednoduSe) mizeme
také predpoklddat, Ze v naSem piipadé ptijde o rozdéleni p; ~ B(a, b)
s vhodnymi parametry a, b, které by mély odrdzet kumulované vy-
sledky vsech fidi¢t. Pojdme tedy touto cestou.

7. ptredchoziho prikladu pak vime, Ze aposteriorni rozdéleni
pravdépodobnosti bude (p;|S; = k) = B(a + k,b + n — k), takze
prislusnd stfedni hodnota bude

~b a+k

Ky
Srovnejme si tento odhad s vySe uvedenym spoleénym odhadem p
a individudlnim p;. Zavedme si k tomu hodnoty py = %, 4.
sttedni hodnotu apriorniho spole¢ného rozdéleni pro vSechny fidice,
anyg = a + b.Dostavime
b (a+b)a nk no n o,
i @sb+m@+b)  @tbtmn no+np0+no+npj’
coZ je linedrni kombinace stfedni hodnoty py a individudlniho odhadu
b

Zbyva nam tedy uz jen smysluplné odhadnout nezndmé parametry

a, b. Vime ptitom

EX; =EEXi|p)=Ep=po
Evar(X ; E(p(l —
var(Xi [p) _ E(p( 19)):a+b:n0
varE(X i |p) var p

Y =X 402,
kde X% md jen ¢ < k sloupcti a predpokladame, Ze sloupce X© ge-
neruji podprostor v (X), tj. jsou v8echny linedrnimi kombinacemi
sloupct v X.
Nyni miiZzeme zopakovat pfedchozi konstrukci a zvolit pfitom
matici P tak, aby jejich prvnich ¢ vektorii generovalo (X°). Celé
P tak bude mit tvar (P° P') a stejn& tak se rozpadne i vektor V

v (Y (PDz
vty \ehrz)

Dostavame tak jemnéjs$i rozklad vektorti a jejich velikosti a
prislusnych rezidui
Y0 = POPOTy = X80 + 5 POV
Y-Y'=06P'V +6RU
1Y = YO = 0|V + o |U|I*(RSS® = RSS) /o = || V'|]%.

Normovany rozdil rezidui ma tedy rozdéleni x ,%7 g Odtud oka-
mzité vyplyva, Ze statistika F zadana jako relativn{ rozdil rezidu{
ma Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni

_ (RSS"—RSS)/(k — q)
= RSS/ni—k

Casto v praktickych situacich skute¢nd nezndme parametr o a
nahrazujeme jej jeho odhadem S2. Misto jednotlivych slozek bj~
N(8;, O'ZC]']‘) ndhodného vektoru b, kde c¢;; jsou diagondlni prvky
v matici C = (X7 X)™!, pak pracujeme se statistikami

bj—Bj
L=57e
Ji
Tyto veli¢iny jiZ samoziejmé nemus{ byt nezavislé.

V piipad¢, Ze bychom nepiedpoklidali plnou hodnost ma-
tice X, pouZivali bychom v obdobnych dvahich misto matice
Cc = XxTx )_1 matici pseudoinverzni.

k—g,n—k -

~ti—k-

9.57. Priklady test. Jako ilustraci velmi stru¢né€ zminime

> " pékolik vaf/ﬂdadﬁ pouziti Dlin/eérnich 1.1.10delﬁ \ivl/lt?j—

47 jednodussich typech testi. Uplné nejjednodussi je

—  to v piipadé jediného vybéru, kdy testujeme, zda
jediny parametr B je roven dané hodnoté fy.

Pro tento piipad miZeme zvolit matici X s jedinym sloupcem

plnym jednicek. Vyraz

Y=XB+0Z
tedy znadi, Ze jednotlivé komponenty v Y jsou nezdvislé veliCiny
Y; ~ NB, o2, jde tedy obvykly ndhodny vybér rozsahu n z normal-
niho rozdéleni. Z nasich obecnych tvah okamZité vidime odhad

_ 1 o _
b= (XTX) IXTY:;ZI:Y,-:Y
1=

1 _ 1 <& _
2 _ . 2 _ 2
S —n_lllY XY p— ;_I(Yl Y)”,

coZ jsou pravé vybérovy primér a rozptyl, se kterymi jsme jiz
pocitali.
Zajimavd je v tomto kontextu hlavné statistika
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a pfitom veli¢iny na levych strandch miZeme pfimo odhadnout.

N
1 .
J=1

1 & . .
Evar(X |p) >~ NZ(nnTlpj(l - Pj))

J=1

n

pi(L—p)p),

N
1
~ 2 §
varB(X;i[p) =5, = 0§ ;zl(n —1

kde s%/_ oznacuje vybérovy rozptyl mezi individudlnimi odhady
(Ctendf si miZe promyslet, Ze odectenim posledniho vyrazu vpravo
zajisfujeme, aby i posledni odhad byl nestranny).

3,8643 a
0,1450, vyjde ndm bayesovsky odhad individudln{ pravdépo-

ProtoZe pro uvedend data takto dostivdme ny =~

pPo =
dobnosti nehod

P2 =10,154-0,145 40,846 - j;.

Jde tedy o kombinaci spolehlivého odhadu p = 0,145 kolektivni
pravdépodobnosti py s individudlnim (frekvenénim) odhadem p;,
ktery je porizen z malého poctu pozorovani n = 10 u jediného fidice.

O

L. Zpracovani vicerozmérnych dat

Neékdy potiebujeme zpracovat vicerozmérnd data: u kazdého
z n objektli uréujeme p znakd. Napiiklad mizeme zkoumat zndmky

rlznych z4kl z riznych predméti.

9.94. Ve svych pokusech pozoroval J.G.Mendel 10 rostlin hrachu a
na kazdé z nich pocet Zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu jsou

shrnuty v nésledujici tabulce:

Cislorostliny | 1 | 2 |3 |4 |5 |6 |7 ]8|9 |10
pocet Zlutych | 25 (32| 14 |70 |24 |20 | 32 | 44 | 50 | 44
pocetzelenych | 11| 7 | 5 |27 |13 | 6 | 13| 9 |14 |18
celkem 3613919 |97 |37|26|45|53 |64 |62

Z genetickych modelt vyplyva, Ze pravdépodobnost vyskytu zlu-
tého semene by méla byt 0,75 a zeleného 0,25. Na asymptotické hla-
din€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze se vysledky Mendelovych

pokusi shoduji s modelem.

ReSeni. Hypotézu budeme testovat testem dobré shody. PouZijeme sta-
tistiku

K= Xr: (nj —npj)
o P

Testovani hypotézy B = Po se nazyva jednovybérovy t-test.
Na hladin€ o hypotézu zamitame, kdyZ je |T| > t,—1(«).

Obdobné jednoduché vyuziti obecného modelu se nazyva pd-
rovy t-test. Je vhodny na ptipady, kdy testujeme dvojice ndhodnych
vektordt Wi = (W;1) a Wy = (W;2), o rozdilech jejichZz kompo-
nent ¥; = W;1 — W, vime, Ze maji rozd€leni N(g, 02). Potfebu-
jeme navic, aby byly veli¢iny Y; nezavislé (coZ nefika, Ze mus{
byt nezavislé jednotlivé dvojice W;; a Wja!). MiZeme si v kon-
textu naseho ilustraéniho piikladu z predstavit tieba hodno-
ceni dvou rlznych vyucujicich tymz studentem.

Testujeme hypotézu, Ze pro vsechna i je EW;; = E W;,. Je
zjevné, Ze Y = Wy — W, bude spliiovat Pouzivame tedy statistiku

Wi — W,
= 5 Jn.

Zminime jesté jeden jednoduchy priklad s vice parametry.
Pijde o klasicky pfipad regresni piimky.

Predpokladame, Ze veli¢iny Y;, i = 1, ..., n maji rozdélen{
N(Bo + B1xi, 02), kde x; jsou dané konstanty. Zkoumame tedy co
nejlepsi aproximaci

Yi =bo+ b1x;

a matice X pfislu$ného linedrniho modelu je

1 1 ... 1
T _
X _(x1 X2 ... xn)'

Dosazenim do obecnych vztahd snadno spo¢teme odhad

bo _ n X ! nl? _
bi) — \nx Yix Y xiYi)

n -1 1 n 2 - >
= 52 n Zi: Xy =X nY
- <;(XZ o ) ( _fl 1 ) (Z?zlxiyi)

Odtud uZ po drobné upravé vychazi

S i =X = Y)
> (i — X)?

a kone&né spotteme by = Y — b1 x. Z vypoétu je pritom vidét, Ze

by =

varb| = 02/ Z(x,- — )2)2.

i=1
Pro testovani hypotézy, zda stfedni hodnota veli¢iny Y neza-
visi na x, tj. Hy je tvaru f; = 0, miZzeme tedy pouZit statistiku

b n 1/2

1 _

TZ?(.El(xi_X)2> ~t,_o.
1=

Uplné obdobné vypada statistickd analyza vicendsobné re-
grese, kde mdme nékolik sad hodnot x;; a vyhodnocujeme statis-
tickou relevanci aproximace

Y =bo+bix1; + -+ brxy.

Jednotlivé statistiky T; zde umoZiuji t-test zdvislosti regrese na
jednotlivych parametrech. Softwarové balicky zpravidla uvadi také
parametr vyjadiujici, jak dobie jsou celkové hodnoty Y; aproximo-
véany. Rikdva se mu koeficient determinace

RSS

RP=1—- —————— .
Yio(Yi = Y)?
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kde r je pocet tfidicich intervalti (m&feni; v naSem piipadé r = 10),
n; je skuteCné naméfend Cetnost znaku ve zvoleném tiidicim inter-
valu (budeme pocitat mnoZzstvi Zlutych semen), p; ofekdvand Cet-
nost (podle pfedpoklddaného rozloZeni), v naSem piipadé p; = 0,75,
j = 1,...,10. Pokud by se vysledky pokusu skutecné fidily naS§im
modelem, pak by K ~ x%(r — 1 — p), kde p je pocet odhadovanych
parametrli v pfedpoklddaném rozlozeni pravdépodobnosti. V naSem
piipadé je to obzvlasté jednoduché, nebof na§ model Zadné neznamé
parametry neobsahuje, je tedy p = 0 (parametry se mohou vyskyt-
nout, pokud napiiklad pfedpokldddme, Ze rozloZeni pravdépodobnosti
v naSem pokusu bude normdlni, oviem s nezndmym rozptylem a
sttedni hodnotou; potom by p = 2). Bude tedy K ~ x2(9). Statistika
se doporucuje pouzivat, pokud je ocekdvand ¢etnost znaku v kazdém
z tfidicich intervald alespoii pét.
ZapiSme data do tabulky:

o —np )
Jo|nj| pi | npj %
1 125(10,75| 27 ]0,148148
2 132/0,75 | 29,25 | 0,258547
10 | 44 | 0,75 | 46,5 | 0,134409

Hodnota statistiky K pro dand data je
K =0,148148 + 0,258547 + - - - + 0,134409 = 1,797495.

Tato hodnota je mensi nez x§95(9) = 16,9, nulovou hypotézu na
hladin€ vyznamnosti 0,05 tedy nezamitime (nevylucujeme tedy, Ze

zndmy model dédi¢nosti skutené plati).

9.58. V praktickych situacich se velmi Casto setkavame s pro-
blémy, kdy jsou bud rozdéleni zdkladnich statis-
a . tickych soubort tpln¢ nezndmd nebo jsou v mo-
== 2 delu predpokladané chyby a odchylky s nenulovou
sttedni hodnotou a jinym neZ normalnim rozdélenim. V téchto si-
tuacich je vyuzZiti klasické frekvencni statistiky bud velmi obtizné
nebo zcela nemoZné.

Existuji ale pristupy, jak pracovat pfimo nad vybérovym sou-
borem a odvozovat statistiky bodovych ¢&i intervalovych odhadi
nebo pravdépodobnostni dsudky v obdobé k pfedchozim bodim,
vCetné vyCislovani standardnich chyb.

Jednim ze zasadnich prukopnickych €lankt v tomto sméru
bylajiz v roce 1981 publikovana stru¢nd prace Bradleyho Efrona ze
Stanfordu Nonparametric estimates of standard error: The jackk-
nife, the bootstrap and other methodsB. Klicové slova v tomto
¢lanku jsou: Balanced repeated replications; Bootstrap; Delta me-
thod; Half-sampling; Jackknife; Infinitesimal jackknife; Influence
function.

Nemdame tu prostor pro podrobné&jsi rozbor téchto technik,
které jsou zakladem neparametrickych metod v soucasnych softwa-
rovych statistickych ndstrojich. Pro ilustraci jen stru¢n€ zmitime po-
stup v metode€ bootstrap. Softwarovymi prostfedky v tomto piipadé
z daného vybérového souboru vytvaiime nové a nové vybérové sou-
bory stejného rozsahu (pfi¢emz skuteéné provadime vybér s vrace-
nim vybrané jednotky do zdkladniho souboru) a pro kazdy z nich
sledujeme potfebné statistiky (vybérovy primér, rozptyl apod.).
Po velkém poctu opakovani tohoto postupu tak ziskdme soubor,
ktery povaZujeme za relevantni pfibliZeni pravdépodobnostniho
rozloZeni zkoumané statistiky. Charakteristiky tohoto souboru po-
vazujeme za dobré pfibliZeni charakteristik zkoumané statistiky pri
bodovych ¢i intervalovych odhadech, analyze rozptylu apod.

4Biometrika (1981), 68, 3, pp. 589-99
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ReSent cviteni
921. 3. 2+2.1=14
9.41. Jednoduse @ = 3. Distribu¢n{ funkce ndhodné veliciny X je tedy Fx (1) = g3 prot € (0,2), pro
menii ¢ je tato funkce nulové, pro vétsi rovna 1. Oznaéme Z = X3 ndhodnou veli¢inu oznac¢ujici objem
krychle. Ten je v intervalu (0, 8), pro t € (0, 8) a distribu¢ni funkci Fz ndhodné veli¢iny Z tedy mliZzeme
psat Fz(t) = P[Z < 1] = P[X? < 1] = P[X < J1] = Fx(J/1) = %t, hustota pravdépodobnosti je pak
fz(® = % na intervalu (0, 8), jinak nula, jednd se tedy o rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na daném
intervalu, stfedni hodnota je tudiz 4.
955 EU=1-0,6+2-04=1,4 EU?>=0,44+4.04=22EV =0,340,64+12=2,1, EV2=03+
+1,243,6 =5,1, EUV) =2,8,var(U) = 2,2—1,4*> =2,2-1,96 = 0,24, var(V) = 5,1 — 4,41 = 0,69,

cov(UV) =2,8—1,4-2,1=—0,14, pyy = JJST% =0, 39.

9.56. EX = 1/3, var’> X = 4/45.
9.57.

px,y = —1L.

9.58. oy,v = —0,421.
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