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Pouzita literatura

Studijnf literatura, na které jsou postaveny tyto slajdy?:
1. L. Wasserman, All of Statistics—A Concise Course in Statistical Inference
2. S. Ross, A First Course in Probability
3. M. Mitzenmacher & E. Upfal, Probability and Computing
4. J. Slovak, M. Panak, M. Bulant & kolektiv, Matematika drsné a svizné

1Slajdy vytvoril Tomas Masopust. S jeho svolenim je upravil Miroslav Kolatik.
Obsah 2/ 220



Pravdépodobnost

» Pravdépodobnost je matematicky jazyk pro urceni nejistoty.

» Zavedeme zakladni koncepty teorie pravdépodobnosti.
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Obsa

Vybérové prostory a jevy
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Prostor elementarnich jevi

> Vybérovy prostor i prostor elementarnich jevi () je mnozina moznych vysledki
nahodného pokusu.

» Prvky w € Q) se nazyvaji elementarni jevy.

» Podmnoziny ) se nazyvaji (ndhodné) jevy.
Priklad 1.

» Nahodny pokus = hod dvakrat minci.
» Pak O = {00, OP, PO, PP},
kde ,,0" je orel a ,P* je panna.
» Jev, ze ,na prvni hod padne orel” je A= {00, OP}.
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Priklad 2.

» Necht w je vysledek méfeni néjaké fyzikalni veliciny, napriklad teploty,
pak QO =R = (—o0, +00).

» Zde () = IR neni pfesné, protoze teplota ma dolni hranici.
Obvykle neni na Skodu vzit vybérovy prostor vétsi nez je potreba.

> Jev ,teplota je v&tSi nez 10 a mensi nebo rovna 23" je A = (10, 23].
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Priklad 3.

Jestlize hazime minci do nekonecna, pak vybérovy prostor je nekonecna mnozina
0= {w = (wl,wg, .. ) | wj € {O, P}}
Necht E je jev ,prvni orel se objevi na tfeti hod". Pak

E={(w1,w2,w3,ws,...) | w1 =P,wr =P,ws=0,w; € {0, P} proi> 3}
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Operace s jevy

» Projev Aje A= {w e Q| w¢ A} jev, tzv. komplement jevu A.
Komplement () je prdzdnd mnoZina ().

» Sjednoceni jevii A a B je jev
AUB={weQ|we Anebow e B}.

Pro jevy A1, Az, ... je UiT A = {w € Q| Ji tak, ze w € A} jev.

» Prinik jevii A a B je jev
ANB={weQ|weAaweB}

AN B budeme téz zapisovat jako AB.

Pro jevy A1, As, ... je ﬂf;olo Ai ={w e Q| w € A; pro vechna i} jev.

Obsah
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» Rozdil jevi jejev A—B={w|weA w¢ B}.
> Jestlize kady prvek A je také v B, piSeme AC B ¢i B D A.
Pro vlastni podmnoziny se pouzivd znaceni AC B ¢ B D A.

> Jestlize A je kone¢nd mnozina, znadi |A| poclet prvki A.
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Pouzivané znaceni

(@) vybérovy prostor

w elementarni jev (bod nebo prvek)
A jev (podmnozina Q)

Ac komplement A

AUB sjednoceni

AN B nebo AB  prinik

A—-B mnozinovy rozdil

ACB mnozinova inkluze

0 nemozny jev

Q jisty jev
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Disjunktni jevy, rozklad

> Jevy A1, Ay, ... jsou disjunktni nebo vzdjemné neslucitelné, jestlize
AiN Aj =0

kdykoliv i # j.
» Napriklad jevy Ay =1[0,1),A> = [1,2), A3 = [2,3),... jsou disjunktni.

» Rozklad ) je posloupnost disjunktnich mnozin Aj, A, ... takovych, ze

UA,-:Q.
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Pravdépodobnost
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Definice 4.

Funkce IP pfitazujici redlné &islo IP(A) kazdému jevu A je pravdépodobnostni mira, jestlize

splnuje nasledujici t¥i axiomy:
Axiom 1: IP(A) > 0 pro kazdy jev A
Axiom 2: P(Q)) =1
Axiom 3: Jestlize A1, A, ... jsou , pak
+00
(U] - e

i=1

Pozn.: Axiom 3 zahrnuje i pFipad, kdy jsou skoro vsechna A; = ().
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Algebra jevil

v

Obecné neni mozné priradit pravdépodobnost viem podmnozindm ()
(pokud je Q) nespocetnd).
» Omezime se proto na mnozinu jevli nazyvanou o-algebra, tedy na tfidu A spliujici

» e A
> Jestlize Ay, Ap,... € A, pak U T A€ A
» Jestlize A € A, pak téz A° € A.

» MnoZiny v A se nazyvaji méfitelné a dvojice (Q,.A) je tzv. méfitelny prostor.
» Je-li P pravdépodobnostni mira na A, je trojice (Q, A, P) pravdépodobnostni prostor.

Pokud je ) redlna osa, vezmeme A jako nejmensi g-algebru, kterd obsahuje vSechny
oteviené podmnoziny, tzv. Borelovska o-algebra.
» My se pro jednoduchost omezime na pfipad, kdy oteviené mnoziny ,znamend"“ intervaly
redlnych Cisel.

v
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v

v

Existuje mnoho interpretaci pravdépodobnostni miry IP(A).

» Dvé zakladnfi jsou frekvence a stupen divéry.

Frekvence: IP(A) vyjadfuje pomér, kolikrat je A slpiieno pfi dlouhodobém opakovani

pokusu.

v

v

v

Obsah

» Napfiklad , pravdépodobnost, ze padne orel je 1/2" znamend, Ze s rostoucim poctem hodi
minci ,jde” pomér hozenych orli vzhledem ke vsem pokusim k 1/2.

> Nekonecné dlouha, nepredvidatelnad posloupnost hodd, jejiz mezni podil sméfuje ke
konstanté, je idealizaci, podobné jako pfedstava primky v geometrii.

Stuperi divéry: P(A) urluje pozorovatelovu intenzitu divéry, Ze A je splnéno.

V obou interpretacich vyzadujeme platnost Axiomi 1 az 3.
Rozdil mezi interpretacemi hraje roli az ve statistické inferenci:

» frekvencionisticka vs. Bayesovska skola.

15 / 220



Vlastnosti pravdépodobnosti

Z axiomi lze odvodit mnoho vlastnosti IP:

> P(0) =0

» 1= P(Q)=P(QUD) =43 P(Q) +P(D) =1+ (D)
AC B = P(A) < P(B)

» B=AU(B—A)=P(B)=P(A)+P(B—A) =1 P(A) <P(B)
0<PA)<1

» pouzije se predchozi tvrzeni pro A C Q)
P(A°) =1-1P(A)

» O=AUA=1=P(Q) =P(AUA®) =P(A) + P(A°)
ANB=0=P(AUB)=P(A)+P(B)

» z Axiomu 3 dosazenim A1 = A, Ao =B, A3 = A4 =--- = ().

v

v

v

v
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Vlastnosti IP

Lemma 5.
Pro libovolné jevy A a B je P(AUB) =IP(A) +P(B) —P(AB).

Diikaz.
AUB = (AB) U (AB) U (A°B) a uvedené jevy jsou disjunktni. Opakovanym pouzitim
Axiomu 3 dostavame

P(AUB) =TP((AB) U (AB) U (A°B))
=P(AB) + P(AB) + P(A°B)
= P(ABS) + P(AB) + P(A°B) + P(AB) — P(AB)
= P((AB°) U(AB)) +P((A°B) U (AB)) — IP(AB)
— P(A) +P(B) — P(AB).

O
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Priklad 6.

» Uvazme dva hody minci.

» Oznacme H; jev ,orel padne v prvnim hodu® a H> jev ,orel padne ve druhém hodu".

» Jsou-li vSechny vysledky stejné pravdépodobné, pak

IP(Hl U HQ) = IP(Hl) +]P(H2) = ]P(H]_H2)
1 1

Obsah
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Konecny vybérovy prostor
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Konecéné vybérové prostory

> Je-li Q ={w1,...,wn}, je Q konetny a |Q = n.

» Napfriklad pro ,hod dvakrat kostkou" je |Q}] =36, kde Q = {(i,j) | i,j € {1,...,6}}.
» Pokud je kazdy vysledek stejné pravdépodobny, je

Al
P(A) = —,
kde |A| je poclet prvki jevu A.
» Napfiklad pravdépodobnost, Ze padne soucet 11 je %, protoze existuji dva vysledky se sumou
11.

> Které?
> Jaka je pravdépodobnost, Ze padne soucet 127
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Pravdépodobnost na kone¢ném vybérovém prostoru

» Pokud je ) konec¢ny a kazdy jeho elementarni jev je stejné pravdépodobny, pak

_ Al

P(A) = 0l

je rovnomérna (uniformni) pravdépodobnostni mira.

» K urceni pravdépodobnosti tedy potfebujeme znat pocet elementarnich jevi priznivych
jevu A. K tomu slouzi kombinatorické metody.
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Zakladni princip pocitani
Véta 7 (Zakladni princip pocitani (pravidlo soucinu)).

Méjme dva experimenty. Pokud ma prvni experiment m moznych vysledkd a pro kazdy
vysledek existuje n moznych vysledki druhého experimentu, pak pocet moznych vysledki obou

experimentii spole¢né je mn.
Dikaz.

Vycisleme vsechny mozné vysledky obou experimenti:

(m,1),(m,2),...,(m, n)
kde (i, /) zna&i i-ty mozny vysledek prvniho experimentu a j-ty mozny vysledek druhého.
Mnozina vSech moznych vysledkil tedy sestava z m radki, kde kazdy ma n prvkd. O
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Priklad 8.

> Méjme skupinu 10 Zen, kde kazda zena ma 3 déti.

» Pokud bychom méli zvolit jednu Zenu a jedno jeji dité za matku a dité roku, kolik
moznosti mame?

> Reseni:

» Prvni experiment je volba Zeny, druhy experiment je volba jednoho z jejich déti.

» Zakladni princip poditani (pravidlo souéinu) dava 10 -3 = 30 moznosti.
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Zobecnéni zakladniho principu pocitani

Véta 9 (Zobecnény zakladni princip pocitani (zobecnéné pravidlo soucinu)).

Jestlize mame provést r experimentii, kde prvni ma ny moznych vysledki a pro kazdy
z moznych vysledki ma druhy no moZnych vysledkii a pro kaZdy z moznych vysledki prvnich

dvou experimenti ma treti experiment n3 moznych vysledki atd., pak celkovy poclet mozZnych
vysledkii téchto r experimentii je
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Priklad 10.

» Stredoskolskd komise se skldda ze

» Volime 4 zastupitele tak, aby z kazdého roéniku byl pfitomen jeden ¢len komise.

» Kolik riiznych zastupitelstev miizeme sestavit?

» ReSeni: 3-4-5-2 = 120.

Obsah

>

v vy

3 prvakad

4 druhakai
5 tretakd a
2 Ctvrtaka.
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Priklad 11.

» Kolik riznych 7-mistnych SPZ Ize sestavit, jestlize prvni 3 mista jsou pismena anglické
abecedy a dalsi 4 jsou cisla?
» Reseni: 26-26-26-10-10-10-10 = 175760 000.

Priklad 12.

» Kolik SPZ by bylo mozno sestavit, pokud se pismena ani ¢isla nesmi opakovat?
> Reseni: 26-25-24-10-9-8 -7 = 78624 000.
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S vyuzitim pravidla soudinu Ize odvodit Fadu ¢asto pouzivanych vzorcil. Pat¥i k nim:
» Permutace
» Permutace néjakych prvki je jejich sefazeni.
» Permutace s opakovanim
» Sefazujeme-li objekty z nichZz nékteré jsou stejné, provadime tzv. permutace s opakovanim.
» Variace — vybér, u kterého zalezi na poradi vybiranych prvki.
» Variace s opakovanim — vybér, ve kterém zalezi na poradi vybiranych prvki a ve kterém
se prvky mohou opakovat.
» Kombinace — vybér, u kterého nezalezi na poradi vybiranych prvki.

» Kombinace s opakovanim — vybér, ve kterém nezalezi na poradi prvki a ve kterém se
prvky mohou opakovat.
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Permutace
» Kolik je riiznych usporadani tii pismen a, b, c?
» Primym vypocltem dostaneme 6: abc, acb, bac, bca, cab a cba.
» KaZzdé z téchto 6 usporadani je permutace.
» Zakladni princip pocitani dava, ze prvni prvek permutace mize byt libovolny ze 3, druhy
libovolny ze 2 a tFeti ten jeden zbyvajici
» Tedy madme 3-2-1 = 6 moznych permutaci.

Definice 13 (Permutace).

Mé&jme n rliznych prvkd, pak existuje
n-(n—-1)-(n—2)---3-2-1=n!

riiznych permutaci téchto n prvkd.

» Zatimco n! (,,n faktoridl") je definovan jako 1-2---n pro celé n > 1, je vhodné
dodefinovat 0! = 1.
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Priklad 14.

> Kolik moznych usporadani existuje v baseballovém tymu 9 hraca?
» ReSeni: 9! = 362880 usporadani.

Priklad 15.

> Ustni zkousku sklada 6 muzi a 4 Zeny.
(a) V kolika riznych pofadich mohou postupné na zkousku pfijit?

(b) Kolik riznych pofadi existuje, pokud jdou na zkousku nejprve muzi a poté Zeny?

> Reseni:
(a) 10 lidi Ize usporadat 10! = 3628 800 zpiisoby.

(b) Jelikoz 6 muzii Ize usporadat 6! zpisoby a 4 Zeny 4! zpisoby, zékladni princip poéitani
dava celkem (6!)(4!) = (720)(24) = 17280 moznych pofadi.
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Priklad 16.

» Pani Novakova ma 10 knih, které chce dat do jedné police knihovny. Z toho jsou

4 o matematice

3 o chemii

2 o historii a

1 jazykova ucebnice.

v v vV Y

» Pani Novakova chce knihy usporadat tak, aby stejné obory byly pohromadé.

» Kolika zplisoby mize knihy usporadat?

» Reseni:

» Pani Novakova ma 4!312!1! moznosti, pficemz knihy o matematice jsou prvni a nasleduji
knihy o chemii, o historii a nakonec jazykova ucebnice.

» Cty¥i témata knih Ize usporadat 4! zpiisoby.

> Proto ma pani Novékové celkem 4!(4!312!1!) = 6912 moznosti.
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Priklad 17.

» Kolik riznych presmycek slov PEPPER Ize sestavit?

» Existuje 6! permutaci pismen P;E1P>P3E>R, pokud jsou ta tfi pismenka P a dvé E od
sebe navzajem rozlisitelna.
» Uvazme libovolnou z téchto permutaci, napf. P1P>E1 P3ExR.
» Pokud prohazujeme P-cka mezi sebou a E-Cka mezi sebou, vysledek je stale PPEPER.
» Tedy 3!2! permutaci jsou tvaru PPEPER:
P1P2E1P3E>R P3P1E1P2EsR PyP1ExP3ELR
P,P1E1P3EsR P1PyEy P3ELR P3P1ExPoE1R
PP3E1 P1EsR P1P3Ex PrELR P3PyExP1E1R

6!
> Celkem tedy mame 301 = 60 rliznych presmycek pismen slova PEPPER.

Obsah 31/ 220



Permutace s opakovanim

Pocet permutaci n prvki, kde prvni prvek se vyskytuje ki-krat, druhy ko-krat, az n-ty k,-krat je

n!
kilko! - kp!'

pricemz ki + ko + ...+ k, = n.

Priklad 18.

» Kolik riznych signall Ize vytvorit ze 4 bilych, 3 Cervenych a 2 modrych vlajek, jestlize se
kazdy symbol sklada z 9 vlajek zavéSenych vedle sebe a vime, Ze vlajky stejné barvy jsou
identické.

a3~ 1200

» Reseni:
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Kombinace

» Casto nas zajima pocet riiznych skupin (podmnozin) r prvkii z n.

» Napf. kolik rGiznych skupin 3 prvki lze vybrat z prvkd A, B, C, D, E?

» 5 zplsobl jak vybrat prvni, 4 jak vybrat druhy a 3 jak vybrat posledni, proto 5 - 4 - 3 zpiisobi,
ale. ..

» kazda skupina 3 prvkd (napt. A, B, C) bude poditana 6-krat (pocitdme vSechny permutace
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB a CBA).

» Celkovy pocet skupin je tedy

5-4.3

3.2.1:10.

» Obecné mdme n(n—1)---(n—r+ 1) rlznych zpisobd, jak vybrat r-prvkd z n prvka,
kde zalezi na poradi prvki, a kazda r-tice je poCitana r!-krat, tedy mame

n(n—1)---(n—r+1) n!

r! ri(n—r)!

r-prvkovych podmnozin z n prvki.
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Definice 19.

Definujeme Cislo (7) pro r < n jako

O

a budeme jej nazyvat kombinacni ¢islo a Cist jej ,,n nad r".

N—
!
Sk
!
!

> Z definice 0! = 1 dostaneme, Ze (]) = (g

> Pro r > n nebo r < 0 dodefinujeme () = 0.
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Priklad 20.

> Z 20 lidi ma byt vytvorena tficlenna komise. Kolik rliznych komisi lze vytvorit?
. 20
» ResSeni: <3) = 1140.

Priklad 21.

> Z 5 Zen a 7 muzl mame vytvorit komisi 2 zen a 3 muzi. Kolik mame moznosti?

» Reseni: Mame (g) moznosti jak vybrat 2 Zeny z 5 a (g) moznosti jak vybrat 3 muze ze 7.
To je celkem (3)(%) = 350 moznosti.

» Co kdyz se 2 muzi nemaji radi a odmitaji byt spolu v komisi?
» Reseni: Pocet skupin t¥ muzi, kde jsou oba, ktefi se nemaji radi, je (g) (?) =5, a proto
méme celkem ((£) —5)(3) = 30 10 = 300 moznosti.
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Priklad 22.

» Méjme n antén, z nichZ je m vadnych a n — m funkcnich. Antény jsou nerozlisitelné.
Kolika zplisoby je miZeme usporadat tak, aby zadné dvé vadné nebyly vedle sebe?
» Predstavme si, ze n — m funk<nich antén jsou sefazeny vedle sebe.
» Pokud z&dné dvé vadné nemaji byt vedle sebe, obsahuje kazdé misto mezi dvémi funkénimi

anténami nejvyse jednu vadnou (vcetné krajnich mist).
» Tedy mame n— m+ 1 pozic mezi n — m funkénimi anténami, kam umistit m vadnych antén.

> To dava (""™*1) moznych usporadant.
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» Pro 1 < r < n je uzitecna nasledujici kombinatoricka identita:
n n—1 n—1
_ ] 1
()= (=) 07) 2
Dikaz.

> Méjme n prvki a fixujme jeden z nich, feknéme x.

» Dostaneme (’r’:i) skupin r prvkil obsahujici x a ("71) skupin r prvkii neobsahujici x.
» Bylo zde pouZzito pravidlo souctu: Lze-li tdkol M provést m zplisoby a Ize-li tkol N provést
n zpusoby, pfi¢emz zadny z m zpisobi provedeni tkolu M neni totozny s zddnym z n

zplsobl provedeni tkolu N, pak provést kol M nebo kol N Ize m+ n zpisoby.
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Véta 23 (Binomicka véta).

Pro kazdé prirozené Cislo n a libovolna realna Cisla a, b plati:

=3 ()i @)

k=0

Priklad 24.

> Rozvifite (x + y)3.

> Re3eni: (x +Y)3 = (8)X3y0 + (‘;’)X2y1 = (g) z ( )x 0 3=x34 3x2y + 3xy2 —I—y3.
Priklad 25.

» Kolik podmnozin ma n prvkovad mnozina?

> ReSeni: k-prvkovych podmnozin je (7), proto viech je >-7_ (7) = (1+1)" =2".
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Prehled vzorcl pro permutace, variace a kombinace

Usporadany vybér

n!
., Variace bez opakovani
Bez opakovani P (n—k)!
Permutace bez opakovani n!
, . Variace s opakovanim nk
S opakovanim nl
Permutace s opakovanim -
n1' ng! nk'
Neusporadany vybér
- . ‘ n
Bez opakovani Kombinace bez opakovani B
- . - n+k—1 n+k—1
S opakovanim  Kombinace s opakovanim ( P ) = ( 1
n —
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Nezavislé jevy

» Pokud dvakrat hodime férovou minci, pravdépodobnost dvou orli bude %

» Pravdépodobnosti ndsobime, protoze hody povazujeme za nezavislé.
Definice 26 (Nezavislé jevy).
Jevy A a B jsou nezivislé, jestlize
P(ANB) =P(A)P(B).
Mnozina jevil {A; | i € I} je nezavisla, pokud
P (ﬂ A,-> =8 J %)
iel iel

pro kazdou kone¢nou podmnozinu J C /.

Obsah

1
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Nezavislost vznika ve dvou pripadech:

1. Predpokladame, Ze jevy jsou nezdvislé
» napriklad pfi hodu mince dvakrat po sobé Casto predpokladame, Ze hody jsou nezavislé, coz
odrazi fakt, Ze mince nema pamét na prvni hod.

2. Nezavislost odvodime (ovéfenim P(AB) = IP(A)IP(B))
» napfiklad pfi hodu férovou kostkou pro A = {2,4,6} a B = {1,2,3,4}
je ANB ={2,4} aP(AB) =2/6 = P(A)P(B) = (1/2) - (2/3),
tedy A a B jsou nezavislé.
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v

v

v

Ptredpokladejme, ze A a B jsou disjunktni jevy s nenulovou pravdépodobnosti.

Mohou byt nezavislé?

Ne, protoze P(A)IP(B) > 0, ale P(AB) =P(0)) =0,
» odkud P(AB) # P(A)P(B).

AZ na tento specialni ptipad neexistuje zplisob, jak zjistit nezavislost pouze z Vennova
diagramu.
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Priklad 27.

» Hazime férovou minci 10 krat.

» Oznacme jako A jev, Ze ,padnul alespori jednou orel” a jako T; jev, ze ,orel nepadnul
v j-tém hodu"”. Pak

P(A) =1-1P(A°)
=1—1(,zadny orel")
=1-P(T1T2--- T1o)
= 1—]P( 1)IP ( 2) -+ P(Tio) (z nezavislosti)
—(1/2)1° ~ 0, 999.
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Shrnuti

» Jevy A a B jsou nezavislé, pravé kdyz IP(AB) = IP(A)IP(B).
> Nezavislost se nékdy predpoklada, nékdy odvozuje.

» Disjunktni jevy s nenulovou pravdépodobnosti nejsou nezavislé.
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Podminéna pravdépodobnost

Definice 28.
Jestlize IP(B) > 0, pak podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B je

P(AN B)

IP(A|B) = (5

» IP(A|B) vyjadfuje, kolikrat nastal jev A mezi jevy, kde nastal jev B.
» Pro pevné B s IP(B) > 0 je IP(-|B) pravdépodobnost (spliiuje axiomy)
» P(A|B) >0
» P(QB)=1a
> pokud jsou A1, Ay, ... disjunktni, tak P25 Ai|B) = 31257 P(Ai|B).
» Obecné neplati P(A|BU C) = IP(A|B) + IP(A|C).
» Obecné neplati IP(A|B) = IP(BJ|A), naptiklad pravdépodobnost vyrazky u spalnicek je 1,
ale pravdépodobnost spalnicek pfi vyrazce neni 1.
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Ptiklad 29 (Testovani).

Test na nemoc n dava vysledky + (pozitivni) a — (negativni).
Otestovani 1000 vzorkd (10 s virem, 990 bez viru) dopadlo nasledovné:

c

n n
+ 0,009 0,099
— 0,001 0,891

Z definice podminéné pravdépodobnosti mame

0,891

P(+nn) 0,009 - -
~0,009+0,801

P = = =
(+In) = =Py~ = 0,000 + 0,001

0,9.

0,9 a P(—|n°

Nemocny ma pozitivni test (senzitivita) v 90 % a zdravy ma negativni test (specificita) v 90 %.
Kdyz si necham udélat test a ten bude pozitivni, jaka je pravdépodobnost, ze jsem nemocny?

P(nn+) 0,009 .
P — = [ 0,083 8,3 y
("+) = =5~ = 5,000 1 0,009 asi 8,3 %
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Lemma 30.

1. Jestlize A a B jsou nezavislé jevy, pak P(A|B) = P(A).

2. Pro libovolnou dvojici jevi A a B je

P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Diikaz.

P¥imo z definice.

> Jina interpretace nezavislosti tedy je, Ze znalost B neméni pravdépodobnost A.
» Rovnost IP(AB) = IP(A)P(BJA) je uzitedna, budeme ji dale vyuZivat.
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Priklad 31.

> Bez opakovani vybereme z balicku 52 unikatnich karet dvé karty.
> Necht A je jev, Ze prvni karta je kfizové eso.
> Necht B je jev, ze druha karta je karova dama.

> Pak P(AB) = P(A)P(B|A) = (1/52) - (1/51).
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Shrnuti

P(AB)
P(B)
IP(-|B) splfiuje axiomy pravdépodobnosti pro fixni B.

v

Jestlize P(B) > 0, pak P(A|B) =

Obecné P(A|-) nespliiuje axiomy pravdépodobnosti pro fixni A.
Obecn& P(A|B) # P(B|A).
A a B jsou nezavislé, pravé kdyz IP(A|B) = P(A).

vV v v v
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Bayesova véta
Bayesova véta je zdkladem expertnich systémi a Bayesovskych siti.

Véta 32 (Véta o aplné pravdépodobnosti).

Necht As, ..., Ak je rozklad ). Pak pro libovolny jev B plati
k
P(B) = > P(B|A)P(A).
i=1
Diikaz.

Definujme C; = BN A;, pak Cy, ..., Ck jsou disjunktni a B = Ujle G, tedy

k k k

Y P(BNA) =D P(BIA)P(A),

j=1 Jj=1

=
&
I
™
=
<
!

=i

projoze IP(BN A;) = IP(B|A;)IP(A;) z definice podminéné pravdépodobnosti. O
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Véta 33 (Bayesova véta).

Necht Ay, ..., A je rozklad Q) takovy, Ze IP(A;) > 0 pro vsechna i. Jestlize P(B) > 0, pak
pro kazdé i =1, ..., k plati

__ P(BJA)P(A)
S P(BIA))P(A)

IP(Ai|B)

Dikaz.
Z dvojiho pouziti definice podminéné pravdépodobnosti a véty o Gplné pravdépodobnosti mame
P(A|B) = P(A;B) P(B|A)P(A)  P(BA)P(A)
P(B) IP(B) Sk P(BJA))P(A)
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Priklad 34.

> Rozdélime emaily do tfi kategorii:
» A; = ,spam”
» A = ,nedilezité" a
» Az = ,dilezité".
Ze zkuSenosti vime, ze P(A;) = 0,7, P(A2) = 0,2 aP(A3) =0,1.
» Zajisté plati, ze 0,7+0,2+0,1 = 1.
Necht B je jev, Ze email obsahuje slovo ,free".
» Ze zkuSenosti vime, ze P(B|A1) = 0,9, IP(B|A2) = 0,01, IP(B|As3) = 0, 01.
> Vsimnéme si, ze 0,9+ 0,01+ 0,01 # 1.

v

v

v

Pokud obdrzime email se slovem ,free”, jaka je pravdépodobnost, ze jde o spam?

» Bayesova véta dava

0,9-0,7

P(A1]B) = (0,9-0,7)+(0,01-0,2) + (0,01-0,1)

~ 0, 995.
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Nahodna velic¢ina

» Statistika a data mining se zabyvaji daty.
» Jak spojit vybérové prostory a jevy s daty?
» Pomoci konceptu ndhodné veliciny.

Definice 35.

Nahodna veli¢ina je funkce X: Q) — IR, kterd pFirazuje redlné &islo X(w) kazdému vysledku
w e Q.

» Pravdépodobnostni mira IP je definovana na o-algebfe A prostoru ().
» Nahodna veli¢ina X je méfitelna funkce X: ) — RR.

» MéFitelnd znamend, Ze pro kazdé x je mnozina {w € O | X(w) < x} jev, tedy
{w] X(w) < x} € A
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Poznamka 36.

Ackoli budeme pracovat pfimo s ndhodnymi veli¢inami bez uvadéni vybérového prostoru, je
tfeba si uvédomit, Ze vybérovy prostor tam nékde vZdy je!

Priklad 37.

UvaZujme hod minci desetkrat po sobé&. Necht X (w) je pocet orli v posloupnosti w, naptiklad
pro w = OOPOOPOOPP je X(w) = 6.

Priklad 38.

Necht QO = {(x,y) € Rx R | x4+ y < 1}. Nadhodné zvolme bod z Q). Typicky vysledek je
tvaru w = (x, y). P¥iklady ndhodnych veli¢in:

» X(w) = x
> Y(w) =y
> Z(w) =x+y

- W(w) = 2T y2.
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Pro danou nahodnou veli¢inu X a podmnozinu A realné osy definujeme
X HA) ={we|X(w) e A}

a dale
P(XcA) =P(X1A) =P({wec Q| Xw)eAl)

P(X =x)=P(X}(x)) =P{w e Q| X(w) = x}).

m

Vsimnéme si, ze X znadi ndhodnou veli¢inu a x znaéi konkrétni hodnotu X.

Obsah
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Priklad 39.

Hodime minci dvakrat po sobé. Necht X je pocet orll. Pak
» P(X=0)=P({PP}) =1/4
» P(X=1)=P({OP,PO}) =1/2
» P(X =2)=P({00}) =1/4.

Nahodnou veli¢inu a jeji distribuci lze zapsat tabulkou

w PHw}) X(w)

x P(X =x)
PP 1/4 0
PO 1/4 1 0 1?‘2‘
OP  1/4 1 :
00 1/4 2

Obsah
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Distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce

Definice 40.

(Kumulativni) distribuéni funkce je funkce Fx: R — [0, 1] definovana jako

Fx(x) =P(X < x).

Distribu¢ni funkce obsahuje veskerou informaci o ndhodné velic¢iné.

Obcas piSeme distribu¢ni funkce jako F misto Fx.

Obsah
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Priklad 41.

Hod férovou minci dvakrat, X je poéet orli. Pak P(X =0) =P(X =2) =1/4 a
IP(X = 1) = 1/2. Distribuénf funkce je

0 pro x <0
1/4 pro0<x<1
Fx(x) =
3/4 prol <x<?2
1 pro 2 < x.
Fx(x)
1 S —

.50 1

125 G——O

t +
0 1 2 kg

Dikladné prostudujte, distribuéni funkce mohou byt komplikované. Funkce je zprava spojita,

neklesajici a definovand pro vSechna x. Pro¢ je Fx(1,4) = 0,757
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Distribucni funkce plné urluje rozlozeni ndhodné veliciny.

Véta 42.

Necht X ma distribuéni funkci F a Y ma distribuéni funkci G. Jestlize

pro vSechna x, pak

pro véechna A.2

2pPtesnji mame, ze P(X € A) = P(Y € A) pro kazdy méitelny jev A.
Obsah 64 / 220



Véta 43.

Funkce F: R — [0, 1] je distribucni funkce pro néjakou pravdépodobnostni miru P, pravé kdyz
F splriuje nasledujici tfi podminky:

1. F je neklesajici: x1 < xp implikuje, Ze F(x1) < F(x2)
2. F je normalizovand: limy_,_oo F(x) =0 alimy_, 400 F(x) =1
3. F je zprava spojita:  F(x) = F(x™) pro vSechna x, kde F(x*) = lim F(y).
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Diskrétni nahodna veli¢ina
Definice 44.

Nihodna veli¢ina X je diskrétni, jestlize nabyva spocetné mnoho hodnot {xi, x2, .. .}.
Definujme pravdépodobnostni funkci pro X jako

Pak fx(x) > 0 pro véechna x e R a ), fx(x;) = 1.
Nékdy piseme f misto fx.

Distribu¢ni funkce X souvisi s pravdépodobnostni funkci fx nasledovné:

Fx(x) =P(X < x) Z fx(x;)

X <x
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Ptiklad 45.

Hod férovou minci dvakrat, X je pocet orli. Pak P(X = 0)

IP(X = 1) = 1/2. Pravdépodobnostni funkce je

2)=1/4a

1/4 prox=0
1/2 rox =1
fx(x) = i
1/4 prox =2
0 jinak.
Ix(x)
1
.75
5D *
.25 T
0 1 )

Obsah
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Vybrané diskrétni nahodné veliciny

» X ~ F znadi, ze X ma rozdéleni F.

» X ~ F tedy ¢teme jako ,, X ma rozdéleni F", nikoli , X je priblizné F*".
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Bodové rozdéleni

X ma bodové rozdéleni v a, X ~ §,, jestlize P(X = a) =1, priCemz

Fx) = 0 prox<a
1 prox > a.

Pravdépodobnostni funkce je f(x) =1 pro x = a a 0 jinak.
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Diskrétni rovhomérné rozdéleni

Necht k > 1 a necht X ma pravdépodobnostni funkci

1 _
F(x) = % prox=1,...,k
0 jinak.

Pak X ma rovnomérné (uniformni) rozdéleni na {1, ..., k}.

Jak vypada distribucni funkce?
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Bernoulliho rozdéleni

Necht X predstavuje hod minci. Pak

pro p € [0, 1].
Rekneme, ze X ma Bernoulliho rozdéleni, X ~ Bernoulli(p).
Pravdépodobnostni funkce je

f(x) = p*(1—p)' pro x € {0,1}.
Jak vypada distribu¢ni funkce?
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Binomické rozdéleni

Mé&jme minci na niz pada orel s pravdépodobnosti p pro néjaké 0 < p < 1. Hazime n krat a X

je pocet hodi, kdy padl orel. Predpokladejme, Ze hody jsou nezavislé. Pak pravdépodobnostni
funkce je

Takové ndhodna veli¢ina (NV) se nazyva binomicka, X ~ Binomial(n, p).

Jestlize X; ~ Binomial(ny, p) a Xo ~ Binomial(ny, p), pak X1 + Xo ~ Binomial(ny + na, p).

Jak vypada distribu¢ni funkce si ukdzeme na néasledujicim prikladu.

Obsah 73 / 220



Priklad 46.

Hazime pétkrat férovou minci a predpokladame, ze hody jsou nezavislé. Jaka je
pravdépodobnostni funkce poétu padlych orlid? (Jak vypada odpovidajici distribuéni funkce?)
Necht X je NV vyjadfujici pocet tspéchil, tj. pocet padlych orli. Pak X ma binomické
rozdéleni s parametry n=5ap=1/2:

== (3" (2)'-3
r=-() (' (2) -2
ror=3-() (' (2) -2
=9 -() (3" (2) -2
r=0-() (' (2) -2
== (3 ()~
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Priklad 47.

Jisty vyrobce vyrabi produkt, o némz je zndmo, ze je Spatny s pravdépodobnosti 0,01,
nezavisle na ostatnich. Tento produkt vyrobce prodava v baleni po 10 kusech a nabizi vyménu
baleni, pokud je vice nez jeden produkt Spatny. Jaké mnozstvi prodanych baleni by mélo byt
vyrobcem vyménéno?

Reseni: Pokud X znaé&i pocet $patnych produktd, pak X je binomicka NV s parametry
(10;0,01). Pravdépodobnost, Ze baleni bude obsahovat alespori dva $patné produkty je tedy

1-(P(X=0)+P(X=1))=1- (100> (0,01)°(0,99)%° — <110> (0,01)1(0,99)° ~ 0, 004.

Vyrobce tedy ocekdva opravnéni na vyménu u 0,4 procenta baleni.
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Poznamka

v

X je ndhodna velic¢ina a x je konkrétni hodnota ndhodné veliciny.

v

n a p jsou parametry, néjaka fixni readlna Cisla.

v

Parametr p je obvykle nezndmy a musi byt odhadnut z dat (tfeba na zdkladé statistické
inference).

v

V mnoha statistickych modelech jsou NV a parametry — nezaménovat!

Obsah 76 / 220



Poissonovo rozdéleni

NV X méa Poissonovo rozdéleni s parametrem A\, X ~ Poisson()), jestlize

X

A
f(x) =P(X =x) = e_)‘;, kde x > 0.

Plati
+00 +o00 2\
- “AA
Zf(x)—e )‘Zg—e et =1
x=0 x=0

Poznamka 48.

Poissonovo rozdéleni se ¢asto pouziva jako model pro pocitani vyjimecnych jevii (radioaktivni
rozklad, dopravni nehody, atd.).

Jestlize X; ~ Poisson(A1) a Xa ~ Poisson()\;), pak X1 + Xa ~ Poisson(A1 + \2).
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Aproximace binomického rozdélenf

Poissonovo rozdéleni ma mnoho aplikaci — Ize jej pouzit jako aproximaci binomického rozdéleni
s parametry (n, p), kde n je velké a p je dostatené malé, aby np bylo pfiméfené.

Necht X je binomickd NV s parametry (n, p) a A = np. Pak

X == g oo = 2 (5) (-3)
_ n(n—1)---(n—i4+1DXN(1=X/n)"
niil(L1—A/n) :

Pro velké n a pfrimérené X dostavame

<1—)\>n%e_’\, n(n_l)"..(n_i+1)%1, <1—)\>i%1,

n n'
odkud )
P(X = i)~ e

Obsah 78 / 220



Priklady pouziti

Pokud provedeme n nezavislych pokusil, kazdy s pravdépodobnosti Gspéchu p, a pokud n je
velké a p dostatecné malé, aby np bylo primérené, tak pocet vyskytl Uspéchli je priblizné
Poissonova NV s parametrem \ = np.

Hodnota X se obvykle zjisti empiricky.

Priklady NV, které maji Poissonovo rozdéleni:

» Pocet preklepli na strance knihy.

v

Pocet lidi v komunité, ktefi se doziji 100 let.

v

Pocet Spatné zadanych telefonnich Cisel denné.
Pocet balikd psich sucharl prodanych v daném obchodé za den.
Pocet zdkazniki, ktefi prijdou dany den na postu.

v vV

Pocet a-Castic uvolnénych z radioaktivniho materidlu béhem fixniho ¢asového obdobi.
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Priklad 49.

Necht pocet typografickych chyb na jedné strance knihy ma Poissonovo rozdéleni
s parametrem A = 1/2. Urlete pravdépodobnost, Ze na dané strance je chyba.

Reseni: Necht X znadi polet chyb na dané strance. Pak mame

P(X>1)=1-P(X=0)=1-e12x0,393.
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Priklad 50.

Necht pravdépodobnost, ze produkt vyrobeny jistym strojem bude vadny je 0,1. Urlete
pravdépodobnost toho, Ze vzorek 10 produktid bude obsahovat nejvyse jeden vadny.

Reseni: Hledan4 pravdépodobnost je

1 10
<00> (0,1)°(0,9)1° + ( ) ) (0,1)1(0,9)° = 0,7365.
Pro srovnani, aproximace pomoci Poissonova rozdéleni dava hodnotu

e lteln 0, 7358.
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Poznamka

» NV jsou funkce z () do IR, ale v rozdélenich nezminujeme vybérovy prostor ().
» Ten tam vzdy je a Ize ho zkonstruovat.

» Zkonstruujme vybérovy prostor napiiklad pro Bernoulliho NV.
» Necht Q) = [0, 1] a definujme IP([a,b]) =b—apro0<a<b<1l
» Fixujme p € [0, 1] a definujme

X () 1 prow<p
w) =
0 prow>p.

» Pak P(X =1) =P(w < p) =P([0,p]) =paP(X=0)=1-p.
» Tedy X ~ Bernoulli(p).
» Podobné Ize postupovat pro vsechna definovana rozdéleni.

» V praxi bereme NV jako ndhodna Cisla, ale forméalné jde o funkce na néjakém vybérovém
prostoru.
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Spojitd ndhodna veli¢ina

Definice 51.

Nahodna veli¢ina X je spojita, jestlize existuje funkce fx takova, ze
1. fx(x) > 0 pro vSechna x
2. [T f(x)dx =1
3. pro kazdé a < b plati

b
P(a< X < b) = / fie(x) dx.
a
Funkce fx se nazyva hustota. Plati

FX(x):/X fx(t) dt

—00

a fx(x) = Fx(x) ve vdech bodech x, ve kterych je Fx diferencovatelna.
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Priklad 52.
Necht X ma hustotu

fx(X) =

1 pro0<x<1
0 jinak.

Pak fx(x) >0 a [ fx(x) dx = 1. NV s touto hustotou ma uniformni (rovnomérné) rozdéleni
na intervalu (0,1), tj. ndhodny vybér bodu mezi 0 a 1. Distribuéni funkce je pak déna jako

0 prox<O
Fx(x)=<x pro0<x<1
1 prox>1.

|
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Priklad 53.
Necht X ma hustotu

Fx(x) = —L jinak.

{0 pro x < 0
(14x)?

Jelikoz [ fx(x) dx =1, jde skute¢né o hustotu.
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Pozor!

» Pokud je X spojita, tak IP(X = x) = 0 pro kazdé x!
» Neuvazujte tedy o f(x) jako o IP(X = x), to plati pouze pro diskrétni NV.
» Pravdépodobnosti ziskame z hustoty integraci.

» Hustota mize byt vétsi nez 1 (narozdil od pravdépodobnosti).
» Naptiklad pro

f(x) =

5 proxel0,1/5]
0 jinak.

je f(x) >0a [f(x)dx =1, tudiz jde o hustotu, atkoli f(x) = 5.

» Hustota miZe byt i neomezena.
» Napriklad pro
f(X):{(2/3)X1/3 pro0 < x <1
0 jinak.
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Priklad 54.

Necht
0 pro x < 0
f(x) = { : .
< Jinak.
Pak nejde o hustotu, protoze [ f(x)dx = [7* 7% = In 00 = +-o00.
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Lemma 55.
Necht F je distribucni funkce nahodné veliciny X. Pak
L. P(X=x)=F(x) = F(x7), kde F(x™) = lim,_,,— F(y)
2.P(x<X<y)=F(y)—F(x)
3. P(X>x)=1-F(x)
4. Pokud je X spojita, tak

F(b)—F(a)=Pa<X<b)=Pla<X<b

=Pla<X<b)=Pa< X<b).

~—
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Rovhomérné rozdéleni

NV X mé rovnomérnd rozdéleni na intervalu (a, b), X ~ Uniform(a, b), jestlize je pro a < b

F(x) = {13 pro x € [a, b]

b
0 jinak.

Distribu¢ni funkce ma tvar

0 pro x < a
F(x) =452 proxe[ab]
1 pro x > b.
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Priklad
Priklad 56.

» X <3
» X > 6
» 3 < X <8.

Necht X je NV s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 10). Urlete pravdépodobnost, ze

Reseni:

P(X < 3) /31d >
= —aXxX = —
o 10 10

10
1 4
/ TOdX— E

P(3< X <8)= /dx—

P(X > 6)
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Normalni (Gaussovo) rozdéleni

NV X ma normalni (Gaussovo) rozdéleni s parametry u a o, X ~ N(p, 02), jestlize

1 (x=p)?
f X) = e_ 202
( ) oV 2

kdex e R, pe Raoc >0.
» Parametr u je stfredni hodnota rozdéleni a o je smérodatnd odchylka rozdéleni.
» Stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku definujeme pozdéji.
» Normalni rozdéleni hraje dilezitou roli v pravdépodobnosti a statistice.
» Mnoho pfirodnich fenoménli ma priblizné normalni rozdéleni.

> Pozdéji budeme studovat centralni limitni vétu, kterd ¥ika, Ze rozdéleni sumy nahodnych
veli¢in Ize aproximovat normalnim rozdélenim.
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Standardni normalni rozdéleni

» NV X ma standardni normalni rozdéleni pokud je y =0a o = 1.
» Standardni normalni NV budeme znadit Z.
» Hustota a distribu¢ni funkce standardni NV se zna&i ¢(z) a ®(z).3

3Hodnoty ®(z) hledame v tabulkéch.
Obsah
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Vlastnosti standardni NV

X —
1 Jestlize X ~ N(p 02), pak Z = X _ no,1).

g
2. Jestlize Z ~ N(0,1), pak X = pp+0Z ~ N(p, 2).

3. Jestlize X; ~ N(,u,-,cr,-z), i=1,...,n jsou nezavislé, pak

Zn:x,- ~ N(iu;,ia?).
i=1 i=1 1

i=

Pokud je X ~ N(u,0?), pak

]P(a<X<b):lP<a_M<Z <b_u>:d><b_ﬂ>—q><a_u>.

g g
> Plati, Ye ®(—x) = 1 — ®(x).
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Ptiklad 57.
Necht X ~ N(3,9). Uréete P(2 < X < 5), P(X > 0) a P(|]X — 3| > 6).

P(IX—3/>6)=P(X>9)+P(X<-3)=P(Z>2)+P(Z<-2)
—1-®(2)+D(—2) =2(1—D(2)) ~ 0, 0456.
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Exponencialni rozdéleni

NV X méa exponencialni rozdéleni s parametrem 3, X ~ Exp(f3), jestlize

kde x >0, 8 > 0.

P
F(x) = l1—ce pokud x >0
0 jinak.

Exponencialni rozdéleni se pouzivd na modelovani doby cekdni mezi vzacnymi jevy:
» doba mezi nehodami na jisté k¥izovatce
» doba Zivotnosti pocitace

» doba cekani ve fronté.
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Priklad 58.

Predpokladejme, ze délka odbaveni zakaznika kupujiciho novy mobil v minutach je
exponencialni NV s parametrem § = 10. Pokud nékdo prijde tésné pred vami, jaka je
pravdépodobnost, ze budete Cekat

(a) vice jak 10 minut?

(b) mezi 10 a 20 minutami?

Reseni: Necht X znadi délku odbaveni zakaznika pred vami. Pak
10 1 N
(3) P(X>10)=1—P(X <10) =1 _/ e fide=1-(1-e) = e % 0,368
0

20
1 .
(b) P(10 < X < 20) = / g€ P =—e et ~0233.
10
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Studentovo t rozdéleni a Cauchyho rozdéleni

NV X ma t rozdéleni s v stupni volnosti*, X ~ t,, jestlize

ZhH
5 ar)®

) = 2

Gamma funkce je pro o > 0 definovéana jako

+oo
I'(a) = /0 yele ™ dy.

Cauchyho rozdéleni je specialni pripad t rozdéleni pro v = 1. Hustota je

1

f(x)= m

*Normalni rozdéleni odpovida t rozdéleni s v = +o0.
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Y2 rozdéleni

NV X ma 2 rozdéleni s p stupni volnosti, X ~ X%, jestlize je pro x > 0

f(x)= —— x3ile73,

Jsou-li Z1, ..., Z, nezavislé standardni normalni NV, pak Zle Z,.2 ~ X%.

Rozd&leni x? se také nazyva Pearsonovo rozdéleni. VyuZiva se ve statistice a ma velky vyznam
pro urovani, zda mnozina dat vyhovuje dané distribu¢ni funkci.

Obsah 100 / 220



Obsa

Sdruzena rozdéleni

101 / 220



Sdruzend rozdéleni

» Pro dvé diskrétni NV X a Y definujeme sdruzenou pravdépodobnostni funkci

f(x,y)=P(X=xaY=y).

» P(X = x a Y = y) budeme stru¢né zapisovat P(X = x, Y = y).

» Pokud budeme chtit specifikovat NV, budeme psat fx y.
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Priklad 59.
Méjme sdruzené rozdéleni NV X a Y, kde kazda NV nabyva hodnot 0 nebo 1:

Y=0 Y=1
X=0 1/9 2/9
X=1 12/9 4/9

Pak napfiklad f(1,1) =P(X =1,Y =1) = %-
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Sdruzena funkce hustoty

Definice 60.
Ve spojitém pFipadé je f(x, y) hustota sdruzené NV (X, Y), jestlize
1. f(x,y) > 0 pro vSechna (x,y)
2. [T [T f(x,y)dxdy =1
3. pro libovolnou mnoZinu AC R x R je P((X, Y) = [[,f(x,y)dxdy.

V diskrétnim i spojitém pripadé je sdruzena distribucni funkce definovana jako

Fxy(x,y) =P(X<x,Y <y).
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Priklad 61.

Necht sdruzend NV (X, Y) ma rovnomérné rozdéleni na jednotkovém C&tverci. Pak

f( ) 1 pro0<x,y<1
X, e
Y 0 jinak.

Urgete P(X < 3, Y < 3).
Reseni: Jev A = {X < % Y < %} odpovida podmnoziné jednotkového ctverce.

Integrace funkce f pres A odpovida obsahu A, ktery je %, tedy

1 1\ 1
P(X<ZY<Z)=-.
< S <2> 4
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Priklad 62.
Necht (X, Y) mé hustotu

0 jinak.

1 1 11 11
//(x+y)dxdy:/ dy+/ —dx =1,
o Jo 0o 2 0o 2

coz je v souladu s tim, ze f je skutecné hustota.

x+y pro0<x,y<1
y) =

Pak

Pozn.: ff (x,y) + g(x, y))dxdy:flff(x,y) dxdy+flfg(x,y) dx dy
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Marginalni rozdéleni

Definice 63.

Jestlize sdruzenad NV (X, Y) ma sdruZené rozdéleni s pravdépodobnostni funkci fx y, pak
marginalni pravdépodobnost X je

fx(x) =P(X =x) = ZIP(X =x,Y=y)= Z f(x,y)
y y
a podobné marginalni pravdépodobnost Y je

fr(y) =P(Y =y) =Y PX=x,Y=y)=> f(xy).
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Priklad 64.

Necht fx y je dana tabulkou

Y=0 Y=1

=0 1/10 2/10 3/10
1 3/10 4/10 7/10
4/10  6/10 1

X
X

Pak
» marginalni rozdéleni X odpovida sumé radki a

» marginalni rozdéleni Y sumé sloupca.

Napiiklad fx(0) = 3 a fx(1) = 4.
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Definice 65.

Pro spojité NV je marginalni hustota

fx (x) :/f(x,y) dy a fy(y) :/f(x,y) dx.

Marginalni distribucni funkce se znadi Fx a Fy.

Priklad 66.

Necht je pro x,y > 0
.y (x,y) = e ).

Pak oo
fx(x) = e_X/ eVdy=e".
0
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Priklad 67.

Necht
x+y pro0<x,y<l1
flx.y) = !
0 jinak.

Pak )
1
fy (y) :/0 (x+y)dx = E—l—y.
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Nezavislé nahodné veliciny

Definice 68.

Dvé nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, jestlize pro kazdé A a B plati

P(XeAYeB)=P(XeA) - P(Y €B).

Ovérit, zda X a Y jsou nezavislé, znamena ovéfit podminku pro vsechny podmnoziny A a B.
Nasledujici trzeni dava zjednoduseni.

Véta 69.

Necht X a Y maji sdruZenou pravdépodobnost (hustotu) fx y. Pak X a Y jsou nezavislé,
jestlize
fx.y (x.y) = fx(x) - fr (y)

pro viechny hodnoty x a y.>

5Tvrzenf neni Gplné presné, hustota je definovdna pouze pro mnoziny nenulové miry.
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Priklad 70.

Necht X a Y maji nasledujici rozdélen{

X=0 1/4 1/4 1/2
X=1 1/4 1/4 1/2
12 1/2 1

Pak fx(O) = fx(]_) = % a fy(O) = fy(].) = %

X a Y jsou nezavislé, protoze

> fx(0)fv(0) = £(0,0)
> fx(0)fy(1) = £(0,1)
> fx(1)fy(0) = f(1,0)
> f(1)fy (1) = £(1,1).
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Priklad 71.
Pokud by X a Y mély nasledujici rozdéleni
Y=0 Y=1
0o 1/2 0 1/2
1 0 1/2  1/2
1/2 1/2 1

X
X

tak by nebyly nezavislé, protoze
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Priklad 72.

Necht X a Y jsou nezavislé a maji stejnou hustotu

f(x): {2x pro0 < x <1
0 jinak.

Urcete P(X + Y < 1).
ResSeni: Z nezavislosti mame, e sdruZena hustota je

pro0<x,y<1

f(x,y) = fx(x)fy(y) = {gxy jinak,

Pak

1 1—x 1
IP(X—J—YSI):// f(x,y)dydx:4/x</ ydy)dx:.
x+y<1 0 0 6
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Nahodné vektory

Necht X = (Xy,..., Xpn), kde X1, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny. Pak X je ndhodny vektor.

Necht f(xi, ..., Xn) je hustota ndhodného vektoru X. Pak je mozné definovat marginalni a
podminéné pravdépodobnosti podobné jako ve sdruzeném pripadé.

Rekneme, e X1, ..., Xy jsou nezavislé, jestlize pro kazdé Ay, ..., Ap je

P(Xy € A1,..., Xn € Ay) = [[P(X; € A).
i=1

Opét stadi ovérit, ze f(Xl ..... Xn) = ]__[7:1 fX,- (X,').
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Definice 73.

Jestlize Xi, ..., X, jsou nezavislé NV a kazdd ma stejné marginalni rozdéleni s distribucni
funkci F, pak fikdme, ze Xi, ..., X; jsou lID (independent and identically distributed) a piseme

X1,..., X, ~F.
Jestlize F ma hustotu f, piSeme také Xi,..., X, ~ f.
X1,..., X, nazyvame také ndhodny vybér velikosti n z F.

Vice o IID pozdéji.
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Definice 74.

Ocekavana ¢i stfedni hodnota (¢&i prvni moment) NV X je definovéna jako
> xf(x) X je diskrétni
X

E[X] = /xdF(x) _

+oco
[ xf(x)dx X je spojita

—0o0

za predpokladu, ze dana suma/integral existuje (je absolutné konvergentni).

Notace:
E[X] =E(X)=EX = /XdF(X) = 1= px

Poznamka: Zapis [ x dF(x) zde slouZi pouze jako notace pro zjednoduseni, abychom nemuseli
rozliSovat diskrétni a spojity pripad. (V analyze ma svij vlastni vyznam!)
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» Stfedni hodnota je jednodliselny souhrn rozdéleni.

» Udava hodnotu, kolem které nahodna velicina kolisa.
» Uvazujme o E(X) jako o priméru >_7_, X;/n velkého po&tu IID® vybéri Xi, ..., X,.

» Fakt, ze E(X) ~ Y., Xi/n je ve skute¢nosti véta nazyvana zakon velkych &isel (pozdéji).
» E(X) existuje, jestlize [ |x|dFx(x) < +o0; jinak neexistuje.

10 T T T T T T T T | T ‘ T
r U=0, 0?=02, == ]
H=0, 0%=1.0,=— ]
0.8 H=0, 02=5.0,=—
o H=-2, 0?=0.5, == -
~ 0.6
L i
%
S:-LOA
0.2
0.0
Il 1 L Il 1 L Il 1 L Il
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X
6 Jestlize X1, ..., Xn jsou nezavislé NV a kazdd ma stejné marginalni rozdéleni s distribu¢ni funkci F, pak

fikdme, Ze X1, ..., X jsou IID (independent and identically distributed).
Obsah 122 / 220



Priklad 75.
Necht X ~ Bernoulli(p), pak

1
E(X) =Y xf(x) =0(1-p)+1p =p.
x=0

Priklad 76.

Hodime dvakrat férovou minci. Necht X je pocet orli. Pak
E(X) =Y xf(x) = 0f(0) + 1£(1) + 2f(2)

—=0(1/4) +1(1/2) +2(1/4) = 1.
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Priklad 77.
Necht X ~ Uniform(—1, 3), pak

Priklad 78.
1

N&hodn4 veli¢ina ma Cauchyho rozdéleni, jestlize ma hustotu fx(x) = (7(1+ x2))~L.

Integraci dostaneme, ze
+o00 2 +o0 x dx
dF = — _— = o0
/ |x|dF (x) 71_/0 T2 +o0,

—oo
tedy stfedni hodnota neexistuje.

Kdykoliv dale mluvime o stfedni hodnoté, tak predpokladame, ze existuje (je abs. konv.).
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Definice 79.
Pro NV X je k-ty moment X definovan jako IE(X¥), pokud E(|X|¥) < +oo0.

Véta 80.

Jestlize k-ty moment existuje a j < k, pak existuje i j-ty moment.

Dikaz.
Plati, ze

B(x) = [ i o= [

—0o0 [x|<1

]X\jfx(x) dx + / ]x\jfx(x) dx
[x|>1

g/ fe(x) dx+/ x| i (x) dx < 1+ E(X]%) < +oo.
Ix|<1 |x|>1
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Definice 81.
Pro NV X je k-ty centralni moment definovan jako E((X — E(X))k).

Specialngé méme: E(X%) =1 =E(X - E(X))? a E(X - E(X)) =0.
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Véta 82.

Jestlize X1, ..., X, jsou nahodné veli¢iny a a1, ..., a, jsou konstanty, pak

E (zn; a,-X,-) == zn;a,]E(X,)

Priklad 83.
Necht X ~ Binomial(n, p). Jaka je stfedni hodnota X?

ReSeni: Z definice je E(X) = 3, xfx(x) = >.0_ox(7)p*(1 — p)"~, coZ neni snadné uréit.
Misto toho si vSimnéme, ze X = > "7 ; X; pro X; = 1 kdyz na i-ty hod padl orel a X; =0
jinak. Pak

E(X;)=p-1+(1-p)-0=p,

a proto je E(X) =E(>; Xi) = >, E(X;) = np.
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Dasledek 84.
Necht X je NV a c¢ konstanta. Pak E(cX) = cE(X).

Dikaz.
Napiiklad pro diskrétni NV: E(cX) = > cxfx(x) = ¢, xfx(x) = cE(X).

Duasledek 85.
Necht X a Y jsou NV. Pak E(X + Y) =E(X)+E(Y).

Disledek 86.
Necht X je NV, a, b jsou konstanty. Pak IE(aX + b) = alE(X) + b.
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Véta 87.

Necht X1, ..., X, jsou nezavislé nahodné veliciny. Pak

E (ﬁx,-) ~IEC).
i=1 i=1

Duasledek 88.

Necht X1, Xo jsou nezavislé nahodné veliciny. Pak

E(X1X2) = E(X1)E(X2).

Poznamka. Pravidlo souctu nevyzaduje nezavislost, pravidlo soucinu ano!
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Aplikace: primérna cCasova slozitost Quicksortu
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Algoritmus 1: Quicksort

Input: Seznam n riznych &isel S = {x1,..., xp}
Output: Sefazeny seznam S

if |S| <1 then return S

p < nahodné (uniformé, rovnomérné) zvoleny prvek S
Si={xeS|x<p}

So={xeS|x>p}

Zavolej Quicksort na S; a S,

return 51, p, 5

S s, W=

Poznamka. Toto je tzv. Randomized Quicksort. P¥i jiné volbé pivota (napfiklad prvniho prvku
seznamu) je analyza primérné asové slozitosti analogicka.
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Véta 89.

Necht je pivot p vybiran nezavisle a rovnomérné ze vsech moznosti. Pak olekdvany pocet
porovnani dvou &isel pro libovolny vstup je 2ninn+ @(n).

Dikaz

» Necht yi, ..., yn jsou hodnoty vstupii xi, ..., x, sefazené vzestupné.
» Pro i < j je NV Xj; rovna 1 pokud jsou y; a y; porovnany algoritmem; O jinak.
> Celkovy pocet X porovnani dvou Cisel spliuje

n—1 n
X=> 2 %

i=1 j=i+1
a
n—1 n n—1 n
EX)=E (Y > X;|= E(X;).
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
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Dikaz pokracovani

» Jelikoz je Xj; indikator (charakteristicka funkce), je E(Xj) = P(Xj = 1).
» Potrebujeme tedy urcit pravdépodobnost, ze prvky y; a y; budou porovnany.
» Prvky y; a y; budou porovnany pravé tehdy, kdyz y; i y; je pivot vybrany z mnoziny

YO ={yi, yit1, - vy )k
» Pokud je y; (&i yj) pivot z Y, pak y; a yj musi byt ve stejném podseznamu, a tedy budou
porovnany.
» Pokud ani jedno neni vybrano jako pivot, pak y; a y; budou rozdéleny do dvou riiznych
podseznamii, a tedy nebudou nikdy porovnany.
> Jelikoz vybirame pivoty nezavisle a rovnomérné z kazdého podseznamu, ma kazdy prvek
Y stejnou pravdépodobnost, 7e bude vybran jako pivot.

» Tedy pravdépodobnost, Ze y; Ci y; je vybrano jako pivot z Y7, tedy pravdépodobnost, Ze
Xj=1je2/(j—i+1).
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Diikaz pokracovani.

> Za pouziti substituce k = j — i + 1 dostavame

2 2 2
IE X = = —_ = —
=23 it a X kT Xk
i=1 j=i+1 i=1 k=2 k=2 i=1
u 2 < 2 2
= (n+1—k);: (n+1);— ke
k=2 k=2 k=2
2
= ((n+1) k>—2(n—1)
k=2
1 1
=1{2(n+1) P —2n+2+4+2(n+1)—2(n+1) =2(n+1) L an
k=2 k=1
> JelikoZ plati, 2e S°7_; £ = Inn+©(1), dostavéme E(X) = 2nInn+ O(n).
U
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Variance

Variance (téz rozptyl) je charakteristika variability rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny. Vyjadfuje variabilitu rozdéleni souboru nahodnych hodnot kolem své stfedni hodnoty.

Definice 90.

Necht X je ndhodn4 veli¢ina se stfedni hodnotou p = E[X].
Variance X (znageno o2, 0% & Var(X)) je definovéna jako

Var(X) = 0% = E[(X — )] = [ (x = PdF (x)
pokud stredni hodnota existuje.

Pozndmka. VSimnéme si, Ze nelze pouzit IE(X — i) jako miru rozptylu, nebot E(X — u) =
E(X)—p=p—p=0. Ob&as se pouzivd E|X — |, &astéji vSak variance.
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Smérodatna odchylka

Definice 91.

Smérodatna odchylka ndhodné veli¢iny X se znadi jako o, ox ¢&i sd(X) a je definovana jako
Var(X) .

Pozndmka. Smérodatna odchylka vypovida o tom, nakolik se od sebe navzdjem typicky lisi
jednotlivé pripady v souboru zkoumanych hodnot.

» Je-li mald, jsou si prvky souboru vétSinou navzajem podobné.

» Je-li velka, signalizuje to velké vzajemné odliSnosti.
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Smérodatna odchylka o je postupné 0,447; 1; 2,236 a 0, 707.
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Véta 92.
Variance ma nasledujici vlastnosti:
1. Var(X) = E(X?) — p?
2. Pokud jsou a, b konstanty, pak Var(aX + b) = a?Var(X).
3. Pokud jsou Xi, ..., X, nezavislé a ay, ..., an jsou konstanty, pak

Var (2,1: a,-X,-) = z”: of Var (X;).
i=1 i=1

Dikaz.
1. Var(X) = E[(X — p)?] = 3, (x — p)*f(x) = 32, (x* = 2ux + p?)f (x) =

Do XPF(x) = 2u 30, xF(x) + 12 3o, £ (x) = E[X?] — 2uE[X] + p® = E[X?] — 12

2. Var(aX + b) = E[(aX + b — au — b)?] = E[a?(X — p)?] = a®Var(X).
3. Pozdéji.
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Priklad 93.

Necht X ~ Binomial(n, p) a necht X = >, Xj, kde X; = 1 pokud na i-ty hod padne orel,
jinak X; = 0. NV X; jsou nezévislé a P(X; =1) = p a P(X; = 0) = 1 — p. Jiz jsme ukézali,
ze E(X;) = p. Proto

E(X?) =p-1*+(1—-p)-0* = p,
Var(X;) = E(X?) —E(Xi)* = p— p* = p(1 - p),
a tedy

Var(X) = Var (Z X,-) = Z Var(X;) = np(1—p).

Pozndmka: VSimnéme si, Zze Var(X) = 0, pokud p = 1 nebo p = 0.
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Jestlize X1, ..., X, jsou NV, definujeme vybérovou stfedni hodnotu jako

1<
Xo==-2 X
i=1

a vybérovou varianci jako

i=1
Véta 94.
Necht Xi, ..., X, jsou IID" a necht u = B(X;) a 0® = Var(X;). Pak
A A o 2 2
E(X,) = u, Var(X,) = — a E(S;) =o".
n
"Jestlize X1,..., Xn jsou nezavislé NV a kazdd ma stejné marginalni rozdéleni s distribu¢ni funkci F, pak

fikdme, Ze X1, ..., X jsou IID (independent and identically distributed).
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Kovariance a korelace

Pokud jsou X a Y nahodné veliciny, pak kovariance a korelace mezi X a Y urluje, jak silna je
linearni zavislost mezi X a Y.

Definice 95.

Necht X a Y jsou ndhodné veliCiny se stredni hodnotou px a py a smérodatnymi odchylkami
ox a oy. Definujme kovarianci mezi X a Y jako

Cov(X,Y) =E((X — ux)(Y — py))

a korelaci jako
Cov(X,Y
p=pxy=pXY)= CoviX. V)
oxXoy
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Véta 96.

Kovariance splriuje
Cov(X,Y) =E(XY)—-E(X)E(Y)

a korelace splniuje
—1<p(X,Y)<1,

ProY = aX + b, kde a, b jsou konstanty, je

1 proa>0

p(X.Y) :{

—1 proa<O.

Pro X a Y nezévislé je Cov(X,Y)=p =0, NVX aY sp(X,Y) =0 nazyvdme nekorelované
(srovnejte nasledujici vétu s bodem 3 VEty 92). Opak obecné neplati.
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Véta 97.

Necht X a 'Y jsou nahodné velic¢iny, pak
1. Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov (X, Y).
2. Var(X —=Y) = Var(X) + Var(Y) —2Cov (X, Y).
3. Obecné, pro ndhodné veli¢iny X1, ..., Xn,

Var <Z a,-X,-) = Z a?Var(X;) + 22 Z ajajCov(X;, X;).

i<j
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Cov(X,Y) >0: NV X a Y jsou zavislé v pozitivnim smyslu
» vys$Si hodnoty X jsou svazany s vy$$imi hodnotamy Y (a nizsi s nizSimi)
> napf. vyska a vaha clovéka
Cov(X,Y) <0: NV X a Y jsou zavislé v negativnim smyslu
» vyssi hodnoty X jsou svazany s niz$imi hodnotamy Y (a nizsi s vy$Simi)
> napf. hloubka dezénu pneu a brzdna draha
Korelace je kovariance normovand na interval [—1, 1]
» umoznuje lepsi srovnani a vyjadfuje linedrni zavislost
Velka absolutni hodnota p(X, Y) vyjadfuje velkou miru linedrni zavislosti NV X a Y
» Vysokd hodnota p(X, Y): hodnoty obou veli¢in se vyvijeji podobné, nemusi ale mezi nimi
existovat pri¢inny vztah!
Nizka absolutni hodnota p(X, Y') vyjadfuje, Ze X a Y jsou téméF nekorelované, tj. jsou
nezavislé, nebo jejich zavislost nenf linearni.
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Priklad 98.

Uvazme rodinu se tfemi détmi. Necht X znadi pocet dcer a Y znadi pocet starSich bratri
nejmladsiho ditéte se sdruzenou pravdépodobnosti

X=0 0 0 /8  1/8
X=1 0 1/4 1/8  3/8
X=2 1/8 1/4 0 3/8
X=3 1/8 0 0 1/8

1/4 1/2 1/4 1

Pak

>JE[X]=0 il SR Db gn = B A T[] = 0 b il e L =i,
E[XY]=0-P(X=0VY=0)41-P(X=1Y=1)42-(P(X=1Y =
2)+2 P(X=2Y=1)=1-14+2.3=1

> Cov(X,Y)=E[XY]-E[X[E[Y]=1-1,5=-0,5,

odkud X a Y nejsou nezavislé. Plati tak, ze ¢im vice je dcer, tim méné je starsSich bratrd.
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Stredni hodnota a variance dilezitych NV
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Obsah

rozdéleni stredni hodnota  variance (rozptyl)
Bodové v a a 0
Bernoulli(p) p p(1—p)
Binomial(n, p) np np(l—p)
Geometric(p) 1/p (1-p)/p?
Poisson(\) A A
Uniform(a, b) (a+b)/2 (b—a)?/12
Normal(u, o?) W o2
Exponencial (j3) 3 B2

ty Oprov>1 v/(v—2)prov>2
X3 p 2p
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Necht X = (X1,...,Xk) " je ndhodny vektor.

Stredni hodnota nahodného vektoru X je definovana jako

E(X1)

p= (1)’ =

E(X)

Kovarian¢ni matice (téz varian¢né-kovarianéni matice) X je definovana jako

Var(Xl) COV(Xl, Xg) s COV(Xl, Xk)
Z(X) _ COV().<2, Xl) Var.(Xz) . -. . COV()I<2, Xk)
Cov(Xk, X1) Cov(Xk, X2) - Var(X)

priCemz je tato matice symetricka.

Obsah
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Nerovnosti
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Nerovnosti jsou uzite¢né k ohraniceni hodnot, které je obtiZzné spocitat.

Véta 99 (Markovova nerovnost).

Necht X je nezdporna ndhodna veli¢ina a necht IE(X) existuje. Pak pro libovolné t > O plati

P(X > t) §1E<tx).

Diikaz.

Protoze X > 0, mame
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Véta 100 (Cebysevova nerovnost).

Necht = E(X) a 02 = Var(X). Pak pro t > 0 plati

o 1
]P(|X—u|2t)§t2 a (\Z\>k)§p

kde Z = (X —p)/o.
Napriklad tedy plati:

» P(|Z] >2)<1/4
» P(|Z] >3) <1/9.

Dikaz.

Pouzijeme Markovovu nerovnost a dostaneme

E(X —p)?> o2

P(IX —p| > t) =P(IX —pf> > £?) < =% = .

t2 t2

Druha cast plyne z toho, ze polozime t = ko.
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Priklad 101.

» Testujeme predikéni metodu, napriklad neuronovou sit, na n pripadech.
1  pokud se prediktor myl{
> Xi= i
0 pokud se nemyli.

» Pak X, = %27:1 X; je pozorovana mira chybovosti.
» Kazdé X; Ize povazovat za Bernoulliho rozdéleni s nezndmou stredni hodnotou p.
> R&di bychom znali spravnou, avSak nezndmou miru chybovosti p.
> Intuitivné oCekavame, ze X, by mélo byt blizko p.
» Jak je pravdépodobné, 7e X, neni v € okoli p?
» Mame Var(X,) = Var(X;)/n=p(1—p)/na

P(|7n_p| > 6) < Var(Xin) — p(l—p) < 1

- e ne2  — 4ne?’

nebot p(1— p) < 1/4 pro viechna p.
» Proe =0,2 a n=100 je hranice 0, 0625.
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Véta 102 (Hoeffdingova nerovnost).

Necht Y1, ..., Y, jsou nezévisld pozorovani takova, Ze E(Y;) =0, a; < Y; < bj, necht € > 0.
Pak pro libovolné t > 0 je
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Priklad 103.

Necht Xi, ..., X, ~ Bernoulli(p). Necht n =100 a e =0, 2.

Cebysevova nerovnost dava o
P(|X, — p| >0,2) <0,0625.

Hoeffdingova nerovnost dava
P(|X, — p| > 0,2) < 221001002 — g 00067,

coz je mnohem mensi nez 0,0625.

Obsah
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Hoeffdingova nerovnost dava zpiisob, jak vytvorit interval spolehlivosti pro binomicky
parametr p (vice o tom pozdéji, ve statistice). Fixujme o > 0 a necht

1I 2
€n =4/ —log | — |.
" 2ngoz

Hoeffdingova nerovnost #ika, ze IP(|X, — p| > €n) < 2¢72™ = . Necht

C=(Xp—en Xo+en).

Pak
P(p¢ C) =P(|Xs—p|l >€n) <, tedy P(peC)>1-o.

Tedy nahodné zvoleny interval C obsahuje hodnotu parametru p s pravdépodobnosti 1 — a.
Dodejme, ze C se nazyva interval spolehlivosti s koeficientem spolehlivosti «.
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Nerovnosti pro stredni hodnoty

Véta 104 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost).

Jestlize X a'Y maji koneCné variance, pak

E(|XY]) < \/E(X?)E(Y?).
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» Pokud je g”(x) > 0 pro vdechna x, pak g je konvexn.

» Pokud je g konvexni, pak g lezi nad tecnou.
» Funkce g je konkavni, jestlize —g je konvexnl'
> P¥iklady konvexnich funkci: g1(x) = x? a g (x)

=X
» P¥iklady konkéavnich funkei: g3(x) = —x? a g4(x) =

Véta 105 (Jensenova nerovnost).

» JestliZze g je konvexni, pak E(g(X))
> JestliZze g je konkdvni, pak E(g(X))

Duasledek 106.

> Plati, Ze E(X?) > (E(X))2.
> Pokud je X pozitivni, pak E(1/X) > 1/E(X).
> Je-li log konkavni, je IE(log X) < log E(X).

Obsah
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Konvergence nahodnych velicin

161 / 220



v

v

v

v

Dilezita ¢ast teorie pravdépodobnosti se vénuje chovani sekvence nahodnych velicin.
Rika se ji large sample theory (limitni teorie, asymptoticka teorie).

» Otéazkou je, co miizeme Fict o limitnim chovani posloupnosti ndhodnych veli¢in
X1, X0, X3,...7

Statistika a data mining Uzce souvisi se ziskavanim dat.

Co se déje, kdyZ mame vice a vice dat?
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V analyze posloupnost realnych &isel x, konverguje k limité x, jestlize pro kazdé € > 0 je
|xn — x| < € pro vSechna dostate¢né velka n.
» Je-li naptiklad x, = x pro vSechna n, pak zfejmé lim,_ 4 x, = x.

V pravdépodobnosti je situace trochu komplikovanéjsi.
Necht X1, X2, ... jsou nezévislé NV kazda s rozdélenim N(0,1).

» Jelikoz v8echny NV maji stejné rozdéleni, zdélo by se, ze X, ,konverguje" k X ~ N(0,1).
To ale neni v pofadku, nebot IP(X, = X) = 0 pro viechna n.

» Dvé spojité NV jsou si rovny s pravdépodobnosti nula.
» P(X=Y)=P(X-Y=0)=0.
Jiny priklad.
» Necht X1, Xa, ..., kde X; ~ N(0,1/n)
» X, je koncentrovano kolem 0 pro velka n
» Chtéli bychom proto Fict, ze X, konverguje k 0.
» Ale P(X, = 0) = 0 pro vechna n.

Potrebujeme néjaky nastroje k definici konvergence.
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Zde se podivame na nasledujici dva:

> Zakon velkych Cisel

1

¥ika, ze vybérovy primér X, = o > 1 Xi konverguje v pravdépodobnosti ke stfedni

hodnoté p = B(X;), tedy, ze X, je blizko yu s velkou pravdépodobnosti.
» Centralni limitni véta

fika, Zze \/n(X, — u) konverguje v rozdéleni k normalnimu rozdéleni, tedy, Ze vybérovy
primér ma pfiblizné normalni rozdéleni pro velka n.
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Typy konvergence
Definice 107.

Necht Xi, Xz, ... je posloupnost NV a X je dalsi NV. Necht F, znadi distribu¢ni funkci X, a F
distribucni funkci X.

1. X, konverguje k X v pravdépodobnosti, X, A X, jestlize pro kazdé € > 0 plati
P(|X,—X|>€)—0

pro n — +o0.
2. X, konverguje k X v rozdéleni, X, ~» X, jestlize

lim F,(t) = F(t)

n—-+00

pro vSechna t, kde je F spojita.

Pokud je limitni NV bodova, P(X = ¢) =1 a X, & X, piéeme X, = c.

Podobné pro X, ~» X piseme X, ~~ c.
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Ptiklad 108 (Konvergence v rozdéleni).

» Necht X, ~ N(0,1/n). Konverguje X, k 0?7 Plati \/nX, ~ N(0,1)?
» Necht F je distribu¢ni funkce s bodovym rozdélenim v 0.
» Necht Z je standardni normalni NV.
» Prot <0je Fp(t) =P(X, < t) =P(y/nX, < /nt) =P(Z < \/nt) = 0, nebot
V/nt — —oo.
» Pro t >0 je Fp(t) = P(X, < t) = P(y/nX, < +/nt) = P(Z < /nt) — 1, nebot
Vnt = +o0.
» Tedy Fn(t) — F(t) pro vdechna t # 0, tj. X, ~» 0.
» AvSak F,(0) =1/2 # F(0) =1, a proto konvergence neplati v t = 0. Na tom ale
nezalezi, protoze v t = 0 neni F spojitd a definice konvergence v rozdéleni vyzaduje
konvergenci v bodech, kde je funkce spojita.

Fu(t) 0} cu—
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Priklad 109 (Konvergence v pravdépodobnosti).

» Necht X, ~ N(0,1/n). Konverguje X, k 0?
» Opét je F distribu¢ni funkce s bodovym rozdélenim v 0.
» Jak je to s konvergenci v pravdépodobnosti?
» Pro libovolné € > 0 davd Markovova nerovnost
E(X2) +
P(X0l > ) = P(x2 > ) < B8 _ 3 g
€ €

pro n — +00.
Tedy X, 5 0.

v
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Nasledujici véta popisuje vztah mezi typy konvergence.

Véta 110.

Plati, ze:
X, B X implikuje, %e X, ~ X.
Opacna implikace neplati, aZz na ndsledujici specialni pfipad:

Jestlize X, ~ X alP(X = ¢) = 1 pro néjaké reilné c, pak X, A x.
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Véta 111.

Necht X, X, Ya, Y jsou nahodné veliciny. Necht g je spojita funkce.
1. Jestlize X, B X a Y, By pak X, + Y, B x4 Y.

Jestlize X;, ~» X a Y, ~ ¢, pak Xy, + Y, ~~» X +c.

Jestlize X, 5 X a Y, B Y, pak X, Y, 5 XY.

Jestlize X, ~» X a Y, ~ ¢, pak X, Y, ~ cX.

Jestlize X, 5 X, pak g(X,) 5 g(X).

Jestlize X, ~ X, pak g(X,) ~ g(X).

o0 AW N

Obecné X, ~» X a Y, ~ Y neimplikuje X, + Y, ~ X+ Y.
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Zakon velkych cisel
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Zakon velkych &isel je jeden z hlavnich vysledkii teorie pravdépodobnosti. Rika, Ze stfedni
hodnota velkého vybéru se blizi stfedni hodnoté rozdéleni. Napriklad pti velkém poctu hodi
padne orel kolem poloviny pfipadi.

Necht Xi, Xz, ... jsou ID NV. Necht = E(X;) a 02 = Var(X;). Zopakujme, ze vybé&rovy
primér X, = 1577 X; a fe E(X,,) = pa Var(X,) = 02/n.

Véta 112 (Slaby zakon velkych ¢isel).
Jestlize X1, ..., X, jsou IID, pak X, 5 p.

Tedy rozdéleni X, se zalina koncentrovat kolem [ s rostoucim n.

Dikaz.

Predpokladejme, Zze 0 < +o0. Tento predpoklad neni nutny, ale zjednodusuje diikaz.
Z Cebysevovy nerovnosti mame

= Var(X, o2
(%, - > ¢) < L) _ o

€ ne2

coz jde k 0 pro n — +o0. O
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Priklad 113.

Uvazujme hody minci, kde orel pada s pravdépodobnosti rovnou p. Necht X; je vysledek
jednoho hodu (0 nebo 1), tedy

P = ]P(X,' = 1) = IE(X,)

Pomér orlii po n hodech je X,. Zakon velkych &isel ¥ika, ze X, konverguje v pravdépodobnosti
k p. To vSak neznamend, ze X, se bude rovnat p, ale ze pro velkd n bude rozdéleni X,
koncentrované tésné kolem p.

Necht p = 1/2. Jak velké musi byt n, aby (0,4 < X, <0, 6) >0,7?

Mame E(X,) = p=1/2 a Var(X,) = 0?/n=p(1—p)/n=1/(4n). CebySevova nerovnost
pak dava

IP(O,4§Y,,§O'6):IP(‘Y,,—M’ Soyl)zl_ﬂj(’yn_/” >0,1)

1 25
1- =2

>1—— =
- 4n(0,1)? n'

cozqje,vétsi nez 0,7 pro n = 84. 172 / 220



Silny zakon velkych Cisel

Zatimco slaby zakon velkych &isel ¥ika, Ze X, konverguje v pravdépodobnosti ke stiedn{
hodnoté IE(X;), silny zakon velkych &isel Fik3, Ze skoro jisté konverguje ke stfedni hodnoté.
Véta 114 (Silny zakon velkych cisel).

Necht X1, Xa, ... jsou IID. Jeslize p = E(|Xi|) < +o00, pak

]P< [ X1+"'+X":M>:1_

n—-+00 n
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Slaby vs. silny zakon velkych &isel

Slaby zakon velkych Cisel ¥ika, Ze pro libovolné specifikovanou velkou hodnotu n* je
(X1 4+ -+ 4 Xp=)/n* blizko p1. NeFika vsak, ze (X1 + -+ X,)/n musi byt
blizko p pro vSechny hodnoty n > n*, tj. pfipousti moznost, ze se velké hodnoty

X1+ + X,

E—— O

n
mohou vyskytnout nekonecné Casto.

Silny zakon fika, Ze toto nemiize nastat, tedy, ze s pravdépodobnosti 1 bude

X1+ A+ X
I

vétsi nez jakékoliv € > 0 pouze konec¢né mnohokrat.
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» Zakon velkych &isel ¥ika, ze rozdéleni X, jde k p.

» To ndm nepomiiZe aproximovat tvrzeni o X,,.

» K tomu potrebujeme centralni limitni vétu.

» Necht Xi,..., X, jsou IID se stiedni hodnotou u a varianci o2,

» Centralni limitni véta ¥ika, ze X, = %ZiX,- ma rozdéleni, které je priblizné rovno
normélnimu rozdéleni se stfedni hodnotou y a varianci a2 /n.

» Toto je pozoruhodné, nebot o rozdéleni X; nic nepredpokldddme, mimo toho, ze stredni
hodnoty a variance existuji.
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Véta 115 (Centralni limitni véta).

Necht Xi, ..., X, jsou IID se stfedni hodnotou . a varianci 2. Necht X,, = % 27:1 Xi. Pak
tzv. normalizovand &i standardizovana veli¢ina

Var(X,) g

kde Z ~ N(0,1). Jinak feceno,

||m lP(Zn S Z) = @(z) —= / i . e—x2/2 dX

n—-+o00 —63 27T

Poznamka. Pravdépodobnostni tvrzeni o X, Ize aproximovat pomoci norméalniho rozdéleni.
Aproximujeme pravdépodobnostni tvrzeni, nikoliv samotnou nidhodnou veli¢inu.
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Priklad 116.

» Predpokladejme, Ze pocet chyb na jeden pocitaovy program méa Poissonovo rozdéleni se
stredni hodnotou 5.

» Dostaneme 125 programi.
» Necht X, ..., X125 jsou pocty chyb v programech.
» Budeme aproximovat IP(X, < 5,5).
» Necht u =E(X;) =A=5a0%= Var(X;) =\ =5.
— X — 5,5—
» Pak P(X, <5,5) =P <ﬁ( n = 1) < VS, M) ~IP(Z <2,5)~0,9938.
o

g
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» Centralni limitni véta rika, Ze o
Z, = \/E(Xn - M)/O'
je priblizné N(0,1).

» My vSak nezndme o.

» Pozdéji uvidime, 7e o2 Ize odhadnout z X, ..., X, pomoci vybérové variance
2 1 ¢ Y \2
Sn = (Xl - X”)
n—1 —
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Plati centralni limitni véta, pokud nahradime o za 5,7 Odpovéd je ano.

Véta 117.

Predpokladejme stejné podminky jako u centralni limitni vety. Pak

\/E(Xn — M)
R - N(0.1),
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Statistika

> (Popisnd) statistika = odvozeni (&iselnych) charakteristik o datech a jejich vizualizace.
» Napftiklad roé¢ni pfijmy obcanii podle dat finanénich Gfadd.

» Matematicka statistika = pouziti matematickych metod pro odvozovani zavéri platnych
pro cely soubor objektd na zidkladé malého vzorku (spole¢né s kvalitativnim odhadem
vérohodnosti vysledného sdéleni).

» Napftiklad choroby populace z dat ziskanych u nékolika nahodile vybranych osob.
» Pro dana data zjiStujeme, jaké vlastnosti popisované objekty maji a jak vérohodné jsou
odvozené vysledky.
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Popisna statistika: Priklad

Priklad 118.

» Soubor objektli mohou byt studenti néjakého zakladniho kurzu, jako ¢iselné idaje pak
muzeme zkoumat:

priimérny pocet bodil ziskany z predmétu v minulém semestru a rozptyl téchto hodnot

primérné dosazené znadmky z tohoto a jinych predmétii a korelace mezi vysledky

vvvvvv

vV v v Y

korelace nelspéchii ve studiu a po¢tu hodin tydné odpracovanych studentem mimo fakultu.
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Poznamky ke statistikdm posuzovanych veli¢in

> Aritmeticky primér bodi ¥ikd malo o kvalité prednasky. Zajimavéjsi hodnotou je pocet
bodd, pro které je stejné studentl pod ni i nad ni (i prvni a posledni Ctvrtina, desetina,
atp.). Tyto hodnoty nazyvame statistiky.

» Rozumné hodnoceni by mélo mit normalni rozdélent.

> Z Ciselnych hodnot statistik pro konkrétni vybér lze kvalitativné popsat vérohodnost
zavérd.

» Napriklad pokud vysledky hodnoceni nevykazuji dostate¢nou variabilitu, jde o naznak, ze
s predmétem neni néco v poradku.
» Jak je to s vérohodnosti zpracovavanych dat?

» Data mohou byt nepfesna v disledku nevhodné konstrukce experimentu a samotného sbéru
dat.

v

V mnoha pripadech nic nevime o charakteru rozdéleni dat.
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Popisna statistika

» V popisné statistice mame k dispozici nastroje, které umoznuji dobfe porozumét strukture
a povaze i velmi rozsahlych dat.

» V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym popisem pravdépodobnosti, ktery
je pouzitelny pro analyzu danych dat, zejména kdyZ mame k dispozici teoreticky model,
kterému maji odpovidat.

> Zavéry statickych Setfeni na vzorcich konkrétnich souborii dat miize dat matematicka
statistika.

» Do jaké miry je takovy popis adekvatni pro konkrétni vybér dat je mozné vyjadrit pomoci
metod matematické statistiky.
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Terminologie

» Statisticky soubor je pfesné definovand mnoZzina zdkladnich statistickych jednotek, ktera
je dana vyctem nebo néjakymi pravidly.
» Statistickym souborem jsou napfiklad vSichni obyvatelé Olomouce, kde kazdy obyvatel zvlast
je statistickou jednotkou.

vvs

> Na kazdé statistické jednotce méfime jeden nebo vice statistickych znakd, napfiklad
¢iselné hodnoty jako vyska, vaha, vék atd.

» Zakladnim objektem pro zkoumani jednotlivych znaki je soubor hodnot, zpravidla ve
formé usporadanych hodnot, pficemz k porovnavani a pomérovani jednotlivych hodnot
potfebujeme méfitko.
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Typy méritek znakd

Hodnoty mohou byt nésledujicich typ(:
» nominalni — mezi hodnotami neni Zadny vztah, jde pouze o oznaceni moznych hodnot

» napriklad nazvy politickych stran
> jsme schopni interpretovat pouze rovnost x = y.

» ordindlni — hodnoty s usporadanim
» vyska, vaha, pocet hvézdicek u hotelll atd.
> jsme schopni interpretovat rovnost a nerovnost x < y, pripadné x > y.

> intervalové — Ciselné hodnoty, kde jde o porovnani velikosti, nikoliv o absolutni hodnotu
» umime posoudit i rozdil x —y.
> pomérové — pevné stanovené méfitko a nula

» vétsSina fyzikalnich nebo ekonomickych veli¢in
» mame k dispozici rovnost, nerovnost, rozdil i podil x/y.
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Usporadani hodnot

» Méjme soubor hodnot x1, x2, ..., X,, které |ze usporadat, a které vznikly méfenim n
statistickych jednotek.
> Usporadame je do uspofadaného souboru hodnot X1y, X(2), - - -, X(p)-

» Cislo n nazyvédme rozsah souboru.
» Pokud pracujeme s rozsahlymi soubory znaki, které pripousti malo hodnot, uvadime
pouze Cetnosti vyskytu.
» U prizkumu preferenci politickych stran uvaddime u kazdé mozné hodnoty pocet jejich
vyskytl.
» Pokud je naopak moznych hodnot mnoho, délime mozny rozsah hodnot na vhodny pocet
interval a o statistickém znaku uvadime Cetnost hodnot v danych intervalech.
» Napfiklad mzda mezi 1500 az 2000 EUR, vyska 180 az 190 cm, atd.
> Intervaliim se ¥ika tridy a poctu znaki ve t¥idé tfidni Cetnosti.
» Pouzivame také kumulativni ¢etnosti a kumulativni tfidni ¢etnosti, které pro danou tfidu
vznikaji sou¢tem tfidnich Cetnosti s hodnotami nejvyse jako ma ta dana tfida.
> Nejcastéji uvazujeme stred a; dané tridy za hodnotu, kterd ji reprezentuje.
» Hodnota ajn;, kde n; je Cetnost vyskytu této tridy, predstavuje celkovy prispévek této tridy.
» Misto Cetnosti Casto zobrazujeme relativni Cetnosti % resp. relativni kumulativni Cetnosti.
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Vizualizace

» Graf, ktery na jedné ose vynasi intervaly jednotlivych tfid a nad nimi obdélniky s vyskou
rovnou Cetnosti se nazyva histogram.

» Obdobné se znazornuje kumulativni éetnost.

» Na obrazku jsou histogramy souborii o rozsahu n = 500, které vznikly ndhodnym
generovanim dat s riznymi standardnimi rozdélenimi (normélni, x? a studentovo).

a
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Miry polohy statistickych znak(i — priiméry
Mé&jme (nesetfidény) soubor (xi, .
statistické jednotky a necht ny, .
Definice 119.

. g s o v v o o v L= 1 n R 1 m 4.
Aritmeticky priimér (casto jen primér): x = - > 1, x; = - ijl nja.

Geometricky priimér: X¢ = ¢/x1xo - - - X, a ma smysl| pouze u kladnych hodnot znaki.

Harmonicky pramér: XM = <% Do xl,)_ a je definovan jen pro kladné hodnoty znakd.

.., Xn) hodnot méfeného znaku pro vechny zpracovavané

.., Nm jsou tFidni Cetnosti m moznych hodnot ay, ..., anm.

» Plati xH < %6 < x.
> Aritmeticky priimér je invariantni vici afinnim transformacim:
> pro lib. skaldry a, b plati (a+b-x) =137 [(a+bx) =a+ 237 5 =a+b-x, je tedy
vhodny pro intervalové typy méFitek.
> Logaritmus geometrického priiméru znaki je aritmeticky prdmér logaritm( znakd.
» Je vhodny pro znaky, které se kumuluji multiplikativné, jako napriklad Grokové miry.

» Je-li trokova mira v jednotlivych asovych jednotkach x; %, bude za celé obdobi vysledek
takovy, jakoby byla po celou dobu konstantni trokova mira xC %.
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Priklad na priimérnou rychlost

Priklad 120.

Auto jelo z Brna do Prahy rychlosti 160 km/h a z Prahy do Brna rychlosti 120 km/h. Jakou
jelo primérnou rychlosti?

Reseni. Pro primérnou rychlost musi platit, Ze auto jedouci touto rychlosti stravi na trase
stejnou dobu. Oznacime-li d vzdalenost obou mést v kilometrech a v, priimérnou rychlost, tak

B
160 120  v,’
odkud )
Vp = i = 137,14
160 120

Primérna rychlost je tedy harmonicky priimér jednotlivych prdmérnych rychlosti.
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Median, kvartil, decil, percentil,. ..

» Dali zplsob vyjadfeni miry hodnot nabyvanych znaky je pro parametr a € (0, 1) nalezeni
hodnoty x, tak, aby 100 % hodnot znaku bylo nejvyse x, a zbylé hodnoty byly vétsi nez
Xq. Cislu x, Fikdme a-kvantil

» Pokud takovy znak neni uréen jednoznacné, volime primér mezi krajnimi hodnotami.
> Nejobvyklejsi hodnoty x, jsou:

X/ nt1 pro liché n
("57)

i(X(g) +X(g+1)) pro sudé n,
kde x(,) predstavuje hodnotu v usporadaném souboru hodnot.
» dolni a horni kvartil Q1 = xp25 a Q3 = Xp,75.
» p-ty kvantil (vybérovy kvantil &i percentil) xp, pro 0 < p < 1.
» modus definovany jako hodnota X znaku s nejvétsi ¢etnosti v souboru x.
> Aritmeticky primér, medidn a modus predstavuji oCekavatelné hodnoty znakd.
» Primér u znaku podilového typu, median u pomérového typu a modus u typu ordinalniho
nebo nominalniho.

e

» median (vybérovy median) definovany vztahem X = {
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Rozptyl souboru znakil x je definovan vztahem

i=1
Smérodatna odchylka s, je odmocnina z vybérového rozptylu.
Né&kdy se misto s2 pouZiva tzv. vybérovy rozptyl, ktery se li$i tim, Ze se ve jmenovateli
zlomku pouziva (n—1).
> V pripadé tfidnich Cetnosti n; hodnot a; pro m t¥id dava stejny vyraz hodnotu rozptylu

m

1 -
53 = — Z nj(aj — X)2.

n<
i=1

> Dale se mizeme setkat s tzv. rozpétim vybéru R = x(,) — x(1) a kvartilovym rozpétim
vybéru Q = Q3 — Q1.
» PouZiva se i primérna odchylka, kterd je dana primérnou vzdalenosti hodnot od medianu

n

DX:%Z\X,-—X\.

i=1
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Diagramy
Pro zobrazeni statistiky jednotlivych znakii nebo jejich korelaci se pouziva mnoho
standardizovanych nastrojii. Jednim z nich jsou tzv. krabicové diagramy.

= IR ——

4 6 2 1 12 14 16 1%

Na obrazku je zobrazen histogram a krabicovy diagram stejného souboru hodnot.
Stredni linka je median, kraje boxu jsou kvartily, packy ukazuji 1,5 kvartilového rozsahu, ne
vsak vic nez kraje rozsahu vybéru, ptipadné hodnoty mimo jsou pfimo naznaceny body.
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Priklad 121.

V rybniku se vylovilo 425 kaprii a u vSech byly zjiStény jejich hmotnosti. Pak se vhodné zvolily
hmotnostni intervaly a sestavila se nasledujici tabulka cetnosti:

Hmotnost (kg) 0-1 12 2-3 3-4 45 56 6-7

Stted tfidy 05 15 25 35 45 55 65
Cetnost 75 90 97 63 48 42 10

Nacrtnéte histogram, urlete aritmeticky, geometricky a harmonicky priimér hmotnosti kapr.
Dale urcete median, horni a dolni kvartil, modus, rozptyl, smérodatnou odchylku, varia¢ni
koeficient a nacrtnéte prislusny krabicovy diagram.
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Matematicka statistika

» Pracuje s vybérem zakladniho souboru a snazi se popsat miru relevantnosti zjisténych
statistik, pfipadné zjistit Ci upresnit vhodny teoreticky model pro chovani celého souboru a
z néj pak treba odhadovat pravdépodobnost néjakého budouciho jevu.
» Pokud napfiklad padne k orld v n hodech minci, tak mizeme chtit vyvodit s jakou
pravdépodobnosti padne v nasledujicich dvou hodech orel.

» Existuji dva zakladni pristupy:

» klasickd (frekvenénf) statistika
» Bayesovska statistika.
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Klasicka (frekvencni) statistika

» Vychazi z toho, ze pravdépodobnosti jsou dany cetnostmi vyskytil jevl ve velkych
vzorcich dat — Ize je tedy aproximovat nekone¢nymi modely — a vyuzit pro odhady
spolehlivosti centralni limitni vétu.

» Na pravdépodobnost pohlizi jako na idealizaci relativni Cetnosti pfipadi, v nichz se vyskytne

urlity vysledek pti opakovanych pokusech.
» Tato zdanlivd vyhoda/rigoréznost se miize ale rychle stat nevyhodou, jakmile se za¢neme

zabyvat spolehlivosti samotnych dat a vhodnosti zvoleného experimentu.
» Stejné tak je obtizné frekvendni statistiku dobre pouzit pro odhad pravdépodobnosti vyskytu

jednorazového déje.
» U hodu minci vychazi z predpokladu, Ze jednotlivé hody jsou nezavislé a u vSech je stejna
pravdépodobnost orla dana parametrem 6 = p (ktery vSak nezname).
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Bayesovska statistika

> Je prikladem matematizace ,selského rozumu®, kdy chceme nase piivodni presvédceni
postupné pozménovat ve svétle novych dat.

.....

prakticky zcela vystfidan frekvencni statistikou ve 20. stoleti.
» V poslednich desetiletich se vSak Bayesovskéa statistika vratila, spole¢né s dalsimi novymi
pristupy.
» U hodu minci povazuje Bayesovska statistika parametr 6 za ndhodnou proménnou, data
ziskana experimentem za konstanty a pokousi se z nich vydedukovat informace o rozlozeni
pravdépodobnosti ndhodné velitiny 6.
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Nahodny vybér z populace

» Méjme (velky) zakladni statisticky soubor s N jednotkami, tzv. populaci a néjaky Ciselny
znak pro kazdou z jednotek, tedy soubor hodnot

(X1, .., XN)-

v

Z n& mame k dispozici vyb&rovy soubor s hodnotami (X1, ..., X,).

» Abychom se vyhnuli diskusi skutecné velikosti zakladniho statistického souboru s N
jednotkami, budeme predpokladat, ze vybirdme polozky vybérového souboru jednu po druhé
a kazdou vybranou jednotku poté do populace vracime.

» Zaroven predpokladame, Ze kazda polozka ma stejnou pravdépodobnost vybéru 1/N.

Hovorime pak o ndhodném vybéru.

v
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Nahodny vybér z populace

> Zpusob realizace ndhodného vybéru nyni interpretujeme tak, Ze pracujeme s vektorem
(X1,..., Xn) nezdvislych nadhodnych veli¢in a Ze viechny tyto veli¢iny maji stejné
rozdéleni pravdépodobnosti.

» Zejména tedy sdili distribuéni funkci Fx(x) a momenty E(X;) = p a var(X;) = o2.

» Dal$im krokem je odvozeni charakteristik vybérového priiméru X, a vyb&rového rozptylu

1 & —
52 = — > (X —Xa)?.

i=1

Podle nasledujici véty volime koeficient -+ misto 2 proto, aby E(S2) = o2.

Véta 122.

Pro vybérovy priimér X, spocitany z nahodného vybéru rozsahu n z rozdéleni s konecnou
stfedni hodnotou i a kone¢nym rozptylem o2 plati E(X,) = pu, Var(X,) = a%/n, a pro
vybé&rovy rozptyl S2 platiE(S2) = o2.
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Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

» V praktickych Glohach je tfeba znat nejen Ciselné charakteristiky vybérového priiméru a
rozptylu, ale jejich Gplné rozdéleni pravdépodobnosti.
» To miizeme odvodit pouze pokud zndme rozdéleni pravdépodobnosti X;.
» Jako uzitecnou ilustraci si ukazme vysledek pro ndhodny vybér z normalniho rozdéleni.

Véta 123.

Je-li (X1, ..., Xn) ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?), pak jsou X, a S2 nezavislé veliciny a
plati
2

_ o n—1
XN ) 2 S Sheda
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Bodové a intervalové odhady

» Uvazme anketu mezi 500 studenty o spokojenosti s kurzem ve formé bodi od 1 do 10.
» Spokojenost jednotlivych studentl X; je aproximovana nidhodnou veli¢inou s rozdélenim
N(p, 0?), pricemz zjisténé hodnoty z celé populace minulého semestru jsou =6 a o = 2.
> V bézicim semestru je provedeno namatkové Setfeni u n = 15 studentl.
> Vysledkem je hodnoceni, kde se vyskytuji dvé 3, t¥i 4, tfi 5, pét 6 a dvé 7.
» Vybérovy priimér je tedy Xi5 = 5, 133 a vybérovy rozptyl 5125 =1, 695.
» Z predpokladii vime, Ze X, ~ N(p,02/n), a tedy Z = ﬁ% ~ N(0,1).
» Pro vyjadreni spolehlivosti naseho odhadu uréime interval, ktery bude odhadovany
parametr obsahovat s pfedem zvolenou pravdépodobnosti 100(1 — «) %.
» Hovorime o hladiné spolehlivosti 0 < o < 1.
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Bodové a intervalové odhady

> Nejprve povazujme za nezndmy novy parametr p, zatimco o rozptylu budeme
predpokladat, ze zlstal stejny. Pak

l-a=P(Z]<z(1-a/2)) = H’(]ﬁyn

;“y < z(1—a/2))

v v a/2)>

a mame interval, jehoZ hranice jsou nahodné veliCiny, a ktery s predem danou
pravdépodobnostni bude obsahovat odhadovany parametr p.

» z(3) je S-kvantil standardniho normalniho rozdéleni N(0, 1), ktery najdeme v tabulkach.

:ll’<X,,—Uz(1—04/2)<,u<X,,+a

» Stfed intervalu nazyvdme bodovym odhadem pro parametr p, cely interval intervalovym
odhadem.

» Vysledek miizeme interpretovat i tak, ze na hladiné spolehlivosti « je nebo nenf
odhadovany parametr u odlisny od jiné hodnoty .
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Bodové a intervalové odhady

» V pfipadé nasich dat vyjde pro @ = 0,05, Ze p € (4,121;6,145).
» Na hladiné spolehlivosti 5 % nemiizeme potvrdit, Ze se ndzor studentii na kurz zhorsil,
protoze uvedeny interval obsahuje i hodnotu pg = 6.

» Pro a =0,1 vyjde, Ze u € (4,284;5,983).

» Na drovni 10 % uz takovy dsudek udélame, protoze hodnota g = 6 do intervalu nepadne.
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Bodové a intervalové odhady
» Pokud bychom predpokladali, ze spokojenost s letosnim kurzem bude mit rozptyl
odpovédi jiny nez loni, museli bychom postupovat odlisné.
» Misto normalizované veliCiny Z uvedené vyse budeme stejné postupovat s velic¢inou

» Tato NV ma rozdéleni T ~ t,_1; v naSem pFipadé je n = 15.
> Vyjde tak intervalovy odhad
—_— S - . S
Xp — 7”515,,_1(1 —a/2) <pu< X, + 7”515”_1(1 —a/2).

» Pro a = 0,05 mame p € (4,412;5,854).
» Pro a = 0,03 mime p € (4,321;5,945).
» Uz na drovni 3 % spolehlivosti madme za to, Ze je nazor na kurz horsi.
» To odpovida intuici, Ze by vyrazné mensi vybérovd smérodatna odchylka S, = 1,302 (nez
odchylka ¢ = 2 z minulého Setfeni) méla byt podstatnd pro naSe dvahy.
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Priklad 124.

P¥i 600 hodech kostkou padla Sestka celkem 45 krat. Je mozné tvrdit, Ze jde o idedlni kostku
na hladiné o« = 0,017

Reseni. Pro ideélni kostku je pravdépodobnost hodu $estky v kazdém hodu rovna p = 1/6.
Pocet Sestek v 600 hodech je dan NV X, kterd ma binomické rozdé&leni X, ~ Bi(600,1/6), a
tedy u = 100 a var(X,) = 250/3. Toto rozd&leni Ize podle centralni limitni véty aproximovat
rozdélenim N(u, 0?/n) = N(100,250/3). Namé&fenou hodnotu X, = 45 mlizeme povaZovat
za nahodny vybér o jednom ¢lenu. Povazujeme-li rozptyl za zndmy, pak je 99% interval

spolehlivosti pro stfedni hodnotu w roven

(45 — 1/250/32(0, 995), 45 + 1/250/32(0, 995)) .

Z tabulek zjistime, Ze kvantil z(0,995) & 2,58, coz dav4 interval (21,69). Na idealni kostce je
ale ;4 = 100, a proto nejde v tomto smyslu o idealni kostku na hladiné @ = 0, 01.

Obsah 209 / 220



Priklad 125.

NV X m4 normalni rozdéleni N(u, 0?), kde 1 a o nejsou znamy. V nasledujici tabulce jsou
uvedeny Cetnosti jednotlivych realizaci této NV.

X; 8 11 12 14 15 16 17 18 20 21
np 1.2 3 4 7 5 4 3 2 1

Vypoététe vybérovy priimér, vybérovy rozptyl, vybérovou smérodatnou odchylku a uréete 99%
interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu .

Reseni.

Vybérovy primér X = > n; X;/ > n; = 490/32 ~ 15, 3.

Vybérovy rozptyl S2 = > n;(X;i — X)2/(>_n; — 1) = 1943/256 ~ 7,6, a tedy vybérova
smérodatna odchylka je S ~ 2, 8.

100(1 — «)% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi nezndmém rozptylu je

pe (X— %tn_l(l —a/2), X+ \;tn_l(l —a/2)). Dosazenim X = 15,3, n =32, S =~ 2,8,

a = 0,01 a z tabulek t31(0,995) ~ 2,75 mame 99% interval spolehlivosti 1 € (14,0;16,7).
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Horni a dolni odhady

Nékdy nés zajima pouze horni nebo dolni odhad, tedy statistiky U a L pro néz P(p < U) a
P(L < p). Jde o tzv. jednostranné intervaly spolehlivosti (—oo, U) a (L, +o0).

Pro ndhodnou veli¢inu Z = ﬁ% ~ N(0,1) mame

1-a=g¢(z(1—a)) = P(Z < z(1—a)),

odkud o,
atedy L=X— \%2(1 — ). Obdobné U = X + %z(l — «) a pro rozdéleni s nezndamym
rozptylem

| V

X — % 1(1—a) a Mg?—i—%tn,l(l—a).
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Ptiklad 126.
Predpoklddejme, Ze vyska desetiletych chlapcti ma normalni rozdéleni N(u, o%) s nezndmou
stredni hodnotou 1 a rozptylem o2 = 39, 112. ZméFenim vysky 15 chlapcii jsme urcili vybérovy
primér X = 139, 13. Urcete

a) 99% oboustranny interval spolehlivosti pro parametr .

b) dolni odhad p na hladiné spolehlivosti 95 %.

Reseni.

a) 100(1 — )% interval spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu x normalniho rozlozenf je
pe (X— %z(l —a/2),X+ ﬁz(l —a/2)), kde X je vybérovy primér z n hodnot, o je
znamy rozptyl a z(1 — «/2) je prislusny kvantil. Dosazenim ze zadani n = 15, o ~ 6,254 a

z tabulek z(0,995) ~ 2,576 dostaneme %z(l —a/2) ~ 4,16, tedy p € (134,97, 143, 29).

b) Dolni odhad L parametru x na hlading spolehlivosti 95 % je L = X — %2(0, 95). Z tabulek

z(0,95) ~ 1,645, a proto p € (136,474; +0).
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Testovani hypotéz

» Mé&me dan ndhodny vektor X = (X,..., X,) (vznikly z ndhodného vybéru) se sdruzenou
distribuéni funkei Fx(x).
» Hypotéza je tvrzeni o rozdéleni ureném touto distribucni funkci.
» Zpravidla formulujeme dvé hypotézy:

> nulovou hypotézu Hp a
> alternativni hypotézu Hy.

» Vysledkem testu je rozhodnuti zalozené na konkrétni realizaci NV X, zda hypotézu Hp
zamitnout ve prospéch hypotézy Hj.
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Testovani hypotéz

> Vznikaji chyby dvou typd:
1. zamitneme Hp, prestoze je platna
2. nezamitneme Hy, ackoliv neni platna.
» Rozhodovani probiha tak, ze vybereme tzv. kriticky obor W, tedy mnozinu vysledki
realizace testu, pfi kterych hypotézu zamitame
» Velikost kritického oboru volime tak, aby platnou hypotézu zamital s pravdépodobnosti
nejvyse a.
» Pfedem pozadujeme dané ohraniceni pravdépodobnostni chyby prvniho typu tzv. hladinu
testu .
» Casto se voli hladiny testi a = 0,05 nebo o = 0, 01.

svv /s

jesté hypotézu zamitdme a mluvime o dosazené hladiné testu, resp. p-hodnoté testu.
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Linearni regrese

» Standardnim prikladem uziti linedrni regrese je prolozeni ptimky danymi daty.
» Madame posloupnost méreni, ve kterych zaznamenavame hodnoty dvou veli¢in u nichz
predpokladame linearni zavislost.

» Klasickym prikladem je zavislost vysky syna na vysce otce.
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Regresni pfimka

» Predpokladame, ze veliciny Y; ~ N(Bo + B1xi, 02), kde x; jsou dané konstanty,

» Hleddme nejlepsi aproximaci Y; = by + b1 x;.

» Matice X prislusného linedrniho modelu je

XxT — 1 1
X1 X2
» Odtud
bg _(n X
bi) \nx 27:1)(
a proto

Obsah

1
Xn)

> i <Z§£YXI' Y,~> '
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Regresni pfimka

» |Lze odvodit n

Var(bl) = 02/ Z(X,' —Y)z.

i=1
» Pro testovani hypotézy, zda stfedni hodnota veli¢iny Y nezavisi na x, tj. Hy je tvaru
£1 = 0, mizeme pouzit statistiku

A n 1/2
_ 2 —-\2
T—g (Z(X,'—X) > ~ th_o.

i=1
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Regresni pfimka

» Obdobné vypada statisticka analyza vicenasobné regrese, kde mame nékolik sad hodnot
xji a vyhodnocujeme statistickou relevanci aproximace

Yi = bo+ bixyj + - + bixi.

> Jednotlivé statistiky T; umoziuji t-test zavislosti regrese na jednotlivych parametrech.
> Softwarové balicky zpravidla uvadi také parametr vyjadfujici, jak dobre jsou celkové
hodnoty Y; aproximovany.

» Tento parametr se nazyvé koeficient determinace R? =1 — RSS

Y (Yi=Y)2
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Piklady

Ptiklad 127 (linearni regrese).

Urcete linearni regresni model pro zavislost veli¢iny Y na veli¢iné X na zakladé namérenych
seznami dat: X = [1,4,5,7,10], Y = [3,7,8,12,18|.

Ptiklad 128 (kvadraticka regrese).

Orbitalni stanice namérila v péti po sobé jdoucich dnech, ve stejnou hodinu nasledujici
rychlosti nezndmého vesmirného télesa (v km/s): 10, 11,4, 13,1, 15,8 a 18,7. Odhadnéte
rychlost télesa desatého dne.
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