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@ Co a k Cemu je logika?



@ Logika je védou o spravném usuzovani.

@ V logice jde o formu usuzovani, ne o obsah usuzovani.

@ Logika ma symbolicky charakter.



Druhy logik

@ Klasickéa logika : logika, ktera pouziva dvé pravdivostni
hodnoty (pravda a nepravda) a tzv. klasické spojky, napf.
"jestlize ..., pak...".

@ Neklasicka logika : logika, ktera se zabyva i jinymi
spojkami nez klasickymi, popf. dalSimi aspekty, kterymi se
klasicka logika nezabyva.



Priklady neklasickych logik

(a) modalni logika : pouziva neklasické spojky “je mozné, ze
" "le nutné, ze L "

(b) epistemicka logika : pouziva neklasické spojky "vi se, ze
L Vel se, ze L)L

(c) temporalni logika (logika Casu): zabyva se tvrzenimi, ve
kterych hraje roli ¢as.

(d) fuzzy logika : zabyva se tvrzenimi, které mohou mit kromé
pravdivostnich hodnot pravda a nepravda i jiné hodnoty.



Vztah logiky a informatiky |

Vztah logiky a informatiky je bohaty a rliznorody. Se zaklady
logiky by mél byt obeznamen kazdy informatik. Znalost zaklad{
logiky nam umoznuje srozumitelné a jednoznacné se
vyjadfovat a argumentovat. To je pochopitelné uzite¢né pro
kazdého, nejen pro informatika. Pro informatika je to vSak
navysost dllezité, protoZe svoje konstrukce a navrhy musi
"sdélit pocitaci”, napt. ve formé zdrojového kédu napsaného ve
vhodném programovacim jazyce. Zdrojovy kéd obvykle
obsahuje vyrazy, které se vyhodnocuji podle pravidel logiky
(napf. podminky v pfikazech vétveni "if ...then ...else ...").



Vztah logiky a informatiky Il

Logika nas témto pravidl&im uci. Zdrojovy kéd musi byt pfesny,
jinak je program chybny. Zdrojovy kéd musi byt také
srozumitelny, jinak mu nikdo jiny nez jeho autor nebude
rozumét. Logika nas uci pfesnosti i srozumitelnosti. To je dalsi
vyznamny efekt studia logiky.

e

Pokrocilejsi partie logiky jsou zakladem dulezitych oblasti
informatiky, pro priklad jmenujme logické programovani,
umélou inteligenci, expertni systémy, analyzu dat.



9 Vyroky a logické spojky



Vyrok je tvrzeni, které mlze byt pravdivé nebo nepravdivé.

Z jednodussich vyrokl se vytvareji sloZitéjsi vyroky pomoci tzv.
logickych spojek . Logické spojky jsou specialni jazykové
vyrazy jako napf.

an
"...nebo...",

"jestlize ..., pak...",

"..., pravé kdyz ...",

"ne ..." (ij. "neni pravda, ze ...").



Poznamky:

@ Logickéa spojka nemusi byt spojkou z hlediska ceského
jazyka.

@ P¥i pouziti logickych spojek na vyroky mtizeme ménit
poradi vétnych ¢lend, aniz bychom zménili vyznam véty.
Podobné nebudeme rozliSovat mezi tvrzenimi "Neprsi." a
"Neni pravda, Ze prsi."

@ Misto "logicka spojka" fikame Casto jen "spojka".



e Pravdivostni hodnota vyroku



Nekteré vyroky jsou pravdivé (napf. "3+3=6"), nékteré jsou
nepravdivé (napf. "3+3=8"). O tvrzeni, které je pravdivé,
Ffekneme, Ze ma pravdivostni hodnotu 1 (pravda); o tvrzent,
které je nepravdivé, fekneme, Ze ma pravdivostni hodnotu 0O
(nepravda).

Ze je vyrok V pravdivy, resp. nepravdivy, zapisujeme
nasledovné
[Vi=1 V=0,

tedy pravdivostni hodnotu vyroku V oznacujeme ||V || .



Jak zjistime pravdivostni hodnotu vyroku?

© Je-li vyrok V; atomicky, tj. neobsahuje logické spojky, pak
jeho pravdivostni hodnota musi byt dana "zvenci".
Pravdivostni hodnotu ndm nékdo fekne, popf. ji sami
zjistime. Obecné budeme predpokladat, Ze existuje néjaky
externi zdroj informaci, oznacme ho e, pomaci kterého
pravdivostni hodnotu e(V;) vyroku V; zjistime.

@ Neni-li vyrok V; atomicky, tj. obsahuje logické spojky, pak
je to slozeny vyrok a jeho pravdivostni hodnota zavisi na
vyznamu logickych spojek a na pravdivostnich hodnotach
atomickych vyrok, ze kterych se vyrok V sklada.



Poznamka: Hodnota vyroku V zavisi na externim zdroji
informaci, proto bychom pfesnéji méli psat || V ||e misto || V ||,
abychom zdlraznili, Ze jde o pravdivostni hodnotu vyroku V pfi
e. Na e se tedy miZzeme divat jako na pfifazeni, které
atomickym vyrok{im pfifazuje pravdivostni hodnoty. Proto e

v logice nazyvame pravdivostni ohodnoceni (atomickych
vyroku).



Zopakujme, Ze pravdivostni hodnota vyroku se pocita
z pravdivostnich hodnot atomickych vyrok{ pomoci
pravdivostnich funkci spojek.

KaZda logicka spojka ma své oznaceni a svij vyznam.
Oznacenim je symbol logické spojky. Vyznamem je
pravdivostni funkce logické spojky, tj. zobrazeni popisujici
pfitazeni pravdivostnich hodnot. Symboly a pravdivostni funkce
zakladnich logickych spojek podava nasledujici tabulka.



Zakladni logické spojky

néazev symbol pravd. funkce tabulka pravd. funkce
al—~a
negace - — 0 1
1| 0
A0 1
konjunkce A A 0|0 O
1(0 1
Y|0 1
disjunkce v Y 0/0 1
111 1
— |0 1
implikace = — 01 1
10 1
—~ |0 1
ekvivalence & — 01 O
10 1




Postup pro ur C€eni pravdivostni hodnoty vyroku  V

© Urcime atomické vyroky V1,...Vy, ze kterych se V sklada.



Postup pro ur C€eni pravdivostni hodnoty vyroku  V

© Urcime atomické vyroky V1,...Vy, ze kterych se V sklada.

© Urcime pravdivostni hodnoty e(V4),...,e(V,) atomickych
vyrokl Vi, ...,Vn. Hodnoty e(V;) jsou soucéasti zadani
nebo je zjistime nebo je zname.



Postup pro ur C€eni pravdivostni hodnoty vyroku  V

© Urcime atomické vyroky V1,...Vy, ze kterych se V sklada.

© Urcime pravdivostni hodnoty e(V4),...,e(V,) atomickych
vyrokl Vi, ...,Vn. Hodnoty e(V;) jsou soucéasti zadani
nebo je zjistime nebo je zname.

© Vyrok V zapiSeme v symbolické podobé, dostaneme napf.
ViA (Vz = V3).



Postup pro ur C€eni pravdivostni hodnoty vyroku  V

© Urcime atomické vyroky V1,...Vy, ze kterych se V sklada.

© Urcime pravdivostni hodnoty e(V4),...,e(V,) atomickych
vyrokl Vi, ...,Vn. Hodnoty e(V;) jsou soucéasti zadani
nebo je zjistime nebo je zname.

© Vyrok V zapiSeme v symbolické podobé, dostaneme napf.
ViA (Vz = V3).

© Je-li V atomicky vyrok, pak || V |le=e(V).



Postup pro ur C€eni pravdivostni hodnoty vyroku  V

© Urcime atomické vyroky V1,...Vy, ze kterych se V sklada.

© Urcime pravdivostni hodnoty e(V4),...,e(V,) atomickych
vyrokl Vi, ...,Vn. Hodnoty e(V;) jsou soucéasti zadani
nebo je zjistime nebo je zname.
© Vyrok V zapiSeme v symbolické podobé, dostaneme napf.
ViA (V2 = V3).
© Je-li V atomicky vyrok, pak || V |le=e(V).
@ Je-li V sloZzeny vyrok, tj. ma jeden z tvarli
-V1,V1 AV, V1V V5,V = Vo,V & V), pak jeho
pravdivostni hodnotu urc¢ime podle pravidel
o || =Vifle=—| Vi [,
o [|[ViAV2 [le=[I V1 lle A [ V2 e,
o [ ViV Valle=[I V1 le Y [| V2 e,
° [[ V1= Vzlle=[l V1 eI Vz e,
o [[VieVzlle=[I Vi [le] Va [le-



Poznamka: Poznamenejme, Ze ohodnoceni e (nas externi
zdroj informaci, ktery fika, které atomické vyroky jsou pravdivé
a které jsou nepravdivé) nékdy neni popsan uplné. U nékterych
atomickych vyroki se totiz pfedpoklada, Ze je znamo, zda jsou
pravdivé Ci nikoli.



@ Kvantifikatory a pravdivostni hodnoty vyrok{ s kvantifikatory



Vyrazy obsahujici proménné, které se po dosazeni hodnot za
promeénné stanou vyroky, se nazyvaji vyrokové formy .

Dalsi zplsob jak vytvofit z vyrokovych forem vyroky predstavuji
kvantifikatory . V klasické logice rozeznavame dva
kvantifikatory, obecny a existencni.

Obecny kvantifikator s proménnou x je vyraz "Pro kazdé x
plati, Ze ..."; zapisujeme (Vx).

Existen ¢ni kvantifikator s proménnou x je vyraz "Existuje x
tak, Ze plati ..."; zapisujeme (3x).



Vyhodnocovani pravdivostni hodnoty vyrokd s kvantifikato ry

Pfedpokladejme, Ze je dana vyrokovéa forma V (x), kde x je
proménna s oborem hodnot Dy. Pravdivostni hodnotu

|| (VX)V (x) || vyroku (¥x)V (x), tj. vyroku "Pro kazdé x plati
V (x)" definujeme pravidlem

[ 1 pokud pro kazdén € Dy je ||V(m) =1
I e I={ g hose



Vyhodnocovani pravdivostni hodnoty vyrokd s kvantifikato ry

Pfedpokladejme, Ze je dana vyrokovéa forma V (x), kde x je
proménna s oborem hodnot Dy. Pravdivostni hodnotu

|| (VX)V (x) || vyroku (¥x)V (x), tj. vyroku "Pro kazdé x plati
V (x)" definujeme pravidlem

[ 1 pokud pro kazdén € Dy je ||V(m) =1
I e I={ g hose

Pravdivostni hodnotu || (3x)V (x) || vyroku (3x)V (x), tj. vyroku
"Existuje x tak, Ze plati V (x)" definujeme pravidlem

[ 1 pokud aspd pro jednom € Dy je || V(m)|=1
IEve = 5 b



@ Zaklady vyrokové logiky



Zakladni pojmy, se kterymi jsme doposud pracovali, tj. pojmy
vyrok a vyrokova forma, byly neurcité definované. Rekli jsme,
Ze vyrokem intuitivné rozumime tvrzeni, u kterého ma smysl
uvazovat o jeho pravdivosti. Tato definice ma dvé velké
nevyhody. Za prvé, je nepfesna a ponechéava prostor pro
spekulace o tom, co vlastné vyrok je. Za druhé, je pfilis Siroka,
pripousti i rizna komplikovana tvrzeni, které mohou pfinést
zasadni problémy (napf. paradox Ihafe).



Moderni matematickéa logika postupuije tak, aby se tyto dva
problémy nevyskytovaly. Vzdavéa se proto ambice pracovat se
vSemi moznymi vyroky pfirozeného jazyka a namisto toho
pracuje jen s ur€itymi vyroky, které ke sporlim nevedou.



Na pfikladu parodoxu lhare jsme vidéli, Ze pokud nijak
neomezime mnoZinu vyrokl, se kterymi pracujeme, mtizeme
se dostat do sporu. Ve vyrokové logice jsou vyroky, se kterymi
pracujeme omezené. Navic pracujeme pouze s formami (tvary)
vyrokl (nepracujeme s vyroky samotnymi). Formy vyrok{ se
nazyvaji formule a jsou to presné definované fetézce symboll,
napf. (p = (q Ar)), které popisuji tvar mnoha konkrétnich
vyrokd, ¢imz odhlizime od obsahu a soustfedime se na formu.
A o to ndm v logice jde.

Déle si ukdZzeme zaklady vyrokové logiky — uvidime tak zplsob
jakym se v moderni logice pracuje. Definujeme postupné jazyk
vyrokové logiky, formule a pak pravdivostni ohodnoceni formuli.



Zacneme definici jazyka vyrokové logiky.

Definice
Jazyk vyrokové logiky se sklada z
@ vyrokovych symbolll p,q,r,..., popf. s indexy, p1,p>,...

(pfedpokladame, Ze mame nekonecné mnoho vyrokovych
symbol()

@ symbolll vyrokovych spojek — (negace), = (implikace),
popf. dale A (konjunkce), Vv (disjunkce), < (ekvivalence)
@ pomocnych symbolt (,),[,], atd. (rdzné druhy zavorek).




Ze symbolii jazyka sestavaji formule vyrokové logiky.

Definice
Necht je dan jazyk vyrokové logiky. Formule daného jazyka
vyrokové logiky je definovana nasledovné
@ kazdy vyrokovy symbol je formule (tzv. atomicka formule )
@ jsou-li ¢ a y formule, jsou i vyrazy —¢, (¢ = (), popf. dale
(0AW), (pV ), (¢ < ¢) formule.

V.

Formule jsou tedy jisté konecné posloupnosti symbolll jazyka
vyrokové logiky.



Zatim jsme se vénovali jen tzv. syntaktické strance vyrokové
logiky. Rekli jsme si, co je to jazyk vyrokové logiky a co jsou to
formule. Zatim vSak nevime, co to je pravdiva formule apod.
Formule jsou jisté posloupnosti symbol(l jazyka, samy o sobé
v8ak nemaji zadny vyznam. Pfifazeni vyznamu syntaktickym
objektlim se zabyva tzv. sémantika. Pravé sémantice vyrokové
logiky se budeme nyni vénovat.



(Pravdivostni) ohodnoceni je libovolné zobrazeni e
vyrokovych symbolll daného jazyka vyrokové logiky do
mnoziny {0,1}, tj. ohodnoceni e pfifazuje kazdému
vyrokovému symbolu p hodnotu 0 nebo 1.

Pozndmka: Hodnotu pfifazenou ohodnocenim e symbolu p
oznacujeme e(p). Je tedy e(p) = 0 nebo e(p) = 1. Je-li dano
ohodnoceni e, miiZeme ¥ici, co je to pravdivostni hodnota
formule.



Definice

Necht je dano ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule
¢ pfi ohodnoceni e, oznaCujeme ji || ¢ ||e, je definovana
nasledovné:
@ Je-li ¢ vyrokovym symbolem p, pak
I plle=e(p).
@ Je-li ¢ sloZena formule, tj. je jednoho z tvarll -y, Y A 6,
Yyve, y=0,yY< 0, pak
| =@ lle==| ¢ lle,
[WAB[le=llWle Al 6,
[ WVEle=lwle Y8,
| W= 6lle=|wle—] 6,
[ @<= 6lle=| el 6],
kde —, A, Y, —, < jsou pravdivostni funkce logickych
spojek (viz tabulka vyse).




Poznamka: Je-li || ¢ [[e=1 (]| ¢ |[e=0), Fikdme, Ze formule ¢ je
pfi ohodnoceni e pravdiva (nepravdivd). Uvédomme si, Zze
nema smysl fici "formule ¢ je pravdiva" nebo "nepravdiva"
(musime fFici pfi jakém ohodnoceni!).



Definice
Formule se nazyva
@ tautologie , je-li pfi kazdém ohodnoceni pravdiva,
@ kontradikce , je-li pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva,
@ splnitelna , je-li pravdiva pfi alespon jednom ohodnoceni.

Formule ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny T formuli,
oznaCujeme T = ¢, jestlize ¢ je pravdiva pfi kazdém
ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé vSechny formule z T .

Poznamka: Splnitelné formule jsou tedy prave ty, které nejsou
kontradikcemi. Ze je formule ¢ tautologie, se nékdy zapisuje

= 9.



Tabulkova metoda

Tabulkova metoda predstavuje jednoduchy zpUsob, jak
prehledné zapsat pravdivostni hodnoty dané formule pfi vSech
moznych ohodnocenich.

Tabulkova metoda slouzi k vypsani (tabelaci) hodnot zadanych
formuli ¢1,¢,,...,¢m v tabulce. Tabulka ma 2" fadkli a n +m
sloupct, kde n je pocet vSech vyrokovych symbold, které se
vyskytuji ve formulich ¢4, ¢, ..., ¢mn. Do fadkl piSeme vSechna
mozna ohodnoceni téchto symbold a hodnoty formuli

¢1,02,...,Om.

Pomoci tabulkové metody jednoduse zjistime, je-li zadana
formule ¢ tautologie, kontradikce Ci je splnitelnd i to, zda
sémanticky plyne &i neplyne z jinych zadanych formuli.



Priklad na sémantické vyplyvani

Zjistéte zda z mnoziny T = {p=—q,q,~(((p = —q)Vvr) < (r A—q))}
sémanticky plynou nasledujici formule: r A—q; r; (p = —q) V.

K feSeni pouzijeme tabulkovou metodu pomoci které zjistime, pfi
kterych ohodnocenich nabyvaji formule z T sou€asné pravdivostni

hodnotu 1 (viz Sedé podbarvené fadky). Nyni se staci podivat, zda pfi

téchto (dvou) ohodnocenich jsou jednotlivé formule ze zadani
(modré) také pravdivé (v obou pfipadech). Pokud ano, pak
sémanticky vyplyvaji z T. Jinak sémanticky nevyplyvaji z T.

P=-q | (p=-q)Vr

rA—qQq

~(((p=-q)Vr) & (rr—q))

1

O|O| OO ||| |T
O| O| | | O O| k| F|a

o|r|o|r|o|r|o|r|=
R R Rk~ ~lolo
R R Rk R rlo

Ol O|O|O|r|O|o

~|lo|k|r| | oo~

Zrejme tedy p = —q,q, ~(((p = —q) Vr) < (rA—q)) = (p = —q) VT,
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