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a Rekurze



Rekurze znamend sebeopakovani. Velmi €asto se pouziva
v matematice a informatice.

V programovani rekurze predstavuje opakované vnofené volani
stejné funkce (podprogramu); hovofime o tzv. rekurzivni funkci.
Nedilnou soucasti rekurzivni funkce musi byt ukoncujici
podminka urcujici, kdy se ma rekurze zastavit. Po kazdém
kroku volani sebe sama musi dojit ke zjednoduseni problému.
Pokud nenastane koncova situace, provede se rekurzivni krok.

Poznadmka: KaZzdy algoritmus vyuZivajici rekurzi Ize pfepsat do
nerekurzivniho tvaru pfi pouziti zasobniku.



RozliSujeme dva zakladni typy déleni rekurze:

I. typ

@ piima rekurze — nastava pokud podprogram vola pfimo
sam sebe

@ nepfimarekurze — je situace, kdy vzajemné volani
podprogramul vytvari "kruh"; napfr. v prikazové ¢asti funkce
A je volana funkce B, ve funkci B volame funkci C, ktera

vola funkci A

1. typ

@ linearni rekurze — nastava pokud podprogram pfi
vykonavani svého Ukolu vola sama sebe pouze jednou —
VytvaFi se takto lineérni struktura postupné volanych
podprogramu

@ stromova rekurze — nastava pokud se funkce nebo
procedura v rdmci jednoho vykonavani svého ukolu vyvola
vicekrat (vzniklou strukturu je mozné znazornit jako strom)



Humor o rekurzi

Neékteré definice rekurze v sobé zahrnuji prvky humoru a
parodie na vykladové slovniky:

Cyklus nekonecny
viz Nekonecny cyklus

Nekonec¢ny cyklus
viz Cyklus nekonecny

Tyto Zerty v sobé nesou ponauceni. Zde je evidentni absence
ukoncujici podminky, ktera je nedilnou soucasti rekurze a bez
niz program €asto vede na nekonec¢ny cyklus.



Ukazkou vhodného uziti rekurze je rekurzivni algoritmus
Quicksort nebo tfeba priichod stromem nebo vykonavani urcité
operace se vSemi soubory v adresafové struktufe na pevném
disku (nebot na kazdy nalezeny podadresar Ize automaticky
zavolat stejnou funkci).

Poznamka: Zajimavou oblasti pouziti rekurze jsou fraktaly.
Fraktaly jsou sobé&podobné utvary, které maji na prvni pohled
velmi sloZity tvar, prestozZe jsou generovany opakovanym
pouzitim jednoduchych pravidel.

Priklad

NejcastéjSim prikladem rekurzivniho postupu je vypocet
faktorialu N!, ktery Ize pro N € Ng spocitat dle vztahu
N!=N-(N—1)!, pficemz 0! = 1.

faktorial(N):
pokud N <=0, potom vysledek =1,
jinak vysledek = N« faktorial (N —1)




Poznadmka: Nerekurzivni feSeni dané ulohy byva efektivnéjsi,
avsak vétsinou ztraci na pfehlednosti. Vhodnou metodou miize
byt iterace:

Priklad
faktorial(N):
pokud N < 0, potom konec,
jinak
vysledek =1,
proi od 1 do N proved
vysledek = vysledek xi,

konec

Poznamka: Rekurze je pro programatora velmi silny a uzite¢ny
nastroj, je to vSak také nastroj nebezpecny a pfi jeho pouziti
musime byt opatrni. Mechanické pouziti rekurze vede totiz
¢asto k algoritmtim s exponencialni ¢asovou slozitosti, které
jsou velice pomalé a prakticky pouZitelné jen pro malé vstupy.



Fibonacciho posloupnost je dobrou ukazkou, jak Ize feSit
rekurzivni Glohu rlznymi a réizné efektivnimi zplisoby.

Priklad

UrCete N-té Fibonacciho Cislo pro dané N > 0, je-li Fib(0) =0,
Fib(1) =1 a Fib(N) =Fib(N — 1)+Fib(N —2) pro N > 1.
Nekonec€na posloupnost Fibonacciho Cisel tedy zacina Cisly

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 ...
Toto feSeni ma vSak exponencialni ¢asovou slozitost a provadi
se v ném velké mnozstvi zbytecnych vypoctd.

Pro zasadni zrychleni vypoctu postaci, jestlize rekurzivni
algoritmus doplnime o jedno pomocné pole F. Do néj si
budeme priibézné ukladat vSechna jiz jednou spocditana
Fibonacciho Cisla. Pfed kazdym rekurzivnim volanim se
podivame, zda by takové volani nebylo zbytecné, zda hledanou
hodnotu jiz nemame v poli F. Vysledny algoritmus méa razem
linearni Casovou slozitost.




Poznamka: Ulohu nalézt N-té Fibonacciho &islo je mozné Fesit
také bez pouziti rekurze a bez pomocného pole, pres dvé
promeénné, ve kterych uchovavame posledni dvé hodnoty
Fibonacciho posloupnosti. (Pamétova slozZitost je pak
konstantni.)



9 Grafy a nékteré grafové algoritmy



Graf je grafické vyjadieni vztahll mezi néjakymi objekty.
Objekty jsou v grafu reprezentovany krouzky — nazyvame je
vrcholy (uzly) grafu . Vztah mezi dvéma objekty je v grafu
zobrazen carou, tzv. hranou , ktera spojuje vrcholy, které
objekty reprezentuji. Pfitom kaZzdy z obou koncll hrany musi
vychazet z vrcholu; specialnim pfipadem je hrana, jejiz oba dva
konce vychazeji ze stejného vrcholu, tzv. smy ¢ka. Hrany
mohou byt orientované nebo neorientované (i vicenasobné).

Neorientovany graf je dvojice G = (V,E), kde V je neprazdna
mnozina vrchold a E C {{u,v}|u,v € V,u # v} je mnoZina
dvouprvkovych mnozin vrcholll, tzv. (neorientovanych ) hran.

Orientovany graf je dvojice G = (V,E), kde V # 0 je mnoZzina
vrcholll a E CV x V je mnoZina usporadanych dvojic vrchold,
tzv. (orientovanych ) hran.




Definice
Sled v neorientovaném grafu G = (V,E) je posloupnost
Vo,€1,V1,€2,V2,...,€n,Vy, kde v; € V jsou vrcholy a ; € E jsou
hrany takové, ze ej = {vj_1,v;} proi=1,...,n. Cislo n se
nazyva délka sledu . Sled vg,e1,V1,€2,V5,...,€n,Vn, SE NAZyvVa
— uzavieny, je-li vg = vp,
— tah, neopakuje-li se v ném zadna hrana (i #j = €; # €)),
— cesta, neopakuje-li se v ném zZadny vrchol (i # j = v; # V),
— kruZnice , je-li vg = v, a s vyjimkou vrcholdi vg a vy, jsou
kazdé dva vrcholy rtizné.

Vzdalenost z vrcholu u do vrcholu v je délka cesty z u do v,
ktera ma ze vSech cest z u do v délku nejmensi.




Hranové ohodnoceni grafu G = (V,E) s mnoZinou hodnot D
je funkce w : E — D.

Poznamka: Podobné jednodusSe Ize zavést i pojem ohodnoceni
vrcholll. My jej ale nebudeme potfebovat.

Daéle si ukdzeme dva grafové algoritmy: Dijsktrliv a KruskalGiv.



Dijkstrdv algoritmus

Dijkstrliv algoritmus je nejznaméjsi algoritmus na nalezeni
nejkratSich cest z daného vrcholu.

Vstup: neorientovany graf G = (V,E), hranové ohodnoceni
w:E — R*, vrchols € V
Vystup: hodnota d(v) pro kazdy v € V, d(v) je hodnota
nejkratSi cesty z s do v
Proménné: funkce d : V — RJ, €islo m € R}, mnoZiny AN CV
Algoritmus:
Q A:=V;d(s):=0;proveV —{s}:d(v):=ow
© pokud neexistuje v € A takovy, Ze d (V) # «, skonCi
©Q m:=min{d(v)|veA};N:={veAld(v)=m};A:=A-N
© provsechnyv € N, u € Atakové, Ze {v,u} € E: jestlize
d(v)+w({v,u}) <d(u), pakd(u):=d(v)+w({v,u});
pokraCuj bodem 2.



Neorientovany graf G = (V,E) se nazyva souvisly , pravé kdyz
Yu,Vv existuje sled z u do v.

Strom je neorientovany souvisly graf bez kruznic.

Definice

Neorientovany graf (V1,E;) je podgrafem grafu (V,,Ey), pravé
kdyi Vi1 CV,akE; CE,.

Definice

Kostra neorientovaného grafu G je jeho podgraf, ktery je
stromem a obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

N

Poznadmka: Graf mé kostru, pravé kdyz je souvisly.



KruskalCv algoritmus

Kruskalllv algoritmus je hladovy algoritmus (z roku 1956)
hledajici minimalni kostru souvislého grafu G = (V ,E).
Vstup: souvisly graf G = (V,E), [V| =n, |E| =m, hranové
ohodnoceniw : E — R*
Vystup: minimalni kostra grafu, tj. kostra grafu s minimalnim
souctem ohodnoceni jejich hran
Algoritmus: Algoritmus postupné prochazi hrany a vytvari
z nich mnoziny Eg, E4, Ey, ..., z nichZ posledni je minimalni
kostra grafu G = (V,E):

© usporadej hrany z E dle vahy: w(e;) <w(ep) <--- <w(em)

@ vytvor prazdnou mnozinu hran Eq

© pokud pfidanim e; vznikne kruznice, ponechej E; := E;_1,

jinak Ej := Ei_1U{ei}
© opakuj krok 3, dokud i < m a E; je$té neman — 1 hran.



e Konecny automat



Kone€ny automat je teoreticky vypocetni model pouzivany

v informatice pro studium vycislitelnosti a obecné formalnich
jazyk(. Popisuje velice jednoduchy pocitac, ktery mlze byt

v jednom z nékolika stavi(l, mezi kterymi pfechazi na zakladé
symbolll, které ¢te ze vstupu. Mnozina stavll je kone¢na (odtud
nazev). Konecny automat nema zadnou dalsi pamét kromeé
informace o aktualnim stavu. Konec¢né automaty se pouZzivaji
pro zpracovani regularnich vyrazd, napriklad jako soucast
lexikalniho analyzéatoru v prekladacich.



Deterministicky kone ¢ny automat je pétice
o/ =(T,Q,0,q0,F), kde

@ T je kone¢na mnozina vstupnich symbolll (nazyvana
abeceda)

@ Q je konecna mnozina stavtl

@ J je tzv. prechodova funkce ,0:Q x T — Q, popisujici
pravidla prechodl mezi stavy

@ (o je poCatecnistav, o€ Q
@ F je mnozina koncovych stavd , F C Q.




Popis Cinnosti automatu:

Na pocatku se automat nachazi v definovaném pocatecnim
stavu qg. Dale v kazdém kroku precte jeden symbol ze vstupu a
prejde do stavu, ktery je dan pfechodovou funkci (aktualnim
stavem a prectenym symbolem). Poté pokracuje ctenim dalSiho
symbolu ze vstupu, dalSim pfechodem dle pfechodové funkce
atd.

Skonci-li automat po precteni vstupu v koncovém stavu, pak
dany vstup pfijal (rozpoznal). Jinak ho nepfijal.

Poznadmka: Existuji i tzv. nedeterministické kone ¢né
automaty s prechodovou funkci &:Q x T — 22. Lze o nich
dokazat, Ze maji stejnou vypocetni silu jako deterministické
kone€né automaty.



Kone €ny automat Ize reprezentovat:
@ prechodovou funkci
@ tabulkou

@ (mirné modifikovanym) orientovanym grafem — stavy jsou
vrcholy, pfechody jsou vyznaceny hranami, které jsou
ohodnocené vstupnimi symboly, koncové stavy jsou
vyznaceny dvojitym krouzkem.

Pfiklad

Reprezentujte (pfechodovou funkci d, tabulkou, orientovanym
grafem) DKA rozpoznavajici vSechna binarni Cisla, v nichz
nejsou za sebou vice nez dvé nuly a nekon¢i dvéma nulama.
(Automat tedy napfiklad pfijima vstupni slovo 1101001, ale
nepfijima vstupni slovo 100.)

Reseni: viz prednaska.




fetézec, abeceda

Retézec a prvkdl mnoZiny V je libovolna koneéna posloupnost
této mnoziny. Pocet prvkl v fetézci je jeho délkou a oznacuje
se |a|. Specialné pro prazdny fetézec ¢ definujeme |g| = 0.

Necht V ={0,1}. Pak pro a = 001011 a 3 =0000je [a|=6 a
B| = 4.

Abeceda V je kone¢na mnozina symbold.




uzav ér, formalni jazyk

Pozitivni uzav ér V* konecné mnoZiny V je mnoZina vSech
neprazdnych fetézcd prvkdl mnoziny V. Uzavér V* je mnozina
V*tu{e}.

Necht je dana abeceda V. Pak libovolnd podmnoZzina uzavéru
V* je formalni jazyk nad V.

ProV ={+,—,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} je zfejmé mnozina celych
Cisel formalni jazyk nad V.




Necht T = {a,b,c}. Sestavte kone€ny automat, ktery rozpozna
slova, kterd obsahuji podfetézec abc.

ReSeni: viz pfednaska.

Necht T = {0,1}. Sestavte konecny automat, ktery pfijiméa
regularni jazyk fetézcl, které vyjadiuji binarni ¢islo délitelné
tfemi (beze zbytku).

ReSeni: viz prednaska.




KA — shrnuti

Pocate ¢ni podminky: na vstupu je néjaké slovo w € T*,
automat je ve stavu qp.

V kazdém kroku: Odebere se nejlevéjsi symbol x ze vstupniho
slova w a z aktualniho stavu q se pfejde do stavu 6(q,x) (dle
prechodové funkce).

Ukon ¢eni ¢innosti KA: Bud' je vstupni slovo celé zpracovano,
nebo pro aktualni stav g a odebrany symbol x neexistuje
funkEni hodnota 4(q,x), tj. neni mozny dalSi pfechod.

Slovo w je pfijimano KA, jestlize je celé zpracovano a KA
skoncil v koncovém stavu.

Mnozinu vSech slov w € T* pfijimanych KA nazveme jazykem
rozpoznavanym timto automatem.
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