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@ Slozitost algoritmu



Slozitost kazdého algoritmu miZze byt studovana bud

z hlediska pamét'ové narocnosti nebo z hlediska ¢asové
naroc¢nosti. Pamét'ovou naro¢nosti rozumime pozadavek na
velikost paméti pocitacCe, jez je zapotrebi k provedeni vypoctu.
Podobné ¢asovou narocnosti rozumime ¢as potrebny pro
vypocet. Tento Cas se obvykle neméfi v Casovych jednotkach,
ale poctem provedenych elementarnich kroku algoritmu.

Poznamka: Déale se budeme vénovat pouze ¢asové slozitosti,
nebot k pamétové slozitosti se pfistupuje analogicky.

Poznamka: Slozitost je funkce zavisla na velikosti vstupnich
dat algoritmu. U funkci popisujicich ¢asovou slozitost budeme
uvazovat pouze jejich radovou velikost, tedy napfiklad
sloZitosti liSici se konstantnim nasobkem budeme povazovat za
stejné.



Definice — radové porovnavani funkci

Necht f,g jsou dvé funkce, které pfitazuji pfirozenym &islim
realné Cisla. Pak fekneme, Ze funkce f roste fadové nejvyse
jako funkce g, piSeme f(n) = O(g(n)), prave kdyz existuji Cisla
K > 0 a ng € N takova, ze pro kazdé prirozené Cislo n > ng plati
f(n) < K-g(n).
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Priklad

3m —n?+2n= 0O(n®), nebot 3n® —n? +2n < Kn® <
m(K—-38)+n—-2n>0,cozpro K=4davan® +n”> -2n>0 <
n(n+2)(n—1) >0, coZ plati Vn> ny = 1.
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Definice

Rekneme, Ze algoritmus ma polynomickou éasovou
slozitost, pravé kdyz existuje polynom p takovy, ze f(n) < p(n)
pro vSechna n € N.
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Poznamka: Zakladnim kritériem pro urCovani ¢asové slozitosti
vypocetnich problémd je jejich algoritmicka zvladnutelnost. Je
tfeba si uvédomit, Ze existuji algoritmicky neresitelné
problémy, pro které nema smysl zkou$et algoritmy konstruovat.
Prikladem je problém sestrojeni algoritmu, ktery by o kazdém
algoritmu umél rozhodnout, zda jeho ¢innost skonéi po
konecném poctu kroku Ci nikoliv.

Redukci z problému zastaveni se da ukazat nerozhodnutelnost
celé rady problém, které se tykaji ovérovani chovani
programi:

@ Vyda dany program pro néjaky vstup odpovéd ,Ano“?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?



Poznamka: V praxi pouzivané algoritmy mivaji vétSinou
nékterou z nasleduijicich slozitosti: O(log N), O(N), O(Nlog N),
O(N?), O(N?log N), O(N?), ..., O(2N), O(N!). Pfitom stuperi
polynomu byva pomerné nizky.

Algoritmim se slozitosti O(N) fikame linearni, se slozitosti
O(N?) kvadratické, se sloZitosti O(N®) kubické.



Nékteré typickeé priklady casoveé slozitosti (od nejrychlejsi
po nejpomalejsi):
@ O(1) — konstantni (indexovani prvkud v poli)
@ O(log, N) — logaritmicka (vyhledani prvku v sefazeném
poli metodou puleni intervalu)
@ O(N) — linearni (vyhledani prvku v nesefazeném poli
linearnim vyhledavanim)
@ O(NlogN) - linearnélogaritmicka (sefazeni pole N ¢&isel
dle velikosti; tfidéni slévanim Ci tfidéni haldou &i quicksort)
@ O(N?) — kvadraticka (tfidéni N &isel dle velikosti; piimy
vybér ¢i bublinkové tridéni)
° ...
@ O(2M) — exponencialni (Fibonacciho posloupnost FeSena
pomoci stromové rekurze)

@ O(N!) — faktorialova (feSeni problému obchodniho
cestujiciho hrubou silou).




Necht f,g: N — R jsou funkce. Pak piSeme

@ f(n)=0(g(n)) < 3K >0,3ng eN,Vn>ngy: f(n) <K-g(n)
a fikame, ze funkce f roste radoveé nejvysSe jako funkce g.

@ f(n)=Q(g(n)) < 3k>0,3Iny e N,Vn>ng: f(n) > k-g(n)
a fikame, Ze funkce f roste fadové aspon jako funkce g.

e f(n)=0(g(n)) < f(n) = O(g9(n)) a f(n) = 2(g(n))
a fikame, ze funkce f roste radové stejné jako funkce g;
nebo, Ze funkce f a g jsou fadovée ekvivalentni (neboli
asymptoticky ekvivalentni).




Priklad
v ~ 2_
Dokazte, ze 2= = ©(n).
Reseni: ,
k-n<?” 1 <K-n
n+1

k-n<n—-1<K-n
k§1—1§K
n

Je to spInéno napf. pro k = 3, K =1apro ¥n> ng = 2.

Dokazte, Ze plati
a) 5n° —3n? +7 = 0(n®),
b) Inn=O(n).

Reseni: Jednoduché.




UvaZzme pocitac, u néjz provedeni 1 instrukce trva 1

nanosekundu. Nésledujici tabulka ukazuje délky trvani

vypoctu, spustime-li na takovém pocitaci algoritmus o fadové
slozitosti f(n) se vstupnimi daty velikosti n.

f(n)| n=20 n=40| n=60| n=80 | n=100 | n=1000
n 20ns 40ns 60ns 80ns 0,1us 1us
nlogn 86ns 0,2us | 0,35us | 0,5us 0,7us 10us
m | 0,4us 1,6us | 3,6us | 6,4us 10us 1ms
n* | 0,16ms | 2,56ms | 13ms | 41ms 0,1s | 16,8min
2n 1ms | 16,8min | 36,6/et
n! 77let




Pfedchozi tabulka potvrzuje opravnénost predstavy:
prakticky pouzitelny algoritmus je algoritmus s nejvySe
polynomickou ¢asovou slozitosti.

Nelze to v8ak brat jako dogma. Viz nasledujici dva priklady:
@ fi(n)=210.n,
o fr(n)=2""" (=21° pro n=10"").

Predchozi predstavu ramcove potvrzuje i dalSi tabulka, ktera
popisuje, jak se zvetSi rozsah zpracovatelnych uloh v pripadé
zvetSeni vypocetni rychlosti pouzitého pocitace 100x a 1000x,
jestlize pavodné bylo mozno v daném ¢asovém limitu zpracovat
vstupni data o velikosti n = 100.



zrych. vyp. 100x

zrych. vyp. 1000x

f(n) | zrych. vyp. 1x

n 100
nlogn 100
e 100

n* 100

2" 100

n! 100

10000
5362
1000

316
106
100

100000
43150
3162
562
109
101

Z tabulek je vidét, Ze uz pro algoritmy s exponencialni ¢asovou
slozitosti je typicka existence mezni velikosti vstupnich dat, nad
niz je uloha prakticky nefeSitelna i pfi zvySeni rychlosti pocitace

0 nékolik radu.




@ Tridy slozitosti P a NP



Ulohu (algoritmus) nazveme Fesitelnou v polynomialnim
case, jestlize jeji casovou slozZitost mizeme shora ohranicit
polynomem. T¥idu Uloh s polynomidlni slozitosti ozna¢ime P.

Napriklad tfidéni na haldé je uloha tfidy P, nebot ma sloZitost
nlogn < r?.

Ulohy tfidy P povaZujeme za fesitelné (v pfiméfeném &ase).

Ulohu nazveme nedeterministicky polynomialni, jestlize
existuje nedeterministicky algoritmus, ktery ji fesi
v polynomialnim ¢ase. Tuto tfidu Uloh ozna¢ime NP.




Ptiklad (Gloha batohu)

Mame mnozinu rtiznych pfirozenych Cisel ay,...,a, a mame
zadano prirozené Cislo A. Ukolem je vybrat z Cisel ay,...,an
podmnozinu jejiz souCet bude A. Tedy a;,, a;,,...,a, je feSenim
ulohy, jestlize a;, +a;, +---+ a;, = A.
Nedeterministicky algoritmus:

@ Polozime X =0.

©Q Proi=1,2,...,nbud &islo a; pfictteme k X nebo Eislo a;

nepricteme k X.

© Jestlize A= X, mame feseni.

Poznamka: Pri feSeni Uloh tfidy NP je jediny znamy
deterministicky zpusob feSeni postupné projit vSechny
moznosti pfipadajici v Gvahu, coz u Ulohy batohu je 2"
moznosti.

Poznamka: Vzhledem k ¢asovym narokim povazujeme
NP-UpIné problémy za nefesitelné pro n > 70.



Skutecnost, Ze r je feSenim Ulohy U oznacime r € U.

Definice

Rikame, Ze Gloha U; je redukovatelna na tlohu U, jestlize
existuje deterministicky polynomialni algoritmus M, ktery reSeni
lohy r pfevadi na vysledek M(r) tak, ze r € Uy prave kdyz
M(r) € Us. Oznacujeme U; <1 Us.

Definice
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Ulohu U nazveme NP-uplnou, jestlize na ni Ize redukovat
libovolnou Ulohu z tridy NP, tj. pro kaZzdou Ulohu U’ € NP plati
U’ < U. Tfidu NP-Uplnych uloh oznacujeme NPC.
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problémy z tfidy NP.



Cookova véta
Problém splnitelnosti booleovskych formuli je NP-Upliny.

Poznamka: NP-Uplnost zde byla dok&zana jako prvni.

P—NP problém
Je P= NP nebo je P # NP?

Poznamka: Nevéfime v platnost P = NP (dUkaz vSak stéle
chybi). O¢ekavame, ze P # NP, tj. P C NP.

Poznamka: Ten kdo prvni spravné vyresi P-NP problém
dostane (kromé dozivotniho véhlasu) milion americkych dolard.
(Vyhlasovatelem soutéze je Clay Mathematics Institut, vice
informaci Ize nalézt na jeho webovych strankach.)



Nékteré NP-uplné ulohy

@ Problém splnitelnosti booleovskych formuli.

@ Uloha batohu.

© Chromatickeé cislo grafu. Uréeni nejmensiho poctu barev,
jimiz 1ze obarvit vrcholy grafu G tak, ze Zzadné dva
sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu; znacime x(G).

© Nalezeni Hamiltonovy kruznice. Hamiltonova kruznice je
kruznice, ktera obsahuje vSechny vrcholy grafu.

@ Problém kliky. Klikou v neorientovaném grafu rozumime
takovou podmnozinu vrchold, jejiz kazdé dva vrcholy jsou
navzajem propojeny hranami. Problémem kliky rozumime
problém stanoveni, zda méa dany neorientovany graf kliku o
k vrcholech.

©Q Hledani nejkratsi (resp. nejdelsi) cesty v orientovaném
ohodnoceném grafu z vrcholu x do vrcholu y.

(Téz odpoveéd na otazku zda existuje cesta délky |m|.)

@ Uloha rozhodnout zda dva kone&né automaty rozpoznavaiji

stejny jazyk.



Dal§im NP-Uplnym problémem je tzv. problém obchodniho
cestujiciho:

Muze obchodni cestujici projet vSechna mésta tak, aby kazdé
navstivil pravé jednou, na zavér se vratil do vychoziho mésta a
pfitom urazil vzdalenost mensi nez K?

(= Existuje v (UpIném) neorientovaném grafu s ohodnocenymi
hranami hamiltonovské kruznice, v niz je soucet ohodnoceni
jejich hran mens§i nez pfedem dana hodnota K?)

Poznamka: NP-Uplnych problém jsou tisice. Vime, ze
vSechny NP-UplIné problémy jsou mezi sebou ,prevoditelné”
(tam i zpét) v polynomialnim ¢ase, neboli jsou na sebe
redukovatelné.

Poznamka: Typickym predstavitelem tfidy NP je problém, ktery
je feSen algoritmem (s exponencialni Casovou slozitosti)
probirajicim v§echny varianty, kde ovéfreni spravnosti kazdé

z téchto variant vyzaduje pouze polynomicky cCas.



Poznamka: K zadnému NP-Uplnému problému neni zndm
algoritmus feSici jej v polynomickém ¢ase. Pokud by nékdo
dokazal prislusnost nékterého NP-UpIiného problému k tfidé P,
dokazal by rovnost P=NP.

Poznamka: V praxi se NP-UpIné ulohy (s vétsimi vstupy)
obvykle fesi pouze pfiblizné (heuristickymi algoritmy,
genetickymi algoritmy, ...). Tim se (za cenu vzdani se naroku
na nalezeni presného fesSeni) dosahuje prakticky pouzitelnych
c¢asu.

Poznamka: Obtizné feSitelné problémy maji vyuziti napiiklad
v oblasti Sifrovani.



Vyuziti vypocetné obtiznych uloh v Sifrovani

P¥i utajené komunikaci pozadujeme ,nemoznost“ nebo alespon
enormni ¢asovou naro¢nost odhaleni kliCe potfebného

k desSifrovani zaSifrované zpravy. Jestlize systém tvorby klice
propojime s nékterymi ze znamych obtizné fesitelnych
problému, pak ukol deSifrovat odeslanou zpravu bez znalosti
prislusného klice odpovida Uloze nalézt konkrétni feSeni
souvisejiciho problému. Vime-li, Ze v sou¢asnosti nikdo takovy
problém efektivné fesit neumi a uvedeny problém je vypocetné
naroCny, pak jsme pro utajeni zpravy udélali maximum.

Za typicky priklad vyuZiti vypocetné obtizné Ulohy v Sifrovani
Ize povazovat metodu RSA pouzivanou pfi Sifrovani s vefejnym
klicem.



Metoda RSA je zaloZzena na vyuziti souCinu velkych prvocisel.
Poznamenejme, Ze testovani prvociselnosti zadaného Cisla je
Uloha zvladnutelna v rozumném ¢ase, naproti tomu Uloha
nalézt rozklad zadaného pfirozeného Cisla na soucin
prvodinitelt je vypo&etné velmi naroéna . Ukol rozsifrovat
zasilanou zpravu tak odpovida ukolu nalézt prijatelné rychly
algoritmus pro rozklad pfirozeného Cisla na soucin prvocinitel.



Idea Sifrovani s verejné pristupnym klicem

Jeden UcCastnik utajené komunikace (napf. Ustfedi banky)
vygeneruje dvojici klicl Aq, Az, mezi nimiz je urcita
matematicka zavislost. Kli¢ A; dostacuje k zasifrovani
posilanych zprav, kli¢ A, je potfebny k rozSifrovani pfijatych
zprav. Kli¢ A, utaji, A; naproti tomu rozesle ostatnim
GCastnikim utajené komunikace (napf. bankovnim pobockam)
prostfednictvim verejné pristupného média (napft. telefonni
linkou). S pomoci klice Ay tedy mlze kazdy zaSifrovat svou
zpravu, ale jeji rozsifrovani Ize provést pouze s vyuzitim klice
Ao, jenz je znamy vyhradné iniciatoru celé komunikace.
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