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ﬂ Zakony VL, sémantické vyplyvani



Formule ¢,y jsou sémanticky ekvivalentni, pokud
| ¢ lle=|| ¥ ||e pro kazdé ohodnoceni e.

Poznamka: Formule ¢, v jsou sémanticky ekvivalentni, prave
kdyz ¢ < v je tautologie. Tedy sémanticky ekvivalentni formule
od sebe nelze rozlisit pravdivosti.
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| ¢ le= ¥ ||e pro kazdé ohodnoceni e.

Poznamka: Formule ¢, v jsou sémanticky ekvivalentni, prave
kdyz ¢ < v je tautologie. Tedy sémanticky ekvivalentni formule
od sebe nelze rozlisit pravdivosti.

Poznamka: Pravdivost formule ¢ pfi daném pravdivostnim
ohodnoceni zavisi pouze na ohodnoceni vyrokovych symboll
vyskytujicich se ve formuli ¢.



Formule ¢,y jsou sémanticky ekvivalentni, pokud
| ¢ le= ¥ ||e pro kazdé ohodnoceni e.

Poznamka: Formule ¢, v jsou sémanticky ekvivalentni, prave
kdyz ¢ < v je tautologie. Tedy sémanticky ekvivalentni formule
od sebe nelze rozlisit pravdivosti.

Poznamka: Pravdivost formule ¢ pfi daném pravdivostnim
ohodnoceni zavisi pouze na ohodnoceni vyrokovych symboll
vyskytujicich se ve formuli ¢.

Poznamka: Néekteré tautologie povySujeme na tzv. zakony VL.



Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:

1. @V —¢ (z&kon vylouceného tretiho)
2. 7(pA—¢) (zakon sporu)
3. =—@ < ¢ (zakon dvoji negace)



Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:
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oV —¢ (zakon vylouceného tretiho)
—(p A—¢@) (zakon sporu)
—-—@ < ¢ (zakon dvoji negace)

(ory) = (VA0)
(oVy) = (vVe)

(komutativni zdkon pro A)
(komutativni zakon pro V)



Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:
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(zakon vylouceného tretiho)

(asociativni zakon pro A)
(asociativni zakon pro V)



Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:

1. ¢ v—¢@ (zakon vylou¢eného tretiho)

2. =(p A—¢) (zé&kon sporu)

3. =@ & ¢ (zakon dvoji negace)

4. (pAy)< (yA@) (komutativni zakon pro A)

5. (pVvy)< (yVe) (komutativni zakon pro V)

6. (pA(vAx))<e ((pAW)Ay) (asociativni zakon pro A)
7. (pV(yVy)) < (eVvy)Vy) (asociativni zakon pro V)
8. (pA(vVvy)e (pAy)V(pAy)) (distributivni zakon)
9. (pV(vAx))<e (eVy)A(eVy)) (distributivni zakon)



Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:

1. ¢ v—¢@ (zakon vylou¢eného tretiho)
2. =(p A—¢) (zé&kon sporu)
3. =@ & ¢ (zakon dvoji negace)
4. (pAy) & (1///\ @) (komutativni zakon pro A)
5. (pVvy)< (yVe) (komutativni zakon pro V)
6. (pA(vAx))<e ((pAW)Ay) (asociativni zakon pro A)
7. (pV(yVy)) < (eVvy)Vy) (asociativni zakon pro V)
8. (pA(vVvy)e (pAy)V(pAy)) (distributivni zakon)
9. (pV(vAx))<e (eVy)A(eVy)) (distributivni zakon)
10. =(pAy) < (e V-y) (de Morganlv zékon)
1. =(pVy) < (—pA-y) (de Morganlv zékon)



Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:

1. ¢ v—¢@ (zakon vylou¢eného tretiho)

2. =(p A—¢) (zé&kon sporu)

3. =@ & ¢ (zakon dvoji negace)

4. (pAy) & (1///\ @) (komutativni zakon pro A)

5. (pVvy)< (yVe) (komutativni zakon pro V)

6. (pA(vAx))<e ((pAW)Ay) (asociativni zakon pro A)
7. (pV(yVy)) < (eVvy)Vy) (asociativni zakon pro V)
8. (pA(vVvy)e (pAy)V(pAy)) (distributivni zakon)
9. (pV(vAx))<e (eVy)A(eVy)) (distributivni zakon)
10. =(pAy) < (e V-y) (de Morganlv zékon)
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—(pVy)<s (—mpA—y) (de Morganuv zakon)
. (p=vy)s (—pVy) (ndhrada implikace)
-(¢p=vy)< (pA-y) (nadhrada negace implikace)

—
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Zakony VL, kde ¢, v, x jsou libovolné formule VL:
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oV —¢ (zakon vylouceného tretiho)
—(p A—¢@) (zakon sporu)
—-—@ < ¢ (zakon dvoji negace)

(pAY) = (l[//\ @) (komutativni zakon pro A)
(pVy)< (yVe) (komutativni zdkon pro V)
(en(wAx))< ((eAW)Ax) (asociativni zadkon pro A)
(eV(vVvy))< ((pVvy)Vy) (asociativni zakon pro V)
(oA (vVvy)e (pAy)V(pAY)) (distributivni zakon)
(oV(vAx))e (eVy)A(eVy)) (distributivni zakon)
—(pAy) < (—oV-y) (de Morganiv zakon)

—(pVy)<s (—mpA—y) (de Morganuv zakon)

. (p=vy)< (—~pVy) (ndhradaimplikace)

-(¢p=vy)< (pA-y) (nadhrada negace implikace)

. (p=vy)< (—y = —9) (zékon kontrapozice)
(oo v)e (o= yv)A(y=9)) (ndhrada ekvivalence)
- ((p=v)A(y=1x))=(p=yx) (tranzitivitaimplikace).



Je uzite¢né si uvédomit jesté dalSi tautologie. | zde jsou ¢ a w
libovolné formule vyrokové logiky.
a) (pAp) < o, (Vo)< ¢ (idempotentnost v, A)
b) (pA1)<= @, pN0<=0, (V1)1 (pV0)< @
c) o= (v=9)
d) o= (vVo)
e) (pAY)=¢
i (1=9)e0 (p=1)=1,(¢=0)= 0.



Ve vyrokovém kalkulu je obvyklé uvazovat pouze dva zakladni
symboly logickych spojek —,= a nikoli pét —,V, A, =, <, jak
jsme ucinili my. Pro¢?

@ Zaprvé zjednoduSime dukazy.

@ Za druhé konjunkci, disjunkci a ekvivalenci je mozné
vyjadfit pouze pomoci negace a implikace — v tomto
smyslu jsou i symboly spojek nadbyte¢né.



Ve vyrokovém kalkulu je obvyklé uvazovat pouze dva zakladni
symboly logickych spojek —,= a nikoli pét —,V, A, =, <, jak
jsme ucinili my. Pro¢?
@ Zaprvé zjednoduSime dukazy.
@ Za druhé konjunkci, disjunkci a ekvivalenci je mozné
vyjadfit pouze pomoci negace a implikace — v tomto
smyslu jsou i symboly spojek nadbyte¢né.

Vskutku, formule pVv q, pAg a p < q (vtomto poradi) jsou
sémanticky ekvivalentni formulim -p = q, —=(p = —q),
-((p=9q) = —~(g=p)) = ¢, 0 CemZ se mlZzeme snadno
presveédCit tabelaci:

plal-p|-q|-p=q|p=>—-q|-(pP=-9 | ¢
010 1 | 1 0 1 0 1
ol1]1]o0 1 1 0 0
1100 | 1 1 1 0 0
111]01]0 1 0 1 1



Tedy

| —=p=qlle=IlPVQlle,
| =(p=—0) lle= PAQq|e,
[-((p=q)=-(a@=p) lle=llP=qlle

pfi kazdém ohodnoceni e.
Poznamenejme jesté, ze pokud bychom v jazyku VL méli pouze

symboly spojek —, =, pak ¢V v jiz neni formule takového
jazyka, ale mizeme ji chapat jako zkratku za formuli —=¢ = .



Sémantické vyplyvani

VL ma svou syntaxi a sémantiku. Syntaxe VL definuje pojmy
jako je jazyk a formule, ale formulemi (i ostatnimi syntaktickymi
pojmy) se zabyva Cisté z pohledu jejich tvaru. Sémantika VL
zavadi pojem pravd. ohodnoceni a pravdivost formule pfi
daném ohodnoceni. Sémantika pfifazuje vyznam syntaktickym
pojmum.



Sémantické vyplyvani

VL ma svou syntaxi a sémantiku. Syntaxe VL definuje pojmy
jako je jazyk a formule, ale formulemi (i ostatnimi syntaktickymi
pojmy) se zabyva Cisté z pohledu jejich tvaru. Sémantika VL
zavadi pojem pravd. ohodnoceni a pravdivost formule pfi
daném ohodnoceni. Sémantika pfifazuje vyznam syntaktickym
pojmum.

Pojem vyplyvani ma v logice Ustfedni vyznam (zopakujme jej):

Méjme formule v, ..., w, (n > 0). Formule ¢ sémanticky plyne

z formuli y,..., ¥, (znaime vy, ..., ¥, = 0), jestlize | ¢ | e=1
pro kazdé ohodnoceni e takove, ze || vy |le=1,...,|| Vn lle=1.




Sémantické vyplyvani

VL ma svou syntaxi a sémantiku. Syntaxe VL definuje pojmy
jako je jazyk a formule, ale formulemi (i ostatnimi syntaktickymi
pojmy) se zabyva Cisté z pohledu jejich tvaru. Sémantika VL
zavadi pojem pravd. ohodnoceni a pravdivost formule pfi
daném ohodnoceni. Sémantika pfifazuje vyznam syntaktickym
pojmum.

Pojem vyplyvani ma v logice Ustfedni vyznam (zopakujme jej):

Méjme formule v, ..., w, (n > 0). Formule ¢ sémanticky plyne

z formuli y,..., ¥, (znaime vy, ..., ¥, = 0), jestlize | ¢ | e=1
pro kazdé ohodnoceni e takove, ze || vy |le=1,...,|| Vn lle=1.

Poznamka: Formule vy, ..., y, z pfedchozi definice nékdy
nazyvame predpoklady, formuli ¢ sémanticky dusledek
formuli yq,..., yp.



9 Booleovské funkce, normalni formy



Booleovské funkce f:{0,1}" — {0,1}

Booleovska funkce s n argumenty (nékdy n-arni booleovska
funkce) je libovolné zobrazeni, které kazdé usporadané n-tici
hodnot 0 nebo 1 pfifadi hodnotu 0 nebo 1. Kazdou booleovskou
funkci f s n argumenty Ize zapsat v tabulce podobné jako u
tabulkové metody. Pfedpokladejme, Ze argumenty funkce f
oznacime Xi,...,Xn, pak piSeme také f(xi,...,Xn).



Priklad

V8echny booleovskeé funkce jedné proménné:

Xq ‘ f1 fg f3 f4
0/0 0 1 1
170 1 0 1

Vidime, Ze f; je pravdivostni funkce spojky negace, tj. f3(0) =1
a f3(1) =0.
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Priklad

VSechny booleovské funkce dvou proménnych:

X1 Xo ‘ f-| f2 f3 f4 f5 fe fz f8

1 1 11 1 1 1 1 1 A1

1 o|j1 1 1 1 0 0 0 O

o 1 i 1.0 0 1 1 0 O

o o1 o 1 0 1 0 1 O
Xt X |f fo fi fo fs fa fi5  fie
1 110 O 0 0 0 0 0 0
1 0|1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0
0O 0|1 0 1 0 1 0 1 0

Vidime, ze f, je pravdivostni funkce spojky disjunkce, fs je
pravdivostni funkce spojky implikace, f; je pravdivostni funkce
spojky ekvivalence a fg je pravdivostni funkce spojky konjunkce.

Tedy pravdivostni funkce kazdé ze spojek, se kterymi jsme se
setkali, jsou booleovské funkce.




Pravdivostni funkce spojek A, Vv, =, < jsou booleovské funkce
dvou argumentd, pravdivostni funkce spojky — je booleovska
funkce jednoho argumentu.

Tvrzeni: Existuje 2(2") booleovskych funkci s n argumenty.



Pravdivostni funkce spojek A, Vv, =, < jsou booleovské funkce
dvou argumentd, pravdivostni funkce spojky — je booleovska
funkce jednoho argumentu.

Tvrzeni: Existuje 2(2") booleovskych funkci s n argumenty.

Je jasné, Ze kazda formule ¢ obsahujici vyrokové symboly
pi,---,Pn indukuje booleovskou funkci n argumentu. Je to prave
funkce, jejiz tabulku ziskame vytvorenim tabulky pro formuli ¢.
Zajimavé ale je, ze plati také opacné tvrzeni: Ke kazdé
booleovské funkci f s n argumenty existuje formule ¢ takova,
Ze tato formule indukuje pravé funkci f. Plati dokonce, Zze
formule ¢ mize obsahovat pouze spojky —, A, V.



Necht V je mnozina vyrokovych symboll. Pak

@ literal nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho
negace




Definice
Necht V je mnozina vyrokovych symboll. Pak

@ literal nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho
negace

@ uplna elementarni konjunkce nad V je libovolna
konjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje prave v jednom literalu
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@ literal nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho
negace
@ uplna elementarni konjunkce nad V je libovolna
konjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje prave v jednom literalu
@ uplna elementarni disjunkce nad V je libovolna
disjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje pravé v jednom literalu




Definice
Necht V je mnozina vyrokovych symboll. Pak
@ literal nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho
negace
@ uplna elementarni konjunkce nad V je libovolna
konjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje prave v jednom literalu
@ uplna elementarni disjunkce nad V je libovolna
disjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje pravé v jednom literalu
@ uplna konjunktivni normalni forma nad V je konjukce
Uplnych elementarnich disjunkci nad V




Necht V je mnozina vyrokovych symboll. Pak

@ literal nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho
negace

@ uplna elementarni konjunkce nad V je libovolna
konjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje prave v jednom literalu

@ uplna elementarni disjunkce nad V je libovolna
disjunkce literalu, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje pravé v jednom literalu

@ uplna konjunktivni normalni forma nad V je konjukce
Uplnych elementarnich disjunkci nad V

@ uplna disjunktivni normalni forma nad V je disjunkce
uplnych elementarnich konjunkci nad V.




Poznamka: Tabulkovou metodou se Ize snadno presvédcit, ze
napf. formule pA(gATr) a(pAQq)Ar jsou sémanticky
ekvivalentni, t.j. u formuli ve tvaru konjunkce nezalezi na
uzavorkovani. To samé plati pokud bychom nahradili konjunkci
disjunkci. PiSeme tedy stru¢né p; A --- A p, misto

p1 A (pa(...(Pr_1Apn)...))- Analogicky pro disjunkci.



Poznamka: Tabulkovou metodou se Ize snadno presvédcit, ze
napf. formule pA(gATr) a(pAQq)Ar jsou sémanticky
ekvivalentni, t.j. u formuli ve tvaru konjunkce nezélezi na
uzavorkovani. To samé plati pokud bychom nahradili konjunkci
disjunkci. PiSeme tedy stru¢né p; A --- A p, misto

p1 A (pa(...(Pr_1Apn)...))- Analogicky pro disjunkci.

Véta

Ke kazdé formuli VL, ktera neni tautologii existuje s ni
sémanticky ekvivalentni formule, ktera je ve tvaru Upiné
konjunktivni normalni formy.

| \

Véta

Ke kazdé formuli VL, ktera neni kontradikci existuje s ni
sémanticky ekvivalentni formule, ktera je ve tvaru Upiné
disjunktivni normalni formy.




Konstrukce UDNF pro formuli ¢ s vyr. symboly ps,...,pp:
1) pro ¢(py,...,Pn) uvazme tabulku pravdivostnich hodnot
2) pro tadky s hodnotou 1 (ve sloupci @) sestrojme UEK z p;

(pro 1) a —p; (pro 0)
3) vysledna UDNF je disjunkci takovych UEK.



Konstrukce UDNF pro formuli ¢ s vyr. symboly ps,...,pp:
1) pro ¢(py,...,Pn) uvazme tabulku pravdivostnich hodnot
2) pro tadky s hodnotou 1 (ve sloupci @) sestrojme UEK z p;

(pro 1) a —p; (pro 0)
3) vysledna UDNF je disjunkci takovych UEK.

Pro UKNF postupujeme duéiné:

Konstrukce UKNF pro formuli ¢ s vyr. symboly p., ..., pp:
1) pro ¢(pi,...,Pn) uvazme tabulku pravdivostnich hodnot
2) pro fadky s hodnotou 0 (ve sloupci ¢) sestrojme UED z p;

(pro 0) a —p; (pro 1)
3) vysledna UKNF je konjunkci takovych UED.



Priklad

Sestrojte UDNF a UKNF k formuli ¢: [(p< q) A (g = 1))

plglrlpeqglg=r|e UEK UED
11111 1 1 1 PAQAT

1111]0 1 0 0 —pVvV-qVvr
1101 0 1 0 -pVqV-r
1100 0 1 0 -pvagVvr
0|11 0 1 0 pv-oqV-r
0|10 0 0 0 pv-qVvr
0[0 |1 1 1 1| =pA—QAT

0/(0]0 1 1 1| -pA-gA-r




Priklad

Sestrojte UDNF a UKNF k formuli ¢: [(p< q) A (g = 1))

plglrlpeqglg=r|e UEK UED
11111 1 1 1 PAQAT

1111]0 1 0 0 —pVvV-qVvr
1101 0 1 0 -pVqV-r
1100 0 1 0 -pvagVvr
0|11 0 1 0 pv-oqV-r
0|10 0 0 0 pv-qVvr
0[0 |1 1 1 1| =pA—QAT

0/(0]0 1 1 1| -pA-gA-r

Tedy UDNF je (0AQAT)V (-pA=GAT)V (=pA=qA-T),
UKNF je (-pV—=qV r)A(=pV gV -r)A(-pVvqVr)A
(bV=qV-r)A(pV—-qVr).




© Upiné systémy spojek VL



Mnozina booleovskych funkci {fi,..., fc} je funkéné uplna,
pokud kazdou booleovskou funkci f: {0,1}" — {0,1} Ize
vyjadrit jako slozeni nékterych funkci z {f;,..., f}.

Rekneme, Ze mnoZina vyrokovych spojek je iplna (tvofi Gplny
systém spojek), jestlize je funkéné Uplna mnozina jim
odpovidajicich booleovskych funkci.

Kazdy Uplny minimalni systém spojek VL nazveme bazi.

{—,Y, A} tvofi Uplny systém spojek VL.

Dukaz: Platnost plyne z tvrzeni o UDNF (UKNF).




Z de Morganovych zékonu je zfejmé, ze systém {—, Y, A } neni
bazi. JednoduSe se dé ukazat, Ze existuji dvouprvkové baze
{_’7 Y}5 {_’7 A}! {_’7_>}

Otazka: Existuji jednoprvkové baze VL?

Specialni vyznam maji Piercova (Nicodova) spojka (vyznam:
"ani..., ani..."; oznaCujeme ji symbolem |}) a Shefferova
spojka (vyznam: "pokud ..., pak neplati ..."; oznaCujeme ji
symbolem 1}), které samy o sobé tvori Uplny systém spojek.
Obé spojky jsou interpretovany nasledujicimi pravdivostnimi
funkcemi:

- O+
o =lo
o ol=
- o|—
- =lo
O ==



Tvrzeni: Existuji pouze dvé jednoprvkové baze. Tvofi je spojky
Sheffer {1} a Nicod {|} (téZ tzv. Piercova spojka). (Tedy pomoci
Sheffera (resp. Nicoda) Ize nahradit vSechny ostatni spojky VL.)

K dakazu: Pomoci 1} (resp. |}) Ize vyjadfit —, A, V:
Zrejmé
(afrb) < -(anb).

Odtud:

1) —a< —-(ana)<(afa)

2) (anb) < —=(anb) = —(attb) < ((antb)fr(at b))

3) (avb) <= ——(avb) < ~(-an-b) < (-maf—b)<=((afa)

(b1 b)).

Podobné pro ).
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