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Q Pojem relace



Pojem relace je matematickym protéjSkem bézné pouzivaného
pojmu vztah. Napf. dvé pfimky v roviné mohou byt ve vztahu
"byti rovnobézné". Dva ¢lenové rodiny mohou byt ve vztahu
"byt sourozencem”. Cislo 3 je ve vztahu "byt mensi" s &islem 5
ne vSak s Cislem 2. Tfi body v roviné mohou byt ve vztahu
"lezet na jedné pfimce".

VS§imnéme si, ¢im je vztah urCen. Za prvé je to tzv. arita
vztahu, tj. ¢islo udavajici pocet objektl, které do vztahu
vstupuji. Za druhé jsou to mnoziny, jejichz prvky do vztahu
vstupuji.
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Zakladnim pojmem je pojem usporadané n-tice prvku.
Usporadana n-tice objektd xq,..., x, (v tomto poradi) se
oznacuje (xq,...,Xn). Prvek xj (1 <i< n) se nazyva i-ta slozka
dané n-tice. Rovnost definujeme tak, ze

(X1, Xn) = V1s---, Ym), pravé kdyz n=ma

X1 =Y1,---,Xn=Yn-



Definice
Kartézsky soucin mnozin Xi,..., X, je mnozina X; x --- x Xj,
definovana predpisem

X1 x - x Xnp={(X1,..., Xn)|X1 € X1,...,Xn € Xn}.

Je-li Xy =--- =X, = X pak Xj x --- x X, znaCime také X" (n-ta
kartézska mocnina mnoziny X).




Definice

Kartézsky soucin mnozin Xi,..., X, je mnozina X; x --- x Xj,
definovana predpisem

X1 x - x Xnp={(X1,..., Xn)|X1 € X1,...,Xn € Xn}.

Je-li Xy =--- =X, = X pak Xj x --- x X, znaCime také X" (n-ta
kartézska mocnina mnoziny X).

Napfiklad pro mnoziny A= {x,y}, B=1{1,2,3} je
AxB= {<X>1>a<X72>7<X73>7<y71>7<y72>a<y73>}’
AZ = {<X7X>7<X7y>7<y7X>7<y7y>}1

BxA={(1,x),(1.¥),(2,x),(2,y),(3,%),(3,y)}-
VSimnéme si, ze obecné Ax B # B x A.

Usporadanou 1-tici (x) obvykle ztotoznujeme s prvkem x (tj.
(x) = x). Potom tedy X' je vlastné mnozina X.



MUGzeme pfistoupit k definici pojmu relace.

Necht Xi,..., X, jsou mnoziny. Relace R mezi Xj,..., X, je
libovolna podmnozina kartézského soucinu X x -+ x Xj.




MUGzeme pfistoupit k definici pojmu relace.

Necht Xi,..., X, jsou mnoziny. Relace R mezi Xj,..., X, je
libovolna podmnozina kartézského soucinu X x -+ x Xj.

Cislu n fikame arita relace R, R se nazyva n-arni. Pro
n=1,2,3,4 se misto n-arni pouziva také unarni, binarni,
ternarni, kvaternarni. To, Zze R je unarni relace v X vlastné
znamena, ze R C X.



Priklad. V jisté rodiné Zije s rodii syn, dcera a babicka téchto
déti z matciny strany. (Mezi témito osobami existuji razné
vztahy neboli relace.) Pro konkrétnost si predstavme, ze
nejmladsi v rodiné je dcera, nejstarsi babiCka a otec je starsi
nez matka. Kazdou n-arni relaci R v rodiné X = {o,m,d, s, b}
mUzeme popsat pomoci mnoziny uspofadanych n-tic osob
(X1,X2,...,Xn) € R", které jsou v pfislusné relaci. Tak napfiklad
binarni relace R: "osoba x; je mlad$i nez osoba x,", je
charakterizovana mnozinou usporadanych dvojic R = {(d,s),
(d,m),(d,0),(d,b),(s,m),(s,0),(s,b),(m,0),(m,b),(0,b)},
binarni relaci P: "osoba x; je stejného pohlavi jako osoba x,",
odpovida mnozina usporadanych dvojic

P ={{d.d).{d,m),(m,d),(d,b),(b,d),(m,b),(b,m),(m,m),
<b7 b>, <S, S>7 <S, O>7 <07 S>, <Ov O>}

a ternarni relaci T: "x; je ditétem x» a x3", kde x» je otec a x3 je
matka, odpovidd mnozina usp. trojic T = {(d,0,m),(s,0,m)}.



Pojem relace ma Ustredni roli v tzv. relaénim databazovém
modelu. Tzv. relacni pohled na databaze spociva v tom, ze
databazi chapeme jako relaci. Naptiklad databazi znazornénou
v nasleduijici tabulce, ktera obsahuje v radcich vybrané

nazev rok vyroby | barva cena

Skoda Favorit 1993 bila | 10 000
Skoda Felicia 1996 modra | 19 000
Skoda Felicia 1997 gervena | 31 000
Skoda Forman 1993 bila 5000

informace o autech fiktivniho autobazaru, miizeme chapat jako
4-arni relaci R mezi mnozinami (tém se v databazich fika
domeény) D; = {..., Skoda Favorit, Skoda Felicia, Skoda
Forman, ...}, Do ={ne N|1900 < n <2010}, D3 ={..., bila,
cervena, modra, ...}, Dy ={z€7Z|0 <z <10000000}. Tedy
RQD1 XDZXDSXD4.



Rglace jsou dany zaznamy (fadky) v databazi, takze naptiklad
( Skoda Favorit, 1993, bil4, 10 000 ) € R apod.

V rela¢nich databazich jsou zavedeny i jiné operace nez ty,
které zavedeme my (napfiklad SELECT). Tyto operace slouzi
k manipulaci a zpfistupfiovani dat v databazi a Ize se s nimi
setkat v kazdé ucebnici databazovych systémua. Samoziejme,
ze |ze s databazemi provadét i zakladni mnozinové operace:
sjednoceni, pranik a rozdil.
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Vztahy a operace s (binarnimi) relacemi

Relace jsou mnoziny. Proto s nimi Ize provadét mnozinové
operace (N,U,\) a lze na né aplikovat vztah rovnosti a inkluze

(:ag)
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S binarnimi relacemi lze provadét i dalsi operace. Zacneme tzv.
inverzni relaci. Inverzni relaci k relaci R C X x Y je relace R’
mezi Y a X definovana predpisem:

R ={{y.x)[(x.y) € R}.
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S binarnimi relacemi lze provadét i dalsi operace. Zacneme tzv.
inverzni relaci. Inverzni relaci k relaci R C X x Y je relace R’
mezi Y a X definovana predpisem:

R ={{y.x)[(x.y) € R}.

DalSi operaci je tzv. skladani. Je-li R relaci mezi mnozinami X
a Y a Srelaci mezi mnozinami Y a Z, pak slozenim relaci R a
S je relace Ro S mezi X a Z definovana predpisem

RoS={(x,2)|FyeY:(x,y)e Ra (y,z) € S}.



Prorelace RCXxY,SCYxZ, TCZxUplati
a) (RR")'"=R

b) (RoS)'=8S"1oR!

c) Ro(SoT)=(RoS)oT.




Prorelace RCXxY,SCYxZ, TCZxUplati
a) (RR")'"=R

b) (RoS)'=8S"1oR!

c) Ro(SoT)=(RoS)oT.

K dakazu c):

(x,uye Ro(SoT)«&
sdyeY:(x,y)eRa(y,u)e SoT <
sdyeY:(x,y)eRadzeZ: (y,zyeSa(z,u)e T &
sdyeYadzeZ:(x,y)eR (y,2)e S, (z,u) e T &
& 3dzeZ: (x,z)eRoSa(z,u)e T

& (x,u)y e (RoS)oT.



Prirozenych zplsobu jak skladat relace existuje vice.
Pfedpokladejme opét,Ze RC X x Y, SC Y xZ. Pak R« S,
RS a ROS jsou relace mezi X a Z definované predpisy

R<S = {(x,z)|Vy e Y: pokud (x,y) € R, pak (y,z) € S};
R>S = {(x,z)|VyeY: pokud (y,z) € S, pak (x,y) € R};
ROS = {(x,z)|Vy e Y :(x,y)€ R, pravé kdyz (y,z) € S}.

Ztejmé relace O je podmnozinou relace < i . Plati, ze
O=<nNp.



© Binarni relace a jejich reprezentace



Binarni relace Ize znazornovat tabulkami. Napf. relace
R={(1,a),(1,9),(2,B),(2,7),(3,a)} mezi mnozinami
X={1,2,3}aY={a,B,7,0,¢} je znazornéna v nasledujici
tabulce:

Rla B vy o0 €
1| x X
2 X X

3| x

Tedy, je-li (x,y) € R, je v prusecCiku fadku x a sloupce y symbol
x, jinak tam neni nic.
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Tedy, je-li (x,y) € R, je v prusecCiku fadku x a sloupce y symbol
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Poznamka. Chceme-li matematické pojmy zpracovavat

v pocitaci, je treba je vhodnym zplsobem reprezentovat (ulozit
je v paméti pocitace tak, aby vypoCty s danymi pojmy byly
rychlé).



I. Reprezentace matici (tabulkou)

Matice typu m x n je obdélnikové schéma o m fadcich a

n sloupcich, ve kterém se na kazdém misté odpovidajicim
néjakému radku a néjakému sloupci nachazi néjaka (nejcasteji
Ciselna) hodnota. Oznacme takovou matici M. Pro kazdé
ie{1,....miaje{1,...,n} ozname m; prvek matice

z pruseciku radku i a sloupce j.

Matice (a tabulky) pfedstavuji zakladni zplisob reprezentace
binarnich relaci. Necht' R je relace mezi mnozinami
X=A{x1,....xm}aY={y,...,¥n}. Relaci R reprezentujeme
matici (tabulkou), ve které se na misté odpovidajicimu radku i a
sloupci j nachazi hodnota, ktera urcuje zda dvojice (x;,y;) je

v relaci R. Obvykle se pouziva 1 (popf. x) k oznaceni

(xi,¥;) € Ra0 (popf. prazdne misto) k oznacCeni (x;, y;) ¢ R.



Matice Mg reprezentujici relaci R C {x1,...,Xm} x{y1,...,¥n} j€
definovana predpisem

mi=1 jeli (x,y)) €R,

m,-/- =0 je—li (X,',yj> ¢ R.

Mg se nazyva matice relace R. Naopak také, kazda binarni
matice M typu m x n, tj. matice s hodnotami 0 a 1, reprezentuje
relaci mezi X = {x1,....xm}a Y ={y1,...,¥n}-



Piiklad

Tabulkova a maticova reprezentace relace R mezi mnozinami
X={a,B,y,0}aY={1,23}, kde

R ={(a,1),(@,3),(B,1),(B,2),(r,3),(6,2),(5,3)}:

e

110
[)3/><><>< MR—001
5 v 0 1 1

Poznamka. Maticova reprezentace je nazornd. Jeji nevyhodou
je velka pamétova slozitost. (Napf. matice 1000 x 1000 ma

milion poli¢ek; ma-li jen 3000 jedni¢ek, uchovava se zbytec¢né i
997000 nul. Pro takové pripady se pouzivaji jiné reprezentace).



Pro binarni matice mizeme zavést operace, které odpovidaji
operacim s relacemi. Méjme binarni matice M, N typu mx n a
matici K typu n x k. Definujme nasledujici operace:

Mv N =P, p;j=max{mj,nj};

MAN =P, pj=min{mj,n;};
M—N=P, pj=max{0,m;—n;};
M-K=P, pj=max{my-kjl=1,....n};

T T m.
M, my = mj;.

Napfiiklad operace V pfifazuje maticim M a N matici P, jejiz
kazdy prvek p; je roven maximu z hodnot mj a nj.



Operace s relacemi Ize provadét pomoci vhodnych operaci
S maticemi.

Prorelace R, SCXxY,UCYxZje
Mgus = MgV Ms;
Mgns = Mg A Ms;
Mg_s = Mg — Ms;
Mgouy = Mg - My;
Mg-1 = (M)

Ddkaz je jednoduchy — staci porovnat definice operaci
s maticemi a definice operaci s relacemi.



Il. Reprezentace grafem

Grafy predstavuji dal$i zpusob reprezentace binarnich relaci,
ktery je nazorny. Graf binarni relace R na mnoziné X
dostaneme tak, Zze kazdy prvek x € X znazornime v roviné jako
krouzek s oznaCenim daného prvku. Pokud (x,y) € R,
nakreslime z krouzku odpovidajiciho x do krouzku
odpovidajiciho y orientovanou ¢aru (se Sipkou).

Poznamka. Graf je jednim ze z&kladnich pojmu tzv. diskrétni
matematiky. Zde nebyl definovan presné.



lll. Reprezentace seznamem seznamu

Dal$i zpUsob reprezentace pro uloZeni binarni relace R na
mnoziné X (pro ulozeni binarni relace v paméti pocitace) je
reprezentace seznamem seznamu. Tuto reprezentaci tvori
hlavni (spojovy) seznam, ve kterém jsou ulozeny vSechny prvky
mnoziny X. Z kazdého prvku x € X hlavniho seznamu vede
seznam obsahuijici prave ty y € X, pro které (x,y) € R.
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Dal$i zpUsob reprezentace pro uloZeni binarni relace R na
mnoziné X (pro ulozeni binarni relace v paméti pocitace) je
reprezentace seznamem seznamu. Tuto reprezentaci tvori
hlavni (spojovy) seznam, ve kterém jsou ulozeny vSechny prvky
mnoziny X. Z kazdého prvku x € X hlavniho seznamu vede
seznam obsahuijici prave ty y € X, pro které (x,y) € R.

Poznamka. Reprezentace seznamem seznamu je pamétove
Usporna a je vhodna pro pocitacové zpracovani.

(Napt. u vySe zminéné relace R (|R| = 3000) na mnoziné X

s 1000 prvky bude mit hlavni seznam 1000 prvkd + primeérné
3 policka pro prvky z ného vedouci; véetné ukazatell potfebuje
zhruba 2 krat 4000 pamét'ovych bunék; pficemz maticova
reprezentace jich potfebovala jeden milion.)

Poznamka. Spojovy seznam je jednou ze zakladnich datovych
struktur. Vice o ném viz jakoukoli u¢ebnici algoritm( a datovych
struktur.
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