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@ Zobrazeni (funkce)



Zobrazeni (funkce)

Zobrazeni (funkce) je matematickym protéjSkem bézné
pouzivaného pojmu pfifazeni.

Relace R mezi X a 'Y se nazyva zobrazeni (funkce ) mnoziny
X do mnoziny Y, prave kdyZ pro kazdé x € X existuje prave
jednoy €Y tak, ze (x,y) € R.




Zobrazeni (funkce)

Zobrazeni (funkce) je matematickym protéjSkem bézné
pouzivaného pojmu pfifazeni.

Relace R mezi X a 'Y se nazyva zobrazeni (funkce ) mnoziny
X do mnoziny Y, prave kdyZ pro kazdé x € X existuje prave
jednoy €Y tak, ze (x,y) € R.

Poznadmka: Tedy Vx € X ayj,y2 €Y plati, Ze ((x,y1) €R a
(X,y2) €R) = y1 =Y.

Poznamka : Fakt, Ze R je zobrazeni X do Y, oznacujeme

R : X — Y. Pro zobrazeni pouzivdme spise f,g,... neZR,S,....
Je-lif: X — Y zobrazeniax € X, pakteny €Y, pro ktery je
(x,y) € f, oznaCujeme f(x); piSeme také x >y, popf. x — f(x).



Priklad
Uvazujme mnoziny X ={a,b}, Y ={1,2,3}. Pak
a) relace R ={(a,1),(a,3)} neni zobrazeni X do Y,




Uvazujme mnoziny X ={a,b}, Y ={1,2,3}. Pak
a) relace R ={(a,1),(a,3)} neni zobrazeni X do Y,
b) relace S ={(a,1),(b,2),(b,3)} neni zobrazeni X do Y,




Uvazujme mnoziny X ={a,b}, Y ={1,2,3}. Pak
a) relace R ={(a,1),(a,3)} neni zobrazeni X do Y,
b) relace S ={(a,1),(b,2),(b,3)} neni zobrazeni X do Y,
c) relace f = {(b,2),(a,2)} je zobrazeni X do Y.




Typy zobrazeni

Zobrazenif : X — Y se nazyva

a) prosté (injektivni ), pravé kdyz pro kazdé x;,x, € X, pro
X1 # X2 plyne f(x1) # f(x2),

b) zobrazeni mnoziny X na mnozinu Y (surjektivni ), pravé
kdyz pro kazdé y € Y existuje x € X tak, ze f(x) =y,

c) vzajemn é jednozna ¢né (bijektivni ), pravé kdyz je prosté
a na (je tedy injektivni a sou€asné surjektivni).

Poznamka : Zobrazeni je prosté, prave kdyz z f(x1) = f(xz)
plyne x; = X,, coz je ptimym dlsledkem nasledujici tautologie
vyrokové logiky: (a = b) < (-b = —a).



Priklad

Méjme dany mnoziny A={a,B,y}, B=1{1,2,3,4},

C={A,0,0} azobrazenif:A— B, g:B — C takové, zZe
f={(a,1),(8,2),(v,4)}.
9={(1,4),(2,0),(3,0),(4,0)}.




Priklad
Méjme dany mnoziny A={a,B,y}, B=1{1,2,3,4},
C={A,0,0} azobrazenif:A— B, g:B — C takové, zZe

f= {<C(, 1>7 <B72>7 <Y,4>},

g= {<17 A>7 <27 D>7 (37 D>7 <47 ®>}
Pak zfejmé zobrazeni f je injektivni a neni surjektivni (tedy neni
bijektivni) a zobrazeni g je surjektivni a neni injektivni (tedy
také neni bijektivni).




Priklad
Méjme dany mnoziny A={a,B,y}, B=1{1,2,3,4},
C={A,0,0} azobrazenif:A— B, g:B — C takové, zZe

f= {<C(, 1>7 <B72>7 <Y,4>},

g= {<17 A>7 <27 D>7 (37 D>7 <47 ®>}
Pak zfejmé zobrazeni f je injektivni a neni surjektivni (tedy neni
bijektivni) a zobrazeni g je surjektivni a neni injektivni (tedy
také neni bijektivni).

Profog:A— C mame:fog={(a,A),(8,0),(y,0)}, coz je
zobrazeni surjektivni a injektivni (a tedy i bijektivni).




Priklad
Méjme dany mnoziny A={a,B,y}, B=1{1,2,3,4},
C={A,0,0} azobrazenif:A— B, g:B — C takové, zZe

f= {<C(, 1>7 <B72>7 <Y,4>},

g= {<17 A>7 <27 D>7 (37 D>7 <47 ®>}
Pak zfejmé zobrazeni f je injektivni a neni surjektivni (tedy neni
bijektivni) a zobrazeni g je surjektivni a neni injektivni (tedy
také neni bijektivni).

Profog:A— C mame:fog={(a,A),(8,0),(y,0)}, coz je
zobrazeni surjektivni a injektivni (a tedy i bijektivni).

Dale snadno nahlédneme, ze f~! a g~* nejsou zobrazeni.
Naproti tomu g~tof =1 = {(A a),(0,B),(V,y)} je bijekce C na
A.




Méjme dany nasledujici funkce:
a) = {(x,y) eRxR|y =e"},
b) g ={(x,y) €Rg xRy |y = vx},
c) hy ={(x,y) eRxR|y =sinx},
d) hy ={(x,y) e R\ {F+km|k € Z} xR |y =tanx}.

Pak zfejmé:
f je injekce, ale neni surjekce,
g je bijekce,
h, neni injekce, neni surjekce,
h, je surjekce, neni injekce.




Pro zobrazenif: X —Y,qg:Y — Z plati
a) fog je zobrazeni,
b) jsou-li f,g injekce, je f og injekce,

c) jsou-li f,g surjekce, je f og surjekce.

Dikaz c):

Chceme dokazat, ze pro kazdé z € Z existuje x € X tak, ze
(x,z) e fog. Necht tedy z € Z, pak, jelikoZ g je surjekce, musi
existovat néjaké y € Y takové, Ze (y,z) € g. Dale z faktu, Ze f je
surjekce musi k tomuto y existovat néjaké x € X tak, ze

(x,y) € f. Tedy vskutku pro lib. z € Z existuje x € X takové, ze
(x,z) efog,tedy fog je surjekce.



Poznamka k nekone ¢nym mnoZinam

Vime, Ze mnoZzina A se nazyva kone ¢na, pravé kdyz je
prédzdné (A = 0) nebo existuje pfirozené Cislo n a bijekce
f:A—{1,2,...,n}. (V prvnim pfipadé fikame, Ze pocet prvkd
mnoziny A je 0, ve druhém pfipadé fikdme, Ze pocet prvk{
mnoziny A je n.)

Mnozina A se nazyva nekone ¢na, pravé kdyz neni konecna.



Poznamka k nekone ¢nym mnoZinam

Vime, Ze mnoZzina A se nazyva kone ¢na, pravé kdyz je
prédzdné (A = 0) nebo existuje pfirozené Cislo n a bijekce
f:A—{1,2,...,n}. (V prvnim pfipadé fikame, Ze pocet prvkd
mnoziny A je 0, ve druhém pfipadé fikdme, Ze pocet prvk{
mnoziny A je n.)

Mnozina A se nazyva nekone ¢na, pravé kdyz neni konecna.

MnoZina A se nazyva spo ¢etna, prave kdyz existuje bijekce
f : A— N. MnoZina A se nazyva nespo Cetna, pravée kdyz je
nekonecna a neni spocetna.

Pozndmka : Pro Zadné n € N neexistuje bijekce

f:{1,...,n} — N, tedy kaZzda spo€etna mnoZina je nekonecna.
Z definice plyne, Ze kazda nekonecna mnozina je spocetna
nebo nespocetna.



e Vlastnosti binarnich relaci na mnozine



Binarni relace na mnozin &

Pfipomenme, Ze jsme zavedli pojem relace jakoZto
matematicky protéjSek pojmu vztah. Nyni se zaméfime na dalSi
vlastnosti a praci s relacemi, konkrétné s binarnimi relacemi na
mnoziné. Zopakujme, Ze binarni relace R na mnoziné X £ 0 je

podmnoZina kartézského soucinu X x X, to jest R C X x X.

Binarni relace na mnoziné jsou tedy matematickym protéjSkem
vztaht mezi dvéma prvky mnoziny, napfiklad "x je mensi nez
y", "X ma stejnou barvu jako y", "x nezavisi nay", atd.

Specialnimi relacemi jsou prazdna relace 0, relace identity
wx = {(X,x)|x € X}, akartézsky Ctverec 1x =X x X.



Vlastnosti binarnich relaci na mnozin &

Necht R je binarni relace na X. Rekneme, Ze R je
@ reflexivni , pokud pro kazdé x € X plati (x,x) € R
@ symetricka , pokud pro kazdé x,y € X plati
(x,y) eR = (y,x) €R
@ antisymetrickd , pokud pro kazdé x,y € X plati
((X,y) eERA(y,x) ER) = x=y
@ tranzitivni , pokud pro kazdé x,y,z € X plati
((x,y) eRA(y,z) eR) = (x,z) €R.
Relace R je (relace) ekvivalence , jestlize je reflexivni,
symetricka a tranzitivni. Relace R je (relace ) uspo fadant,
jestlize je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.




Reflexivita relace R vyjadfuje, Ze kazdy prvek x € X je v relaci
"sam se sebou". Relace R je reflexivni, pravé kdyz ma binarni
matice Mg na diagonale samé jednicky, coz je pravé kdyz

v orientovaném grafu relace R je u kazdého vrcholu "smycka".



Reflexivita relace R vyjadfuje, Ze kazdy prvek x € X je v relaci
"sam se sebou". Relace R je reflexivni, pravé kdyz ma binarni
matice Mg na diagonale samé jednicky, coz je pravé kdyz

v orientovaném grafu relace R je u kazdého vrcholu "smycka".

Symetrie relace R vyjadfuje, Ze (x,y) € R, pravé kdyz

(y,x) € R. Tedy relace R je symetrick& pokud V¥x,y € X mame
bud’ souCasné (x,y) € R a (y,x) € R, nebo soucasné (x,y) ¢ R
a (y,x) ¢ R. Relace R je symetricka, prave kdyz jeji binarni
matice Mg je symetricka dle hlavni diagonaly. V grafu relace se
symetrie projevuje tak, Ze mezi vrcholy x,y bud' neni Zadna
hrana, nebo vede hranaz x doy izy do x.



Antisymetrie relace R vyjadfuje, Ze pro kazdé dva réizné prvky
X,y € X neplati sou€asné (x,y) e Ra (y,x) eR.R je
antisymetricka, pravé kdyz kazda dvé riizna pole matice Mg,
kterd jsou soumeérné dle hlavni diagonaly, neobsahuji dvé
jednicky. V grafu relace se antisymetrie projevuje tak, Zze mezi
dvéma riznymi vrcholy x,y je bud’ jedna hrana nebo zZadna.



Antisymetrie relace R vyjadfuje, Ze pro kazdé dva réizné prvky
X,y € X neplati sou€asné (x,y) e Ra (y,x) eR.R je
antisymetricka, pravé kdyz kazda dvé riizna pole matice Mg,
kterd jsou soumeérné dle hlavni diagonaly, neobsahuji dvé
jednicky. V grafu relace se antisymetrie projevuje tak, Zze mezi
dvéma riznymi vrcholy x,y je bud’ jedna hrana nebo zZadna.

Tranzitivita relace R vyjadfuje, Ze pokud (x,y) € R a pokud
(y,z) € R, pak také (x,z) € R, tj. neformalné pokud x je ve
vztahu R sy (v grafu vede hrana z x do y) a pokud je y ve
vztahu R se z (v grafu vede hrana z y do z), pak je i x ve vztahu
R se z (v grafu vede hrana z x do z). Neboli, pokud v grafu
mdZeme prejit z vrcholu x do vrcholu z po dvou hranéch pres
vrchol y, pak Ize prejit z x do z pfimo (z x do z vede hrana).



Vlastnosti konecnych relaci je mozné testovat zcela
mechanicky prosté tim, Ze ovéfime, zda-li plati definicni
podminky dané vlastnosti. Uvédomme si, Ze k prokazani toho,
Ze dana vlastnost neplati staci najit jen jednu n-tici prvkd, pro
kterou definicni predpis neplati — takova n-tice prvkdl nam
slouZi jako protip Fiklad .

Pokud chceme ukazat, Ze vlastnost pro danou relaci R plati,
musime proveést test pro vSechny prvky.



Vlastnosti konecnych relaci je mozné testovat zcela
mechanicky prosté tim, Ze ovéfime, zda-li plati definicni
podminky dané vlastnosti. Uvédomme si, Ze k prokazani toho,
Ze dana vlastnost neplati staci najit jen jednu n-tici prvkd, pro
kterou defini¢ni pfedpis neplati — takova n-tice prvkdi nam
slouZi jako protip Fiklad .

Pokud chceme ukazat, Ze vlastnost pro danou relaci R plati,
musime proveést test pro vSechny prvky.

Jaké vlastnosti ma relace rovnobéznosti a relace kolmosti na
mnoziné vSech pfimek v roviné?

Reseni viz prednasky.




Priklad

Jak vime, speciélnimi relacemi jsou prazdna relace 0, relace
identity wy = {(x,x) | x € X} a kartézsky &tverec 1x = X2.
UkaZme si jaké maji tyto relace vlastnosti:

@ 0 neni reflexivni, je symetrickd, je antisymetricka, je
tranzitivni

@ wy je reflexivni, symetricka, antisymetricka a tranzitivni
(tedy je ekvivalenci i uspofadanim)

@ Ix je reflexivni, je symetricka, je tranzitivni (tedy je
ekvivalence) a je antisymetricka < |X| = 1.

Zjistéte jaké vlastnosti ma nasledujici relace R na
X = {a,b,C,d}, je-li R= {(a’b>’ <b’a>7 <b7b>7 <b,C>}

Resenf viz prednasky.




Priklad

Zjistéte jaké vlastnosti ma nasledujici binarni relace R na

X ={a,b,c,d}, je-li

R ={(a,a),(a,d),(b,b),(b,d)(c,a),{(c,b),(c,c),(c,d),(d,d)}.
Zfejmeé R je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka a neni
symetricka. Je to tedy relace usporadani.

Relace S = {(m,n)|m € Z,n € Z, kde m m4 stejny pocet cifer
jako n} je ekvivalence, kter& neni antisymetricka.

Relace T = {(x,y)|x € N,y € N,|x —y| < 4} je reflexivni, je
symetricka, neni tranzitivni a neni antisymetricka. Relace T
tedy neni ekvivalenci ani uspofadanim.




Necht R je binarni relace na mnoziné X. Pak
() R je reflexivni, praveé kdyz wy C R,
(i) R je symetricka, pravé kdyz R =R 1,
(iii) R je antisymetricka, pravé kdyz RNR~! C wy,
(iv) R je tranzitivni, pravé kdyZ RoR C R.

Dikaz (iv):

Necht R je tranzitivni a necht (x,y) € RoR. Pak existuje z € X
takové, ze (x,z) e R a (z,y) € R, tedy z tranzitivity (x,y) € R, t].
RoR CR. Obraceng, necht plati RoR C R, pak pokud

(x,z) eRa(z,y) eR,pak (Xx,y) e RoRCR, tedy R je
tranzitivni.



Necht R,S, T jsou binarni relace na X, kde S C T. Pak
(i) s7tcTt,

(i) SoORCToR,

(iif) RoSCRoT.

Dikaz:
(i): Zfejmé.
(i): Necht (x,y) € SoR, pak 3z € X tak, Ze (x,z) € S,

(z,y) € R. Jelikoz ale S C T, dostavame (x,z) € T, tedy
(X,y) € ToR.Odkud SoR CToR.

(iii): Analogicky jako (ii).



Nékteré dalsi vlastnosti binarnich relaci na mnozin e

Definice
Necht R je binarni relace na X. Rekneme, Ze R je
@ irreflexivni , pokud pro kazdé x € X plati (x,x) ¢ R
@ asymetrickd , pokud pro kazdé x,y € X plati
x,y)eR = {y,x) ¢R
@ Upln&, pokud pro kazdé x,y € X plati
(X,y) RV {y,x) eR.

Irreflexivita relace R vyjadfuje, Ze Zadny prvek x € X neni
Vv relaci "sam se sebou".

Asymetrie relace R vyjadfuje, Ze do R nepadnou (x,y) a (y,X)
soucasne.

Uplnost relace R vyjadiuje, Ze pro kazdé dva x,y € X aspofi
jedna z dvojic (x,y), (y,x) padne do R.



Uzavéry relaci

Ke kazdé binarni relaci mtizeme stanovit jeji reflexivni,
symetricky a tranzitivni uzavér, to jest nejmensi reflexivni,
symetrickou a tranzitivni relaci na dané mnozing, ktera
obsahuje vychozi relaci.

Pfesnéji: pro binarni relaci R na X definujeme binarni relace
Ref(R), Sym(R), Tra(R) na X tak, ze Ref(R) (Sym(R),
pfipadné Tra(R)) je reflexivni (symetricka, pfipadné tranzitivni)
relace obsahujici R a pro kazdou reflexivni (symetrickou,
pfipadné tranzitivni) relaci R’ na X, kde R C R’, mame

Ref(R) C R’ (Sym(R) C R/, pfipadné Tra(R) C R’). Ref(R) se
nazyva reflexivni uzav ér R, Sym(R) se nazyva symetricky
uzaveér R, Tra(R) se nazyva tranzitivni uzav ér R.



Uzavéry relaci

Nasledujici véta Fik4, Ze vSechny tfi uvedené uzavéry existuji
vzdy ke kazdé binarni relaci na libovolné mnoziné a lze je
konstruktivné popsat.

Necht R je binarni relace na X. Pak

@ Ref(R) =RUux
@ Sym(R)=RUR™?
@ Tra(R)=Un_;R", kde R!=R aR"=RoR" L

Poznamka: R" se nazyva n-td mocnina R. Je-li R binarni
relace na X, kde |X| =n, pak Tra(R)=U_; R".

Poznadmka: Tranzitivni uzavéry relaci se asto pouZzivaji
v informatice, napfiklad v teorii automatt (viz dale).



	Zobrazení (funkce)
	Vlastnosti binárních relací na množine

