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1 Matematicka logika

Priklad 1 Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroku s kvantifikatory:
(a) (Vz € R) 2% > 0;
(b) (Vo € R) Va? = |a|;
(¢) VzeR) (Fy eR) z-y = 10;
(d) (VzeR) (VyeR) (z =y < a2* =y?);
() BzeR) (VyeR) - y=uy;
(f) VzeR) (FyeR)z+y=10;

(g) FyeR) (VzeR) z+y = 10.

Reseni.
(a) Neni pravdivy pro z = 0.
(b) Je pravdivy.
(¢) Neni pravdivy pro z = 0.
(d) Neni pravdivy, napi. pro x = 3, y = —3.
(e) Je pravdivy pro z = 1.
(f) Je pravdivy.
(¢) Neni pravdivy.

Poznamenejme, Ze z tloh (f) a (g) je vidét, Ze zédlezi na poradi riiznych kvanti-
fikdtora.

Priklad 2 Urcete, zda jsou uvedené vyrokové formule tautologiemi:
(@) (p=4q) = (pA~-q);

(b) e e ((p=9N(@=Dp).



ResSeni. Je-li formule tautologii, pak je pravdivé pii kazdém ohodnoceni viech
vyrokovych symbold, které se v ni vyskytuji. V ptipadé (a) i (b) jsou ve formulich
jen dva ruzné vyrokové symboly: p a q. Staci tedy zjistit pravdivostni hodnoty
pro ¢tyri riiznd ohodnoceni vyrokovych symbolti p a ¢, konkrétné pro ohodnoceni
e1 takové, ze e1(p) = 0, e1(q) = 0, pro ohodnoceni ey takové, Ze ex(p) = 0,
e2(q) = 1, pro ohodnoceni es takové, ze es(p) = 1, es(¢) = 0 a nakonec pro
ohodnoceni ey takové, Ze es(p) = 1, eq(q) = 1. Prehledné situaci zndzornuji
nasledujici tabulky:

p qlp=>q|pA-q| (p=>q9 & (PAq)

0 0 1 0 0

0 1 1 0 0

1 0 0 1 0

11 1 0 0
P qlpeq|p=q|lq=p| =N (q=>Dp) |
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 1
11 1 1 1 1 1

Z posledniho sloupce prvni tabulky vidime, Ze formule (p = ¢) < (p A —q)
je kondradikci, t.j. neni splnitelna, ani tautologii. Z posledniho sloupce druhé
tabulky vidime, Ze formule (p < ¢) < ((p = ¢) A (¢ = p)) (oznacena v tabulce
pismenem ¢) je tautologie, nebot je pravdiva pii kazdém ohodnoceni ey, e3, e3
a €4.

Priklad 3 Méjme dénu tiithodnotovou logiku s pravdivostnimi hodnotami
{0, 1,1}. Definujme na ni spojky negace a implikace takto:

a | ~a — 10 % 1
0] 1 01 1 1
1 1

310 10 1 1
10 110 3 1

Urcete, zda je formule —(p = (—p = ¢)) splniteln4.

Reseni. Pomoci tabelace zjistime pravdivostni hodnotu zadané formule pii
vSech moznych ohodnocenich. Vzhledem k tomu, Ze se v zadané formuli vyskytuji
pravé dva rtzné vyrokové symboly (p a ¢), bude mit tabulka (kromé zahlavi)
3.3 =9 radku.
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Z posledniho sloupce v tabulce je patrné, ze zadand formule je kondradikci, a
tedy neni splnitelna.

Priklad 4 Rozhodnéte, zda formule (p = ) A ¢ sémanticky vyplyva z formuli
~(p=q),pVaga-(gAp).

Reseni. Pomoci tabelace zjistime, pro ktera pravdivostni ohodnoceni jsou za-
roven pravdivé formule —(p < ¢), pV g a =(q A p). Poté se podivime, je-li pri
téchto (dvou) pravdivostnich ohodnocenich pravdivé i formule (p = ¢) A q.

p q|-~(peqg | pVe| -(grp) | (p=9Ng
0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0
11 0 1 0 1

Z tabulky vidime, zZe formule (p = ¢) A ¢ sémanticky nevyplyva z formuli —(p <
q), pV q a =(q A p), nebot pri ohodnoceni e takovém, ze e(p) = 1, e(q) = 0 je
formule (p = ¢) A ¢ nepravdiva.

Priklad 5 Rozhodnéte, jestli formule ¢ ve tvaru p = ¢ sémanticky vyplyva
z mnoziny formuli T = {—~¢ = —r,p = r}.

ReSeni. Pomoci tabelace zjistime, p¥i kterych pravdivostnich ohodnocenich
jsou soucasné vsechny formule z mnoziny T pravdivé. Poté se podivame, je-li
pri stejnych pravdivostnich ohodnocenich pravdiva i formule .

p g r|7q| | g="T | p=T|p=4q
0 0 01 1 1 1 1
0 0 1|1 0 0 1 1
0 1 0O 1 1 1 1
0 1 1|0 0 1 1 1
1 0 0] 1 1 1 0 0
1 0 1] 1 0 0 1 0
1 1 0] 0 1 1 0 1
1 1 1] 0 0 1 1 1




7Z tabulky vidime, ze formule ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli T, tedy
—q=-rp=rEp=q

Piiklad 6 Formuli ((p = —¢) A7)V (-p < r) prevedte do Gplné disjunktivni
a uplné konjunktivni normalni formy.

ReSeni. Nejprve pomoci tabulkové metody (tabelaci) zjistime, pfi kterych
moznych ohodnocenich je zadana formule ¢ pravdiva a pri kterych nepravdiva.
Poté sestrojime odpovidajici iplné elementarni konjunkce (UEK) a tiplné ele-
mentarni disjunkce (GED), ze kterych jiz snadno ziskdme tplnou disjunktivni
normalni formu (UDNF) a tiplnou konjunktivni normalni formu (UKNF).

p q r|p=—q|l(p=>gAr|per|e UEK UED

0 0 O 1 0 0 0 pVgVr
0 0 1 1 1 1 1 | pA—gAT

0 1 O 1 0 0 0 pV-qVr
0 1 1 1 1 1 1| pAgAT

1 0 0 1 0 1 1 [ pA—-gA-r

1 0 1 1 1 0 1| pA—-gAT

1 1 0 0 0 1 1| pAgA—r

1 1 1 0 0 0 0 —pV gV -r

UDNF: (—=p A=qAT)V (~pAgAT)V (DA=gA=T)V (pA=gAT)V (DAgA-T)
UKNF: (pVgVr)A(pV—-qVr)A(—pV-qV-r).

Priklad 7 S vyuzitim zdkonu logiky, zjednoduste nasledujici logicky obvod:
B
— [
-C
A

B =

2A =2C

ReSeni. Nejprve si logicky obvod pfepiSeme do odpovidajici formule ¢ vyro-
kové logiky:
((AN(BV-C))V(BA-A)V (mAN-C)).

Podformuli ve tvaru A A (B V —C) pfepiSeme pomoci distributivniho zdkona do
tvaru (A A B) V (A A =C). Vychozi formule ¢ je tedy ekvivalentni s formuli:

(AAB)V (AA=C))V (BA=A)V (=4 A=C)).

S vyuzitim asociativniho a komutativniho zékona (pro spojku V) je predchozi
formule ekvivalentni s nasledujici formuli v:

(AAB)V (BA=A)V (AA=C)V (=4 A=C)).



Déle aplikujeme distributivni a komutativni zdkon, a to na podformuli (AA B)V
(BA-A) ana podformuli (AA-C)V (mAA-C) a obdrzime formuli x ve tvaru:

((BA(AV-A)V (-CA(AV-A))),

ktera je ekvivalentni s formul{ ¢ a tedy i s vychozi formuli ¢ (coz snadno plyne
z tranzitivity ekvivalence).

Jelikoz AV —A je tautologie a plati, ze tautologie v konjukei s néjakou formuli
je ekvivalentni s touto formuli, vime, ze (B A (AV —A)) < B a podobné (—=C' A
(AV—-A)) < ~C. Odsud je x (a tedy) i ¢ ekvivalentni s formuli BV —C, kterou
jiz. dale nelze zjednodusovat. Vysledny zjednoduseny logicky obvod (sémanticky
ekvivalentn{ s vychozim obvodem) vypada tedy takto:

B
-C
Priklad 8 Nahradte spojku negace a spojku implikace spojkou

(a) 1 (Sheffer - NAND);
(b) J (Nicod — NOR).

ResSeni. Pfipomenime, Ze
aftbe —(anbd),
albe —(aVd).
S vyuzZitim toho, Ze a < (a A a) a toho, Ze a < (a V a) mame:
-a < —(aAa) < (afa);
—a < =(aVa) e (ala).
Zbyva ndm vyjadiit spojku implikace jen pomoci spojky f (resp. ). K tomu
vyuzijeme vySe napsané a nékterych zdkonu vyrokové logiky. Dostaneme tak:
(a=b) < (-aVvbd)e -(an-b)< (aft—b)< (aft (bD));
(a=b) < (maVvb)e -—(-aVd) < a(-ald) <

& 2((ada)§b) < (((@a) b)) ((ala)lbd)).



2 Mnoziny

Priklad 9 Jsou dédny mnoziny M7 = {z € IN; 2|60}, My = {z e N; T < z <
12}. Zapiste vysledek operaci My U My, My N Ma, My — M;.

ReSeni. Nejprve vyjadifme mnoziny M; a M, vyétem prvka. Mnozina M;
obsahuje pfirozend ¢isla, kterd (beze zbytku) déli ¢islo 60; mnozina My obsahuje
prirozena cisla, ktera jsou vétsi nez 7 a mensi nebo rovno 12. Ziejmé tedy My =
{1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60} a Ms = {8,9,10,11,12}. Odtud jiz snadno
uréime, ze My U My = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12, 15,20, 30,60}, M; N My =
{10,12}, My — M; = {8,9,11}.

Priklad 10 Najdéte mnoziny A, B, pro které plati: AUB = {0, 1,2,3,4,5,6,7},
AnB=1{1,2,3} a B—A={5,6}.

Reseni. Prvky 1,2, 3 ziejmé patii do obou mnozin. Z podminky B—A = {5,6}
je ocividné, ze prvky 5,6 patfi do mnoziny B a nepatii do mnoziny A. Mame
tedy B =1{1,2,3,5,6}. Z podminky AUB = {0,1,2,3,4,5,6,7} je nyni patrné,
ze v mnoziné A budou kromé prvki 1,2, 3 jesté navic prvky 0,4, 7, které nepatii
do mnoziny B. Tedy A ={0,1,2,3,4,7}.

Priklad 11 V R jsou dény tii intervaly A = (=7;2), B = (—=2;5), C' = (2; 00).
Pomoci intervala zapiste:

(a) AN B;

(b) ANC;

(c

)

)

) (AUB)NC;
()

)

)

(
(ANC)U(BNCO);
(e

A;
(f) A

- B.

ReSeni. Intervaly jsou mnoziny, ¢ili k obdrzen{ spravngch vysledki staéf apli-
kovat standardni definice operaci s mnozinami. Mame:

(a) ANB = (-2;2);

(b) AN C = {2}, zde je vysledkem jednoprvkovd mnozina;
(c) (AUB)NC = (2:5)

)

(d) (ANnC)YU(BNC) = (2;5), muselo vyjit stejné jako (c);



(e) A= (—00;—=T)U(2;00), kde A je doplnék mnoziny A do mnoziny realnych
c¢isel R;

(f)y A—B=(-T7;-2).
Priklad 12 Dokazte, Ze pro vSechny mnoziny A, B plati AN (AU B) = A.

ReSeni. Podle definice rovnosti dvou mnozin, stadi dokézat, ze pro Va plati:
x € (AN(AUB)) & (v € A). Jelikoz: x € AN (AU B), pravé kdyz = € A
ax € (AUB), pravé kdyz ¢ € A a (x € A nebo z € B), coz je dle jedné
tautologie vyrokové logiky pravé kdyz « € A, je diikaz hotov. Poznamenejme,
ze zde vyuzitd tautologie vyrokové logiky, obecné ve tvaru (p A (p V q)) < p,
se jmenuje zakon absorpce. Pomoci tabelace lze snadno ovérit, ze je skutecné
tautologii:

p q|pVg|pAVe | @ADPV)Ep
0 0] 0 0 1
0 1| 1 0 1
1 0] 1 1 1
1 1] 1 1 1

Priklad 13 Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C' plati
(a) A—(BUC)=(A-B)Nn(A-0C);
(b) (AUB)-C=(A-C)Uu(B-0).

Reseni. Pro ovéfeni rovnosti dvou mnoZin, budeme postupovat (stejné jako
v predchozim piikladé) tzv. metodou neurcitého prvku. Nékolikrat pouzijeme
definice pro operace s mnozinami a znamé tautologie vyrokové logiky:

(a) [re(A-(BUQ) ) e xreANx ¢ (BUC) e xe ANx ¢ BAx ¢
Cleze(A—B)rze(A-C)leze(A-B)Nn(A-0C).

(b) € (AUB)-Cl|e [z AUBAx¢Cl & [(re Ave e B)Az ¢ (] &
(zeAnz¢C)V(xeBArz¢O)eze(A-C)U(B-C)).

Priklad 14 Vyc¢tem prvkia vypiste vSechny prvky potenéni mnoziny C =
{a,b,c,d}.

Reseni. Poten¢ni mnozina je mnozina vSech podmnozin dané mnoziny. Obecné,
n-prvkovd mnozina ma 2"-prvkovou potenc¢ni mnozinu. V tomto piikladé bude
tedy mit potencni mnozina ¢tyiprvkové mnoziny C' pravé Sestnact prvku:

29 = {0,{a},{b},{c},{d},{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d}, {c,d}, {a,b,c},
{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}.



Priklad 15 Dokazte, ze 24 U 28 C 2(AUB)

Reseni. Dokazeme standardné metodou neurcitého prvku: [z € 24 U 28] &
[xec24vac2B] e [(xC AV (rC B)=[xC (AUB)] < xc 2498 Ppo-
znamenejme, Ze (v dikaze jedind) implikace nemtze byt nahrazena ekvivalenci,
coZ znamens, ze obecné neplati rovnost 24 U 25 = 2(AUB)



3 Uvod do relaci

Piiklad 16 Necht A = {{z},y}, B ={z,y,{z,y}}. Urcete (Ax B)N(B x A).
ResSeni. Nejprve uréime vyétem prvka mnoziny A x B a B x A. Poté jiz snadno
spocitdme hledany prunik. Mame:

Ax B ={{z},2),{z},9), {z}{=z,y}), (v, 2), (W, ), (v, {z, ¥ })},

B x A= {(z,{2}),(z,9), (v, {z}), (v, 9), {z, 9y}, {=}), {=, v}, ) }.
Odtud (A x B) N (B x A) = {{y,y)}.

Priklad 17 Dokazte vlastnosti kartézského soucinu:
(a) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);
(b) Ax(B-C)=(AxB)—(Ax(C);

(¢) (ACCABCD)=(AxB)C(CxD).

Reseni. Budeme postupovat metodou neurcitého prvku, kterym bude uspo-
fadana dvojice (x,y).

(a) (z,y) e Ax (BUC) e [zre ANye (BUC) &z AN(yeBVyce
O)e(re Anye B)V(xe ANy e O)] < [({x,y) € (AxB))V({x,y) €
(Ax )] < [(z,y) € (Ax B)U(Ax C)].

(b) (zy) e Ax(B-C)|ezcAnye(B-CO) < zrcAN(yeBAy ¢

Ol < [(xe Ary e B)A(z € ANy ¢ O)] & [((z,y) € (AxB))A({(z,y) ¢
(Ax O] & [{z,y) € (Ax B) = (Ax C)].

(c) Necht A C C, B C D. Pak pro (z,y) € A X B méme: x € ANy € B,
odtud (dle predpokladu) z € C Ay € D, tedy (z,y) € C x D.

Priklad 18 Necht A={a,b,c,d,e}. Na mnoziné A definujme bindrni relaci R
takto:

R ={{a,a),{a,b), {a,c),{c,a),{dc),(be)}.

Zméazornéte relaci R orientovanym grafem a urcete vyc¢tem prvku relaci R o R.

10



ResSeni. Relaci R C A x A odpovida nasledujici orientovany graf:

b e

a ? od
Relace Ro R = {(a,a),(a,b),(a,c),(a,e),(c,a),(c,b),(c,c), (d,a)}.

Piiklad 19 Necht R,S C X x Y, UCY x Z, X = {1,2,3}, Y = {a, 8,7},
Z = 8,04}, R = {(La) (1), @20, (3.8 § = ({17, (3.0), (3. 5.
U= {<a7*>7 <’Yu A>7 <P)Iu *>} Urcete matice MR? MS? MU7 MRUSv MRﬁSv MR*S;
Mpov, Mp-1.

ReSeni. Nejprve uréime matice Mp, Mg a My odpovidajici relacim R, S a
U. Ziejmé:

1 01 0 01 0 0 1
Mrp=10 01|, Msg=|0O0O0 |, My=| 0 0 O
010 1 10 1 01

Déale urc¢ime matici Mpng, kterd odpovida priniku relaci R a S, matici
Mpys, kterd odpovida sjednoceni relaci R a S a matici Mr_g, kterd odpovida
rozdilu relaci R a S. Mame:

3 MROS =

o O O
= o O

1
0 ) MR*S =
0

O O
o O O
o = O

1 0
Mpus=1 0 0
1 1

O ==

Nakonec vypocitame matici Mpoyy korespondujici se slozenim relaci R a U
a matici Mp-1, kterd koresponduje s maticf pifslusnou k (inverzni) relaci R

o O O
— o
= o O
o = O

1 1
MROU = 1 1 s MR—I =
0 0

Priklad 20 Dokazte vlastnosti relaci R, S,T C A x A:
(a) (RUS)'=R1usS

(b) (SUT)oR=(SoR)U(ToR).

11



Reseni. Potiebujeme ovérit rovnost dvou mnozin. Dtikaz provedeme metodou
neurcitého prvku. Vzhledem k tomu, ze R, S, T jsou binarni relace, neurcitym
prvkem bude uspofddand dvojice (z,y).

)€ (RUS)™ & [(y,2) € (RUS)] & [(y,2) € RV (y,2) € S] &
ye RV (z,y) € ST & [(x,y) € (RTTUSTY).
YE(SUT)oR] < [Az€ A: ({x,2) € SV (z,2) € T)A{z2,y) € R| &
A:((z,2) € SN (zy) € R)V ({z,2) €T A(z,y) € R)] & [((z,y) €
)V (z,y) € ToR)| < (z,y) € (SoR)U(T o R)].

<

(a) [(=,
(z

)

<

8
<

(b) [(
3
S

)

o W

5 M

12



4 Zobrazeni (funkce)

Priklad 21 Urcete, které z nasledujicich relaci mezi mnozinami X a Y jsou
zobrazeni z X do Y. Pokud je dana relace zobrazenim, urcete, zda je injektivni
¢i surjektivni. Mame:

(
() e X xY;22 =y}, X =Y =R;
(¢) Rg={{m,y) e X xY;z=9*}, X =RJ, Y =R;
(r,y) e X xY;2° =y}, X =V = Q;
( ,(b,a), (a,d)}, X = {a,b,c}, Y ={a,b,c,d};
(d,b), (b,a), (a,d),{c,c)}, X =Y ={a,b,c,d}.

(a) R; neni zobrazeni. Jednd se o kruznici se stfedem v poc¢étku a polomérem

1.

(b) Ry (tzv. kvadratickd funkce) je zobrazeni, které neni ani injektivni, ani
surjektivni.

(¢) Rz neni zobrazeni. Jedna se o parobolu (otevienou smérem doprava s vr-
cholem v pocétku).

(d) Ry je zobrazeni, které je injektivni a nenf surjektivn{ (napifklad proy = 3,

neexistuje takové raciondlni ¢islo x, ze (z, 1) € Ry).

(e) Rs neni zobrazeni.

(f) Rg je zobrazeni, které je injektivn{ i surjektivni. Rg je tedy bijekce.

Priklad 22 Které z nasledujicich funkci fi az f4 jsou injektivni? Které surjek-
tivni? Mame:

(a) fi: N—> N, fi(n) =n+1;
(b) fo: Z =7, f2(2) =2+ 1;

1+1, prol<i<k

(©) fs: 1,2, k} = {1,2,...,k}, fg(i){ L ok

jestlize 7 je délitelné 3, ale ne 7
jestlize j je délitelné 7, ale ne 3
jestlize j je délitelné 21

v ostatnich pripadech.

(d) f4 N — {0717273}7 kde f4(]) =

W N = O

13



Reseni. Injektivni jsou funkce fi, fo a f3. Funkce f4 neni injektivni, nebot
napiiklad ¢isla 21 a 42 se obé zobrazi na stejnou hodnotu (na 2). Surjektivni jsou
funkce fa, f3 a fy. Funkce f1 neni surjektivni, protoze na ¢islo 1 se nezobrazuje
z&dné prirozené ¢islo (nulu za pfirozené ¢islo neuvazujeme). Podotknéme jesté,
ze bijekcemi jsou tedy funkce fo a f3.

Priklad 23 Najdéte priklady zobrazeni f a g tak, aby g nebyla injekce, ale
f o g ano, f nebyla surjekce, ale f o g ano.

ReSeni. Vsimneme si, Ze pro zobrazeni f : X = Y ag: Y — Z, musi byt
zobrazeni f o g bijekci mezi X a Z. Pro vyfeseni tlohy pak sta¢i naptiklad vzit:
X = {I}, Y= {y17y2}7 Z = {Z}7 f = {<1‘7y1>}, 9= {<ylvz>7 <y2aZ>}'

Priklad 24 Necht X a Y jsou koneéné mnoziny. Jaky vztah musi platit mezi
|X| a |Y], aby existovalo zobrazeni f: X — Y, které je

(a) injekef;

(b) surjekci;

(c) bijekei?

Reseni.

(a) Pro injekei: | X| < |Y]. Totiz, pokud by pocet prvkia v mnoziné X byl vétsi
nez pocet prvki v mnoziné Y, musely by se néjaké (nejméné) dva ruzné
prvky z mnoziny X zobrazit na jeden prvek z mnoziny Y, coz injekce
vyluéuje.

(b) Pro surjekci: |X| > |Y|. Totiz, pokud by pocet prvki v mnoziné X byl
mensi nez pocet prvki v mnoziné Y, musel by v mnoziné Y existovat
(alespori jeden) prvek, na ktery by se nezobrazoval zédny prvek z mnoziny
X, coz surjekce vylucuje.

(¢) Pro bijekci: | X| = |Y|. Totiz bijekce (= injekce a surjekce) musi soucasné

spliiovat obé nutné podminky uvedené v feseni (a) a (b).

Piiklad 25 Urcete vSechna zobrazeni z mnoziny {a,b,c} do mnoziny {a,b}.
Ktera z nich nejsou surjektivni?

Reseni. Nasleduje seznam vSech osmi zobrazeni f1 az fs:

fila) =a, fi(b) = a, filc) =a;  fala) = a, f2(b) = a, fa(c) = b;

f3(a) = a, f3(b) = ba fB(C) = a f4(a) = ba f4(b) =a, f4(C) = a;
fs(a) = a, f5(b) = b, f5(c) =b; fe(a) = b, f6(b) = a, fe(c) =b;
fr(a) = b, f7(b) = b, fr(c) = a; fs(a) = b, fs(b) = b, fs(c) =b.

Surjektivni nejsou fi a fs.

14



5 Vlastnosti binarnich relaci na mnoziné

Priklad 26 Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci R C X x X jsou ekviva-
lence nebo usporadani:

(a) X ={0,1,2,3}, R ={(0,0), (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), (3,2), (3,3)};
(b) X ={1,2,3,4}, R={(1,1),(1,3),(1,4),(2,2), (3,4), (4,4) };

() X=Q, R={(z,y); 2,y € Q, 2* <y}

d) X =N, R={(z,y); 2,y € N, z d&l{ y};

(e) X = {av b, c, d}7 R= {<d7d>7 <C,C>, <b7b>7 <a,a>}'

Reseni.

(a) Relace R neni ekvivalence, protoZe nenf symetrickd, neni usporadéni, pro-
toze neni antisymetricka. Poznamenejme jesté, ze R neni ani tranzitivni,

nebot (3,2),(2,1) € R, ale (3,1) ¢ R.
(b) Relace R neni reflexivni, tedy neni ani uspofadani ani ekvivalence.

(c) Relace R neni symetrickd, neni antisymetrickd ((—1,1) € R, (1,-1) € R,
ale —1 # 1), tedy R nenf relace ekvivalence, R nen{ uspordddni.

(d) Relace R je usporadani. Relace R neni ekvivalence, nebot nenf symetrick.

(e) Relace R je usporadéni i ekvivalence. Jednd se o relaci identity wx, kterd
je reflexivni, symetrickd, antisymetricka a tranzitivni.

Priklad 27 Na mnoziné A = {a, b, ¢} urcete bindrni relace R; C Ax A tak, aby
soucasné mély /nemély ¢tyti z nasledujicich ¢yt vlastnosti: reflexivita, symetrie,
tranzitivita, antisymetrie.

ReSeni. Nejprve sestavime tabulku pro vSech 16 moznych riznych relaci R;:
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relace | reflexivita | symetrie | tranzitivita | antisymetrie
Ry ne ne ne ne
Rs ne ne ne ano
R3 ne ne ano ne
Ry ne ne ano ano
Rs5 ne ano ne ne
Rg ne ano ne ano
R ne ano ano ne
Rs ne ano ano ano
Ro ano ne ne ne
Rio ano ne ne ano
Ri1 ano ne ano ne
Rio ano ne ano ano
Ri3 ano ano ne ne
R4 ano ano ne ano
Ri5 ano ano ano ne
Rie ano ano ano ano

Tedy napiiklad relace R1; ma byt reflexivni a tranzitivni a zaroven neméa byt
ani symetrickd, ani antisymetricka. Nyni jiz vyctem prvkt vyfesime tlohu pro
jednotlivé pripady:

Ry = {{a,b), (b,a), (b;c) };

Ry = {(a,0), (b,0)};

Ry = {(a,0), (b,a), {a, ), (b, c), {a, a), (b,b)};
Ry = {(a,b)};

Rs = {(a,b), (b, a)};

Ry = Ry U{{a,a), (b,b),{c,c)};

Rip = R2 U {{a,a), (b,b),{c,c)};
Ry = R3U{{c,0)};

Riy = Ry U {{a,a), (b,b), (c,c)};
Riz = (Ax A)\{{a,0),(c,a)};

Ry neexistuje;

R15 = R7 U {<C7 C>};
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Ris = {{a,a), (b,b),{(c,c)}.
Na zavér poznamenejme, zZe relace Rg a R4 neexistuji, nebot, aby nebyly tranzi-
tivni musi obsahovat alespon dvé usporadané dvojice, které tranzitivitu porusuji
(napfiklad {{a,b), (b,c)}). Jak Rg, tak i R14 maji byt navic symetrické a sou-
Casné antisymetrické, éehoz (pfi poruseni tranzitivity) nelze nijak docilit.

Priklad 28 Které relace z feseni predchoziho prikladu jsou
(a) ireflexivni;
(b) asymetrické;

(c) tplné?

4

Reseni.

(a) Treflexivni jsou relace Ry, Ra2, R4, R5 a Rs.
(b) Asymetrické jsou relace R, Ry a Rs.
(©)

Uplné je pouze relace Ri.

Piiklad 29 Necht R = {(b,c), {(c,¢c),(c,d),{d,c),(d,d)} je bindrni relace na
mnoziné X = {a,b,c,d}. Urcete jeji reflexivni, symetricky a tranzitivni uzdver.
Déle pak graficky zndzornéte relaci E = Tra(Sym(Ref(R))).

Reseni.
Reflexivni uzévér: Ref(R) = RU {{a,a), (b,b)}.
Symetricky uzdvér: Sym(R) = RU {{(c,b)}.
Tranzitivni uzavér: Tra(R) = RU {(b,d)}.

Relace E = Tra(Sym(Ref(R))) je nejmensi ekvivalence (vzhledem k C) obsahu-
jici relaci R. Vznikne tak, Ze se k Ref(R) vytvori symetricky uzévér a k nému
pak jesté tranzitivni uzavér. Ziejmé tedy

E = {{a,a), (b, b),{c,c),(d,d), (b, c),{c,b), (b,d),(d,b), (c,d), (d, c)}.

Grafické znézornéni relace E (pomoci orientovaného grafu) je na nasledujicim
obrazku:
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6 Ekvivalence a rozklady

Priklad 30 Urcete, zda na mnoziné X = {a,b,c,d,e, f,g} tvori ndsledujici
systémy mnozin rozklady:

(a) M = {{a},{b,c,d}, {d, e, f},{g}};
(b) T2 = {{a}, {c.d}, {e, f,9}};

(¢) Iz = {{d,a},{g,b,c},{e, f}};

(d) s = {{d,a},{g,b,c},0,{e, f}}.

Reseni.

(a) Mnozina II; rozklad netvoi{, nebot mnoziny {b,c,d} a {d,e, f} nejsou
disjunktni (jejich prinikem je {d}).

(b) MnoZina II5 rozklad netvori, protoze se prvek b nevyskytuje v Zddné z mno-
Zin HQ, tedy UH2 # X.

(¢) Mnozina II3 je rozkladem mnoziny X, nebot je jejim disjunktnim pokrytim
a zadnd ze t¥id rozkladu neni ().

(d) Mnozina I14 nenf rozkladem mnoziny X (kvuli ().

Priklad 31 Necht B ={0,1,2,3,4,5,6,7},
R = {{z,y) € B% |z —y| = {0,2,4,6}},
S = {(,y) € B2 |o - y| = {0,4}}.
Urcete, zda R a S jsou ekvivalence. Pokud ano, urcete prislusné rozklady Iz, IIg

k ekvivalencim R a S.

ReSeni. Binarni relace R,S C B x B jsou reflexivni (diky nule); jsou také
symetrické (diky absolutni hodnoté) a jsou i tranzitivni (diky vhodné zvole-
nym hodnotdm). Tedy jak R, tak S jsou ekvivalence na mnoziné B. P¥islusné
rozklady nasleduji:

Mg = {[I]R; T e B} = {{072’4a6}a {1537577}}a
IIs = {[x]S; HAES B} = {{074}7 {175}’ {276}7 {35 7}}

Priklad 32 K nasledujicim rozkladim II naleznéte prislusné ekvivalence Eryp:

(a) = {{a,b,c} {d},{e, [}, {g}};
(b) II={{1,3,5,7, ... },{2}, {4}, {6}, {8}, ...}, kde II je rozkladem na IN.
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Reseni. Ekvivalence maji nasledujici tvar:

(a) {<a7 b>7 <av C>, <b, a>7 <b, C>7 <C, a>7 <C7 b>7 <67 f>7 <f, e>} UWiap.ede.fg})

(b) {{z,y); z,y € N, x,y jsou obé& lichd nebo = = y}.

Priklad 33 K nasledujicim ekvivalencim F na X naleznéte prislusné rozklady

(a) E={(0,2),(0,4),(2,0),(2,4),(4,0), (4,2),(5,6),(6,5)} Uwx,
X =40,1,2,3,4,5,6};

(b) E = {{z,y); rozdil z — y je délitelny ¢tyfmi beze zbytku},
X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8.9,10}.

ReSeni. Rozklady maji néasledujici tvar:
(a) g = {{0,2,4}, {1}, {3}, {5,6}};
(b) Ig = {{0,4,8},{1,5,9},{2,6,10},{3,7}}.
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7 Usporadani

Priklad 34 Na mnoziné {1,2,3,4,5,6,7} mé&me danu relaci usporadani

Re = {(1,1),(1,3),(1,4),(1,5),(1,7),(2,2),(2,6),(3,3), (3,7), (4, 4),
(4,7),(5,5),(5,7),(6,6), (7, 7)}-

Vyctem prvku urcete odpovidajici relaci pokryti R~.
ReSeni. Relace pokryti R = {(1,3),(1,4), (1,5),(2,6),(3,7),(4,7),(5,7)}.
Priklad 35 K nasledujicim relacim R;, které jsou uspordddnim na X =
{z; (x,x) € R;} nakreslete odpovidajici Hasseovy diagramy:

(a Ry = {<CL, CI,>, <b7 b>a <C7 C>},

(b) Ry = {{a,a), {b,b), {c,a),{(c,b),{c,c),{d,a),{d,b),{d,c),{d,d)};

(C Ry = {<a7 a>a <b7 CL>, <b> b ’ <C> CL>, <Ca b>v <Cv C>};
(d R4 - {<b7 CL>, <C7 CI,>, <d7 CL>, <da b>7 <€7 CL>, <€, b>7 <€, C>a <€, d>a } U w{a,b,c,d,e}'

Déle urcete, které prvky jsou maximalni (minimélni), respektive nejvétsi (nejmensi).
Urcete také vsechny nesrovnatelné prvky.

)
) )
) )
)

Reseni. Nejprve znazornime prislusné Hasseovy diagramy:

a
a b
a b
c
a b c
[ J [ J [ J c b d
d c e
R1 R2 R3 R4

Nyni uré¢ime maximéalni, minimélni, nejvétsi, nejmensi a nesrovnatelné prvky u
jednotlivych relaci usporadani.

(a) Uspotadani Ry je antifetézec. Nemd ani nejvétsi, ani nejmensi prvek.
Vsechny prvky a, b, ¢ jsou soucasné maximélni a miniméalni. Vsechny po
dvou rizné prvky jsou nesrovnatelné, tedy allb, allc a b||c.

(b) U usporadéni R je d nejmensim prvkem (t.j. i jedingm minimalnim prv-
kem), maximéln{ jsou prvky a, b (ty jsou také jediné nesrovnatelné). Nej-
vétsi prvek Ro nemaA.
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(c) Usporddani Rj je Fetézec s nejvétsim (maximdlnim) prvkem a a nejmensim
(minimalnim) prvkem c. Nesrovnatelné prvky Rs nem4.

(d) U usporddani Ry je nejvétsim (maximalnim) prvkem a a nejmensim (mi-

nimalnim) prvkem e. Nesrovnatelné prvky: ¢||d a c||b.

Priklad 36 Pro Hassetiv diagram znazornény na néasledujicim obrazku vyreste
ukoly (a) — (d).

(a) Urcete dolni kuzely pro mnoziny {g, h,e} a {g,i}.

(b) Urcete horni kuzely pro mnoziny {a,b,c} a {a,b}.

(¢) Stanovte infimum pro prvky d,l a infimum pro prvky e, g.
)

(d) Stanovte supremum pro prvky ¢, j a supremum pro prvky e, g.

a L(g7 h7€) = {CL?bve}a L(Qai) = (Z);

Priklad 37 Vymyslete nejmensi relaci usporadani tak, aby byla prisekovym
polosvazem a soucasné nebyla spojovym polosvazem. Poté ji znazornéte Hasse-
ovym diagramem.

Reseni. Pro vyfeSeni prikladu je tfeba uvazovat nejméné tiiprvkovou mno-
zinu. Na jednoprvkové ¢i dvouprvkové mnoziné obdrzime bud fetézec nebo an-
tifetézec, coz zadani nevyhovuje. Reseni zachycuje nésledujici Hassetiv diagram.

b c

21



Priklad 38 Pomoci Hasseovych diagrami znazornéte vsechny neizomorfni
(rtizné) pétiprvkové svazy.

Reseni. Na pétiprvkové mnoziné lze definovat usporadani, které je svazem,

pravé péti neizomorfnimi (rtiznymi) zpusoby. Reseni zachycuji nésledujic{ Has-
seovy diagramy.

SR
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8 Uvod do teorie &isel, princip indukce

Priklad 39 S pomoci Hasseova diagramu zniazornéte usporadani ¢iselnych
obori (N, Z,Q,I, R, C) vzhledem k mnozinové inkluzi.

Reseni. Vime, ze NCZ C Q C R C C. Déle zfejmé QNI=0a QUI = R.
Hasseuv diagram mé tedy néasledujici podobu:

C

2 N O =
=

Priklad 40 Rozhodnéte, zda je ¢islo /7 + 4v/3 — /3 racionalni ¢ iracionalni.

ReSeni. Ziejmé
T+4V3=4+4V3+3=(2+V3)2

Odtud
T+4V3-V3=(24+V3)-V3=2.

Zadané ¢islo je tedy raciondlni (dokonce pfirozené) ¢islo.

Piiklad 41 Ukazte, Ze existuji dvé riiznd iracionalni ¢isla a, b takova, ze a® je
racionalni ¢islo.

= v ., X, . . T w1 1s s 6 ,
ResSeni. C(Cisla \/ﬁ, V6 jsou iraciondalni. Ackoli o Cislu \@f neumime rozhod-
nout, zda je iraciondlni ¢i racionalni, jedna z téchto moznosti nastat musi. Je-li
V6
6 PO . 6 , e, 6
\/5\[ racionalni jsme hotovi. Pokud \/Ef neni raciondlni, pak (\/if> =

\/56 = 8. Stadi tedy polozit a = \/5\/6, b=+/6.
P¥iklad 42 Dokaite, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati: 6/(n® + 11n).
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ResSeni. Ziejmé

n*+1ln=n*>—n+12n= (n— n(n +1) + 12n.
Ovsem vyraz (n — 1)n(n+ 1) je délitelny Sesti, nebot se jednd o soudin t¥{ (bez-
prostfedné) po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel (pravé jedno z nich je délitelné
tfemi a nejméné jedno z nich je sudé). Tedy i vyraz (n — )n(n + 1) + 12n je
délitelny Sesti, coz jsme chtéli dokazat. Poznamenejme jesté, ze lze tento priklad
tesit i indukei.

Piiklad 43 Dokazte Vn € Ny, ze 20 +21 422 4 ... 427 =2n+l _ 1,

ReSeni. Budeme postupovat indukei. Nejprve ovéifme platnost vztahu pro
n = 0. To je jednoduché, nebot plati rovnost: 2° = 2! — 1. Déle za ptredpokladu,
ze plati
20 4ol 22 .. pon —ontl (%)
dokazeme platnost
20 4ol 192 ...y on pontl —gnt2 _ 1
Ziejmé, s vyuzitim (x):

20+21+22_‘_._._~_2n+2n+1:2n+1_1+2n+1:2'27L+1_1:2n+2_17

coz zbyvalo dokéazat.
Piiklad 44 Dokazte Vn € N, Ze &slo 21 délf ¢islo 47+ 4 52n—1,

ReSeni. Budeme postupovat indukei. Nejprve ovéiime platnost vztahu pro
n = 1. To plati, protoze 4' T + 52171 = 16 + 5 = 21 a 21|21. Necht dale ¢islo
21 je délitelem ¢isla 471 + 5271, Pak &islo

4(n+1)+1 + 52(”-‘1—1)—1 =4. 4YL+1 + 25 . 52”—1 — 4(4TL+1 + 52”—1) + 21 - 52?’L—1

je dle predpokladu (beze zbytku) délitelné 21.
Piiklad 45 Dokazte uzitim indukce, ze ¥n € N, n > 5: 2 > n?.

ReSeni. Pro n =5 dostdvdme 2° > 52, neboli 32 > 25, coz samoziejmé plati.
Piedpokladejme nyni, ze 2" > n? (pro n > 5). Pak ale

2" =2.9" > 2% > (n+1)2,
tedy plati 2"t > (n+1)2, coz zbyvalo dokézat. Poznamenejme jesté, ze 2n? je

skutecné vétsi nez (n +1)? a to pro kazdé n > 3 (coz se snadno ové{ vyfesenim
prislusné kvadratické nerovnosti).
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Priklad 46 Dokazte indukci, ze pro kazdé prirozené Cislo n plati nasledujici

vlastnost V (n):
e ()

Reseni. OvéFime indukéni predpoklad, t.j. V(1):

-0,

Déle ovéfime platnost indukéntho kroku, t.j. V(n) = V(n+1). Necht plati V(n).
Dokazme V(n + 1):

N
|

n+1 2
= Zk3 + (n+1)3 (”(”;1)) +(n+1) =

(n+1) (n?+4(n+1)) _ ((n+1)(n+2))2
4 2

Priklad 47 Dokazte indukci, ze Vn € IN je vyraz

n® n?
v(n) = —+ o

3 +

|3

prirozenym c¢islem.

Reseni. Ziejmé

% 12 1 243+1
U(l):——f———i—f:L:lE]N,

tedy indukéni predpoklad plati. Dale ovérime platnost indukéniho kroku. Necht
v(n) € N. Pak

1)3 1)2 1
vin+1) = (n—;) +(n—;) +n—6|— =

n2+3n2+3n+1 nP+2n+1 n+1l
- + =
3 2 6
_ n73+n72+ﬁ+2(3n2+3n+1)+3(2n+1)+1:
32 6 6
6n% +12n + 6
— v(n)—i—%eﬂ\l.
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Priklad 48 Prevedte Cislo x ze soustavy o zakladu bq

ba, je-li:

Reseni.

(a) (AE)16 = (174)10;

(b) (101110)5 = (46)10;
(c) (45)10 = (39)12;

(d) (25)10 = (121)g4;
) (

(e 131)5 = (2B)15

26
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9 Kombinatorika

Priklad 49 Dokazte, ze pro vSechna prirozena d¢isla k,n takova, ze k < n
plati:

n\ (n—1 + n—1

k) \k—-1 k)
ReSeni. K ovéfeni platnosti zadané identity staéi provést nasledujici vypocet:

G2+ (%) = oot e -

E(n— 1!+ (n—k)(n—1)!
(n—k)k! N
(= Dk +n—F)
(n — k)k!

T —nl!c)!k! B (Z)

P¥iklad 50 Odvodte vzorec pro (a + b)* a pro (a — b)3.

ReSeni. Podle binomické véty méame:
2 /4
(a+0)* = ;O (k>a4kbk =

_ 4\ 40 4\ 3.1 4\ 9.9 4\ 1,3 4\ 0,4 _
= <O)ab+<1>ab+ 2ab+ 3ab+ 4abf

= a* 4+ 4a®b + 6a%b? + 4ab® + b*.

Analogicky:

@i = Y (})a

bk =
k=0

8k (_
_ @%%@M(ﬂf@W+@yw@a(®¢FW:

= a®—3a%b + 3ab? — b°.

Piiklad 51 Reste rovnici:
2
<x+ > N <x+3> 64
x x+1
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Reseni. Ihned ze zadani vidime, Ze x musi byt nezdporné celé ¢islo. Snadno

spoitime, 7o (*+?) = (*1?) = CHAGEED o ()  (+39) = EHE) Zagang

rovnice je tedy ekvivalentni s nasledujici rovnici:

(z+2)(z+1) (z+3)(z+2)
2-1 2.1

=64,

kterou prevedeme na kvadratickou rovnici. TotiZ, po roznasobeni ¢itateld a vy-
nasobeni obou stran rovnice dvéma obdrzime

2?2 +3c+2+ 22+ 5z +6 =128,

odkud
2 +4x—60=0,

coz je ekvivalentni s

(x +10)(z — 6) = 0.

Odtud jiz dostavame feseni x = 6. Poznamenejme, zZe ¢islo —10 neni feSenim,
nebot —10 ¢ INy.

Priklad 52 Na nohejbalovy turnaj prijely ¢tyri tymy. Kolik se bude hrat cel-
kem zapasi, jestlize kazdy tym bude hrat se vSemi ostatnimi tymy pravé jeden
zapas?

ReSeni. Bude odehréno (g) = 6 zapasil.

Priklad 53 Kolik ruznych Sesticifernych ¢isel lze sestavit z nésledujicich Sesti
cifer: 1,1,1,2,2,37

ReSeni. Uloha vede na permutace s opakovanim, nebot sefazujeme Sest ob-
jektu z Sesti, pricemz nékteré z nich se opakuji. Po dosazeni do vzorce obdrzime
vysledek: 5 = 60.

Priklad 54 V cukrarné si lze vybrat z deseti druht zédkuskt, pricemz od
kazdého druhu maji nejméné 20 zakuski. Kolika zplsoby lze koupit

(a) 4 zdkusky?

(b) 4 rtzné zdkusky?

ResSeni. Zfejmé pijde o kombinace, nebot na pofadi zakoupenych zikuski
nezdalezi. V ptipadé (a) pouzijeme vzorec pro kombinace s opakovanim, v piipadé
(b) vzorec pro kombinace bez opakovéni. Tedy:

(a) (1O+4471) — (143) _ 1341?)%1110 — 7157

(b) (%) = 2 = 210.
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Priklad 55 Sest spoluzéki si vzajemné poslalo SMS zprévu z prazdnin. Kolik
zprav celkem poslali?

ReSeni. Poslali si 65 = 30 SMS zprav (kazdy z nich péti ostatnim).
Priklad 56 Kolik thlopiicek mé konvexni n-thelnik?

Reseni. Kazdy z n vrcholi tvoii s n — 3 vrcholy thlopticku (ne se sebou, ne

se sousednimi vrcholy). Takto je ale zapocitana kazd4 thlopticka dvakrat, tedy

vysledek je n(n —3) - 3.

Priklad 57 Kolik existuje ruznych kvadru takovych, ze délka kazdé hrany
(v em) je pfirozené ¢islo z mnoziny M = {5,7,10,11,12,15}7

Reseni. Kvadr je jednozna¢né uréen tfemi hodnotami: délkou, §fikou a vys-
kou. Hodnoty (je jich k dispozici Sest) se mohou opakovat a na jejich poradi
nezélezi, tedy napf. ¢isla 12,12,7 a 7,12, 12 uréujf stejny kvadr (staci jej vhodné
natocit). Proto pro vypocet pouzijeme vzorec na kombinace s opakovidnim. Cel-
kem tedy existuje (“*37") = (§) = 818 = 56 riznych kvadri.

Priklad 58 Kolika zpusoby lze rozdélit Sest déti na findle v béhu na 60 metru
do Sesti drah?

ReSeni. Celkem 6! = 720 zpusoby.
Priklad 59 Kolika zpusoby je mozno na (¢tvercové) sachovnici s 64 poli vybrat
t¥i pole tak, aby

(a) méla stejnou barvu?

(b) nelezela v jednom sloupci?

ReSeni. Na poradi vybranych poli nezalezi, vybrana pole se neopakuji. Pro
vydisleni vysledku tedy pouZijeme kombinace (bez opakovéni).

(a) Bud se vyberou tii bild pole, to lze (332) zpusoby, nebo t¥i ¢erna pole, to

lze opét (332) zpusoby, odtud celkem mame 2 - (332) = 9920 moznosti.

(b) Od vsech moznosti, kterych je (634) odec¢teme moznosti, které nevyhovuji
zadani. V jednom konkrétnim sloupci lze vybrat tii stejna pole prave (i)
riznymi zpusoby. Sloupct je osm, a proto feSenim je ¢islo (634) -8 (g) =
41216.
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Priklad 60 Matéj méa devét ruznych ucebnic: t¥i z matematiky, dvé z fyziky
a CtyTi z anglictiny. Kolika zptsoby je muze vSechny seradit do jedné rady tak,
aby ucebnice z jednotlivych obort byly vedle sebe?

ReSeni. Zfejmé n ucebnic lze sefadit pravé n! zpiisoby. T¥i obory (matema-
tika, fyzika a angli¢tina) lze sefadit 3! = 6 zpisoby. Celkem tak dostdvame
3!.21-4!.6 = 1728 zpusoby.

Priklad 61 Mame krabicku pro Sest pastelek a v ni zZlutou, oranzovou, ¢erve-
nou, modrou, zelenou a Sedou pastelku.

(a) Kolika ruznymi zptusoby lze pastelky dét do krabicky?

(b) Kolika ruznymi zpusoby lze pastelky ddt do krabicky tak, aby modrd a
zelend byly vedle sebe?

(¢) Kolika rtznymi zpisoby lze pastelky dat do krabicky tak, aby oranzova
pastelka byla na kraji?

(d) Kolika rtznymi zptsoby lze pastelky dat do krabicky tak, aby zlutd a
cervend byly vedle sebe a Seda pastelka byla na kraji?

Reseni.
(a) 6! = 720 zpusoby.
(b) 25! = 240 zptisoby.
(¢) 5!+ 5! = 240 zptusoby.

(d) 2-4!+ 24! = 96 zpisoby.

Priklad 62 Mé¢jme n vyrokovych symboli. Kolika riiznymi zpiisoby je miizeme
ohodnotit (dvéma pravdivostnima hodnotama) 0 a 1?7

ReSeni. Celkem 2" zpiisoby.

Priklad 63 Mame k dispozici cifry: 0,3,4,5,6,9. Kolik rtznych ctyfcifernych
¢isel délitelnych péti Ize z nich vytvorit,

(a) mohou-li se cifry opakovat?

(b) nemohou-li se cifry opakovat?
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Reseni.

(a) Na prvni pozici mize byt jakdkoli cifra kromé nuly, na druhé a tiet{ pozici
miize byt libovolna z Sesti cifer a na posledni pozici mize byt jen 0 nebo 5
(aby bylo ¢islo délitelné péti). Podle zobecnéného pravidla souéinu mizeme
tedy vytvorit celkem 5-6-6-2 = 360 riznych ¢tytcifernych ¢isel délitelnych
péti.

(b) Posledni cifra mtze byt jen nula nebo pétka. Je-li posledn{ cifra nula,
pak existuje 5-4 -3 -1 = 60 riznych ctyrcifernych cisel délitelnych péti.
Je-li posledni cifra pétka, pak (protoZe na prvni pozici nemize byt nula)
existuje 4-4-3-1 = 48 riznych ¢tyrcifernych cisel délitelnych péti. Celkem
(dle pravidla souc¢tu) mizeme vytvorit 60+48 = 108 ruznych étytcifernych
C¢isel délitelnych péti.

Priklad 64 Ve tridé je 30 déti, mezi nimi i jedna divka jménem Ema a jeden
kluk jménem Filip. Kolika zpiisoby lze z této t¥idy vybrat 7 déti tak, aby mezi
vybranymi

(a) byla Ema?

(b) nebyl Filip?

(c) byla Ema a byl Filip?
)

(d) nebyla ani Ema ani Filip?

Reseni.
(a) K Emé zbyva vybrat 6 déti z 29, tedy celkem je (269) moznosti.
(b) Vybird se 7 déti z 29, t.j. () riznych moznosti.
28

(c) K Emé a Filipovi zbyvd vybrat 5 déti z 28, tedy celkem je (%) moZnosti.

(d) Vybird se 7 déti z 28, t.j. (278) riznych moznosti.
Priklad 65 Kolika zpusoby lze zamichat 32 riznych karet?
ReSeni. Celkem 32! = 263130836933693530167218012160000000 zpusoby.

Priklad 66 Kolika raznymi zpusoby lze preskladat vSechna pismena ve slové
REGRESE?

ReSeni. Vsimneme si, 7e slovo REGRESE obsahuje dvakrat pismeno ,R¢ a
trikrat pismeno ,E“. Uloha zfejmé vede na permutace s opakovanim. Celkem
tedy mame ﬁ = 420 moznosti.
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Priklad 67 Kolik primek urcuje deset ruznych bodu v roving, z nichz
(a) zadné t¥i nelez{ v pfimce?

(b) pravé Sest lezi v primce?

Reseni. Kazd4 primka je jednoznacné urcena dvéma ruznymi body (na jejichz
poradi nezdlezi). Uloha tedy vede na kombinace.

(a) Pokud z4dné tii body nelezi v pifmce, existuje v roviné pravé (1)) = 45
raznych primek.

(b) Pokud prévé Sest bodu lezi v piimce, tak od vSech moznych pifmek (viz
(a)) odecteme (g) pfimek a pficteme jednu p¥imku (tu, na které lez{ téch
Sest bodu). Vysledek je tedy: (120) — (g) + 1 = 31 primek.

Priklad 68 Urcete pocet vsech prirozenych ¢isel vétsich nez 700 a mensich nez
40000, v jejichz zapisech se vyskytuji pouze cifry 2,3,4,7,8, a to kazda nejvyse
jednou.

ReSeni. Trojcifernych ¢isel mame: 2 -4 - 3 = 24, jelikoZ na misté stovek miize
byt pouze cifra 7 nebo 8, na misté desitek a stovek, pak mutze byt libovolna
dosud nepouzité cifra. Ctyfciferngch ¢isel je 5-4- 3-2 = 120 (zde stacilo dosadit
do vzorce pro variace bez opakovani). Péticifernych ¢isel médme: 2-4-3-2-1 = 48
(na misté desetitisici mize byt pouze cifra 2 nebo 3). Dle zobecnéného pravidla
souctu zadani splinuje celkem 24 + 120 + 48 = 192 rtznych cisel.

Priklad 69 Ze 71 studentu se anglicky u¢i 39, némecky 27 a rusky 15. Pritom
anglicky a némecky se soucasné u¢i 7 studenti, anglicky a rusky 5 studenti a
némecky a rusky 6 studenti. Soucasné vsem trem jazykam se uci 3 studenti.
Urcete kolik z téchto 71 studenti se neuci ani anglicky, ani némecky a ani rusky.

ReSeni. Podle principu inkluze a exkluze pro t¥i mnoZiny nejprve vypoé&itame,
kolik studentti se uci alespon jeden z vyse uvedenych cizich jazyku:

[AUNUR| = |A|+|N|+|R| - |[ANN|—|ANR|—|NNR|+|ANNNR| =

=394+27T+15-7-5—-6+3 = 66.

Odtud jiz snadno spocitame, ze studentu, ktefi se neud¢i ani anglicky, ani né-
mecky a ani rusky je 71 — 66 = 5.

Priklad 70 Kolik je pfirozenych ¢isel v intervalu (1,3900), kterd jsou délitelnd
dvéma nebo tfema nebo péti a nebo tfinacti.
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Reseni. Priklad budeme fesit s vyuzitim principu inkluze a exkluze pro na-
sledujici ¢tyfi mnoziny:

A = {nelN;1<n<3900,2]|n},
Ay = {nelN;1<n<3900,3|n},
A; = {neNN;1<n<3900,5|n},
Ay = {nelN;1<n<3900,13|n}.

Ziejmé pocet prvki mnoziny A; je |A1] = % = 1950, podobné |As| = @ =

1300, |As| = 2920 = 780, |A4| = 2% = 300. Analogicky urcime, ze [A; N Ap| =

650, |A1 n Ag‘ = 390, |A1 ﬂA4| = 150, |A2 n A3| = 260, ‘AQ ﬁA4| = 100,
|A3ﬂA4| = 60, dale |A1ﬂA20A3| = 130, |A1 ﬂAgﬁA4\ = 50, |A1 ﬂA3ﬂA4| = 30,
|A2NAsN Ayl = 20 a konecné |A; N A2 N AzN Ay = 10. Nyni uz jen staci dosadit
do vzorce a (dle principu inkluze a exkluze) vypocitat A = [A; U Ao U Az U Ayl
Tedy

A= |Ar] + |Az| + [As| + [A4] =
—|A1 M Ag| — A1 N Ag| — |AL N Ag| — |Aa N Ag| — |A2 N Ay| — [A3 N Ay| +
+HAT N AN Az + A1 N A N Ay + |[A1 N A3 N Ay + |Aa N Az N Ayl —
—|A1NAs N A3 N Ayl =
= 1950 + 1300 + 780 + 300 — 650 — 390 — 150 — 260 — 100 — 60 + 130 +
+50 4+ 30 4+ 20 — 10 = 2940.

Prirozenych cisel v intervalu (1,3900), kterd jsou délitelnd dvéma nebo tfema
nebo péti a nebo trinacti je 2940.
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10 Pravdépodobnost

Priklad 71 Je vyhodnéjsi si vsadit na to, ze na tfech kostkach padne soucet
11 nebo 127

Reseni. Nejprve vyfesime rovnici a + b + ¢ = 11, kde a,b, ¢ € {1,2,3,4,5,6}
a a > b > c. ReSenim jsou zfejmé usporadané trojice:

(6,4,1),(6,3,2), (5,5,1), (5,4,2), (5,3,3), (4,4, 3).

Trojici (6,4, 1) pak odpovida situace, kdy na prvni kostce padne 6, na druhé
4 a na treti 1, coz je jeden z pripadi, kdy soucet boda na kostkéch je 11.
Podobné da soucet 11 ale i jind permutace ¢isel 6,4, 1. Odtud, pro ¢isla 6,4, 1
méme 3! = 6 riznych moznosti jak dosdhnout souéet bodii 11 (na nasich tfech
kostkach). Analogicky to bude pro ¢isla 6,3,2 a 5,4, 2. Pro trojici, kde jsou dvé
¢isla stejnd, napt. (5,5,1) pak mame t¥i rizné moznosti jak dosdhnout soucet
bodu 11 (¢islo jedna padne bud na prvni, nebo na druhé, nebo na tfeti kostce,
pétky pak padnou na dvou zbyvajicich kostkdch). Podobné to bude pro &isla
5,3,3 a4,3,3. Tedy celkem mame 64+6+6+3+3+3 = 27 riznych moznosti, jak
na trech kostkdch muze padnout soucet 11. Celkem lze na tfech kostkach hodit
6-6-6 =216 ruznych variant hodu (variace s opakovdnim). Pravdépodobnost,
ze soucet bodu bude prave 11 je tedy %.

Jak to bude pro soucet 127 Nyni uz rychleji: 12 =6+5+1=64+4+2 =
6+34+3=5+5+2=5+44+3=4+4+4, pficemz (vezmeme-li v potaz poradi
Cisel) na kostkdch obdrzime 6 +6+ 3+ 3+ 6 4+ 1 = 25 rtiznych moznosti, jak na
tfech kostkdch muze padnout soucet 12. (K tomu poznamenejme, Ze pro tii 4
existuje skutefné jen jedna moznost.) Proto pravdépodobnost, Ze soucet bodu
(n;i?tfecglskostkéch) bude pravé 12 je %. Vzhledem k tomu, ze 27 > 25 a tedy
[ 2T s

516 > 1¢ Je pravdépodobnéjsi, Ze padne soucet bodl 11, a proto je vyhodnéjsi

si na tuto variantu vsadit.

Priklad 72 Uvazme détskou obrdzkovou sklddanku s 12 kostkami (t¥i rady
po Ctyfech kostkdch), s niz muzeme postavit Sest raznych obrazktu. Jaka je
pravdépodobnost, ze tyto ndhodné zamichané kostky vytvori konkrétni obrazek
(feknéme Krtecka)?

ReSeni. Vsechny kostky je tfeba mit ve spravném poradi, natocené spravnym
obrazkem nahoru (Krteckem) a jesté spravné otocené, tedy

1 1 1

Priklad 73 Jaka je pravdépodobnost, ze polopfimka vedend z bodu A mé
s kruznici £(S;3cm) alespori jeden spoleény bod, je-li

(a) |AS| = 6em?

34



(b) |AS| = 3cm?

Reseni. (a) Z bodu A lze vést ke kruznici k dvé rtuzné tecny ty,to, viz nasle-
dujici obrazek.
T

T

Vzhledem k tomu, ze [ST1| = 3cm, |AS| = 6cm a thel ST1 A je pravy, mizeme
snadno urcit velikost ihlu 77 AS. Plati
i 1 30°
sine = o = 5 = a=230°
kde « oznacuje velikost thlu 77 AS. Ziejmé i velikost tthlu T5 AS je 30°. Vedeme-
li polopfimku z bodu A mezi body T} a Ty (pres kruznici k), dostavdme mnozinu
priznivych jevi, které odpovida thel o velikosti 2a = 60°. Mnoziné vsech moz-
nych jevi odpovidd tihel 360° (polopfimku muZzeme vést z bodu A libovolnym
smérem), tedy P(A) = 282 =1
(b) Vzhledem k tomu, Ze nyni bod A leZ{ na kruznici k, musi mit kazda
polopfimka vedend z bodu A alespon jeden spolecny bod s kruznici k. Jedné se
tedy o pravdépodobnost jistého jevu, t.j. P(A4) = 1.

Priklad 74 Kolikrdt musime hodit klasickou (Sestisténou) hrac{ kostkou, aby
alespon jedna Sestka padla s pravdépodobnosti vétsi nez 75 procent?

ReSeni. Jev takovy, Ze po n hodech kostkou nepadne ani jedna Sestka m4
pravdépodobnost (%)n Odtud: jev takovy, ze po n hodech padne alespon jedna
Sestka ma pravdépodobnost 1— (%)n Nyni jiz snadno sestavime nerovnici, ktera
nam po vyteseni da kyzeny vysledek:

5 n
1-({=] >0,75.
Nejprve upravime nerovnici na tvar
1 5\"
> (2 .
4~ \6
Jelikoz je nezndmd n v exponentu, obé strany nerovnice zlogaritmujeme. Mame:

1 1> 1 >
0g4_n0g67
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) n z v . 7’ z v/
nebot log (%) = nlog % Nyni obé strany nerovnice vynasobime ¢islem a =

—10; 5. Ponévadz je a < 0 musime zménit znaménko nerovnosti (ndsobeni zépor-
6

nym ¢islem). Obdrzime

odkud n = 7,6. Tedy, hodime-li kostkou osm a vicekrat, padne alespon jedna
Sestka s pravdépodobnosti vétsi nez 75 procent.

Priklad 75 V osudi je 7 Cervenych kouli a 10 modrych kouli. Naméatkou vy-
bereme 4 koule. Jaka je pravdépodobnost, ze

(a) vybrané koule budou stejné barvy?

(b) mezi nimi budou aspon 3 Cervené?

Reseni. Na poradi vybranych kouli nezélezi a koule se do osudi nevraci. Pro
vypocet pravdépodobnosti (poétu priznivych jevi ku poétu moznych jevi) tedy
pouzijeme kombinace (bez opakovani). Odtud

(1)
()

Zde pfiznivym jevem je vybréni bud 4 ¢ervenych (ze vSech cervenych),
nebo 4 modrych (ze vSech modrych) kouli. VSech moznych jevi je (147),
nebot vybirdme 4 koule ze vSech 17 kouli.

7\ . (10 7\ . (10
py— D)
(1)
Zde priznivym jevem je vybrani bud 3 Cervenych a jedné modré koule,
nebo 4 Zervenych kouli (a Zddné modré koule). VSech moznych jevi je
(*7), nebot opét vybirdme 4 koule ze viech 17 koul.

Priklad 76 Ha&zime cervenou kostkou a pak dvéma modrymi kostkami. Jaka je
pravdépodobnost, zZe na ¢ervené kostce padne mensi ¢islo, nez na obou modrych
kostkach?

ReSeni. Spoditejme nejprve pocet piiznivych jevii. Padne-li na ¢ervené kostce
jednicka, pak na prvni modré kostce mize padnout ¢islo 2,3,4,5 nebo 6 a to
samé plati pro druhou modrou kostku. Celkem je tedy v tomto pripadé 5 - 5
priznivych moznosti. Padne-li na ¢ervené kostce dvojka, pak na obou modrych
kostkach muze padnout jedno z ¢isel 3,4,5,6, t.j. 4 - 4 priznivych moznosti pro
tento pripad. Podobné to bude pro pripady, kdy na cervené kostce padne trojka:
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3-3 moznosti, padne ¢tverka: 2-2 moznosti, padne pétka: 1-1 moznost. Padne-li
na cervené kostce Sestka, pak na modrych kostkach nelze hodit vétsi ¢islo, pocet
priznivych moznosti v tomto pripadé je tedy roven nule. Dohromady méame
5.-544-443-3+2-2+1-1+40 = 55 pfiznivych moznost{ (jevir). Odtud
P(A) = %, kde 62 = 216 je pocet viech moznych jevi.

Priklad 77 Urcete kolik nejméneé lidi je tfeba uvazovat, aby pravdépodobnost,
Ze aspon dva z nich budou narozeni ve stejny den, byla > 0, 5.

ReSeni. Uloha je zndma pod ndzvem narozeninovy problém & narozeninovy
paradox. Nejprve spoéitdme pravdépodobnost dopliikového jevu P(A), t.j. toho,
ze (v uvazované skupiné) zadni dva lidé nejsou narozeni ve stejny den. V ¢itateli
odpovidajictho zlomku tedy budou variace bez opakovani (pfiznivé jevy) a ve
jmenovateli zlomku pak budou variace s opakovanim (mozné jevy). Pravdépo-
dobnost doplitkového jevu pak jednoduse odecteme od 1:

365!
(365—n)!

365™

P(A)=1-PA)=1- >

1
5
Vyftesenim nerovnice (napf. zkousenim konkrétnich hodnot pro n) dostaneme
vysledek n = 23. Podotknéme, Ze jsme (pro jednoduchost) nebrali v potaz pre-
stupny rok, dvojcata atp., zkratka, ze jsme uvazovali, ze jsou data narozeni
rozprostirena rovnomérné v prubéhu roku. Poznamenejme jesté, ze pro 57 a vice
lidi je ona pravdépodobnost uz vice nez 99 procent.
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11 Ostatni: algoritmy, grafy, konecné automaty,
slozitost algoritmiu

Priklad 78 Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti vrcholi a hran
(z obrazku neorientované grafu uvedeného nize) jsou sledy. U vSech sledi pak
dale urcete, které jsou kruznici, tahem ¢i cestou.

(a’ U1, €1, V2, €4, V4, €8, Us, €5,V1;
Vg4, €3, Us, €1, Us;
Vs, €8, U4;

V2, €4, V4, €4, V2, €4, V4, €4, V2]

Us, €5, V1, €1, V2, €2, U3, €3, V4, €6, Vs, €7, Us, €8, V4, €4, V2;

V3, €4, €3]

)
)
)
)
() vg, v4, €13
)
)
)

V2, €2, U3, €3, U4, €4, V2.

Reseni.

(a) Posloupnost vy, e1, va, ey, v4, €s, Us, €5,v1 je sledem, ktery je kruznici a
tahem (a neni cestou).

(b) Posloupnost vy, e3, vs, €1, vg neni sledem.

(¢) Posloupnost vs, es, v4 je cestou a tahem (a neni kruznici).
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(d) Danéd posloupnost je sledem, ktery neni ani tahem, ani cestou, ani kruznici.
(e) Posloupnost vg, v4, €1 neni sledem.

(f) Dané posloupnost je tahem (a nenf kruznici, ani cestou).

(g) Nejedna se o sled.

(h) Posloupnost va, e, vs, €3, vy, €4, v2 je sledem, ktery je kruznici a tahem
(a neni cestou).

Priklad 79 Urcete chromatické ¢islo grafu z predchoziho prikladu.

Reseni. Chromatické &slo je rovno trem. Napriklad lze prvni barvou obarvit
vrcholy va, vg, druhou barvou obarvit vrcholy vz, vs a posledni barvou pak
obarvit zbyvajici vrcholy v1 a vy4. (To, Ze dvé barvy nestaéi je evidentni.)

Priklad 80 Naleznéte minimalni kostru nédsledujictho (neorientovaného, hra-
nové ohodnoceného) grafu G.

Reseni. S vyuzitim Kruskalova algoritmu dostaneme nésledujici miniméalni
kostru grafu G.
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Priklad 81 Na grafu G = (V| E) z pfedchoziho piikladu urcete nejkratsi vzda-
lenosti (minimalni cesty) z vrcholu s do vSech vrcholi z V.

ReSeni. Aplikaci Dijkstrova algoritmu obdrzime nasledujici vysledky: d(s) =
1, d(t) =1, d(p) =3, d(T’) =95, d(v) =95, d(w) =9, d(O) =0, d(u) =1,

Priklad 82 Necht T'= {0, 1} je abeceda. Graficky zndzornéte deterministicky
konecény automat, ktery prijme vsechna slova, ktera obsahuji lichy pocet jednic¢ek
a libovolny pocet nul.

ResSeni. Pro vyfeseni tlohy ndm staéi uvazovat automat se dvéma stavy: s po-
¢atecnim stavem ¢ a s koncovym stavem ¢;. Pfechodova funkce 0 je definovana
takto: §(qo,0) = qo, 0(qo,1) = q1, 6(q1,0) = q1, 0(q1,1) = qo, viz nasledujici
obrazek.

Piiklad 83 Necht mnozina T = {a,b,c,d} je abeceda. Sestavte determinis-
ticky konecny automat, ktery prijme vsechna slova, kterd obsahuji podretézec
dbca nebo podretézec dbcd.
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ReSeni. Pro vyfeSeni tilohy ndm staéi automat s péti stavy: qo, q1, g2, ¢3, Ga,
kde g je pocétedni stav a g4 je (jediny) koncovy stav. Pfechodové funkce § je
pak dana néasledovné:

0(qo,a) = qo, d(q1,a) =qo, d(q2,a) =qo, 0(g3,a) =qs, 0(qs,a) = qa,
5(q0,b) = qo, 6(q1,0) = q2, 6(g2,0) =qo, (g3,0) = qo, 0(qs,0) = qu,
9(q0,¢) = qo, d(q1,¢) = qo, 0(qa;¢) = g3, (g3, ¢) =qo, 0(qs,¢) = qu,
6(qo,d) =q1, 6(q1,d) =q1, 6(q2,d) =q1, 6(g3,d) =qu, 0(qs,d) =

Piiklad 84 Ovéite, 7e plati
(a) logyn € O(n);
(b) 5n3 —3n? +7 € O(n?).

ReSeni. (a) Ziejmé (dle definice) log, n € O(n), pokud existuje kladna kon-
stanta K a existuje prirozené cislo ng tak, ze log,n < Kn pro kazdé n € NN,

n > ng. Z nerovnice
K > 10%n,
n
vidime, ze v tomto piipadé staci zvolit tfeba K = 100 a ng = 1.
(b) Podobné, 5n3 — 3n? + 7 € O(n?®) pokud existuje kladna konstanta K a
existuje piirozené ¢islo ng tak, ze 5n® —3n?+7 < Kn3 pro kazdé n € IN, n > ny.

7 nerovnice 3 .
K>5——+ —3
n o n

vidime, ze v tomto pripadé stac¢i napriklad polozit K =5 a ng = 2.
Piiklad 85 Zjistéte, zda plati n? € O(nln?n).

ResSeni. Poznamenejme, ze asymptotickou notaci lze definovat i pres limitu a
to nasledovné:

fy €Oy & Jim T e 0:00),
Jelikoz
s n?n

neplati n? € O(n1n®n).
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