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Co jsou mnoziny, relace a funkce @

— mnozina = matematicky protéjsek pojmu soubor (seskupeni)

— relace = matematicky protéjsek pojmu vztah

— funkce = matematicky protéjsek pojmu prirazeni

Rada: S témito pojmy je tfeba se dikladné seznamit. Kdyz formalismus mnozin, relaci a
funkci dobte zvladnete, usetfite si praci v dalsSim studiu. Navic budete umét praktické

problémy dobfe ,uchopit” a popsat. KdyZ naopak formalismus mnozZin, relaci a funkci
nezvladnete, budete se s timto nedostatkem v dalSim studiu neustale potykat.
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Pojem mnoziny @

— Mnozina je objekt, ktery se sklada z jinych objektd, tzv. prvkd mnoziny.

— Napf. mnozina S vsech sudych Cisel vétSich nez 1 a mensich nez 9, se sklada z Cisel
2,4,6,8.
Cisla 2,4, 6,8 jsou prvky mnoziny S.

Ze se S sklada pravé z prvkil 2,4, 6,8, zapisujeme
S =1{2,4,6,8}.

Znacent:
— mnoziny zpravidla velkymi pismeny A, B,C, ..., Z
— prvky mnozin zpravidla malymi pismeny a,b,c, ...,z
— x € A znamena, Ze x je prvkem mnoziny A

x ¢ A znamend, ze = neni prvkem mnoziny A

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1


http://www.inf.upol.cz

v

Objekt do dané mnoziny bud patfi, nebo nepatfi.

— Mnozina je jednoznacné dana svymi prvky.

Nema tedy smys| hovofit o poradi prvki (,prvni prvek mnoziny", ,druhy prvek
mnoziny“ atd. neméa smysl).

Nema také smysl uvazovat, kolikrat je dany prvek v dané mnoziné (,prvek x je v dané
mnoziné A tfikrat" nema smysl).

Prazdna mnozina

— specialni mnozina, zna¢ime ji (), nékdy { }

— neobsahuje zadny prvek, tedy pro kazdy z plati x & ()
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Ciselné mnoZiny @

N oznaluje mnozinu vsech pfirozenych Cisel; sestava z prvki 1,2, 3,4, 5,

— Z oznacuje mnozinu vsech celych Cisel. Z; sestava z prvki
0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,....

Q oznacuje mnozinu vSech racionalnich Cisel; sestava z celodiselnych zlomki, tj. z Cisel
™, kde m € Z, n € N.

— R oznacuje mnozinu vsech redlnych Cisel; oproti Q obsahuje i iracionalni ¢is

V2,7 apod.

la, napf.
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Konecné a nekonecné mnoziny @

MnoZina A se nazyva
— konecnd, pravé kdyz existuje prirozené Cislo n tak, ze prvky této mnoziny lze
jednoznacné odislovat Cisly 1,2,...n.
— n se pritom nazyva pocet prvki mnoziny A
— pocet prvki znaéime [A], tj. |A| =n
— napf. mnozina {2,4,6,8} je kone¢na a je [{2,4,6,8}| =4
— nekonecnd, neni-li kone¢na
— piseme |A] =
— fikdme, Ze A ma nekonecné mnoho prvki
— napt. mnozina N je nekonecna
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Zapisovani mnozin @
Vyctem prvki

— Mnozina sestavajici pravé z prvki ay, ..., a, se oznaluje {ay,...,an}.

— P¥iklad: {2,4,6,8)}

— Pro kone¢né. Nékdy i pro nekonecné: {2,4,6,8, ...} (kdyz je zfejmé pokracovani)
Pomoci charakteristické vlastnosti

— Mnozina sestavajici pravé z prvka, které spliuji vlastnost (), se oznaluje {x | p(z)}.
— Priklad:
— {z | x je pfirozené Cislo, které je sudé a mensi nez 10 }, tedy jinak {2,4,6,8}
Poznamky
- {2,4,6,8} je stejna jako {6,2,8,4} i jako {4,2,4,6,6,8}

- {z e X |p()} znamend {z |z € X a p(z)}
tedy {r e N| 1<z <5} ={1,2,3,4,5}
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Indexova mnozina

— Casto se pouziva {a; | i € I}.
Zde I je tzv. indexovd mnozina a pro kazdy index ¢ € I je a; néjaky objekt. Pak
{a; | i € I} je mnozina

{z | existuje i € I tak, ze x = a;}.
{a; | i € I'} je tedy vlastné zapis pomoci charakteristické vlastnosti, nebot oznaluje

mnozinu {z | ¢(x)}, kde p(z) je ,existuje i € I, tak, ze x = a;".

— P¥iklad: I =N, a; =42, pak {a; | i € I’} je mnoZzina druhych mocnin p¥irozenych &isel,
tj. {1,4,9,16,...}.

— Jiny zépis: {z | 3y € N: z = 92},
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Ptiklady ﬁy

— {k|3In e N : k= 2"} oznaCuje mnozinu viech kladnych mocnin &isla 2. Stejnou
mnozinu oznaluje {2,4,8,16,... }.

- {keN|k#1 ajestlize Im,n € N: m-n =k, pak m =1 nebo n = 1} oznauje
mnozinu vsech prvocisel.
- {{a,b},{a},{1,2,3,{a,b}}} je mnozina, kterd ma tfi prvky.

Tyto prvky samy, tj. {a,b}, {a}, a {1,2,3,{a,b}}}, jsou opét mnoziny. Mnozina tedy
mize obsahovat prvek, ktery je sdm mnozinou. Ten sdm miZe obsahovat prvky, které
jsou mnozinami atd.

— {0} je jednoprvkova mnozina. Jejim jedinym prvkem je () (prazdnd mnozina).
— Uvédomte si, ze {0} a () jsou riizné mnoZiny.

{0} obsahuje jeden prvek, () neobsahuje Zadny.
= {0,{0},{{0}},{0,{0}}} je EtyFprvkova mnozina.

Jeji prvky jsou 0, {0}, {{0}}, {0,{0}}}.
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— Nechta; =p,as=q,a3=r,as=2x,a5 =y, a6 =2, a7 =1,as =r, I ={1,2,3,4},
J=1{1,2,3,7,8}. Pak {a; | i € I} je mnozina {p,q,r,x}, {a; | i € J} je mnozina
{p,q;r,1}.

— {2 | i € N} je zapis typu {a; | i € I}, kde a; = 2!, =N,

Je to mnozina vSech kladnych mocnin ¢isla 2.
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Priklad: vyjadreni struktury mnozinovym zapisem @

V nemocnici pracuje:

— teditel (R),

tH Gdribati (U1, Us, Us),

chirurgie: dva lékafi (Cy,C3) a tfi sestry (C'Sy1,CSs,CSs),
ARO: dva lékafi (A1, A2) a dvé sestry (AS;, AS2),

interna: t¥i 1ékafi (I, I, I3) a Ctyfi sestry (151,152, 155,1S)y).

Pak strukturu zaméstnancli nemocnice popisuje mnozina

{{R}a {Ula U27 U3}7 {Cla 027 CSI, 0527 CS?)}?
{A1, Ao, AS, ASo}, {11, I2,13,151,182,153,154}}.

Jina struktura:

{{R}’ {Ulv Ua, U3}7 {Clv 027 A17 A2, I, I, IS}:
(CS1,CSs, OS5, ASy, ASs, IS1, TS5, IS5, TS} Y.
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Meze klasickych mnozin @

Ne kazdou slovné popsanou vlastnost lze pouzit k zapisu mnoziny.
{x | z je &islo udavajici ve stupnich Celsia vysokou letni teplotu v Cesku}
Problém: pojem ,vysoka letni teplota v Cesku" nenf bivalentni, je vagni (fuzzy).

Urcité teploty mu vyhovuji [épe, urcité hive.
Vagnosti se zabyva tzv. fuzzy logika a fuzzy mnoziny.
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Naivni pfistup a jeho meze @

Nas$ pristup k mnozindm je naivni (intuitivni). Opirdme se o intuitivni pojem soubor
(seskupen).
— vyhoda: jednoduchost, srozumitelnost
— nevyhoda: vede k paradoxiim (Russelliv paradox)
ve vétsiné praktickych situaci ale ne
resi napr. axiomaticka teorie mnozin, popr. teorie typl
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Russellfiv paradox @

Normalni mnozinou budeme rozumét mnozinu, které neni prvkem sebe sama.
Mnozinu vSech normalnich mnozin oznacme N, tedy

N={x|z ¢&x}.
Je N normalni? Tedy plati N € N7

Je jasné, ze bud (a) N € N, nebo (b) N ¢ N.

(a) Kdyz N € N, pak N spliiuje vlastnost prvkii mnoziny N, tedy splfiuje = ¢ x, tedy
N & N.

(b) Kdyz N ¢ N, pak protoze N spliiuje vlastnost x & z, je dle definice normaini a tedy
patfi do mnoziny vSech normalnich mnozin, tedy patti do IV, tedy N € N.

Odvodili jsme, ze N € N, pravé kdyz N ¢ N. To je spor.

Russelliv paradox ma fadu popularnich podob. Napf. paradox holice:
Ve mésté je holi¢, ktery holi pravé ty, ktefi neholi sami sebe. Otazka: Holi holi¢ sam sebe?
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Vztahy mezi mnozinami @

— rovnost (=) a mnozinova inkluze (C)

- A = B ¢teme ,(mnozina) A se rovna (mnoziné) B*
A C B ¢&teme ,,(mnozina) A je podmnozinou (mnoziny) B"

— definice:

A =B znamend, ze pro kazdy z : x € A, pravé kdyz x € B

A C B znamend, ze pro kazdy z : jestlize x € A, pak = € B.
— A # B znamen3, ze neplati A = B
A & B znamend, ze neplati A C B
- ACBznamena ACBaA#B
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Ptiklad

- {2} = {n € N | n je sudé prvodislo},
—0={k€Z|IneN: 2%k=2n+1},

- {a,b,c,d} ={b,d,c,a}, {a,b,1} ={1,a,a,b,b,b,1},

- {a,b} C{a,b,c,d}, {a,b} C {1,2,a,b},

= {a,{a, b}, {{a,1},6}} € {a,b,{a, b}, {a,b, 1}, {{a, 1}, b}},
- {a,b} £ {{a,b,ct}, {{a,1}} £ {a,b,1,{a},{1}}.
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Véta (zakladni vlastnosti)

(a) A= B, pravé kdyz zaroven A C B a B C A;
(b) 0 C A;
(c) ACA;
(d) jestlize AC BaBCC(C, pak ACC.

Diikaz ad (d): Predpokladejme A C B a B C C. Mame dokazat A C C, tedy Ze pro
kazdy x plati, ze kdyz x € A, pak z € C.

Zvolme libovolny x a predpokladejme, ze © € A. Chceme ukazat x € C.

Udélame to nésledovné. Z x € A a z predpokladu A C B plyne, ze x € B. Ddlezx € B a
z predpokladu B C C plyne x € C. O]
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Potenni mnoZina @

Definice Poten¢ni mnozina dané mnoziny X je mnozina, jejimiz prvky jsou pravé vsechny
podmnoziny mnoziny X. Znadi se 2X. Tedy

90X — [A|ACX}.

Ptiklad X = {a,b}. X ma &tyfi podmnoziny. Jsou to 0, {a}, {b} a {a,b}.Tedy
2% = {0,{a},{b},{a,b}}.
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Priklad
— Pro X = {a} je 2%X = {0, {a}},
- pro X = {1,2,3} je 2% = {0, {1}, {2}, {3}, {1,21, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}},

pro X = 0 je 2% = {0} (to si promyslete: jedinou podmnozinou mnoziny ) je (),

= pro X = {a,{a}} je 2% = {0.{a}, {{a}}. {a, {a}}}.
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Véta Je-li X koneina, pak [2X| = 21XI. Tedy potenéni mnozina n prvkové mnoziny mi
pravé 2" prvki.

Dikaz Necht X = {x1,...,2z,}. Kazdou podmnozinu A mnoziny X mizeme ziejmé
reprezentovat posloupnosti

bi...bn, kde b; = 1 kdy%, 2; € X, ab; =1 ,kdy? z; ¢ X.

Napf. pro X = {x1,x9, 23} a A = {x1, 23} je bibabs = 101.

Podmnozin A je zfejmé pravé tolik jako vSech posloupnosti by ... b, nul a jedni¢ek. Téch
je 2™, protoze by mize mit dvé hodnoty, nezavisle na tom by dvé hodnoty, atd. To je
celkem 2 - - 2 (n krat), tedy 2", moznosti.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 19 / 131


http://www.inf.upol.cz

Operace s mnozinami @

Definice Necht A a B jsou mnoziny. Pak AN B (prinik A a B), AU B (sjednoceni A a
B) a A— B (rozdil A a B) jsou definovany nasledovné:

ANB = {zx|rze€Aazxe B},
AUB = {x]|x € Anebozx € B},
A-—B = {z|xe€Aax¢B}.

Tedy
x patii do AN B, pravé kdyz x patfi do A i do B;
x patii do AU B, pravé kdyz x patfi do A nebo do B;
x patfi do A — B, pravé kdyz x patfi do A, ale nepatfi do B.

A a B jsou disjunktni, kdyz nemaji spole¢né prvky, tj. kdyz AN B = ().
{1,3,5} a {2,4,6,8} jsou disjunktni.
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Napf. fekneme ,,samostatnost a logické uvazovani jsou spolecné vlastnosti Jany a Aleny”.
Z mnozinového pohledu tim myslime nésledujici.

MnozZinové operace pouzivime v bézném uvazovani.

Jana i Alena maji néjaké vlastnosti. Mnozinu rysli Jany ozna¢me J, mnozinu rysi Aleny
oznacme A.

Mnoziny J a A jsou rlizné, napt. oznacuje-li m vlastnost ,je dobrd v matematice”, mize
byt m € J (Jana je dobrd v matematice), ale m ¢ A (Alena neni dobrd v matematice).

Oznacme s a [ vlastnosti ,samostatnost"” a ,logické uvazovani“. Oznacme dale J N A
mnozinu vlastnosti, které patfi do J i do A. Pak ,samostatnost a logické uvazovani jsou
spolecné vlastnosti Jany a Aleny” vlastné znamend s € JNAale JNA.
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Priklad
- Pro A={a,b,e}, B={b,c,d} je

ANB={b},AUB ={a,b,c,d,e},A— B ={a,e},

pro A={1,2,a,b}, B={1,a} je

ANB={l,a},AUB={1,2,a,b},A— B={2,b},B—A=0,

Pro A= {a}, B={b,{a}} je
ANB=0,AUB = {a,b,{a}},

pro A = {(2)7@’ {a}7 {a’ b}}v B = {b7 {CL, {b}}} je
ANB=0,AuB={0,a,{a},{a,b},b,{a,{b}}},A—B=AB— A=B.
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Univerzum, doplnék @

Casto uvazujeme jednu mnozinu X, které ¥ikdme univerzum (obor nasich tvah) a
pracujeme jen s mnoZinami, které jsou podmnoZinami X.

Nap¥. uvazujeme univerzum X viech oblanti Ceské republiky a potom pracujeme s jeho
podmnozinami (napf. mnozina déti z X, mnozina zaméstnanych apod.).

Je-li dano univerzum X a A C X, pak doplnék (popf. komplement) mnoziny A je
mnozina X — A a znadime ji A.

Napt. pro X = {a,b,c,d, e} je {a,c} = {b,d,e}.
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Sjednoceni a priinik systému mnozin W
Je-li A= {B; | i € I} mnozina, jejiz prvky jsou opét mnoziny, definujeme
UA = {z|3iel:zeB,
tedy x € |J A, pravé kdyz x patfi do néjaké mnoziny, ktera je prvkem A.
Napt. U{{a,b,c},{a,1},{1,2}} = {a,b,c,1,2}.

Podobné
(A = {z|Viel: ze B},

Napt. N{{a,b,c},{a,1},{1,2}} = {a}.
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Vennovy diagramy @

schematicky zplsob znazornovani mnozin a vztahl mezi nimi
John Venn (1834-1923), anglicky logik
mnoziny se znazornuji jako obrazce ohranicené kruznicemi, ovaly apod.

— priklad: o
/// B\\ ”B\j
\ / J
\\\_/// —
A=DB VAN
O
\\_//

— vlevo nahore: A C B,

— vlevo dole: A = B,

— vpravo dole: A a B disjunktni,

— vpravo nahofe: A a B nejsou disjunktn{
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Véta Pro mnoziny A, B, C plati

AND=0, Aupd=A
AUA=A, AnA=A4A
AUB=BUA, AnB=BnNA
(AUB)UC =AU(BUC), (ANnB)NC=An(BNQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
AU(ANB)=A, An(AuB)=A

Diikaz

Predné: Mame-li dokdzat A = B, mame dle definice dokazat, Ze pro libovolny prvek z je
x € A, pravé kdyz x € B. To Ize déle rozlozit na ovéfeni toho, Ze z x € A plyne x € B a
zezx € B plyne z € A.
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Dokazme AUB = B U A:

xr € AU B, pravé kdyz x € A nebo x € B, pravé kdyz x € B nebo = € A, pravé kdyz
r€ BUA.

P¥i tom jsme pouzili, Ze ¢ V 1) ma stejnou pravdivostni hodnotu jako 1V ¢; tedy x € A
nebo x € B je pravda, pravé kdyz = € B nebo x € A je pravda.
To vime z vyrokové logiky (viz sémanticky ekvivalentni formule).

Dokazme jesté AN (BUC)=(ANB)U(ANCOC):

re AN (BUCQC), pravé kdyzz € Aaxz e BUC,

pravé kdyz = € A a (x € B nebo x € C), coz podle pravidel vyrokové logiky plati,
pravé kdyz (r € A ax € B) nebo (x € Aaz € C),

pravé kdyz z € AN B nebox € ANC, pravé kdyz x € (ANB)U (ANC).

Zde jsme pouzili, ze ¢ A (1 V ) ma stejnou pravdivostni hodnotu jako (¢ A1) V (¢ A 6).

Zbytek viz [DS1].
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Jednoduchost a jednoznacnost formalismu mnozin @

K jednoduchosti:
Zkuste napf. opisem (tj. v pfirozeném jazyku, bez mnozinového formalismu) popsat
mnozinu (AN (BU(AND)))U(BUE).

K jednoznacnosti:

»seskupeni sudych a lichych Cisel” nejspis znamena sjednoceni mnoziny sudych a mnoziny
lichych ¢&isel

ale ,,soubor malych a zelenych muzi¢kd*™

1. moznost: soubor muzi¢ki, ktefi jsou zaroven mali a zeleni (prinik mnoziny malych
muzi¢kl a mnoziny zelenych muzi¢kd),

2. moznost: soubor muzi¢ki, ktefi jsou mali nebo zeleni (sjednoceni mnoziny malych
muzi¢kl a mnoziny zelenych muzi¢ka).

Co presné mame na mysli, vyplyva z kontextu nebo to musime upresnit.

Mnozinovy formalismus je jednoznaény: M N Z (1. moznost) vs. M U Z (2. moznost)

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 28 / 131


http://www.inf.upol.cz

Pojem relace @

— je matematickym protéjskem bézné pouzivaného pojmu vztah

— rdzné objekty jsou nebo nejsou v riznych vztazich:

Nt

— Cislo 3 je ve vztahu ,,byt mensi“ s Cislem 5, ne vSak s Cislem 2
— Karel Capek byl ve vztahu , byt bratrem" s Josefem Capkem
— t¥i body v roviné mohou byt ve vztahu ,lezet na jedné primce".

— relace je jednim ze zakladnich pojmi pouzivanych v informatice
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Cim je vztah uréen, jak ho formalizovat?

arita vztahu, tj. pocet objekti, které do vztahu vstupuji

byt bratrem® ma aritu 2 (binarnf)

lezet na jedné pfimce" ma aritu 3 (ternarni)

mnoziny, mezi kterymi je vztah definovén

,byt bratrem": mezi X; a Xo, pfitom X; = X5 je mnozina lidi

,mit": mezi mnozinou X7 néjakych objektli a mnozinou Xy néjakych véci

obecné n-arni vztah mezi X1, ..., X,
vztah je potom uréen tim, které prvky 1 z X1, ..., z, z X, v tom vztahu jsou a
které ne

priklad: byt bratrem (prednaska).
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Usporadana n-tice objektd 1, ..., 2, (v tomto poradi):

— oznaluje se (z1,...,Ty)

— (X1, ) = Y1y -y Ym), Pravé kdyz n=m a xz1 =y1, ..., Tn = Yn.
Definice Kartézsky soucin mnozin X1,..., X,, je mnozina X; x --- x X,, definovana
predpisem

XlXXXn — {<$1,’xn>|x1€X1,,$n€Xn}

- Jelli X1 ==X, =X, pak X; x--- x X,,, piSeme X" (n-td kartézskd mocnina
mnoziny X).

— Usporadanou 1-tici {x) obvykle ztotoziujeme s prvkem z (tj. (z) = x). Potom X! je
vlastné mnozina X.
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Priklad

—ProA={abch, B={1,2}je Ax B ={(a,1),(a,2), (b 1), (b2} (.1}, (e, )},
B? = {<17 1> ) <172> ) <27 1> ) <2a2>}v

pro A = {{a},b}, B={1} je Ax B ={{{a},1), (b, 1)},

pro A ={0,{0}}, B={0} je Ax B={(0,0),({0},0)},

pro A=1{1,2}, B={b} je Ax Bx A={(1,b,1),(1,b,2),(2,b,1),(2,b,2)},
pro A=0, B={1,2,3} je Ax B=1

(neexistuje totiz usporadana dvojice (x,y) tak, aby x € A ay € B).
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Definice Necht X1,..., X,, jsou mnoziny. Relace mezi X1,..., X, je libovolna
podmnozina kartézského soucinu X7 X --- X X,,.

Tedy R je relace mezi X1,...,X,, pravé kdyz R C X1 x --- x X,,.

n je tzv. arita relace R, R se nazyva n-arni (1,2,3,4 = unarni, binarni, ternarni,
kvaternarnf)

O prvcich 21 € Xy,...,x, € X,, Fikdme, Ze jsou (v tomto pofadi) v relaci R, pokud
(r1,...,2y) € R.

(x1,...,2n) € R interpretujeme tak, ze prvky x1, ..., x, mezi sebou maji vztah
reprezentovany relaci R.
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P¥iklad Necht X = {a,b,c} a Y ={1,2,3,4}.
— Nasledujici R jsou binarni relace mezi X a Y:
- R= {<a72> ) <a73> ) <b7 1> ) <C’ 1>}'
- R= {<a’a 2>}'
— R =0 (prazdna relace),
- R= X xY (plna relace).
- R={{(a,b,2,4,¢),{(a,a,2,2,a)} je relace mezi X, X,Y,Y, X.

- {{a,1),(2,¢)} neni bindrni relace mezi X a Y, protoze (2,¢) ¢ X x Y.
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P¥iklad Na rodinné oslavé jsou Adam (A), Bedfich (B), Cyril (C), Dominik (D), Egon (E),
Marta (M), Nada (N), Olga (O), Pavla (P) a Radka (R).

Pritom A je synem C a M, C je synem E a O, P je dcerou D, E je synem A a R.

Urcete binarni relaci R, kterd odpovida vztahu X je ditétem Y", a ternérni relaci S, ktera
odpovida vztahu X je ditétem Y a Z“, kde Y je otec a Z je matka.

Jde o relace na mnoziné {A, B, C, D, E, M, N, O, P, R}. R bude obsahovat viechny
uspofadané dvojice (x,y) takové, ze x je ditétem y. Tedy

R={(AC),{AM),(CE),(CO0),PD),EA),ER)}

S={(A,CM),(CE,0O),(E,AR)}
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(pokracovani)

Nyni navic C je manzelem M, E je manZelem O a A je manzelem R.

Uvazujme binarni relaci 7' mezi mnozinou X = {A, B, C, D, E} muzi a mnozinou
Y={M N, O, P, R} zen, tj. T C X x Y, kterd odpovida vztahu ,byt manzelem". Je

T={(C,M),(E,0),(AR)}.
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P¥iklad Zapiste jako binarni relaci vztah délitelnosti (tj. ,x déli y* znamend, Ze existuje
celé &islo k tak, ze x - k = y) na mnoziné X = {2,...,10}.

Ptislusnou relaci oznaéme D. Je tedy D C X x X, konkrétné
D =idu{(2,4),(2,6),(2,8),(2,10),(3,6),(3,9), (4,8),(5,10) },

kde id = {(2,2),(3,3), ..., (10,10)}.
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Pf¥iklad (relace a databazové systémy)
Relace je zakladni pojem v tzv. relaénim databazovém modelu (E. F. Codd)

Podstata: Databazovou tabulku chdpeme jako relaci. Tabulka s idaji o zaméstnancich

prijmenti jméno | narozeni | vzdélani | funkce
Adam Jiri 1976 SS prodejce
Kos Jan 1961 VS projektant
Mala Magda | 1955 SS sekretarka
Rychly Karel | 1967 S Yeditel
Zahradnik | Milan | 1950 ZS technik

Lze ji chapat jako 5-arni relaci R mezi mnozinami (tzv. doménami)

Dy = {Adam, Kos, Mala, Rychly, ...}, Dy = {Jifi, Jan, Magda, Karel, ...},
D3 = {n € N|1900 < n < 2004}, D, = {ZS, SOU, SS, VS},

D5 = {prodejce, projektant, sekretérka, feditel, ... }.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020

38 / 131


http://www.inf.upol.cz

prijmenti jméno | narozeni | vzdélani | funkce
Adam Jiri 1976 SS prodejce
Kos Jan 1961 VS projektant
Mala Magda | 1955 SS sekretarka
Rychly Karel 1967 VS feditel
Zahradnik | Milan | 1950 A technik

TedngDlxD2xD3XD4><D5aje

R = {(Adam, Jif, 1976, SS, prodejce), (Kos, Jan, 1961, VS, projektant),
(Mala, Magda, 1955, SS, sekretéarka), (Rychly, Karel, 1967, VS, feditel),

(Zahradnik, Milan, 1950, ZS, technik) }
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Vztahy a operace s relacemi W
Protoze relace jsou mnoziny (relace je podmnozina kartézského soucinu),

— lze s nimi provadét mnozinové operace (N, U, —),

— lze na né aplikovat vztah inkluze (C).

Ptiklad

— Necht X = {a,b,c}, Y ={1,2,3,4}, uvazujme binarni relace
R= {<a7 1> ) <a74> ) <C, 2> ) (Cv 3> ) <C, 4>}' S= {<a7 2> ) <a73> ) <a74> ) <b7 1> ) <b7 3>}-
T ={{(a,4),(c,4)} mezi X a Y. Pak je napt.

RNS = {{a.4)},
RUS = {{a,1),(a,2),(a,3),(a,4),(b,1),(b,3),(c,2),{c,3),{c,4)}.

Dileje T C R, RZ S apod.
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— Necht < je relace usporadani a | relace délitelnosti na N. Tedy:
(k,1) €<, pravé kdyz k je mensi nebo rovno [,

7

(k,1) € |, pravé kdy# [ je délitelné &islem &

PiSeme také k& < a k|l (infixova notace).
Pak | C <, tj. relace | je podmnozinou relace <.

To znamena, ze pro vechna prirozena &isla k,1 € N plati: kdyz k|l, pak k <.
— Jsou-li Ry a Ry relace popisujici néjaké databazové tabulky, pak:

— Ri1 U Ry je relace popisujici tabulku, kterd vznikne slou¢enim vychozich tabulek, tj.
zfetézenim databdzovych tabulek (a vymazanim duplicitnich vyskytd databdzovych ¥adki).

— Ry N Ry je relace, kterd popisuje spole¢né polozky obou tabulek.
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Operace s bindrnimi relacemi @

S relacemi Ize provadét i jiné operace nez s obecnymi mnozinami.
Binarni relace: Lze znazornovat tabulkami.

Napt. relace R = {(a, 1), (a,2),(a,4),(b,2),(b,4),(c,1)} mezi mnozinami
X ={a,b,c} aY ={1,2,3,4} je znazornéna takto:

R|1 2 3 4
a | % X
b X X
c | x

Tedy, je-li (x,y) € R, je v praseéiku fadku x a sloupce y symbol X, jinak tam nenf nic.
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Inverzni relace @

Definice Inverzni relaci k relaci R C X x Y je relace R~' C Y x X definované predpisem

R™' = {{y,) | (z,y) € R}.

Ptiklad Necht relace R mezi X = {a,b,c} a Y ={1,2,3} je R = {(a,1),(a,2),(b,2)}.
Pak inverzni relace k R je relace R™! mezi Y a X dand R~! = {(1,a), (2,a),(2,b)}.
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Skladani relaci ﬁy

Definice Jsou-li RC X xY a S CY x Z relace, pak slozenim relaci R a S je relace
RoS C X x Z definovana predpisem

RoS = {(z,2) |existujey € Y : (x,y) € Ra (y,z) € S}.
Tedy (z, z) patfi do relace Ro S, pravé kdyz existuje prvek y € Y tak, ze (z,y) jsou v
relaci R a (y, z) jsou v relaci S.
Priklad Necht X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} a Z = {{J, A}, dale
R={{a,1),(a,2),(b,2),{c,;4)} a §={(1,00),(1,4),(2,00), (3, 4) , (4,00) , (4, A)}
Pak

Ro S ={{(a,0),(a,A),(b,0),{c,O), (c, A)}.
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Skladanf relaci je ptirozena operace, kterou bézné pouzivame:
X mnozina pacientdl, Y mnozina priznak(i nemoci, Z mnoZina nemoci.

Necht R C X x Y je relace ,,mit pfiznak”,
tj. (z,y) € R znamend, Ze pacient x ma pfiznak y,

S CY X Z je relace , byt priznakem",
tj. (y,z) € S znamen3, ze y je priznakem nemoci z (teplota je pfiznakem chfipky).

Pak (z,z) € Ro S znamen4, Ze existuje pfiznak y € Y tak, ze pacient  m4 tento pfiznak
a zaroven je tento priznak pfiznakem nemoci z.

Tedy (z,z) € R oS mizeme interpretovat jako ,pacient x mize mit nemoc z".
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Pfiklad X = {1,2,3,4,5,6,7} (pacienti),

Y ={b,h,k,0,r,s,v,2} (b...bolest hlavy, h ...horecka, k ...bolest konéetin, o
... oteklé zlazy na krku, r ...ryma, s ...strnuly krk, v ...vyrdzka, z ...zvraceni),

Z ={C,M,N,Sp,Za} (C ...chfipka, M ...meningitida, N ...plané nestovice, Sp
...spalni¢ky, Za ...zardénky).

s|C M N S Za
R | Db h k o r s v z p
b X X
1 X X
h | x X X
2 X
k| x
3 X X X X X X X X
o X
4 X
r | x X
5 X X X
s X
6 X X X X
v X X X
7 X X X X
z X
R =~ data zjiSténa vysetfenim S = |ékarska znalost
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R b h k o T s v z El <] M N Sp Za
1 X X b X X
2 X h X X X
, ; k X
Z danych relaci XX X XX k }
5 X X x Z X y X
6 X X X X
7 X X X x v X X X
z X
RoS | C M N S Za
1 X X X
2 X X
‘ . 3 X X X X X
odvodime relaci:
4 X X X
5 X X X X X
6 X X X
7 X X X

Ro S Fika:

pacient 1 mize mit chfipku, meningitidu nebo spalnicky,

pacient 5 midze mit libovolnou z uvazovanych nemoci (ma vsechny sledované pfiznaky),
atd.
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Véta Prorelace RC X xY,SCY xZ,TCZxU plati.

Ro(SoT) = (RoS)oT
(RoS)™ = StoRr™!
(Y™ = R

Dikaz Ro (SoT)=(RoS)oT:

(r,u) € Ro(SoT),

pravé kdyz existuje y € Y tak, ze (z,y) € R a (y,u) € SoT,

p.k. existuje y € Y tak, ze (x,y) € R a existuje z € Z tak, ze (y,z) € S a (z,u) € T,
p.k. existuji y € Y a z € Z tak, ze (x,y) € R, (y,2) € S, (z,u) € T,

p.k. existuje z € Z tak, ze (z,z) € RoS a (z,u) €T,

p. k. (z,u) € (RoS)oT.
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(RoS)t=S5"1oR™

(z,x) € (RoS)™!, pk. (x,2) € (RoS),

p.k. existuje y € Y tak, ze (z,y) € Ra (y,z) € S,

p.k. existuje y € Y tak, ze (z,y) € S~' a (y,x) € R,
pk. (z,z) € S71oR7L

(R"H™' =R
(z,y) € (R71)7L, pravé kdyz (y,z) € R™!, pravé kdyz (z,y) € R.
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Dalsi zpisoby skladani relaci W

Predpokladejme opét, ze RC X xY,SCY x Z.
R<S, R>S a RS jsou relace mezi X a Z definované predpisy

R<S = {(z,2)]|prokazdéyeY : pokud (z,y) € R, pak (y,z) € S},
RS = {(z,2)]|prokazdé y € Y : pokud (y,z) € S, pak (z,y) € R},
ROS = {(z,z)|prokazdéy cY : (z,y) € R, pravé kdyz (y,z) € S}.

Vice viz [DS1].
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Reprezentace relaci W

Chceme-li matematické pojmy zpracovavat v pocitadi, je tfeba je vhodnym zpiisobem v
pocitaci reprezentovat.

Musime tedy navrhnout, jak by mél byt matematicky pojem (mnozina, relace apod.) v
pocitadi (tj. v paméti pocitace) ulozen.

Nejde jen o samotné ulozeni v paméti, nybrz také o to, aby vypocty, které budou s danymi
pojmy provadény, byly rychlé.
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Reprezentace matici (tabulkou)
Relaci R C {z1,...,zm} X {y1,...,yn} reprezentujeme matici (tabulkou) Mp.

Mg, je definovana predpisem

— 1 je-li (xs,y;) € R,
Y] 0 el (w,y;) ¢ R.
Podobné tabulkou.

Priklad
R ={(a,1),(a,2),(a,4),(b,2),(b,4),(c,1)} mezi X = {a,b,c} aY ={1,2,3,4}.

1101 Rii‘?’i
Mep=|010 1 Z » »
1000
c | X
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Pro binarni matice lze zavést operace, které odpovidaji operacim s relacemi.
MVN =P, pij = max{m;, n;}
MAN=P, pij = min{m;;, ng;}
M-N=P, pij = max{0,m;; —n;;}
M- K =P, pij = max{m; - k;;; L=1,...,n}
MT, mz; =mj; .
Plati (diikaz snadny, porovnanim definic, viz [DS1])

Mpgus = MgV Mg
Mpgns = Mr A Mg
Mp_g=Mp - M°
Mgrov = Mg - My
Mp-1 = (Mg)"
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Priklad
Na X = {a1,as,as,as} uvazujme relace R = idx U {(a1, a2), (a1, as), (a3, a2)} a
S = {(al,a1>, <a2,a4), (ag,a4), (a4,a1>}. Pritom idX = {(al,a1> goe ey (a4,a4>}.
Je
11 1 0 1 0 0 0
0o 1 0 0 0 0 0 1
Mg = 0o 1 1 0 a Mg = 0o 0 o0 1
0o 0 0 1 1 0 0 0
Matice relaci RU S, RNS, Ro S a R_; tedy jsou:
11 1 0 1 0 0 0
o 1 0 1 0 0 0 0
MgV Mg = 0 1 1 1 Mg AMg = 0 0 0 o0
10 0 1 0 0 0 0
10 0 1 - 1 0 0 0
Mp-Ms=| 0 0 o 1 Mr)" =11 0 1 o
10 0 o0 0o 0 0 1
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Reprezentace orientovanym grafem

Graf binarni relace R na mnoziné X:
— kazdy prvek & € X znazornime jako krouzek (tzv. vrchol) s oznacenim prvku

— pokud (z,y) € R, nakreslime z krouzku x do krouzku y &aru s Sipkou (tzv. hranu)

Graf reprezentujici binarni relaci R = {(a,b), (a,d), (b,d), (c,a)} na mnoziné

X ={a,b,c,d} (tedy RC X x X):
a d

Rozmyslete, jak grafem reprezentovat relaci R mezi X a Y.
(Grafy podrobné pozdéji.)

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 55 / 131


http://www.inf.upol.cz

Reprezentace seznamem seznamii
Je vhodna pro ulozeni binarni relace R na mnoziné X v paméti pocitace.

Reprezentace relace R = {{a,b), (a,d), (b,d), (c,a)} z predchoziho pfikladu:
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Funkce (zobrazenf) @

matematicky protéjSek pojmu prirazeni

x +— sin(z); majetek — eviden¢ni &islo

pfifazeni |ze chapat jako mnozinu dvojic (x,y), kde y je objekt pfifazeny objektu x

tedy lze ho chéapat jako binarni relaci R splnujici dodatec¢na omezeni
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Definice Relace R C X X Y se nazyva funkce (popf. zobrazeni) mnoziny X do mnoziny
Y, pravé kdyz pro kazdé x € X existuje y € Y tak, ze

pro kazdé = € X existuje y € Y tak, ze (x,y) € R,
a pro kazdé x € X a y1,y2 € Y plati, ze

<$,y1> €ERa <$;y2> €ER |mp||kUJe Y1 = Y2.

Pokud plati jen druha podminka, tj. miZze existovat « € X, ke kterému neexistuje y tak,

Ze (x,y) € R, nazyva se R parcialni (Caste¢nd) funkce.

— Je-li RC X x Y funkce, piSeme také R: X — Y.

— Pouzivame spis f,g,... nez RS, . ...

— Je-li f: X =Y funkce a x € X, pak prvek y € Y, pro ktery je (x,y) € f, oznalujeme
f(z); piseme také z — vy, popf. z — f(x).
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v
Priklad X = {a,b,c}, Y = {a,b, 1,2}
- R={{(a,a),(b,b)} neni funkce X do Y, protoze k prvku ¢ € X neexistuje prvek
y € Y tak, ze {c,y) € R. R je parcialni funkce.
R ={(a,a),(b,2),(c,a), (c,2)} neni funkce X do Y, protoze k ¢ € X existuji dva
rtzné prvky: (c,a) € R, (c,2) € R.
R = {(a,2),(b,b),(c,2)} je funkce X do Y.

Né&kdy ¥ikdme ,uvazujme funkci y = f(x)", napt. y = 22 apod.

PFitom se m4 za to, ze X a Y jsou ziejmé z kontextu (Casto je X =Y = R).
Pak jde vlastné o funkci {(z,y) |z € X,y € Y,y = f(x)}.
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Typy funkcfi W

Definice Funkce f : X — Y se nazyva

— prosta (nékdy také injektivni), pravé kdyz pro kazdé x1,zo € X, ze z x1 # x2 plyne
f(z1) # f(z2),

— funkce mnoziny X na mnozinu Y (nékdy také surjektivni), pravé kdyz pro kazdé y € Y
existuje z € X tak, ze f(x) =y,

— vzajemné jednoznaénd (nékdy také bijektivni), pravé kdyz je prosté a je to funkce na
mnozinu Y (tj. injektivni a surjektivni).
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Priklad

- Pro X ={a,b,c,d} aY ={1,2,3,4} je f = {{a,1),(b,1),(c,4),(d,3)} funkce X do
Y. f neni injektivni (protoze f(a) = f(b), ale a # b), ani surjektivni (neexistuje x € X
tak, aby f(z) = 2), a tedy ani bijektivni.

- Pro X ={a,b} aY ={1,2,3} je f ={(a,1),(b,3)} funkce X do Y, ktera je
injektivni, ale neni surjektivni (neexistuje € X tak, aby f(z) = 2), a tedy ani
bijektivni.

- Pro X ={a,b,c}aY ={1,2} je f ={(a,2),(b,2), (c,1)} funkce X do Y, kterad neni
injektivni (protoze f(a) = f(b), ale a # b), ale je surjektivni, a tedy nenfi bijektivni.

- Pro X ={a,b,c} aY ={1,2,3} je f ={(a,2),(b,1),(c,3)} funkce X do Y, ktera je
injektivni i surjektivni, a i bijektivni.
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Priklad

- f={({z,y) € R xR |y = 2%} je funkce R do R, kterd neni injekce (napt. (—2)% = 22)
ani surjekce (napr. neexistuje = € R tak, ze 22 = —1). Uvazujeme-li ji viak jako funkci
mnoziny R do mnoziny {a € R | a > 0} (nezdporna realna &isla), je to surjekce.

- f={{x,y) ERxR |y =2} je funkce R do R, kterd je injekci i surjekci, t]. je bijekci.

- f={(z,y) e NxN |y =uz!} je funkce N do N (faktoridl, tj. z! =z - (z —1)---2-1).
Je to injekce, ale ne surjekce (napt. &islo 3 neni faktoridlem zadného &isla, tj. neexistuje
x € N tak, ze z! = 3).
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Véta Pro funkce f, fi,fo: X =Y, g,91,92: Y — Z plati
a) fog je funkce.
b) Jsou-li f,g injekce, je f o g injekce.

¢) Jsou-li f, g surjekce, je f o g surjekce.

Diikaz a) Nejprve musime ukazat, ze pro kazdé = € X existuje z € Z tak, ze

(x,z) € fog. Protoze je f funkce, existuje k x € X prvek y € Y tak, ze (z,y) € f, a
protoze je g funkce, existuje k tomu y prvek z € Z tak, ze (y, z) € g. Podle definice je
tedy (z,2) € fog.

Nyni musime ukazat, ze kdyz (z,21) € fog a (x,29) € fog, pak 21 = z9. Kdyz

(x,21) € foga (x,29) € fog, pak podle definice pro néjaké yi,y2 € Y je (z,11) € f,
(y1,21) € g, a (x,y2) € f, (y2,22) € g. Protoze f je funkce, musi byt y; = y2, a protoze g
je funkce, musi byt z; = z9. Tedy a) plati.
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v

b) Pfedpokladejme 1 # xo.

Protoze f je injekce, je i f(xz1) # f(
Protoze g je injekce, je g(f(z1)) #
Vzhledem k tomu, 2e g(f(x1)) = (f
dokazali.

2).
f(x2)).
9)(x1) a g(f(x2)) = (f o g)(x2), jsme tvrzeni

9(

c) se dokaze podobné.
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Funkce a vypocty W
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Shrnuti @

usporadana n-tice, kartézsky soucin,

relace,

binarni relace, inverzni relace, skladani binarnich relaci, reprezentace binarnich relacf,

funkce, injekce, surjekce, bijekce,
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BINARNI RELACE NA MNOZINE

Zalozeno na kapitole ,,Binarni relace na mnoZziné" textu R. Bélohlavek, V. Vychodil:
Diskrétni matematika 1, 2
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binarni relace na mnoziné X jsou binarni relace R C X x X

matematicky protéjSek vztahu mezi prvky mnoziny X

»T je mensi nez y", ,,x ma stejnou barvu jako y", ,x nezavisi na y“, ...

specialni relace

— ) (prazdna relace),

- {(z,z)| x € X} (identita, idx)
- X x X (plné relace)
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Mnohé binarni relace maji podobné vlastnosti:

— binarni relace R na N:
R = {(m,n) | m ma stejny pocet cifer jako n}.
— binarni relace S na mnoziné X lidi (z dané oblasti)
S = {{(x,y)| rozdil mési¢nich pfijmi = a y je mensi nez 10000 K¢}.

spolecné vlastnosti:

— pro kazdé n € N je (n,n) € R
pro kazdy =z € X je (z,x) € S

- pokud (m,n) € R, paki (n,m) € R
pokud (x,y) € S, paki (y,z) € S.

Dilezité vlastnosti maji své nazvy:
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Vlastnosti binarnich relaci @

Definice Binarni relace R na mnoziné X se nazyva

— reflexivni, pokud pro kazdé x € X plati (z,z) € R;
— symetrickd, pokud pro kazdé z,y € X plati: je-li (x,y) € R, pak (y,z) € R;

— tranzitivni, pokud pro kazdé x,y,z € X plati: je-li (z,y) € R a (y,z) € R pak
(x,2) € R;

— antisymetricka, pokud pro kazdé z,y € X plati: je-li ((z,y) € R a (y,z) € R, pak
x=uy;

— irreflexivni, pokud pro kazdé x € X plati (z,z) € R;
— asymetricka, pokud pro kazdé x,y € X plati: je-li (z,y) € R, pak (y,x) € R;
— upln4, pokud pro kazdé x,y € X plati (x,y) € R nebo (y,z) € R.
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Vlastnosti zapsané symbolicky:

— reflexivni: (V) (x,x) € R;

— symetricka: (Vz)(Vy)((z,y) € R — (y,x) € R);

— tranzitivni: (V2)(Yy)(Vz)[({(z,y) € RA(y,z) € R) — (x,2) € R];
— antisymetricka: (Vz)(Vy)[({(z,y) € RA (y,z) € R) » xz =y];

— irreflexivni: (V) (z,z) € R;

— asymetricka: (Vz)(Yy)((z,y) € R — (y,z) € R);

= Gplnd: (Vz)(Vy)((z,y) € RV (y,z) € R).
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Priklad Jaké vlastnosti maji nasledujici relace R na X7
- X ={a,b,c,d},

R ={(a,a),(a,d),(b,b),(b,d),(c,a),{c,b),{c,c),{c.d),(d,d)}
R je
— reflexivni,
— antisymetricka,
— tranzitivni;
R neni
— irreflexivni, protoze je reflexivni (neplati napt. (a,a) & R),
— symetrickd, protoze napf. (a,d) € R, ale (d,a) ¢ R,
— asymetrickd, protoze napf. (a,a) € R a podle asymetrie by pak muselo byt (a,a) ¢ R,
— aplna, protoze napt. neni ani (a,b) € R, ani (b,a) € R.

Pozn.: Reflexivita neni negaci irreflexivity, neplati tedy, Ze R je bud relfexivni nebo
irreflexivni.
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(pokracovani)

- X=%Z, R={(m,n)|m—-2<n}
R je
— reflexivni, protoze m — 2 < m pro kazdé m,
— Gplnd, protoze bud m < n (a pak m — 2 <mn, tj. {m,n) € R) nebo n < m (a pak
(n,m) € R);
R neni
— symetrickd, protoze napf. (2,5) € R, ale (5,2) € R,
— tranzitivni, protoze napf. (4,3) € R a (3,1) € R, ale (4,1) ¢ R,
— antisymetrickd, protoze napf. (1,3) € R a (3,1) € R, ale 1 # 3,
— irreflexivni, protoze je reflexivni,
— asymetrickd, protoze napf. (1,3) € Ri (3,1) € R.
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(pokracovani)

— uvazujme znovu X =N a

R = {(m,n) | m ma stejny pocet cifer jako n}.

R je reflexivni, symetricka, tranzitivni (ostatni vlastnosti nema).

— uvazujme znovu X = mnozina lidi,

S = {{(x,y)| rozdil mési¢nich pfijmi = a y je mensi nez 10000 K¢}.

S je reflexivni a symetricka, ale obecné neni tranzitivni.
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(pokracovani)

— specialni relace

- R=0:
je irreflexivni, symetricka, asymetricka, antisymetricka a tranzitivnf;
neni Uplna ani reflexivni.

- R=idx, tj. R={(z,2) |z € X}
reflexivni, symetrickd, antisymetrickd a tranzitivni,
neni irreflexivni a neni asymetricka.
idx je dplna, pravé kdyz | X| =1

- R=XxX
je reflexivni, symetricka, tranzitivni a Gplna; nenf irreflexivni, neni asymetricka; je
antisymetrickd, pravé kdyz | X| =1
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(pokracovani)

— U mnoZina, X = 2Y, uvazujme binarni relaci R na oU.
R ={(A,B)| A je podmnozinou B}.

Tedy R je mnozinova inkluze C: (A, B) € R iff A C B.
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Véta (reformulace vlastnosti) Necht R je binarni relace na X. Pak
(a) R je reflexivni, pravé kdyz idx C R,

(b) R je symetricka, pravé kdyz R = R™!,

(c) R je tranzitivni, pravé kdyz Ro R C R,

(d) R je antisymetricka, pravé kdyz RN R~' C idy,
(e) R je irreflexivni, pravé kdyz idx N R = (),

(f) R je asymetricka, pravé kdyz RN R~! = (),

(g) R je Gplna, pravé kdyz RUR ' = X x X.

Dikaz

(a), (b), (d), (e), (f), (g) jsou zfejmé z definice.

Napt. (a): Reflexivita R znamena, ze pro kazdy = € X je (z,x) € R.

idx C R znamen4, ze pro kazdou (z,y) € X x X plati: pokud (z,y) € idx, pak
(x,y) € R, tj. kazda dvojice (z,y) € idx patfi do R.

Ale (z,y) € idx je spInéné pravé pro dvojice s x = y, tedy

idx € R znamend, ze pro kazdy = € X patfi dvojice (z,x) do R, cozZ je ekvivalentni s
tim, ze R je reflexivni.

77 / 131

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020


http://www.inf.upol.cz

v

(b), (d), (e), (f), (g) obdobné (dokazte sami, cviceni)

(c): Tedy R je tranzitivni, pravé kdyz Ro R C R.

»=": Necht R je tranzitivni. Ukazme Ro R C R.

P¥edpokladdejme (z,y) € R o R. Pak existuje z € X tak, e (z,2) € Ra (z2,y) € R. Z
tranzitivity R plyne (x,y) € R.

2<="" Necht Ro R C R. Ukazme, ze R je tranzitivni.

Necht (z,z2) € R a (z,y) € R. Pak z definice o je (x,y) € Ro R. Tedy vzhledem k
Ro R C R taky (z,y) € R. Tedy R je tranzitivni. O
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Vlastnosti relaci v feci matici a grafii @

Uvazujme binarni relaci R na X, ji odpovidajici matici M p a graf Gp.

— reflexivita R:
Mp: ma na diagonale samé 1.
GRr: ma u kazdého vrcholu smyé¢ku (hranu z vrcholu do stejného vrcholu)
— symetrie R:
MpEg: je symetricka podle hlavni diagonaly ((Mg);; = (MRg);i).
GRr: vede-li hrana z z do y, vede i hrana z y do .
— tranzitivita R:
Mp: najdéte sami (neni zcela pfimocaré)
GR: vede-li hrana z x do y a hrana z y do z, vede i hrana z z do z.
— antisymetrie R:
Mp: dvé riizné pozice symetrické podle hlavni diagonalny nemohou mit obé 1
(pro i # j musi byt (Mg);; = 0 nebo (Mg);; = 0).
GR: pro x # y nemize vést hrana z x do y i hrana z y do =.
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— irreflexivita R:
Mg: ma na diagonale samé 0.
G Rr: nema u zadného vrcholu smycku.
— asymetrie R:
Mg: dvé pozice symetrické podle hlavni diagonalny nemohou mit obé 1
(nelze, aby (MR)ij =1= (MR)]z)
GR: vede-li hrana z = do y, nevede hrana z y do .

— Uplnost R:
Mpg: pro kazdé i,j je (MRg);j = 1 nebo (MRg);; = 1.
G Rr: mezi kazdymi vrcholy x,y vede hrana (jednim nebo druhym smérem).
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Mocnina R" relace R @

Analogie n-té mocniny Cisla x vzhledem k nasobeni -
napriklad 22 = x - (x - x); obecné pak:

n x pokud n =1,
z-z" 1 pron>1.

Nyni misto ¢isla = vezmeme relaci R C X x X a misto nasobeni Cisel pak skladani relaci:

Definice Necht R C X x X. Pro kazdé n € N definujeme binarni relaci R” C X x X:

R — R pokud n =1,
"] RoR™! pron>1.

R" se nazyva n-td mocnina R.
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— Jetedy: R' =R, RZ=RoR, R®*=Ro(RoR), ...
— Vzhledem k asociativité je tj. Ro (Ro R) = (Ro R) o R.
Zavorky Ize tedy vynechat a psat jen Ro Ro R, podobné pro R* atd.

— Tedy (x,y) € R™, pravé kdyz existuji z1, ..., 2,1 tak, ze

(x,21) € R,(z1,29) € R,...,(2n-1,Y) € R.

— V Yedi grafii: v grafu relace R™ je Sipka z x do y, pravé kdyz je v grafu relace R sled n
Sipek jdouci z = do y.
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Grafy relaci R™:

d c
a b
(X, R)

Napt: v R? je Sipka z a do ¢, protoZe v R se Ize dostat z a do ¢ pres 3 Sipky.

Matice relaci R™:

0100 0011 1110 01 1 1
R |0 0 11 2 |1 110 |01 11 Rol1 111
M=o o1 oM Tloo1ofM T|loo1o0f/™M Z|oo1 o0
1100 01 11 1111 1111
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v

Véta Necht R, S, T jsou binarni relace na X, kde S C T'. Pak

(a) RoSCRoTaSoRCToR,

(b) pokud je R tranzitivni, pak R™ C R pro kazdé n € N,

(c) R™o R™ = R™"™ = R" o R™ pro kazdé m,n € N,

(d) pokud X je kone¢na a (x,y) € R pro n&jaké i > | X|, pak (z,y) € R™ pro n&jaké
m < |X|.

Diikaz Na pfednasce a v [DS1].
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Uzavéry binarnich relaci @

— Je dana binarni relace R na mnoziné X.

— Jak vypada nejmensi relexivni relace Ref(R), kterd obsahuje R?

Ref(R) se nazyva relexivni uzavér relace R.

— To samé pro tranzitivitu a symetrii.
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Priklad:
— X = mnozina stavi néjakého systému (stavi vypoctu apod.),

- (z,y) € R ... ze stavu x lIze v jednom kroku pfejit do stavu y

je pFirozené uvazovat relaci R': (z,y) € R/, p.k. existuji

21,...2n—1 tak, Ze (x,21) € R, Ze (21,22) € R, ..., (zp—1,y) € R

tedy ze stavu z se lze prfes (pfechodové) stavy z1,... 2,1 dostat do stavu y.

Popsana relace R’ je pravé tranzitivni uzavér Tra(R) relace R.

Tedy nejmensi tranzitivni relace obsahujici R.

— (x,y) € R’ znamena: ze stavu z se Ize (pres pripadné dalsi stavy) dostat do stavu y.
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v

— Nejmensi reflexivni relace obsahujici R se nazyva reflexivni uzavér relace R; znadi se
Ref(R).

— Nejmensi symetricka relace obsahujici R se nazyva symetricky uzavér relace R; znadi se
Sym(R).

— Nejmensi tranzitivni relace obsahujici R se nazyva tranzitivni uzavér relace R; znali se
Tra(R).

Definice Necht R je binarni relace na mnoziné X.

Tedy Ref(R) je binarni relace na X splniujici

(a) Ref(R) je reflexivni.

(b) R C Ref(R) (tedy obsahuje R).

(c) Je-li S reflexivni relace na X takova, ze R C S, pak Ref(R) C S
(tedy Ref(R) je nejmensi ze viech reflexivnich relaci obsahujicich R).

Stejné pro Sym(R) a Tra(R).
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Véta Necht R je binarni relace na mnoziné X. Pak
Ref(R) = RUidy,

Sym(R) = RUR™!,
Tra(R) = RUR?URU---, tedy Tra(R) = U2, R".

Dikaz Ref(R): V souladu s pozndmkou pod definici na pfedchozim slajdu ukazeme:

(a) Ref(R) je reflexivni: To je zfejmé, protoze pro kazdé x € X je (x,z) € idx, tedy i
(x,x) € RUidx = Ref(R).

(b) R C Ref(R): zfejmé.
(c) Je-li S reflexivni relace na X takova, ze R C S, pak Ref(R) C S:

Pro takovou S plati, ze idx C S, coz spolus R C S ddva RUidyx C S, neboli
Ref(R) C S.
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Sym(R): podobné (viz [DS1]).

Tra(R): Stru¢né (detaily v [DS1]):

Opét ovéfenim (a), (b), (c) pro tranzitivitu.
(a) Tra(R) je tranzitivni.

(b) R C Tra(R): zfejmé.
(c) Je-li S tranzitivni relace na X takova, ze R C S, pak Tra(R) C S.
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Vylepseni popisu Tra(R) pro kone¢né mnoziny (plyne také z (d) vySe uvedené véty):
Véta Necht R je binarni relace na koneéné X, kde | X| = n. Pak Tra(R) = U~ R".
Diikaz Dle popisu ve vyse uvedené vété je Tra(R) = U2, R'.

Je tedy tteba ukazat, 7e nepotiebujeme mocniny R, kde i > n.

Kdyz i > n, je (x,y) € R’, p.k. pro n&jakd z1,...,2;_1a 2z =y je

(x,2z1) € R, (z1,22) € R, ..., (zi-1,%) € R.

Posloupnost z1,...,2;_1,2; méa ale aspon n + 1 prvkd, tedy existuji zx = z; pro néjaka
1 <k < [. Jejim vynechanim ziskame kratsi posloupnost

(x,21) € R, ... (zp_1,2k) € R, (zk,21) € R, ..., (zi—1,2i) € R,

ktera vznikne odstranénim (I — k) ¢lend.

Prokazuje, e (x,y) = (z,2) € R=U"F ajei — (1 —k) <.

Pokud i — (I — k) < n, jsme hotovi. Pokud n < i — (I — k), zkratime posloupnost jako
vySe, az najdeme posloupnost prokazujici (x,y) € R™ pro néjaké m < n.
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Ptiklad X = {a,b,c,d}, relace R = {{a,b), (b,¢), (b,d),{c,c),(d,a),(d,b)}.
Tedy:

010 0

s [0 0 11

ME=1g 01 0of

1100
110 0 01 0 1 11 1 1
Ret(r) |0 1 1 1 symry _ |1 0 1 1 mary |1 1 1 1
ME=10 01 o M o110 M =001 0
110 1 1 10 0 11 1 1

Je MTa(R) — MR v ME* v MR v MR, tedy

010 0 00 1 1 1110 01 1 1
may [0 0 11 1110 001 1 1 111 1
M “lo o1 0]lY[(o o1 oflY|oo0o 1 0]V oo 1 o0
110 0 01 1 1 111 1 111 1
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Pro vypocet Tra(R) Ize pouzit Warshalliiv algoritmus (1962, sloZitost O(n?)).

poznadmky na pfednasce (nebude u zkousky)
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Ekvivalence W

— jeden z nejdalezitéjSich typt binarnich relaci na mnoziné
— je zobecnénim rovnosti a je matematickym protéjSkem vztahu nerozliSitelnosti
— ekvivalentni = z urcitého pohledu nerozlisitelné

— ukazeme zakladni pojmy a vlastnosti a vztah k tzv. rozkladim mnozin
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Definice Binarni relace £ na mnoziné X se nazyva ekvivalence, pokud je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.
Pro prvek z € X se mnozina

[z]p ={y € X [ (z,y) € E}
nazyva trida ekvivalence uréend prvkem x.

Poznamky:

— (z,y) € E nékdy ¢teme ,x je E-ekvivalentni y*. Vzhledem k symetrii, také ,x a y
jsou E-ekvivalentni.”

— [z]g ... prvky nerozliSitelné od x vzhledem k ekvivalenci F
— Zobecnénim ekvivalence je tolerance — reflexivni a symetricka relace na mnoziné.

— Tolerance je matematickym protéjskem podobnosti. Zistava problém: podobnost je
véci miry, neni to klasicka relace, ale fuzzy relace. To fesi fuzzy logika.
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Ptiklad idx a X x X jsou ekvivalence na X.

— idx je nejmensi ekvivalence na X (kazda jind E spliiuje idx C E).
T¥idy jsou jednoprvkové, tj. [z]ia, = {z}.

— X x X je nejvétsi ekvivalence na X (kazda jind E spliiuje E C X x X).
T¥ida libovolného prvku je celd mnozina, tj. [x]xxx = X.
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P¥iklad Na mnoziné X = {a, b, c} existuje pét relaci ekvivalence:

idx = {(a,a), (b,b),(c, )},
Er = {{a,a),{a,b),(b,a), (b,b),{c,c)},
Ey = {{a,a), (b,b), (b,c), (¢, b),(c, )},
E3 ={{a,a),(a, ), (b,b),(c,a),{c,c)},
X x X ={{a,a),(a,b), {a,c),(b,a), (b,b), (b, c),{c,a),{c,b),{c,c)}

— Fj; jsou inkluzi C navzdjem neporovnatelné, tj. napf. neplati £y C Fs ani Fy» C )
- [a]E1 = {a7 b}v [b]El = {a7 b}' [C]El = {C}v
]E2 = {a}' [b]EQ = {b’ C}' [C]E2 = {b7 C}'
]Es = {av C}, [b]E3 = {b}v [C]E3 = {a7c}'

~[a
-~ [a
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Priklad Uvazujme binarni relaci R na R definovanou takto:
R={(z,y)|z,y €R, |z] = [y[}.

— R je ztejmé ekvivalence.
- [z]g = {—z,z}.
— Tedy napt. [2|g = {-2,2}, [-5]r = {-5,5}, [0]r = {0}
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Ptiklad Necht n € N. Uvazujme binarni relaci =,, na Z definovanou takto:

(x,y) €=y, pravé kdyz x a y maji stejny zbytek po déleni &islem n

- =, je ekvivalence (,, modulo n")
— PiSeme z =, y (infixové).
Jiny zépis: x = y (mod n) nebo x = y (mod n).
- 0=24, —2=26,1=2-50%#21,0=36, 2=3 14, 3=5 —12,
- lz]lz, ={y € Z |y = x + qn pro néjaké q € Z}
- 1]z, ={-3,5,-7,9,...}

Véta o jednoznacnosti déleni se zbytkem: Pro kazdé x € Z a n € N existuji jednoznacné
urCend g€ Zare{0,1,...,n—1} tak, zex =q-n+r.
Piseme r = x mod n.
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Ptiklad Necht f : X — Y je zobrazeni. Definujme relaci kery na X predpisem
(w1, 2) € kery, pravé kdyz f(x1) = f(x2).

— kery je zfejmé ekvivalence.
— kery = idx, pravé kdyz f je prosté.
kery = X x X, pravé kdyz f zobrazi véechny prvky X na stejny prvek mnoziny Y.
— Ddlezita interpretace. f prirazuje objektiim z X jejich charakteristiky. Charakteristiky
jsou prvky z Y. Ekvivalentni jsou pak prvky, které maji stejné charakteristiky.
Priklady:
— X = mnozina lidi, Y =R, f(z) = vyska x.
(x1,29) € kery, p.k. 21 a z2 maji stejnou vysku.
— X = mnozina lidi, Y = {hnéda, modr4, zelend}, f(x) = barva o&i ¢lovéka x.
(x1,2) € kery, p.k. &1 a x5 maji stejnou barvu odi.
- X=7,Y={0,1,...,n— 1}, f(z) = zbytek po déleni x &islem n.
(x1,29) € kery, p.k. z1 =,, x2 (vySe uvedeny priklad).
- X=R, Y=R, f(z) = ||
(@1, x2) € kery, p.k. |z1| = |z2| (vySe uvedeny priklad).
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Rozklady ﬁy

rozklad = matematicky protéjsek pojmu rozdéleni (rozpadnuti se) prvkd do skupin

— rozklad popisuje stejny fenomén jako ekvivalence, ale jinym zplisobem
— rozklad (a ekvivalence) jsou zakladni prostfedky pro popis procesu abstrakce

— celd &isla se rozpadnou na sudé a licha

0<
G\
o

abstraktni pojem sudé Cislo = mnozina vSech sudych

0O«<
&
o

abstraktni pojem liché Cislo = mnozina vsech lichych
— od 7Z prejdeme procesem abstrakce k {S, L},

kde S ={0,-2,2,-4,4,...}, L={-1,1,-3,3...}
— abstrakce?

abstrahujeme od nepodstatného (konkrétni &islo) k podstatnému (jestli je sudé nebo
liché)
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Definice Necht X je neprddznd mnozina. Rozklad II na mnoziné X je systém podmnozin
mnoziny X, tj. II C 2X, splnujici:

(a) kazda A € II je neprazdng;
(b) pro kazdé A, B € II: pokud A # B, pak AN B = );

(€) Usen A =X.

Mnoziny A € II se nazyvaji tfidy rozkladu II.

— Rozklad na X je tedy systém (tj. mnoZina) neprazdnych podmnozin mnoziny X, které
jsou po dvou disjunktni a jejichz sjednocenim je X.

— Pro z € X znadime [z]r1 tu tfidu rozkladu, kterd obsahuje = (tj. = € [z]).
Ta je urcena jednoznacné, protoze dvé riizné tridy nemaji zadny spolecnd prvek.
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Ptiklad
X ={1,2,3,4,5,6}.

- IT={{1,2},{3,4},{5}} neni rozklad na X.
Nespliuje (c):
UTT={1,2} U{3,4} U {5} = {1,2,3,4,5} # X.
- IIT={{1,2,3},{3,4},{5,6}} neni rozklad na X.
Nespliuje (b):
{1,2,3} n{3,4} # 0.
- {{1,5,3},{4},{2,6}} je rozklad na X.
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Priklad
Dva hrani¢ni rozklady na libovolné X # ().

-II={{z} |z e X}
Ttidy rozklady jsou pravé vsechny jednoprvkové podmnoziny mnoziny X.
- IIT={X}.

Jedinou tridou rozkladu je sama mnozina X.
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Priklad
X ={a,b,c,d}. Existuje pravé 15 rozkladli na X:

Hah, {0} b {dy), - {{a, 0} {e} Ad)), {{b}{a,eh {d}), {{b), {c} {a, d}),
Hah {0, erAdyy, {{a,bep{d}y)y, {{beh{adh)y, {{a) {c}, {b,d}},
{{a, ¢}, {b,d}}, Hepda,bydyy, Hah {b}{e diy, {{a, 0}, {c d}},
{{b}:{a, ¢, d}}, Hap{bediy, {{a,bie,diy
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Priklad

X =7 adanén e N.

- Zn=10,1,...,n—1},
kde 7 = {i € Z | zbytek po déleni i &islem n je r}
jinak Ye¢eno T = {i € Z | i = qn + r pro néjaké q € Z}

— Zo ={0,1}, kde
0 je mnozina vech sudych celych &isel,
1 je mnozina vdech lichych celych &isel.

- Zs5 =1{0,...4}, kde napt.
0={0,-5,5.— 10,10,...},
3=1{3,813,...,-2,-7,-12,...}.
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Priklad
X =R

- II = {{z,—z} | € R} je rozklad na R.
- I ={Q,I},

kde Q a I jsou mnoziny vsech racionalnich a iracionalnich Cisel.

Nékteré tyto rozklady pfipominaji nékteré dfive uvedené relace ekvivalence.

Mezi ekvivalencemi a rozklady je totiz dlezity vztah, ktery nyni rozebereme.
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Ekvivalence vs. rozklady @
Véta Necht X je neprazdnd mnozina.
(a) Je-li E ekvivalence na X, pak systém

Iy = {[$]E | l’GX}

je rozklad na X (indukovany ekvivalenci E).

(b) Je-li II je rozklad na X, pak binarni relace Er; na X definovana
(x,y) € Ex, pravé kdyz [z]n = [y]n

je ekvivalence (indukovana rozkladem II).
(c) Plati E = Er, a Il =1lg,.

— Rozklad IIg se obvykle oznaduje X/FE a nazyva se faktorovd mnozina mnoziny X
podle ekvivalence F.

— Z (c) plyne, Ze zobrazeni E — Il a II — Ejy jsou bijekce, navic navzijem inverzni,

mezi mnozinou vsech ekvivalenci na X a mnozinou vSech ekvivalenci na X.
2020 107 / 131
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Diikaz
prednaska (také [DS1]).
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Pfiklad (ekvivalence a jim odpovidajici rozklady)
- X ={a,b,c}
E= {<a7 a>7 <a7 b>7 <b, a>7 <b, b>7 <C, C>},

I = {{a,b},{c}}
Jell =1lg a také £ = Epy.

- X=Z,neN
FE je =,, tj. 1 =, j, p.-k. i a j maji stejny zbytek po déleni n
=27Z,={0,1,...,n—1}, kde 7 = {i € Z | zbytek po déleni i &islem n je r}
Jell =1lg a také £ = Epy.
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Usporadani ﬁy

v

— s ekvivalencemi jeden z nejdilezitéjsich typi binarnich relaci na mnoziné
— je zobecnénim usporadani Cisel
— je matematickym protéjskem pojmu hierarchie

Yo

— ukazeme zakladni pojmy, vlastnosti, grafické znidzornéni a typy usporadani
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Definice Binarni relace R na mnoziné X se nazyva usporadani (nékdy ¢astecné
uspofadani), pokud je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

Usporadani, které je navic tplné, se nazyva linedrni usporadani.
(X, R) se nazyva usporadand mnozina.

Poznamky:
R se obvykle znadi < a pouziva se infixovy zapis, tedy = < y misto (x,y) € R, tedy
(z,y) €<.

Cteme ,,xz je mensi nebo rovno y".

— x a y se nazyvaji porovnatelné, pokud = < y nebo y < x; jinak jsou neporovnatelné,
piseme z || y.

y > x oznaCuje x < y.

x <y se piSe, misto x <y axFuy.

Zobecnénim usporadani je kvaziusporadani — reflexivni a tranzitivni relace. Tj.:

Ekvivalence je symetrické kvaziusporadani. Usporadani je antisymetrické

kvaziusporadani.
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Priklad

— idx = {(z,x) | x € X} je usporadani (tzv. antiretézec).
Kazdé dva prvky jsou neporovnatelné.
Kazdé jiné usporadani na X obsahuje idx.
- X ={a,b,c,d}. Nasledujici relace je linedrni usporadani na X (Ctyfprvkovy Fetézec):

idx U {<CL, b) ) <a’a C> ) <a’a d> ) <b7 C> ) <ba d> ) <C’ d>}
- X ={a,b,c,d}. Nasledujici relace je uspofadani na X, které neni linearni:

idx U{(a,b),(a,c),(a,d),(b,d), (c,d)}
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— X = N. Ptirozené usporddani < na X je linearni usporadani. Podobné pro Z, Q, R.
— X = N. Definujme relaci | na X (délitelnost)

Priklad

m|n, pravé kdyz existuje k € N tak, ze n = k- m.
Je napt. 2[4, 2|8, 2/9, 6|24, 1|n a n|n pro kazdé n € N.
| je usporadani na N, které neni linedrni (napt 34 ani 4/3).
— Pokud m|n, pak m < n. Tedy | C <.

— Definujme relaci < na N predpisem

= = {(m,n)|manjsoulichiam<n}U
{{(m,n) | m an jsousudd am<n}U

{{m,n) | m je liché a n je sudé}.

= je linearni usporadani na N odliSné od pFirozeného usporadani <.
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P¥iklad C je usporadani na 2X.
— Neni linearni, napt. {1,3} Z {1,4} a {1,4} € {1,3}, tedy {1,3} || {1,4}.

— Inverzni relace, O je také usporadani.
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O 7

Véta Je-li < je usporadani, je inverzni relace <! (oznacovani také >) usporadan.
— Tvrzeni je zakladem tzv. princip duality.
— Ke kazdému pojmu existuje pojem dualni (< v ném nahradime <71).

— Ke kazdému tvrzeni existuje tvrzeni dualni (< v ném nahradime <71).
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Hasseovy diagramy @

— Znézornovani konecnych usporadanych mnozin.
— Helmut Hasse (1898-1979)

Definice Prvek = je pokryty prvkem y vzhledem k usporaddani < na X, pisSeme z < y,
pravé kdyz

-—x<ya

— pro kazdy z plati: kdyz = < z < y pak z = x nebo z = y.

Tedy = < y znamend, ze x <y a mezi x a y jiny prvek nelezi.

Pfiklad Usporadani < na X = {a,b,c}:
a<a, b<b, c<c,a<b b<c a<c

Ptislusné pokryti <:
a<b, b<c

Nakreslete.

< vznikne z < vynechanim ,smycek” x < x a ,tranzitivnich hran."
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— Snadno se ukaze, Ze pro kone¢nou mnozinu X lze pivodni < | zrekonstruovat”
z prislusného pokryti < takto:

< = Tra(Ref(<)),

tj. < je tranzitivnim uzavérem reflexivniho uzavéru svého pokryti <.

— Obecné ne: Pro pfirozené usporadani < na R je <= (), tedy Tra(Ref(<)) = idg.

Hassellv diagram usporadani < na kone¢né mnoziné X:

— Prvky x € X se znazorni jako krouzky.
— Je-li x <y, nakreslime krouzek x nize nez krouzek y.

— Je-li x <y, pojime krouzky x a y Useckou.
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Vyznacné prvky usporadanych mnozin @

Definice Necht (X, <) je usporadand mnozina. Prvek x € X se nazyva
— minimalni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y < x, pak = =y,

— nejmensi, jestlize x < y pro kazdy y € X,

— maximalni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y > x, pak z = v,
— nejvétsi, jestlize x > y pro kazdy y € X.

Poznamky

— minimalni a maximalni jsou dudlni pojmy

nejmensi a nejvétsi jsou dudlni pojmy

minimalni a nejmensi neni to samé (maximalni a nejvétsi neni to samé)

Plati: Je-li  nejmensi (nejvétsi), pak x je minimalni (maximalni); x je jedinym
minimalnim (maximalnim) prvkem.
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Pf¥iklad (N, <).

— 1 je nejmensi (a tedy i minimalnf),

— Maximalni, a tedy ani nejvétsi, prvek neexistuje.
Pf¥iklad (Z, <).

— Minimalni, a tedy ani nejmensi, prvek neexistuje.
— Maximalni, a tedy ani nejvétsi, prvek neexistuje.
P¥iklad <2X : g>.

— ) je nejmensi.

— X je nejvétsi.
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Ptiklad Uvazujme znovu usporadané mnoziny

a b a
c b
a b ¢
) ) ) d c
(@) (b) ()

min: a, b, ¢, max: a, b, ¢, nejm: nenfi, nejv: neni

—~
o

min: d, max: a,b, nejm: d, nejv: neni

min: e, max: a, nejm: e, nejv: a

—~
o

)
)
(c) min: ¢, max: a, nejm: ¢, nejv: a
)
)

min: ¢,d, max: a,b, nejm: neni, nejv: nenf
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Princip duality @

Plati-li tvrzeni o usporadanych mnozinach, plati i tvrzeni k nému dualni.
— Dudlni tvrzeni vznikne nahrazenim pojm{ o usporddanych mnozinach pojmy dudlnimi.
— Tvrzeni: V usporadané mnoziné (X, <) existuje nejvySe jeden nejvétsi prvek.

Dikaz: Jsou-li z a y nejvétsi, pak y < z (protoze = je nejvétsi) i x < y (protoze y je
nejvétsi). Z antisymetrie plyne 2 = y.

— Duadlni tvrzeni: V uspofadané mnoziné (X, <) existuje nejvySe jeden nejmensi prvek.

To tedy plati dle principu duality.
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Infimum a supremum W
Dalezité pojmy (v matematické analyze, v analyze dat a jinde).
Definice Necht (X, <) je usporddanid mnozina a A C X. Definujeme

L(A) ={x € X |x <y plati pro kazdé y € A}, (1)
U(A) ={x € X |z >y plati pro kazdé y € A}. (2)

L(A) je tzv. dolni kuzel mnoziny Y v (X, <). U(A) je horni kuzel mnoziny Y v (X, <).

Prvky x € L(A) se nazyvaji dolni hranice (meze) mnoziny A.
Prvky « € U(A) se nazyvaji horni hranice (meze) mnoziny A.
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v

Definice Necht (X, <) je usporddanid mnozina a A C X.
Ma-li £L(A) nejvétsi prvek, nazyva se infimum mnoziny A; znadi se inf(A).
Ma-li U(A) nejmensi prvek, nazyva se supremum mn. A; znadi se sup(A).
Poznamka:

Nejvétsi prvek v L(A) znamend nejvétsi v (L(A), <'), kde <’ je zdédéné usporadant,
tj.proz,y € LIA) jex <"y, pk. x <y.

Misto inf(A) se také pise A A; misto A({z,y, z}) pak z Ay A z;

— Misto sup(A) se také pise \/ A.

Schéma pomoci Vennovych diagrami (pfednaska).
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Ptiklad Uvazujme znovu usporadané mnoziny

a b a
b a b
c b c
a b ¢ d I><I
e o o d c

(a) (b) (©) (d) (e)

(a) L({a}) ={a}, L{a,c}) =0, U({b,c}) =0,

inf({a}) = a, inf({a, c}) neexistuje,
(b) £({a,b}) = {c,d}, L{a,b,c}) = {c,d}, U({a,b}) = 0, U({d}) = {a,b,c,d}

inf({a,b}) = ¢, inf({c,d}) = d, inf({a,c}) = ¢,

sup({a, b}) neexistuje, sup({c,d}) = ¢, inf({a,c}) = a,
(c) L({a,b,c}) = L({b,c}) = L({c}) = {c}, L{a,b}) = {b},

inf({a,b,c}) = inf({b, c}) = inf({c}) = ¢, sup({a, b, c}) = a,
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Pfiklad (pokracovani)

a
a b a

Y } b I : a b

c b c
a b ¢ d I><I

e o o d c

e c d

) (d) (e)

(a) (b) (c
(d) L({a,b,¢,d,e}) = {e}, L{b,c}) = {e}, L{d,c}) = {e}, LD, d}) = {d, e},
U{b, c}) = {a}, U({d, c}) = {a}, U({D,d}) = {a, b},
inf({a,b,c,d,e}) =e, inf({b,c}) = e, inf({d, c}) = e, inf({b,d}) = d,
bVe=a, bVeVvd=a,
(e) L{a,b}) ={c,d}, L{c, d}) =0,
inf({a,b}) neexistuje, protoze L({a,b}) nema nejvétsi prvek (c,d jsou jen maximalni)
(

inf({c, d}) neexistuje, protoze L({c,d}) neméa nejvétsi prvek (L({c,d}) je 0).
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Priklad
Usporadand mnozina (R, <), z,y € R.

- L{z}) = (=00, 2], U({x}) = [z, 00),
= L((z,y)) = L([z,y)) = (—o0, z], U({z}) = [z, 00),
- £({1,2,3,...}) = (—o0,1], U({1,2,3,...}) =0,
- LR)=UR) =0,
- inf((z,y)) = inf([z,y)) = =, sup({[z, y]}) = v,
inf(R) ani sup(R) neexistuji, protoze L(R) = U(R) = 0),
— inf((v/2,3)) = V2.

Ale: v usporadané mnozing (Q, <) pro (v/2,3) C Q neexistuje inf((1/2,3)). Pro¢?
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Svazy @

Definice Uspofadana mnozina (X, <) se nazyva
— svaz, pokud inf(A) a sup(A) existuje pro kazdou neprazdnou kone¢nou A C X

(ekvivalentné: pokud inf(A) a sup(A) existuje pro kazdou dvouprvkovou A C X);
— Gplny svaz, pokud inf(A) a sup(A) existuje pro kazdou A C X.
P¥iklad Pro libovolnou X je usporddand mnozZina <2X, §> svaz (je i uplny), kde pro
A, . A, 62Xje

inf({Al,...,An}) = A1nNn---NA,, (3)
sup({A1,.. ., An}) = ArU---U A, (4)

Zdivodnéte.
Nakreslete Hasseliv diagram <2{“7bvc}, §>.
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Pfiklad (R, <) je svaz, ktery nenf Gplny.

Prozy,...,z, € R je
inf({z1,...,z,}) = nejmensi z x1, ..., xy,
sup({z1,...,xn}) = nejvétsi z xy, ..., xy.

Neexistuji napf. inf(R) ani sup(R).

Ptiklad Co je inf(0) a sup(0)?

Pro usporadanou mnozinu (X, <) plati, ze

— inf(() existuje, pravé kdyZ (X, <) ma nejvétsi prvek; v tom pripadé je inf()) tim
nejvétsim prvkem.

— sup() existuje, pravé kdyz (X, <) ma nejmensi prvek; v tom pripadé je sup(f)) tim
nejmensim prvkem.
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Priklad

v

a
a b a
b a b
c b c
a b ¢ d I><I
e o o d c
e c d

(a) (b) (c) (d) (e)

Ziejmé: Je-li X koneénd, pak (X, <) je svaz, pravé kdyz (X, <) je tplny svaz.
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Odbocka: konceptualni svazy a formalni konceptudlni analyza W

— Rudolf Wille (TU Darmstadt)
— jak ziskat z binarnich dat pojmy, které jsou tam ukryté?
— jak ziskat hierarchii téchto pojmi (podpojem-nadpojem)?
— formalni koncept = (A, B)
A = objekty spadajici pod pojem, B = atributy (vlastnosti) spadajici pod pojem

— mnozina vSech forméalnich konceptl v libovolnych binarnich datech tvofi Gplny svaz,
tzv. konceptualni svaz
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