Diskrétni struktury 1

Kombinatorika

Radim Bélohlavek

KATEDRA INFORMATIKY
UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI


http://www.inf.upol.cz
http://www.inf.upol.cz
http://www.inf.upol.cz

Co je kombinatorika @

— zabyva se uréovanim poc¢tu moznosti (konfiguraci) existujicich za pfedepsanych
podminek

Vv

— jedna z nejuzite¢néjsich oblasti diskrétni matematiky
— vznikla s pravdépodobnosti pfi analyze hazardnich her

— 16. stol. pf. n. I. (problém 79, Rhyndlv papyrus, Egypt), kombinatoricky problém
— v Evropé&: Leonardo Fibonacci (c. 1170—c. 1250)
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Kombinatoricky problém @

Kolika zplisoby je mozné vyjadFit prirozené Cislo n ve tvaru souctu ny + - - - + ny

prirozenych Cisel ny, ..., ng pricemz nezélezi na poradi Cisel v souctu?
— moznost = Cisla ny,...,ng, pro kterd ny +---+ni =n
— moznosti ny,...,n, a ny,...,n) se povazuji za shodné (pocitaji se jako jedna

moznost), pokud se lisi jen pofadim &isel (1,1,2 a 1,2, 1 se povazuji za shodné)

— pro Cislo 3 existuji 3 moznosti:
1+1+1,142,3,
— pro Cislo 4 existuje 5 moznosti
1+1+141,14+142,14+3,2+2,4

atd.
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Pripad zdzra¢ného kompresniho algoritmu @

V Casopise BYTE Magazine kdysi vysla nasledujici zprava. “According to ... WEB
Technologies' vice president of sales and marketing, the compression algorithm used by
DataFiles/16 is not subject to the laws of information theory” (BYTE Magazine 17(6):45,
June 1992). Predstavitelé WEB Technologies tvrdili, Ze jejich kompresni program
DataFiles/16 komprimuje vSechny typy souborii na pfiblizné jednu Sestnactinu jejich
ptvodni velikosti a Ze pro soubory velikosti aspon 64KB je tato komprese bezeztratova.

Jednoducha kombinatorickéd tvaha vsak ukazuje, Ze to neni mozné.
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Uvazujme nap¥. délku souboru 16n bitd. Existuje celkem 2'6™ riiznych souborii délky 16n
bitl. Kazdy takovy soubor by podle WEB Technologies mélo byt mozné zkomprimovat na
vysledny soubor délky nejvyse n bitli. P¥itom existuje pravé 2% riznych soubort délky &
bitd. Tedy navzajem riznych soubort délky nejvyse n bitl existuje

Protoze ale
1 16
ontl 1 < gltn,

musi existovat r(izné soubory délky 16n, které se kompresi pfevedou na stejny soubor délky
nejvyse rovné n. Takova komprese tedy neni bezeztratova.
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Uvodni priklady @

Heslo pro pristup do databaze je posloupnost sestavajici z pravé 5 povolenych znakd:
pismena a,..., z, A, ..., Z, Cislice 0, 1, ..., 9. Heslo musi zacinat pismenem.

Kolik existuje riznych hesel?

52 - 62* = 768 369 472.

Uvahy tohoto typu musi umét provadét kazdy, kdo se zabyva bezpecnosti pocitatovych
systémd.

5/ 44
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Uvodni ptiklady ﬁy

Hazardni hra: Z osudi obsahujiciho micky s ¢isly 1,..., 20 jsou vylosovany 3 micky.
M{izeme si vsadit na ndmi vybrana 3 &isla. Za to zaplatime 10 K¢&. Uhodneme-li vechna 3
pozdéji vylosovani Cisla, vyhrajeme 20000 K¢, jinak nedostaneme nic.

Vyplati se vsadit si?

Vybrat 3 mi¢ky z 20 je mozné 2280 zptisoby (je to polet kombinaci 3 z 20, viz dale). My
si vsadime na 1 takovy vybér. Pravdépodobnost, Ze trefime ten spravny, je tedy Tlso- VA
dlouhodobého hlediska tedy vyhrajeme v 1 z 2280 pripadd. V takovych 2280 ptipadech
tedy vyhrajeme 1 x 20000 = 20000 K¢, pfitom za vsazeni utratime 2280 x 10 = 22 800
K¢. Vsadit si se tedy nevyplati.
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Nejde o vzorce, ale o kombinatorické tvahy @

kombinatorika se zabyva obecnymi principy, maji ¢asto tvar vzorci

— pr.: polet D(n) zplsobd, kterymi Ize vybrat z n prvkd dvouprvkovou podmnozinu je

n(n—l).

D(n) = =

pak Ize pouzit:
z 30 studentil je mozné vybrat dvojici studentd 435 zplsoby (435 = %),
existuje pravé 499 500 zpisobd jak vybrat dva micky z tisice (499 500 = W) atd.

varovani: neudit se vzorce, ale kombinatorické tvahy, které k nim vedou

dalezitéjsi nez jinde, protoze kromé trivialnich prikladl jinak neumime vzorec na zadani
prikladu ,napasovat” a vzorec pouzit
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Pravidlo souctu a pravidlo soucinu @

— zakladni kombinatoricka pravidla, ze kterych vychazeji dalsi

— obé jsou zfejma

Pravidlo souctu: Lze-li (kol A provést m zpiisoby a lze-li ikol B provést n zplsoby,
pri¢emz zadny z m zplsobl provedeni Gkolu A neni totozny s zadnym z n zpisobi
provedeni tkolu B, pak provést tikol A nebo dkol B lze provést m + n zpisoby.

Pravidlo soudinu: Lze-li Gkol C rozlozit na po sobé nasledujici dkoly A a B (tj. provést C'
znamen3 provést nejdiiv A a potom B) a lze-li Gkol A provést m zplsoby a kol B lze
provést n zpusoby, pak Ize kol C provést m - n zplsoby.
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Ptiklad V knihovné je 5 knih, jejichz autorem je A. C. Doyle, a 10 knih, jejichz autorkou
je A. Christie.

Pravidlo sou¢tu: Ctenaf si miiZe vybrat 15 zpiisoby knihu, kterou napsali A. C. Doyle nebo
A. Christie.

P¥iklad Mnoziny M a N jsou disjunktni (tj. nemaji spole¢né prvky) a plati |[M|=m a
|N| = n. Kolika zplsoby Ize vybrat prvek, ktery patfi do M nebo do N7

Pravidlo souctu: Jsou-li A a B lkoly ,vybrat prvek z mnoziny M " a ,vybrat prvek z
mnoziny N", jsou pfedpoklady pravidla sou¢tu splnény (M a N nemaji spole¢né prvky).
Proto existuje m + n zplsobd, jak vybrat prvek z M nebo N. Jinymi slovy, jsou-li M a N
disjunktni mnoziny, je |M U N| = |M| + |N/|.

Pfredpoklad dlsjunktnosti je podstatny:
Napt. M ={a,b,c}, N ={b,c,d,e}. Existuje 5 zplsob, jak vybrat prvek z M nebo N,
pritom 5 # 3+ 4 = m + n.
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Pokud tkol A; Ize provést m zplsoby, kol Ay lze provést mo zplsoby, ..., kol Ay Ize
provést my, zplisoby, pficemz po kazdou dvojici A; a A; (i # j) zadny z m; zplsob
provedeni (ikolu A; nenf totozny s zddnym z m; zplisobii provedeni Gkolu A;, pak provést
tkol Ay nebo Gkol As nebo (kol Ay Ize provést my + mo + - - - + my, zplsoby.

Pravidlo souctu lze zobecnit na konecny pocet tkoli:

Ptiklad Necht M, ..., M} jsou konecné po dvou disjunktni mnoziny. Kolik prvk(i ma
sjednoceni My U --- U M?

Pomoci zobecnéného pravidla souétu: My U -+ U M| = |My| + - - + | M.
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Ptiklad Kolik prvki ma kartézsky souc¢in M x N dvou konecnych mnozin M a N7

Urcit libovolny prvek (x,y) € M x N znamena splnit kol ,zvol " a dkol ,zvol y".
Prvek x Ize ptitom zvolit | M| zplsoby, prvek y lze zvolit |N| zplsoby.

Podle pravidla soucinu Ize tedy dkol ,zvol z a zvol y* provést | M| - |N| zpisoby. Proto
[M x N| = [M]-|N]|.
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Ptiklad Registra¢ni znacka vozidla ma tvar PKC CCCC, kde P, K, a C jsou symboly a
pritom P je nékterd z &islic 1-9, K je pismeno, uréujici pfislusnost ke kraji (napt. , T"
oznacuje Moravskoslezsky kraj, ,,H" oznacuje Kralovéhradecky apod.) a C je néktera z
Cislic 0-9.

Kolik Ize v ramci jednoho kraje pridélit registracnich znacek?

Prvni symbol Ize zvolit 9 zplsoby, druhy symbol nelze volit, protoze je v ramci kraje pevné
dany, treti symbol lze zvolit 10 zpisoby, stejné tak Ize 10 zpisoby zvolit ¢tvrty, paty, Sesty
i sedmy symbol. Podle zobecnéného pravidla soucinu tedy existuje v rdmci jednoho kraje
9-10-10-10-10-10 =9 - 10° (devét set tisic) moznych riiznych registraénich znacek.
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Priklad A, B, C jsou kone¢né mnoziny, A a B jsou disjunktni. Kolik prvki m& mnoZzina
(AUB) x C?

Kombinace pravidel souctu a soucinu :

Ukol vybrat libovoln& prvek z (AU B) x C' Ize rozloZit na dva nasledujici tkoly:
»vyber prvek z AU B" a ,vyber prvek z C'*

Ukol »vyber prvek z AU B" znamend ,vyber prvek z A nebo vyber prvek z B" a lze ho
podle pravidla souctu provést |A| + | B| zpisoby.

Proto Ize podle pravidla soucinu prvek z (AU B) x C vybrat (|A| + |B]) - |C| zptisoby,
tedy (AU B) x C| = (|A| +|BJ) - |C].
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Permutace, variace, kombinace W

— Typy tzv. vybéri:

— Kolika zplsoby lze seradit urcity pocet objekti?

Kolika zplsoby Ize vybrat urcity pocet objektd z danych objektd, kdyz na poradi vybéru
zélezi?

— Co kdyz na poradi vybéru nezalezi?

— Co kdyz se prvky ve vybéru nemohou opakovat? Co kdyz se opakovat mohou?

— Odpovédi na né Ize nalézt pouzitim pravidel sou¢tu a soucinu.

— Odvodime vzorce. Patfi k zdkladiim kombinatorického pocitani.
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Permutace @

Definice Permutace n (navzéjem riznych) objektd je libovolné sefazeni téchto objektd, tj.
sefazeni od prvniho k n-tému. Polet permutaci n objektl budeme znacit P(n).

Student si u zkousky vybere tfi otazky. Mize si vybrat, v jakém pofadi na né bude
odpovidat. Kolik ma moznosti?

Oznacme otazky A, B a C. Mozna poradi odpovidani jsou
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Tato poradi jsou vSechny permutace objekti A, B a C.

Je jich 6, tedy P(3) =6 .
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Véta P(n) = n!.

Dikaz Libovolné sefazeni dostaneme takto:
vybereme 1. prvek (to lze provést n zpiisoby),
poté vybereme 2. prvek (Ize n — 1 zplGsobem, protoze jeden jsme jiz vybrali),
poté vybereme 3. prvek (Ize n — 2 zpisoby),

eV e

a zbyva posledni prvek).

Podle pravidla soucinu lze takovy vybér provést n - (n —1)-(n —2)-----1 = n! zpisoby.

Tedy P(n) =n!
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Variace @

Definice Je dano n (navzajem riiznych) objektl a ¢islo » < n. Variace r (objekti) z n
(objektl) je libovolny vybér r objektd z danych n objekt(, ve kterém zalezi na poradi
vybiranych objektil. Pocet takovych variaci znaéime V'(n, ).

Na lodi jsou ¢tyri dlistojnici. Z nich je tfeba jmenovat kapitdna a jeho zastupce.
Kolika zplisoby to lze provést?

Oznaéme diistojniky pismeny A, B, C, D. Pak existuje téchto 12 zpisobl: AB (A je
kapitan, B jeho zastupce), AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.
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VétaV(n,r)=n-(n—1)----- (n—r+1).

Diikaz Ptednaska; podrobnosti [DS1].

Ve vySe uvedeném piikladu je n = 4 (mame 4 objekty) a 7 = 2 (vybirdme dva objekty).
Variace BA je vybér, ve kterém je jako prvni vybran objekt B a jako druhy objekt A.
Variace BA a AB jsou riizné (zélezi na poradi). Celkem existuje 12 takovych variaci, tj.
V(4,2) = 12.
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Pozorovani:

() Vi) = 2.
Skutecné,
n! n-(n—1)--(nmn—-r+1)-(n—r)---1

(n—r) (n—r)---1 =n(n=1)-(nrtl) = Vin,r)

(b) V(n,n) =n! = P(n).

Tj. pocet variaci n a n je stejny jako pocet permutaci n objekti.
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Kombinace @

Definice Kombinace r (objekti) z n (objektd) je libovolny vybér r objektl z danych n
objekti, ve kterém nezélezi na poradi vybiranych objektii. Pocet takovych kombinaci

znacime (7).

Cisla (") se nazyvaji kombina¢ni &isla a oznacuji se také C'(n,r) (Cte se “en nad er”).

V tabore jsou 4 muzi (oznaéme je A, B, C, D). Kolika zplsoby z nich Ize vybrat
dvouclennou hlidku?

Vybér hlidky je dan vybérem dvou z nich, tedy dvouprvkovou podmnozinou mnoziny
{A,B,C,D}. Hlidky tedy mohou byt

{A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,C}, {B,D}, {C,D},

je jich tedy (3) = 6.
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Véta () = 2

Diikaz Prednaska; podrobnosti [DS1].

P¥imo z odvozeného vzorce plyne

Skutetng, (,",) = ===y = my = (). Déle plati (7) =1 a (5) = 1.
Ve vyde uvedeném prikladu je (5) = 5ib; = 2321 = 6.
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Priklad Kolika zplisoby Ize vybrat 4 predméty z nabidky 10 volitelnych predméti?

Vybér predmétii je kombinace 4 z 10.
Vybér Ize tedy provést

=210

10y 100  10-9-8-7
4] 6-4 4.-3.2

zplsoby.
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P - ny __ n! .
Jiné odvozeni vzorce (7)) = X5
Ocislujme n objektd, ze kterych vybirdame, Cisly 1 az n.
Kombinaci » z n miZeme vyjadrit jako retézec n nul a jednicek, ktery obsahuje pravé r
jednicek.
Takovy fetézcl existuje pravé tolik, kolik existuje permutaci n prvki s opakovanim, které

jsou rozdéleny do dvou skupin obsahujicich r prvka (jednicky) a n — r prvki (nuly).

Takovych permutaci je (n_"—;),r,

2020 23 /44
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Véta

Dukaz

n—1 n—1 n—1)! n—1)!
)+ (") = (lc—(l)!(n)—k)! + k!((n—kzl)!
k:(n—1)!4(n—k)-(n—1)!
- kl(n—Fk)!
_  (kt(n=k))-(n-1)!
kl(n—k)!
n!

_on n

= K=k (k)'
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Véta (binomicka) Pro libovolnd a,b € R a nezaporné celé &islo n plati

(a+b)" = an (Z) "Rk, (1)

k=0

Dikaz Matematickou indukci (pozdéji) a [DS1].

Dusledek Pro realné Cislo x a nezaporné celé n je

(1t+a)=3" (Z) z*. (2)
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P¥iklad Urcete (22 + 2y)°.

Dle binomické véty:

(a® +2y)° =

(%)°(2y)° + (f) (%) (2y)" + (g) (2%)*(2y)* +

0
@ (@) (20)° + (Z) (%) (20)" + (5
0
o

ot
SN——
—~
8
w
N—
o
—
()
<
SN—
ot
Il

=+ o :U122y + 0 :U94y2 +
1 2
a:68y3 + (Z) x316y4 + <§> 32y5 =

= 15 4+ 1012y + 4022 + 8025° + 802%y" + 327
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Ptiklad Dosazenim x = 1 dostavame

o= 0)- () )

(1) je pocet viech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoZiny.

Proto soucet vpravo je pocet 0-prvkovych plus pocet 1-prvkovych plus ... plus pocet
n-prvkovych podmnozin.

Tj. pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny je 2".

Jiné odvozeni 2": Tento pocet = pocet n-prvkovych posloupnosti 0 a 1 = pocet variaci n

ze 2 (vybirdame z {0,1}) = V(n,2) = 2™
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Permutace, variace a kombinace s opakovanim * @

pokrocilejsi typy vybéri
slovo ,,opakovani* ma riizny vyznam

Odsud az na konec casti o kombinatorice je latka nepovinna, nebude u zkousky.
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Permutace s opakovanim * @

Definice Je dano n objektl rozdélenych do r skupin, které maji po fadé nq,...,n,
objektd, tj. ny + - - - + n, = n. Objekty v kaZzdé ze skupin jsou navzajem nerozliSitelné.
Kazdé sefazeni téchto n objektl se nazyva permutace s opakovanim (danym parametry
(n1,...,n,)). Polet takovych permutaci znac¢ime P(ni,...,n;).

Kolik slov (i nesmyslnych) Ize sestavit pferovnanim pismen ve slové POSTOLOPRTY?

Je n =11 (pismen), » = 7 (riznych pismen: P, O, S, T, L, R, Y) a déle
ny = 2 (P), no = 3 (O), ns = 1 (S), ng = 2 (T), ny = 1 (L), ne = 1 (R), ny = 1 (Y)
Pocet slov je tedy P(2,3,1,2,1,1,1).
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Véta Prony + - +n, =n je P(ny,...,n,) = —2—.

Diikaz Ptednaska; podrobnosti [DS1].

Idea:

Ocislujme objekty v ramci kazdé z r skupin tak, aby se staly rozliSitelnymi.

Pak dané permutaci s opakovanim odpovida nékolik permutaci ocislovanych objektd.

Pak odvodime jednoduchou tvahou.
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Priklad

Kolik slov (i nesmysinych) Ize sestavit pferovnanim pismen ve slové POSTOLOPRTY?

Pocet slov je roven poctu serazeni pismen slova POSTOLOPRTY.

Jak jsme uvedli: n = 11 objektd (pismen), » = 7 skupin,
np=2,no=3ng=1Lnr=2,n,=1,ng=1, ny =1.

Pocet slov je tedy P(2,3,1,2,1,1,1) = 5t
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Variace s opakovanim * @

Definice Jsou dany objekty n riznych typi. Objekt( kaZzdého typu je neomezené mnoho a
jsou navzajem nerozlisitelné. Variace r (objektd) z n (objektd) s opakovanim je libovolny
vybér r objektl z danych objektl n typl, ve kterém zaleZi na poradi vybiranych objektd.
Pocet takovych variaci zna&ime V (n,r).

Protoze jsou prvky jednotlivych typl nerozlisitelné, jsou dvé variace s opakovanim stejné,
pravé kdyz maji na odpovidajicich si mistech (prvnim az r-tém) objekty stejnych typa.

Véta V(n,r) =n".

Diikaz Prednaska; podrobnosti [DS1].
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Priklad Zamek na kolo s kddem ma pro nastaveni kédu tfi otaceci kolecka. Na kazdém z
nich lze nastavit &islice 0, 1, ..., 9. Pfredpokladdejme, ze nastaveni a zkouska jedné Ciselné
kombinace trva 2 sekundy. Jak dlouho trva v priimérném pripadé otevreni zamku,
nezname-li spravnou &iselnou kombinaci (primérny ptipad definujeme jako aritmeticky
primér nejlepsiho a nejhorsiho pripadu)?

Ciselné kombinace jsou 000 a7 999.

Jsou to tedy variace 3 z 10 s opakovanim (3 pozice, 10 Eislic).

Téch je 103 = 1000. V nejlepsim pripadé nastavime spravnou kombinaci uz v 1. pokusu
(to trva 2 sekundy), vnejhor$im az v 1000. pokusu (to trva 2000 sekund). V primérném
pripadé je to tedy @ = 500 sekund (coz je 8 minut a 20 sekund).
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Kombinace s opakovanim * @

Definice Jsou dany objekty n rlznych typt. Objekt kazdého typu je neomezené mnoho a
jsou navzajem nerozliSitelné. Kombinace 7 (objektl) z n (objektd) s opakovanim je
libovolny vybér r objektl z danych objekti n typl, ve kterém nezalezi na poradf
vybiranych objektii. Polet takovych kombinaci zna&¢ime C'(n,r).

V obchodé maji 4 typy zakuski (vénecky, fezy, Spic¢ky a trubicky). Mame koupit 6
zakuskl. Kolika zpiisoby to Ize provést?
Jeden mozny zpisob je koupit 6 véneckl, dalsi je koupit 6 vétrnikd, dalsi je koupit 2

vétrniky a 4 fezy, dalsi je koupit vénecek, fez, Spicku a 3 vétrniky atd.

NerozliSitelnost: dvé kombinace s opakovanim povazujeme za stejné, pravé kdyz pro kazdy
z n typl obsahuji stejné pocty objektl toho typu.

U zakuskl to znamena, ze kazdé dva nakupy obsahujici dva vétrniky a Ctyfi Spicky,
povazujeme za stejné (byt v jednom nikupu mohou byt jiné dva vénecky nez ve druhém).
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Véta C(n,r) = ("I"71h).

n—1

Diikaz Ptednaska; [DS1].

Pohled Mame n prihradek, které odpovidaji typlim objekti. Vybrat kombinaci r z n' s
opakovanim znamena umistit do téchto prihradek celkem r kulicek.

Hledany polet kombinaci C'(n,7) je tedy stejny jako pocet umisténi r kulicek do n
prihradek.

takové umisténi = posloupnost O (reprezentuji prepazky mezi prihradkami, n — 1) a 1
(reprezentuji kuli¢ky, r)

n+r—1
n

polet umisténi = ("7 ), protoze:

posloupnost ma n + r — 1 pozic; je urcena vybérem pozic, kde jsou 0

n+r—1) )

takovych vybérd je ("'
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P¥iklad Zikusky (viz vyse).
Vybér 6 zakuskid ze 4 druhl zakuski je kombinace 6 z 4 s opakovanim.

Je jich tedy
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Sloit&j&l vybéry (priklady) * 4
Existuji dalsi typy vybérli, kterymi se nebudeme zabyvat.
Ptiklad Ligu hraje 14 tym(. Vysledek ligy je dan tim, které tymy obsadi 1., 2. a 3. misto a

které 2 tymy sestoupi do nizsi soutéze. Kolik je moznych vysledki ligy?

Ptiklad Kolika riiznymi zpisoby Ize kolem kulatého stolu se 6 zidlemi posadit 6 osob?
P¥itom dvé posazeni, kterd se lisi jen pootoCenim, povazujeme za shodna.
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Princip inkluze a exkluze * @

Ptiklad V nabidce volitelnych predmétl je némcina a anglictina.
Némcinu si zvolilo 15 student(, anglictinu 30, 5 si zvolilo némdcinu i anglictinu.
Kolik studentd si jako volitelny predmét vybralo cizi jazyk (tj. némcinu nebo angli¢tinu)?

Oznaéme: N = mnozina studentd, ktefi si zapsali némcinu, A = ... angli¢tinu.

Neplati [N U A| = |N| + |A|, protoze |N| + |A| obsahuje dvakrat ty, ktefi si zapsali
némdinu i anglictinu.
Téch je [N N A| a musime je od |N| + |A| odedist. Tedy

INUA| = |N|+|A| — [N N Al =15 + 30 — 5 = 40.
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P¥iklad Na univerzité je 56 uciteld ¢leny ACM (Association for Computing Machinery).
Clenové ACM si mohou prikoupit Elenstvi v nékteré z tzv. special interest group (SIG, SIG
jsou soucasti ACM).
Vime, Ze ze zminénych 56 uciteld jich je
— 20 ¢&leny SIGMOD (SIG on Management of Data), oznaéme jejich mnozinu Ay;
15 ¢&leny SIGIR (SIG on Information Retrieval), oznaéme jejich mnozZinu As;
20 ¢leny SIGKDD (SIG on Knowledge Discovery in Data), oznaéme jejich mnozinu As;
10 jich je ¢leny SIMOD i SIGIR (A1 N As);
8 jich je ¢leny SIGMOD i SIGKDD (A4; N As);
7 jich je ¢leny SIGIR i SIGKDD (A2 N As);
— 4 jsou ¢leny SIGMOD, SIGIR i SIGKDD (A; N A2 N Az).

Kolik z 56 ¢lenii ACM je ¢lenem nékteré z SIGMOD, SIGIR, SIGKDD?
Tedy kolik prvkii ma A; U Ay U Ag?
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|A1UA2UA3| = |A1|+|A2|—|—|A3|
—|A1ﬂA2|—|A1ﬂA3|—|A2ﬂA3|

+|A1ﬂA2ﬂA3|
= 204+154+20-10-8—-7+4 = 24.
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Véta (princip inkluze a exkluze) Pro mnoziny Ay,..., A, plati
[ATUAs U UA, = > (=DIF M) 4.
PAIC{1,2,...,n} icl

Diikaz Libovolny u € A} U---U A, prispivd néjakym Cislem p do levé i pravé strany.
LEVA: Z¥ejmé p = 1.

PRAVA: Necht u pat¥i pravé do Ay, ..., Ay (jinak preznacime).

Pak u patfi do né&jakého priiniku (,c; A;, pravé kdyz je to priinik né&jakych ¢ mnoZin
vybranych z Ay, ..., A pro néjaké ¢ < k.

Je-li g liché, u do (—1)H1 N, o, Al pFispivé gislem 1, je-li ¢ sudé, u do vyrazu
(—D)HIH M, As| prispiva &islem —1.

Pocet g-prvkovych priiniki je pfitom (];) Tedy u prispiva na pravou stranu Cislem

(-0 ()
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(-0 ()

Vezméme binomickou vétu pro (1 + x)* pro x = —1. Dostaneme

0=0"=(1-1F=(1+a)= i("j +i ()

()0 ) )

Tedy soucet méa hodnotu 1, proto p = 1.

Jaka je tato hodnota?
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Pf¥iklad Kolik je ptirozenych ¢isel mezi 1 a 100 (v¢etné 1 i 100), kterd nejsou délitelnd ani
dvéma, ani tremi nebo péti?

Oznacme
A1 = {neN|1<n<100, n je délitelné 2},
Ay = {neN|1<n<100, n je délitelné 3},
As = {neN|1<n<100, n je délitelné 5}.

Cisla, kterd nejsou délitelna ani dvéma, ani tfemi nebo péti, jsou pravé prvky mnoziny
A= A1 N Ay N A;s. Protoze

AiNAyNAs =AU Ay U As,
je |[A] = A1 U A U Az| =100 — | A1 U Ay U Ag|. Podle principu inkluze a exkluze je

’Al U Ay UA3| = ‘Aﬂ -+ |A2| + ’Ag‘ — ’Al ﬂAQ’ — |A1 ﬂA3’ — ‘AQﬁAg‘ + ’Al N As ﬁA3|.
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Uvazujme napf. A1 N As. Je to mnozina prirozenych cisel mezi 1 a 100 délitelnych 2 i 3,
tedy &isel délitelnych 6. Téch je [18° | = 16 (dolnf cela &ast &isla 120), tj. |A; N As| = 16.

Zbyva tedy urcit |A1|, |A2’, |A3|, |A1 ﬂAQ’, |A1 ﬂA3|, |A2 ﬂA3|, |A1 N Ay ﬂA3‘.

Podobné dostaneme |A;| = 50, |A2| = 33, |A3] =20, |A; N As| = 10, |42 N A3| = 6,
|A1 ﬁAgﬂA3| = 3.

Dosazenim pak dostaneme |A| = 100 — |A; U A2 U As| = 26.
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