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Co je pravdépodobnost @

— zabyva se urfovanim pravdépodobnosti ndhodnych jevi

— spolu se statistikou jedna z nejuzitecnéjsich oblasti matematiky
— vznikla s kombinatorikou pti analyze hazardnich her
— prvni Gvahy v arabské matematice p¥i studiu kryptografie (8-13. stol. n. I.)
— modernéjsi matematicka teorie pravdépodobnosti: 16. a 17. stoleti n. |.
Gerolamo Cardano, Pierre de Fermat, Blaise Pascal
— prvni kniha: Christian Huygens: De Ratiociniis in Ludo Aleae (1657)
— moderni Gvahy: Pierre de Laplace: Théorie analytique des probabilités (1812)
— soucasna teorie pravdépodobnosti: Andrej N. Kolmogorov: Foundations of Probability
Theory (1933, rusky)
— vyznam
— obecnd schopnost kvantitativné pracovat s daty (kazdy prirodovédec nebo technik)
— YeSenf rliznych problémil v informatice (sloZitost v primérném pFipadé, pravdépodobnostni
algoritmy, ...)
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Uvodni tvahy ﬁy
Typické zakladni problémy:

— Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu kostkou padne &islo 47 [1/6]

— Jaké je pravdépodobnost, ze pfi hodu kostkou padne sudé &islo? [1/2]

— Jaka je pravdépodobnost, 7e nahodné vybrany ob&an CR ma pozitivni test na
covid-197 [nevime]

Dilezité otazky:
— jaky je obecny rdmec Gvah o pravdépodobnosti?
— pravdépodobnost ¢eho?

— co je tedy pravdépodobnost?
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Intuitivni pFistup @

Laplaceova (nékdy klasicka) , definice” pravdépodobnosti:

pocet priznivych vysledki

ravdépodobnost =
pravaep pocet vsech vysledki

Ptiklad Jaka je pravdépodobnost, Ze pri hodu kostkou padne sudé Cislo?
Mozné vysledky: 1,2, ..., 6; priznivé vysledky: 2,4, 6

pravdépodobnost = % =0.5

Tak lze vyresit mnoho jednoduchych prikladd.
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Ptiklad Z bali¢cku 32 mariaSovych karet vybereme 4 karty.
— Jaka je pravdépodobnost, Ze vybereme 4 esa?

— Jaka je pravdépodobnost, Ze vybereme 2 esa?

Vysledek = {k1, ko, k3, ka}. Viech moznosti je (%) = 323L3029- — 3595

— 4 esa:
— PYiznivy vysledek = vSechny karty k; jsou esa.
— Existuje 1 priznivy vysledek. Tedy

1

1
pravdépodobnost = —z5- = ——— ~ 0.0000278
(4) 35960
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— 2 esa
— PYiznivy vysledek = pravé dvé karty k; jsou esa.
— Jsou celkem 4 esa. Z nich Ize vybrat 2 esa (5) = 43 = 6 zplisoby.
Zbylé 2 karty (ne esa) vybrat z 28 ostatnich, co? Ize (%) = 2527 = 378 zpisoby.

Dle pravidla soucinu lze pfiznivy vysledek {ki, ks, k3, k4 } vybrat

4 2
(2) . ( 28> =6 - 378 = 2268 zplsoby

Tedy
2268

35960 ~ 0.063

pravdépodobnost =
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Systematicky pristup @

— jaky je obecny ramec tvah o pravdépodobnosti?
— pravdépodobnost ¢eho?

— co je tedy pravdépodobnost?
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Obecny ramec:
— je dan ,,ndhodny pokus":
— hod kostkou,
— vybér clovéka z populace CR,
— spusténi algoritmu na vybraném vstupu, ...
— k pokusu patti mnozina € moznych vysledkid (elementarnich jevii)
— hod kostkou: 2 = {1,2,3,4,5,6}
— vybér &lovéka: Q = { €lovék 1, ..., &lovék 107}
— spusténi algoritmu: Q = { vstup 1, ..., vstup n}
— urcujeme pravdépodobnost jevi
— hod kostkou: jev ,sudé &islo” = {2,4,6}
— vybér &lovéka: je ,Zena" = {&lovék ¢ v CR | ¢ je Zena}
— volba vstupu pro spusténi algoritmu «a: jev ,skonéi v ¢ase t" ={vstup | t,(vstup) <t }
— obecné: jev A = mnozina vysledki (tedy A C )
— A = mnoZina uvaZovanych (tzv. méitelnych) jevi, napi. A = 2
— pravdépodobnost (p-stni mira) je funkce P : A — [0, 1] spliujici jisté vlastnosti
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Pravdépodobnostni prostor @

zakladni pojem pro vSechny tivahy o pravdépodobnosti

kazdé pouziti pravdépodobnosti a statistiky: nejdfiv zvolit p-stni prostor

tato volba = napasovani teoretickych pojm( na realitu

volba nenf jednoznacna

Neformalné:
Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, A, P), kde

— Q je neprazdnid mnozina tzv. elementarnich jevi (vysledky pokusu)
— A C 2 je mnoZina tzv. jevil
- P: A—0,1] je pravdépodobnostni mira

pro jev A € A je P(A) € [0, 1] pravdépodobnost, ze nastane jev A

spliujici pfirozené podminky (viz dale).
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P¥iklad Hod kostkou (nahodny pokus).
Jak vypada pfislusny pravdépodobnostni prostor (€2, .4, P)?

- Q={wi,...,ws}, kde w; = ,padne &islo i "
— A =2 viech 64 moznych jevii A, napf.
- A ={wi,ws,ws} je jev ,padne liché ¢&islo"
- A ={ws} je jev ,padne 3"
- P: A—0,1] je déna nasledovné:
- pro w; je P({w;}) =1/6
— proostatni A C Q je P(A) =>_, .4 P({wi}), napt.

pravdépodobnost( ,,padne liché ¢&islo") = P({wy,ws,ws}) =
P({w1}) + P({ws}) + P({ws}) = Y6+ /6 + 1/6 = 1/2

pravdépodobnost(,,padne 2 nebo 5") = P({ws,ws}) =
P({w2}) + P({ws}) = Yo + 16 = 1/3
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Kolmogorovova definice pravdépodobnosti @

Definice Pravdépodobnostni prostor je usporadana trojice (€2, A, P), kde
— (Q, A) je o-algebra na Q, tj. Q # 0 a A C 29 spliiuje:
(a) je-li A€ A, pak A€ A;
(b) jsou-li Ay, As,--- € A, pak Ujo; Ai € A.
— P je pravdépodobnostni mira, tj.
(a) P(A) >0 pro kazdy A € A,
(b) P(Q) =1,
(c) P(UZ, Ai) = > 2, P(A;) pro kazdou posloupnost jevii Ay, As, ..., které jsou po dvou
disjunktni, tj. A; N A; =0 pro i # j.
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Diskrétni p-stni prostor = () je konecna nebo spoletna. Jiné uvazovat nebudeme.

P¥iklad Hod kostkou (viz vyse). (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor:
- Q={wi,...,ws}
- A=2

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 11 / 54


http://www.inf.upol.cz

Pf¥iklad (dilezité priklady diskrétnich p-stnich prostori)

— Koneény s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti:
- Q=A{w,...,wn}
- A=2%

P(A) = 14l/n

Odpovida klasické (Laplaceové) definici pravdépodobnosti.

— Konecény s obecnym rozdélenim pravdépodobnosti:
- Q=A{w,...,wn}
- A=29
— pro kazdé w; dano p; € [0,1] t.z. 1 p; =1

= P(A)=),capi
— pro p; = 1/n jde o koneény s rovnomérnym rozdélenim
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— Spocetny:
- Q: {wth,...}, .A:2Q,
— pro kazdé w; ddno p; € [0,1] t.2. >0 pi =1
- P(A) = ZwieApi

Existuji dalsi typy pravdépodobnostnich prostorii (zejm. spojité).

Obecna definice obsahuje vyraz > 7, P(A;), tedy soulet tzv. nekonelné fady (nezndme).
V konecném pripadé se zjednodusi:

Véta Je-li ) kone¢na, pak pak <Q, 29, P> je pravdépodobnostni prostor, pravé kdyz:
(a) P(A) >0 pro kazdy A € A,

(b) P(Q2) =1,

(c) P(AUB) = P(A)+ P(B) pro kazdé A, B C ) takové, ze AN B = 0.
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Andrej N. Kolmogorov (1903-1987)

— sovétsky matematik a informatik

— prikopnik v riznych oblastech: teorie pravdépodobnosti, topologie, logika, algoritmicka
teorie informace, vypocetni slozitost

— jeho definice pravdépodobnosti je dnes standardni
A. Kolmogoroff (1933). Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
doi:10.1007,/978-3-642-49888-6. ISBN 978-3-642-49888-6.
anglicky: Foundations of the Theory of Probability (Chelsea, New York, 1950, 1956)
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Zakladni vlastnosti pravdépodobnosti

Véta Pro jevy libovolné A a B v pravdépodobnostnim prostoru plati:
(a) P(A )—1—P(A)

(b) P(0) =

(c) je-li AC B, pak P(A) < P(B)

(d) 0<PA) <1

(e) PLAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),

Diikaz
(a): A a A jsou disjunktni, tedy 1 = P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A).

(b): Dle (a) je P(0) =P(Q)=1-P(Q)=1-1=0.
(c): Kdyz AC B, pak B=AUB — A.

A a B — A jsou disjunktnfi, tedy P(B) = P(A) + P(B — A).
Protoze P(B — A) >0, je P(B) > P(A).
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(d)0<P(A) <1

0 < P(A) je podminka z definice.

Protoze A C Q, plyne z (c) P(A) < P(Q).
Ale z definice je P(§2) = 1.
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(e) PLAUB) = P(A) + P(B) — P(AN B):

AUB=(A-B)U(ANB)U(B—-A),

pfitom A — B, B— A a AN B jsou po dvou disjunktni.

Z aditivity P tedy plyne
P(AUuB)=P(A-B)U(ANB)U(B—-A))=P(A—B)+P(ANnB)+ P(B—A).
Dileje A=(A—B)U(ANB)aB=(B—-A)U(ANB), tedy:

P(AUB) = P(A-B)+P(ANB)+P(B—-A)=
= P(A-B)+P(AnB)—P(ANB)+ P(ANB)
+P(B—A)+P(ANnB)—P(ANB) =
= P(A-B)UANB)+P(B-—A)U(ANB))—P(ANB) =
= P(A)+P(B)—-P(ANB).
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Vimnéme si, Ze v kazdém (Q, A, P) je:
—vzdy Q € Aaje P(Q) =1 (Q je tzv. jisty jev);
—vzdy D € Aaje P(0) =0 (0 je tzv. jisty jev).
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Dalsi priklady uréovani pravdépodobnosti W
Pf¥iklad Bali¢ek maridSovych karet obsahuje karty 4 barev (Cervené, zelené, zaludy, kule) a
8 hodnot (od sedmictky po eso), celkem 32 karet. Nahodné vytahneme tfi karty. Jaka je
pravdépodobnost, ze:

(a) jako druha karta bude vytaZzeno Cervené eso;

(b) jako druhd karta bude vytazena ervend nebo zaludy;

(c) budou vytaZena 3 esa;
(d)

d) bude vytazeno aspon jedno eso?

2020 19 / 54
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(a) jako druhd karta bude vytazeno Cervené eso

zalezi na poradi, tedy el. jevy z Q = (k1, ko, k3)
trojic je |©2] = 3231 - 30.
pravdépodobnost vybéru kazdé trojice je stejna: m (klasicka pravdépodobnost)

priznivy vysledek: (k1, ko, k3), kde ko = Cervené eso
tj. jde o P(A), kde jev A = {(k1, ka2, k3) | ko je Cervené eso}

a proto
Al 31-30 1

PA) =1t =" o
(4) Q] ~ 32-31-30 32

Jinou Gvahou: pro kazdou kartu je pravdépodobnost p, ze bude vytazena jako druha,

stejna. Protoze karet je 32 a protoze soucet téchto pravdépodobnosti je 1, je p = %
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(b) jako druha karta bude vytaZzena Cervena nebo Zaludy
2 a P stejné jako v (a). Jde o P(A), kde
A = {(k1, ko, k3) € Q| ky je Eervend nebo zaludy},

mé (8 + 8) - 31 - 30 prvki:

za ko lze zvolit libovolnou z 8 Cervenych nebo 8 Zaludskych karet; zbylé karty 31 - 30
zplsoby.

Tak dostaneme vsechny trojice v A. Tedy

Al 16-31-30 1

PA) =" =" __
(4) Q] ~ 32-31-30 2
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(b) jinak: volba (k1, ko, k3) od prvni karty po treti

k1 1ze zvolit 32 zplsoby

dal je tteba rozlisit, zda k1 je, nebo neni jednou z Cervenych nebo zaludskych:

pokud je (k1 je jednou z 16 Cervenych nebo zaludskych), Ize k2 zvolit 15 zpdsoby, pak
Ize zvolit k3 jednim ze 30 zbyvajicich zplisob;
to je 16 - 15 - 30 vysledkd
pokud ne (k; je jednou z 16 zelenych nebo kulovych), Ize ko zvolit 16 zplsoby, poté ks
30 zpdsoby;
to je 16 - 16 - 30 dalSich zplsobd.
Ty dva zplisoby jsou navzdjem rizné, celkem tedy
16-16-30+16-15-30 =16 - (16 + 15) - 30 = 16 - 31 - 30 zpdsobi.

vvvvvv

= Je dilezité se vhodnym zpiisobem na situaci podivat.
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(c) budou vytazena 3 esa

2 a P stejné jako v (a).

Jsou celkem 4 esa, tedy celkem 4 - 3 - 2 trojic, ve kterych jsou 3 esa = vysledky priznivé
danému jevu A.
Tedy

4-3-2

= 3373130 ~ 0.0008.

P(A)

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 23 /54


http://www.inf.upol.cz

(c) jinak

vysledek = tfiprvkova mnozina {ki, k2, k3} (tj. neusporadana trojice)
Takovych trojic je (332).
Jde o P(A), kde A = {{k1, k2, k3} | vSechny k; jsou esa}.

Trojic obsahujicich jen esa je (g)

Tedy:
Q = {{ki, ko, ks} | k1 # ko # k3 # 1},
A = {{617 €2, 63}7 {617 €2, 64}7 {617 €3, 64}7 {627 €3, 64}}7
kde e1, ..., ey jsou viechna esa.
Tedy
I 4.3.2
P(A):(?%): = 3531 30°
3 20131
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(d) bude vytazeno aspori jedno eso

Snadng&jsi je urcit pravdépodobnost jevu A (Zadné eso)

2 a P jako v (a).

A sestava z (kq, ko, k3), kde kazda k; je nékterou z 28 karet, které nejsou esa.
takovych trojic je |A| = 28 - 27 - 26.

Tedy

- 282726
PA) = 0 ~0.66
() 323130 ’

P(A) = 1-P(A)~0.34,
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(d) jinak
vysledky = neuspofadané trojice, viz [DS1]

primo bez A, viz [DS1]
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Pozor na chyby @

Ptiklad Hazime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne soucet 8?7

Jak urcit mnozinu ) elementéarnich jev(i? UkaZeme tfi moznosti.

(a) Moznosti vysledného souctu jsou: 2 (padnou dvé jednicky), 3 (jednic¢ka a dvojka), ...,
12 (dvé Sestky). Tedy © = {2,...,12}. @ ma 11 prvka.

(b) Elementarni jev = (neuspofadand) dvojice {i,j}: na jedné kostce padne ¢, na druhé j a
my nerozliSujeme, na které. Tedy Q@ = {{1,1},{1,2},{1,3},...,{6,6}}. Q@ ma 21
prvki (15 dvojic, které je mozné vybrat z 6 moznosti: 15 = (g); 6 jednoprvkovych
mnozin {1,1},...,{6,6}).

(c) Elementarni jev = usporadana dvojice &isel (i, 7): na prvni kostce pade i a na druhé j.
Pak @ = {(1,1),(1,2),(2,1),...,(6,6)} a 2 ma 36 prvka.

Zadna z téchto moznosti neni ,ta spravnd“. Zalezi, jak budeme se zvolenou €2 pracovat.
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(a) Moznosti vysledného souctu jsou: 2 (padnou dvé jednicky), 3 (jedni¢ka a dvojka), ...,
12 (dvé Sestky). Tedy Q = {2,...,12}. © ma 11 prvkd.

1
Laplaceovo pravidlo:  P(souéet = 8) = T 0.091.

(b) Elementarni jev = (neusporadana) dvojice {i,j} (na jedné i, na druhé j). Tedy
Q={{1,1},{1,2},{1,3},...,{6,6}}. 2 ma 21 prvki.

3
Laplaceovo pravidlo:  P(soudet = 8) = 51 ~ 0.143.

(c) Elementérni jev = usporadana dvojice &isel (i,7) (na prvni 4, na druhé j).
Q={(1,1),(1,2),(2,1),...,(6,6)}. 2 ma 36 prvki.

Laplaceovo pravidlo:  P(soudet = 8) = % ~ 0.139.
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Jak to?

Uvahy v (a) a (b) jsou chybné. Elementéarni jevy v mnoZinach Q nejsou stejn&
pravdépodobné, jak vyzaduje Laplaceovo pravidlo.

Uvazme elementarni jevy {2,6} a {4,4} v pripadu (b). {2,6} pfedstavuje ve skute¢nosti
dva mozné vysledky: na prvni kostce padne 2, na druhé 6, druhy vysledek je, Ze na prvni
kostce padne 6, na druhé 2; {4,4} pfedstavuje jen jeden takovy vysledek: na prvni i na
druhé kostce padne 4. {2,6} ma tedy dvakrat vétsi pravdépodobnost nez {4,4}, a pouzit
Laplaceovo pravidlo tedy nelze.

P¥i volbé elementérnich jevi je tfeba prihlizet k Gloze, kterou mame Fesit.

Rozumna zasada: volit jako elementarni jevy neredukovatelné, neagregované entity.
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Dalsi p¥iklady ﬁy

Ptiklad V dodévce zbozi je 85 vyrobkl bezchybnych a 15 vadnych. Nahodné vybereme 10
vyrobki. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi nimi bude aspon jeden vadny?

Na poradi nezélezi, tedy {2 = mnozina vSech 10-tiprvkovych podmnozin {v1,...,v100}-
100

Je |Q] = (p)-

Misto uréeni P(A) jevu A (aspoh jeden je vadny) uréime P(A) (zadny neni vadny).

Je [A] = (7). Tedy

(o) _ hm _ ssto0l
- [ ~ U.
(100) — oL 751100

P(A) =

P(A)=1— P(A) ~0.82.
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Ptiklad V dodavce je n vyrobkd, z nich je k bezchybnych a n — k vadnych. Jaka je
pravdépodobnost, ze z p ndhodné vybranych vyrobk( bude pravé r vadnych?

Elementérni jev = mnoZina p vybranych vyrobki. Jejich pocet: |Q| = (Z)

r vadnych Ize vybrat (n;k) zpiisoby
zbyvajicich p — r bezchybnych Ize vybrat (pfr) zpiisoby.

Tedy existuje (";k) . (pfr) elementérnich jevd, které jsou obsazeny v daném jevu A (r

vadnych a p — r bezchybnych). Je tedy

G [5]

()
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Nahodné veli¢iny a jejich charakteristiky @
Co ukéazeme:

— nahodné veliciny = Ciselné charakteristiky vysledk ndhodnych pokust
— jaka je oCekavana hodnota?

— jaky je rozptyl hodnot, popf. dalsi charakteristiky?

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1 2020 32 /54


http://www.inf.upol.cz

v

Definice Nahodn3 veli¢ina na kone¢ném nebo diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru
<Q, 28 P> je funkce
X: Q=R

X = néjaka Ciselna charakteristika vysledki (hmotnost, vék, cena atd.).

X (w) je hodnota vysledku w (napf. hmotnost osoby w).

Definice je specialnim pfipadem obecné definice ndhodné veli¢ina. Obecné:
X musi byt tzv. mé&fitelna (pro A = 2 je vzdy méfitelna).

— Nahodn3 veli¢ina dle nasi definice je tzv. diskrétni (mnozina hodnot veli¢iny X je
kone¢na nebo spoletnd).

— X (9) je mnozina vSech hodnot veli¢iny X.
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Pf¥iklad (trivialni) Hod kostkou, Q = {w1,...,ws}, P({wi}) = /6. Pak funkce X
definovana
X(wz) =1

je nahodna velicina na <Q,2Q,P>.
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Ptiklad Experiment skon¢i Gspéchem s pravdépodobnosti p a nelispéchem s p-sti 1 — p.
Provedeme ho 3x po sobé&; provedeni jsou na sobé nezavisla. Uvazujme p = 1/2.

Pravdépodobnostni prostor <Q, 20, P>:

- Q= {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)},
P({w}) = Yiel = 1/s.

Zobrazeni X : 2 - R
X ({a,b,c)) = a+ b+ c (polet Gspéchli v sérii t¥ pokusi)
je ndhodna veli¢ina, pro niz plati napt.
X((0,0,0)) =0,X((0,1,0)) =1, X((1,0,1)) = 2.

Mozné hodnoty X jsou 0, 1, 2 a 3, tj. X(2) ={0,1,2,3}.
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Jaka je pravdépodobnost, ze veli¢ina X méa hodnotu x?

— Jaka je p-st, Ze pocet chyb ndhodné vybraného vyrobku je 27

— (popf. obecnéji: Jaka je p-st, ze hmotnost h ndhodné vybraného muze je
75 kg < h < 85kg?)

Jinak Yeceno: Jakou p-st mé jev {w € Q| X(w) = z}, tedy jakou hodnotu mé

P{w e Q| X(w) =x})? (znalime také P(X = x) nebo px(x))

Pf¥iklad (z predchoziho slajdu) Jaka je p-st, ze ze 3 pokusl budou pravé dva Gspésné?
Tedy jakd je P(X = 2)?

Plati: jev , X =2"={w e Q| X(w) =2} ={(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

Proto P(X =2) =3-1/8 =3/s.
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Princip vyse uvedeného prechodu
P({w;}) (p-st vysledki) — px(z;) (p-st hodnot sledované veli¢iny)

je nasledujici tvrzent:

Véta Necht X je ndhodna veli¢ina na kone¢ném nebo diskrétnim <Q, 29,P>. Definujme
pro x; € X ():
px(zi) = Pw € Q[ X(w) = xi}).
Pak
> px(w) =1

,€X(Q)

Dukaz Prednéska. O
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Tedy:

— Pravdépodobnost P na plvodnim prostoru vytvafi p-st px (z;) hodnot z; veli¢iny X,
ta dale p-sti Px(B) mnozin B C X (2) hodnot nahodné veli¢iny.

— Dostaneme tak konecny nebo diskrétni pravdépodobnostni prostor
(X(2),25, Py)
kde pro B C X (Q2) definujeme

Px(B) = Z px(x;).

zr,€EB
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Pf¥iklad (3 pokusy, pokracovani) Jaka je p-st, ze ze 3 pokusi bude pravé 1 Gspésny nebo
pravé 3 lspésné?

Jaka je tedy
PX({173})?
Dle definice Px je
Px({1,3}) = P(X € {1,3}) = P{w | X(w) =1 nebo X(w) =3}) =
P({(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}) =4 -1/8 = /2.
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Stredni hodnota ndhodné veli¢iny @

Definice Sttedni hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny X se znaéi E(X) a je definovéna
nasledovné

E(X)= > z-P(X=u) neboli E(X)= > z-px(a).
zeX(Q) zeX(Q)

Pokud je mnozina hodnot veli¢iny X kone¢nd, tj. X(Q) = {z1,...,z,}, je

EX)=z1-P(X=z1)+ - +z, - P(X =x,).
Pokud je navic p-stni rozdéleni rovnomérné, tj. P(X = z;) = 1/n, pak

n .
E(X):ml.l/n+..._|_$n‘1/n: Zz:ll'z,
n

tedy E(X) je aritmeticky primér hodnot x;.
Obecné: E(X) vyjadfuje, s prihlédnutim k p-sti hodnot, ocekavanou hodnotu vysledku.

E(X) nemusi byt rovna zadné z hodnot, které X nabyva.
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Pfiklad Q = {w1,...,w4} s rovnomérnym rozdélenim, tj. tj. P({w;}) = 1/4 pro kazdé i.
X je dana takto:

X(wl) == 1, X(LUQ) = 10, X(W3) == 1, X(W4) = 12.

T¥i mozné hodnoty, z1 =1, zo =10 a x3 =12 a je
Je P(X =1)= P({w1,ws}) =12, P(X =10) = P{wz}) =4 a
P(X =12) = P({wa4}) = /4. Tedy

= 1-P(X=1)+10-P(X =10)+12- P(X = 12) =
= 1-1/2410-1/4+12-1/4 =6.
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P¥iklad Jaka je E(X) v prikladu vySe s posloupnosti t¥ pokusi?

Je O ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)}. Je X({a,b,c)) =a+b+ca
X(Q)={0,1,2,3}.

E(X) = 0-P(X=0)41-P(X=1)42-P(X =2)+3-P(X =3) =
= 0-1/84+1-3/84+2-3/84+3-1/8=
12/ = 1.5.
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Pf¥iklad (¢asova slozitost T'(n) algoritmu A v primérném ptipadé jako stredni hodnota)

Obvykla definice T'(n): necht Iy, ..., I} jsou vSechny vstupy velikosti n, pak
1+ + 1t : Y o - -
T(n) = — % kde t; je pocet krokdl A (trvani) pro zpracovani vstupu I;.
Definice pres E(X) (navic obecnéjsi):

Pro n uvazujme Q,, = {I1,....I3} spolu s p-stmi p(I1),...,p(Ix), tj. Zl 1p(L) =1.
Definujme ndhodnou veli¢inu X,,:
X(L) =t

Pak Casova slozitost v priimérném pripadé je funkce 7' : N — R definovana

T(n) = E(X,), tedyT(n Z [p-st vstupu I;] - [trvani pro I;].

Pokud p(I;) = 1/k (stejné pravdépodobné vstupy), dostaneme obvyklou definici.
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Véta Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny na konecném nebo diskrétnim <Q,2Q,P> a
¢ € R. Uvazujme funkce X +Y a c¢- X definované (X +Y)(w) = X(w) +Y(w) a
(¢ X)(w) =c-X(w). Pak

(a) X +Y je ndhodna veli¢ina

(b) E(X+Y)=E(X)+ E(Y).

(c) ¢- X je ndhodna veli¢ina.

(d)

d) E(c- X) = c- E(X).

Diikaz (a) a (c): trividlni (za predpokladi je kazda funkce f : 2 — R nahodna veli¢ina).

|(3b)ka (j) Uvédomme si, Ze E(Z) =3 .cyq) 2 P(Z=2) =Y cq Z(w) - P({w}).

ak teay

EX+Y)=3.2-P(X+Y =2) = coX +V)(w) P({w}) =

Ywea X (W) P{w}) + Xuea V(W) - P({w}) = E(X) + E(Y).

E(cX) =32 P(cX = 2) = Yoea(cX)(w) - P({w}) = ¢ Cpea(cX)(w) - P({w}) =

¢ B(X). O
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Rozptyl a smérodatnd odchylka ndhodné veliciny * @

Ptiklad Jeden clovék sni celé kufe, druhy nic. V priméru mél kazdy pil kutete.

Priklad
(a) Existuji t¥i vstupy, I, J a K pro algoritmus A. jejich zpracovani trva 10, 1000 a 1990
krokl. V priiméru tedy trva zpracovani vstupu 1000 krokad.

(b) Zpracovani vstupd I, J a K trva 990, 1000 a 1010 krokd. V priméru tedy 1000 krokd.

Ponauceni:
Primér (a stredni hodnota) poskytuji jen omezenou charakterizaci veli¢iny X.

Hodnoty X (pocet snédenych kufat, pocet vykonanych krokd) mohou byt kolem E(X)
rizné rozptyleny.
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Definice Rozptyl (také variance) var X (také p2(X)) ndhodné veli¢iny X je definovan
vztahem
var X = E((X — E(X))?).

Smérodatna odchylka o ndhodné veli¢iny X je druhd odmocnina rozptylu, tj.

o= +VvarX.

— var X vyjadfuje, jak moc jsou hodnoty X rozptyleny kolem E(X).

— X je n. veli¢ina, B(X) je &islo, X — E(X) je n. veli¢ina, (X — F(X))? je n. veli¢ina,
rozptyl E((X — E(X))?) je tedy sttedni hodnota veli¢iny (X — E(X))2.
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Véta Pro nadhodnou veli¢inu X a konstanty a,b € R plati:

(a) var(b) = 0 (b jako konstantni funkce je nahodnou veli¢inou),
(b) var(aX) = a?var(X),

(c) var(X + b) = var(X),

(d) var(aX + b) = a?var(X),

Diikaz Stadi (d), ostatni plynou z (d):
var(aX +b0) = E([aX +b— E(aX +b)?) = E([aX+b—aE( ) —b]?) =
= E([aX —aB(X)P) = ( X - EBE(X)P) =
’E([X - B(X)]) = a*va (X)
O

Poznamka Pro ndhodnou veli¢inu X ma ndhodnd veli¢ina Z dand Z = T X vlastnosti
Ve

(ditkaz dosazenim):
E(Z)=0 a varZ=1
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P¥iklad Uvazujme Q = {w1,...,wsa}, P({w;}) = 1/4, a ndhodnou veli¢inu danou
X(w1) =0,X(w2) =2, X(w3) =4, X(wg) = 6.
Je zrejmé, ze

P(X =0)=1/1, P(X = 2) = /4, P(X = 4) = 1/1, P(X = 6) = /s,

a tedy
EX)=0-1a+2-1/444-1/4+4+6-1/4=3.
Oznac¢ime-li 1 =0, ..., x4 = 6, pak
4
var X = E((X —E(X))?) = Z(:cl —3)2.1/4
i=1

= [(0-3)2+(2-3)%+4—-3)2+(6-3)?2 14
= [94+1+149]-Y1=>5.
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P¥iklad Uvazujme veli¢inu Y danou (porovnej s pfedchozim slajdem)
Y(wl) = 17Y(w2) = 2,Y(OJ3) = 4—5 Y(W4) =5.

Pak
PY=1)=1Y4, P(Y =2)=1/4,P(Y =4) =1/4, P(Y =5) = 1/a.

Pak E(Y) = 3. Oznadime-liy; =1, yo = 2, y3 =4, ys = 5, pak

4
varY = z:(yz —3)%.1/4

= E1—3)2+(2—3)2+(4—3)2+(5—3)2].1/4:
[A+1+1+4] Ya=25

Tedy var Y < var X v souladu s intuici: Hodnoty X jsou vice rozptyleny.

Dale: pro X je o = /3, pro Y je 0 = v/2.5.
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— Stredni hodnota a rozptyl jsou nejéastéji pouzivané charakteristiky.

— Jsou to specialni pripady charakteristik nazyvanych momenty.
(E(X) je 1. obecny moment, var X je 2. centrdlni moment.)

— Maji uplatnéni i v situacich, kde hodnoty nemaji typickou pravdépodobnostni
interpretaci, viz nasledujici ptiklad.

Ptiklad Jsou dany hodnoty x4, ..., x,. Jakd je primérnd hodnota a jaky je rozptyl?
Napojeni na pravdépodobnostni pojmy:
x; povazujeme za hodnoty ndhodné veli¢iny X; P(X = z;) = %t(w’) kde count(x;) je

pocet vyskytl z; v x1,. .., 2, (mohou se opakovat).

E(X) a var X se pak rutiné spocita.

Hodnoty x; jsou napt.: zadluzenost firem, délka zivota obyvatel atd.
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Kvantily a modus nahodné veli¢iny @

Definice Pro ¢ € (0,1) je 100¢%-kvantil, nékdy g-kvantil, diskrétni ndhodné veli¢iny X
hodnota z, € R, pro kterou je

P(X <zy)<q a P(X<zy)>gq

Vyznam:

— P¥i rovnomérném rozdéleni p-sti: 25% vsech hodnot je < z.

— Obecné: P-st, Ze hodnota je < z, je q.

Kvantily nejsou ureny jednozna¢né (g-kvantilem miize byt interval hodnot), uvidime.

Specialni nazvy:

— median je 0.5-kvantil,

— dolni kvartil je 0.25-kvantil,  horni kvartil je 0.75-kvantil,
— k. decil je k/10-kvantil, k. percentil je k/100-kvantil.
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Definice Modus ndhodné veli¢iny je hodnota Z takova, Ze pro kazdé z € R je
P(X =2%) > P(X =uz).

Modus je, zhruba fecCeno, nejcastéjsi hodnota nadhodné veliiny.
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P¥iklad Hod kostkou, Q = {wy,...,we}, X (w;) = i.

— z0.5 (median) je kazdé &islo z intervalu [3,4).

x0.25 (dolni kvartil) neexistuje.

xo.75 (horni kvartil) neexistuje.

1, je kazdé ¢islo z intervalu [2,3).
Modus je kazda z hodnot 1,...,6.
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Ptiklad Uvazujme Q = {w1,...,ws}, P({wi}) = /4 a ndhodnou veli¢inu danou
X(wl) = 2,X(w2) = 2,X(W3) = 4,X(w4) = 6.
Pak
p(X =2)=12 p(X=4)=11 p(X =6)=1/.

— Medidnem je kazda hodnota z intervalu [2,4).

Dolni kvartil neexistuje.
Horni kvartil je kazd4 hodnota z [4, 6).

Modus je jediny, je jim hodnota 2.
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