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1 Logika

Studijni cile: Po prostudovani této kapitoly by student mél rozumét zakladnim
pojmum logiky. Mél by také rozumét zékladum vyrokové logiky.

Kliéova slova: logika, pravdivostni hodnota, logicka spojka, formule, vyrokova logika.

1.1 Co a k cemu je logika

Logika je védou o spravném usuzovani. V logice jde o to, aby usuzovani (neboli logické
odvozovéni) mélo spravnou formu bez ohledu na obsah. Uvazujme napi. tvrzeni ,,Prsi.«
a ,,Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.“ Z nich lze odvodit tvrzeni ,,Silnice jsou mokré.“
Uvazujme jinou dvojici tvrzeni, napt. ,Petr ma hlad.“ a ,Jestlize mé Petr hlad, pak
se Petr snazi sehnat néco k jidlu.“ Z téchto tvrzeni lze odvodit tvrzeni ,Petr se snazi
sehnat néco k jidlu.“ V uvedenych piikladech vyplyva z dané dvojice tvrzeni dalsi
tvrzeni. Uvedené dvojice tvrzeni maji jiny obsah, nebot napt. ,Prsi.“ znamend néco
jiného nez ,Petr ma hlad.“ Zpusob, jakym jsme odvodili tfeti tvrzeni byl vSak v obou
piipadech stejny. Rikdme, Ze obé odvozeni méla stejnou formu. Tuto formu je mozné
znéazornit symbolicky takto: z tvrzeni A a tvrzeni A — B (Cteme ,jestlize A, pak B*),
plyne tvrzeni B.

Uvedené rysy jsou pro moderni logiku charakteristické, proto je zopakujme: logika stu-
duje formy usuzovani bez ohledu na obsah. Moderni logika ma symbolicky charakter,
nebot jednotlivd tvrzeni oznacujeme symboly (napf. vyse uvedenymi symboly ,A“ a
uvedeny ,,—“). Pro uvedené rysy byva moderni logika oznacovana jako logika formdlni,
popi. symbolickd. Symbolicky charakter umoznuje logice snadnéji odhlédnout od ne-
podstatného (tedy od obsahu) a soustiedit se na podstatné (napi. na formy usuzovéni).

Slovo ,logika“ méa v bézném zivoté i jiné vyznamy. Tyto vyznamy jsou od puvodniho
vyznamu, ktery jsme si pravé vysvétlili, odvozené, ale jsou nepresné a zavadéjici. Napft.
vétou ,,Pfedlozeny ndvrh nema zidnou logiku.“ chce autor patrné fict, ze navrh je
nesrozumitelny, popf. Spatné zdivodnény, popi. neraciondlni. Vétou ,Logika naseho
podnikéni spocivd v maximalnim uspokojovani potfeb zdkaznika.“ chce autor nejspis
tict, ze uspokojovani potieb zdkazniku je hlavnim rysem jeho podnikatelské strategie.
,» 10 je nelogické.“ znamend, ze to je nesmyslné nebo néjak chybné. Podobnych piikladu
muZeme najit celou fadu.

P1i studiu otazek, které v logice vznikaji, se ¢asto pouzivd matematickych metod. Z
tohto diuvodu se nékdy hovoii o matematické logice.

Dalsim privlastkem, ktery se v souvislosti s pojmem logika pouziva, je ,klasicka“, popr.
yheklasickd . Zjednoduseneé lze fici, ze klasickou logikou se rozumi logika, kterd pouziva
dvé pravdivostni hodnoty (pravda a nepravda) a tzv. klasické logické spojky. Mezi
klasické logické spojky patii napt. spojka ,jestlize ..., pak...*, se kterou jsme se setkali
vySe. Logika, kterd se zabyva i jinymi spojkami nez klasickymi, popi. dalsimi aspekty,
kterymi se klasickd logika nezabyva, se nazyva neklasickd logika. Piikladem neklasické
spojky je spojka ,je mozné, ze ...“. Touto spojkou se zabyva modalni logika. Dalsim
prikladem neklasické logiky je tzv. temporalni logika (nékdy nazyvand logikou ¢asu).
Zabyva se tvrzenimi, ve kterych hraje dulezitou roli ¢as, napt. ,,Po zelené naskoCi na
semaforu oranzova.”, ,Kazdy den vychazi Slunce.*“ Dalsim piikladem neklasické logiky
je tzv. fuzzy logika. Ta se zabyva tvrzenimi, které mohou mit kromé pravdivostnich
hodnot pravda a nepravda i jiné hodnoty. Napf. tvrzeni ,Zakaznik je spokojeny.* muze
mit pravdivostni hodnotu 1 (pravda), pokud je zdkaznik zcela spokojeny, 0 (nepravda),
pokud je nespokojeny, ale i 0.8, pokud je viceméné spokojeny, ale ne zcela.

Logika je véda o
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usuzZovdni.

V logice jde o
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Vztah logiky a informatiky je bohaty a rtuznorody. Se zdklady logiky by mél byt
obezndmen kazdy informatik. Znalost zdkladi logiky ndm umoznuje srozumitelné a
jednoznacné se vyjadfovat a argumentovat. To je pochopitelné uziteéné pro kazdého,
nejen pro informatika. Pro informatika je to vsak dulezité i proto, ze svoje konstrukce a
navrhy musi ,,sdélit poc¢itaci®, napt. ve formé zdrojového kédu napsaného ve vhodném
programovacim jazyku. Zdrojovy kéd obvykle obsahuje vyrazy, které se vyhodnocuji
podle pravidel logiky (napf. podminky v piikazech vétveni ,if ...then ...else...*). Lo-
gika nas témto pravidlim uéi. Zdrojovy kéd musi byt pfesny, jinak je program chybny.
Chyby mohou mit dalekosdhlé nasledky (pomysleme na program pro vypocet mezd,
program pro fizeni elektrarny apod.). Zdrojovy program musi byt také srozumitelny,
jinak mu nikdo jiny nez jeho autor nebude rozumét (a po ¢ase mu nebude rozumét
ani jeho autor). Logika néds uéi presnosti i srozumitelnosti. To je dalsi vyznamny efekt
studia logiky.

Vyznam logiky pro informatiku spocéiva také v metodé, kterou logika pouziva.
Jak uvidime v dalsim vykladu, logika ve svém formalnim pfistupu pouziva misto
ptirozeného jazyka zjednodusSeny, zato pfesny pojem jazyk logiky, zabyva se syn-
taktickymi aspekty (jak se tvrzeni nebo odvozovéani spravné zapisuji), sémantickymi
aspekty (jaky vyznam tvrzeni a odvozovani maji) apod. Podobné je to napiiklad v
programovani: programovaci jazyk je jednoduchy, ale presné definovany, formalni ja-
zyk a pii programovani se potykdme s ruznymi syntaktickymi aspekty (je zdrojovy
kéd spréavné zapsan?) i sémantickymi aspekty (déld program to, co ma?). V neposledni
fadé spoc¢iva vyznam logiky pro informatiku v tom, ze fada oblasti informatiky vyuziva
logiku jako nastroj. Pro piiklad jmenujme logické programovéni, expertni systémy a
obecnéji umélou inteligenci, analyzu dat a verifikaci.

1.2 Zakladni pojmy logiky
1.2.1 Vyroky, logické spojky, pravdivost vyrokua

Vyrokem intuitivné rozumime tvrzeni (vypovéd), u kterého m4 smysl uvazovat, zda je
pravdivé. Vyroky jsou napi. néasledujici tvrzeni.

Prsi.

Byl jsem v obchodé a koupil jsem si knihu.
Kdyz prsi, jsou mokré silnice.
24+2=4a3<100.

2+4+2=6.

Nésledujici tvrzeni ale nejsou vyroky.

Kniha v obchodé.
242
Af je pékné pocasi.

Logické spojky jsou specialni jazykové vyrazy jako napf.
113

« 3 1 “
O A e -n€bo .. ¢ sjestlize ..., pak ...“

[43

e - -, Prave kdyz ...« Jne ...“ (tj. ,neni pravda, ze ...“).

'Misto ,logickd spojka“ fikéme Gasto jen ,spojka‘.
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vyroky sloZitéjs.



Napriiklad z vyroku ,242=4“ a vyroku ,Prsi.“ vytvorime pomoci spojky ,a“ vyrok
»2+2=4 a prsi.“ Z vyroku ,Prsi.“ vytvorime pomoci spojky ,ne“ (tj. ,neni pravda, ze

.. “) vyrok ,Neprsi.“ (tj. ,Neni pravda, ze prsi.“). Z vyroku ,Prsi.“ a ,Silnice jsou
mokré.“ vytvofime pomoci spojky ,jestlize ..., pak ...“ vyrok ,Jestlize prsi, pak jsou
silnice mokré.“

¢

Pruvodce studiem

Vsimnéme si, ze pojem spojka zde pouzivame v SirSim vyznamu nez byva bézné:
spojkou chapeme jazykovy vyraz, jehoz pouzitim na vyroky dostaneme novy
vyrok. Napi. vyrok ,Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.“ vznikl pouzitim spojky
sjestlize. .., pak ...“ na vyroky ,Prsi.“ a ,Silnice jsou mokré.“ Z hlediska ceského
jazyka je vyraz ,jestlize” spojkou, jinou spojkou je vyraz ,pak‘.

Vsimnéme si také, ze pii pouziti spojek na vyroky ménime potradi vétnych élenu.
Napi. v pravé uvedeném piikladu by piisné vzato vyslednym vyrokem mél byt
vyrok ,Jestlize prsi, pak silnice jsou mokré.“. Tento vyrok ale nezni pékné. Podobné
jazykové jevy budeme z hlediska logiky povazovat za podruzné a nebudeme se jimi
zabyvat. Ze stejného duvodu nebudeme rozlisovat napt. tvrzeni ,Neprsi.© a ,Neni
pravda, ze prsi.«

13

Klasicka logika, které se vénujeme, se zabyva tzv. klasickymi spojkami. Mezi né patii
vyse uvedené spojky. S dalsimi klasickymi spojkami se seznamime pozdéji.

Pruvodce studiem

Kromé klasickych spojek se v bézném zivoté pouzivaji i dalsi spojky, napf. ,je

mozné, ze ..., ,jenutné, ze ...“, vise, ze ...“, | véiise, ze ...“. Napf. z vyroku
,Vesmir je nekonecny.“ vytvoiime pomoci spojky ,veéri se, ze ...“ vyrok ,Véii
se, ze vesmir je nekoneény.“, pomoci spojky .je mozné, ze ...“ pak vyrok .Je
mozné, ze vesmir je nekoneény.“ Spojkami ,,je mozné, ze ...“, ,je nutné, ze ...*
se zabyvd modalni logika, spojkami ,vi se, ze ...*, ,véii se, ze ... se zabyva

vvvvvv

zabyvat nebudeme.

Neékteré vyroky jsou pravdivé (napt. ,2+2=4%), nékteré jsou nepravdivé (napi.
»24+2=6“). Jak ukazuje nasledujici ivaha, existuji i jiné vyroky. Témi se klasickd logika
nezabyva.

Pruvodce studiem

U nékterych vyroki ma smysl uvazovat o jejich pravdivosti (jsou tedy vyroky),
presto se zdrdhame fici, ze dané tvrzeni je pravdivé, nebo Ze neni pravdivé (je
nepravdivé).

Uvazujme vyrok ,,Clovék s vyskou 180cm je vysoky“. Na otdzku, zda je pravdivy,
bychom pfirozené odpovédéli, ze do jisté miry ano, ale ne zcela. Intuitivné bychom
mu tedy nepfiznali ani pravdivostni hodnotu 1 (pravdivy), ani 0 (nepravdivy), ale
napft. hodnotu 0.8, kterad vyjadiuje, ze je skoro pravdivy. Studiem takovych vyroku
se zabyvé fuzzy logika. Fuzzy logika nasla pouziti v mnoha oblastech, napt. v au-
tomatickém fizeni nebo v expertnich systémech.

Pravdivost nékterych vyroku, jako je napft. ,Za tyden bude prset.®, zavisi na
case. Takovymi vyroky se zabyva temporélni logika (logika ¢asu). My se takovymi
tvrzenimi zabyvat nebudeme.




Klasick4 logika se tedy zabyvéa jen specidlnimi vyroky, a to témi, které jsou bud’ prav-
divé, nebo nepravdivé.

Je-li vyrok V pravdivy, fikdme také, ze mé pravdivostni hodnotu ,pravda“. Misto
spravda“ pouzivame symbolické oznaceni 1, a fikdme tedy, ze V' mé pravdivostni hod-
notu 1. Je-li vyrok V nepravdivy, fikdme, Ze ma pravdivostni hodnotu ,nepravda‘,
popf. Zze ma pravdivostni hodnotu 0. Pravdivostni hodnotu vyroku V' oznacujeme ||V ||
a, ze je vyrok V pravdivy, resp. nepravdivy, tedy zapisujeme zapisujeme

VI[=1,  resp. [[V]||=0.
Jak ale zjistime pravdivostni hodnotu vyroku? Podivejme se na nasledujici vyrok.
Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.

Tento vyrok vznikl pouzitim spojky ,,a“ na vyrok ,,Prsi.“ a na vyrok ,,Venkovni teplota
je mensi nez 15°C.* Vyroky , Prsi.“ a ,,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ neobsahuji
zédné spojky. Takovym vyrokum iikdme atomické. Pravdivostni hodnota vyroku ,Prsi
a venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ zavisi na pravdivostnich hodnotach vyroku
,Pr8i.“ a ,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ Jsou-li oba vyroky ,,Prsi.“ i ,,Venkovni
teplota je mensi nez 15°C.¢ pravdivé, je i vyrok ,Prsi a venkovni teplota je mensi
nez 15°C.“ pravdivy. Jinak, tj. je-li néktery z vyroku ,Prsi.“ a ,Venkovni teplota je
mensi nez 15°C.“ nepravdivy, je vyrok ,Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.
nepravdivy.

Uvedeny postup méa obecnou platnost, a proto ho rozeberme podrobnéji. Oznacme
slozeny vyrok ,Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ symbolem V. Atomické
vyroky ,Prsi.“ a ,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ ozna¢mé symboly Vi a Va.
Oznacéme dale spojku ,a* symbolem A. Vyrok V ma tedy tvar (nékdy fikdme formu)

ViAVs.

Pravdivostni hodnotu ||V; A Va|| vyroku Vi A V; vlastné ,spocitdme* z pravdivostnich
hodnot ||Vi]| a ||Va|| vyroka Vi a Vi pomoci vyznamu spojky ,a“. Vyznam spojky ,a“
je dan néasledujici tabulkou:

— o>
O OO
— O

Tato tabulka popisuje, jak spojka ,a“ prifazuje dvojicim pravdivostnich hodnot

vysledné pravdivostni hodnoty. Dvojici 0 a 0 je tedy pfifazena hodnota 0, dvojici
0 a 1 hodnota 0, dvojici 1 a 0 hodnota 0, dvojici 1 a 1 hodnota 1, protoze na
pruseciku fadku oznaceného 0 a sloupce oznaceného 0 je hodnota 0 atd. Toto prifazeni
(funkci) oznacujeme A" a nazyvame ho pravdivostni funkce spojky A. Tabulka tedy fika
ON0=0,0AN1=0,1AN0=0,1A 1= 1. Pravdivostni hodnota ||V} A V3|| vyroku
Vi A V3 je tedy dana vztahem

Vi AVall = [Vl A [[Va]l

Tomuto vztahu je tfeba rozumét takto: Pravdivostni hodnotu ||Vi A Va|| vyroku Vi A Va
(levéa strana rovnice) spoc¢itdme pouzitim funkce A na pravdivostni hodnoty ||V1]| a
|Va]| vyroka Vi a Vi. Timto pouzitim ziskdme hodnotu [|Vi|| A" ||V2|| funkce A" na
pravdivostnich hodnotach ||V1]| a ||V2|| (pravéd strana rovnice). Hodnotu |[V4]| A" || V2|
zjistime z vyse uvedené tabulky: je to hodnota na pruseé¢iku fadku oznaceného ||Vi]| a
sloupce oznaceného ||V5]|.

Otdzkou zustava, jak zjistime pravdivostni hodnoty ||Vi|| a ||V2|| vyroka Vi a V. Zde
musime rozlisit dva piipady.

Pravdivostni
hodnota vijroku
vyjadruje, zda je
vyrok pravdivy,
nebo nepravdivy.



1. Je-li vyrok V; atomicky, tj. neobsahuje logické spojky, pak jeho pravdivostni hod-
nota musi byt ddna ,zven¢i“. Napf. v nasem piipadé jsou oba vyroky Vi (,,Prsi.«)
i Vo (,,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.%) atomické. Jejich pravdivostni hod-
nota je dana ,zven¢i v tom smyslu, ze nam ji nékdo fekne, popft. ji sami zjistime
(podivame se z okna, podivdme se na teplomér, najdeme na internetu apod.).
Obecné budeme pfedpokladat, ze existuje néjaky externi zdroj informaci, ozna¢me
ho e, pomoci kterého pravdivostni hodnotu e(V;) vyroku V; zjistime.

2. Neni-li vyrok V; atomicky, tj. obsahuje logické spojky, pak je to slozeny vyrok
a jeho pravdivostni hodnotu spocitame podobné jako jsme pocitali pravdivostni
hodnotu ptuvodniho vyroku V. Pokud je napt. vyrok Vj slozenym vyrokem a m&
tvar V11 A Vi, pak pravdivostni hodnotu ||V;|| vyroku Vi, tj. hodnotu ||Vi1 A Vig||
vyroku V11 A Vi, spo¢itame podle vztahu

Vi1 A Vaial| = [Vl A" [[Vaz]].

Vyrok Vi A V4, méa tedy v tomto piipadé tvar (Vi1 A Vi2) A Va (k vyjadieni jeho
struktury jsme pouzili zadvorky) a jeho pravdivostni hodnotu uréime nésledovné:

(Vi AVa[| = [|(Vis AVig) A VAl = [[Vie AVl [ AT [[Vall = ([IVial[ A" [[Vaal) A V2]

Vyroky Vi1 a Vis mohou byt pfitom opét slozené nebo atomické a pti uréovani
jejich pravdivostnich hodnot postupujeme obdobné.

Pravdivostni hodnota vyroku V tedy zavisi na vyznamu logickych spojek a na pravdi-
vostnich hodnotdch atomickych vyroku, ze kterych se vyrok V' sklada. V nasem piipadé
z&visi pravdivostni hodnota vyroku V na pravdivostni funkci A" spojky ,a“ (tj. na vyse
uvedené tabulce) a na pravdivostnich hodnotéch atomického vyroku ,Prsi.“ a ato-
mického vyroku ,,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ Tabulky pravdivostnich funkci
logickych spojek jsou uréeny tim, jak spojky pouzivame v pfirozeném jazyce. Jsou tedy
dané a nelze je ménit (uvédomte si, ze vyse uvedend tabulka skuteéné popisuje vyznam
spojky ,a“, jak ho zndme z bézného jazyka). Jak jsme ale tekli, pravdivostni hodnoty
atomickych vyroku jsou dany zvenci. Nékdo nam je musi sdélit nebo je musime zjistit.
Obecné predpokladame, ze pravdivostni hodnoty e(,,Prsi.“) a e(,,Venkovni teplota je
mensi nez 15°C.“) vyroku ,Pri.“ a ,Venkovni teplota je mensi nez 15°C.“ zjistime
z néjakého externiho zdroje informaci e. Na tomto zdroji tedy pravdivostni hodnota
vyroku V' zavisi. Proto presnéji piseme

Vile  misto  [[V],

abychom explicitné zduraznili, Ze jde o pravdivostni hodnotu vyroku V pii zadaném e.
Na e se vlastné muzeme divat jako na pfifazeni, které atomickym vyrokum pfifazuje
pravdivostni hodnoty. Prifazeni e se proto v logice nazyva pravdivostni ohodnoceni
(ohodnocuje atomické vyroky).

Stejné jako v pripadé spojky ,a“ postupujeme i v piipadé ostatnich logickych spo-
jek, napt. ,ne“, ,nebo“, ,jestlize ..., pak ...“ a ..., pravé kdyz ...“. Tyto spojky
oznacujeme po tfadé symboly —, V, — a <. Jejich vyznamy, tj. zobrazeni popisujici
prifazeni pravdivostnich hodnot, pak oznacujeme —', V', —, <»". Piehled pravé uve-
denych logickych spojek podava tabulka 1.

Pruvodce studiem

Kazda logicka spojka mé své oznaceni a svij vyznam. Oznacenim je symbol lo-
gické spojky. Vyznamem je pravdivostni funkce logické spojky. Naptiklad oznacenim
spojky ,a“ je symbol A, vyznamem spojky ,a“ je pravdivostni funkce A". Symboly
a pravdivostni funkce zakladnich logickych spojek ukazuje tabulka 1.
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nazev zapis v prirozeném symbol pravdivostni tabulka

jazyce funkce pravd. funkce
a|—a
negace ,nec - = 0] 1
110
A0 1
konjunkce Hal A N 00 O
110 1
vii0o 1
disjunkce ,nebo* \Y, \a 00 1
111 1
- 10 1
implikace Jjestlize ..., pak ... — — 01 1
110 1
<~ 0 1
ekvivalence ..., pravé kdyz ...“ > &~ 01 O
110 1

Tabulka 1: Zakladni logické spojky.

Piiklad 1.1. Mame za kol ur¢it pravdivostni hodnotu vyroku ,,2 + 2 = 5 nebo ¢islo
10 je délitelné ¢islem 6.“ Jde o slozeny vyrok, ktery vznikl pouzitim spojky disjunkce
(,nebo“) na atomické vyroky ,2+2 = 5 a ,Cislo 10 je délitelné ¢islem 6. Oznacime-li
tyto atomické vyroky symboly Vi a Vs a slozeny vyrok symbolem V', muzeme vyrok V'
zapsat symbolicky ve tvaru V; V V,. Pritom vime, Ze ,2 + 2 = 5“ je nepravdivy vyrok
a ,,Cislo 10 je délitelné cislem 6. je také nepravdivy vyrok, tj. e(Vi) = 0 a e(Vz) =0
neboli ||Vi]le = 0 a ||Va||e = 0. Pro pravdivostni hodnotu vyroku ,2 + 2 = 5 nebo &islo
10 je délitelné ¢éislem 6.“ potom dostaneme

|,2 + 2 =5 nebo ¢islo 10 je délitelné ¢islem 6.4|| =
= ||[Vlle=1IV1 V Valle = [[Vi]le V' ||V2|le =0V 0 =0.

Poznamka 1.2. Jak jsme jiz vidéli, pro zapis slozenych vyroka ¢asto pouzivame
zavorky, abychom jednozna¢né vyznacili strukturu vyroku. Napr. kdybychom napsali
»2:3 =5a2+2 = 5nebo 242 = 4 neni jasné, jestli myslime ,2-3 = 5 a (2+2 = 5 nebo
2+4+2=4)“nebo ,(2-3=5a2+2=25) nebo 2+ 2 =4“. Viimnéme si, ze pfi prvnim
uzavorkovani dostaneme nepravdivy vyrok, zatimco pii druhém uzdvorkovani dosta-
neme vyrok pravdivy. Zavorky pouzivdme i pii symbolickém zapisu vyroku. PiSeme

napt. V1 A (V2 V V3), (V1 A\ VQ) Vv Vs.

Shriime nyni, co vime o ur¢ovani pravdivostni hodnoty vyroku.

Pruvodce studiem

Je-li dan vyrok V v prirozeném jazyce a mame-li urcit jeho pravdivostni hodnotu
[|V]|e pfi daném e, postupujeme nésledovneé.
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1. Uréime atomické vyroky Vi, ..., V,,, ze kterych se V' sklada.

2. Uréime pravdivostni hodnoty e(V7), ..., e(V},) atomickych vyroka Vi, ..., V,,.
Hodnoty e(V;) jsou soucasti zadani nebo je zjistime nebo je znédme.

3. Vyrok V zapiSeme v symbolické podobé, dostaneme napi. Vi A (Vo — V3).
4. Je-li V atomicky vyrok, pak ||[V||. = e(V).

5. Je-li V slozeny vyrok, tj. mé jeden z tvara =P, PAQ, PVQ, P — Q, P < Q,
pak jeho pravdivostni hodnotu uré¢ime podle pravidel
o |[=Plle = ~[IPle,
1P AQlle = [|Plle A [|Q]e,
1PV Qlle = [|Plle V' [|Ql]e,
1P = Qlle = [[Plle = [|Ql]e,
1P < Qlle = [|Plle < [|Q]]e-

Poznamka 1.3. Poznamenejme, ze ohodnoceni e (nas externi zdroj informaci, ktery
fikd, které atomické vyroky jsou pravdivé a které jsou nepravdivé) nékdy neni popsin
uplné. U nékterych atomickych vyroku se totiz predpokladd, ze je zndmo, zda jsou
pravdivé ¢i nikoli. NaSe zadani potom je napf.

Urcete pravdivostni hodnotu vyroku ,242=4a 2.3 = 5“.
misto uplného

Urcete pravdivostni hodnotu vyroku ,2 4+ 2 = 4 a 2 -3 = 5%, vite-li, ze
»2+ 2 =4 je pravdivy a ,,2 -3 = 5“ je nepravdivy vyrok.

U zkraceného zadédni se tedy predpokladalo, ze vime e(,2 +2 =4%) =1l ae(,2-3 =
5¢) = 0.

Urceni pravdivostni hodnoty vyroku v pozndmce 1.3 je snadné. Vysledna hodnota je
témeér hned vidét ze zadani. Ne vzdy tomu tak ale je, jak ukazuje nasledujici ptiklad.

Piiklad 1.4. Uréeme pravdivostni hodnotu vyroku (2 + 2 = 4 a &islo 10 je délitelné
¢islem 6), pravé kdyz neni pravda, ze Cina je nejlidnatéjsi stét sveta®, vime-li, ze ,Cina
je nejlidnatéjsi stat svéta“ je pravdivy vyrok.

Tento vyrok se skladd ze tii atomickych vyroku, totiz z vyroku ,2 4+ 2 = 4%, vyroku
L&islo 10 je délitelné éislem 6“ a vyroku ,Cina je nejlidnatéjsi stét svéta.“ Oznacéime-li
tyto vyroky Vi, Vo a Vi, vime, ze e(Vy) = 1, e(Va) = 0, e(V3) = 1. Symbolickd podoba
zadaného vyroku je (Vi A Va) <» =V3. Pravdivostni hodnota ||(Vi A Va) <» =V3]| je

(Vi AV2) & =Va[| = [[Vi A Val| 7 [[=Va]| =
(UWall A lvell) « (=1Vsl) = (LAT0) &7 (=1) =0 <70 =1,

tedy vyrok ,(2+2 = 4 a &islo 10 je délitelné ¢islem 6), prave kdyz neni pravda, ze Cina
je nejlidnatéjsi stat svéta.“ je pravdivy.
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1.2.2 Kvantifikatory
Nékteré vyrazy piirozeného jazyka obsahuji proménné. Piikladem jsou véty:

Cislo x je vét3f nebo rovno 3.
2+y=4.
Jestlize je x délitelné deseti, pak je x sudé.

rT+y=>z.

Tyto vyrazy nejsou vyroky. K tomu, aby se tyto vyrazy staly vyroky, bychom museli
ur¢it hodnotu proménnych, které se v téch vyrazech vyskytuji. Dosazenim ¢iselnych
hodnot za proménné vzniknou z téchto vyrazu vyroky. V nasem piipadé, pokud do-
sadime 1 za z, 2 za y, 103 za z, dostaneme vyroky

Cislo 1 je vétsi nebo rovno 3.

2+2=4.

Jestlize je 1 délitelné deseti, pak je 1 sudé.
1+2>103.

Prvni a ¢tvrty vyrok je nepravdivy, druhy a tfeti je pravdivy.

Vyrazy obsahujici proménné, které se po dosazeni hodnot za proménné stanou vyroky,
se nazyvaji vyrokové formy. Vyroky jsme oznacovali pismeny, napf. V. Vyrokové
formy byva zvykem oznaCovat pismenem, za kterym jsou v zdvorce uvedeny vSechny
proménné, které forma obsahuje. Napf. ,,Cislo z je vétsi nebo rovno 3.“ bychom oznagili
V(z), yx +y > z“ bychom oznacili U(x,y,z) apod. Vyraz, ktery vznikne z vyrazu
U(z,y, z) dosazenim hodnoty 6 za proménnou y, ozna¢ime U (z, 6, z) apod. Pozname-
nejme, ze U(x,6,2) neni vyrok, nebot stéle obsahuje proménné. Vyrokem bude napt.
vyraz U(1,6,100), tj. vyraz ,1+ 6 > 100“.

Z vyrokovych forem muzeme tedy tvorit vyroky dosazenim hodnot za proménné. Pro
kazdou proménnou z, kterd se v dané vyrokové formé vyskytuje, bychom ale méli zadat
jeji obor hodnot, tj. mnozinu D, vSech hodnot, kterych muze proménnd z nabyvat. Obor
hodnot D, se nékdy nezadavd, zvlasté je-li z néjakého duvodu ziejmy. To vSsak muze
vést k nedorozumeéni, a proto bychom obor hodnot kazdé proménné méli vzdy zadat.
Napf. u vyrazu ,x je vétsi nebo rovno 3“ neni jasné, co je oborem hodnot proménné x.
Tento obor D, musime zadat. Musime napf. fict, Ze x muze nabyvat hodnot z mnoziny
v8ech celych ¢isel, tj. D, = {0,1,—-1,2,—-2,3,-3,...}.

Dalsi zpusob, jak tvotit z vyrokovych forem vyroky predstavuji kvantifikdtory. V kla-
sické logice rozeznavame dva kvantifikdtory, obecny a existencni.

Obecny kvantifikdtor s proménnou x je vyraz

,Pro kazdy x plati, ze ... “,
popf. jen ,Pro kazdy x ...“. Symbolicky se obecny kvantifikdtor s proménnou x
oznacuje vyrazem (V). Pouzitim obecného kvantifikdtoru na vyraz ,x je vétsi nebo
rovno 1“ dostaneme vyraz

,Pro kazdé z plati, ze x je vétsi nebo rovno 1%,

coz muzeme zapsat také symbolicky jako ,,(Vx) (x je vétsi nebo rovno 1)“, popt. ,(Vz)
(x> 1)“.

Ezistencni kvantifikdtor s proménnou x je vyraz
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LExistuje x tak, ze plati ...,

popf. jen ,Existuje x tak, ze ... “. Symbolicky se existené¢ni kvantifikdtor s proménnou
x oznacuje vyrazem (Jz). Pouzitim existen¢niho kvantifikdtoru na vyraz ,x je vétsi
nebo rovno 1“ dostaneme vyraz

LExistuje x tak, ze x je vétsi nebo rovno 1.,

coz muzeme zapsat také symbolicky jako ,,(3x) (x je vétsi nebo rovno 1).“, popt. ,,(Ix)
(x > 1)¢. Tento vyraz je vyrokem.

Pruvodce studiem

Symboly V a 3 pro obecny a existenéni kvantifikator pochazeji z némciny. Symbol
V vznikl oto¢enim pocatecniho velkého ,A“ ve slové ,allgemein®, coz je némecky
vyraz pro ,obecny“. Symbol 3 vznikl oto¢enim pocatecniho velkého ,E¢ ve slové
yexistentiell“, coz je némecky vyraz pro ,existenéni“.

Pouzitim obecného nebo existencniho kvantifikdtoru s proménnou z na vyrokovou
formu, jejiz jedinou proménnou je proménnd x, ziskame vyrok. To je snadno vidét.
Napft. ve vySe uvedeném piikladu vznikl vyrok ,Existuje x tak, ze x je vétsi nebo rovno
1.“ pouzitim existen¢niho kvantifikdtoru na vyraz ,x je vétsi nebo rovno 1.“

Obecnéji plati, ze vyrok vznikne pouzitim obecného nebo existencéniho kvantifikdtoru
s proménnou r na vyraz, ve kterém je proménnd z jedinou proménnou, kterd mé v
daném vyrazu volny vyskyt. Pojem volny vyskyt proménné zde nebudeme presné defi-
novat. Je to pojem intuitivné jasny, a proto zistaneme v roviné intuice. Rekneme, ze
vyskyt proménné z v néjakém vyrazu je volny, pokud se proménnd x v tomto vyskytu
nenachdzi v dosahu platnosti néjakého kvantifikdtoru s proménnou x. Uvazujme napf.
vyraz

(Pro kazdé z je z vétsi nez 0) nebo (existuje y tak, ze x je mensi nez y).

Dosah platnosti kvantifikdtoru je ta ¢ast vyrazu, na kterou se kvantifikdtor vztahuje.
Napft. dosah platnosti kvantifikatoru ,,Pro kazdé z“ je ,,z vétsi nez 0%, dosah platnosti
kvantifikatoru ,existuje y“ je ,x je mensi nez y“ apod. Proto vyskyt proménné z ve
vyrazu ,z vétsi nez 0“ neni volnym vyskytem (z je totiz v dosahu platnosti kvan-
tifikdtoru ,Pro kazdé z*). Vyskyt proménné y ve vyrazu ,z je men$i nez y“ neni
volnym vyskytem (y je totiz v dosahu platnosti kvantifikatoru ,existuje y“), ale vyskyt
proménné x ve vyrazu ,x je mensi nez y“ je volnym vyskytem, protoze neni v dosahu
platnosti kvantifikatoru s proménnou zx.

Podivejme se nyni, jak se vyhodnocuji pravdivostni hodnoty vyroku, které obsahuji
kvantifikatory. Predpoklddejme, ze je ddna vyrokova forma V(z), kde = je proménnd
s oborem hodnot D,. Pravdivostni hodnotu ||(Vz)V (z)|| vyroku (Vz)V(x), tj. vyroku
»Pro kazdé x plati V(z)“ definujeme pravidlem

[ 1 pokud pro kazdé m € D, je [|[V(m)|| =1
I ={ 5 Lo

Slovy: Vyrok (Vz)V (z) je pravdivy, pokud pro kazdou hodnotu m z oboru D, je vyrok
V(m), ktery vznikne dosazenim m do vyrokové formy V'(z), pravdivy. Pravdivostni
hodnotu ||(Fz)V (z)|| vyroku (Fz)V (z), tj. vyroku ,Existuje x tak, ze plati V(x)* de-
finujeme pravidlem

1 pokud aspon pro jedno m € D, je |[|V(m)|| =1
|F2)V (2)[| = " [V (m)|
0 jinak.
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Slovy: Vyrok (3x)V(x) je pravdivy, pokud pro alespon jednu hodnotu m z oboru D,
je vyrok V(m), ktery vznikne dosazenim m do vyrokové formy V'(z), pravdivy.

Piiklad 1.5. (1) Je dén vyrok ,Pro kazdé x plati, ze jestlize x je délitelné 6, pak
x je délitelné 3.“ Oborem hodnot proménné x je mnozina vSech pfirozenych &isel, tj.
D, =1{1,2,3,4,...}. Urcete pravdivostni hodnotu daného vyroku.

Vyrok muzeme symbolicky zapsat jako (Vx)(V (z)), kde V() je ,Jestlize z je délitelné 6,
pak z je délitelné 3.“ Podle vyse uvedeného pravidla je ||(Vz)(V(z))|| = 1, pravé kdyz
pro kazdé prirozené ¢islo m je ||V(m)|| = 1. Pfitom vyrok V(m) ma tvar Vi(m) —
Va(m), kde Vi(m) je ,m je délitelné 6“ a Va(m) je ,m je délitelné 3“. Je ziejmé, ze
[|Vi(m) = Va(m)|| = 1, tj. ze ||V (m)|| = 1 (podrobné&ji: pro m délitelna 6 je ||Vi(m) —
Va(m)|| = [[Vi(m)|| = ||[Va(m)|| = 1 — 1 = 1; pro m nedélitelna 6 je |[Vi(m) —
Va(m)|| = [[Vi(m)[| =" [[Va(m)|| = 0 =" [[Va(m)|| = 1). Proto je

|(Ve)(Vi(z) = V(@) = 1,

tj. vyrok ,Pro kazdé x plati, ze jestlize x je délitelné 6, pak x je délitelné 3“ je pravdivy.

(2) Je dan vyrok ,Existuje z tak, ze pro kazdé y plati, ze x < y.“ Oborem hodnot
proménnych z i y je mnozina vsech prirozenych &isel, tj. D, = D, = {1,2,3,4,...}.
Urcete pravdivostni hodnotu daného vyroku.

Dany vyrok muzeme symbolicky zapsat jako (3z)(Vy)(V (z,y)), kde V(z,y) je ,x < y*.
Piitom (Vy)(V(x,y)) je vyrokova forma, kterou muzeme oznacit U(x). Podle uvedenych
pravidel je ||(3z)(Vy)(V(z,y))|| = 1, tj. ||(3z)U(x)|| = 1, pravé kdyz existuje piirozené
¢islo m tak, ze ||U(m)|| = 1. Zvolme za m ¢islo 1. U(1) je vyrok (Vy)(V(1,y)). To je
vyrok tvaru (Vy)(W(y)), kde W (y) je vyrokova forma V' (1,y), tj. W(y) je 1 < y. Podle
uvedenych pravidel je ||(Vy)(V(1,y))|| = 1, pravé kdyz pro kazdé piirozené ¢islo m je
|V (1,m)|| = 1, tj. kdyZz pro kazdé piirozené &islo m je 1 < m. To je zfejmé pravda, a
proto [|[(Vy)(V(1,y))|| = 1, a tedy i ||(3x)(Vy)(V(z,y))|| = 1. Vyrok ,Existuje x tak,
ze pro kazdé y plati, ze x < y* je tedy pravdivy.

Bude-li ovsem oborem hodnot proménnych x i y je mnozina vSech celych c¢isel, tj.
D,=Dy,={...,-2,-1,0,1,2,...}, bude dany vyrok nepravdivy (zdivodnéte).

Poznamka 1.6. Kvantifikdtory se nékdy objevuji v nasledujici podobé:

,Pro kazdé liché z plati, ze 2 — 1 je sudé.“

,Existuje sudé x tak, ze 22 je sudé.“
Obecny tvar téchto tvrzeni je:

»Pro kazdé x splaujici P(x) plati V(x).“

yExistuje z spliujici P(z) tak, ze V (z).“
Tato tvrzeni je tfeba chapat jako zkrdcené zapisy tvrzeni:

»Pro kazdé x plati, ze jestlize P(x), pak V (z).*

wExistuje = tak, ze P(x) a V(x).“

Takova tvrzeni uz jsou obvyklymi tvrzenimi s kvantifikatory. Prvni dvé tvrzeni v této
poznamce muzeme tedy povazovat za tuspornéjsi formy nésledujicich tvrzeni:

,Pro kazdé x plati, ze jestlize z je liché, pak z? — 1 je sudé.“

JExistuje z tak, ze z je sudé a z? je sudé.“
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1.3 Zaklady vyrokové logiky

N4s dosavadni vyklad logiky ukazal nékolik zakladnich pojmu a postupu, které jsou v
logice dulezité. Zakladni pojmy, se kterymi jsme pracovali, tj. pojmy vyrok a pozdéji
vyrokova forma, jsem chépali jen intuitivné. Rekli jsme, ze vyrokem intuitivné ro-
zumime tvrzeni, u kterého m&a smysl uvazovat o jeho pravdivosti. Tato intuitivni a
tedy nepresnd definice v fadé pripadu staci, mé ale dvé zasadni nevyhody. Za prvé, je
neurc¢itd a ponechava prostor pro spekulace o tom, co to vlastné vyrok je. Proto byly
i dalsf nage definice pifsné vzato nepiesné a stavéné spie na intuici.?. Za druhé, je
priili§ §iroka a pfipousti tak i ruzné komplikovand tvrzeni, kterd mohou piinést zdsadni
problémy. Ukazme si to na piikladu tzv. paradoxu lhéafe.

Pruvodce studiem

Ptedstavme si clovéka C, ktery tika ,Lzu“. Podle naSeho kritéria je to vyrok. Je
tento vyrok pravdivy nebo ne?

Jsou dvé moznosti. Bud' je to pravdivy vyrok, nebo je to nepravdivy vyrok.

Je-li vyrok ,Lzu.“ pravdivy, pak je pravda to, co C 1iké, tj. je pravda, ze C' lze.
To, co C tika, je tedy nepravdivé, tedy i vyrok ,Lzu.“ je nepravdivy. Zavérem: Je-li
vyrok ,Lzu.“ pravdivy, pak je tento vyrok nepravdivy.

Je-li vyrok ,Lzu.“ nepravdivy, pak neni pravda to, co C tika, tj. C nelze. To,
co C tika, je tedy pravdivé, tedy i vyrok ,Lzu.“ je pravdivy. Zavérem: Je-li vyrok
»,Lzu.“ nepravdivy, pak je tento vyrok pravdivy.

Dosli jsme k tomu, ze vyrok ,,Lzu.“ je pravdivy, pravé kdyz je nepravdivy. To je
spor.

Paradox lhéfe ukazuje dulezitou skute¢nost. Pfirozeny jazyk je natolik bohaty, Zze ob-
sahuje 1 vyroky, jejichz analyza vede k logicky spornym zivérum. V piipadé paradoxu
lhéfe je pticinou to, ze vyrok ,Lzu.“ se odvolavd sdm na sebe (hovoii o své vlastni
pravdivosti), podobné jako vyrok ,Tento vyrok je nepravdivy.“

Ma ale paradox lhafe néjaké feseni? Jednim z moznych FeSeni je vzdat se ambice praco-
vat se vSemi moznymi vyroky prirozeného jazyka a misto toho pracovat jen s urcitymi
vyroky, které ke sporim nevedou. Tak postupuje moderni matematicka logika.

Cilem této kapitoly je ukédzat si zédklady nejjednodussi ¢asti matematické logiky, kte-
rou je klasickd vyrokové logika (pfesnéji bychom mohli fict formalni systém klasické
vyrokové logiky). Vyrokova logika je prakticky dulezita a diky své jednoduchosti ndm
umozni ukézat, jak se v logice pracuje. Pfi vykladu se budeme znovu zabyvat nékterymi
pojmy logiky zavedenymi intuitivné v pfedchozi kapitole, tentokrat vsak pfesnéji a po-
drobnéji.

1.3.1 Syntaxe: jazyk a formule vyrokové logiky

Paradox lhéfe ukazuje, ze pokud nijak neomezime mnozinu vyroku, se kterymi pracu-
jeme, muzeme odvodit sporny zavér. Vyroky, se kterymi se ve vyrokové logice pracuje,
jsou omezené. Ve vyrokové logice navic nepracujeme s vyroky samotnymi, ale pra-
cujeme s formami (tvary) vyroku. Formy vyroku se nazyvaji formule a jsou to presné
definované, smysluplné fetézce symbolu. To ovSem neni definice, definici pojmu formule
uvedeme pozdéji. Piikladem formuli jsou fetézce (p A —q), (p — (¢ A 1)), (pAT)V q.
Formule je volné feceno to, co je spoletné vyrokum se stejnym tvarem. Napi. formule

2Pfesto jsme se se zdkladnimi principy klasické logiky pomérné dobfe sezndmili. Mohli jsme sice
postupovat zcela presné uz od zacatku, ale bylo by to na tkor srozumitelnosti.
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(p — (g Ar)) popisuje tvar mnoha konkrétnich vyroku, napf. vyroku ,Jestlize prsi, pak
jsou silnice mokré a hrozi nebezpeci smyku.“, , Jestlize inflace roste, pak lidé méné spori
a vice utraceji.“ Tyto konkrétni vyroky muzeme z formule (p — (¢ A 1)) dostat dosa-
zenim atomickych vyroku za symboly p, ¢, 7, napt. prvni vyrok dostaneme dosazenim
,Pr8i.“ za p, ,Silnice jsou mokré.“ za q a ,Hrozi nebezpec¢i smyku.“ za r. Proto ze sym-
bolim p, q,r, které se ve formulich vyrokové logiky vyskytuji, fika vyrokové symboly.
Tim, ze ve vyrokové logice pracujeme s formulemi, a ne s konkrétnimi vyroky, muzeme
lépe odhlédnout od obsahu a soustfedit se na formu. To je zamérem logiky.

Zatneme definici jazyka vyrokové logiky.

Definice 1.7. Jazyk vyjrokové logiky se sklada z

e vyrokovych symboli p, q, r, ..., popf. s indexy, p1, p2; predpokldddme, ze mame
neomezené mnoho vyrokovych symbolii;?

o symboli vyrokovijch spojek — (negace), A (konjunkce), V(disjunkce), — (impli-
kace), <> (ekvivalence);

e pomocnych symboli (, ), [, ], atd. (ruzné druhy zavorek).

Ze symbolu jazyka sestavaji formule vyrokové logiky, které lze jednoduse definovat
induktivné nasledujici definici.

Definice 1.8. Necht je ddn jazyk vyrokové logiky. Formule daného jazyka vyrokové
logiky je definovana néasledovné:

e kazdy vyrokovy symbol je formule (tzv. atomicka formule);

e jsou-li ¢ a 1 formule, jsou i vyrazy —¢, (@ AY), (¢ V), (¢ = V), (¢ < V)
formule (tzv. slozené formule).

Piiklad 1.9. Formulemi jsou tedy jisté, smysluplné vytvorené koneéné posloupnosti
symboli jazyka vyrokové logiky.

Formulemi jsou napf. posloupnosti p, g1, —p, (p = q), (p A7)V p), (-p — (g A —7)).
Posloupnost (—p — (¢ A —r)) je formule, coz lze zduvodnit nésledovné: r je formule
(atomickd), tedy i —r je formule, coz spolu s tim, ze ¢ je formule, déva, ze (¢ A —r) je
formule; déle jsou p, a tedy i —p formule, a tedy konecné i (—p — (¢ A —r)) je formule.

Formulemi nejsou posloupnosti Ap, p A Vp, pp — (p/A)), atd.

Vsimnéme si, ze spravné bychom meéli fikat ,formule daného jazyka vyrokové logiky“.
My vsak v pfipadé, ze jazyk je zfejmy z kontextu, popf. neni dulezity, budeme iikat
pouze ,formule vyrokové logiky* nebo jen ,formule“.

Poznamka 1.10 (konvence o vynechavéni zavorek). Jak znd ¢tendf z aritmetiky, je
pro zjednoduseni zépisu a ¢teni uzitetné vynechévat zavorky tam, kde neutrpi jedno-
znacnost ¢teni. Podobné budeme postupovat i my. Napt. misto (p — ¢) budeme psat
jen p — ¢. Déle se dohodneme na prioritach symboli spojek: od nejvétsi po nejmensi
je to =, A, V, =, <>. To ndm umozni vynechavat zavorky. Tak napf. misto (p A (g AT))
muzeme psat jen p A (g Ar), misto (p — ((pAgq) V7)) jen p— pAqVrapod.

3Presnéji: predpokldddme, 7Ze méme nekoneéné spocetné mnoho vyrokovych symboli, coz volngji
feCeno znamend, je muzeme uspoiddat do nekone¢né posloupnosti.
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1.3.2 Sémantika: pravdivost, tautologie, vyplyvani

Zatim jsme se vénovali jen tzv. syntaxi vyrokové logiky: vime, co je to jazyk vyrokové
logiky, a co jsou to formule. Zatim vsak nevime, co to je pravdiva formule apod. For-
mule jsou jisté posloupnosti symbolu jazyka, samy o sobé vSak nemaji zadny vyznam.
V tomto smyslu muzeme fict, ze formule je syntakticky objekt. Pfifazeni vyznamu
syntaktickym objektim je zdlezitosti sémantiky. Pravé sémantice vyrokové logiky se
v dal$fm budeme vénovat.

Definice 1.11. (Pravdivostni) ohodnoceni je libovolné zobrazeni e vyrokovych symbolu

daného jazyka vyrokové logiky do mnoziny {0, 1}, tj. ohodnoceni e pfifazuje kazdému
vyrokovému symbolu p hodnotu 0 nebo 1.

Poznamka 1.12. (1) 0 a 1 reprezentuji pravdivostni hodnoty nepravda a pravda.
Hodnotu pfifazenou ohodnocenim e symbolu p oznac¢ujeme e(p). Je tedy e(p) = 0 nebo
e(p) =1.

(2) Vyznam ohodnoceni e muzeme chapat nasledovné. Jak jsme si fekli, vyrokové sym-
boly jsou pro nds symboly, které oznacuji atomické vyroky. Je-li e(p) = 1, znamena to
pro nas, ze atomicky vyrok oznaceny symbolem p je pravdivy. Je-li e(p) = 0, znamen4
to, ze atomicky vyrok oznaceny symbolem p je nepravdivy.

Je-li ddno ohodnoceni e, muzeme urcit, jakd je pravdivostni hodnota dané formule.
Pravdivostni hodnota kazdé formule je pravdivostnim ohodnocenim jednozna¢né uréena
a je definovana nésledovné.

Definice 1.13. Necht je ddno ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule ¢ pii ohod-
noceni e, oznac¢ujeme ji ||¢||¢, je definovédna nasledovne:

e Je-li ¢ vyrokovym symbolem p, pak

Iplle = e(p).
e Je-li ¢ slozend formule, tj. jednoho z tvara =y, Y A, YV O, 9 — 0,1 < 0, pak

=%l = [ le

[ ABlle = lIlle A [16]]e,
[V Olle = [l v [16]]e,
1 = Olle = l[¢lle =" 1101,
14 < Olle = [[¢lle < [10]]e,

kde =", A", V', =, < jsou pravdivostni funkce logickych spojek z tabulky 1.

Poznamka 1.14. (1) Je-li ||¢|le = 1, resp. ||¢]le = 0, fikdme, ze formule ¢ je pii
ohodnoceni e pravdiva, resp. nepravdivd. Uvédomme si, Ze bez urcéeni ohodnoceni e
nema smysl fici ,formule ¢ je pravdivd“ nebo ,nepravdiva“. To presné odpovidé si-
tuaci z kapitoly 1.2.1, kde jsme pfi urcovani pravdivostni hodnoty vyroku museli znat
pravdivostni hodnoty atomickych vyrokt. Roli atomickych vyroki ted maji vyrokové
symboly.

(2) Cést definice pravdivostni hodnoty formule, ve které se zavadi pravdivostni hodnota
slozené formule, muzeme alternativné popsat nédsledovné:

I~ = {

1
0
{1 pokud [l = 1 a 6l = 1
fonol={ o oou

pokud [[¢[le = 0,
jinak,
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1 pokud |[¢[[c =1 nebo ||| =1,

lovolle = { 0 jinak,

{1 pokud ¥l = 0 nebo 9] = 1,
o0l ={ 5 pout

{1 pokud 9] = 6]
ool ={ 5 oo

Snadno se vidi (ovéfte si), ze takova definice skute¢né vede ke stejnym pravdivostnim
hodnotam formuli.

Naésledujici definice zavadi dalsi uzitecné pojmy.
Definice 1.15. Formule se nazyva

e tautologie, je-li pii kazdém ohodnoceni pravdiva,
o kontradikce, je-li pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva,

e splnitelnd, je-li pi aspon jednom ohodnoceni pravdiva.

Formule ¢ sémanticky vyplyvd z mnoziny T formuli, jestlize ¢ je pravdivé pii kazdém
ohodnoceni, pii kterém jsou pravdivé vSechny formule z T'; to oznac¢ujeme

T E .

Poznamka 1.16. Splnitelné formule jsou tedy pravé ty, které nejsou kontradikcemi.
Ze je formule ¢ tautologie, se nékdy zapisuje = ¢.

Priklad 1.17. (1) Formule p VvV —pip — (pV q) jsou tautologie.

(2) Formule p A =p i p <> —p jsou kontradikce.

(3) Formule p — —p je splnitelnd, ale neni to ani tautologie, ani kontradikce.

(4) Formule p — ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli T'= {p — r,~q¢ — —r}.

Uvedené skutecnosti se snadno ovéri tabulkovou metodou, kterou uvedeme nize. Je
mozné je také ovérit tivahou. Vezméme napiiklad formuli p — (p V q). Pro¢ je tauto-
logii? Kdyby existovalo ohodnoceni e, pii kterém by tato formule byla nepravdiva, pak
z vlastnosti implikace plyne, ze pii tomto ohodnoceni je p pravdivd a pV g nepravdiva,
coz neni mozné, protoze je-li p pravdiva, je i p V q pravdiva.

Piiklad 1.18. Dokazme, Ze pro libovolnou mnozinu 7" formuli a formule ¢, 1 plati
T, =1 prave kdyz T = ¢ — 1.

To je intuitivné pomérné jasné tvrzeni. Piitom T, ¢ znamend T'U{¢}, tj. T, ¢ oznacuje
mnozinu 1" rozsifenou o formuli ¢. Dukaz je velmi snadny, staci si rozmyslet, co mame
dokézat. Dokézeme, ze z T, o = plyne T = > v azezT | p — ¢ plyne T, p |= 9.

Piedpokladejme nejdiive T, ¢ = ¢ a dokazme T |= ¢ — 1. Mame dokézat, ze je-li e
ohodnoceni, pii kterém jsou pravdivé vSechny formule z T, je pii e pravdiva i formule
p — 1. Kdyby ale pfi e nebyla pravdiva formule ¢ — ¢, musela by byt pfi e ¢ pravdiva
a 1) nepravdivé (z definice pravdivostni funkce spojky implikace). Je-li ale pti e pravdivd
¢ 1 v8echny formule z T', pak je dle predpokladu T, ¢ |= ¢ pravdiva i 1, coz je spor s
tim, Ze ¢ je nepravdiva.

Predpokladejme nyni 7' = ¢ — ¢ a dokazme T, = 1. Mdme dokdzat, ze je-li e
ohodnoceni, pii kterém je pravdiva ¢ i vSechny formule z T, je pti ném pravdiva i .
Dle pfedpokladu je ovSem pii e pravdiva i ¢ — 1) a protoze je pfi e pravdiva i ¢, je pii
e pravdiva i v, coz jsme méli dokézat.
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(p—=q)AN(p—r)

e === el k]
— R O O Rk O O
— O R Ok O ~ O=

—_ O O O R = = R[>

Tabulka 2: Tabulka pro formuli (p — ¢) A (p — 7).

1.3.3 Tabulkova metoda

Tabulkova metoda predstavuje jednoduchy zpusob, jak zjistit a prehledné zapsat prav-
divostni hodnoty dané formule pii vSech moznych ohodnocenich. Jsou-li pi,...,pn
vSechny vyrokové symboly, které se vyskytuji ve formuli ¢, budeme misto ¢ psat také

(p(p].J‘ * '7pn)‘

Podstata tabulkové metody je nésledujici. Pro zadanou formuli ¢(p1, ..., py,) vytvorime
tzv. pravdivostni tabulku. Tabulka 2 je tabulkou pro formuli (p — ¢) A (p — 7). Radky
tabulky odpovidaji ohodnocenim vyrokovych symbolu. Sloupce tabulky odpovidaji
symbolum p1,...,p, a formuli ¢. Tabulka m& tedy n + 1 sloupcu, kazdy je v zahlavi
oznacen piisluSnym vyrazem, tj. postupné pi, ..., pn, ©. Obsah fadku, ktery odpovida
ohodnoceni e, je néasledujici. Na misté odpovidajicimu sloupci tabulky s oznacenim p;
je hodnota e(p;), tj. hodnota symbolu p; pfi ohodnoceni e. Na misté odpovidajicimu
sloupci tabulky s ozna¢enim ¢ je hodnota ||ple, tj. pravdivostni hodnota formule ¢
pii ohodnoceni e. Tabulka méa tolik fadku, kolik je moznosti, jak ohodnotit symboly
P1,...,Pn hodnotami 0 a 1. Protoze kazdému ze symbolu p1,...,p, muzeme prifadit
dvé mozné hodnoty, mdame celkem 2" moznosti (2 moznosti pro p; krat 2 moznosti pro
p2 krat - - krat 2 moznosti pro py, tj. 2 X -+ - x 2 = 2™ moznost{). Tabulka m4 tedy 2"
radka.

To je potvrzeno v tabulce 2. Zde mame tfi vyrokové symboly p, g, r, tabulka ma tedy
23 = 8 fadki. V kazdém Fadku uvedeme pifslusné ohodnoceni symboli pi,...,p, a
hodnotu formule ¢ pfi tomto ohodnoceni. Napft. ve tietim fadku tabulky 2 jsou uvedeny
postupné hodnoty 0, 1, 0, 1, protoze tento fadek odpovida ohodnoceni, které symbolum
P, q a r pritazuje postupné hodnoty 0, 1 a 0 a protoze pii tomto ohodnoceni m4 formule
(p = ¢) A (p — r) hodnotu 1. Je zvykem vSechna mozna ohodnoceni symbolu uvadét
prirozené uspoiddand, tj. v prvnich n sloupcich bude v prvnim fadku 0...0 (n nul),
ve druhém taddku pak 0...01 (n — 1 nul a jedna jednicka), atd. az v poslednim fadku
bude 1...1 (n jednicek). Tak je to také v tabulce 2.

Tabulka dané formule popisuje tzv. pravdivostni funkci této formule. Napfiklad vyse
uvedend tabulka 2 popisuje pravdivostni funkci formule (p — ¢q) A (p — 7).

Poznamka 1.19. Rekli jsme, ze v tabulce chceme zachytit hodnoty ¢ pii vsech
moznych ohodnocenich. Ohodnoceni e je ale ddno tim, jaké hodnoty pfifazuje vSem
vyrokovym symboliim, tedy nejen symbolum p1,...,p,. Pfi popisu tabulkové metody
jsme ale uvazovali jen hodnoty pfifazené symbolum p1,...,p,. Dopustili jsme se tim
jisté nepresnosti, v zasadé nepodstatné. Presné feceno se ma situace takto. Pravdivostni
hodnota ||¢||. zavisi jen na hodnotéch e(p1),...,e(py), tj. na ohodnoceni vyrokovych
symbolu p1, ..., pp, anezdvisi na e(p) prop # pi, ..., p # Pn, tj. chodnoceni vyrokovych
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wVop (zdkon vylouc¢eného ttetiho)
Y =P

Tabulka 3: Vybrané tautologie vyrokové logiky. DOPLNIT

p qg|-p (ng—-p) ¢
0 0| 0 1 0
0 1| 0 1 1
1 0] 1 0 0
11 1 1 1

Tabulka 4: Tabulka pro formule —=—p, (=g — —p) a q.

symbolu jinych nez p1, ..., p,. To je jasné proto, ze ¢(p1,. .., pn) jiné vyrokové symboly
nez pi, ..., pn neobsahuje. Checeme-li v tabulce zachytit hodnoty ¢ pii vSech moznych
ohodnocenich, sta¢i tedy zachytit hodnoty ¢ pro vsechna mozna ohodnoceni symbola
D1, ..., Pp. Totiz, jak jsme fekli, hodnota ||¢||. zavisi jen na hodnotach e(p1), ..., e(py).
Je-li € jiné ohodnoceni, které se s e shoduje v hodnotdch pfifazenych pi,...,pn, tj.
e(p1) = €(p1), ..., e(pn) = €' (pn), pak je ziejmeé ||¢||e = |||, tj- hodnoty formule ¢
pfi ohodnocenich e a €’ jsou stejné. V daném radku uvedend hodnota formule ||o||c je
tedy hodnotou formule ¢ pfi kazdém ohodnoceni e, které symbolum py, ..., p, pfitazuje
hodnoty uvedené v prvnich n sloupcich tohoto fadku. Napfiklad treti radek v tabulce 2
udévé hodnotu formule (p — ¢) A (p — r) pii ohodnoceni e, kde e(p) = 0, e(q) = 1,
e(r) =0, e(p1) = 0, e(p2) = 0, ...(p1 a p2 jsou vyrokové symboly jazyka, které se
nevyskytuji ve formuli (p — ¢) A (p — 1)), ale i pti ohodnoceni ¢, €/(p) =0, €'(q) =1,
er)=0,€e(p1) =0, e(p2) =1, ..., aipii kazdém dalsim ohodnoceni e”, pro které
je e"(p) = 0, ¢"(q) = 1, ¢"(r) = 0. Radky tedy vlastné neodpovidaji jednotlivym
ohodnocenim, ale celym tiiddm (skupindm) ohodnoceni.

Tabulka vytvorend pro formuli ¢ umozinuje zjistit nékteré vyse popsané vlastnosti for-
mule ¢: ¢ je tautologie, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ jsou samé 1;
@ je kontradikce, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ jsou samé 0; ¢ je
splnitelna, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ je asponi jedna 1. Vybrané
tautologie ukazuje tabulka 3 (ovéite, ze jde o tautologie).

Tabulkovou metodu muzeme jednoduSe rozsitit pro vice formuli. Predpoklddejme, ze
mame formule ¢1,...,¢om, a ze vSechny proménné vyskytujici se v alespon jedné z
téchto formuli jsou pravé pq,...,p,. Odpovidajici tabulka bude mit 2™ fadka a n +m
sloupcti oznacenych postupné pi,...,pn, & ©1,...,9m. Do fadki piseme ohodnoceni
e a hodnoty formuli ¢1,..., ¢, v téchto ohodnocenich: hodnoty e(p;) symbola p; v
ohodnoceni e piseme do sloupcti oznacenych p;. Piislusné hodnoty ||¢;l|e formulf ¢; pfi
ohodnoceni e piseme do sloupcti oznacenych ;. Piiklad vidime v tabulce 4, ve které je
n = 2 (dva vyrokové symboly: p a q) a m = 3 (tfi formule: =—p, (=g — —p) a q).

Rozsitenou tabulkovou metodu muzeme pouzit ke zjisténi, zda formule ¢ sémanticky
plyne z formuli 1, ..., @m,. Staél vytvorit tabulku pro formule ¢1, ..., v, a ¢. Podle
definice pak ¢ sémanticky plyne z @1, ..., ©m, pravé kdyz v kazdém tadku, ve kterém
maji formule @1, ..., v, hodnotu 1, mé také formule ¢ hodnotu 1. Z tabulky 4 napf.
vidime, ze formule ¢ vyplyva z formuli =—p a (—g — —p). Totiz, jediny fadek, ve kterém
maji obé formule =—p a (-¢ — —p) hodnotu 1, je ¢tvrty fadek a v tomto rddku mé
formule ¢ také hodnotu 1. Naopak, formule =—p nevyplyvé z formuli (-¢ — —p) a q,
protoze ve druhém fadku maji formule (—g — —p) a ¢ hodnotu 1, ale formule ——p tam
mé& hodnotu 0.
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o YoV (oA Y) =Y oV
0 O 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Tabulka 5: Tabulka k piikladu 1.21.
AP =P Ap YNV o=V (komutativita)
NN =(pAY)AD V@V =(peVviy)ve (asociativita)
AWV O)=(AP)V(eANO) eV (PAD)=(pVY)A(pVE) (distributivita)
©=-mp (zdkon dvoji negace)
(A1) =—pV (V)= (De Morganovy zakony)
Y =-pVy =Y ==(p A
=== - (obméneénd implikace)

Tabulka 6: Sémanticky ekvivalentni formule. DOPLNIT

Pruvodce studiem

Tabulkovd metoda slouzi k vypsani (tabelaci) hodnot zadanych formuli @1, ..., @p v
tabulce. Tabulka ma 2" fadku a n+m sloupcii, kde n je pocet vSech vyrokovych sym-
bolu, které se vyskytuji ve formulich @1, ..., @;,. Do fadka piseme vSechna mozn4
ohodnoceni téchto symboli a hodnoty formuli o1, ..., @pn.

Pomoci tabulkové metody muzeme zjistit ruzné vlastnosti formuli a vztahy mezi
formulemi, napt. zda zadana formule je tautologie, kontradikce, splnitelnd, a také,
zda zadand formule sémanticky vyplyva z jinych zadanych formuli.

Tabulkova metoda umoznuje snadno nahlédnout, ze dvé formule jsou sémanticky ekvi-
valentni.

Definice 1.20. Formule ¢ a 1) se nazyvaji (sémanticky) ekvivalentni, coz znac¢ime
=1,
pravé kdyz pro kazdé ohodnoceni e je [|¢]le = [|1]|e-

Snadno se vidi, ze ¢ a 1 jsou ekvivalentni, prave kdyz ¢ = ¢ a ¢ | ¢, tedy kdyz ¢
sémanticky plyne z ¢ a naopak.

Piiklad 1.21. Ukazme, ze (a) o V¢ = =(=p A =) a ze (b) ¢ — 1 = —p V1h. Vztahy
(a) i (b) jsou patrné z tabulky 5: (a) plyne z toho, ze tfeti a ¢tvrty sloupec maji stejné
hodnoty, (b) pak z toho, ze stejné hodnoty maji i paty a Sesty sloupec.

Dilezité dvojice navzajem ekvivalentnich formuli ukazuje tabulka 6.

Pro formuli ¢ — v se ¢asto uvazuji nasledujici formule:

-1 — = (obménéna implikace)

1 — ¢ (obracend implikace)

Jak ukazuje tabulka 7, ~t¢) — = je s ¢ — ¥ ekvivalentni, ale 1) — ¢ ne. Ekvivalentnost
implikace a k ni obménéné implikace se ¢asto vyuziva v diukazech. Mame-li dokédzat
tvrzeni ve tvaru ¢ — 1, mizeme misto toho dokdzat =) — —p, coz muze byt snazsi.
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o Yo=Y Wpoop P
0 0 1 1 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Tabulka 7: Implikace, obménénd implikace a obracena implikace

Ty x2 | f Ty T2 | g
0 010 0 010
0 1|1 0 1 |1
1 0|1 1 0|1
1 110 1 1 |1

Tabulka 8: Tabulka booleovskych funkei dvou proménnych.

1.3.4 Booleovské funkce, normalni formy, funkéni tplnost

Definice 1.22. Booleovskd funkce s n argumenty (nékdy n-drni booleovské funkce) je
libovolné zobrazeni f : {0,1}" — {0,1}.

Booleovska funkce s n argumenty je tedy zobrazeni, které kazdé usporadané n-tici
hodnot 0 a 1 pfitazuje hodnoty 0 nebo 1. Kazdou booleovskou funkci f s n argumenty
lze zapsat tabulkou podobnym zpusobem jako u tabulkové metody. Argumenty funkce
f oznaéme proménnymi x1, ..., Z,, odpovidajici hodnotu funkce f pak f(x1,...,2,).
Tabulka funkce f mé 2™ fadkt a n+ 1 sloupci. Sloupce ozna¢ime symboly x4, ..., z, a
f. Do kazdého radku napiSeme hodnoty proménnych x4, ..., z, a do posledniho sloupce
pak hodnotu f(z1,...,z,). Piikladem jsou booleovské funkce f a g dvou proménnych,
které jsou zapsané v tabulce 8. Funkce f napf. prifazuje dvojici hodnot 0 a 1 hodnotu
1, tj. f(0,1) =1, ddle f(0,0) =0, f(1,0) =1, f(1,1) = 1. Pro funkci g je g(0,0) = 0,
9(0,1) =1, g(1,0) =1, g(1,1) = 1.

Vsimnéme si, ze vyse uvedena funkce g je shodnd s pravdivostni funkci V' spojky dis-
junkce. Pravdivostni funkce kazdé ze spojek, se kterymi jsme se setkali, jsou booleovské
funkce. Pravdivostni funkce spojek A, V, — a <, jsou funkce 2 argumenti, pravdi-
vostni funkce spojky — je booleovska funkce jednoho argumentu. Funkce f z tabulky 8
ukazuje, ze existuji i jiné booleovské funkce nez pravdivostni funkce A, V', — a <
logickych spojek A, V, — a <.

Kazdou booleovskou funkci dvou proménnych muzeme totiz povazovat za pravdivostni
funkci logické spojky se dvéma argumenty. Z tohoto pohledu jsou tedy spojky A, V, —
a <> jen nékteré z logickych spojek se dvéma argumety. Skutecné, napi. pravdivostni
funkce spojky ,bud ..., nebo ...* je pravé funkce f z tabulky 8 (vyrok ,Bud Vj, nebo
Vo je pravdivy, praveé kdyz je pravdivy préavé jeden z vyroku Vj a V3).

Kolik booleovskych funkei s n argumenty existuje, tj. kolik existuje raznych logickych
spojek s n argumenty?

Véta 1.23. Ezistuje prdave 22" booleovskyjch funkei s n argumenty.

Duikaz. Funkci je tolik, kolika zpiisoby lze vyplnit ptislusnou tabulku. Pro funkce s n
argumenty ma tabulka zfejmé 2" fadku. V kazdém fadku je jedno volné misto pro
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z1 | fi x1 | fo 1 | f3 x| fa

Tabulka 9: Vsechny booleovské funkce jedné proménné.

vy w2 | f1 fo fs fa fs fo fr fs fo fio fuu fi2 fiz fiu fis5 fie
1 1 1 1 1 1 1 1

_ = O O
— o = O

o O o O
—_ o O O
S = O O
_ = O O
= i )

0
1
1
0

— = = O

0
1 0O 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 0 0
0 0O 1 0 1 0 1

O = =
— = =

Tabulka 10: VSechny booleovské funkce dvou proménnych.

hodnotu funkce, a tu muzeme vyplnit libovolnym zpusobem (napsat tam 0 nebo 1).
Protoze volnych mist je 27, lze je hodnotami 0 nebo 1 vyplnit 22") zpisoby. O

Piiklad 1.24. Tabulka 9 ukazuje v8echny unarni (1-arni) booleovské funkce. Dle
véty 1.23 jsou skuteéné étyfi, nebot 2(2") = 2(2Y) = 22 = 4. Piitom f3 je pravdivostni
funkce spojky negace.

Piiklad 1.25. Tabulka 10 ukazuje vSechny bindrni (2-4rni) booleovské funkce. Dle
véty 1.23 jich je opravdu 16, nebot 2(2") = 2(2%) = 24 = 16. Vsimnéme si, ze fa, fs, fi0
a f14 jsou po fadé pravdivostni funkce spojek A, V, <+ a —. Funkce f; je pravdivostni
funkce vyse zminéné spojky ,bud ..., anebo ...“

Je ziejmé, ze kazdd formule ¢ obsahujici vyrokové symboly pi,...,p, indukuje bo-
oleovskou funkci ¢ s n argumenty. Tuto funkci oznacme f,. Je to pravé funkce,
jejiz tabulku ziskame vytvorenim tabulky pro formuli ¢. Napiiklad pro formuli (p —
q) A (g — ) plati pro pifslusnou funkei f,q)a(q—r)s 28 fp—q)n(g—r)(0,0,0) =1, ...,
fo—=anig=r(1,0,1) =0, ..., fromgnag—r (1, 1,1) = 1. Tato funkee je znazornéna vyse
uvedenou tabulkou 2.

Normalni formy

Zajimavé ale je, ze plati také opacéné tvrzeni. Ke kazdé booleovské funkci f s n argu-
menty existuje formule ¢, kterd indukuje pravé funkci f. Plati dokonce, Ze formuli ¢
muzeme vzit takovou, ze obsahuje pouze spojky —, A a V. Postup, jak takovou formuli
ziskat, si nynf podrobné popieme. Zaved me nejprve nasledujici pojmy.

Definice 1.26. Necht V je mnoZina vyrokovych symboli. Pak

e literdl nad V je libovolny vyrokovy symbol z V nebo jeho negace;

e uplnd elementdrni konjunkce nad V je libovolna konjunkce literdla, ve které se
kazdy vyrokovy symbol z V' vyskytuje pravé v jednom literdlu;

e dplnd elementdrni disjunkce nad V je libovolna disjunkce literdlt, ve které se
kazdy vyrokovy symbol z V' vyskytuje pravé v jednom literdlu;

e uplnd konjunktivni normdlni forma nad V je konjunkce tplnych elementarnich
disjunkei nad V;
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e uplnd disjunktivni normdini forma nad V je disjunkce tuplnych elementarnich
konjunkci nad V.

Piiklad 1.27. Uvazujme V = {p, ¢, r}. Pak

e literaly jsou: p, q,r, -p, 0q, —r; literdl neni napt. =—p;
e UEK jsou: pAgAr, -pAqA-r; pAr neni UEK;

e UED je napt. pV gV r;

e UKNF je napf. (pVagV-r)A(pV gV -r);

e UDNF je napr. (p AqAT)V (pAgA—r).

Predpokladejme nyni, ze je tabulkou ddna booleovska funkce f(z1,...,2,): {0,1}" —
{0,1}. Uvazujme nésledujici postup pro vytvoreni uplné disjunktivni normalni formy
pnad V={p1,...,pn}:

1. Pro kazdy tradek tabulky odpovidajici ohodnoceni e, pii kterém méa funkce f
hodnotu 1 (tedy f(e(p1),...,e(pn)) = 1) sestrojime UEK

LA Ny,

kde

2. ¢ je disjunkei UEK postupné sestrojenych v bodu 1.

Piiklad 1.28. Sestrojime UDNF k booleovsk4 funkci f dané nasledujici tabulkou:

— O R O R O Ol
—_ O O OO O K Y%

el ===l
= O O Rk O oK

1. Projdeme fadky s 1 ve sloupci ,,f“ a vytvoiime piislusné UEK:

[=1d

.1.:UEKje —p A g A
.2.:UEKje p A g AT
.8.:UEKjep/\q/\r;

L=

(18

2. vyslednad UDNF je disjunkei UEK z kroku 1., tedy je to formule

(P A=g A=)V (~pA=gAT)V (DAGAT)

Nasledujici tvrzeni tika, ze vySe popsana konstrukce je spravna.

Véta 1.29. Necht f je booleovskd funkce, kterd nabiyjvd aspori pro jednu kombinaci
argumenti hodnotu 1 (tedy nepredstavuje kontradikci). Pak UDNF ¢ sestrojend vyse
uvedenym postupem spliiuje f = f, (neboli ¢ indukuje funkci f; tabulky f a ¢ jsou
stejné).
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Dukaz. Mame ukazat, ze pro libovolné ohodnoceni e plati, ze ||¢|le = 1, pravé kdyz
v tabulce funkce f je v fadku odpovidajicimu e hodnota 1. Uvédomme si, ze ¢ ma tvar
ki V.- Vkpy, kde kazdd UEK k; ma tvar I1 A---Al,. DokdZeme oba pozadované sméry.

~=%: Necht |¢|le = 1. Z vlastnosti V plyne, ze pro n&jakou k; = l1 A -+ Al,, musi byt
|kjlle = 1. Pak musi pro l; = p; byt e(p;) = 1 a pro l; = —p; pak e(p;) = 0. Takové e
je ale pravé ohodnoceni odpovidajici fddku, diky kterému se k; nasi konstrukef dostala
do ¢, tedy v tomto fadku musi byt hodnota 1.

,<=" Je-li v néjakém tadku tabulky funkce f hodnota 1, uvazujme odpovidajici
ohodnoceni e a odpovidajici k;. Z konstrukce plyne, ze ||kjlle = 1, a tedy [|¢|le =
k1 V- Vkplle =1 O

Uvédomme si, ze pokud ma f ve vSech tadcich 0, uvedeny postup vrati ,préazdnou
formuli“. Plati tedy:

Véta 1.30. Ke kazdé booleovské funkci f, kterd nepredstavuje kontradikci, existuje
UDNF ¢ tak, Ze f = fo.

Diikaz. Pozadovanou ¢ je napiiklad UDNF sestrojend k tabulce funkce f. O

Ulohu Ize obménit nésledovné. Misto funkce f je dana formule 1 a cilem je najit UDNF
¢ tak, aby ¢ a ¢ byly sémanticky ekvivalentni (tedy mély stejné tabulky). Obménénou
ulohu lze vytesit nasledovné. Nejdiive sestrojime tabulku formule v, tedy tabulku boo-
leovské funkce fy, indukované zadanou formuli 9. Poté k této tabulce sestrojime UDNF
postupem uvedenym vyse.

Priklad 1.31. Sestrojme UDNF formule (p — ¢) A (p — r). Vytvoifme tabulku dané
formule a rovnou do ni pfiddme sloupec, kam zapiSeme piislusné UEK:

p g v (pogAN(p—T) UEK

0 0 O 1 —pA g N -r
0 0 1 1 “DAGAT
0 1 0 1 “pAGA-T
0 1 1 1 “pAgAT

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1 PAGAT

Vyslednd UDNF tedy je (=pA=g A=)V (=pA=gAT)V (mpAGA—T)V (—pAGAT)V (DAGAT).

7 definice je zfejmé, Ze pojem UKNF je dudlni k pojmu UDNF (z definice UKNF
dostaneme definici UDNF zdménou konjunkci za disjunkce). Je tedy prirozené, ze k
dané booleovské funkci f, popf. k dané formuli v, 1ze sestrojit UKNF zpusobem, ktery
je dudlni konstrukei UDNF. Postup je nésledujici:

1. Pro kazdy tradek tabulky odpovidajici ohodnoceni e, pii kterém méa funkce f
hodnotu 0 (tedy f(e(p1),...,e(pn)) = 0) sestrojime UED

l1VigV---Vi,
kde

o { b pokud e(p;) =0
| —pi pokud e(p;) =1

26



2. ¢ je konjunkci UED postupné sestrojenych v bodu 1.

Piiklad 1.32. Sestrojme UKNF k formuli (p — q@) A (p — 7). Vytvoiime tabulku
pravdivostni funkce formule (p — ¢) A (p — r) a priddme k ni sloupec, do kterého
zapiseme piislusné UED.

p g rlpoadA(p—) UED

0 0 O 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 O 0 -pVqVr
1 0 1 0 -pVqV-r
1 1 0 0 “pV-oqVr
1 1 1 1

Sestrojens UKNF je: (-pV gV 1) A (-pV gV —r)A(=pV-qVr).

Pro UKNF plati tvrzeni analogicka tém, které jsme dokéazali pro UDNF:

Véta 1.33. Necht f je booleovskd funkce, kterd nabyvd aspori pro jednu kombinaci
argumenti hodnotu 0 (tedy neptedstavuje tautologii). Pak UKNF ¢ sestrojend vyse
uvedenym postupem spliiuje f = f, (neboli ¢ indukuje funkci f; tabulky f a ¢ jsou
stejné).

Véta 1.34. Ke kazZdé booleovské funkci f, kterd neptedstavuje tautologii, existuje
UKNF ¢ tak, Ze f = f,.
7 vyse uvedeného je ziejmé, ze plati také nasledujici tvrzeni.

Véta 1.35. Ke kazdé formuli virokové logiky, kterd neni kontradikci (tautologii) exis-
tuje s ni sémanticky ekvivalentni formule, kterd je ve tvaru UDNF (UKNF).

Vyjadfrovani spojek jinymi spojkami a funkéni tplnost

7 vyse uvedeného vime, ze
tedy ze formule V1) a =(—pA—1)) jsou sémanticky ekvivalentni. Tyto dvé formule tedy

pii kazdém ohodnoceni e nabyvaji stejnych pravdivostnich hodnot. To lze ekvivalentné
vyjadrit nasledovné: pro libovolné pravdivostni hodnoty a a b plati

aV'b=-="(="aN —='b).

Vyse uvedené skute¢nosti muzeme interpretovat tak, ze spojku V lze vyjadfit pomoci
spojek = a A nebo ekvivalentné tak, ze booleovskou funkci V' lze vyjadrit pomoci
booleovskych funkei = a A" (pfesnéji: funkce V' je slozenim funkei = a A").

Nésledujici vztahy ukazuji dal$i moznosti, jak jednu spojku vyjadrit pomoci jinych
(snadno se overi tabulkovou metodou):

aV'b = —a—="b

aN'b = —(=aV —'b)

aNb = —(a— —'b)
a—'b = —'(aN —'D)
a—="'b = —aV'b
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Tabulka 11: Pravdivostni funkce Shefferovy (1) a Peirceovy ({) spojky.

Z hlediska vyjadfovani spojek jinymi spojkami hraji dtlezitou roli tzv. Shefferova
spojka, kterd se oznacuje 1, popi. | nebo NAND, a Peirceova (také Nicodova) spojka,
ktera se oznacuje |, popf. také NOR. Pravdivostni funkce téchto spojek ukazuje ta-
bulka 11.

Snadno ovéfime, ze plati:

at'b = —(aNDd)
al’'b = —aN =D
al’b = —(aV'b)
To je duvodem vyse zminéného oznaceni NAND (negace konjunkce) a NOR (negace
disjunkce). Navic lze kazdou ze spojek —, A a V vyjadfit pomoci 1 1 pomoci | (ovéite
tabulkovou metodou):
-a = al a
anNb = (a1 b)?
aV'b = (at a)T (b1D)

-a = al a
alN'b +
aV'b = (al b))l (alb)

I
—~
S
A
S
~

Vzniké piirozend otézka, zda existuji spojky, kterymi lze vyjadfit libovolnou booleov-
skou funkci. Takové spojky, resp. jejich pravdivostni funkce, tvoii tzv. funkéné dplny
systém:

Definice 1.36. Mnozina {f1,..., fx} booleovskych funkci je funkéné dpind, pokud
kazdou booleovskou funkei f : {0,1}" — {0,1} lze vyjddiit jako slozeni nékterych
funkei z {f1,..., fr}. Mnozina vyrokovych spojek je funkéné uplnd, jestlize je funkéné
uplnd mnozina jejich pravdivostnich funkci.

Nasledujici véta popisuje funkéné uplny systém.

Véta 1.37. {—, A, V'} je funkéné iplnd.

Dukaz. Mame dokazat, ze kazdou booleovskou funkci f lze ziskat slozenim —', A" a V.
To plyne z véty 1.30 a z véty 1.34: K libovolné funkci f, kterd neni kontradikei, existuje

odpovidajici UDNF p a k funkci f, kterda neni tautologii, existuje odpovidajici UKNF
. Jeji pravdivostni funkce ¢ formule ¢ je slozend z =", A" a V. O

Poznamenejme, ze vétu 1.37 lze ekvivalentné formulovat takto: mnozina spojek
{=, A\, V} je funkéné uplné.

Nasledujici tvrzeni je ziejmé.

Lemma 1.38. Je-li mozné kazdou funkci z mnoziny {f1,..., fx} vyjddrit jako sloZeni

nékterych funkci z mnoziny {g1,...,q1}, pak je-li {f1,...,fx} funkéné iplnd, je i
{91,...,q1} funkéné dplnd.
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Napiiklad kazdou funkci z {—", A", V'} lze vyjadfit slozenim funkci z {—',—'}. Vime
totiz, ze aV'b=—"a — baaN b= —"(a— —b). Protoze je {—=, A", V'} tplnd, je dle
lemma 1.38 1 {—", ="} uplna.

Z funkeéni uplnosti mnoziny {—", A", V'}, z uvedenych vztaht o vzdjemném vyjadfovani
spojek a z lemma 1.38 tedy plyne:

Véta 1.39. Ndsledujici mnoziny logickych funkci jsou funkéné dplné: {=, A"}, {—=',V'},

{_'.a _)‘}z {T}; {i}

Z4dné z nésledujicich mnozin ale funkéné tplnd nenf: {—=°}, {A'}, {V'}, {A, V') {=1,
{<}, {—,<>"}. Pokuste se zdvodnit pro¢ (posledni tii jsou obtiznéjsi).

Shrnuti

Logika je véda o spravném usuzovani. V logice jde o formu usuzovani, nikoli o obsah.
Nejjednodussim formalnim systémem logiky je klasicky vyrokova logika. Zabyva se
syntaktickymi aspekty (jazyk, formule) i sémantickymi aspekty (pravdivost, vyplyvéni).

Pojmy k zapamatovani

e logika,

e logicka spojka,

e vyrok, pravdivostni hodnota vyroku,

e symbol logické spojky a pravdivostni funkce logické spojky,

e kvantifikator,

e jazyk a formule vyrokové logiky,

e pravdivostni ohodnoceni a pravdivostni hodnota formule, sémantické vyplyvani,
e tabulkova metoda,

e Uplna disjunktivni normélni forma, plna konjunktivni normalni forma,

o funkéni uplnost.

Kontrolni otazky

Jaké zndte logické spojky?

Co to je klasickd a neklasickd logika?

Jaky je vztah mezi obecnym a existenénim kvantifikdtorem?

Co to je formule vijrokové logiky?

Vysvétlete, co to je tabulkovd metoda a k cemu slouzi.

Vysvétlete pojmy sémantické vypljvdni a sémanticky ekvivalentni formule.
Co to je booleovskd funkce indukovand danou formuli?

Zduvodnéte spravnost konstrukce UDNF a UKNF.

Vyjddrete spojky — a <> pomoci spojky 1 a poté pomoct spojky |.

© 0 RS G e~

Cviceni

1. Urcete pravdivostni hodnotu vyroku ,Jestlize Cina je nejlidnatéjsi stat svéta, pak
Petr je synem Marie.“. Pfitom ,Petr je synem Marie.“ je pravdivy vyrok.
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. Je dan vyrok ,,Pro kazdé x plati, ze jestlize 2z + 1 je sudé, pak x je nasobkem 5.

Pritom D, je mnozina vSech pfirozenych ¢isel. Je dany vyrok pravdivy?

Jsou dény vyroky ,Pro kazdé x existuje y tak, ze plati x < y“ a ,Existuje y
tak, ze pro kazdé z plati z < y“. Oborem hodnot proménnych z i y je mnozina
vSech celych ¢isel, tj. D, = D, = {0,1,—-1,2,-2,3,-3,...}. Urcete pravdivostni
hodnoty danych vyroku.

U kazdé z nasledujicich formuli zjistéte, zda je tautologie, kontradikce, splniteln4.
pV p zékon vylouceného tietiho
—(e A —p) zédkon sporu

(e A1) < (m¢ V) De Morganuv zdkon
(e V1Y) < (mp A=) De Morganuv zikon
(p =) <> () — —p) zdkon kontrapozice

Zjistéte, zda formule 1) sémanticky plyne z ¢: (a) ¢ je (pAq)Vr, ¥ jep — (gVr);
(b)pjepAg)Vr, Pjep—(gV-m).
Piesvedcte se, ze je-li ¥ = ¢ a ¢ = x, pak ¢ = x.

Ijkoly k textu

1. Vypiste vSechny binarni logické spojky.

2.

. Ukazte, ze je-li V(x) vyrokové forma, pak ||(Vz)(V(z))|| = mingep, ||V (m)|| a

Uved'te priklady vyrokovych forem V(z,y) tak, ze (Vz)(3y)(V(z,y)) je pravdivy
vyrok a (Jy)(Vz)(V(x,y)) je nepravdivy vyrok. Lze najit piiklad formy V(z,y)
tak, aby (Vz)(3y)(V(z,y)) byl nepravdivy vyrok a aby (Jy)(Vz)(V(z,y)) byl
pravdivy vyrok?

|(32)(V ()] = maxzep, ||V (m)]].

Ukazte, ze je-li V(z) vyrokovéd forma, pak ||(Vz)(V(x))|| = ||-(3x)(=V (z))|| a
|32)(V (@) = ||=(Vz) (=V (@))]]-
Nékdy se uvadi nésledujici varianta paradoxu lhaie: Kréfan iikd ,,Vsichni

Krétani lzou.“ Je to paradox, tj. vede tato situace ke sporu podobné jako vede
ke sporu paradox lhare?

Zduvodnéte podle definice, ze formule ¢ je tautologie, pravé kdyz ¢ sémanticky
vyplyva z prazdné mnoziny formuli.

Reseni

1. Vyrok je pravdivy.

Vyrok je pravdivy. Napovéda: Pro kazdé pfirozené ¢islo m je 2m + 1 liché, tedy
yJestlize 2m + 1 je sudé, pak m je nasobkem 5% je pravdivy vyrok, viz tabulka
pravdivostni funkce spojky implikace.

Vyrok ,Pro kazdé x existuje y tak, ze plati x < y.* je pravdivy. Vyrok ,Existuje
y tak, ze pro kazdé z plati z < y.“ je nepravdivy.

4. V8echny formule jsou tautologie.

o

(a) ano; (b) ne.
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6. Jednoduchou tivahou pifmo z definice: Necht e je libovolné ohodnoceni, pii kterém
je 1 pravdiva. Protoze predpokldddame v = ¢, je pfi ohodnoceni e pravdiva také
v, a tedy protoze piedpokladdme ¢ = x, je pii e pravdivd i x, coz jsme méli
dokéazat.
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2 Mnoziny, relace, funkce

Studijni cile: Po prostudovani této kapitoly by student mél rozumét pojmium mnozina,
relace a funkce. Mél by znat zédkladni operace a vztahy definované pro mnoziny, zakladni
operace definované pro relace, zptisoby reprezentace relaci a zakladni typy funkci. Stu-
dent by mél tyto pojmy znat aktivné, mél by tedy umét samostatné dokazovat jedno-
duché tvrzeni, hledat piiklady a protipiiklady.

Kliéova slova: mnozina, prvek, podmnozina, prunik, sjednoceni, rozdil, kartézsky
soucin, relace, inverzni relace, skladani relaci, funkce, injekce, surjekce, bijekce

2.1 Co a k ¢emu jsou mnoziny, relace a funkce

Mnoziny, relace a funkce jsou matematickymi protéjsky jevi, se kterymi se setkdvame
v kazdodennim zivoté. Mnozina je protéjskem souboru (Ci seskupeni). Relace je
protéjskem wvztahu. Funkce je protéjskem prifazeni. Pojmy mnozina, relace a funkce
patii k zdkladnim stavebnim prvkum diskrétni matematiky a matematiky vubec.
Umoznuji pfesné, srozumitelné a jednoduché vyjadiovani. Pouzivaji se v matematice
(bez jejich znalosti nemuzeme ¢ist zadny matematicky text) a v fadé aplikovanych oboru
véetné informatiky (funkciondlni programovani, rela¢ni databéze, informac¢ni systémy,

znalostni inzenyrstvi a dalsi).

Pruvodce studiem

S pojmy mnozina, relace a funkce se podrobné seznamte. Jsou to jednoduché pojmy.
Byly zavedeny, abychom mohli pfesné mluvit o souborech, seskupenich, systémech,
vztazich, prifazenich apod. Nenechte se svést tim, ze vite, co je to seskupeni nebo
vztah. Kdyz formalismus mnozin, relaci a funkci dobie zvladnete, usetiite si spoustu
prace v dal§im studiu. Navic budete umét praktické problémy dobie ,uchopit® a
popsat. Kdyz naopak formalismus mnozin, relaci a funkci nezvladnete, budete se s
timto nedostatkem v dalsim studiu neustéale potykat.

2.2 Mnoziny
2.2.1 Pojem mnoziny

Pojem mnozina je matematickym protéjskem bézné pouzivanych pojmu soubor, sesku-
peni, apod. MnoZina je objekt, ktery se skladd z jinych objektu, tzv. prvkiu té mnoziny.
Tak naptiklad mnozina (oznacme ji S) vSech sudych éisel, kterd jsou vétsi nez 1 a mensi
nez 9, se skldda z ¢isel 2, 4, 6, 8. Tato ¢isla jsou tedy prvky mnoziny S. Fakt, ze S se
sklada praveé z prvku 2, 4, 6, 8 zapisujeme

S ={2,4,6,8}.

Mnoziny zpravidla oznacujeme velkymi pismeny (A, B, ..., Z), jejich prvky pak malymi
pismeny (a,b,...,z). Fakt, ze z je prvkem mnoziny A oznacujeme

ze A

a fikdme také, ze x patii do A (popf. x je v A, A obsahuje x apod.). Neni-li  prvkem
A, pisSeme x & A.

Dany objekt do dané mnoziny bud patii, nebo nepatii. Mnozina je jednoznaéné ddna
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svymi prvky, tj. tim, které prvky do ni patii a které ne. Nemda tedy smysl hovofit o
pofadi prvku v mnoziné (tj. pojmy ,prvni prvek mnoziny“, ,druhy prvek mnoziny*
atd. nemaji smysl). Nem4 také smysl uvazovat, kolikréat je dany prvek v dané mnoziné
(tj. Fici ,prvek z je v dané mnoziné A tiikrat®).

Specidlni mnozinou je tzv. prdzdnd mnozina. Oznacuje se (). Tato mnozina neobsahuje
zadny prvek, tj. pro kazdy prvek z plati z & (.

Piiklad 2.1. Vyznacné mnoziny ¢isel maji sva specidlni oznaceni.

e N oznatuje mnozinu vsech prirozenych déisel. N tedy sestdvd z prvka

1,2,3,4,5,. ...
sestavd z prvka

e 7 oznaCuje mnozinu vSech cisel. 7

0,1,-1,2,-2,3,-3,4, -4, ....

celyjch tedy

e QQ oznacuje mnozinu vsech raciondlnich cisel. Q tedy sestava z celociselnych
zlomkd, tj. z ¢isel 7, kde m € Z, n € N.

e R oznacuje mnozinu vSech redingych ¢isel. Ta obsahuje i iracionalni ¢isla, napf.

V2, apod.

Mnoziny se déli na konetné a nekone¢né. Mnozina A se nazyva konecénd, pravé kdyz
existuje pfirozené ¢islo n tak, ze prvky mnoziny A lze ocislovat ¢isly 1,2,...n (tedy
kazdému prvku pfitadime nékteré z éisel 1,...,n tak, ze ruznym prvkum piifadime
ruznd ¢isla a pii o¢islovani kazdé z ¢isel 1,...,n pouzijeme), nebo kdyz je A prazdna.
Cislo n se pFitom nazjva pocet prvkil mnoziny A a znaéime ho |A|, tj. |A| = n; poctem
prvku prazdné mnoziny rozumime ¢islo 0, tj. |A| = 0. Pokud |A| = n, fikdme také, ze A
mé n prvka. Napf. mnozina {2,4, 6,8} je konec¢nd. Zvolime-li totiz n = 4, muzeme jeji
prvky ocislovat napt. nasledovné: prvku 2 piitadime ¢islo 1, prvku 4 éislo 2, prvku 6
¢islo 3, prvku 8 ¢islo 4. Mame tedy [{2,4,6,8}| = 4, tj. pocet prvku mnoziny {2,4, 6,8}
je 4. Mnozina A se nazyvé nekonecénd, neni-li koneénd. Pak piseme |A| = oo a tikdme, ze
A ma nekonetné mnoho prvku. Napi. mnozina N v8ech ptirozenych &isel je nekonecna.
Vice se o nekoneénym mnozinach dozvime v kapitole 7.

2.2.2 Zapisovani mnozin

Mnoziny zapisujeme dvéma zakladnimi zpusoby. Prvnim je zapis tzv. vyctem prvki.
Mnozina sestavajici pravé z prvku ay,...,a, se oznacuje {ai,...,a,}. Piikladem je
vyse uvedeny zapis {2, 4, 6,8}. Zapis vyc¢tem prvku muzeme pouzit u koneénych mnozin.
Druhym je zapis udanim tzv. charakteristické vlastnosti. Mnozina sestavajici pravé z
prvku, které spliuji vlastnost ¢(x), se oznacuje {x | p(z)}.

Vlastnost ¢(x) muze byt popsand tfeba i v prirozeném jazyce, ale musi mit jednoznacny
smysl. Napf. je-li p(z) vlastnost ,x je sudé pfirozené ¢islo vétsi nez 1 a mensi nez 9,
muzeme uvazovat mnozinu oznacenou {x | ¢(x)}. Ta je shodnd s mnozinou ozna¢enou

{2,4,6,8}.

Misto ,mnozina oznacend zépisem {...}*“ budeme fikat jen ,mnozina {...}“. Napf.
fikdme ,mnozina {a,b, c} ma tii prvky“, ,uvazujme mnozinu {z | z je sudé celé ¢islo}“
apod.

Nekdy se pouziva i pro zdpis nekoneénych mmnozin zpusob, ktery je podobny zédpisu
vycétem. Napiiklad mnozinu vSech kladnych sudych ¢isel zapiseme {2,4,6,8,...}.
Obecné tedy muzeme pouzit zépis {ai,as,as,aq,...}, pokud je z prvka aj,as,as, aq
ztemd vlastnost charakterizujici prvky popisované mnoziny. Poznamenejme také, ze
prazdnd mnozina se nékdy zapisuje {}.
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Poznamka 2.2. Zapis vyctem prvku svadi k tomu mluvit o prvnim prvku mnoziny,
druhém prvku mnoziny, atd. Napf. u mnoziny {2,4,6,8} mame tendenci fici, ze 2
je prvnim prvkem, 4 druhym prvkem atd. My vSak vime, ze vyrazy ,prvni prvek
mnoziny“, ,druhy prvek mnoziny“ atd. nemaji smysl. Mnozina je totiz ddna jen tim,
jaké prvky obsahuje, ne jejich poradim. Pfi zapisu vyctem se ale potfadi objevuje.
Spravné bychom méli fici, ze {2,4,6,8} oznacuje mnozinu, v jejimz zdpise vyctem,
ktery jsme pouzili, je prvek 2 na prvnim misté, prvek 4 na druhém misté atd. Stejnou
mnozinu muzeme zapsat vyétem a napi. {4, 6,2, 8}. V tomto zapise je prvek 2 na tfetim
miste.

Zapis vyctem svadi déale k tomu mluvit o tom, kolikrat se prvek v dané mnoziné vysky-
tuje. Z technickym duvodu je vyhodné pripustit, aby se prvky v zépisu vyctem opako-
valy. Muzeme napft. napsat {2,4,6,8,2,2,4}. Takovy zépis oznacuje stejnou mnozinu
jako {2,4,6,8}. Stejnou mnozinu oznacuje i {6,6,6,2,4,8}. Zélezi tedy jen na tom,
které prvky se v zdpise vyskytuji, nezalezi na poctu jejich vyskytu. Nelze tedy napft.
Fici, ze mnozina {2,4,6,8,2,2,4} obsahuje tii prvky 2. Muzeme jen Fici, ze v zdpise
{2,4,6,8,2,2,4} se prvek 2 vyskytuje tiikrat.

Poznamka 2.3. (1) Zapis {z € A | p(z)} oznac¢uje mnozinu {z |z € A a p(z)}. Je to
tedy zapis pomoci charakteristické vlastnosti. Oznacime-li totiz ¢(z) vlastnost, kterou
prvek x spliiuje, pravé kdyz patii do A a spliiuje ¢(z), pak mnozina {x € A | ¢(x)} je
rovna mnoziné {z | ¢ (z)}. Napf. mnozina {z € Z | x < 2} je mnozina {z |z € Zax <
2}, tj. mnozina vSech celych ¢isel, kterd jsou nejvyse rovna 2.

(2) Casto se také pouzivé zapis {a; | i € I}. Piitom I je néjakd mnozina (ifkd se ji
indexovd) a pro kazdy (index) i € I je a; néjaky prvek. Pak {a; | i € I'} je mnozina

{z | existuje i € I tak, ze x = a;}.

{a; | i € I} je tedy vlastné zapis pomoci charakteristické vlastnosti, nebot oznacuje
mnozinu {z | p(z)}, kde p(z) je ,existuje i € I, tak, ze x = a;“. Je-li kazdy prvek a;
mnozinou, nazyva se {a; | i € I} indexovany systém mnozin.

(3) Pii zapise pomoci charakteristické vlastnosti se pfi popisu vlastnosti ¢(z) ¢asto
pouzivaji obraty ,pro kazdé y plati, ze ...“ a .existuje y tak, ze plati ...*. Jak je
bézné, budeme tyto obraty zkracené zapisovat (po fadé) pomoci \Vy ...“ a ,Jy ...“s
piipadnymi zdvorkami, které zajisti jednoznaény zpusob ¢teni, popt. vétsi srozumitel-
nost. ,VyeY ...“a JyeY ...“ znamenaji ,pro kazdé y z mnoziny Y plati, ze ...“
a ,existuje y z mnoziny Y tak, Ze plati ... “. Napi. mnozina {z | Iy € N : = = y?}
je mnozina prvki = takovych, Ze existuje pfirozené éislo y tak, ze x = y2. Je to tedy
mnozina vSech druhych mocnin pfirozenych ¢isel. V Kapitole 77 se s kvantifikatory a
jejich vlastnostmi sezndmime podrobnéji.

Piiklad 2.4. Podivejte se na néasledujici mnoziny a jejich zapisy.

e {k|3dn €N : k=2"} oznacuje mnozinu viech kladnych mocnin ¢isla 2. Stejnou
mnozinu oznacuje {2,4,8,16,...}.

e {keN|k=#1a jestlize Im,n € N: m-n =k, pak m =1 nebo n = 1} oznacuje
mnozinu vSech prvocisel.

e {{a,b},{a},{1,2,3,{a,b}}} je mnozina, kterd ma tfi prvky. Tyto prvky samy, tj.
{a,b}, {a}, a {1,2,3,{a,b}}}, jsou opét mnoziny. {a,b} ma dva prvky (a a b),
{a} mé& jeden prvek (a), {1,2,3,{a,b}}} ma t¥i prvky (jsou to 1, 2, 3 a {a,b}).
Vidime tedy, ze mnozina muze obsahovat prvek, ktery je sim mnozinou. Tento
prvek-mnozina sdm muze obsahovat prvky, které jsou mnozinami atd.
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e {(} je jednoprvkovd mnozina. Jejim jedinym prvkem je () (prdzdnd mnozina).
Uvédomte si, ze {0} a 0 jsou ruzné mnoziny ({#} obsahuje jeden prvek, () neobsa-
huje zadny). {0,{0},{{0}},{0,{0}}} je ctyFprvkovd mnozina. Jeji prvky jsou 0,
{03, ({03}, {0,{0}}}.

e Nechft a1 = p, a0 = q, a3 =7, a4 =, a5 =y, a6 = 2, a7 = 1, a3 = r, [ =
{1,2,3,4}, J ={1,2,3,7,8}. Pak {a; | i € I} je mnozina {p,q,r,z}, {a; | i € J}
je mnozina {p,q,r,1}.

e {20 |i € N} je zapis typu {a; | i € I}, ve kterém a; = 2* a I = N. Je to mnozina
vSech kladnych mocnin ¢&isla 2.

Mnozina je pojem, ktery intuitivné pouzivame v bézném zivoté, chceme-li oznacit
nékolik objektu najednou (,dét je do jednoho pytle“). Napt. fekneme-li eko-
nomické oddéleni, myslime tim vlastné mnozinu zaméstnancu ekonomického
odéleni. Mnozinovy zapis také umoziuje jednoduse vyjadiit hierarchickou strukturu.
Piedpokldadejme pro jednoduchost, ze v nemocnici pracuje feditel (R), tfi udrzbafi
(U1, Uz, Us), na oddéleni chirurgie dva lékaii (C1,C2) a tii sestry (C'S1,CS2,CSs), na
anesteziologicko-resuscitacnim oddéleni dva lékafi (A1, A2) a dvé sestry (AS7, AS2), na
oddéleni internim tif 1ékati (I1, I2, I3) a Ctyfi sestry (151,152, 1S3, 1S4). Pak strukturu
zaméstnancu nemocnice popisuje jistym zpusobem napf. mnozina

{{R}7 {Ulu U27 U3}7
{{Cla 027 C‘Sla CS27 083}7 {A17 A27 AS17 ASQ}a {-[17 127 I37 ISlu IS?)IS?); 184}}}

Pii tomto pohledu se divame takto: Zaméstnanci nemocnice jsou rozdéleni
do tfech skupin, a to {R} (vedeni), {U1,Us,Us} (technicky persondl),
{{Cl, Cg, CSl, CSQ, 053}, {Al, Ag, ASl, ASQ}, {11, IQ, Ig, ISl, ISQ, ISg, IS4} (zdra—
votnicky persondl). Zdravotnicky persondl se dile déli na {Cy,Ca, CSy,CSa, CSs}
(chirurgické oddéleni), {4, Aa, AS1, AS2} (anesteziologicko-resuscita¢ni oddéleni) a
{I1,12,13,151,1S9,155,154} (interni oddéleni). Jinym zpusobem (vedeni, technicky
personal, 1ékafi, sestry) popisuje strukturu zaméstnancu mnozina

{{R},{U1, Uz, Us},
{C1,Cs, A1, Ao, I, I5, I3}, {CS1,CS2,CS3, AS1, AS2, 1.51,152,153,154}}.

Pokud mluvime o mnozing, jejiz prvky jsou opét mnoziny, iikd se nékdy misto ,,mnozina
mnozin® spiSe ,systém mnozin“ nebo ,soubor mnozin“. Duvody k tomu jsou v8ak jen
estetické (zvukomalebné, ,mnozina mnozin“ nezni dobfe).

Poznamka 2.5. (1) Ne kazdou slovné popsanou vlastnost 1ze pouzit k zapisu mnoziny.
Uvazujme napft. zépis {z | = je ¢islo uddvajici ve stupnich Celsia vysokou letni teplotu
v Cesku}. Problém je v tom, ze pojem ,vysoks letni teplota v Cesku“ neni vymezen
tak, Ze by kazd4 teplota bud byla nebo nebyla vysokd. Napi. by teploty 30 stupiiii
a vice byly vysoké a teploty mensi nez 30 stupnu vysoké nebyly. Pojem ,vysoka letni
teplota v Cesku® je totiz vagni, urcité teploty mu vyhovuji lépe, urcité hiife. Végnosti se
zabyvé tzv. fuzzy logika a fuzzy mnoziny. Fuzzy mnozina se od (klasické, tj. ,nefuzzy*)
mnoziny lisi v zasadé v tom, ze objekt do fuzzy mnoziny muze patfit v urc¢itém stupni,
napt. 0 (vubec nepatii), 0.2 (patii jen trochu), ..., 1 (Gplné patii). Klasické mnoziny
lze chapat jako hrani¢ni pripad fuzzy mnozin, kdy pouzivame pouze stupné 0 a 1.

(2) Pfistup k mnozindm, ktery zde predstavujeme, je tzv. naivni (popf. intuitivni).
Muze v8ak vést k zvlastnim situacim, tzv. paradoxum. Zacatkem 20. stol. na né upo-

zornil Bertrand Russel. Aby paradoxy odstranil, navrhl tzv. teorii typu a na ni vybu-
doval pfistup k mnozindm, ve kterém se paradoxy neobjevuji. Jiny, pozdéji mnohem
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roz§ifenéjsi pristup k mnozinam, ve kterém se paradoxy nevyskytuji, nabizi tzv. axio-
matickd teorie mnozin. Pro nase tcely a i v fadé jinych situaci vSak postacuje naivni
piistup. Protoze je také mnohem jednodussi, zustaneme u néj.

(3) Jednim z nejznaméjsich paradoxt naivniho pfistupu k mnozindm je tzv. Russelluv
paradox. Vypada takto: Prvky mnozin mohou byt opét mnoziny. Déle lze jisté uvazovat
vlastnost ,z ¢ x“ a mnoziny objekti, které ji spliuji. Ozna¢me ji N a nazvéme ji
mnozinou viech normdlnich mnozin, tj. x € N, pravé kdyz = ¢ x. Poznamenejme na
okraj, ze vSechny mnoziny, které jsme zatim vidéli, byly norméalni. Protoze sama N je
mnozina, muzeme se zeptat, zda plati N € N, tj. zda N sama je normalni. Je jasné,
7e musi byt bud (a) N € N, nebo (b) N & N. Zkusme ty mozZnosti rozebrat: (a)
Kdyz N € N, pak N splnuje vlastnost prvki mnoziny N, tedy spliuje x ¢ x, tedy
N ¢ N. Naopak, kdyz (b) N ¢ N, pak protoze N spliuje vlastnost x ¢ z, je dle
definice normélni a tedy patii do mnoziny vSech normaélnich mnozin, tedy patii do IV,
tedy N € N. Vidime tedy, ze z N € N plyne N € N az N ¢ N plyne N € N,
tedy N € N plati, pravé kdyz N ¢€ N. To je spor. Z piirozenych predpokladi jsme
prirozenymi ivahami dosli ke sporu, odtud nézev paradox. Russelluv paradox mé fadu
populdrnich podob. Jednou z nich je tzv. paradox holice: Ve mésté je holi¢, ktery holi
praveé ty lidi, ktefi neholi sami sebe. Otézka: Holi holi¢ sam sebe?

2.2.3 Vztahy mezi mnozZinami

Zakladni vztahy mezi mnozinami jsou rovnost (oznacujeme ji symbolem =) a inkluze
(oznagujeme ji symbolem C). Jsou-li A a B mnoziny, pak A = B ¢teme ,(mnozina) A
se rovna (mnoziné) B“ a A C B ¢teme ,(mnozina) A je podmnozinou (mnoziny) B*.
Pritom

A =B znamen4, %e pro kazdy = : x € A, pravé kdyz x € B

A C B znamend, ze pro kazdy = : jestlize x € A, pak x € B.

Jinymi slovy, A = B znamend, ze mnoziny A a B obsahuji stejné prvky (neexistuje
prvek, ktery by do jedné patiil ale do druhé ne). A C B znamend, ze vSechny prvky
mnoziny A jsou také prvky mnoziny B. A # B znamend, ze neplati A = B. A € B
znamend, ze neplati A C B.

Vsimnéme si, ze A = B plati, pravé kdyz plati zaroven A C B a B C A. Nékdy je
vyhodné psat A C B, abychom oznacili, ze A C B a A # B. Déle si uvédomme, Ze pro
vSechny mnoziny A, B,C je ) C A, AC A a ze jestlize AC Ba BC(C, pak ACC.

Dokazme posledni tvrzeni. Pfedpoklddejme, ze A C B a B C C. Mame dokazat A C C,
tedy ze pro kazdy x plati, ze kdyz x € A, pak x € C. Zvolme tedy libovolny z a
predpokldadejme, ze x € A. Chceme ukédzat x € C. Udélame to néasledovné. Z x € A a
z predpokladu A C B plyne, 7ze x € B. Déle z x € B a z piedpokladu B C C plyne
x € C. Dukaz je hotov.

Praveé dokazané tvrzeni je velmi jednoduché. Je tak jednoduché, ze ma ¢lovék sklon fici
uz nemusi byt ,pfece jasna“. Dokazat dané tvrzeni, tj. vyjit z predpokladi a pomoci
jednoduchych uvah (a popf. i pomoci znamych tvrzeni) dojit z pfedpokladu k zavéru
daného tvrzeni, je pak jedinym zpusobem, jak se presvédéit, ze tvrzeni plati. Ostatné
uvédomme si, ze i u velmi jednoduchych tvrzeni je jedinym korektnim zduvodnénim
dukaz. Rici ,to je pfece jasné“ nemé jako argument zddnou vahu. Za prvé, ¢lovék se
muze splést (co se mu zdé jasné, tak ve skutecnosti nemusi byt). Za druhé, a to je snad
kterych mluvime, vlastné porddné nechapeme, Ze je chdpeme jen povrchné, intuitivneé.
Umét dokézat i jednoduchd tvrzeni (a tvrzeni vibec) je tedy i dobry test, jestli véci
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doporuceni: ¢téte dukazy a pokousejte se je sami vymyslet. To je uzitetny zvyk nejen
pro diskrétni matematiku. Zkusenost je totiz nasleduici. Osvojit si dukazy (¢ist je, ty
jednoduché i sami formulovat) vyzaduje pocatecéni ¢asovou investici. Ta se ale vyplati.
Vécem lépe porozumite, zacnou se zdat jednoduché a zacnete vidét souvislosti. Plati
to nejen pro matematiku a informatiku, ale i pro kazdou oblast, ve které ze zakladnich

VVVVVV

Piiklad 2.6. Plati napf.

e {2} ={n € N|n je sudé prvocislo},

0={keZ|IneN:2k=2n+1},

{a,b,c,d} = {b,d,c,a}, {a,b,1} ={1,a,a,b,b,b,1},

{a,b} C {a,b,c,d}, {a,b} C{1,2,a,b},

{a,{a,b},{{a,1},b}} € {a,b,{a,b},{a,b,1},{{a,1},b}},

{a,b} Z {{a,b,¢}}, {{a,1}} £ {a,b,1,{a}, {1}}.

Pro¢ plati {a,b} ¢ {{a,b,c}}, tj. pro¢ {a,b} neni podmnozinou {{a,b,c}}? Vzdyt

v {{a,b,c}} jsou vsechny prvky, které jsou v {a,b} (pokuseni které muze plynout z
povrchniho chapéni C). Zduvodnéni: Napi. pro prvek a je a € {a,b}, ale a & {{a,b,c}}.

Pruvodce studiem

Podivejte se znovu na Ptiklad 2.6. Vztahy mezi mnozinami, které jsou v ném uve-
dené, a dalsi podobné vztahy byste méli umét bez problému zduvodnit. Tak si
ovérite, ze tém tplné zakladnim vécem rozumite. Tady i na jinych mistech v textu
plati, ze skoro nemé smysl ¢ist text dal, dokud vam nebude jasné (tj. dokud nebudete
umét pomoci definic zduvodnit), pro¢ napt. plati {{a}} C {{a}, {b}} a pro¢ neplati
{{a}} C {{a,b}}. Nez tyto véci zacnete jasné chapat a vidét, muze to chvili trvat.
Ten ¢as se vam ale vrati. Zduvodnéte napt., pro¢ je x € A, pravé kdyz {z} C A.

Mnozina, jejimiz prvky jsou pravé vSechny podmnoziny dané mnoziny X, se nazyva
potencéni mnozina mnoziny X a znacf se 2%. Tedy

2¥ = {A|ACX}.

Vezméme napi. X = {a,b}. X md ¢tyfi podmnoziny. Jsou to () (ta je podmnozinou
kazdé mnoziny), {a}, {b} a {a,b} (mnozina je podmnozinou sebe samé). Tedy 2% =

{0, {a}, {b},{a,b}}.
Piiklad 2.7. e Pro X = {a} je 2¥ = {0, {a}},

e pro X = {1,2,3} je 2% = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}},

e pro X = () je 2X = {{} (to si promyslete: jedinou podmnozinou mnoziny @ je ),

o pro X = {a,{a}t} je 2% = {0,{a}, {{a}},{a, {a}}}.

Véta 2.8. Je-li X koneénd, pak ]2X] = 2lXI, Tedy potenéni mnozina n prokové mnoZiny
ma praveé 2™ proka.
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Diikaz. Necht X = {x1,...,z,}. Kazdou podmnozinu A mnoziny X muzeme zfejmé
reprezentovat posloupnosti by ...b,, kde b; = 1, kdyz x; € X, a b; = 0, kdyz z; ¢ X.
Napiiklad pro X = {z1,z9, 23} a A = {x1, 23} je bibebs = 101. Podmnozin A je ziejmé
praveé tolik jako v8ech posloupnosti by ... b, nul a jednicek. Téch je 2", protoze by muze
mit dvé hodnoty, nezavisle na tom by dvé hodnoty, atd. To je celkem 2- - - - - 2 (n krat),
tedy 2™, moznosti. O

2.2.4 Operace s mnozinami

Se skupinami objekti provadime v bézném zivoté riuzné operace. Napft. fekneme ,sa-
mostatnost a logické uvazovani jsou spoleéné vlastnosti Jany a Aleny“. Z mnozinového
pohledu tim myslime nésledujici. Jana i Alena maji néjaké vlastnosti. Mnozinu rysi
Jany ozna¢me J, mnozinu rysu Aleny oznatme A. Mnoziny J a A jsou ruzné, napi.
oznacuje-li m vlastnost ,je dobrd v matematice*, muze byt m € J (Jana je dobrd v
matematice), ale m ¢ A (Alena neni dobrd v matematice). Ozna¢me s a [ vlastnosti
ysamostatnost® a ,logické uvazovani“. Ozna¢me dale J N A mnozinu vlastnosti, které
patii do J i do A. Pak ,samostatnost a logické uvazovani jsou spoleéné vlastnosti Jany
a Aleny* vlastné znamend s € JNAale JNA.

Mezi zékladni operace s mnozinami, se kterymi se sezndmime, patii prinik (znaéi se
N), sjednoceni (znaci se U) a rozdil (znaci se —). Jsou-li A a B mnoziny, definujeme
mnoziny ANB, AUB a A — B predpisy

ANB = {z|xz€Aazxe B},
AUB = {x|xz € Aneboz € B},
A-B = {x|xeAax¢B}.
Tedy x patii do AN B, praveé kdyz x patii do A i do B; x patii do AU B, pravé kdyz
x patii do A nebo do B; x patii do A — B, pravé kdyz x patii do A, ale nepatii do B.
Priklad 2.9. e Pro A= {a,b,e}, B={b,c,d}je ANB = {b}, AUB = {a,b,c,d, e},
A — B ={a,e},

e pro A ={1,2,a,b}, B={l,a}je ANB ={l,a}, AUB ={1,2,a,b}, A— B =
{2,b}, B—A=0,

e Pro A= {a}, B={b,{a}} je ANB =10, AUB = {a,b,{a}},

opro A = {0,a{a},{a,b}}, B = {b{a,{b}}} je ANB = 0, AUB =
{0,a,{a},{a,b},b,{a,{b}}}, A—-B=A, B— A=B.

Mnoziny A a B se nazyvaji (navzdjem) disjunktni, pravé kdyz ANB = (). Napf. mnoziny
{a,b,c,d} a {1,2,3} jsou disjunktni, mnoziny {a,b,1} a {1,2,a} disjunktni nejsou.

Casto uvazujeme jednu mnozinu X, které itkdme univerzum (obor nasich tivah) a pra-
cujeme jen s mnozinami, které jsou podmnozinami X . Napf. uvazujeme univerzum X
véech ob¢ant Ceské republiky a potom pracujeme s jeho podmnozinami (napf. mnozina
déti z X, mnozina zaméstnanych, mnozina duchodcu apod.). Je-li ddno néjaké univer-
zum X amnozina A C X, pak dopinék (nekdy také komplement) mnoziny A je mnozina
X — A a znaéime ji A. Napi. pro X = {a,b,c,d, e} je {a,c} = {b,d, e}.

Je-li A = {B; | i € I} mnozina, jejiz prvky jsou opét mnoziny (tedy A je systém
mnozin), definujeme sjednoceni | J 4, a to vztahem

JA = {z|3iel:zeB}

Tedy = € |J A, pravé kdyz x patii do néjaké mnoziny, ktera je prvkem A. Napiiklad

U{{a,b,c},{a,1},{1,2}} = {a,b,c,1,2}.
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A

B /”B\
\ N /
Obréazek 1: Vennovy diagramy.

Analogicky definujeme prunik systému mnozin, tedy
ﬂA = {z|Viel: ze B}

Je napiiklad (N{{a,b,c},{a,1},{1,2}} = {a}.

Pruvodce studiem

Operace a zdkladni vztahy mezi mnozinami muzeme ilustrovat pomoci tzv. Ven-
novych diagrami. Mnoziny se zndzornuji (jsou reprezentovany) v roviné jako obrazce
ohrani¢ené uzavienymi kiivkami (kruznice, ovédly apod.). Pfitom jedna mnozina
muze byt reprezentovana nékolika obrazci, které se neprotinaji, popt. se jen dotykaji.
Prvky mnoziny jsou ty body roviny, které se nachazeji uvniti odpovidajictho ob-
razce (popf. se nékteré prvky v obrazci explicitné vyznac¢i kiizkem). Ke kazdému
obrazci se napiSe symbol odpovidajici mnoziny. Podivejte se na Obr. 1. Kazda ze
¢tyt situaci (vlevo dole, vpravo dole, vpravo nahofe, vlevo nahote) znazornuje dvé
mnoziny, A a B. Pro situaci vlevo dole je A = B, vpravo dole jsou A a B disjunktni,
vpravo nahofe A a B disjunktni nejsou, vlevo nahote je A C B. Mnozina AN B je
reprezentovana obrazcem, ktery je roven spoleéné ¢dsti obrazce reprezentujiciho A
a obrazce reprezentujictho B. Mnozina A U B je reprezentovana obrazcem, ktery je
dén sloucenim obrazce reprezentujiciho A a obrazce reprezentujicitho B. Fakt A C B
odpovida situaci, kdy obrazec reprezentujici A je obsazen v obrazci reprezentujicim
B.

Vennovy diagramy umoznuji nazornou predstavu. Lze pomoci nich znézornit
mnoziny, jejichz prvky muzeme chapat jako dvourozmérné. Nékteré mnoziny tak
zndzornit nemuzeme. John Venn (1834-1923) byl anglicky logik. Napsal vlivnou
knihu Symbolic Logic (Londyn, 1894).

Podivejme se ted na nékteré zakladni vlastnosti.

Véta 2.10. Pro mnoziny A, B,C plat{

ANP=0, Aup=A
AUA=A, AnA=A
AUB=BUA, AnNB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUC), (ANnB)NC=AnNn(BNC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AuUBNC)=(AUB)N(AUC)
AUANB)=A, An(AuB)=A
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Pted dukazem si uvédomme nésledujici. Mame-li dokdzat A = B, mame podle definice
dokézat, ze pro libovolny prvek x je x € A, pravé kdyz x € B. To lze déle rozlozit na
ovéieni toho, Ze z x € A plyne x € B a %e z x € B plyne x € A. Pojdme na dikaz
Véty 2.10.

Dikaz. ANQ = 0: Zvolme libovolny z. Je © € AN, pravé kdyz (podle definice N)
x € Aax el Protoze x € () je vzdy nepravdivé, je vzdy nepravdivy i vyrok z € A a
x € (). Mame tedy déle x € A a x € (), pravé kdyz = € (. Celkem tedy mdme x € AN,
praveé kdyz x € (), coz dokazuje AN O = 0.

AUD = A: x € AU, prave kdyz (podle definice U) € A nebo x € (), pravé kdyz
(protoze = € () je vzdy nepravdivé) x € A.

AUA=A:x € AUA, pravé kdyz z € A nebo x € A, pravé kdyz = € A.

AN A = A: Podobné jako predchozi, z € AN A, pravé kdyz z € A ax € A, pravé kdyz
x € A.

AUB =BUA: z € AU B, pravé kdyz x € A nebo z € B, pravé kdyz x € B nebo
x € A, pravé kdyz ¢ € BU A.

AN B = BN A: Podobné jako predchozi.

(AUB)UC =AU (BUC):z € (AUB)UC, pravé kdyz z € (AU B) nebo z € C,
pravé kdyz (x € A nebo = € B) nebo = € C, pravé kdyz (podle pravidel vyrokové
logiky) € A nebo (z € B nebo x € C), pravé kdyz x € A nebo x € BUC, prave kdyz
re AU (BUCQ).

(ANB)NC = AN (BNC): Podobné jako predchozi.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC):z € AN(BUC), pravée kdyz x € Aaxz € BUC,
pravé kdyz = € A a (x € B nebo z € (), coz je podle pravidel vyrokové logiky pravée
kdyz (r € Aax € B) nebo (x € Aaxz € C), pravé kdyz x € AN B nebo x € ANC,
pravé kdyz x € (AN B)U(ANC).

AU (BNC)=(AUB)N(AUC): Podobné jako pfedchozi.

AU(ANB)=A:z € AU(ANB), pravé kdyz z € A nebo (r € A a x € B)), coz je
podle pravidel vyrokové logiky praveé kdyz x € A.

AN (AU B) = A: Podobné jako predchozi. O

Vidime tedy, ze fadu vlastnosti operaci s mnozinami dostaneme jednoduse z od-
povidajicich pravidel vyrokové logiky. Podivejme se jesté jednou na dukaz tvrzeni
AN(BUC) = (AN B)U (ANC). Z vyrokové logiky vime, ze formule p A (¢ V )
je ekvivalentni formuli (p A ¢) V (p A1), tj. tyto formule maji pii kazdém ohodnoceni
stejnou pravdivostni hodnotu. Vezmeme-li ohodnoceni, které vyrokovym symbolim p,
q a r prifazuji po fadé pravdivostni hodnoty tvrzeni z € A, x € B, x € C, pak pii
tomto ohodnoceni ma formule p A (¢ V r) stejnou pravdivostni hodnotu jako tvrzeni
r € AN(BUC) (podivejte se do vyse napsaného dukazu) a formule (pAgq)V (pAr) mé
stejnou pravdivostni hodnotu jako tvrzeni z € (ANB)U(ANC). Proto je x € AN(BUC),
pravé kdyz x € (ANB)U(ANC), tedy AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Pruvodce studiem

Jednim z jednoduchych ale uzitecnych pfinosu teorie mnozin je, ze nam dava
prostiedky jednoduSe a jednoznacné se vyjadiovat. Bez mnozinového formalismu
bychom vse museli vyjadiovat opisem. K jednoduchosti: Zkuste napi. opisem (tj.
v pfirozeném jazyku, bez mnozinového formalismu) popsat mnozinu (A N (B U
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(AN D)) U (BUE). K jednoznacnosti: Rekneme-li ,seskupeni sudych a lichych
¢isel“, mame nejspis na mysli sjednoceni mnoziny sudych a mnoziny lichych ¢isel.
Rekneme-li ale ,soubor maljch a zelenych muzicki®, mame asi na mysli soubor
téch muzicku, ktefi jsou zaroven mali a zeleni (prunik mnoziny malych muzicku a
mnoziny zelenych muzicki), ale muzeme mit na mysli i soubor téch muzicku, ktefi
jsou mali nebo zeleni (sjednoceni mnoziny malych muzicku a mnoziny zelenych
muzicki). Co pfesné méame na mysli, vyplyva z kontextu nebo to musime upfesnit.
Mnozinovy formalismus je naproti tomu jednoznacny.

Shrnuti

Mnoziny, relace a funkce patii k zdkladnim pojmtim matematiky. Mnozina je matema-
ticky pojem, ktery je protéjskem bézné pouzivaného pojmu soubor, seskupeni apod.
Relace je protéjskem pojmu vztah. Funkce je protéjskem pojmu prifazeni.

Mnozina je dana tim, jaké prvky obsahuje. Specidlni mnozinou je prazdnd mnozina, ta
neobsahuje zddny prvek. S mnozinami muzeme provadét ruzné operace. Mezi zakladni
patii prunik, sjednoceni a rozdil. Zakladni vztah mezi mnozinami je vztah inkluze (byt
podmnozinou). Mnoziny zapisujeme nejcastéji vyétem prvku nebo uddnim charakteris-
tické vlastnosti.

Pojmy k zapamatovani

e mnozina,

inkluze,

prunik, sjednoceni, rozdil,

e potencni mnozina.

Kontrolni otazky

1. Muze mnozZina obsahovat dany prvek vice neZ jedenkrdt? Pro¢? Jsou mmoZiny
{a,b} a {b,a} rizné? Proc?

2. Jaké zndte zpiisoby zdpisu mnozin? Jsou mnoziny {r € R | 22 < 0} a {x € N |
x* < 0} stejné? Je nékterd z nich rovna ()2

3. Plati, ze kdyz A C B, pak |A| = |B|? Co je to potenéni mnozina dané mnoziny?
Ezistuje mnoZina, jejiz potencéni mnozina je prdzdnd?

4. Jaké zndte mnoZinové operace? Jakd je nutnd a postacujici podminka pro to, aby
ANX =A? Jakd pro AUX = A?

Cviceni

1. Plati nésledujici tvrzeni?
a) 0 C0
b) D e
c) {a} € {a,b,c}
a) {a} € {{a,b},}
¢) {a,b} C {a, {a,b}}
f) {a,b} C {a,b,{a,b}}
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g) Ac24

. Necht A = {a,1,{a,b}}, B = {2,a,{a}}, C = {0,2,3,{a,b}}. Uréete AU B,

ANC,C— A, 25,

. Necht A = {a,{b}}, B ={a,b,{a,b}}. Urcete BN 24, (A x B)N (B x A).

4. Uréete 20, 2103 o1} o{{0}} o{0.{0}}

. Definujme operaci @ vztahem

A®B=(AUB)—-(ANB).

Zjistéte, zda plati ndsledujici vztahy (vztahy dokazte nebo naleznéte pro-
tiptiklady.)

a) ApA=A

b) A (BNC)=(AeB)n(Aa ()

c) AN(BaC)=(ANB)a(ANCQC)

d) Ap(AA)=A

e) ACB=AdCCBaC

. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby a) A@® B = AU B, b)

AeB=A

. Najdéte priklady mnozin A, B, C tak, aby platilo

a) ANB=CNB,ale A#C #1)
b) ANBC AnC,ale BZC
c) AUB=CUB,ale A#C
d) AUBCAuC,ale BZC

. Necht pro mnoziny A, B,C plati B ¢ A C C. Uréete mnozinu X, pro kterou

A-X=BaAUuX=C.

U'koly k textu

1.

Zduvodnéte (presné podle definice), pro¢ je prazdnd mnozina podmnozinou kazdé
mnoziny.

. Mtze mit potenéni mnozina mnoziny A méné prvku nez mnozina A7 Muze jich

mit stejné? Muze jich mit vice?

. Jaké vztahy plati mezi mnozinou A a 247

Reseni

1. a) ano, b) ne, c) ne, d) ne, e) ne, f) ano, g) ano.

.AUB = {a,1,2,{a},{a,b}}, AnC = {{a,b}}, C — A = {0,2,3}, 28

{0,{2} {a}, {{a}},{2,0}, {2, {a}}, {a, {}}, {2, 0, {a} }}.

. BNP(A) =0, (Ax B)N (B x A) = {{a,a)}.
S20 = {0}, 200 = {0,401}, 200 = {0,{1}}, 209 = {{{0}},0}, 2010 —

{0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.

. a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ano, e) ne
6. a) ANB=0,b) B=10.
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7. a) A={a,b,c}, B={a,c,d}, C ={a,c}, b) A={a,c}, B=/{a,b}, C ={a,c},
c) A={a}, B={a,b,c}, C ={c},d) A={a,b}, B={a,c}, C={b,c,d}.
8. X = C — B (jiné nejsou).

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 2.3 a 2.4 by student mél rozumét pojmum relace
a funkce. Mél by znat zakladni operace a vztahy definované nad témito pojmy. Student
by mél tyto pojmy znat aktivné, mél by umét samostatné dokazat jednoduché tvrzeni,
hledat priklady a protipiiklady.

Klicova slova: kartézsky soucin, relace, reprezentace relaci, inverzni relace, skladani
relaci, funkce, injekce, surjekce, bijekce

2.3 Relace
2.3.1 Pojem relace

Pojem relace je matematickym protéjskem bézné pouzivaného pojmu vztah. Ruzné ob-
jekty jsou nebo nejsou v ruznych vztazich. Napi. ¢islo 3 je ve vztahu , byt mensi“
s ¢islem 5, ne viak s ¢islem 2. Karel Capek byl ve vztahu byt bratrem* s Josefem
Capkem. T¥i body v roviné mohou byt ve vztahu ,lezet na jedné piimce®.

Vsimnéme si, ¢im je vztah urcen. Za prvé je to tzv. arita vztahu, tj. ¢islo udavajici
pocet objekti, které do vztahu vstupuji. Napi. do vztahu ,,byt bratrem* vstupuji dva
objekty, ten vztah je bindrni, do vztahu ,lezet na jedné piimce* vstupuji tfi objekty,
ten vztah je ternarni. Za druhé jsou to mnoziny, jejichz prvky do vztahu vstupuji. Napft.
do vztahu ,byt bratrem® vstupuji dva objekty, prvni je z mnoziny X; lidi, druhy je z
mnoziny X» lidi. V tomto piipadé jsou X; a Xs stejné, tj. X1 = Xo. To tak ale nemusi
byt. Uvazujme napf. vztah ,mit* mezi mnozinou X; né&jakych objektit a mnozinou Xo
néjakych atributi. V tomto ptipadé je obecné X; # Xo, napt. X1 = {pes, kocka, béhat,
stul, rychly, zeleny, ¢ist} a Xo = {,je podstatné jméno“, ,je sloveso“}. Je-li ddna arita
n a prislusné mnoziny Xi,..., X, vztah je potom urcen tim, které prvky z1 z Xy, ...,
Tn 2z X, v tom vztahu jsou a které ne. To nés privadi k pojmu relace.

Zékladnim pojmem je pojem uspotfdadané n-tice prvki. Usporddand n-tice objektu
Z1,...,Tn (Vv tomto poradi) se oznacuje (z1,...,x,). Prvek x; (1 <1i < n) se nazyvé
i-ta slozka dané n-tice. Rovnost definujeme tak, ze (x1,...,2n) = (y1,...,Ym), Pravé
kdyzn =m a x1 = y1, ..., Tn = Yn. N-tice a m-tice jsou si tedy rovny, pravé kdyz
maji stejny pocet slozek a odpovidajici si slozky jsou stejné.

Definice 2.11. Kartézsky soucin mnozin X1, ..., X, je mnozina X1 X --- x X,, defi-
novand predpisem

Xy x---xX, = {<.’I,'1,...,.’En>‘.%'1€X1,...,:L'n€Xn}.
Je-li X1 =---=X,, = X, pak Xj x---x X, znac¢ime také X" (n-t4 kartézskd mocnina

mnoziny X ). Uspofddanou 1-tici (x) obvykle ztotoziujeme s prvkem z (tj. (z) = x).
Potom X' je vlastné mnozina X.

Piiklad 2.12. ePro A = {abec}, B = {1,2} je A x B
{{a, 1) (a.2), (b, 1), (0:2) . {e.1) . (e, 2)}, B2 = {{1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},

e pro A= {{a},b}, B={1} je Ax B={({a},1),(b, 1)},
o pro A={0,{0}}, B={0} je Ax B={(0,0),({0},0)}
o pro A={1,2}, B={blje Ax Bx A={(1,b,1),(1,b,2),(2,0,1),(2,b,2)},
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e pro A=10, B=1{1,2,3} je Ax B = () (neexistuje totiz usporddana dvojice (x,y)
tak, aby z € Aay e B).

Miuzeme pfistoupit k definici pojmu relace.

Definice 2.13. Necht X7i,..., X, jsou mnoziny. Relace mezi X1, ..., X, je libovolnd
podmnozina kartézského souc¢inu X x --- x X,,.

Poznémka 2.14. (1) Cislu n ifkdme arita relace R, R se nazyva n-arni. Je-li X =
-+ = X, = X, nazyva se R také n-arni relace v mnoziné X. Pron = 1,2, 3,4 se misto
n-arni pouziva také unarni, binarni, ternarni, kvaternarni. To, ze R je unarni relace v
X, vlastné znamend, ze R C X.

(2) O prvcich z; € Xy,...,z, € X, fikdme, Ze jsou (v tomto poradi) v relaci R, pokud
(x1,...,2n) € R.

Relace je tedy mnozina sestavajici z n-tic prvku piislusnych mnozin. Obsahuje ty n-tice
(x1,...,2n), které mezi sebou maji zamysleny vztah. Ty, které zamysleny vztah nemayj,
neobsahuje. Bézné pouzivany, avsak jen intuitivné chapany, pojem vztah je tedy po-
jmem relace matematizovan. Pojem relace je pfitom zaloZen na pojmech mnozina a
uspofadand n-tice.

Piiklad 2.15. (1) Pro X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} jsou {(a,2),(a,3),(b,1),(c, 1)},
{{a,2)}, 0, X x Y binédrni relace mezi X a'Y. {{a,b,2,4,c),{(a,a,2,2,a)} je relace mezi
X, X,Y,Y, X. {{(a,1),(2,¢)} neni bindrni relace mezi X a Y, protoze dvojice (2,c)
nepatii do kartézského soucinu X x Y.

(2) Piedpoklddejme, ze na rodinné oslavé jsou Adam (A), Bedfich (B), Cyril (C),
Dominik (D), Egon (E), Marta (M), Nada (N), Olga (O), Pavla (P) a Radka (R).
Piitom Adam je synem Cyrila a Marty, Cyril je synem Egona a Olgy, Pavla je dcerou
Dominka, Egon je synem Adama a Radky. Urcete binarni relaci R, kterd odpovida
vztahu ,X je ditétem Y“, a terndrni relaci S, kterd odpovidd vztahu X je ditétem Y
a Z“ kde Y je otec a Z je matka.

Jde o relace na mnoziné {A, B, C, D, E, M, N, O, P, R}. R bude obsahovat vsechny
usporadané dvojice (z,y) takové, ze x je ditétem y. Tedy

R={(A,C),(A,M),(CE),(C,0),P,D),(E A, (ER)}

S={(A,C,M),(C,E,0),(E,A,R)}.
(3) Plati-li navic, ze C je manzelem M, E je manzelem O a A je manzelem R, muzeme
uvazovat bindrni relaci T mezi mnozinou X = {A, B, C, D, E} muzu a mnozinou Y = {

M, N, O, P, R} zen, tj. T C X x Y, kterd odpovida vztahu ,byt manzelem®. Pak bude

T ={(C,M),(E,O),(A,R)}.

(4) Zapiste jako binarni relaci vztah délitelnosti (tj. ,x déli y“ znamend, ze existuje
celé cislo k tak, ze x - k = y) na mnoziné X = {2,...,10}.

Ozna¢me piislusnou relaci D. Je tedy D C X x X, konkrétné

D ={(2,4),(2,6),(2,8),(2,10), (3,6, (3,9), (4,8, (5,10)} U {(z,2) | = € X}
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piijmeni jméno | narozeni | vzdélani | funkce
Adam Jird 1976 SS prodejce
Kos Jan 1961 VS projektant
Mala Magda | 1955 SS sekretatrka
Rychly Karel | 1967 VS feditel
Zahradnik | Milan | 1950 ZS technik

Tabulka 12: Databaze z Prikladu 2.16.

Pruvodce studiem

Zastavme se u pojmu relace. Podle definice 2.13 je relace podmnozina kartézského
souc¢inu. Dava to smysl? Relace ma byt matematickym protéjskem pojmu vztah,
ktery je prece kazdému jasny. Naproti tomu ,podmnozina kartézského soucinu“
zni neptistupné a zbyteéné komplikované. Pokud souhlasite s predchozimi dvéma
vétami, bude nejlepsi, kdyz si zkusite sami navrhnout definici pojmu relace. Uvidite,
jestli prijdete na néco lepsiho nez je definice 2.13. Pritom ale dodrzte ,pravidla
hry“: Vage definice musi byt jednozna¢nd (tj. musi byt zalozana na jednoznacéné
definovanych pojmech) a musi byt tak obecnd, aby odpovidala pojmu vztah (tj.
nemuzete se napf. omezit jen na bindrni relace). Napt. definice ,Relace je ddna tim,
které prvky jsou v relaci se kterymi.“ neobstoji. Je znacné neurcitd a navic je to
definice kruhem (v definici pojmu relace se odkazujeme na pojme relace). Zkuste
si predstavit, ze podle této definice mate rozhodnout, zde néco je nebo nenf relace.
Ze je tieba, aby definice relace byla jednoznaéni a jednoduchd vynikne nejlépe,
kdyz si uvédomime, ze relace muzeme chtit zpracovavat pocitacem (a pocitacovych
aplikaci zalozenych na relacich je celd fada). Predkldddme-1i nejednoznaénou definici
¢lovéku, muze nam to projit, ten ¢lovék si definici tfeba domysli. U pocitace nam
to neprojde, pocitac si nic nedomysli. Kromé toho, jednozna¢nost a jednoduchost
definice patii k zdkladum kultury vyjadfovani nejen v matematice. Nejste-li tedy
spokojeni s Definic{ 2.13, zkuste ted sami navrhnout lepsi a pak pokracujte ve ¢teni.

Porovnejte nyni v4s navrh s Definici 2.13 (nejlépe s kolegy nebo uéitelem). Pokud
jste lepsf definici nevymysleli, vratte se k Definici 2.13 a znovu ji posudte.

Priklad 2.16. Pojem relace ma ustiedni roli v tzv. relaénim databdzovém modelu,
ktery navrhl E. F. Codd.* Tzv. relaéni pohled na databaze spo¢ivé v tom, ze databézi,
resp. databdzovou tabulku, chdpeme jako relaci. Napt. databazi zndzornénou tab. 12,
ktera obsahuje v fadcich informace o zaméstnancich, muzeme chapat jako 5-arni relaci
R mezi mnozinami (tém se v databazich tikd domény) D; = {Adam, Kos, Mala, Rychly,
...}, Dy = {Jiff, Jan, Magda, Karel, ...}, D3 = {n € N | 1900 < n < 2004},
Dy = {ZS, SOU, SS, VS}, D5 = {prodejce, projektant, sekretaika, feditel, ...}, tedy
R C Dy x Dy x D3 x Dy x Ds. Relace R je ddna zdznamy (fadky) v databézi, takze
napf. ( Adam, Jii{, 1976, SS, prodejce) € R. Je tedy:

R = {(Adam, Jii{, 1976, SS, prodejce), (Kos, Jan, 1961, VS, projektant),
(Mala, Magda, 1955, SS, sekretéika), (Rychly, Karel, 1967, VS, feditel),

(Zahradnik, Milan, 1950, ZS, technik)}

V rela¢nich databdzich jsou zavedeny i jiné operace nez ty, které zavedeme my. Tyto

4Pskné je o tom napsdno v knize C. J. Date: The Database Relational Model: A Retrospective
Analysis. Addison Wesley, Reading, MA, 2001.
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o = ey
X
X X |

Tabulka 13: Tabulka popisujici bindrni relaci R mezi X = {a,b,c} a Y = {1,2,3,4}.

operace slouzi k manipulaci a zpristupnovani dat v databdzi a ¢tenar se s nimi muze
seznamit témeét v kazdé ucebnici databdzovych systémau.

2.3.2 Vztahy a operace s relacemi

Relace jsou mnoziny (relace je podmnozina kartézského soucinu). Proto s nimi lze
provadét mnozinové operace (N, U, —) a lze na né aplikovat vztah inkluze (C).

Priklad 2.17. (1) Méjme X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} a uvazujme binarni relace

R = {<a7 1>,(a,4>,(c,2>,(c,3),(c,4)}, S = {<a,2>,(a,3>,(a,4>,(b, 1>7<b73>}7 T =
{{(a,4),{c,4)} mezi X a Y. Pak je napf.

RNS = {{a, 9},
RUS = {{a,1),(a,2),(a,3),{a,4),(b,1),(b,3),(c,2),(c,3),{c,4)}.

Déle je T C S, R Z S apod.

(2) Necht < je relace usporddéni a | relace délitelnosti na mnoziné N prirozenych ¢isel.
Tedy (k,1) €<, pravé kdyz k je mensi nebo rovno [, a (k,l) € |, prave kdyz [ je délitelné
¢islem k (v tomto piipadé, jako i u jinych piipada bindrnich relaci, bézné pouzivdme
tzv. infixovou notaci, tj. piseme k < [ a k|l). Pak | C<, tj. relace | je podmnozinou
relace <. To vlastné znamend, ze pro vSechna pfirozena ¢isla k, [ € N plati, ze kdyz k|,
pak k <.

(3) Jsou-li Ry a Rs relace popisujici néjaké databdzové tabulky (viz Piiklad 2.16), pak
R1U Ry je relace popisujici databdzovou tabulku, kterd vznikne sloucenim (zfetézenim)

vychozich tabulek (pfesné vzato, slou¢enim a vymazanim duplicitnich vyskytu da-
tabdzovych fadku). Ry N Ra je relace, kterd popisuje spoleéné polozky obou tabulek.

2.3.3 Operace s binarnimi relacemi

S relacemi vSak lze diky jejich specidlni struktufe provadét i dalsi operace.
Zaméiime se na binarni relace. Ty lze znazornovat tabulkami. Napf. relace R =
{{a,1),(a,2),(a,4),(b,2),(b,4),(c,1)} mezi mnozinami X = {a,b,c} ay = {1,2,3,4}
je zndzornéna v Tab. 14. Tedy, je-li (x,y) € R, je v pruseciku fadku x a sloupce y symbol
X, jinak tam nenfi nic.

Zaéneme tzv. inverzni relaci. Inverzni relaci k relaci R C X x Y je relace R~! mezi YV
a X definovana predpisem

R~ ={(y,2) | (x,y) € R}.

Priklad 2.18. Necht relace R mezi X = {a,b,c} a ¥ = {1,2,3} je R =
{{a,1),{a,2),(b,2)}. Pak inverzni relace k R je relace R~! mezi Y a X dand R™! =
{(1,a),(2,a),(2,b)}.

Dalsi operaci je tzv. skladani. Je-li R relaci mezi mnozinami X a Y a S relaci mezi
mnozinami Y a Z, pak sloZenim relaci R a S je relace Ro S mezi X a Z definovand
predpisem

RoS = {(z,2)|existujey € Y : (z,y) € Ra (y,2) € S}.
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R\b h kK o r s v =z 5|¢ M N Sp Za
b | X X
1 X X
9 « h | x x X
3| X X X X X X X X k| x
4 5 o) X
5 X X X TXX x
6 | x X X X 5
v X X X
7 | x X X X
z X

Tabulka 14: K Piikladu 2.20: Tabulky popisujici binarni relaci R mezi pacienty a
priznaky nemoci (vlevo) a relaci S piiznaky nemoci a nemocemi (vpravo).

Tedy (z,z) patii do relace R o S, pravé kdyz existuje prvek y € Y tak, ze (x,y)
jsou v relaci R a (y, z) jsou v relaci S. Prvek y hraje roli prostfednika mezi x a z (y
zprostiedkuje vztah z a z).

Priklad 2.19. Necht X = {a,b,c}, Y ={1,2,3,4} a Z = {0, A}. Uvazujme relace
R = {<(I, 1> ) <(I, 2> ) (bv 2> ) <C’ 4>} as= {<17 D> ) <1’ A> ) (27 D> ) <37 A> ) <4a D> ) <4a A>}

Pak

Ro S ={{(a,0),{a,A),{b,0),(c,0), (c, A)}.
Napiiklad (a,) € RoS, protoze (a,1) € Ra (1,00) € S; prvek 1 je tedy prostiednikem.
Jinym prostfednikem je prvek 2, nebot (a,2) € R i (2,0J) € S. Dvojice (b, A\) ale do
relace R o S nepatii, protoze neexistuje zadny prvek y € Y, pro ktery (y, A) € S.

Skladéni relaci je prirozend operace, kterou bézné pouzivame. Uvazujme nésledujici
pifklad. Nechf X je mnozina pacienti, Y mnoZina piiznakt nemoci a Z mnoZina ne-
moci. Nechf R C X x Y je relace ,mit piiznak“, tj. (z,y) € R znamend, Ze pacient
x m4 pifznak y, a S CY x Z je relace ,byt piiznakem®, tj. (y,z) € S znamend, ze y
je priznakem nemoci z (napf. zvysend teplota je pfiznakem chiipky). Pak pro pacienta
x € X anemoc z € Z znamena (x, z) € Ro S, Ze existuje pfiznak y € Y tak, Ze pacient
x mé tento priznak a zéroven je tento ptiznak piiznakem nemoci z. Tedy (x,z) € Ro S
muzeme interpretovat jako ,pacient x muze mit nemoc z*.

Priklad 2.20. Necht X = {1,2,3,4,5,6,7} (X reprezentuje pacienty 1-7), ¥ =
{b,h,k,0,7,5,v,z} (b ...bolest hlavy, h ...horecka, k ...bolest koncetin, o ...oteklé
zldzy na krku, r ...ryma, s ...strnuly krk, v ...vyrdzka, z ...zvraceni), Z =
{C,M,N,Sp,Za} (C ...chiipka, M ...meningitida, N ...plané nestovice, Sp
...spalni¢ky, Za . ..zardénky). Vztah ,mit priznak“ mezi pacienty a ptiznaky je popsén
relaci R C X x Y znéazornénou v tab. 14 vlevo, vztah byt priznakem nemoci“ mezi
ptiznaky a nemocemi je popsan relaci S C Y X Z zndzornénou v tab. 14 vpravo. Slozeni
relaci R a S jerelace RoS C X x Z znézornénd v tab. 15. Protoze (z,z) € RoS muzeme
chapat tak, ze pacient x mtze mit nemoc z, muzeme se na piiklad divat nasledovné.
Ze vstupnich informaci R (dédno lékaiskym vySetfenim) a S (ddno znalosti lékaie) jsme
odvodili nové informace reprezentované relaci Ro S. Ty fikaji, Zze napi. pacient 1 muze
mit chfipku, meningitidu nebo spalnicky, pacient 3 muze mit libovolnou z uvazovanych
nemoci (mé vSechny sledované piiznaky), pacient 5 muze mit libovolnou z uvazovanych
nemoci (prestoze nemd vsechny sledované piiznaky) atd.

Véta 2.21. Pro relace RC X xY,SCY xZ,T CZ xU plati.
Ro(S0T) = (RoS)oT
(RoS)™t = S7toRr™!
(RFH™ = R

47



RoS|C M N Sp Za
1 X X X
2 X X
3 X X X X X
4 X X X
5 X X X X X
6 X X X
7 X X X

Tabulka 15: Tabulka popisujici bindrni relaci R o S mezi pacienty a nemocemi (viz
Piiklad 2.20).

Diikaz. Ro(SoT) = (RoS)oT: Mame (x,u) € Ro(SoT), pravé kdyz existujey € Y’
tak, ze (z,y) € R a (y,u) € SoT, pravé kdyz existuje y € Y tak, ze (z,y) € R a
existuje z € Z tak, ze (y,z) € S a (z,u) € T, praveé kdyz existuji y € Y a z € Z tak,
ze (x,y) € R, (y,z) € S, (z,u) € T, pravé kdyz existuje z € Z tak, ze (x,z) € Ro S a
(z,u) € T, prave kdyz (x,u) € (RoS)oT.

(RoS)™t =S 1oR™: (2,2) € (RoS)™!, prave kdyz (x,z) € (Ro S), pravé kdyz
existuje y € Y tak, ze (x,y) € R a (y,z) € S, pravé kdyz existuje y € Y tak, ze
(z,y) € STt a (y,x) € R71, pravé kdyz (z,7) € S~1o R7L.

(R"H™ = R: (z,y) € (R™Y)71, pravé kdyz (y,z) € R™!, pravé kdyz (x,y) € R. O

Existuji vsak i dalsi pfirozené zpusoby, jak skladat relace. Predpoklddejme opét, ze
RCXXxY,S§SCYxZ. Pak R<S, R>S a R[OS jsou relace mezi X a Z definované
piredpisy

RS = {(z,z)|prokazdé y € Y : pokud (z,y) € R, pak (y,z) € S},
R>S = {(x,z)|prokazdé y € Y : pokud (y,z) € S, pak (z,y) € R},
ROS = {(z,z)|prokazdé y € Y : (z,y) € R, pravé kdyz (y,z) € S}.

Vratme se k pifkladu s pacienty, piiznaky a nemocemi. (z,z) € R < S znamend, Ze
vSechny piiznaky, které ma pacient z, jsou piiznaky nemoci z. (z,z) € R[> S zna-
mend, ze pacient x ma vsechny piiznaky nemoci z. (x,z) € R[S znamend, Ze pa-
cient x mé pravé piiznaky nemoci z. Uvédomme si, ze relace R muze vzniknout na
zéklade 1ékarského vysetreni (lékar zjistuje, jaké priznaky pacienti maji) a Ze relace S
je ,ucebnicova znalost“ (1ékafské knihy popisuji ptiznaky jednotlivych nemoci). Obé R
i S tedy mohou byt dostupné napi. v databdzi. Vsechna slozeni Ro S, RS, R> S
i ROS je pak mozné z R a S jednoduse spocitat. Tyto relace poskytuji netrividlni
informace o tom, ktef{ pacienti mohou mit které nemoci. Pfitom pro daného pacienta
z a danou nemoc y ma kazdy z faktu (z,z) € Ro S, (z,2) € RS, (z,z) € R> S
i (xz,z) € ROS presné stanoveny vyznam. Pfitom nejslabsi indikaci toho, Ze pacient
x mé nemoc z je fakt (r,z) € Ro S (z m4a aspon jeden piiznak nemoci z), nejsilnéjsi
naopak fakt (z,z) € R[OS (x mé pravé viechny piiznaky nemoci z). Jak je vidét pfimo
z definice (rozmyslete si), relace <1 i > obsahuji jako podmnozinu relaci [J; ta je jejich
prunikem.

Piiklad 2.22. Vratme se k Pifkladu 2.20. Relace R<1.S, Rr>S a R[S jsou zndzornény
v Tab. 16.

2.3.4 Binarni relace a jejich reprezentace
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R«S|C M N S Za R>S|C M N S Za
1 | x X 1
2 | x X X 2
3 3 | X X X X X
4 X X X 4 X
5 X 5 X X
6 | X 6 | X
7 X X X X 7 X
ROS|C M N S Za
1
2
3
4 X
) X
6 | X
7 X

Tabulka 16: Tabulka popisujici bindrni relace R < S, R> S a R[S mezi pacienty a
nemocemi (viz Piiklad 2.22).

Pruvodce studiem

Chceme-li matematické pojmy zpracovavat v pocitaci, je tfeba je vhodnym
zpusobem v pocitaci reprezentovat. Musime tedy navrhnout, jak by mél byt mate-
maticky pojem (mnozina, relace apod.) v poé¢itaci (tj. v paméti pocitace) ulozen.
Nejde ale jen o samotné ulozeni v paméti, nybrz také o to, aby vypocty, které budou
s danymi pojmy provadény, byly rychlé.

V této kapitole si ukazeme =zdkladni zpusoby reprezentace bindrnich relaci.
Predpoklddejme, ze je ddna binarnf relace R mezi koneénymi mnozinami X a Y.

Reprezentace matici (tabulkou)

Pripomenme, ze matice typu m x n je obdélnikové schéma o m fadcich a n sloupcich,
ve kterém se na kazdém misté odpovidajicim néjakému tfaddku a néjakému sloupci
nachdzi néjaka (zpravidla ¢iselnd) hodnota. Ozna¢me takovou matici M. Pro kazdé
i€ {l,....,m} aj e {1,...,n} oznatme m;; prvek matice z pruseciku fadku i a
sloupce j.

Pruvodce studiem

Matice typu m x n je to samé co tabulka o m Tadcich a n sloupcich. Rozdil je jen
v tom, Ze matice maji specificky zpusob zapisu a Zze s maticemi jsou definovany
rizné standardni operace. Pojem matice pouzivaji matematici a inZenyii, zv14st
kdyz se s tidaji zanesenymi v matici budou provadét dalsi operace. Pojem tabulka
pouziva kazdy, kdo chce prehlednym zpusobem zapsat idaje o néjakych polozkach
(viz tabulkové procesory, nabidkové katalogy apod.).

Tabulky a matice predstavuji zdkladni zptisob reprezentace bindrnich relaci. Necht R
je relace mezi mnozinami X = {z1,...,z} a Y = {y1,...,yn} a predpoklddejme, ze
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R i i:Si 1101
Z Mp=|010 1

% % 1000
C X

Tabulka 17: Tabulka (vlevo) a matice (vpravo) popisujici bindrni relaci R mezi X =
{a,b,c} aY ={1,2,3,4}.

prvky téchto mnozin jsou ocislovany, jak uvadéji indexy u x; a y;. Relaci R reprezentu-
jeme tabulkou/matici, ve které se na misté odpovidajicim fadku i a sloupci j nachazi
hodnota, kterd urcuje, zda dvojice (x;,y;) je v relaci R. Obvykle se pouziva 1 (popf.
x) k oznaceni (z;,y;) € R a 0 (popf. prazdné misto) k oznaceni (x;,y;) ¢ R. Matice
Mp, reprezentujici relaci R C {z1,...,2m} X {y1,...,yn} je definovdna predpisem

1 jeli (wi,y) € R,
m”_{OjMi@Mm¢R. (1)

Mk, se nazyva matice relace R. Naopak také, kazda bindrni matice M typu mxn, tj. ma-
tice s hodnotami 0 a 1, reprezentuje relaci mezi X = {z1,...,zn} aY ={y1,...,yn}.

Piiklad 2.23. V Tab. 17 vidime tabulkovou a maticovou reprezentaci relace

R={{a,1),(a;2),(a,4),(b,2),(b,4),(c, 1)}

mezi X = {a,b,c} aY ={1,2,3,4}.

Vyhodou této reprezentace je piehlednost a to, ze zjistit, zda (z;,y;) € R, lze rychle.
Nevyhodou je pamétova narocnost. Napt. pro reprezentaci relace na mnoziné X s 1000
prvky je odpovidajici matice rozméru 1000 x 1000 a ma tedy 1000000 policek. V piipadé,
ze kazdy prvek z X je v relaci s (prumérné) 3 prvky z Y, obsahuje matice 3 tisice
jednicek a zbytek (997 tisic) jsou nuly. Pfitom uchovévat nuly je zbytecné, stacilo by
uchovat informaci o tom, kde maji byt jednicky. Pro takové pripady se pouzivaji jiné
reprezentace.

Pro bindrni matice muZzeme zavést operace, které odpovidaji operacim s relacemi.

Megjme binarni matice M, N typu m X n a matici K typu n x k. Definujme nésledujici
operace.

MVN =P, pij = max{m;j, n;}

MAN =P, pij = min{m;;, n;; }

M-N =P, pij = max{0,m;; — n;;}

M- K =P, pij = max{m; - ki;; L =1,...,n}
M7, mg;- =mj; .

Naptiklad operace V pfifazuje maticim M a N matici P, jejiz kazdy prvek p;; je roven
minimu z hodnot m;; a n;;.

Veéta 2.24. Pro relace R,SC X xY,U CY x Z je

Mpgus = MgV Mg
Mpgns = Mg A Mg
Mp-s = Mpr — Mg
Mpov = Mg - My
Mp-1 = (Mg)"
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b c

Obrazek 2: Graf relace k Prikladu 2.26.

Diikaz. Dukaz je jednoduchy. Staci porovnat definice operaci s maticemi a definice

operaci s relacemi. I
Priklad 2.25. Na mnoziné X = {aj,ag,a3,a4} uvazujme relace R = idx U
{{a1,a2),{(a1,a3), (a3, a2)} a S = {(a1,a1), (a2, a4), (a3, a4), (as,a1)}. Piitom idx =
{{a1,a1),..., (as,a6)}. Matice téchto relaci jsou
1110 10 00
01 00 0 0 01
Me=119 110 a Ms=19 901
0 0 0 1 1 0 0 O
Matice relace RU S je
1 1 10
01 01
MrvMs=14 11 4
1 0 0 1
Matice relace RN S je
1 000
00 0 O
MrAMs =19 4 ¢ o
00 0 O
Matice relace Ro S je
1 0 0 1
00 01
Mr-Ms=1 99 ¢ 1
1 000
Matice relace R_1 je
1 0 0 O
1 110
T _
Mr)" =11 01 9
0 0 0 1

Reprezentace grafem

Grafy predstavuji dalsi ndzorny zpusob reprezentace binarnich relaci. Graf binarni re-
lace R na mnoziné X dostaneme tak, ze kazdy prvek z € X znédzornime v roviné
jako krouzek s oznacenim daného prvku. Pokud (z,y) € R, nakreslime z krouzku od-
povidajictho = do krouzku odpovidajiciho y orientovanou ¢aru s Sipkou.

Piiklad 2.26. Na Obr. 2 vidime graf reprezentujici bindrni relaci R =
{{(a,b), (a,d), (b,d), (c,a)} na mnoziné X = {a,b,c,d}.

Upozornéme uz ted, ze graf je jednim ze zdkladnich pojmt diskrétni matematiky. Grafy
se budeme zabyvat v Kapitole 4. V tomto smyslu pouzivame v této kapitole pojem graf
nepiesné. Podobné jak jsme ukézali, je mozné reprezentovat i relace R mezt X a Y.
Ctenaf necht si detaily rozmysli sém.

o1
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Obrézek 3: Relace R z Piikladu 2.26 reprezentovand seznamem seznamul.

Reprezentace seznamem seznamu

Tento zpusob reprezentace je vhodny pro ulozeni binarni relace R na mnoziné X v
paméti pocitace. Na Obr. 3 je zndzornéna reprezentace relace R z Piikladu 2.26 sezna-
mem seznamii. Reprezentaci tvoif hlavni (spojovy) seznam®, ve kterém jsou ulozeny
vSechny prvky mnoziny X. Na Obr. 3 je hlavni seznam znézornén shora doli spo-
jenymi ¢tverecky, které obsahuji a, ..., d. Z kazdého prvku x € X hlavniho seznamu
vede seznam obsahujici pravé ty y € X, pro které (z,y) € R. Na Obr. 3 jsou tyto
seznamy znazornény vodorovné. Napi. z prvku a hlavniho seznamu vede seznam obsa-
hujici b a d. To proto, ze (a,b) € R a {(a,d) € R. Z prvku d nevede zadny seznam (tj. z
d vede prazdny seznam), protoze neexistuje y € X tak, ze (d,y) € R.

Vratme se k relaci na mnoziné X s 1000 prvky, kde kazdy prvek je v relaci s prumérné 3
prvky. Pii reprezentaci seznamem seznamu budeme potiebovat 1000 policek pro prvky
hlavniho seznamu a pro kazdy z téchto prvku 3 dalsi poli¢ka pro prvky seznamu, ktery
z tohoto prvku vede. To je celkem 4000 policek. Zapocitdame-li, ze v kazdém policku
je tfeba mit nejen oznaceni prvku, ale i ukazatel na dalsi policko, je tfeba zhruba 2 x
4000 pamétovych bunék. Piipomeiime, Ze maticové reprezentace takové relace vyzaduje
1000000 pamétovych bunek®.

2.4 Funkce (zobrazeni)
2.4.1 Pojem funkce

Funkce je matematickym protéjskem bézné pouzivaného pojmu prifazeni. Objektim
jsou casto jednoznaénym zpusobem piifazovany dalsi objekty. Napf. funkce sinus
pritazuje kazdému redlnému ¢islu  hodnotu sin(x), zaméstnancum jsou ve spole¢nosti,
kde pracuji, pfitazovana identifika¢ni ¢isla apod. Takové prifazeni je mozné chapat jako
mnozinu dvojic (z,y), kde y je objekt pfifazeny objektu z. Pfifazeni je tedy mozné
chapat jako bindrni relaci mezi mnozinou X objekti, kterym jsou pfitazovany objekty,
a mnozinou Y objekti, které jsou objektum z X ptitazovany. Takova relace R mé diky
jednoznacnosti prirazeni nasledujici specidlni vlastnost: je-li (z,y1) € R (objektu x je
prifazen objekt y1) a (x,y2) € R (objektu x je pfifazen objekt y2), pak y1 = yo2 (jed-
noznacnost prirazeného objektu, objektu x nemohou byt ptitazeny dva ruzné objekty).
To vede k nésledujici definici.

5Spojovy seznam je jednou ze zdkladnich datovych struktur. Blize viz jakoukoli ucebnici algoritmii
a datovych struktur.
5Cel4 tato tvaha je zjednodusens, ale ilustruje podstatu véci.
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Definice 2.27. Relace R mezi X a 'Y se nazyva funkce (nékdy také zobrazen?) mnoziny
X do mnoziny Y, pravé kdyz pro kazdé x € X existuje y € Y tak, ze

(,y) € R,
a pro kazdé x € X a y1,y2 € Y plati, ze

<.T,y1> € R a <$7y2> € R lmpllkUJe Y1 = yY2.

Fakt, ze R je funkce X do Y, oznacujeme R : X — Y. Pro funkce pouziviame spis
f,9,... nez R,)S,.... Je-li f : X — Y funkce a z € X, pak ten y € Y, pro ktery
je (x,y) € f, oznacujeme f(x), piSeme také x — y, popi. z — f(z). V tom piipadé
rikame, ze f zobrazuje prvek x na prvek y.

Piiklad 2.28. Uvazujme mnoziny X = {a,b,c}, Y = {a,b,1,2}.

e Relace R = {{a,a), (b,b)} neni funkce X do Y, protoze k prvku ¢ € X neexistuje
prvek y € Y tak, ze (z,y) € R.

e Relace R = {(a,a),(b,2),(c,a),(c,2)} neni funkce X do Y, protoze k prvku
¢ € X existuji dva ruzné prvky, které jsou s nim v relaci R. Mame totiz (¢, a) € R,
(¢,2) € R, ale a # 2.

e Relace R = {(a,2),(b,b),(c,2)} je funkce X do Y.

Relace R C X x Y, kterd spliuje, ze kdyz (z,y1) € R a (z,y2) € R, pak y1 = ya,
se nékdy nazyva parcidlni (¢astetnd) funkce. Piivlastek ,parcidlni“ odkazuje k tomu,
ze muze existovat x € X, pro ktery neexistuje zadny y € Y tak, ze (z,y) € R (x se
nezobrazi na zadny prvek).

Nekdy se pouziva obrat ,uvazujme funkci y = f(z)“, kde f(z) je néjaky vyraz, napi.
y = 22 apod. Piitom se m4 za to, Ze je jasné, o jaké mnoziny X a Y se jednd (¢asto je
X =Y =R, popi. X C R). Pak jde vlastné o funkci {(x,y) |z € X,y € Y,y = f(z)}.

2.4.2 Typy funkci

Definice 2.29. Funkce f : X — Y se nazyva

e prostd (nékdy také injektioni), prave kdyz pro kazdé x1, o € X plati, ze z x1 # x2

plyne f(z1) # f(x2),

e funkce mnoziny X na mnozinu Y (nékdy také surjektivn?), pravé kdyz pro kazdé
y € Y existuje z € X tak, ze f(z) =y,

e vzdjemné jednoznacnd (nékdy také bijektivni), praveé kdyz je prostd a je to funkce
na mnozinu Y (tj. injektivni a surjektivni).

Funkce je tedy prostd, prave kdyz z f(z1) = f(x2) plyne 1 = xs.

Piiklad 2.30. e Pro X = {abecd} a Y = {1,2,3,4} je f =
{{a,1),(b,1),{(c,4),(d,3)} funkce X do Y. f neni injektivni (protoze f(a) = f(b),
ale a # b), ani surjektivni (neexistuje x € X tak, aby f(z) = 2), a tedy ani bijek-
tivni.

e Pro X = {a,b} aY = {1,2,3} je f = {(a,1),(b,3)} funkce X do Y, kterd je
injektivni, ale neni surjektivni (neexistuje z € X tak, aby f(z) = 2), a tedy ani
bijektivni.
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e Pro X ={a,b,c} aY ={1,2} je f = {{a,2),(b,2),(c,1)} funkce X do Y, kterd
neni injektivni (protoze f(a) = f(b), ale a # b), ale je surjektivni, a tedy neni
bijektivni.

e Pro X = {a,b,c} aY = {1,2,3} je f = {(a,2),(b,1),(c,3)} funkce X do Y,

kterd je injektivni i surjektivni, a i bijektivni.
Piiklad 2.31. Podivejte se na nasledujici funkce.

o f={{r,y) € RxR |y = 22} je funkce R do R, kterd neni injekce (napf.
(—2)? = 2?) ani surjekce (napi. neexistuje z € R tak, ze 22 = —1). Uvazujeme-li
ji vsak jako funkci mnoziny R do mnoziny {a € R | a > 0} (nezdporna redlnd
¢isla), je to surjekce.

o f={(z,y) € RxR |y =23} je funkce R do R, kters je injekei i surjekci, tj. je
bijekei.
o f={(z,y) € NxN |y =z!}je funkce N do N (faktoridl, tj. z! = z-(x—1)---2-1).

Je to injekce, ale ne surjekce (napf. ¢islo 3 neni faktoridlem zadného ¢isla, tj.
neexistuje x € N tak, ze x! = 3).

Podivejme se na nékteré vlastnosti funkei.

Véta 2.32. Pro funkce f : X =Y, g:Y — Z plat

a) fog je funkce.
b) Jsou-li f,g injekce, je f o g injekce.

c) Jsou-li f,qg surjekce, je f o g surjekce.

Dukaz. Dokazme a). Nejprve musime ukédzat, ze pro kazdé x € X existuje z € Z tak,
ze (x,z) € fog. Protoze je f funkce, existuje k x € X prvek y € Y tak, ze (x,y) € f,
a protozZe je g funkce, existuje k tomu y prvek z € Z tak, ze (y,z) € g. Podle definice
je tedy (z, z) € fog. Nyni musime ukézat, ze kdyz (x,z1) € fog a (z,22) € fog, pak
z1 = z9. Kdyz (z,21) € fog a (x,29) € fog, pak podle definice pro néjaké y;,y2 € Y
je (z,y1) € f, (y1,21) € g, a (x,42) € f, (y2,22) € g. Protoze f je funkce, musi byt
Y1 = Y2, a protoze g je funkce, musi byt z; = z9. Tedy a) plati.

Dokazme b). Je-li (x1,2) € fog, (x9,2) € fog, existuji y1,y2 € Y tak, ze (z1,y1) € f,
(x2,y2) € f, (y1,2) € g, (y2,2) € g. Protoze g je injekce, plati y13 = yo. Plati tedy
(x1,11) € f, (x2,y1) € f, a protoze f je injekce, je x1 = x9, tedy f o g je injekce.

¢) se dokaze podobné. O

Véta 2.33. Funkce f : X — Y je bijekce, pravé kdyz existuje funkce g : Y — X, pro
kterou plati f o g =1idx a go f =idy; funkce g je pFitom urcena jednoznacéné. Funkce
g se pak nazyvd inverzni k funkci f a znaci se fL.

Diikaz. Necht f je bijekce. Ze surjektivity plyne, Ze pro kazdy prvek y € Y existuje
x € X tak, ze f(x) = y. Tento prvek je jediny, protoze kdyby existoval ' # x, pro
ktery f(x') = y, obdrzeli bychom spor s predpokladem, ze f je injektivni. Definujme
tedy g : Y — X tak, ze g(y) je jedinym prvkem z € X, pro ktery f(x) =y. Je zFejmé,
e (f o g)(x) = g(f(2)) = v a (g0 f)(y) = f(9(y)) = y. Pokud g’ : ¥ — X spliiuje
fog:idX agof:idy,je

d@) =9go ) =[lgofogy) =lgo (fod)ly) =g((fod)(y)) = gy),
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tedy ¢’ = g a g je tedy urcena jednoznacné.

Necht existuje g tak, ze f og = idy a go f = idy. Pokud by f nebyla injektivni,
existovaly by z1 # 9 tak, ze f(x1) = f(x2). Pak ale dle predpokladu x1 = (fog)(z1) =

g(f(x1)) = g(f(z2)) = (f o g)(x2) = x9, coz je spor s piedpokladem x; # xo. f je tedy
injektivni. f je i surjektivni, protoze pro y € Y je dle pfedpokladu g o f = idy prvek

9(y) € X prvkem, pro ktery f(g(y)) =y. O
Je-li f~1 inverzni funkce k funkci f, je dle definice f inverzni k f~!.

Piiklad 2.34. e Necht X = Y = RT (mnoZina kladnych redlnych ¢isel). Pak
f @ x? je bijekce a f(y) = /¥

e Funkce f: N — Z definovana predpisem

[ —[®/2] pro n liché,
f(n) = { n/2 pro n sudé,

je bijekce, pro kterou

_ 2n pron >0
1 _ )
f (n)_{—2n+1 pro n < 0.

Plati totiz f(1) =0, f(2) =1, f(3) = =1, f(4) =2, f(5) = —2 atd.

Shrnuti
Kartézsky souc¢in mnozin Xi,...,X, je mnozina vSech uspoifddanych n-tic prvku z
téchto mnozin. Relace mezi mnozinami X7, ..., X, je libovolnd podmnozina kartézského

souc¢inu téchto mnozin. S relacemi lze provadét vSechny mnozinové operace. S binarnimi
relacemi lze provadét operace inverze a sklddani. Bindrni relace se nejcastéji reprezentuji
tabulkou nebo grafem, v paméti pocitace pak matici nebo seznamem seznamu.
Funkce je zvlastni typ relace. Injekce, surjekce a bijekce jsou specidlni typy funkeci.

Pojmy k zapamatovani

o kartézsky soucin,
e relace, binarni relace, inverzni relace, skladani binarnich relaci, reprezentace
bindrnich relaci,

e funkce, injekce, surjekce, bijekce.

Kontrolni otazky

1. Je pravda, Ze kaZdd neprdazdnd n-darni relace md asponi n prvku? Proc?

2. Jaka je inverzni relace k relaci ,byt otcem® na mnoziné vsech lidi (slovné ji
popiste)? Je-li R vySe uvedend relace ,biyt otcem*, co je relaci R o R? Co jsou
relace R<1 R, Rt> R?

3. Jaky je rozdil mezi tabulkovou a maticovou reprezentaci bindrni relace?

4. Necht X a'Y jsou mnozZiny. Jaky vztah musi platit mezi | X| a |Y| pro to, aby
existovala funkce f: X — Y, kterd je injekct, surjekct, bijekci?

5. Muze bijt prdazdnd mnozina funkci X do Y ¢ Rozeberte v zdvislosti na mnoZindch
X aY.

Cviceni
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1. Urcete A x B, kde A = {a,1,{a,b}} a B=1{2,a,{a}}.
2. Dokazte nasledujici vztahy.

Ax B =10, pravé kdyz A = () nebo B = ()

Ax B=Bx A, pravé kdyz A x B = nebo A= B
Ax(BUC)=(AxB)U(Ax()

(AUB)xC=(AxC)uU(BxCQC)
Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxQC)
Ax(B-C)=(AxB)—(AxC(O)
(A-B)xC=(AxC)—(BxC)

3. Najdéte piiklady relaci, pro které plati (neplati) RoS =So R, R~ = R.
4. Dokazte, ze pro relace R, R1,Ro, U C X xY, 5,51,5,VCY xZ, TCZxW
plati

(Y '=R

(RoS)oT =Ro(SoT)

(RoS) '=85"1oR!

Je-il RCU,SCV, pak RoSCUoV
(RiURy) ' =RyTURS!
(RiNRy) ' =R'NRy!
Ro(S1US3)=RoSiURo0 S,
Ro(S51NS3)=RoS1NRoSy
(RiURy)oS=Rjo0SURy0S
(RiNRy)oS=RioSNRy08

5. Které z nasledujicich relaci R jsou funkce X do Y7
a) X =Y =N, R={(m,n) | m#n},
b) X =Y ={a,b, ¢}, R={(a,a),{a,b),(a,c)},
c) X =Y ={a,b,c}, R={(a,a),(b,a),{c,a)},
)

d) X je mnozina vSech ¢eskych slov, Y je mnozina vSech pismen ceské abecedy

{{w,1) | w je ¢eské slovo s poslednim pismenem [},
e) X =Y =R, R={(z,y) | 2* +y* = 1},
f) X=Y =R R={(zy)|2* =y},
g) X=Y =R, R={(x,y) |z =y}
6. Které z nasledujicich funkei jsou injektivni? Které jsou surjektivni?
a) f:N—=N, f(n)=n+1,
b) f:Z—>Z, fi)=1+1,
c) f: K— K,kde K ={1,2,...,k},

N _Ji+1 prol<i<k
f(z)_{l proi=F

d) f:N —{0,1,2,3}, kde

jestlize ¢ je délitelné 5, ale ne 11,
jestlize ¢ je délitelné 11, ale ne 5,
jestlize i je délitelné 55,

v ostatnich ptipadech,

f@) =

W N = O
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10.
11.

e) [:Q—Q, f(i) =7
Najdéte priklady funkci f a g tak, aby

a) ¢ nebyla injekce, ale f o g ano,

b) f nebyla surjekce, ale f o g ano.

Pro mnozinu U necht je idy = {{u,u) | u € U} relace identita. Ukazte, ze pro
relaci f C X x Y plati

a) f spliuje, ze z (z,y1) € f a (x,y2) € f plyne y1 = yo, pravé kdyz f~1o f C

idYa

b) je-li f funkce X do Y, pak je injektivni, pravé kdyz fo f~! =idx.

c) Je-li f funkce X do Y, pak je surjektivni, pravé kdyz f~!o f = idy.
Méjme f: X - Y. Pro AC X a B CY oznatme f(A) = {f(z) | z € A} a
f-1(B) ={z € X | f(x) € B}. Ukaite, ze

a) f je injektivni, pravé kdyz f~! splituje, 7ze z (z,y1) € f a (z,y2) € f plyne

Y1 = Y2,
b) je-li f injektivni, pak pro kazdé A, B C X plati f(AN B) = f(A) N f(B),
f(A=B) = f(A) - f(B).
¢) prokazdé A, BCY f1(ANB) = f1(A)Nf-1(B), f-1(A-B) = f-1(A) -
f-1(B).
Ukazte, ze neni-li f injektivni, neplati bod b) z predchoziho cviceni.
Dokazte, ze pro funkce f, fi,fo: X =Y, g,91,92 : Y — Z plati, ze

a) je-li f o g injekce, je f injekce,

b) je-li fo g surjekee, je g surjekee,

c) je-li g injekce f1og = faog, je f1 = fa,

d) je-li f surjekce fo g1 = fogs, je g1 =go.

1.

Ijkoly k textu

. Dokazte zbyvajici ¢asti Véty 2.10
. Dokazte Vétu 2.24.

. Ukazte, ze pro konectné mnoziny X a Y existuje bijekce X do Y, pravé kdyz X

. Dokazte bod c) z Véty 2.32.

Vratme se k pojmu uspoiddans dvojice prvki. Tento pojem jsme chépali jako
zékladni, tj. nedefinovany. Je ho v8ak mozné definovat pomoci pojmu mnozina
tak, ze bude mit viechny pozadované vlastnosti. Reknéme, ze usporadand dvojice
prvkua a,b je mnozina (a,b) = {a,{a,b}}. Ukazte, ze (a,b) = (c,d), pravé kdyz
a=cab=d.

a Y maji stejny pocet prvku.

Reseni

1.

A x B = {(a2),{aa),(a{a}),(1,2),(1,a),(1,{a}), ({a,0},2), ({a,b},a),
({a,b},{a})}-
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. Vztahy se dokazou jednodusSe, rozepsdnim piimo podle definice.

. Méjme napt. X =Y = {z,y,2}. RoS = SoR plati pro R = {(z,y),(z,9)},

S = {{4,2) , (v, =)}, neplatf pro R = {(z, )}, S = ({3, 2)}.

R~! = R plati napt. pro R = {{x,9), (y,z)}, neplati napt. pro R = {(x, z)}.

. Vztahy se dokazou jednoduse, rozepsanim piimo podle definice.

. Funkcemi jsou relace R z c), d), f).

. Injekce: a), b), ¢), e), surjekce: b), ¢), d).

. Vezméme X = {$}7 Y = {y17y2}7 Z = {Z} f = {<x7yl>}7 g = {<y172> ’ <y272>}
splnujf a) i b).

. a) Necht f splije, ze z (z,y1) € f a (x,y2) € f plyne y1 = y2. Kdyz (y1,42) €
f~1o f, pak existuje z € X tak, ze (y1,2) € f~' a (z,y2) € f, tj. (x,51) € f a
(z,12) € f. Z predpokladu plyne y; = y2, tj. f~'o f Cidy.

Naopak, necht f~! o f C idy. Necht (x,71) € f a (z,y2) € f. Pak (y1,2) €
f~lof Cidy. Protoze f~to f Cidy, je (y1,y2) € idy, tj. y1 = yo. Tedy z z
(z,91) € f a (z,y2) € f plyne y1 = yo.

b) a ¢) se dokézou podobnymi dvahami.

. a) piimo z definice.

b) f(ANB) = f(A) N f(B): Protoze ANB C Ai AN B C B, je dle definice
F(ANB) € f(A)i (AN B) C f(B). Z toho plyne f(AN B) C f(A) N f(B).
Naopak, pokud y € f(A) N f(B), pak existuji 1 € A a z9 € B tak, ze f(z1) =y
a f(x2) = y. Protoze je f injekce, musi byt 1 = x9. Tedy x1 € AN B, a proto
y € f(AN B). Proto je f(A)N f(B) C f(AN B).

f(A—=B) = f(A) — f(B): Necht y € f(A — B), tj. existuje x € A — B tak, 7e
f(z) = y. Proto je y € f(A). Kdyby y € f(B), pak existoval 2/ € B tak, ze
f(2') = y. Protoze x € A — B, je  # 2'. To je ale spor s injektivitou f, protoze
mame r # 2’ a f(z) =y = f(2). Tedy je y € f(A) — f(B). Naopak, necht
y € f(A) — f(B). Pak y = f(z) pro néjaky x € A a neexistuje 2’ € B tak, ze
f(@')=y. Protojex € A— B, atedy y € f(A— B).

¢) se dokdze podobnymi dvahami.

. Vezméme napt. X = {1,292}, Y = {y}, funkci f danou piedpisy f(z1) = v,
f(z2) =y, mnoziny A = {z1}, B = {x2}. Pak f(ANB) =0a f(A)Nf(B) = {y}.
Pro mnoziny A = {z1,z2} a B = {x2} je f(A— B) = f({z1}) = {y} a f(4) =
f(B)=0.

. Dokazme b). Kdyby ¢ nebyla surjekce, pak by existoval z € Z, kte kterému
neexistuje y € Y tak, ze g(y) = z. Proto nemuze existovat x € X tak, aby
fog(xz) =z (jinak by pro y = f(x) bylo g(y) = 2).

Dokazme d). Protoze f je surjekce, existuje pro libovolny prvek y € Y prvek
x € X tak, ze (x,y) € f. Plati tedy g1(y) = ¢1(f(z)) = fogi(x) = foga(x) =
g2(f(x)) = g2(y). Dokézali jsme, ze pro libovolny prvek y € Y je ¢1(y) = g2(y),

tedy g1 = go.
a) a c¢) se dokdzou podobnymi tvahami.
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Kapitola 3 je pfevzata z textu R. Bélohlavek, V. Vychodil: Diskrétn{ matematika 1, 2,
UP Olomouc, 2006. Bude upravena pozdéji.

3 Binarni relace na mnoziné

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél znét bézné vlastnosti bindrnich
relaci na mnoziné, jejich vzajemné vztahy a mél by mit predstavu o elementdrnich
technikach, jak tyto vztahy rozpoznat. Déle by mél bych schopen k dané relaci najit
jeji reflexivni, symetricky a tranzitivni uzaveér.

Klicova slova: antisymetrie, asymetrie, irreflexivita, mocnina relace, reflexivita, relace,
symetrie, tranzitivita, uzdvér (reflexivni, symetricky, tranzitivni), iplnost

3.1 Binarni relace na mnoziné

V kapitole 2.3 jsme zavedli pojem relace jakozto matematicky protéjsek bézné
pouzivaného pojmu wvztah. Nyni se zaméiime na dalsi vlastnosti a praci s relacemi,
konkrétné s bindrnimi relacemi na mnoziné. Zopakujme, ze binarni relace R na mnoziné
X # 0 je podmnozina kartézského soucinu X x X, to jest R C X x X. Binarni
relace na mnoziné jsou tedy matematickym protéjskem vztahu mezi dvéma prvky
mnoziny, napiiklad ,z je mensi nez y“, ,x ma stejnou barvu jako y“, ,x nezavisi na
y“,...Specidlnimi relacemi jsou prdzdnd relace 0, relace identity wx = {(z,z)|x € X}
(znadi se také idx), a kartézsky ctverec 1x = X x X.

Mnohé binarni relace maji podobné vlastnosti a to i presto, ze jsou definovany na

ruznych nosi¢ich. Vezméme napiiklad mnozinu pfirozenych ¢isel N a definujme binarni
relaci R na N:

R = {{m,n)| m mé& stejny pocet cifer jako n}.

Daéle uvazujme, ze X oznacuje mnozinu vSech lidi (z daného regionu) a definujme binarni
relaci R na X nésledujicim predpisem
R’ = {(z,y)| rozdil mésiénich pi{jmi = a y je mens{ nez 10000 K&} .

I kdyz maji relace R, R’ odlisené (ndmi prisouzené) interpretace, maji nékolik
spoleénych vlastnosti. Plati napiiklad, (n,n) € R (,,n m4 stejny pocet cifer jako n*) pro
kazdé ¢islo n € N, analogicky (z,x) € R (,rozdil pt{jmu z a x je mensi nez 10 000 K&*)
pro kazdého clovéka x € X. Pro obé relace R, R’ dale plati: pokud (m,n) € R, pak
i (n,m) € R; pokud (z,y) € R/, pak i (y,z) € R'. V nésledujici definici zavedeme
vlastnosti bindrnich relaci na mnoziné.

Definice 3.1. Necht R je bindrni relace na X. Rekneme, 7e R je

(i) reflexivni, pokud pro kazdé z € X plati (z,x) € R,
) irreflezivni, pokud pro kazdé = € X plati (x,z) € R,
) symetrickd, pokud pro kazdé x,y € X plati (z,y) € R — (y,z) € R,
(iv) asymetrickd, pokud pro kazdé =,y € X plati (z,y) € R — (y,z) € R,
) antisymetrickd, pokud pro kazdé z,y € X plati ((z,y) € RA(y,z) € R) = x =y,
) dplnd, pokud pro kazdé z,y € X plati (x,y) € RV (y,z) € R,
) tranzitivni, pokud pro kazdé z,y,z € X plati ((z,2) € RA(z,y) € R) = (x,y) €

Vlastnosti relaci uvedené v definici 3.1 maji pfirozenou interpretaci a u koneénych
bindrnich relaci je lze vy¢ist z jejich maticové a grafové reprezentace. Predpokladejme,
ze mame danu bindrni relaci R na X.
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o Reflerivita relace R vyjadiuje, ze kazdy prvek x € X je v relaci R ,sam se
sebou“. Relace R je reflexivni, pravé kdyz mé bindrni matice M¥ na diagonile
samé jednicky (jde o hlavni diagondlu, tj. tu z levého horniho do pravého dolniho
rohu matice), coz je pravé kdyz je v orientovaném grafu (X, R) relace R u kazdého
vrcholu ,,smycka“.

o Irreflerivita relace R vyjadiuje, ze Zddny prvek z € X neni v relaci R ,sdm se
sebou“. Relace R je irreflexivni, pravé kdyz mé bindrni matice M” na diagonale
samé nuly, coz je pravé kdyz u zaddného vrcholu orientovaného grafu (X, R) neni
»smycka“. Relace nemuze byt zdroven reflexivni a irreflexivni, nemusi mit ale ani
jednu vlastnost z téchto dvou.

e Symetrie relace R vyjadiuje, ze (x,y) € R, praveé kdyz (y, x) € R. To jest relace je
symetrickd pokud pro kazdé x,y € X mdme bud soucasné (x,y) € Ra (y,z) € R,
nebo soucasné (z,y) € R a (y,z) € R. Relace R je symetrickd, pravé kdyz jeji
bindrni matice M je symetrickd podle diagondly, to jest pravé kdyz je transpo-
novand matice (M) shodna s M. V grafu relace se symetrie projevuje tak, ze
mezi vrcholy z,y bud nenf z4ddnd hrana, nebo vede hrana z  do y i z y do x.

e Asymetrie relace R vyjadiuje, ze do R nepadnou (x,y) a (y,x) soucasné. To jest
relace je asymetrickd pokud pro kazdé x,y € X mdme bud soucasné (z,y) € R
a (y,z) ¢ R, nebo do R padne prévé jedna z dvojic (x,y) a (y,z). Z asymet-
rie pifimo plyne irreflexivita, tim padem asymetrie vylucuje reflexivitu. Pokud je
relace R symetrickd a asymetrickd soucasné, pak R = ().

e Antisymetrie relace R vyjadiuje, ze pro kazdé dva rizné prvky x,y € X neplati
soucasné (z,y) € Ra (y,z) € R. R je antisymetrickd, pravé kdyz kazda dvé ruzna
pole matice M’ ktera jsou soumérnd podle diagonély, neobsahuji dvé jednicky.
V grafu relace se antisymetrie projevuje tak, ze mezi dvéma ruznymi vrcholy x, y
je bud’ jedna hrana, nebo zZddné. Z asymetrie plyne antisymetrie (obrdcené obecné
neplati). Je-li R soucasné symetrickd i antisymetrickd, pak plati R C wx.

. ijlnost relace R vyjadfuje, ze pro kazdé dva z,y € X asponi jedna z dvo-
jic (x,9), (y,x) padne do R. Uplnost implikuje reflexivitu, to jest irreflexivita
vyluCuje dplnost, tim padem i asymetrie vylucuje tplnost. R je uplna, praveé
kdyz kazda dvé pole matice M, kterd jsou soumérns podle diagonaly, obsahuji
aspon jednu jednicku. V grafu (X, R) lze uplnost poznat tak, ze mezi kazdymi
dvéma vrcholy vede aspon jedna hrana.

e Tranzitivita relace R vyjadiuje, ze pokud (x,y) € R a pokud (y, z) € R, pak také
(x,z) € R, to jest neformélné: pokud je z ve vztahu R s y (v grafu (X, R) vede
hrana z = do y) a pokud je y ve vztahu R se z (v grafu (X, R) vede hrana z y
do z), pak je i z ve vztahu R se z (v grafu (X, R) vede hrana z 2 do z). Reéeno
jesté jinak, pokud v grafu (X, R) muzeme piejit z vrcholu  do vrcholu y po dvou
hrandch pfes vrchol z, pak lze prejit  do y piimo (z = do y vede hrana).

Vlastnosti kone¢nych relaci je mozné testovat zcela mechanicky prosté tim, ze ovéiime,
zda-li plati definiéni podminky dané vlastnosti. Uvédomte si, ze k prokazani, ze dand
vlastnost neplati sta¢i najit jen jednu n-tici prvka, pro kterou definiéni pfedpis ne-
plati — takova n-tice prvku nam slouzi jako protipriklad. Naptiklad k tomu abychom
zjistili, ze relace R na X neni symetrickd staci najit z,y € X tak, ze (z,y) € R, ale
(y,xz) ¢ R. Pokud chceme ukazat, ze vlastnost pro danou R plati, musime provést test
pro vS8echny prvky. Problém testovani vlastnosti relaci nastavd v piipadé, kdy X je
nekonecnd mnozina — zde jiz mechanické testovani ,,pres vSechny prvky“ obecné nelze
pouzit. V tomto ptipadé lze obecné doporucit snazit se vysledovat vlastnosti relaci z je-
jich popisu (definice) a poté je dokédzat nebo vyvratit protipiikladem. Nékdy pomdhd
predstavit si pouze kone¢nou podmnozinu X, vysledovat vlastnosti R zizené na tuto
kone¢nou podmnozinu a pak se je snazit dokdzat obecné.
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Piiklad 3.2. (1) Nejprve si uvédomme vlastnosti specidlnich relaci 0, wx a tx. 0
je irreflexivni, symetricka, asymetrickd, antisymetrickd a tranzitivni, evidentné vsak
neni uplnd ani reflexivni. wyx je reflexivni, symetrickd, antisymetricka a tranzitivni,
nen{ irreflexivni a neni asymetrickd. wx je uplnd, pravé kdyz |X| = 1. tx je reflexivni,
symetrickd, tranzitivni a iplnd, neni irreflexivni, nenf asymetricka. 1 x je antisymetricka,
prave kdyz | X| = 1.

(2) Méjme dédnu mnozinu X = {a, b, ¢,d} a binarn{ relaci R na X, kde

R = {{a,a), (a,d), (b,b), (b,d), (c,a), (c,b), {c,c), (c,d),{d,d)} .

R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni (ostatni vlastnosti uvedené v definici 3.1
nema).

(3) Vratime-li se nyni k motivaénim piikladum z tvodu kapitoly, pak pro
R = {(m,n)| m ma stejny pocet cifer jako n}.

definovanou na mnoziné celych ¢isel plati, ze R je reflexivni, symetricka, tranzitivni
(ostatni vlastnosti neméd). Relace

R’ = {(z,y)| rozdil mési¢nich pi{jmt = a y je mensi nez 10000 K¢} .

je reflexivni a symetrickd, ale obecné nemusi byt tranzitivni (pokuste se vymyslet pro-
tiptiklad).

(4) Méjme relaci R na mnoziné celych ¢isel danou R = {(m,n)|m —2<n}. R je
reflexivni, protoze m — 2 < m. R neni tranzitivni, protoze 4 — 2 < 2, 2 — 2 < 0, ale
4—2 40, tojest (4,2) € R, (2,0) € R, ale (4,0) € R. R je tpln4, protoze pro libovolna
m,n € Z mame bud m < n (potom tim spis m — 2 < n, tedy (m,n) € R), nebo
n < m (potom (n,m) € R). R neni symetrickd, protoze tfeba (5,2) ¢ R a (2,5) € R.
R neni asymetrickd, protoze je reflexivni. R neni antisymetricka, protoze (1,2) € R
a(2,1) € R.

(5) Uvazujme libovolnou mnozinu U, déle zavedeme binérni relaci R na 2V nésledujicim
predpisem: R = {(A, B)|A,B €2V a A je podmnozina B}. Relace R je reflexivni, an-
tisymetrickd a tranzitivni. Tuto relaci jsme si zavedli jiz v kapitole 2.2.3 na strané 36
jako mnozinovou inkluzi a fakt (A, B) € R jsme zapisovali A C B. Analogicky bychom
mohli chdpat mnozinovou rovnost A = B jako vyjadfeni ptislusnosti (A4, B) k pruniku
RN R = wyw (zdivodnéte prog).

Pruvodce studiem

Asymetrii a antisymetrii nelze zaménovat. Kazda asymetricka relace je antisymet-
rickd, ale obecné to neplati obracené. Napriklad relace wx je antisymetricka, ale neni
asymetricka. Volné feceno, antisymetrie vyjadiuje ,,téméf totéz co asymetrie”, az
na prvky vyskytujici se na diagonale. Plati, ze antisymetricka relace je asymetricka,
prave kdyz je irreflexivni.

Véta 3.3. Necht R je bindrni relace na X. Pak

(i) R je reflexivni, prdvé kdyz wx C R,
i) R je irreflexivnd, prdvé kdyz wx N R =0,
) R je symetrickd, pravé kdy? R = R™!,
iv) R je asymetrickd, prdvé kdyz RN R~ =,
) R je antisymetrickd, prdvé kdy? RN R~ C wy,
) R je dplnd, prdvé kdy? RUR™' = 1x,
) R je tranzitivni, prdavé kdyZ Ro R C R.
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(X, R) (X, R?) (X, R?%) (X, rY)

Obrézek 4: n-t4 mocnina relace

Dukaz. Tvrzeni (i), (ii), (iii), (iv) a (vi) jsou zfejma.

(v): Necht R je antisymetricks a necht (x,3) € RNR™'. Pak (z,y) € Ra (z,y) € R,
tedy (y,z) € R. Odtud = =y, tedy (x,y) € wx. Obrécené, predpokladejme RN R~ C
wx. Pro (z,y) € R a (y,r) € R méme (z,y) € R™!, tedy (z,y) € RNR™! C wy,
z ¢ehoz x = y. Relace R je tedy antisymetricka.

(vii): Necht R je tranzitivni a necht (x,y) € R o R. Pak existuje z € X takové, ze
(x,z) € R a (z,y) € R, tedy z tranzitivity (z,y) € R, to jest Ro R C R. Obraceng,
necht plati Ro R C R, pak pokud (z,z) € R a (z,y) € R, pak (z,y) € Ro R C R, tedy
R je tranzitivni. O

Nyni zavedeme n-tou mocninu relace pomoci sklddani relaci.

Definice 3.4. Nechf R je bindrni relace na X. Pro kazdé n € N definujeme bindrn{
relaci R na X:

o R pokud n =1,
"\ RoR"™! jinak.

R" se nazyva n-ta mocnina R.

Dle definice 3.4 méame R' = R, R? = RoR! = RoR, R?> = RoR? = Ro(RoR)...Podle
véty 2.21 na strané 47 navic plati, ze R® = Ro (Ro R) = (Ro R) o R, bez Gjmy
tedy muzeme vynechdvat zavorky a psiat pouze R®> = Ro Ro R a podobné. n-tou
mocninu relace R na X lze vyjadfit nasledujicim zpusobem: (x,y) € R™ pokud existuji
21, 52n—1 € X tak, ze

(x,21) € R,(21,22) € R,...,{(2p—2,2n-1) € R, (2-1,Y) € R. (2)
Tedy naptiklad pro n = 2 piejde (2) v
(x,z1) € R, (z1,y) € R,
pron = 3:
(x,z1) € R,(21,22) € R, (20,y) € R

a tak déle. Vyznam R" si pro koneénou X nejlépe uvédomime na orientovanych grafech
piislusnych R a R"™. Neformélné feceno: v grafu R"™ vede hrana z x do y (to jest
(x,y) € R"), pravé kdyz se v grafu R lze dostat z = do y po orientovanych hranach
tak, Ze pocet hran, pfes které pii tom piejdeme je roven n. Vse si demonstrujme na
nasledujicim prikladu.

Piiklad 3.5. Méjme bindrni relaci R = {{(a,b), (b,c), (b,d),{c,c),(d,a),(d,b)} na
¢tyfprvkové mnozing X = {;a b,c d; Na obrazku 4 jsou zobrazeny orientované grafy
odpovidajici relacim R = R a R*, matice téchto relaci vypadaji ndsledovné:

01 00 0 011 1110 0 1 1 1

0 0 11 2 1110 3 0 1 1 1 4 1 1 11
R _ R __ R __ R _
M_O()lO’M_OOIO’M_()OlO’M_OOlO

11 0 0 0 1 1 1 1 1 11 11 11
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Napiiklad (a,b) € R, (b,d) € R a {(d,a) € R, mame tedy (a,a) € R> — neformalné feceno, z a
jsme se dostali do a cestou ptes tfi hrany: (a,b), (b,d) a (d,a). Na druhou stranu ale tieba
{a,a) ¢ R*, protoze neexistuje zadn4 ,cesta z a do a“ pres ¢tyii hrany. Na tomto pifkladu si
déle véimnéte, ze obecné neplati R® C R"!, zde konkrétné R3 ¢ R*.

V naésledujicim tvrzeni si uvedeme nékteré dalsi vlastnosti sklddani a mocnéni relaci.

Véta 3.6. Necht R,S,T jsou bindrni relace na X, kde S CT. Pak
(i) s~tcr Y
(iil) RoSCRoT aSoRCToR,
(iii) pokud je R tranzitivni, pak R™ C R pro kazdé n € N,
(iv) R™o R" = R™™" = R"™ o R™ pro kazdé m,n € N,
(v) pokud |X| < n a (x,y) € R"", pak (z,y) € R™ pro néjaké m € N spliugici
m < n.

Dikaz. (i) je ziejmé.

(ii): Dokdzeme RoS C RoT, druhy vztah se dokazuje analogicky. Necht (z,y) € Ro S,
pak tedy existuje z € X tak, ze (z,z) € R a (z,y) € S. Jelikoz ale S C T, dostavdme
(z,y) € T, tedy (x,y) € RoT. Tim jsme dokézali RoS C RoT.

(iii): Trividlngé R' C R. Indukci ukazeme, Ze pokud tvrzeni R" C R plati pro n € N,
pak plati i pro n + 1. Necht tedy R™ C R. Jelikoz je R tranzitivni relace, pak dle (ii)
véty 3.6 a dle (vii) véty 3.3 dostdvame R"*! = RoR" C Ro R C R.

(iv) plyne z definice a uzitim véty 2.21 na strané 47.

(v): Méjme | X| < n, to jest X je nejvys n-prvkovd mnozina a necht (x,y) € R"*1. Dle
definice 3.4 tedy existuji elementy z1,..., 2, € X takové, ze

(x,21) € R,{(21,22) € R,...,{2n-1,2n) € R, (2n,y) € R.
Oznacime-li zg = z, pak ma posloupnost zg,..., 2z, pravé n + 1 prvka, coz vzhledem
k poctu prvku mnoziny X (predpokladdme | X| < n) znamend, ze musi existovat indexy
i,j €{0,...,n} takové, ze i < j a z; = z;. Vezmeme-li nyni posloupnost dvojic

(20,21) € R, (21,22) € R, ..., (zi—1,2i) € R,(2j,2j4+1) € R, ..., (2n—1,2n) € R, (2n,y) € R,

kterou jsme ziskali vyjmutim (j—i) dvojic (zg, zx+1) (i < k < j) z vychozi posloupnosti,
pak ziejmé dostavame (z,y) € R*t1-G=9)_ Hledané m € N je tedy napiiklad m =
n+1—(j—1). O

3.2 Uzaveéry relaci

Binarni relace se ¢asto pouzivaji k popisu stavi systému a jejich ndvaznosti. Mé&jme
mnozinu stavii X, ve kterych se muze nachdzet néjaky systém (napiiklad pfistroj se

muze nachédzet ve stavech ,zapnut®, ,,v pohotovosti®, , v ¢innosti®, ,vypnut®,...; trzni
ekonomika se muze nachazet ve stavu ,konjunktury“, ,inflace“, ,deflace®, ,stagflace®,
srecese“, .deprese“,...). Pfedpoklddejme, Ze R je bindrni relace na X s vyznamem:

(x,y) € R, pravé kdyz ,systém muze (v jednom kroku) pfejit ze stavu x do stavu
y“. Relace R (tak zvand prechodovd relace) nemusi byt obecné tranzitivni: tézko si
lze predstavit, ze napfiiklad ekonomika prejde piimo z ,deprese“ do ,konjunktury*.
Kdybychom navic na X definovali dalsi binarni relaci R’ jakozto relaci dosazitelnosti
stavii v obecné vice krocich, pak by R’ byla prirozené tranzitivni a méla by navic
lzky vztah k prechodové relaci R: R by byla obsazena v R’ a R’ by byla nejmensi (ve
smyslu mnozinové inkluze C) ze vSech tranzitivnich relaci na X obsahujicich R. Tento
a podobné typy vztahl mezi relacemi si nyni zavedeme presné.
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b a b
(X, Ref(R)) (X, Sym(R)) (X, Tra(R))

b

Obrazek 5: Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér relace

Definice 3.7. Pro bindrni relaci R na X definujeme bindrni relace Ref(R), Sym(R),
Tra(R) na X tak, ze Ref(R) (Sym(R), piipadné Tra(R)) je reflexivni (symetricka,
pripadné tranzitivni) relace obsahujici R a pro kazdou reflexivni (symetrickou, piipadné
tranzitivn{) relaci R’ na X, kde R C R, mame Ref(R) C R’ (Sym(R) C R/, pripadné
Tra(R) C R'). Ref(R) se nazyvé reflexivni uzdvér R, Sym(R) se nazyvé symetricky
uzdver R, Tra(R) se nazyva tranzitivni uzdvér R.

Ptfedchozi definice je nekonstruktivni, nefikd nic o tom, jak relace Ref(R), Sym(R)
a Tra(R) vypadaji a dokonce z ni ani piimo neplyne, zda takové relace existuji pro
kazdou R. V nésledujici vété si ukazeme, ze vSechny vySe uvedené uzavéry existuji
vzdy ke kazdé binarni relaci na libovolné mnoziné a lze je konstruktivné popsat.

Véta 3.8. Necht R je bindrni relace na X. Pak

Ref(R) = RUwy, (3)
Sym(R) = RUR™!, (4)
Tra(R) = U,Z, R". (5)

Diikaz. Tvrzeni pro Ref(R) je ziejmé.

Polozme S = RU R~!. Nyni prokazeme, ze Sym(R) = S. Plat{ S~ = (RUR 1)~ =
RMW(R 1)1 =R'UR=S.Tojest S je symetricka dle bodu (iii) véty 3.3 a evidentné
R C S. Méjme symetrickou relaci S’ na X takovou, ze R C S’. Necht (z,y) € S =
RUR™!. Pokud (z,y) € R, pak trividlné (z,y) € S'. Pokud (z,y) € R, pak (x,y) €
R7Y tedy (y,z) € R, to jest (y,x) € S'. Jelikoz je S’ symetrickd, dostdvame odtud
(z,y) € S'. Prokézali jsme tedy S C S’ a dohromady Sym(R) = RU R~

Polozme T = |J22, R", to jest T = R'UR?UR3U---. Evidentné R C T. Ovéfime
tranzitivitu T: necht (x,2) € T a (z,y) € T. Z definice T plyne, zZe existuji m,n € N
takové, ze (r,z) € R™ a (z,y) € R™. Tedy (z,y) € R™ o R* = R™™™ C T. Mé&jme
tranzitivni relaci 77 na X takovou, ze R C T". Pak dle bodu (ii) a (iii) véty 3.6 plati
R" C (T")™ C T pro kazdé n € N. Odtud mdme 7' C 7", tedy Tra(R) =, R". O

Vztahu (5) je tieba rozumeét tak, ze vysledny tranzitivni uzavér Tra(R) dostaneme tim,
7e sjednotime nekoneéné mnoho relaci R'UR?UR3U---UR"UR""'U---. Z pohledu
informatika je toto vyjadfeni tranzitivniho uzavéru porad nekonstruktivni, protoze pro
vstupni relaci R nedavéd predpis pro algoritmus, ktery by vzdy po koneéné mnoha
krocich vypoctu stanovil relaci Tra(R). Pokud je ale R definovand na kone¢né mnoziné
X, pak jako disledek bodu (v) véty 3.6 dostdvame, ze R¥ C |}, R pro kazdé k € N,
kde k > n = | X|. To jest mame

Diisledek 3.9. Necht R je bindrni relace na X, kde | X| = n. Pak Tra(R) = |JI_, R".
O

Priklad 3.10. (1) Vezméme relaci R z piikladu 3.5. Na obrazku 5 jsou zobrazeny
orientované grafy odpovidajici reflexivnimu, symetrickému a tranzitivnimu uzavéru R,
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matice téchto relaci vypadaji ndsledovné (pro prehlednost jsou nové pridané prvky
zvyraznény barevné):

1 1 0 0 01 0 1 1 1 1 1

rRef(r)_ |0 1 1 1 sympy_ (10 1 1 Ta(r) _ |1 1 1 1
M 0 0 1 0 M 0 1 1 0 M 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1

(2) Méjme binédrni relaci R na mnoziné pfirozenych ¢isel N definovanu R = {{(m,n)|m + 1 = n}.
Relace R je irreflexivni, asymetrickd, antisymetrickd a neni tranzitivni. Fakt (m,n) € R lze
intuitivné chapat jako ,m je bezprostiedni predchudce n v mnoziné piirozenych &isel“. Pro
Tra(R) médme (m,n) € Tra(R), pravé kdyz m < n. Na tomto piikladu je dobré uvédomit
si, ze v piipadé relaci na nekoneénych mnozinich muzeme mit |J;_, R* C Tra(R) pro kazdé
n € N. V tomto konkrétnim piipadé: pro libovolné n € N mdme (1,n+2) € Tra(R), ale
(I,n+2) ¢ U, R". To jest dusledek 3.9 obecné nelze rozsifit pro relace na nekoneénych
mnozinach.

Pruvodce studiem

Pokud binarni relaci R na X interpretujeme jako pfechodovou relaci, pak tranzi-
tivnf uzavér Tra(R) relace R mé pfirozenou interpretaci jako relace dosazitelnosti.
Tranzitivni uzaveéry relaci se ¢asto pouzivaji v informatice, naptiklad v teorii auto-
matt: pokud R popisuje moznost zmény stavu (elementarni krok vypoétu) néjakého
abstraktniho vypocetniho stroje, pak Tra(R) lze chépat jako relaci, kterd urcuje
,vypocet“, to jest (x,y) € Tra(R), pokud stroj béhem vypoétu zac¢inajiciho ve stavu
x dojde do stavu y.

Shrnuti

Binarni relace na dané mnoziné lze chapat jako matematicky protéjsek vztaht mezi
dvéma objekty dané mnoziny. P#i zkoumani vlastnosti binarnich relaci na mnoziné
zavadime abstraktni vlastnosti relaci a zkoumame jejich vzajemné vztahy. Mezi
nejcastéji uvazované vlastnosti patii reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita
a uplnost. Ke kazdé relaci mizeme navic stanovit jeji reflexivni, symetricky nebo tran-
zitivni uzavér, to jest nejmensi reflexivni, symetrickou nebo tranzitivni relaci na dané
mnoziné, kterd obsahuje vychozi relaci.

Pojmy k zapamatovani

reflexivita, irreflexivita,

e symetrie, asymetrie, antisymetrie,
e Uplnost,

e tranzitivita,

e mocnina relace,

e reflexivni uzavér, symetricky uzavér, tranzitivni uzaver

Kontrolni otazky

1. Existuje tplnd a symetrickd relace na X riznd od tx ?
2. Jaky je vztah mezi asymetrickymi a antisymetrickymi relacemi?
3. Plati, Ze relace je irreflexivni, pravé kdyz neni reflexivni?

4. Jaky vijznam md tranzitivni uzdvér relace a jok jej lze najit?
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Cviceni

1. Zjistéte, jaké vlastnosti maji nasledujici relace R na X.
(a) X =Z, R={(m,n)|m déli n beze zbytku}.
(b) X ={a,b,c,d}, R ={(a,b), (b,a), (b,b), (b, c)}.
(¢c) X=ZxZ, R={{{m,m'),{n,n))|m <nam’<n'}.
(d) X =4{0,1,2,3,4,5,6,7}, R = {(m,n)|m—n < 2}.
2. Najdéte relaci R na X = {a,b,c,d}, tak aby
(a) R byla reflexivni, tranzitivni, Giplnd a nebyla ani symetrickd, ani antisymet-
rické,
(b) R byla reflexivni, antisymetricka a nebyla tranzitivni,
(c) R byla tranzitivni a asymetrickd a zaroveni R Uwyx byla tpln4,
(d) Sym(Tra(R)) nebyla tranzitivni.
3. Méjme relaci R = {{a,d), (¢,d), (d,a)} na mnoziné X = {a,b,c,d,e, f}.
Stanovte  Ref(R), Sym(R), Tra(R), Sym(Tra(R)), Tra(Sym(R)),
Tra(Sym(Ref(R))).

Ijkoly k textu

1. Méjme reflexivni relaci R na X, kde | X| = n. Dokazte, ze Tra(R) = R".

Reseni

1. Relace maji pravé tyto vlastnosti
(a) reflexivita, tranzitivita, (nespliiuje: irreflexivita, symetrie, asymetrie, antisy-
metrie, Uplnost),

(b) nespliiuje ani jednu vlastnost z definice 3.1,
(c) reflexivita, tranzitivita, antisymetrie, (nespliuje: irreflexivita, symetrie, asy-

metrie, uplnost),
(d) reflexivita, uplnost, (nespliiuje: irreflexivita, symetrie, asymetrie, antisyme-
trie, tranzitivita).
2. Relace maji naptiklad nasledujici tvar:
(a) R=1x —{{a,b),(a,c),{a,d)},
(b) R = {<a> a>7 <a¢ b>v <b7 b>7 <b’ C>7 <c’ C>7 <d7 d>}>
(¢) R={(a,b),(a,c),({a,d), (b,c),(b,d),{c,d)}
(d) R={{a,b)}.

3. Relace maji nasledujici tvar:

Y

Ref(R) = {(a,a), (a,d), (b,), (c,c), (¢, d), {d, a), (d,d), (e, ), {f, [} },
Sym(R) = {<CL, d>’ <Cv d>a <d7 a’>7 <da C>} )
Tra(R) = {(a,a),(a,d), (c,a), (c,d), (d,a),(d,d)},
Sym(Tra(R)) = {(a,a), (a,c), (a,d), (¢, a), {c,d),(d,a),{d, c),{d, d)},
Tra(Sym(R)) = {(a,a), (a, ), {a,d), (c,a),{c,c), {c,d),(d,a),{d, c), (d,d)} ,
Tra(Sym(Ref(R))) = Tra(Sym(R)) U {(b,b), (e, €), (. f)}

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél byt sezndmen s vlastnostmi
nejcastéji pouzivanych bindrnich relacich na mnozindch. Student by mél mit piehled
o relaci ekvivalence a jejim vztahu k rozkladu na mnoziné a k surjektivnim obrazum.
Dale by mél byt seznamen se zakladnimi vlastnostmi a typy uspofadanych mnozin.
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Klicova slova: antifetézec, ekvivalence (indukovand zobrazenim /piislusnd roz-
kladu), faktorovd mnozina, Hasseuv diagram, infimum, kuZzel (dolni, horni), kva-
ziusporadani, linedrni uspordadéani, pokryti, polosvaz (prusekovy, spojovy), princip dua-
lity, (minimélni / nejmensi / maximalni / nejvétsi) prvek, prirozené zobrazeni, rozklad
na mnoziné, rozklad piislusny ekvivalenci, fetézec, supremum, svaz, tfida ekviva-
lence / rozkladu, usporddand mnozina, usporadani

Potiebny c¢as: 120 minut.

3.3 Ekvivalence

V této podkapitole se budeme zabyvat bindrnimi relacemi, které Ize interpretovat jako
matematické protéjsky mnerozlisitelnosti. Motivace pro zkoumani tohoto fenoménu je
v celku jasna. Pokud mnozina X reprezentuje velkou kolekci prvku, tfeba nekoneénou,
v nékterych piipadech muzeme chtit ztotoZnit ty prvky z X, které jsou vzajemné
nerozliSitelné nékterou svou vlastnosti a ziskat tak ,zjednoduSeny nahled“ na X.
Ztotoznénim nerozlisitelnych prvka muzeme ziskat mnozinu ,reprezentantu®, kterd
muze byt vyrazné mensi nez vychozi mnozina X.

V tuvodu kapitoly si nejprve definujeme specidlni relaci, kterd je matematickym
protéjskem nerozlisitelnosti prvku. Jaké vlastnosti by tato relace méla mit? Urcité by
méla byt reflexivni, protoze kazdé x € X je totozné s z, to jest ,,z nelze rozlisit od z*.
Dale by relace méla byt i symetricka: ,pokud x nelze rozlisit od y, pak i y nelze rozlisit
od z*“. Dalsi vlastnosti nerozliSitelnost je tranzitivita: ,,pokud x nelze rozlisit od y a y
nelze rozlisit od z, pak x nelze rozlisit od z“. Uvédomte si, ze kdybychom hledali mate-
maticky protéjsek vlastnosti ,,byt podobny*, pak by jiz automatické prijeti tranzitivity
bylo pfinejmensim diskutabilni. Nyni zavedeme relaci ekvivalence jako matematicky
protéjsek nerozlisitelnosti.

Definice 3.11. Reflexivni a symetrickd binarni relace na mnoziné se nazyva tolerance.
Tranzitivni tolerance se nazyva ekvivalence. Pro ekvivalenci £ na mnoziné X definu-
jeme pro kazdy z € X mnozinu [z]p = {y € X |(x,y) € E}, kterou nazyvame trida
ekvivalence prvku x.

Je-li E ekvivalence na X, pak vztah (z,y) € E nékdy ¢teme ,x je E-ekvivalentni
y“. Vzhledem k tomu, ze F je symetrickd, muzeme (x,y) € E &ist ,x a y jsou E-
ekvivalentni“. Tfida ekvivalence [z]g je dle definice mnozina téch prvku y € X, které
jsou E-ekvivalentni z. Jinymi slovy, [z]g obsahuje praveé ty prvky z X, které nelze od
x rozlisit ekvivalenci F.

Piiklad 3.12. (1) wx a tx jsou ekvivalence na X, které navic maji mezi vsemi ekviva-
lencemi na X vysadni postaveni. Relace wx musi byt dle (i) véty 3.3 obsazena v kazdé
ekvivalenci na X, to jest wx je nejmensi ekvivalence na X ve smyslu mnozinové inkluze
C. Pro kazdy prvek z € X méme [z],, = {z}. Naopak relace tx je evidentné nejvets
ekvivalence na X. Pro kazdy prvek x € X mame [z],, = X.

(2) Na X = {a,b, c} existuje pét vzadjemné ruznych ekvivalenci:

(3) Uvazujme mnozinu celych ¢isel Z a m € N a uvazujme bindrni relaci Z,, C Z X Z
definovanou

L = {{a,b) |a =b+t-m pro néjaké ¢t € Z}. (6)
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Snadno lze ukazat, ze relace Z,, je ekvivalence na Z. Podrobné, Z,, je zcela jisté refle-
xivni, plati @ = a + 0 - m, odtud plyne (a,a) € Z,,. Pokud (a,b) € Z,,, pak lze psit
a =b+t-m pro ngjaké t € Z. Tento vyraz lze upravit na a — ¢t - m = b. Z vlastnosti
sou¢tu a sou¢inu plyne b = a + (—t) - m, to jest (b,a) € Z,, — relace je symetrick.
Zbyva ovérit tranzitivitu: uvazujme (a,b) € Z,,, (b,c) € Z,,. Existuji tedy s,t € Z,
kdea =b+s-m, b =c+t-m. Dosazenim za b dostivame a = c+1t-m + s -m, to
jest a = ¢+ (t + s) - m. Relace Z,, se nazyva ekvivalence modulo m. O &islech a,b € Z
spliujicich (a, b) € Z,, iikdme, ze a je ekvivalentni b modulo m.

(4) Na Q muzeme uvazovat bindrni relaci R = {(z,y)|z,y € Q, |x| = |y|}, to jest
(x,y) € R, pravé kdyz maji x a y tutéz absolutni hodnotu. Zcela evidentné jde o ekviva-
lenci na Q, pfitom pro kazdé x € Q mame [x|p = {z, —x}. Specidlné mame [0]p = {0}.

Dalsi pfirozeny zpusob zachyceni informace o nerozliSitelnosti prvka mnoziny X je
jejich ,shlukovani“ do podmnozin vzajemné nerozlisitelnych prvki. Ziejmé kazdy prvek
x € X je nerozliSitelny sam se sebou, takze ke kazdému z € X lze uvazovat neprazdnou
podmnozinu Y, C X obsahujici vSechny prvky, které jsou od x nerozlisitelné. Ziejmeé
méme X = (J,cy Yz a intuice také ik, ze pokud lze  od 2’ rozlisit, pak neexistuje
zddny prvek z € X, ktery by byl zaroven nerozlisitelny od z i od 2’. Ndsledujici definice
shrnuje predchozi pozorovani:

Definice 3.13. Nechf X # () je mnozina. Systém mnozin II C 2% spliujici
(i) Y # 0 pro kazdou Y € II,
(ii) pro kazdé Y1,Y, € II plati: pokud Y3 NYs # (), pak Y7 = Ys,
(iii)) YII =X,
se nazyva rozklad na mnozZiné X. Mnoziny Y € II nazyvame tridy rozkladu 1I. Pro
prvek x € X ozna¢ime [z]r tu t¥idu rozkladu II, kterd obsahuje .

Poznamka 3.14. Rozeberme nyni definici 3.13. Rozklad II na X je systém neprazdnych
podmnozin X, pfitom dle bodu (ii) pozadujeme, aby kazdé dvé rizné mnoziny Y1, Ys €
II, Y7 # Y2 byly disjunktni, to jest Y3 NYs = (), a koneéné chceme, aby sjednoceni
v8ech mnozin z II bylo rovno mnoziné X — nékdy proto fikame, Ze rozklad na X je dis-
Junktni pokryti mnoziny X. Méjme napiiklad mnozinu X = {1,2,3,4,5,6}. Naptiklad
II; = {{1,2},{3,4},{5}} neni rozklad na X, protoze nespliiuje podminku (iii) defi-
nice 3.13 (6 ¢ JII1), stejné tak Il = {{1,2,3},{3,4},{5,6}} neni rozklad na X,
protoze nespliuje podminku (ii) definice 3.13 ({1,2,3} N{3,4} # (), na druhou stranu
tieba {{1,5,3},{4},{2,6}} je rozklad na X.

Priklad 3.15. (1) Na mnoziné X existuji dva mezni rozklady. Prvni z nich je rozklad
I, kde [z]r; = {x} pro kazdé = € X, to jest vSechny tiidy rozkladu II jsou jednoprvkové.
Druhym meznim piipadem je rozklad IT = { X}, to jest II obsahuje jedinou t¥idu, ktera
je rovna celé X, tim padem [z]g = X pro kazdé z € X.

(2) Méjme X = {a,b,c,d}. Na X existuje patnct vzajemné ruznych rozkladu:

{H{a}, {0} {ch {d}}, {{a, 0} {ch {d}}, {0} {a,ch {d}}, {0} {c}, {a, d}},
Hah {o.ebAd}), {abepAd}), {{beh{a,d}}, {{a},{c}, {b,d}},
{{a, ¢}, {b, d}}, {H{eh{abdhy, {ah {0} {e, d}) {{a, 0}, {e, d}},
{{t},{a, ¢, d}}, {Ha}, {b,e,d}}, {{a,b,¢,d}}

(3) Uvazujme rozklad II; = {Zy, Z1,...,Zs¢} na mnoziné celych ¢isel Z takovy, ze
kazda ttida Z; rozkladu II; obsahuje praveé ta celd ¢isla, kterd jsou délitelna ¢islem 7 se
zbytkem i. To jest mame Zy = {0,7,—-7,14,—-14,...}, Z; = {1,—-1,8,-8,15,—15,... }
a tak ddle. Analogicky bychom mohli uvazovat rozklad IL, pro kazdé n € N. II, se
nazyva systém zbytkovych trid modulo n.
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(4) Na mnoziné racionédlnich ¢isel Q muzeme uvazovat rozklad II takovy, ze pro kazdé
g € Q méme [q]g = {g, —q}. Jinym rozkladem na Q muze byt napiiklad systém II =
{Z,{0},K},kde Z={zx € Q|z <0}, K={z€Q|z > 0}.

Pozorny ¢tenarf si jisté v&iml, ze ukdzky rozkladu v predchozim piikladu byly analogické
piikladum ekvivalenci z piikladu 3.12. Napiiklad je vidét, ze v bodu (4) predchoziho
piikladu jsme uvedli ukézky rozkladu, které odpovidaji tfidam ekvivalence uvedenych
v bodu (4) piikladu 3.12. Vskutku, ekvivalence na mnoziné popisuji ,totéz“ jako roz-
klady na mnoziné o ¢emz se presvédcéime ve zbytku kapitoly.

Véta 3.16. Necht 11 je rozklad na X. Pak bindrni relace Erp na X definovand
(x,y) € Eq;, pravé kdyz [z]n = [y|n (7)

je ekvivalence.

Diikaz. Pro kazdy = € X plati [z]g = [z]g trividlné, to jest (xz,z) € Ep, ¢imz jsme
prokdzali reflexivitu Ery. Necht (z,y) € Fry, tedy [z]n = [y]i, odtud zFejmé [y = [z]m,
tedy (y,x) € Ep. Necht (z,y) € En a (y,2) € Fr, pak [z]n = [yln = [2]m, to jest
(x,z) € Enp. O

Definice 3.17. Ekvivalence Er; definovana (7) se nazyva ekvivalence prislusnd rozkladu

IT.

Nyni vime, ze kazdému rozkladu pfislusi ekvivalence. Déle prokdzeme, ze ke kazdé ekvi-
valenci ptislusi rozklad a navic, ze rozklady a ekvivalence jsou ve vzajemné jednoznaéné
korespondenci. Nejprve si vSak dokdzeme nékteré zakladni vlastnosti tiid ekvivalence.

Lemma 3.18. Necht E je ekvivalence na X. Pak plati
(i) z € [z]e,

(i) y €[z ]E, prdvé kdyz (y,z) € E,

(iil) z € [ylg, prdvé kdyz y € [z]Eg,

(iv) [z]g = [ylg, prdvé kdyz y € [z]g.

Diikaz. (i) plyne z reflexivity E, (ii) plyne ze symetrie E, (iii) je dusledek bodu (ii).

(iv): Pokud [z]g = [y]g, pak dle (i) mdme y € [y|g = [z]g. Predpoklddejme tedy
y € [z]g, to jest (z,y) € E. Pokud z € [z]|g, pak (z,z) € E dle (ii), z tranzitivity
potom (z,y) € E, odtud z € [y|g dle (ii). Prokazali jsme [z]g C [y]g. Opacnd inkluze
se prokazuje analogicky. Dohromady [z]r = [y]E. O

Véta 3.19. Necht E je ekvivalence na X. Pak systém mnozin Ig C 2% definovany
g = {[z]p|z € X} (8)

je rozklad na mnoziné X.

Diikaz. Postupné pro IIg ovéfime podminky (i)—(iii) definice 3.13.

(i): Necht Y € IIg, pak dle (8) existuje x € X tak, ze Y = [z]g. To jest x € [z]g =
Y #0.

(ii): Predpokladejme, ze [x]g N [y]p # 0. Pak existuje z € X, kde z € [z]g a z € [y]g.
To jest mame (x,2) € E a (z,y) € E, dale uzitim tranzitivity (z,y) € E, coz znamend
y € [z]g, odtud [z]g = [y]g dle bodu (iv) lemmy 3.18.

(iii): Jelikoz = € [z]g pro kazdy z € X, mdme X C |J,cx[r]r = Ulgp. UIlg € X
plati trividlne, to jest [JIIg = X. O

Definice 3.20. Rozklad Iy definovany (8) se nazyva rozklad prislusny ekvivalenci E.
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Méjme ekvivalenci E a piislusny rozklad IIg. Pokud uvazujeme ekvivalenci Eip,
piislusnou Ilg, pak ziejmé (z,y) € E, pravé kdyz [z]n, = [y|u,, to je pravé kdyz
(x,y) € En,. Dostavame tak vztah E = Efyy,. Analogické tvrzeni lze ukdzat pro roz-
klady, coz dohromady shrnuje nasledujici

Dusledek 3.21. Pro ekvivalenci E na X a pro rozklad II na X mdme Er, = F,
g, =1L O

Rozklad na mnoziné X piislusny ekvivalenci E oznac¢ujeme bézné X/E misto IIg
a nékdy jej nazyvame faktorovd mnozina X podle E. Jelikoz [x]g = [z|n,, fkdme,
ze [x]g je trida rozkladu mnoZiny X podle E. Uvazujeme-li o vztahu mnoziny X a roz-
kladu X/FE, pak vime, ze kazdému z € X piislusi tiida rozkladu [z]g, pro kterou
x € [z]g. Pro ekvivalenci F na X tedy muzeme uvazovat zobrazeni fg: X — X/E, kde

fe(2) = [z]p (9)

pro kazdy x € X, a nazyvame jej prirozené (kanonické) zobrazeni. Zcela o¢ividné
plati, ze kazdé pfirozené zobrazeni fg je surjektivni, protoze kazdd tiida ¥ € X/FE
je neprazdnd, existuje tedy y € Y, odtud fr(y) = [y]g = Y. Déle je vidét, ze fg je
injektivni (a tim pddem bijekce), pravé kdyz [z]g = {x} pro kazdé = € X, coz je praveé
kdyz E = wx.

Pruvodce studiem

Faktorovd mnozina X/FE predstavuje ,zjednodusujici pohled“ na vychoz{ mnozinu
X, pri kterém jsme ztotoznili ty prvky X, které od sebe nebyly rozlisitelné ekviva-
lenci E. Pro kone¢énou X a E # wx navic plati, ze faktorovd mnozina X/FE je ostte
mensi nez vychozi mnozina X, to jest plati | X/E| < |X|. Faktorizace jako obecna
metoda zmenseni vychozi mnoziny (tfeba souboru dat) mé aplikace v informatice
napiiklad pfi analyze dat a shlukovani.

Piirozené zobrazeni lze chapat jako zobrazeni indukované ekvivalenci. Nyni se budeme
vénovat opacnému fenoménu, to jest budeme se snazit definovat ekvivalenci pro dané
zobrazeni. Nejprve si v8ak feknéme, ze kromé ekvivalenci a rozkladu existuji dalsi
prirozené pohledy na to ,jak zjednodusit nazirani“ na vychozi{ mnozinu. Jednim z nich
je surjektivni zobrazeni. Pokud je zobrazeni f: X — Y surjektivni, pak lze obraz f(z)
prvku x chapat jako vyjadreni: ,prvek z nahradime (zjednodusime) prvkem f(z)“, ne-
boli ,,f(x) je zjednodusenym pohledem na x*. Surjektivita f zarucuje, ze kazdy prvek
z Y je ,zjednoduSenym pohledem® na néjaky x € X. Opét lze ukdzat, ze surjektivni
zobrazeni a ekvivalence maji zvlastni vztah. Pro zobrazeni f: X — Y definujeme
binarni relaci Ey na X piedpisem

(r,y) € By, préavé kdyz f(z) = f(y). (10)

E; je ekvivalence o ¢emz se muzete snadno presvédcit. Ekvivalence Ey definovand
vztahem (10) se nazyva ekvivalence indukovand zobrazenim f. Nyni muzeme prokazat
nasledujici vétu.

Véta 3.22 (o prirozeném zobrazeni). Necht g : X — Y je zobrazeni. Pak existuje
injektivni zobrazeni h: X/E, — 'Y takové, Ze g = fg, o h. Pokud je navic g surjektion,
pak je h bijekce.

Drikaz. Nejprve si uvédomme, Ze hledané h je zobrazeni z faktorové mnoziny X/FE,,
kde E; je ekvivalence indukovand zobrazenim g, do mnoziny Y. Muzeme tedy polozit
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h([z]g,) = g(x) pro kazdé x € X. Zobrazeni h je zavedeno jednoznacné — hodnota
h([z]g,) nezavisi na vybéru prvku z t¥idy rozkladu [z]g,. Vskutku, pro 2’ € [z]g
mame (z,z’) € Ey, to jest g(x) = g(z’), odtud

h([z]g,) = g(z) = g(') = h([2'] g,)-

Mame-li g(z) = g(z'), pak (z,2') € Ey, to jest [z]g, = [2]g,, tedy zobrazeni h je
injektivni. Pro pfirozené zobrazeni fg,: X — X/E, navic plati fg,(z) = [z]g,, to jest

9(x) = h(lxlg,) = h(fE,(2)) = (&, © h)(2)

pro kazdé x € X, coz dokazuje g = fg, o h. Pokud je navic g surjektivni, pak pro kazdé
y € Y existuje v € X tak, ze y = g(x) = h([z]Eg,), tedy i h je surjektivni, to jest h je
bijekce. ]

g9

Poznamka 3.23. Podle predchozi véty tedy plati, ze pokud je g: X — Y surjektivni
zobrazeni, to jest zobrazeni nahrazujici prvky z X jejich zjednodusenymi protéjsky z Y,
pak Y je stejné mohutnd mnozina jako faktorovd mnozina X/FE,, kterou ziskdme roz-
kladem vychozi mnoziny X ekvivalenci indukovanou zobrazenim g. V tomto smyslu lze
tedy ,zjednoduSeni“ dané surjektivnim zobrazenim g nahradit faktorovou mnozinou
X/E4. Opacné, pro faktorovou mnozinu X/FE lze uvazovat pfirozené (surjektivni) zob-
razeni fp: X — X/FE. Ve smyslu ,zjednoduseni pohledu® a ,nerozlisitelnost“ jsou tedy
ekvivalence a surjektivni zobrazeni vzajemné nahraditelné.

Priklad 3.24. Vezméme surjektivni zobrazeni g : Z — {—1,0,1}, které kazdému
celému ¢islu z € Z prifazuje prvek z {—1,0, 1} predpisem

—1 pokud z < 0,
g9(z) = 1 pokud z > 0,
0 jinak.

Zobrazeni g tedy reprezentuje funkci signum. Faktorovd mnozina X/E, se skladd
ze tif tiid rozkladu: {z € Z|z < 0}, {0} a {x € Z|z > 0}. Z intuitivniho pohledu g
i X/E, reprezentuji zjednoduseni mnoziny celych ¢isel, které jsme ziskali ,,odhlédnutim
od konkrétni ¢iselné hodnoty a soustiedénim se pouze na znaménko“. Poznamenejme,
ze 1 na urovni kone¢né mnoziny X/E, lze délat fadu tdvah o vlastnostech celé mnoziny
Z.

3.4 Usporadani

Relace uspotradani je dalsim typem specidlni binarni relace na mnoziné. Usporadani ma
mnoho interpretaci. Na jednu stranu se na néj lze divat jako na abstraktni relaci, jejiz
specialni pripady jsou relace ,srovnavani ¢isel“, které dobie zndme. Na druhou stranu
ale usporadani mohou mit rysy, které nemaji pitimou analogii pfi prostém porovnavani
¢isel. V nékterych ptipadech je usporddani interpretovatelné jako relace urcujici ,hi-
erarchii®, pripadné ,zavislosti“. Abychom hned na zacatku predesli nedorozuménim,
upozornéme na to, ze uspotfadani, kterému se budeme ve zbytku kapitoly vénovat,
nemd nic spoleéného se ,Skatulkovanim® — to jest kategorizaci (prvku jisté mnoziny)
podle néjakych jejich vlastnosti.

Usporadani je v informatice pojem zcela zasadni ackoliv si to nékdy neuvédomujeme.
Mezi zdkladni vybavu kazdého informatika patii znalost problému tiidéni a typickych
tridicich algoritmi. Problém tiidéni jako takovy v8ak de facto nemé smysl uvazovat po-
kud bychom na mnoziné kli¢i, podle kterych tiidime, nezavedli néjakou smysluplnou
relaci usporadani — obvykle ji vSak chapeme jako ,uréenou danym kontextem* a expli-
citné ji nezduraznujeme. Uspordadani mnozin muze vyrazné zvysit efektivitu nékterych
algoritmu, napiiklad vyhleddvéni a podobné.
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Definice 3.25. Reflexivni a tranzitivni binarni relace R na X se nazyva kva-
ziuspotdddni. Antisymetrické kvaziusporddani se nazyva usporddani. Uplné uspoiadani
se nazyva linedrni uspordddni neboli retézec. Pokud je R uspoifadani na X, pak se
(X, R) nazyva usporddand mnozina.

Relaci uspoifddani na X obvykle zna¢ime < v souladu s intuitivnim chapanim
usporadani a misto (z,y) € < piSeme z < y. Zduraznéme ale, ze oznaceni < v tuto
chvili nema (obecné) nic spolecného se srovnavénim éisel, na které jsme zvykli. Pro
uspofadani dale prijimame znaceni y > x jako zkratku za z < y. Pro vyjadreni faktu
x <y a x # y budeme pouzivat struény zapis x < y a analogicky x > .

Kvaziuspotradani obecné neni antisymetrické, to jest je-li < kvaziuspoiradéni na X, pak
mohou existovat prvky z,y € X, kde z < y, y < x a x # y. Pokud je < uspotadani,
pak tato situace nastat nemuze, protoze z * < y a y < z plyne x = y. Z predchozi
definice je také patrny vztah mezi kvaziusporadanim, usporadanim a ekvivalenci:

o symetrické kvaziusporaddni je ekvivalence,

o antisymetrické kvaziusporaddni je uspordddnyi.

Usporadani porad jesté neni formalnim protéjskem ,,uspofadani® na které jsme zvykli
pii porovnavani ¢isel. Je-li (X, <) usporddand mnozina, pak mohou existovat x,y € X
(definice to nevylucuje), pro které neplati ani < y ani x > y. V tomto piipadé
fikdme, ze prvky x,y € X jsou nesrovnatelné, coz nékdy znac¢ime z || y. V opa¢ném
ptipadé (bud z < y nebo y < x) fekneme, ze prvky z,y € X jsou srovnatelné. Je-
li < linedrni usporadani na X, pak je < uplné relace, coz znamend, ze kazdé dva
prvky jsou srovnatelné. Linedrni uspotfadani tedy lze chapat jako matematicky protéjsek
Ltradiéniho srovndvani éisel“.

Kazda relace identity wyx je uspofadani, které nazyvame antiretézec. Je-li < na X
antifetézec (jinymi slovy: <=wx), pak pro kazdé dva ruzné z,y € X méame z | y.
Antifetézce jsou v jistém smyslu nejmensi usporadédni, protoze kazdé uspofadani < na
X obsahuje wx.

Priklad 3.26. (1) Piikladem kvaziusporddéni, které neni ani ekvivalence ani
usporddani je napiiklad relace R = {{(a,a),{(a,b),(b,a),(b,b), {c,a),{(c,b),{c,c)} na
mnoziné X = {a, b, c}.

(2) Nésledujici relace R jsou uspofadéni na X = {z|(z,z) € R}:

(a) Rz{(a,a),(b,b),(c,c>},

(b) R ={(a,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c),(d,a),(d,b),(d c)(d d)},

(©) R=1{{aa).{b.a) (b, b).dc. ) (e, b)(erc) ).

(@) R = {{a,a)(b,a} (b, b).c:a)-der ) {d ab, s B) 4 ) e @) e, B, e e s )},
(&) R=1{(aa).{b.b).{c, a) e, b) e, ) {d a) (d b) 4, )}

(3) Ciselné mnoziny N, Z, Q, ...jsme bézné zvykli uspofddéavat relaci ,,mensi rovno*,
pritom tato relace je zjevné reflexivni, antisymetrickd, tranzitivni i uplnd — jedna
se tedy o linedrni uspoiddani, kterému budeme dal fikat prirozené uspordaddni cisel
(pfirozenych, celych, raciondlnich,...). Uvédomme si vsak, ze pfirozené usporadédni
¢isel neni jediné mozné uspofadani ¢iselnych mnozin! Vezméme si napiiklad mnozinu
N a pro z,y € N polozme z < y, pravé kdyz x déli y beze zbytku. Pak napftiklad
2 < 4, ale 2 £ 3, protoze 2 déli 3 se zbytkem 1. Snadno nahlédneme, ze takto za-
vedené < je rovnéz usporadani na N, které neni linedrni (napiiklad 2 || 3). Na N
ale existuji i linearni uspofadéni riznd od pfirozeného uspoiradani, dokonce je jich
nekoneéné mnoho. Oznacime-li napiiklad < pfirozené uspordadani N, pak R = (<
—{(1,2)}) U {(2,1)} je linedrni uspofadani, ve kterém jsme oproti < ,zaménili dvojku
za jednicku“, tojest 2 <1 <3 <4<+,
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Obrazek 6: Hasseovy diagramy uspoiddanych mnozin

(4) Uvazujme nyni mnozinu pravdivostnich hodnot X = {0,1}. Pro z,y € X polozime
x <y, pravé kdyz x — y = 1. Z vlastnosti logické operace — plyne, ze < je linearni
uspotradani na X, pro které plati 0 < 1, to jest slovné: ,nepravda je mensi nez pravda‘“.

(5) Relace R z bodu (5) pirikladu 3.2 na strané 61 je uspofadani, které znacime C
a nazgyvame jej mnozinova inkluze. Pro obecna U neni C linedrni usporddani. Analo-
gicky bychom mohli zavést usporadani D: pro A, B € 2V klademe A D B, pravé kdyz
B je podmnozina A. Obé dvé relace maji ziejmy vztah, jedna se o vzajemné inverzni
relace.

Pozorovani z bodu (5) predchoziho piikladu zobeciuje nasledujici zfejmy princip.

Véta 3.27 (princip duality).
Necht < je uspordddni na X. Pak <™ je uspordddni na X, které oznacujeme >. [

Nyni si feknéme néco o zndzornovani konecnych usporddanych mnozin. Konetné
uspofadani < na X je relace, tim pidem ji miizeme reprezentovat binarni matici M<
nebo piislusnym orientovanym grafem (X, <). Diky specidlnim vlastnostem kone¢nych
usporadani je v8ak muzeme zndzornovat mnohem piehlednéji pomoci specialnich dia-
gramu. Ke kazdému uspordadani < na X lze uvazovat odvozenou relaci < definovanou
predpisem

x <y, pravé kdyz x < y a pro kazdé z € X plati: pokud z < z < y pak z € {z,y}.

(11)

Relaci < nazyvame pokryti piislusné <, vyraz x < y ¢teme ,x je pokryt y“ nebo
»Y pokryva x“. Ziejmé mame < C <, to jest relace < je obsazena v usporadani <.
Relace pokryti je dle definice irreflexivni, asymetricka (plyne z vlastnosti <) a obecné
neni tranzitivni. Vyznam pokryti piislusného usporddané mnoziné (X, <) je nésledujici:
r < y znamend, ze r < y a zaroven neexistuje zadny prvek z € X, ktery by se
nachézel ,mezi x a y“ vzhledem k uspoifddani <. Relace < tedy zachycuje informaci
o prvcich, které se ,bezprostredné pokryvaji“. Pro usporadani < na koneéné mnoziné
ziejmé mame < =Tra(Ref(<)), obecné to vSak neplati. Uvazujme napiiklad mnozinu
racionélnich ¢isel Q a jeji pfirozené usporadani <. V tomto pripadé méame < = (), protoze
mezi kazdymi dvéma riznymi racionalnimi ¢isly z,y € Q, x < y existuje z € Q tak, ze
xr < z < y. Zrejmeé tedy <# Tra(Ref(<)) = wg.

Na relaci pokryti je zaloZzena jedna z metod jak zndzornit kone¢nou uspotradanou
mnozinu, tak zvané Hasseovy diagramy usporddaniych mnoZin. Diagramy jsou slozeny
z uzli reprezentujicich prvky mnoziny X a hran, které vyznacuji relaci pokryti <
ptislusnou danému usporadani < na X. Podrobnéji, prvky mnoziny X znazornime
jako uzly (to jest ,body“) v roviné tak, aby v piipadé, kdy x < y, lezel bod z nize nez
bod y. Dva body z,y € X spojime v diagramu hranou (dseckou), pravé kdyz x < y. Ho-
rizontalni umisténi bodu je vhodné volit tak, aby pokud mozno nedochézelo ke kiizeni
hran.
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Piiklad 3.28. Na obrazku 6 jsou zobrazeny Hasseovy diagramy relaci uvedenych
v bodu (2) piikladu 3.26, v diagramech jsou pro prehlednost vyznaceny odpovidajici
uzly. Vsimnéte si, ze obrazek (a) odpovida tfiprvkovému antifetézci a obrazek (c) od-
povida triprvkovému fetézci. Hasseuv diagram dané usporadané mnoziny méa obecné
mnoho moznych nakresleni.

Nyni se budeme zabyvat existenci specialnich prvka v uspofadanych mnozinach a jejich
vzajemnému vztahu. Napiiklad vezmeme-li pfirozené uspoiddani < na mnoziné N, pak
o ¢islu 1 tikame, ze je ,nejmensi“. Spravné bychom ale méli iikat ,nejmensi vzhledem
k usporadani <*, protoze vlastnosti jako jsou ,.byt nejmensi®, ,byt minimalni“ a po-
dobné, jsou tésné vazany k uvazovanému usporadani. Nyni si tyto a analogické specialni
prvky usporddanych mnozin presné zavedeme.

Definice 3.29. Necht (X, <) je usporddand mnozina. Prvek z € X se nazyva
o minimdlng, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y < z, pak z =y,
e nejmenst, jestlize x < y pro kazdy y € X,
e mazximdlni, jestlize pro kazdy y € X plati: pokud y > x, pak = =y,
e nejuetsi, jestlize x > y pro kazdy y € X.

Poznamka 3.30. V definici minimalntho a nejmensiho prvku je podstatny rozdil,
i kdyz to na prvni pohled mozné neni ziejmé. Prvek z € X je nejmensi, pravé kdyz je
x € X mensi (ve smyslu <) nez vSechny ostatni prvky z X. Minimalita prvku = € X
znamend, ze neexistuje zadny prvek, ktery by byl ostfe mensi (ve smyslu <) nez x. Je
témér ziejmé, ze pokud je x nejmensi, pak je také minimalni, ale obracené to jiz platit
nemusi. Analogickd situace nastdvéa pro nejvétsi a maximélni prvky. Nejprve si vztahy
prvkia ukdzeme na piikladech.

Piiklad 3.31. (1) Budeme-li uvazovat ¢iselnou mnozinu N a jeji pfirozené usporadani
<, pak ¢islo 1 je nejmensim a zaroven minimalnim prvkem v (N, <). Zadny nejvétsi ani
maximalni prvek v (N, <) neexistuje. Pokud bychom uvazovali mnozinu N— {1}, to jest
mnozinu pfirozenych ¢isel bez jednicky, a pokud bychom na ni zavedli usporadani <
predpisem: z < y, pravé kdyz x déli y beze zbytku, pak by (N — {1}, <) méla nekonecéné
mnoho minimdlnich prvku, kterymi by byla pravé vsechna prvocisla. Na druhou stranu
(N — {1}, <) by neméla zadny nejmensi prvek, ani zadny nejvétsi ¢i maximélni prvek.
Naptiklad Q uspotrddand pfirozenym usporaddnim nemd zadny ze specidlnich prvku
uvedenych v definici 3.29.

(2) Uvazujme usporddané mnoziny dané diagramy na obrazku 6. Ad (a): prvky a,b,c
jsou vSechny zaroven maximalni i minimalni, Zddny nejvétsi ani nejmensi prvek nee-
xistuje. Ad (b): prvek d ne nejmensi a zaroven minimdlni, prvky a,b jsou maximalni,
zadny nejveétsi prvek neexistuje. Ad (c): a je nejvétsi a maximadlni, ¢ je nejmensi a mi-
nimalni. Ad (d): a je nejvétsi a maximalni, e je nejmensi a minimdalni. Ad (e): a, b jsou
maximaélni, ¢, d jsou miniméalni, zddné nejvétsi ani nejmensi prvky neexistuji. V§imnéte
si, ze v Hasseové diagramu jsou maximalni prvKky reprezentovany témi uzly, které ne-
maji zadné pokryti — neexistuje zadny vysSe zakresleny uzel, se kterym by byl tento
uzel spojen carou. Nejvétsi prvek pozname z Hasseova diagramu tak, ze pod nim lezi
vSechny ostatni prvky — je tedy zakreslen v diagramu nejvys a do kazdého prvku se
z néj lze dostat obecné pies nékolik hran. Analogicky pro minimélni a nejmensi prvky.

(3) Potenéni mnozina 2V uspofddand mnozinovou inkluzi C mé nejmensi a zéroveri
minimdln{ prvek, kterym je () a ddle m4 i nejvétsi a zdroven maximalni prvek, kterym
je mnozina U.

V predchozim pifkladu jsme mohli vypozorovat vztahy specidlnich prvka z definice
3.29. Neékteré z nich si nyni prokazeme. V dukazu néasledujici véty vhodné vyuzijeme
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principu duality uvedeného ve vété 3.27. P¥imo z definice 3.29 totiz pro kazdé z € X
plyne, ze x je nejvétsi (maximélni / nejmensi / miniméln{) prvek v usporddané mnoziné
(X, <), prave kdyz je x nejmensi (minimdlni / nejvétsi / maximélni) prvek v (X, >).

Véta 3.32. Necht (X, <) je usporddand mnoZina. Pak plati
(i) v (X, <) existuje nejuys jeden nejvétsi a jeden nejmensi prvek;
(i) je-li x € X nejvétsi (nejmens?) prvek, pak je také maximdlni (minimdlnt)
a Zadné dalsi maximdlni (minimalnid) proky se v X nevyskytuji;
(iii) pokud je < linedrni usporaddani, pak je x € X nejvétsi (nejmensi) proek,
praveé kdyz je mazimalni (minimdlni).
Diikaz. (i): Necht z € X je nejvétsi prvek. Ukdzeme, Ze pokud y € Y splituje definiéni
podminky nejvétsiho prvku, pak mame x = y. Pokud pro y € X plati: z < y pro kazdé
z € X, pak mdme iz < y. Jelikoz je x nejvétsi prvek, mame y < x. To jest z antisymetrie
dostavame x = y. Tvrzeni pro nejmensi prvek dostaneme uzitim principu duality.
(ii): Necht = € X je nejvétsi prvek a necht y > z, pak mame rovnéz y < x, odtud
z antisymetrie = y, to jest x je maximdlni. Pokud je y € X maximdalni prvek, pak
y < z implikuje x = y. Zbytek tvrzeni plyne z principu duality.
(iii): Necht < je linedrni uspoifddani. Vzhledem k bodu (ii) sta¢i ukdzat, Zze pokud je
x € X maximalni, pak je nejvétsi. Necht je tedy x maximdlni a nechf y € X. JelikoZ je
< 1ipln4 relace, mame bud = < y nebo y < z. Pokud y < x, jsme hotovi. Pokud z < v,
pak z maximality plyne y = x < x. To jest = je nejvétsi prvek. Zbytek plyne z principu
duality. O

Ted obritime nasi pozornost k prvkim uspofddané mnoziny (X <), které maji specidln{
vyznam vzhledem k nékterym podmnozindam X. Uvazujeme-li napiiklad podmnozinu
Y C X, muzeme se ptat, zda-li v X existuje néjaky prvek, ktery je vétsi (mensi) nez
vSechny prvky z Y. Pokud prvek téchto vlastnosti existuje, mtuzeme jej chapat jako
whorni (dolnf) mez“ mnoziny Y.

Definice 3.33. Necht (X, <) je usporddand mnozina a necht ¥ C X. Definujeme
mnoziny,

L(Y) ={x € X |z <y plati pro kazdé y € Y}, (12)
U(Y) ={x € X |z >y plati pro kazdé y € Y'}. (13)

L(Y) se nazyva dolni kuzel mnoziny Y v (X, <). U(Y) se nazyva horni kuzel mnoZiny
Y v (X, <).

Jinak teceno, dolni kuzel Y v (X, <) obsahuje pravé ty prvky z X, které jsou mensi
nebo rovny v8em prvkum obsazenym v Y, analogicky pro horni kuzel. Definice ndm
okamzité ik, jak dolni (horn{) kuzel nalézt, viz nasledujici piiklady.

Piiklad 3.34. (1) Méjme usporadanou mnozinu (X, <). Pro Y = () mame L(()) = X =
U(D). Podrobnéji, pro kazdy x € X je predpoklad y € () nepravdivy, to jest z vliastnosti
implikace vime, ze tvrzeni ,pokud y € 0, pak = < y (ptipadné x > y)* plati trividlné
pro kazdé z € X.

(2) Vezmeme-li Z a jeji prirozené usporaddni, pak napiiklad mame L(N) =
{xeZ|x <1}, U{0}) = NU {0}, U{z € N|z je sudé ¢islo}) = 0. Pro Q a jeji
piirozené uspordddni mdme napiiklad L({% |n € N}) = L({l,%,%,%,...}) =
{¢€Q|q =0}

(3) Uvazujme uspotrddané mnoziny dané diagramy na obrazku 6. Uvedeme si nékteré
zajimavé horni a dolni kuzely. Ad (a): Mdme U({z}) = {z} = L({z}) pro libo-
volny z € X. Ad (b): U({a,b}) = 0, L({a,b}) = {c,d}. Ad (c): U{a,b,c}) = {a},
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L({a,b,c}) = {c}. Ad (d): U({b,c}) = U({c,d}) = {a}, L({b,c}) = L({c,d}) = {e}. Ad
(e): U({a7 b}) =0, L({a, b}) = {67 d}v U({C, d}) = {a7 b}v L({C, d}) = 0.

Rekli jsme, ze horni a dolnf kuzel Y C X je mozné interpretovat jako mnoziny, které
danou podmnozinu Y omezuji shora a zdola. Plati navic, ze (U(Y), <y(y)), kde <y(y)
je relace vznikla ze < zizenim na mnozinu U(Y'), je opét uspofddand mnozina. Duédlné
(L(Y), <1(v)) je uspofddand mnozina. Mizeme tedy bez tjmy zkoumat kuzely coby
usporfddané mnoziny. Obzvlasté zajimavé pro nés je, pokud horni kuzel U(Y') obsa-
huje nejmensi prvek, protoze tento prvek lze interpretovat jako nejmensi horni mez
podmnoziny Y v (X, <). Dudlné k tomu, nejvétsi prvek dolniho kuzelu L(Y) lze in-
terpretovat (pokud existuje) jako nejvétsi dolni mez podmnoziny YV v (X, <). Tyto
specialni prvky nyni zavedeme jako supremum a infimum:

Definice 3.35. Necht (X, <) je uspofddand mnozina a nechf ¥ C X. Pokud m4 L(Y)
nejveétsi prvek, pak se nazyva infimum Y a oznacuje se inf(Y). Pokud ma U(Y") nejmensi
prvek, pak se nazyva supremum Y a oznacuje se sup(Y).

Specidlné pro {z,y} C X piSeme inf(x,y) misto inf({x,y}), stejné tak pro supremum.
Supremum a infimum dané mnoziny obecné nemusi existovat. Ukazme si nejprve nékteré
priklady.

Priklad 3.36. (1) Vezméme N uspoiddanou prirozenym uspordddanim <. Pak ziejmé
pro kazdé z,y € N mame inf(z,y) = min(z,y) a sup(z,y) = max(z,y). V tomto
pripadé tedy infimum i supremum existuje pro kazdé dva prvky. Déle zfejmé mame
L(N) = {1}, tedy inf(N) = 1. Napiiklad ale U(N) = 0, to jest sup(N) neexistuje. Zde
vidime, ze i kdyz supremum existuje ke kazdym dvéma prvkim z N, nemusi nutné
existovat k libovolné podmnoziné N.

(2) Vezméme N — {1} a polozme x < y, pravé kdyz x déli y beze zbytku. Pak napiiklad
pro ¢isla 8 a 12 mame L(8,12) = {2,4}, to jest inf(8,12) = 4. Analogicky U(8,12) =
{24,48,72,96, ...}, tedy sup(8,12) = 24. Napiiklad ale inf(2,3) neexistuje, protoze
L(2,3) = (). Supremum existuje ke kazdym dvéma prvkum a sup(z,y) je nejmensim
spoleé¢nym nésobkem z a y. Infimum existuje ke kazdym dvéma soudélnym éislam a je
rovno jejich nejvétsimu spoletnému déliteli.

(3) Uvazujme usporddané mnoziny dané diagramy na obrézku 6, uvedeme si infima
a suprema nékterych podmnozin. Ad (a): inf(x,y) a sup(z,y) existuje, pravé kdyz
z =y. Ad (b): inf(a, b) = ¢, sup(a, b) neexistuje, inf(x, d) = d pro kazdé = € {a,b,c,d}.
Ad (c¢): Infimum a supremum existuje k libovolné podmnoziné. Ad (d): sup(b,c) =
sup(c,d) = a, inf(b, ¢) = inf(c,d) = e. Ad (e): sup(a, b) neexistuje (zde je U({a, b}) = 0),
inf(a, b) neexistuje (zde je sice L({a,b}) = {c,d} # 0, ale ¢ || d, to jest L({a,b}) nemd

nejveétsi prvek), analogicky sup(c, d) neexistuje ani inf(c, d) neexistuje.

Na zakladé existence infima ¢i suprema ke kazdym dvéma prvkum definujeme specidlni
usporadané mnoziny zvané polosvazy a svazy.

Definice 3.37. Necht (X, <) je uspofddand mnozina. Pokud pro kazdé z,y € X exis-
tuje inf(z,y), pak (X, <) nazveme prisekovy polosvaz. Pokud pro kazdé =,y € X exis-
tuje sup(z,y), pak (X, <) nazveme spojovy polosvaz. Je-li (X, <) prusekovy i spojovy
polosvaz, pak (X, <) nazveme svaz.

Svaz je tedy uspofddand mnozina, kde ke kazdym dvéma prvkum existuje jejich in-
fimum i supremum. Nosi¢e svazu znaCime obvykle L misto X, to jest svaz znacime
(L, <). Dalsim zFejmym pozorovanim, které plyne z principu duality je fakt, ze (X, <)
je prusekovy (spojovy) polosvaz, pravé kdyz je (X, >) spojovy (prusekovy) polosvaz.
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Priklad 3.38. (1) Kazdé linedrné usporfddand mnozina (X, <) je svaz, protoze pro
kazdé dva prvky z,y € X mdme bud z < y, v tom piipadé inf(z,y) = z a sup(z,y) = v,
nebo plati y < z, v tom piipadé inf(x,y) = y a sup(x,y) = x. Specidlné tedy Ciselné
mnoziny N, Z, Q, R uspofadané pfirozenym uspoidadanim jsou svazy, ve kterych infima
a suprema odpovidaji minimu a maximu z obou prvka. Obecné v nich ale neexistuji
infima a suprema nekone¢nych podmnozin.

(2) N— {1} z bodu (2) ptikladu 3.36 je spojovy polosvaz, ale nejednd se o prusekovy
polosvaz. Kdybychom vsak délitelnosti uspoiadali celou mnozinu N, pak by se jednalo
i o prusekovy polosvaz a tudiz o svaz.

(3) Uvazujme uspotrddané mnoziny dané diagramy na obrézku 6, pak (a) neni polo-
svaz (ani prusekovy, ani spojovy), (b) je prusekovy polosvaz, ale nejednd se o spojovy
polosvaz, (c¢) a (d) jsou svazy, (e) neni polosvaz (ani prusekovy, ani spojovy).

Na zavér podotknéme, Ze matematickou indukci se lze snadno presvédcit, ze pokud
je (L,<) svaz, pak v ném existuje supremum i infimum pro libovolnou kone¢nou
a neprazdnou podmnozinu L: pro x € L mame trividlné inf({z}) = x; necht infimum
existuje pro kazdou n — 1 prvkovou podmnozinu L, pak ziejmé

inf({z1,...,2,}) =inf({z1,...,2n-1}, xn).

Tvrzeni 1ze prokazat dualné pro suprema. Toto pozorovani ma néasledujici dusledek. Po-
kud je (L, <) konecny svaz, to jest L je konetnd mnozina, pak existuje inf(L) a sup(L),
coz dle definice infima a suprema znamend, ze v (L, <) je inf(L) nejmensi prvek a sup(L)
je nejvetsi prvek. Jinymi slovy, kazdy koneény svaz mé nejmensi prvek (znaceny 0)
a nejvetsi prvek (znaceny 1). U nekoneénych svazi to obecné neplati, viz piiklad 3.38.

Shrnuti

Relace ekvivalence reprezentuji matematicky protéjSek nerozlisitelnosti, jedné se o refle-
xivni, symetrické a tranzitivni relace. Ekvivalence jsou ve vzajemné jednozna¢né kore-
spondenci s rozklady na mnoziné, to jest s disjunktnimi pokrytimi mnoziny. Ekvivalence
maji rovnéz vztah k surjektivnim zobrazenim.

Kvaziusporadani je reflexivni a tranzitivni relace. Relace usporadani je reflexivni, anti-
symetricka a tranzitivni relace. Linedrni usporddani je reflexivni, antisymetrickd, tran-
zitivni a dplna relace. V usporadanych mnozinidch se mohou nachézet specialni prvky
(nejvetsi, maximdlni, nejmensi, minimalni). Dalsimi specidlnimi prvky uspoiddanych
mnozin vzhledem k jistym podmnozindm jsou infimum a supremum. Prusekovy polo-
svaz je usporadand mnozina, ve které ke kazdym dvéma prvkiam existuje jejich infimum,
spojovy polosvaz je usporddand mnozina, ve které ke kazdym dvéma prvkum existuje
jejich supremum. Svaz je uspofddand mnozina, ve které ke kazdym dvéma prvkum
existuje jejich infimum i supremum.

Pojmy k zapamatovani

e ekvivalence, tiida ekvivalence, rozklad na mnoziné, tiida rozkladu,

e ekvivalence ptislusna rozkladu, rozklad piislusny ekvivalenci, faktorovd mnozina,

e prirozené zobrazeni, ekvivalence indukovana zobrazenim,

e kvaziusporadani, usporadani, uspofadand mnozina, linedrni usporadani, fetézec,
antiretézec,

e princip duality, pokryti, Hassetv diagram,

e minimalni prvek, nejmensi prvek, maximalni prvek, nejvétsi prvek,

e dolni kuzel, horni kuzel, infimum, supremum,
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e spojovy polosvaz, priusekovy polosvaz, svaz

Kontrolni otazky

Co vite o intuitivnim vijznamu ekvivalence?

Jaky je vztah rozkladu k ekvivalenci?

Proc¢ je kazdad ekvivalencéni trida neprdzdnd?

Jak vypadd nejmensi a nejvétsi ekvivalence na dané mnoziné?
Jaky je rozdil mezi kvaziuspordaddnim, uspordddnim a ekvivalenci?
Co tika princip duality a jaky md intuitiond vijznam?

Kterd ekvivalence je zdrovern uspordddni?

o RS T o v~

Mohou existovat v linedrné usporddané mnoziné dva ruzné maximdlni proky?

Cviceni

1. Rozhodnéte, které z nésledujicich relaci R jsou ekvivalence. Provedte diskusi.
(a) X ={0,1,2,3}, R = {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3), (3,2), (3,3)},
(b) X =2V, R={(A.B)| A, B € X, |A=|B

) X X=2U.R= {{(4,B)|A,B € X, AﬁB;«é@}

) R=SNS8"! kde S je reflexivni a tranzitivni relace na X.

)

)

nasledujicim rozkladum IT naleznéte ekvivalence Frpy.

I = {ga b, C} {d}{e, f},{g}},
) X ={{{a}.{a,0}},{0.{b}}},
¢) X=NT= {{024 A 855 )
3. K nasledujicim ekvivalencim E na X naleznéte rozklady Ilg.
( ) X = {0 4}7E:{<O’2>7<074>’<270>7< ) >,<4,0>,<4,2>}UWX,
(b) X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, FE = {{z,y)|rozdil x —
y je deélitelné tFemi beze zbytku},
(¢) X =NxN, E={{(m,n),(p,q)) | m,n,p,qg € N, m+n=p+q}.
4. Urcete, které z nasledujicich relaci R na X jsou kvaziuspordadani, uspotradéni,
pripadné retézce.
(a) X:{1a2a374}7R:{<1a1>7<1a3> < >a< > < a4>7<4a4>}7
(b) X =Z, (z,y) € R, pravé kdyz bud |x| = |yl a x >y, nebo |z| < |y,
() X=0Q, R={{x,y)|z.y € Q 2* <y?},
(d) X =NxN, R={{(m,n),(p,q)) |m,n,p,g e N, m <pan <q}.
5. Usporddané mnoziny zobrazené na nasledujicich diagramech zapiste binarnimi
maticemi.

a a a a a
b c b c
b c b b d
d e d e
c d
d f f e
6. Vrafte se k piedchozimu piikladu a uréete nejmensi, minimélni, nejvétsi a ma-
ximalni prvky.

(¢
(d
2. K
(a
(b
(

7. Vratte se k ptredchozimu piikladu a rozhodnéte, které z diagrami reprezentuji
prusekové piipadné spojové polosvazy ¢i svazy.
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kaoly k textu

1. Necht R je binarni relace na X. Dokazte, ze relace E = Tra(Sym(Ref(R))) je
ekvivalence na X obsahujici R a pro kazdou ekvivalenci E’ na X obsahujici R
plati E C E'.

2. Pro kazdou mnozinu X ozna¢me E(X) systém vsech ekvivalenci na X. To jest
napiiklad pro X = {a,b,c} mdme E(X) = {wx, E1, E2, E3,tx}, kde Ey, Es
a Ej3 jsou ekvivalence z bodu (2) piikladu 3.12 na strané 67. Dokazte nésledujici
tvrzeni.

—~
5]

Pro kazdé Ey, B € E(X) plati By N Es € E(X).

(E(X),C) je prusekovy polosvaz, kde inf(E1, E2) = Ey N Es.
Existuje X a Ey, Fy € E(X) tak, ze E1 U Es neni tranzitivni.

Pro kazdé Ey, By € E(X) plati Tra(E4, Eq) € E(X).

(E(X), C) je spojovy polosvaz, kde sup(E1, Es) = Tra(E; U E3).
(E(X),C) je svaz s nejmensim prvkem wx a nejvétsim prvkem tx.
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Ptedchozi tvrzeni dokazujte postupné a vhodné vyuzijte jiz prokazanych tvrzeni.

Reseni

1. (a) neni ekvivalence, protoze neni symetrickd; (b) je ekvivalence; (c) pro | X| =1
je ekvivalence, pro |X| > 2 neni tranzitivni; (d) je ekvivalence: reflexivita a tran-
zitivita plyne z reflexivity a tranzitivity S a S~!, symetrie plyne ze vztahu S
aS~L

2. Ekvivalence maji néasledujici tvar:

(a) {<ab>< c), (b,a), (b,c), (¢, a), (¢, b), (e, [), {f,€)} Uiapcde,g}>
(b) {0,040, {0}),({},0),({p}, {b}),({a}, {a}).({a}, {a, 0} ({a, B2, (fa.b), fa b)),
(c) {(x y) | z,y € N, 2,y jsou obé sudd, nebo x = y}.

3. Rozklady maji nasledujici tvar:
(a) {{0,2,4}, {1}, {3}},
(b) {{0,3,6,9},{1,4,7},{2,5,8}},
(©) (LD} {12),2, 1)}, {(1,3),(2,2),(3, 1)}, {(1,4),(2,3),(3,2),(4, )}, ... }-
4. (a) neni reflexivni, (b) fetézec, (c) kvaziuspofadani (neni antisymetrické), (d)
usporadani.

5. Matice jsou uvedeny zleva doprava, poradi sloupcu a fadku dle abecedy.
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110000
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6. Zleva doprava: a je nejvétsi a maximalni, d je nejmensi a minimdlni; a je nejvétsi
a maximalni, f je nejmensi a minim&lni; a je nejvétsi a maximadlni, ¢, d jsou mi-
nimalni; a je nejvétsi a maximalni, f je nejmensi a minimalni; a, ¢ jsou maximalni,
e je nejmensi a minimé&lni.

7. Zleva doprava: svaz, svaz, spojovy polosvaz, —, prusekovy polosvaz.
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4 Grafy a stromy

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly 4 by student mél rozumét zdkladnim pojmum
teorie grafu. Mél by déle znat zakladni tvrzeni, kterd pro probirané pojmy plati. K
vybranym tlohdm teorie grafi by student mél znédt algoritmy pro jejich feSeni.

Kliéova slova: orientovany graf, neorientovany graf, izomorfismus grafi, podgraf,
sled, tah, cesta, kruznice, vzdédlenost vrcholl, ohodnoceny graf, souvislost, komponenta,
hledani cest, stupen vrcholu, skére, eulerovsky tah, strom, kostra, hledani minimalni
kostry, kofenovy strom

4.1 Co a k ¢emu jsou grafy

V zZivoté se casto setkdvame se situacemi, ve kterych existuji urcité objekty a spojeni
mezi nimi. Mezi nékterymi objekty spojeni existuji, mezi jinymi ne. Objekty mohou byt
kiizovatky ve mésté, spojenimi pak ulice mezi jednotlivymi kiizovatkami. Nékdy pfitom
na orientaci spojeni nezalezi (je jedno, jestli vede spojeni z objektu A do objektu B
nebo vede-li spojeni z B do A), nékdy na orientaci zélezi (muze se stét, ze vede spojeni
z A do B ale neexistuje spojeni z B do A). V situaci s kfizovatkami a ulicemi pro
chodce na orientaci spojeni nezalezi. Jsou-li totiz kfizovatky A a B spojeny ulici, ktera
je lemovana chodnikem, chodec o orientaci spojeni neuvazuje, protoze muze jit z A
do B iz B do A. Pro chodce je tedy dulezité, ze A a B jsou spojena, ale orientace
spojeni nehraje roli. Pro fidice ale na orientaci zalezi. Kfizovatky A a B mohou byt
totiz spojeny jednosmérkou a pak je dulezité, jestli spojeni vede z A do B nebo z B do
A. Jinym piikladem podobné situace je kazdy nécrtek, kde jsou body (objekty) spojené
carami (schema elektrického obvodu, vyvojovy diagram, schema hierarchické struktury
ve firmé apod.).

Uvedenymi situacemi se zabyvé teorie grafii. Objekty se nazyvaji vrcholy, spojeni pak
hrany. Graf je ddn mnozinou vrcholtl a mnozinou hran mezi nimi. Nezalezi-li na orientaci
hran, nazyva se graf neorientovany, v opa¢ném piipadé se nazyva orientovany.

Grafy maji fadu zajimavych aplikaci. Ve mésté muze byt pekaiskd firma, kterd ma
kazdé rdano do prodejen peciva rozvézt zbozi. Majiteli firmy pfitom zalezi na tom,
aby se zbytetné neplytvalo pohonnymi hmotami, tj. aby byl pfi rannim rozvozu pocet
ujetych kilometri co nejmensi. Z pohledu teorie grafi jde o tlohu najit cestu, ktera
vychazi z pekafstvi, prochazi v libovolném poradi vSemi prodejnami peciva a koné¢i opét
v pekaistvi. Pfitom hledame cestu, ktera je ze vSech takovych nejkratsi. Jiny piiklad
predstavuje cestujici, ktery chce najit co nejrychlejsi vlakové spojeni z jedné stanice do
druhé. Muze ji najit vyhleddvacim programem na internetu. Samotny program vlastné
hled4 nejkratsi cestu v grafu, ktery piedstavuje Zelezni¢ni sit.

4.2 Neorientované a orientované grafy: zakladni pojmy

Piiklad neorientovaného grafu vidime na obr. 7 vlevo. Ma vrcholy w, v, w, x a y. Vrcholy
jsou znazornény krouzky. Useéky na obrazku znézoriuji hrany. Napfiiklad tsecka spo-
jujici krouzky oznacené x a u predstavuje hranu mezi vrcholy x a u. Mezi vrcholy x a y
ale hrana neni. Protoze v neorientovaném grafu nemaji hrany orientaci, mizeme hranu
mezi vrcholy u a v reprezentovat neusporadanou dvojici, tedy dvouprvkovou mnozinou
{u,v}. Hovoiime pak o hrané {u, v}. Neorientovany graf tedy sestavd z mnoziny vrcholu
a mnoziny hran, tj. neuspofadanych dvojic vrchola.

Piiklad orientovaného grafu je na obr. 7 vpravo. M4 opét vrcholy u, v, w, x a y. Hrany
jsou ale orientované a jsou znazornény Sipkami. Reprezentujeme je tedy usporddanymi
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Obrazek 7: Neorientovany (vlevo) a orientovany (vpravo) graf.

dvojicemi. Napiiklad hranu z u do v reprezentujeme uspotadanou dvojici (u,v).” To
nas vede k nasledujici definici.

Definice 4.1 (neorientovany a orientovany graf). Neorientovany graf je dvojice G =
(V,E), kde V je neprazdnd mnozina tzv. vrcholi (nékdy také uzli) a

E C {{u,v} | u,v € V, u # v}

je mnozina dvouprvkovych mnozin vrcholu, tzv. (neorientovanich) hran.

Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je neprdzdnd mnozina tzv. vrcholi
(uzli) a
ECV xV

je mnozina usporadanych dvojic vrcholu, tzv. (orientovanych) hran.

Hrana se tedy u neorientovanych grafu chépe jako dvouprvkova mnozina {u, v} vrcholu
u,v € V. Pak fikdme, ze hrana {u,v} vede mezi u a v, popf. spojuje u a v. To od-
povidd nagemu zaméru: Graf je neorientovany, tj. na pofadi vrcholi u hrany nezélezi.
U orientovanych grafu se hrana chipe jako usporddand dvojice (u,v) vrcholu u a v.
Pak fikdme, ze hrana vede z uw do v. I to odpovidd zdméru: Graf je orientovany, tj.
na poradi vrcholi u hrany zalezi. Hrana (u,v) je tedy néco jiného nez hrana (v,u).
Koncové vrcholy hrany jsou u neorientované hrany {u,v} vrcholy u a v, u orientované
hrany (u,v) také vrcholy u a v.

Pokud neuvedeme jinak, budeme piedpokladat, ze grafy jsou konecné, tedy ze maji
koneénou mnozinu vrcholt, a tudiz i hran. Nékdy se uvazuji i nekone¢né grafy. V ne-
orientovaném grafu se nékdy pripousti hrany {v,v}, tedy hrany spojujici vrchol v se
sebou samym (smycky). Nase definice takové hrany nepfipousti, podle potteby ji ale
lze rozsitit. Orientované smycky, tj. hrany (v, v) ale nase definice pfipousti.

Piiklad 4.2. Uvazujme mnozinu vrcholu V = {u, v, w,z,y}. Uvazujme mnozinu neo-
rientovanych hran Ey = {{u, v}, {u, w},{u,z}, {v,w}}. G1 = (V, E1) je neorientovany
graf a vidime ho zndzornény na obr. 7 vlevo. Uvazujme ted mnozinu orientovanych
hran Ey = {(u,v), (v,w), (w,u), (w,v),(zr,u)}. Pak Ga = (V, E3) je orientovany graf
a vidime ho zndzornény na obr. 7 vpravo.

Piiklad 4.3. (a) V je mnozina kiizovatek v daném meésté, (ki, k2) € E, prave kdyz
existuje ulice vedouci z k1 do ko.

(b) V je mnozina vsech lidi, {c, d} € E, pravé kdyz c a d se znaji. Tento neorientovany
wgraf zndmosti* piedstavuje velkou socidlni sit. M4 zhruba 7,8 mld. vrcholu (tolik
zije na Zemi lid{). Pocet hran neni znamy. Poznamenejme v této souvislosti, ze
kazdy clovék je schopen udrzovat aktivni znamost se nejvyse pfiblizné 150 lidmi
(Dunbarovo ¢islo).

"Pfipomeiime, Ze uspofddand dvojice (u,v) je jind nez (v,u). Na pofadi prvki zalez.
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(¢) V je mnozina existujicich webovych stréanek, (p1,p2) € E, pravé kdyz z p; vede
odkaz (hyperlink) na py. Tento graf, tzv. webgraph, reprezentuje web. Odhady
jeho velikosti se 1isi. Podle idaju InternetLiveStats z roku 2020 m4 asi 1,74 mld.
vrcholu, z nichz je asi 25% aktivnich; podle WorldWideWebSize.com z roku 2020
mé asi 5,49 mld. vrcholti; podle Common Crawl Corpus mél v roce 2014 pfiblizné
1,72 mld. vrcholu a 64 mld. hran.

(d) V je mnozina vSech neuronu v mozku, (ni,ns) € E, pravé kdyz z neuronu ng
vede vlakno do ng. Odhaduje se, ze existuje asi 10 mld. neuronti a ze kazdy z nich
je spojen s priblizné deseti tisici dalsimi neurony.

Pro (neorientovany nebo orientovany) graf G = (V, E) se V a E nazyvaji mnozina
vrcholu a mnozina hran grafu G a znaci se V(G) a E(G). Bude-li z kontextu jasné,
jde-li o graf orientovany nebo neorientovany, budeme psat jen “graf”’. Graf muzeme
zadat piimo jeho obrdzkem. Napf. fekneme-li “uvazujme graf z obr. 7 vlevo”, lze z
tohoto obrazku ur¢it jak mnozinu V' vrcholu, tak mnozinu E hran. Zndzornéni grafu
obrazkem je pfitom piehlednéjsi nez jeho popis jakozto struktury G = (V, E).

K orientovanému grafu je tfeba nékdy uvazovat graf, ktery vznikne zanedbanim orien-
tace hran. Rika se mu symetrizace orientovaného grafu.

Definice 4.4 (symetrizace). Symetrizace orientovaného grafu G = (V, E) je neorien-
tovany graf G' = (V, E’), kde

{u,v} € E' pravé kdyz (u,v) € E nebo (v,u) € E.

Naptiklad graf na obr. 7 vlevo je symetrizaci grafu vpravo.

Obrézek daného grafu neni uréen jednoznaéné. Dva ruzné obrazky pfitom mohou po-
pisovat v zésadé stejné grafy, byt to na prvni pohled neni patrné. Rikdme-li v zdsadé
stejné“, myslime tim, ze maji stejnou strukturu. V piipadé, ze je graf dan obrazkem,
mohou se obrazky dvou v zdsadé stejnych grafi lisit rozmisténim vrcholi, zakreslenim
hran, popf. také oznacenim vrcholi. Grafy, které maji stejnou strukturu, se nazyvaji
izomorfni.

Definice 4.5 (izomorfni grafy). Necht G = (V1, E1) a G2 = (V,, E3) jsou neoriento-
vané grafy. Bijekce h : Vi — V5 se nazyva izomorfismus G1 do Ga, pokud pro kazdé
vrcholy u,v € V1 je

{u,v} € By prave kdyz {h(u),h(v)} € Es.

Necht Gy = (V1, E1) a Go = (Va, E3) jsou orientované grafy. Bijekce h : Vi — V4 se
nazyva izomorfismus G1 do Go, pokud pro kazdé vrcholy u,v € Vi je

(u,vy € By prave kdyz (h(u), h(v)) € Es.

Pokud izomorfismus G; do G3 existuje, nazyvajl se G; a Ga izomorfni. V takovém
piipadé piseme G1 = Go.

Definice vlastné ikd, Ze izomorfni grafy se lisi jen ,pfejmenovanim vrcholu“. Toto
prejmenovani zabezpecuje bijektivni zobrazeni h. Snadno se ovéii, ze relace byt izo-
morfni je ekvivalence na tfidé vsech grafu (ovérte). Diky symetrii této relace tedy
muzeme fikat, ze G a G2 jsou izomorfni (pofadi grafu neni podstatné; je-li h: Vi — V3
izomorfismus G do Gy, je h™! : G — G izomorfismus Go do Gy).

Piiklad 4.6. Vsechny grafy z obr. 8 jsou po dvou izomorfni. Napi. bijekce h, pro
kterou
h(1) =a, h(2) =e, h(3) = ¢, h(4) =d, h(5) = b, h(6) = f,

je izomorfismus prvniho a druhého grafu.
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Obrézek 8: Izomorfni neorientované grafy.
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Obrazek 9: Podgrafy.

O=r

Césti grafi se nazyvaji podgrafy.

Definice 4.7 (podgrafy). (Orientovany nebo neorientovany) graf (Vi, E1) je podgrafem
grafu (Va, E9), pravé kdyz Vi C Va a By C Es. Podgraf (Vi, Ey) grafu (Va, E) se nazyva
indukovanyj, pravé kdyz E1 obsahuje kazdou hranu z Fs, jejiz oba koncové vrcholy patii
do Vl.

Prvn{ dva grafy na obr. 9 jsou podgrafy grafu z obr. 7 vlevo, pfitom prvni z nich neni
indukovany (neni v ném hrana {u,w}), druhy ano. Tfeti graf na obr. 9 je podgrafem
grafu z obr. 7 vpravo.

Dulezitou oblasti je tzv. cestovani v grafech. Predstavime-li si vrcholy grafu jako mista
a hrany jako spojnice, po kterych lze z mist do mist prechdzet, lze se ptat, zda se
z jednoho mista lze dostat do jiného, jaka je nejkratsi cesta z jednoho do druhého a
podobné. Uloh o cestovéni existuje celd fada. Pro jejich feseni byly vyvinuty efektivni
algoritmy. Tyto tilohy nachézeji uplatnéni i jinde, nez tam, kde jde o skute¢né cestovani
a kde tfeba Fidi¢ auta potfebuje najit nejrychlejsi cestu z vychoziho do cilového mésta.
Graf mize napifklad reprezentovat pocitacovou sit a cestujicim muze byt blok informaci
(paket) v této siti. Predstavme si zdkladni pojmy.

Definice 4.8 (cestovani). Sled v (neorientovaném nebo orientovaném) grafu® G =
(V, E) je posloupnost
'U(), 617 Ul? 627 U27 ot 76717 v’m

kde v; € V' jsou vrcholy, e; € E jsou hrany a plati, Ze

e ¢; ={vi_1,v;} proi=1,...,n, je-li G neorientovany,
e ¢; = (vj_1,v;) proi=1,...,n, je-li G orientovany.
Cislo n se nazyva délka sledu. Sled vg, e1,v1,€3,v9, ..., €n, Uy, S€ NAZYVA

8Nézvoslovi je nejednotné. Tedy to, co my budeme nazyvat sled, tah a cesta, se v jiné literatufe
muze nazyvat jinak.
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e uzavreny, je-li vg = vn,
e tah, neopakuje-li se v ném zadna hrana (tj. pro i # j je e; # e;),
e cesta, neopakuje-li se v ném zadny vrchol (tj. pro i # j je v; # vj),

e kruznice, je-li uzavieny, n > 3 a s vyjimkou vrchola vy a v, jsou kazdé jeho dva
vrcholy ruzné.

Vzdalenost z vrcholu uw do vrcholu v je délka cesty z v do v, kterd méa ze vSech cest z u
do v nejmensi délku.

Rikdme také, ze sled vg,e1,...,v, vede z vy do v,. Z definice méme, ze kazdy tah
je sledem. Kazd4 cesta je tahem, nebotf neopakuji-li se ve sledu vrcholy, nemohou se
opakovat ani hrany. Kruznice nemuze byt cestou, protoze se v ni opakuji vrcholy (prvni
a posledni).

V grafu na obr. 7 vlevo je posloupnost u, {u,w},w,{w,v},v, {v,u},u, {u,w}, w sled,
ktery neni tahem (a tedy ani cestou), protoze se v ném opakuje hrana {u,w}.
Sled u, {u,w},w,{w,v}, v, {v,u},u,{u,z},x je tah, ktery neni cestou, protoze se
v ném opakuje vrchol w. Sled z,{x,u},u,{u,w},w,{w,v}, v, {v,u},u,{u,x},z je
sice uzavieny, ale neni to kruznice, protoze se v ném opakuje vrchol wu. Sled
u, {u, w}, w, {w,v}, v, {v,u},u je kruznice.

Existuji tedy sledy, které nejsou cestami. Nasledujici véta ukazuje, ze pokud nam jde
o dosazitelnost z vrcholu do vrcholu, vystacime s cestami.

Véta 4.9. Ezistuje-li v grafu sled z vrcholu w do vrcholu v, existuje také cesta z u do
v.

Diikaz. Dikaz je jednoduchy. Opakuje-li se ve sledu u, ..., v néjaky vrchol w, tj. ma-li
sled tvar u,...,w,...,w,...,v, nahradime v ném ¢ast w, ..., w (tedy sled, ktery vede
z w do w) vrcholem w. Dostaneme u,...,w,...,v, coz je také sled z u do v. Pokud
je uz cestou, jsme hotovi. Pokud ne, opét vynechame posloupnost mezi opakujicimi se
vrcholy. Protoze je sled koneény, po koneéném poctu kroku takto skonéime u cesty z u
do v. O

Jaky vyznam maji pojmy z definice 4.87 Sled odpovidd putovani bez omezeni: Vy-
jdeme z néjakého mista, po libovolné hrané z ného pifejdeme do jiného mista a tak
déle, az dojdeme do koncového mista. Najit vhodny tah se bude snazit napf. postovni
dorucovatelka. Kdyby sla po hrané (tj. po ulici) vicekrat, zbyteéné se nachodi. Hleddnim
vhodnych cest se zabyvaji napi. ve spedi¢nich firméach pfi rozvozu zbozi: Projet mistem,
kde se vylozi ¢ast zbozi (tedy vrcholem prislusného grafu), vicekrat je priznakem ne-
hospodarného naplanovéani rozvozu.

Nésledujici pojmy zavedeme pro neorientované grafy. Pro orientované najdete navod v
ukolech k textu.

Definice 4.10 (souvislost a komponenty). Neorientovany graf G = (V| E) se nazyva
souwvisly, pravé kdyz pro kazdé dva vrcholy u,v € V existuje sled z u do v. Komponenta
neorientovaného grafu je kazdy jeho maximélni souvisly podgraf.

Komponenta grafu G = (V, E) je tedy jeho podgraf G' = (V' E’), ktery je souvisly a
pro ktery plati, ze je-li G” = (V" E") souvisly podgraf grafu G, pro ktery V' C V”
aE' CE" pak V' =V"” a E' = E”. Snadno se vidi, ze komponenta grafu G je jeho
podgraf G' = (V', E'), ktery je indukovany mnozinou vrcholu V! C V takovou, ze kazdé
dva vrcholy z V' lze spojit cestou a ze k V'’ nenf mozné pridat dalsi vrchol z V', aby
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to stale platilo. Napft. graf na obr. 7 vlevo neni souvisly (vrcholy x a y nejsou spojeny
sledem). Jeho podgraf indukovany vrcholy u, v a w je souvisly, ale neni to komponenta,
protoze neni maximalni souvisly. Komponenty v tomto grafu jsou dvé. Prvni je podgraf
indukovany vrcholy u, v, w, x, druhd je podgraf indukovany vrcholem y. I obecné plati,
ze komponenty tvoii ,,rozklad grafu“.

Véta 4.11. Necht G = (V1, E1), ..., Gy = (Vy,, Ey) jsou vsechny komponenty grafu
G = (V,E). Pak kazdy vrchol v € V' patri prdvé do jedné V; a kazdd hrana e € E patri
prdvé do jedné E;.

Dukaz. Vezméme vrchol v € V. Podgraf indukovany {v} je zfejmé souvisly. Proto
je podgrafem néjakého maximalniho souvislého podgrafu grafu G, tj. komponenty G;.
Proto v € V;, tj. v patii aspon do jedné z mnozin Vi, ..., V,,. Ukazme, Ze v nemuze patfit
do dvou raznych V; # V;. Kdyby v € V; NV}, pak uvazujme néjaky v; € V; —V; (takovy
existuje, protoze G; a G jsou komponenty, a tedy V; € V; a V; € V;). Protoze Gj je
souvisly, existuje sled v;, eq,u1,...,v. Uvazujme mnozinu vrcholt V', kterd vznikne z
V; priddnim vsech vrcholu sledu v;, e, ug,...,v. Pak V; C V' a podgraf indukovany
mnozinou V' je souvisly (vezmeme-li v1,vo € V', pak existuje sled z v1 do v i sled z v
do vy a slozenim téchto sledi dostaneme sled z v; do vp). Tedy G; by nebyl maximalni
souvisly podgraf, tj. nebyl by komponentou, coz je spor s predpokladem.

Ze kazd4 hrana e € E patif pravé do jedné E; dostaneme podobnou tvahou, kdyz si
uvédomime, ze pro e = {u, v} je podgraf indukovany mnozinou vrcholu {u, v} souvisly.

O]

Ulice, kterou v grafu reprezentujeme hranou, ma ve skute¢nosti néjakou délku, popf.
propustnost. Stejné tak sklad, reprezentovany v grafu pomoci vrcholu, mize mit urcitou
kapacitu. V grafech se takovym dopliujicim informacim #ika ohodnoceni.

Definice 4.12 (ohodnoceni). Hranové ohodnoceni grafu (V, E) s mnozinou hodnot D
je funkce w : E — D. Vrcholové ohodnoceni grafu (V,E) s mnozinou hodnot D je
funkce w: V — D.

Je-li jasné, o jaké ohodnoceni jde, fikdme jen ohodnoceni. Grafu spolu s ohodno-
cenim fikdme také hranové, popft. vrcholové ohodnoceny graf, popf. jen ohodnoceny
graf. Mnozinou hodnot D je vétsinou néjakd mnozina ¢isel (to budeme automaticky
predpokladat). Hodnota w(e) € D prifazend funkei w hrané e € E predstavuje napf.
délku hrany (vzdalenost mezi misty), jeji kapacitu (propustnost informaéniho nebo
dopravniho spojeni) apod. Hodnota w(u) € D pritazend funkci w vrcholu u € V
predstavuje napt. propustnost uzlu, do kterého néco piichdzi a néco odchazi, apod.
Mnozina hodnot D muZe obsahovat libovolné prvky, napf. nazvy ulic nebo datové
struktury obsahujici strukturovanou informaci o dané hrané ¢i vrcholu.

Piiklad 4.13. Na obr. 10 je hranové ohodnoceny graf. Hranové ohodnoceni w je ddno
predpisem w({a,b}) = 14,w({a,g}) = 10, ..., w({h,i}) = 1.

Ptedstavuje-li hranové ohodnoceni délky jednotlivych hran, je pfirozené zavést pojem
délky sledu, ktery zohlednuje toto ohodnoceni. Délka sledu vg,eq,...,en, vn v hranové
ohodnoceném grafu je ¢islo

wler) + -+ wlen),

je to tedy soucet délek vSech hran, které se ve sledu vyskytuji. Napi. délka sledu
b, {b, f}, f. {f,i},4,{i,h}, h v grafu na obr. 10 je 18. Podobné jako v neohodnoceném
grafu definujeme vzdélenost z u do v jako délku nejkratsi cesty (délka se uvazuje vzhle-
dem k ohodnoceni). Uvédomte si, ze ptifazuje-li hranové ohodnoceni w kazdé hrané
¢islo 1, je délka sledu v takto ohodnoceném grafu rovna délce sledu v neohodnoceném
grafu (viz definice 4.8).
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Obrézek 10: Ohodnoceny graf.

4.3 Hledani cest

Predpoklddejme sit mést se zndmymi vzdalenostmi mezi sousednimi mésty (tj. nékteré
dvojice mést jsou spojeny silnicemi a my zndme délky téchto spojujicich silnic). Zajima
nas, jak se dostat z mésta A do mésta B nejkratsi cestou (tj. tak, abychom ujeli co
nejméné kilometru). Jak to zjistit?

7 hlediska teorie grafi jde o problém hledani nejkratsi cesty. Predstavme si totiz
nasledujici neorientovany graf. Ke kazdému méstu bude v grafu existovat vrchol (pro
ruznd meésta ruzné vrcholy). Jsou-li mésta spojena silnici, bude mezi jim odpovidajicimi
vrcholy v grafu hrana. Tento graf hranové ohodnotime tak, Zze hodnota hrany bude
rovna délce ji odpovidajici silnice. Zjistit nejkratsi cestu z A do B pak skutecné zna-
mend najit nejkratsi cestu (ve smyslu teorie grafu) kterd vede z uzlu odpovidajiciho
méstu A do uzlu odpovidajiciho B. V nasledujicim uvedeme jeden z nejzndménsich
algoritmt hleddni nejkratsf cesty, tzv. Dijkstriv algoritmus.?

Algoritmus pracuje nasledovné. Na vstupu je neorientovany graf G = (V, E), jeho
hranové ohodnoceni w : E — R* (kazdé hrané je ptifazeno kladné redlné ¢islo), a vrchol
s € V. Vystupem algoritmu je pro kazdy vrchol v € V ¢islo d(v), které je vzddlenosti z s
do v. Algoritmus pouziva proménné A, N, d, m, pfitom A a N oznacuji mnoziny vrcholu,
d oznacuje funkci pritazujici vrcholum kladnd redlnd ¢éisla a m oznacuje nezdporné
redlné ¢islo. V kazdém kroku algoritmu je pro vrchol v € V' hodnota d(v) rovna délce
nejkratsi zatim nalezené cesty z s do v. Na zac¢atku se nastavi d(s) = 0 a d(v) = oo
pro ostatni vrcholy v # s (krok 1. nize uvedeného algoritmu). Hodnota d(v) = oo
znamend, ze zadna cesta do v zatim nebyla nalezena. Tato hodnota se pak u vrcholu,
do kterych existuje cesta z s, v prubéhu vypoctu zmensuje, v kazdém kroku obsahuje
délku nejkratsi zatim nalezené cesty z s do v, a na konci délku nejkratsi cesty z s do v.
U vrcholu v, do kterych cesta z s nevede, zustava d(v) = oo.

Mnozina A se na zacatku nastavi na A = V (krok 1). Béhem vypoctu obsahuje A
ty vrcholy v, pro néz zatim nebyla stanovena kone¢nd hodnota d(v) (tj. d(v) byla
stanovena, ale v dalsim vypoctu se jesté muze zmeénit).

Algoritmus opakuje nasledujici krok: zjist{ nejmensi hodnotu d(v) vrcholi z A (hodnota
m v kroku 3). Mnozinu vrcholu v z A s touto nejmensi hodnotou oznaéi N (krok 3).
Z mnoziny A vyjme vSechny vrcholy v, pro které je d(v) nejmensi (krok 3). Vrchol v se
tedy odstrani z A a vlozi do N, pravé kdyz

d(v) = min{d(u) | u € A}.

9Edsger W. Dijkstra [dajkstra] —(1930-2002); jeden z nejvyznamnéjsich informatiki.
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Kazdy takovy vrchol v je pak povazovan za vrchol, pro néjz byla nalezena nejkratsi cesta
z s do v, délkou této cesty je d(v), a kratsi cesta do v se v dalsich krocich algoritmu uz
nehleda (to je zajisténo tim, ze se vrchol odstranil z A).

Vlozeni vrcholu v do N znamend, Ze v je povazovan za vrchol, pfes ktery muze do
zbyvajicich vrcholi u mnoziny A vést kratsi cesta, nez je dosud nalezend nejkratsi
cesta do u. V tomto smyslu je tedy kazdy vrchol v z N kandidatem na zlepseni hodnoty
d(u). Algoritmus toto mozné zlepseni provéri pro vrcholy u z A, do kterych vede z v
hrana.

Algoritmus tedy (krok 4) pro kazdy v € N a pro kazdy u € A, pro ktery existuje
hrana {v,u} € E, porovnd hodnotu d(v) + w({v,u}) (délka mozné cesty z s do wu,
kterd vede pies v) s hodnotou d(u) (délka dosud nejkratsi nalezené cesty z s do u).
Je-li d(v) + w({v,u}) < d(u) (tj. cesta pfes v je kratsi), zméni se hodnota d(u) na
d(u) = d(v) + w({v,u}).

Algoritmus se pak vrati ke kroku 2. V ném se ovéii, zda je v A jesté néjaky vrchol v
s hodnotou d(v) < oo (uvédomte si, Ze pii prvnim pruchodu krokem 2 je tato podminka
automaticky splnéna diky d(s) = 0, proto jsme ji zatim nezminovali). Pokud ano,
znamend to, ze v A se nachazeji kandidati na zlepSeni hodnot d(u) a pokracuje se
znovu kroky 3 a 4 jako vyse, tedy stanovenim nové mnoziny N, odebranim vrcholu z A
a tak dale. Pokud ale v A zadny vrchol v s hodnotou d(v) < oo neni, algoritmus skonéi.

Na konci je mnozina A bud prézdnd, a to tehdy, kdyz ke vSem vrcholim z s cesta
existuje, nebo je neprazdnd, a obsahuje jen vrcholy v s hodnotou d(v) = oo. Vrcholy
s hodnotou d(v) = co jsou prave ty, ke kterym z s neexistuje cesta.

Poznamenejme, ze pro praktickou implementaci volime misto co néjakou velkou hod-
notu, které nemuze byt jinak dosazeno, napf. soucet délek vSech hran zvétSeny o 1.
Nésleduje struény popis algoritmu (x := y znamend ,do z pfirad y*).

Algoritmus 4.14 (nalezeni nejkratsich cest z daného vrcholu).
Vstup: graf G = (V, E), vrchol s € V,
hranové ohodnoceni w : E — R™,
Vijstup: hodnota d(v) pro kazdy v € V, d(v) je délka
nejkratsi cesty z s do v
Promeénné: funkce d: V — RT, &islo m € R,
mnoziny A, N CV

1. d(s) := 0; pro kazdy v € V — {s}: d(v) := 00; A:=V;
pokud neexistuje v € A takovy, ze d(v) # oo, skonéi;
m :=min{d(v) |[v e A}; N:={ve A|dlv)=m}; A:=A—N;

Ll

pro viechny v € N, u € A takové, ze {v,u} € E: jestlize d(v) + e({v,u}) < d(u),
pak d(u) := d(v) + w({v, u}); pokrac¢uj krokem 2.

Ukazme si ¢innost algoritmu na jednoduchém piikladé. Uvazujme graf na obr. 10. Bu-
deme hledat nejkratsi cesty z h do ostatnich vrcholu. Nastavime tedy s = h.

Krok 1: Nastavi se A := {a,b,c, f,g,h,i}, d(a) = oo, d(b) = o0, d(c) = oo, d(f) = oo,
d(g) = o0, d(h) =0, d(i) = .

Krok 2: Pokracuje se dal (protoze podminka ukonéeni neni splnéna).
Krok 3: Nastavi se m := 0, N := {h}, A:={a,b,c, f,qg,i}.

Krok 4:. Upravi se d(a) = d(h) + w({h,a}) =0+ 17 = 17, d(g9) = d(h) + w({h,g}) =
0+6=6,d(i)=dh)+w({h,i}) =04+1=1, tedy pro v € A je d(a) =17, d(b) = o0,
d(c) =00, d(f) =00, d(g) =6, d(i) = 1.
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Krok 2: Pokracuje se dal.
Krok 3: Nastavi se m := 1, N := {i}, A:={a,b,c, f,g}.

Krok 4: Upravise d(f) = d(i)+w({3, f}) = 1+7 =38, d(g9) = d(i)+w({i,g}) = 1+4 =5,
tedy pro v € A je d(a) =17, d(b) = oo, d(c) = oo, d(f) =8, d(g) = 5.

Krok 2: Pokracuje se dal.
Krok 3: Nastavi se m := 5, N := {¢}, A :={a,b,c, f}.

Krok 4: Upravi se d(a) = d(g) + w({g,a}) = 5+ 10 = 15, d(b) = d(g) + w({g,b}) =
543 =28, tedy pro v € A je d(a) =15, d(b) =8, d(c) = o0, d(f) = 8.

Krok 2: Pokrac¢uje se dal.

Krok 3: Nastavi se m := 8, N :={b, f}, A :={a,c}.

Krok 4: Upravi se d(c) = d(f) +w({f, c}) = 10, tedy pro v € A je d(a) = 15, d(c) = 10.
Krok 2: Pokrac¢uje se dal.

Krok 3: Nastavi se m := 10, N := {c}, A := {a}.

Krok 4: d se neupravuje, tedy pro v € A je d(a) = 15.

Krok 2: Pokracuje se dal.

Krok 3: Nastavi se m := 15, N := {a}, 4 := 0.

Krok 4: d se neupravuje.

Krok 2: Vypocet se ukonéi. Vzdélenosti d(v) z h do v jsou tedy d(a) = 15, d(b) = 8,

d(c) =10, d(f) =8, d(g) =5, d(h) =0, d(i) = 1. K navrzenému
. e . N [ .. (o , , algoritmu
Ruénim ovérenim zjistime, ze vypocitané vzdalenosti jsou spravné. Musi tomu tak byt , ot
vzdy? Tedy, je Dijkstruv algoritmus spravny v tom smyslu, ze pro kazdy ohodnoceny Z@};:zmte }ZZ roves
graf a jeho vrchol s budou po skon¢eni vypoctu d(v) délky nejkratsich cest z s do v? U ?z Jjeno
Spravnosti.

Pruvodce studiem

Ke kazdému navrzenému algoritmu je tieba provést dukaz jeho spravnosti. Nestaci
zjistit, ze algoritmus pracuje spravné na nékolika prikladech. Na jinych by mohl
davat nespravné vysledky. Dukaz spravnosti je ovéreni, ze pro jakékoli pfipustné
hodnoty vstuptu algoritmus vypocitd spravné vystupy.

Napriklad algoritmus 4.14 vychazi z intuice, ze hledame-li nejkratsi cestu lokalné,
tj. z navstiveného vrcholu se snazime jit do nejblizstho vrcholu, najdeme cestu, ktera
je nejlepsi i globdlné. To ovSem neni ziejmé a je tieba to ovérit. K tomu slouzi dukaz
spravnosti.

Dikaz spravnosti Dijkstrova algoritmu Pro u,v € V ozna¢me 6(u,v) délku nej-
kratsi cesty z u do v. Piedpoklddejme, ze d(v) jsou hodnoty vypocitané algoritmem pro
dany graf (V| E), ohodnoceni w a vrchol s. Mdme dokézat, ze pro kazdy vrchol v € V
je d(v) = (s,v). Dokézeme d(v) < §(s,v) a d(s,v) < d(v). Pfi tom budeme dokazovat
indukei podle poc¢tu priuchodi ,cyklu“ 2.—4., tedy cyklu sestdvajiciho z kroku 2., 3.,
4. Tim se rozumi ndsledujici: vypocet probih4 tak, Ze je proveden krok 1., pak se bud
skonéi, nebo se provedou kroky 2., 3., 4. (prvni pruchod cyklem), pak se bud’ skonéi,
nebo se provedou kroky 2., 3., 4. (druhy pruchod cyklem), atd. Provede-li se cyklus cel-
kem n-krat, muzeme mluvit o 1., 2., ..., n-tém priuchodu a o hodnotach proménnych v
téchto pruchodech. Hodnoty proménnych po i-tém pruchodu cyklu 2.—4. budeme znagit
d;,m;, A; a N; (tj napi. 4; = A;_1 — N; apod.).
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Nejdiive dokdzeme

d(s,v) < d(v). (14)

Protoze d(v) = d;(v) pro né&jaké j, staci dokdzat 0(s,v) < d;(v). To dokdzeme indukei
podle i. Pro i = 0 (tj. pfed prvnim pruchodem) je to ziejmé. Je totiz d(s, s) = 0 = dy(s)
a pro ostatni v je jisté d(s,v) < do(v) = oco. Predpoklddejme, ze plati 6(s,v) < d;(v) a
dokazme §(s,v) < di11(v). Pro vrchol v jsou dvé moznosti. Bud' pfi (i+1)-tém prichodu
cyklem v kroku 4 nedojde ke zméné, tj. diy1(v) = d;(v), a pak je §(s,v) < diy1(v)
podle indukéniho predpokladu. Nebo ke zméné dojde, tj. diy1(v) = di(u) + w({u,v})
pro néjaky u. Pak ale z indukénfho predpokladu mame §(s,u) + w({u,v}) < d;(u) +
w({u,v}), a protoze jisté plati d(s,v) < d(s,u) + w({u,v}), mame d(s,v) < d;(u) +
w({u,v}) = dit1(v). (14) je dokézano.

Oznaéme nyni D1, ..., Dy vSechny od sebe ruzné vzdélenosti vrcholi grafu od vrcholu
s tak, ze 0 = D1 < Dy < --- < Dy, (tj. D1 = 0 je vzdélenost s od s, Dy, je vzdélenost
nejvzdédlenéjsiho vrcholu od s). Oznacéme dale V; = {v € V | §(s,v) = D;} pro i =
1,...,k, tj. V; obsahuje pravé vrcholy se vzdalenosti D; od s. Indukci podle ¢ dokazeme,
ze D; = m; a V; = N; pro kazdy provedeny pruchod i cyklem 2.—4. Z tohoto tvrzeni
uz plyne pozadovand rovnost d(v) = §(s,v): za prvé, kazdy v € V, do kterého existuje
cesta z s, patii do néjaké V; = N; (pro ostatni je d;(v) = 00); za druhé, pro vrcholy v
z N; je di(v) = m; a vyslednd vypoctend hodnota d(v) je d(v) = d;(v) (v se odstrani z
A a dél se s nimi nepracuje). Tedy pro kazdy vrchol v, do kterého existuje z s cesta, je
d(v) = d;(v) =m; = 6(s,v).

Dokazme tedy D; = m; a V; = N;. Proi = 1 je to ziejmé: D1 = 0 =my, Ny = {s} = Vi.
Ptedpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechna j < ¢ a dokazme ho pro i: Vezméme
libovolny v € V;. Pak podle definice V; ma nejkratsi cesta s, ..., u,e,v délku D;. Cesta
S,...,u je pak nejkratsi cestou z s do u (jinak by s, ..., u, e, v nebyla nejkratsi z s do v,
rozmyslete). Jeji délka je tedy nékterou z Dj < D; = Dj +w({u,v}). Podle indukéniho
pfedpokladu je u € V; = Nj, a proto d;j(v) = D; (podrobnéji: kdyby d;(v) < D;, pak
z d(v) < dj(v) je d(v) < Dj = 6(s,v), spor s (14); na druhou stranu se hodnota D;
do d;(v) dostane v j-tém cyklu pfifazenim d;(v) := d;j(u) + w({u,v}) nebo uz bylo
dj—1(v) = D;). Proto i d;(v) = D; (pro j < k < i nemuze byt d(v) < d;(v), pak by
opét d(v) < d(s,v)). Tedy pro vsechny v € V; je d;(v) = D;.

Ukézeme ted D; = m;, tj. D; = min{d;(u) | u € A;_1}. Kdyby existoval u € A;_; tak,
ze d;(u) < D;, pak u € V; (nebot jsme ukdzali, ze pro u € V; je d;i(u) = D;). Tedy
bud existuje j < i a u € V; = Nj, coz nelze (protoze N; N A;_1 = (), nebo existuje
Jj >iau € Vj, coz také nelze, protoze pak by d(s,u) = D; > D; > di(u) > d(u), a
to je spor s (14). Mame tedy D; = m;. Podle definice N; je tedy V; C N; (protoze pro
u € V; je di(u) = D; = m;). Ale zadny jiny u z A;—1 do N; nepatii. Pak by totiz musel
u € Vj pro j > i, tedy by 6(s,u) = D; > D; = d;(u) > d(u), coz je spor s (14). Tedy je
Vi = N;. Dukaz spravnosti Dijkstrova algoritmu je hotov. O

Poznamka 4.15. Dijkstruv algoritmus zjisti vzdalenosti vrcholi u od daného vr-
cholu s, ale nesdéli nam, kudy nejkratsi cesta z s do u vede. Tuto informaci zjistime
nasledujici upravou uvedeného algoritmu. Ke kazdému vrcholu w udrzujeme mnozinu
vrcholu pred(u), které se na nékteré z nejkratsich cest z s do u nachazi tésné pied u
(nejkratsich cest z s do w muze obecné existovat vice). Na za¢atku (napf. po prove-
denf kroku 1) nastavime pro kazdy u € V hodnotu pred(u) := (). Krok 4 rozsifime
nésledovné. Urci-li se v kroku 4 novéd hodnota hodnota d(u), provedeme

pred(u) := {v € N | d(u) = d(v) + w({v,u})}.
Po skonceni algoritmu pak pro kazdy uzel u, do kterého vede cesta z s (tj. d(u) # o0),

obsahuje vyse popsané vrcholy.
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Pouzijeme-li tento postup ve vyse uvedeném piikladu pro s = h, pak naptiklad

pred(c) = {f}, pred(f) = {i}, pred(i) = {h}, pred(h) = 0,

tedy (v tomto piipadé jedind) nejkratsi cesta z h do ¢ je

h? {h7 2}7 i? {i7 f}7 f? {f7 C}7C'

Poznamka 4.16. Lze ukazat, ze pro n = |V| a m = | E| pro ¢asovou slozitost T'(n, m)
Dijkstrova algoritmu v nejhorsim ptipadé plati

T(n,m) = O(nlogn +m).

4.4 Stupné vrcholt

Jednou ze zékladnich a snadno zjistitelnych informaci o grafu je, kolik hran vchazi do
jednotlivych vrcholt a kolik z nich vychazi. Je to informace, kterou dobfe vnimame i
pohledem na obrazek grafu. V této kapitole ukazeme nékolik zédkladnich ivah zalozenych
na poctech hran jednotlivych vrcholu.

Definice 4.17 (stupen vrcholu). Stuperni vrcholu v € V' grafu (V, E) je pocet hran, pro
které je v koncovym vrcholem, a znaci se deg(v).

U orientovanych grafu se nékdy zavadi vstupni a vystupni stupen vrcholu jako pocet
hran, které do vrcholu pfichdzeji, a pocet hran, které z néj vychazeji. Stupen vrcholu
je pak soucet vstupniho a vystupniho stupné. Pro graf na obr. 7 vlevo je deg(u) = 3,
deg(v) = 2, deg(w) = 2, deg(x) = 1, deg(y) = 0. Pro graf vpravo je deg(u) = 3,
deg(v) = 3, deg(w) = 3, deg(x) = 1, deg(y) = 0. V této kapitole budeme predpokladat,
ze grafy, kterymi se zabyvame, jsou neorientované.

Véta 4.18. V grafu G = (V, E) je Y, oy deg(v) = 2|E|.

Dukaz. Mame dokazat, ze souCet stupnu vSech vrcholu grafu je roven dvojnasobku
poctu hran. Tvrzeni je témér ziejmé, uvédomime-li si nasledujici. Kazd4d hrana e € E ma
dva vrcholy, v a v. Hrana e pfispivé jednickou do deg(u) (je jednou z hran, jejichz pocet
je roven deg(u)), jednickou do deg(v) a do stupné zadného jiného vrcholu nepiispiva.
Hrana e tedy piispivd pravé poctem 2 do ) .y deg(v). To plati pro kazdou hranu.
Proto ), .y deg(v) = 2|E|. O

Dusledek 4.19. Pocet vrcholu lichého stupné je v libovolném grafu sudy.

Dukaz. Oznaéme S a L mnoziny vrcholu, které maji sudy a lichy stupen. Protoze kazdy
vrchol patii bud do S, nebo do L, je 3, oy deg(v) = Y cgdeg(v) + >, deg(v). Je
jasné, ze ) _odeg(v) je sudé cislo. Podle Véty 4.18 je > .y deg(v) = 2|E|, tedy
> vey deg(v) je sudé cislo. Proto i ), ., deg(v) musi byt sudé ¢islo. Kdyby byl pocet
vrcholii s lichym stupném lichy, byl by ) _; deg(v) soucet lichého poctu lichych cisel,
a tedy by >, deg(v) bylo liché ¢islo, coz nenf mozné. Pocet vrcholi s lichym stupném
je tedy sudy. O

Uvedend tvrzeni predstavuji zakladn{ podminky, které stupné kazdého grafu spliuji.
Predstavme si, ze o grafu s vrcholy vy,...,v, nevime nic vic nez stupné jeho vr-
cholu, tj. zndme posloupnost deg(vy), ..., deg(v,) stupnu jeho vrcholi. Tato posloup-
nost se nazyva skore grafu (nékdy grafova posloupnost). Pfitom dvé skére povazujeme
za stejnd, lisi-li se jen permutaci (sefazenim) ¢lentu. Urcéuje skére graf jednoznacnym
zpusobem (az na izomorfismus)? Vezméme napt. posloupnost 1,1,1,1,1,1. Jedno-
duchou uvahou dojdeme k tomu, ze kazdé dva grafy, jejichz skore je 1,1,1,1,1,1
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jsou izomorfni. Jsou to grafy izomorfni s grafem (V,FE), kde V = {a,b,c,d,e, f}
a E = {{a,b},{c,d},{e, f}}. Skére 2,2,2,2,2 2 vsak graf jednoznaénym zpusobem
neurcuje. Na mnoziné vrcholu V. = {a,b,c,d,e, f} totiz muzeme mit dva grafy,
které nejsou izomorfni, a presto je 2,2,2,2,2,2 skére kazdého z nich. Prvni je dan
mnozinou hran {{a,b},{b,c},{a,c},{d,e},{e, f},{d, f}} (dva trojihelniky), druhy
mnozinou {{a,b},{b,c},{c,d},{d,e},{e, f},{a, f}} (Sestithelnik). Grafy si nakreslete
a zduvodnéte si to.

Jak vime, ne kazda posloupnost ¢isel je skére néjakého grafu. Napt. 3,4, 2,0 neni skére
grafu (zkuste takovy graf nakreslit a uvidite, ze to nejde). Muzeme to ale zjistit i
bez kresleni. Sta¢i pouzit dusledek 4.19: Graf, jehoz skére je 3,4,2,0 by mél préaveée
jeden vrchol lichého stupné, coz neni mozné. Posloupnost 6,2,2,0 ale podmince z
Dusledku 4.19 vyhovuje, ale graf se skére 6,2,2,0 také neexistuje (zkuste nakres-
lit). Vidime, ze podminka z dusledku 4.19 je sice nutnd, ale neni postacujici. Otdzkou
je, jestli existuje jednoduchd podminka, kterou posloupnost nezapornych celych ¢cisel
spliiuje, pravé kdyz je to skore néjakého grafu. Ukazeme, ze ano a ze to, zda plati,
dokonce lze ovérit jednoduchym algoritmem.

Véta 4.20. Necht dy > do > ds > -+ > d, jsou nezdpornd celd éisla a1 < dy <n—1.
Pak
di,do,ds,...,dy,

je skore néjakého grafu, prdavé kdyz
dy—1,ds—1,...,dg,+1 — 1,dg,+2,...,dy

je skore néjakého grafu.

Diikaz. Uvédomme si nejdiive nésledujici véc. Posloupnost do — 1,ds — 1,...,dg4,+1 —
1,dg,4+2,...,d, man—1prvkua. Pritom jeji cast do—1,d3—1,...,d4,+1 —1 ma d; prvka
a dostaneme ji odectenim jednicky z prvnich d; prvki posloupnosti da, ds, . .., dy. Cést
dg,+2,...,d, mdn—d;—1prvki a je to poslednich n—d; —1 prvka prvki posloupnosti
do,ds, ..., dy.

Ukézeme nejdiive, ze kdyz do — 1,d3 — 1,...,dg,+1 — 1,dg4,+2,...,d, je skére, pak i
dy,da,ds, ..., d, jeskore. Kdyz je do —1,d3—1,...,dg,+1 —1,dg,+2,...,d, skore grafu
G = (V,E), m& G n — 1 vrcholu (ozna¢me je vg,...,v,), které maji po fadé stupné
dy —1,ds —1,...,dg,+1 — 1,...,dg,12,...,dn. Vytvoime z G novy graf G' = (V', E')
pridanim vrcholu vy, tj.

V, = {Ul,UQ, e ,’Un},

a ke kazdému z vrcholt ve, . .., vg,+1 pridejme hranu k vrcholu vy, tj.
E/:EU{{’Ul,Uj} |j:2,,d1+1}

V grafu G’ vede z vrcholu vy préavé d; hran (tolik jsme jich pfidali) a stupen kazdého z
vrcholu vy, ..., vg,+1 se o 1 zvysil. Stupné ostatnich vrcholu se nezménily (hrany jsme
k nim nepridavali). Skére grafu G’ je tedy deg(vi), (de—1)+1, (ds—1)+1,..., (dg,+1 —
1)+ 1,dg,42,--.,dn, coz je pravé dy,da,ds,...,d,. Dokézali jsme, ze di,ds,ds, ..., d,
je skore grafu.

Ukazme ted naopak, ze kdyz di,da,ds, ..., d, je skére, je i do — 1,ds — 1,...,dg,+1 —
1,dg,+2,...,dy skoére. Je-li dyi,ds,ds,...,d,, uvazujme piislusny graf G s vrcholy
v1,. .., U, tak, ze deg(v;) = d;. Rozlisime dva piipady.

Prvni pfipad: Vrchol v; stupné d; je hranou spojen s kazdym z vrcholu va, ..., vg, +1.
Pak graf, ktery vznikne z G odstranénim vrcholu v; a hran, které z néj vychézeji (to
jsou praveé hrany {vi,va},...,{vi,v4,+1}), mé prave skére do — 1,ds — 1,...,dg,+1 —
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1,dg,+2,...,dy, tedy posloupnost do — 1,d3s — 1,...,dg,+1 — 1,dg,+2,...,dy je skére
grafu.

Druhy piipad: Vrchol v; stupné d; spojeny hranami s vrcholy vs, ..., v4,+1 neexistuje.
Pak tedy existuje vrchol v; (2 < i < dy + 1), ktery neni spojen s vy, a vrchol v;
(d1 +1 < j <n), ktery je spojen s v;.

Tvrdime, Ze existuje vy # vj, ktery je spojen s v;, ale neni spojen s v;: v; je totiz spojen
s d; vrcholy, mezi kterymi neni vq; v; je spojen s d; < d; vrcholy a jednim z nich je
v1; lze tedy zvolit vrchol vy, ktery je spojen s v;, ale ne s v;; pokud v, # vj, jsme
hotovi; pokud v = v;, pak v; je jednim z d; vrcholi spojenych s v;; vynechdme-li tedy
ze sousedu vrcholu v; vrchol v; a ze sousedu vrcholu v; vrcholy vy a v;, zbyde d; — 1
sousedu vrcholu v;, mezi kterymi neni vy, ani v;, a d; — 2 sousedu vrcholu v;; protoze
d; — 1> d; — 2, existuje v;, spojeny s v;, ktery neni spojen s v;.

Vytvorme graf G', ktery vznikne z G odstranénim hran {vi,v;} a {v;, v} a pfiddnim
hran {vi,v;} a {vj, v;}. Skére grafu G’ je opét di,ds, ds, ..., d,. Zaménou jsme dosahli
toho, ze z posloupnosti vg,...,v4,41 je hranou spojeno s vrcholem v; vice vrcholu v
novém grafu G’ nez v ptiivodnim G. Na graf G’ je ted bud mozné pouzit prvni piipad,
nebo ho Ize postupnym opakovanim pravé provedené upravy prevést na graf, na ktery
prvni piipad uz pouzit lze. O

Véta 4.20 je zédkladem pro nasledujici algoritmus.

Algoritmus 4.21 (test skére).
Vstup: neN, (di,...,dy,), kde dy > --- > d, > 0 jsou celd ¢isla;
Vyjstup: ANO, pokud (dy,...,d,) je skére, NE v opa¢ném piipadé;

1. jelin=1ad; =0, odpovéz ANO a skon¢i;
2. je-li dy > n — 1, odpovéz NE a skonci;

3. vypocitej novou posloupnost
<d/17 s ,d,,n_1> = <d2 —1,d3s—1,... 7dd1-‘r1 - 1add1+2a s 7dn>7

4. je-li nékteré d; zdporné, odpovéz NE a skonéi;

5. usporadej dj,...,d,,_; sestupné, prifad takto uspofddané hodnoty do

di,...,dp—1,snizn o1 (tj. n:=n — 1) a pokrac¢uj bodem 1.

Ukazme, ze algoritmus pracuje spravné. Skonéi-li algoritmus v bodé 1, je to spravné,
protoze jednoprvkova posloupnost 0 je skére grafu (o jednom vrcholu a zadné hraneé).
Skon¢i-li algoritmus v bodé 2, je to spravné, nebot stupen zaddného vrcholu nemuze byt
vétsi nez pocet vrchold minus jedna. Pokud mé aktudlni posloupnost vice nez 1 ¢len, v
bodé 3 se vypocitd nova posloupnost, kterd je dle véty 4.20 skére grafu, pravé kdyz je
puvodni posloupnost skére grafu. Na zakladé véty 4.20 se tedy v tomto kroku testovani
redukuje na testovani posloupnosti, kterd je o 1 ¢len kratsi. Pokud se pii vypoétu nové
posloupnosti objevi zaporné ¢islo, algoritmus skonéi s odpovédi NE (stupen vrcholu
nemuze byt zdporny). Jinak algoritmus novou posloupnost sestupné setiidi a pokracuje
znovu bodem 1. Je zfejmé, Ze algoritmus vzdy skonéi, nebot posloupnosti se vzdy o 1
zkracuji. Pro vstupni posloupnost délky n algoritmus skoné¢i nejvyse po n—1 vypoctech
nové posloupnosti. Algoritmus bychom mohli urychlit o krok, ve kterém by se testovana
posloupnost zkrétila o koncové nuly (zduvodnéte to).

Piiklad 4.22. Algoritmus 4.21 pouzijeme ke zjisténi, jestli jsou posloupnosti
6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0 a 4,3,2,1,1. Test posloupnosti 6,6,5,4,3,3,3,3,2,1,0 vede

93



1 2 1 2

Obrazek 11: Nakreslete obrazky jednim tahem.

postupné na testy posloupnosti 5,4,3,3,2,2,2,2,1,0, pak 3,2,2,2,2,1,1,1,0, pak
2,1,1,1,1,1,1,0, pak 1,1,1,1,0,0,0, pak 1,1,0,0,0,0, pak 0,0,0,0,0, 0,0,0,0, pak
0,0,0, pak 0,0, pak 0 a skon¢i odpovédi ANO v bodé 1. Test 4, 3,2, 1,1 vede postupné
na 2,1,0,0, pak se v bodé 4. vypocitd posloupnost 0, —1,0 a algoritmus skonéi s od-
povédi NE. To, ze 4, 3,2, 1, 1 neni skére, muzeme poznat také piimo podle dusledku 4.19,
protoze 4,3,2,1,1 mé lichy pocet lichych stupnu.

Se stupni vrcholu souvisi zndma tloha nakreslit jednim tahem zadany obrazek.

Pruvodce studiem

Uloha o kresleni jednim tahem: Na obr. 11 jsou dva obrazky. Ukolem je na-
kreslit obrazek jednim tahem s tim, ze zddnou hranu nesmime nakreslit dvakrat
a nesmime zvednout tuzku z papiru. U levého obrazku to jde (napf. postupnym
spojovanim vrcholu 1,2,3,5,1,3,4,5,2), u pravého ne (zkuste to zduvodnit).

S touto tlohou se asi kazdy setkal na zdkladni skole. Ukazeme si, ze rozhodnout,
zda obrazek 1ze nakreslit jednim tahem, popi. zda je i mozné pritom zacit i skoncit
v jednom misté, jde jednoduse podle stupnu vrcholu. Na kresleni jednotazek navic

existuje algoritmus.

Definice 4.23 (eulerovsky tah). Eulerovsks tah'? je tah, ktery obsahuje vSechny vr-
choly grafu a ve kterém se kazda hrana vyskytuje pravé jednou. Je-li navic uzavieny,
nazyva se uzavreny eulerovsky tah.

Eulerovsky tah predstavuje kresleni ,,jednim tahem®. Chceme-li navic pii kresleni vyjit i
skoncit v jednom misté, musime najit uzavieny eulerovsky tah. Nasledujici véta ukazuje,
jak jednoduSe poznat, zda eulerovsky tah vubec existuje.

Véta 4.24. e V neorientovaném grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, pravé kdyz
je souvisly a kaZdy vrchol md sudy stupen.

e V neorientovaném grafu existuje neuzavreny eulerovsky tah, pravé kdyz je souvisly
a md pravé dva vrcholy lichého stupné.

Dukaz. Dokédzeme nejdiive tvrzeni pro uzaviené eulerovské tahy. Méjme graf G =
(V,E).

Predpoklddejme nejdiiv, ze v G existuje uzavieny eulerovsky tah v, e, ..., v. Je jasné,
ze G je souvisly. Uvazujme libovolny vrchol v € V a mnozinu E, vSech hran, jichz
je u koncovym vrcholem. Jejich pocet je stupen u, tj. deg(u) = |Ey|. Pro u # v je
libovolny vyskyt u v tahu v,e,...,v tvaru ...,e,u,€e,..., kde e,¢’ € E,, tj. kazdy
vyskyt u je doprovézen vyskytem dvou hran z E, (jednou z nich se do u vstoupi,

1%7eonhard Euler (1707-1783), jeden z nejvyznamnéjsich matematiki.
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druhou se vystoupi). Protoze se v tahu kazd4 hrana vyskytuje pravé jednou, je jasné,
ze hran z E, je sudy pocet. Pro u = v to plati s vyjimkou prvniho (tam hrana z v
pouze vychézi) a posledniho vyskytu (tam hrana do v pouze vchazi). Kazdy z nich je
doprovazen vyskytem jedné hrany z F, a proto je pocet hran v E, opét sudé ¢islo.

Predpokladejme ted, Ze G je souvisly a Ze kazdy jeho vrchol mé sudy stupeii. Uvazujme
tah vg, €1, ..., en, v, (0znaéme ho t) v G, ktery ma nejvétsi moznou délku (to muzeme:
tah nemuze byt delsi nez pocet vSech hran grafu G, tahi s nejvétsi délkou ale muze
byt vice). VSimnéme si nejdifv, ze musi byt vg = v,,. Jinak by vrchol vg byl koncovym
vrcholem lichého poctu hran (hrana z néj vychazi a pak vzdy vehazi a vychdzi). Protoze
mé vy sudy stuper, existuje hrana e = {v, vy}, kterd neni obsazena v tahu ¢. Pak je ale
v, e,vg, €1, - - -, en, Uy tah, ktery je delsi nez ¢, a to je spor s tim, ze t ma nejvétsi moznou
délku. Tedy musi byt vy = v,,. Dokadzeme nyni sporem, ze tah ¢ obsahuje vSechny hrany
grafu G. Pfedpokladejme, ze existuje e = {u,v} € E—{e1,...e,}. Protoze G je souvisly,
je v spojen né&jakou cestou s kazdym vrcholem vyskytujicim se v tahu ¢. Necht v; je
vrchol, pro ktery je takova cesta v, ..., v; nejkratsi. Pak se zadna hrana cesty v, ..., v;
nelezi v tahu ¢ (jinak by tato cesta nebyla nejkratsi). Proto je

Uy €,V .5 U4y €41, Vitl,- -+, Un = V0, €0,V1,-..,VU;

tah, ktery je delsi nez t, coz je spor s predpokladem. Tah t tedy obsahuje vSechny hrany
z E a je eulerovskym tahem.

Cést tvrzeni, kterd se tykd neuzavienych eulerovskych tahi, se dokdze podobné (viz
tlohy k textu). O

Pruvodce studiem

Uloze rozhodnout, zda v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, je podobnd tloha
tzv. hamiltonovské kruznice (William R. Hamilton (1805-1865) byl irsky matema-
tik). Hamiltonovské kruznice je kruznice, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu.
Pripomenme, ze uzavieny eulerovsky tah obsahuje vSechny hrany grafu. Zatimco
zjistit, zda v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, je velmi snadné (podle véty 4.24
staci ovérit, ze kazdy vrchol ma sudy stupen), neni znadm rychly algoritmus, ktery
by zjistil, zda graf ma hamiltonovskou kruznici. Navic je pravdépodobné, ze ta-
kovy algoritmus ani neexistuje (zjistit existenci hamiltonovské kruznice je totiz tzv.
NP-iplny problém).

Shrnuti

Graf je tvofen mnozinou vrcholi a hran spojujicich nékteré vrcholy. Graf muze byt
orientovany nebo neorientovany, podle toho, jestli rozliSujeme, zda orientace hran hraje
roli. Posloupnost vrcholu a hran, kterd odpovidd moznému pruchodu grafem, se nazyva
sled. Rolisujeme nékolik typu sledu. Mezi dulezité ulohy patii rtizné tlohy o cestovani
v grafech.

Pojmy k zapamatovani

e orientovany graf, neorientovany graf, vrchol, hrana,

e izomorfismus grafl, podgraf,

e sled, délka sledu, uzavieny sled, tah, cesta, kruznice, vzdélenost vrcholu,
e ohodnoceny graf,

e souvislost, komponenta, hledani cest,
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e stupen vrcholu, skore, eulerovsky tah.

Kontrolni otazky

1. Vysvétlete rozdil mezi pojmy orientovany graf a neorientovany graf.

2. Je-li graf G izomorfni s grafem G, je jeho podgrafem?

3. Jaky je rozdil mezi pojmy sled, tah, cesta?

4. Muze mit souvisly graf po odstranéni jedné hrany tri komponenty?

5. FExistuje graf, ktery md skore 7,3,17

Cviceni

1. Pro libovolné neorientované grafy G1, Go a Gg plati: G1 = G1; pokud G = Go,
pak Go = G7; pokud G1 =2 Gy a Go = G3, pak G = G3. To samé plati pro
orientované grafy. Dokazte.

2. Je-li graf G izomorfni s grafem G, je kazdy podgraf grafu G izomorfni n¢jakému
podgrafu grafu G’. Dokazte.

3. Z definice plyne, ze jsou-li kone¢né grafy G; = (V1, E1) a Gy = (Va, E3) izomorfni,
maji stejny pocet vrcholu (izomorfismus je totiz bijekce h : Vi — V3). Dokazte,
ze izomorfni grafy maji i stejny pocet hran.

4. Necht jsou dény grafy G s vrcholy vy, ...,v, a G’ s vrcholy v}, ..., v, takové, ze
deg(v;) = deg(v}). Musi byt G a G’ izomorfni?

5. Jaky je nejvétsi mozny soucet stupnu vrcholu neorientovaného grafu s n vrcholy?

6. Urcete (napt. pomoci Algoritmu 4.21), zda jsou skére posloupnosti

(a) 6,6,6,6,5,4,3,
(b) 5,5,5,5,5,4,3,
(c) 4,4,4,4,3,3,2.
Nakreslete prislusné grafy.

U'koly k textu

1.

jedné jeho komponenty.

. Dokoncete dukaz véty 4.24, tj. dokazte, ze v neorientovaném grafu existuje neu-

. Navrhnéte algoritmus pro hledani uzavieného eulerovského tahu a algoritmus

. Upravte algoritmus 4.14 tak, aby fungoval i pro orientované grafy. Tj. vstupem

Dokoncete dukaz véty 4.11, tj. ukazte, ze kazda hrana grafu je hranou prave

zavieny eulerovsky tah, pravé kdyz je souvisly a ma pravé dva vrcholy lichého
stupné. Navod: Postupujte podobné jako pro uzaviené eulerovské tahy. Sec¢tenim
hran v eulerovském tahu dojdete k tomu, ze kdyz neuzavieny eulerovsky tah exis-
tuje, maji pravé dva vrcholy lichy stupen. Naopak, kdyz je graf souvisly a prave
dva vrcholy, u a v, maji lichy stupen, uvazujte opét nejdelsi tah. O ném nejdiive
dokazte, ze jeho krajni vrcholy jsou u a v. Pak postupujte podobné jako u dikazu
pro uzavieny eulerovsky tah, tj. ukazte, ze obsahuje vsechny vrcholy i vSechny
hrany grafu.

pro hledéni eulerovského tahu. Proved'te dikazy spravnosti téchto algoritm.

bude ohodnoceny orientovany graf a jeho vrchol s. Vystupem budou éisla d(v),
kde d(v) je délka nejkratsi cesty z s do v. Proved'te dikaz spravnosti.
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Reseni

1. Snadno se totiz ukéze, ze idy, je izomorfismus G1 a Ga; je-li h izomorfismus G a
G, je h~ ! izomorfismus Gy a Gy; je-li g izomorfismus G a G a h izomorfismus
G2 a (3, je g o h izomorfismus G a Gs.

2. Snadné.

3. Protoze izomorfismus je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni vrcholii grafu Go vr-
cholum grafu Gy, plati, ze pro libovolné ruzné vrcholy u a v grafu G jsou h(u)
a h(v) ruzné vrcholy grafu Gs, a déle, ze kazdé dva ruzné vrcholy grafu Gs jsou

tvaru h(u) a h(v) pro néjaké vrcholy u a v grafu Gj.
Definice izomorfismu tedy s prihlédnutim k pravé uvedenému iiké, ze mezi dvéma

vrcholy v jednom z téchto grafii vede hrana, pravé kdyz hrana vede i mezi dvéma
vrcholy, které jim odpovidaji v druhém grafu. Z toho je patrné, ze oba grafy maji
stejny pocet hran. B

Dokézat to Ize také ovéfenim toho, Ze zobrazeni h : E1 — FEo definované pro
e = {u,v} predpisem

h({u,v}) = {h(u), h(v)}
je bijekce.
4. Ne. Uvazujme n = 6 a E = {{v1,v2}, {ve, v3}, {vs, va}, {va,v5},{vs,v6}, {ve,v1}}
a F = {{v1,ve}, {va,v3}, {vs,v1},{va,v5}, {vs,v6}, {ve,va}}.
5. n-(n—1).

6. 1. ne, 2. ano, 3. ano.

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly 4.5 by student mél rozumét specidlnim grafim
nazyvanym stromy. Mél by zndt zakladni vlastnosti stromu a algoritmy pro jejich
prochézeni.

Klicova slova: strom, list, kostra, kofenovy strom, hloubka vrcholu, vyska stromu,
m-arni strom, usporadany kofenovy strom, preorder, postorder, inorder

4.5 Stromy

Pruvodce studiem

Stromy jsou specidlni grafy, které dostaly nézev podle toho, ze vypadaji podobné
jako stromy, popi. kefe v piirodé. Typicky strom-graf vypadd jako strom v prirodé.
M4 svuj kofen (specidlni vrchol), ve kterém se vétvi (vedou z néj hrany) do mist
(vrcholu), ve kterych se opét vétvi atd. Stromy jsou grafy, které maji nejcastéjsi
pouziti. Setkdvame se s nimi v bézném zivoté (ruznd ¢lenéni, napft. ¢lenéni knihy
na kapitoly, podkapitoly atd., maji stromovou strukturu), jako uzivatelé pocitacu
(stromové struktura adreséiu) i jako informatici (rozhodovaci stromy, vyhleddvaci
stromy).

4.5.1 Definice a zakladni vlastnosti

Stromy jsou specialni grafy, které dostaly nazev podle toho, ze vypadaji podobné jako
stromy, popt. kefe v prirodé. Zvolime-li jeden vrchol stromu, muzeme ho povazovat za
kofen, ze kterého strom vyrustd, vétvi se a roste do mist, ve kterych se opét vétvi. TTi
stromy vidime na obr. 12. Se stromy se setkdvame v bézném zivoté. Podobu stromii
maji napiiklad rizné hierarchické struktury. Kniha se ¢leni na kapitoly a podkapitoly.
Adresaie (slozky) v pocitaci se ¢leni na podadresafe, ty opét na podadresire apod.
Stromy maji rozsdhlé pouziti v informatice, zejména ve zpracovani dat.
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Obrazek 12: Stromy.

1

o
Y

Obrazek 13: Grafy, které nejsou stromy.

Stromy budeme chapat jako neorientované grafy. Pojem strom lze zavést nékolika
zpusoby. My vyjdeme z nésledujici definice.

Definice 4.25. Strom je neorientovany souvisly graf bez kruznic.

Ze je graf bez kruznic neboli ze neobsahuje kruznice, znamens, ze zadny jeho podgraf
neni kruznici. Vsimnéme si, ze kazdy z grafli na obr. 12 je souvisly, neobsahuje kruznice,
a je tedy stromem. Ani jeden z grafu na obr. 13 ale stromem neni. Graf vlevo totiz
obsahuje kruznici a, {a, b}, b, {b, ¢}, ¢, {a, c}, a. Graf vpravo neni souvisly, protoze v ném
napiiklad neexistuje sled z vrcholu 1 do vrcholu 6.

Vrchol grafu se stupném 1 se nazyva koncovy (za koncovy vrchol se nékdy povazuje i
vrchol se stupném 0). Koncovy vrchol stromu se nazyvé list.

Uvazujme strom na obr. 14. Listy tohoto stromu jsou vrcholy 2, 3, 6 a 7. Jak se muzeme
presvédcit, odebereme-li z tohoto stromu néjaky list a hranu, ktera do néj vede, vznikne
opét strom. Z ného muzeme opét odebrat néjaky list s hranou atd., az z tohoto stromu
zbyde jediny uzel. Popsany proces je vidét na obr. 15, ve kterém byly postupné odebrany
vrcholy 7, 6, 5, 4, 3 a 2.

MuZzeme uvazovat i obraceny proces, tedy vyjit z jednoho vrcholu a postupné k nému
pfipojovat vrcholy, které se pfipojenim stanou listy. Snadno se presvédéime, Ze af
zvolime v uvazovaném stromu kterykoli z jeho vrcholi 1-7, mtizeme z néj takovym
postupnym priddvanim listu vytvorit cely strom.

Zminovanou vlastnost maji vSechny stromy, tedy nejen uvazovany strom z obr. 14.
Tato vlastnost tedy nabizi jiny, konstruktivni pohled, podle kterého jsou stromy praveée
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Obréazek 14: Strom.

4 3 3
1 1 1
2 2 5/0 1
O

Obrézek 15: Odebirdni (pfiddvani) vrchola stromu.

grafy, které lze z jediného uzlu sestrojit pripojovanim novych vrcholu tak, ze ptipojeny
vrchol se stane koncovym vrcholem zvétseného grafu. Protoze je tato vlastnost dulezité,
zformulujeme ji a dokazeme obecné. Vyjdeme z nésledujictho pomocného tvrzendi.

Véta 4.26. V kazdém grafu bez kruznic (a tedy i v kaZdém stromu) s aspor dvéma
vrcholy existuji aspon dva listy.

Dukaz. Uvazujme cestu wg,eq,...,en,v,, kterd ma ze vSech cest nejvétsi délku
(uvazujeme graf s koneénou mnozinou vrcholi, v ném ma kazdé cesta délku mensi, nez
je pocet vrcholu, a tedy existuje cesta s nejvétsi délkou). Tvrdime, Ze vg i v, jsou listy.
Dokézeme to sporem. Kdyby napi. vy nebyl list, pak by existovala hrana e = {v,vp},
kterd je ruznd od e; (jednou hranou vychézejici z vy je er; neni-li vy list, musi z néj
vychdzet jesté jind hrana). Vrchol v musi byt ruzny od kazdého v; (i = 1,...,n). Kdyby
totiz v = v; pronéjakéi =1,...,n, pak by v, e, vy, ..., v; byla kruznice, coz neni mozné,
protoze uvazovany graf kruznice neobsahuje. Pak je ale posloupnost v, e, vg,e1,..., v,
cesta, kterd je delsi nez vg, ey, ..., vy, coz je spor s pfedpokladem, zZe vy, €1, ..., v, je ze
vSech cest nejdelsi. Podobné se ukaze, ze v, je list. O

Zékladem vySe uvedené vlastnosti o konstrukei stromu pfipojovanim vrcholu je
nasledujici tvrzeni. Poznamenejme, ze G — v oznacuje graf, ktery vznikne z grafu G
odstranénim vrcholu v a hran, které z néj vychazeji.

Véta 4.27. Pro graf G a jeho koncovy vrchol v jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni.

1. G je strom.

2. G — v je strom.
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Diikaz. Predpoklddejme, ze G je strom. Mame ukézat, ze G — v je strom, tedy Ze je
souvisly a neobsahuje kruznici. Souvislost: Vezméme libovolné dva vrcholy u # w grafu
G —wv. Protoze G je souvisly, existuje v G cesta u, e, ..., w. Protoze v je koncovy vrchol
grafu G, musi byt kazdy vrchol této cesty ruzny od v. Totiz, u i w jsou ruzné od v,
protoze to jsou vrcholy grafu G — v; zadny jiny vrchol cesty u,e,...,w nemuze byt
vrcholem v, protoze v je koncovy vrchol grafu G, a mé tedy stupen 1 (kazdy vnitini
vrchol cesty mé stupen aspon 2). Cesta u,e,...,w je tedy cestou v grafu G — v. Proto
je G souvisly. Kruznice: Kdyby G — v obsahoval kruznici, byla by to zfejmé i kruznice
v grafu G, coz neni mozné, protoze G je strom.

Predpoklddejme naopak, ze G — v je strom. Ukazeme, ze G je strom. Souvislost:
Vezméme vrcholy v # w v G. Kdyz u # v # w, pak protoze G — v je strom, exis-
tuje v. G — v cesta z u do w. Ta je ziejmé i cestou v G. Kdyz je u = v (pro w = v je
to podobné), uvazujme vrchol z, ke kterému byl v v grafu G pfipojen (tj. G — v vznikl
odebranim vrcholu v a hrany {v, z}). Ze souvislosti G — v plyne, Ze v ném existuje cesta
z,...,w. Je ziejmé, ze pak je u = v, {v,z}, x...,w cesta v G, kterd spojuje u a w. G je
tedy souvisly. Kruznice: Pokud by vy, ..., v, byla kruznice v G, pak by neobsahovala
v, protoze v je koncovy vrchol (vrcholy kruznice maji stupen aspon 2). Tato kruznice
by tedy byla i kruznici v G — v, coz neni mozné, protoze predpokladiame, ze G — v je
strom. O

Uvédomme si, ze véty 4.26 a 4.27 skuteéné zduvodnuji spravnost vysSe popsané kon-
strukce stromi. Je-li G strom s aspon dvéma vrcholy, ma dle véty 4.26 asponi jeden list
(tedy koncovy vrchol) v. Podle véty 4.27 vznikne z G po odebrani v strom G — v. Ten
m4 bud jeden vrchol, nebo m4 aspoii dva vrcholy a opét mu miZzeme odebrat list. Tak
nakonec skon¢ime s grafem o jednom vrcholu. Naopak, vyjdeme-li z libovolného stromu
S (sestavajiciho tteba z jediného vrcholu) a pfipojime-li k jeho libovolnému vrcholu x
hranou novy vrchol v, dostaneme graf G, pro ktery ziejmé plati, ze S je pravé grafem
G — v. Proto je dle véty 4.27 graf G stromem.

Existuji vSak i dalsi uzite¢né charakterizace stromu. Nasledujici véta uvadi nékteré z
nich.

Véta 4.28. Pro neorientovany graf G = (V, E) jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentnt.

~

G je strom.

Mezi kazZdymi dvéma vrcholy grafu G existuje prdvé jedna cesta.

G je souwisly, ale vynechdanim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.

G neobsahuje kruznice, ale priddnim jakékoli hrany vznikne graf s kruZnict.

G neobsahuje kruznice a |V| = |E| + 1.

S & e e

G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Dukaz. ,1. = 2.“: Pfedpokladejme, Ze G je strom. Protoze GG je podle definice souvisly,
existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy cesta. Kdyby mezi néjakymi vrcholy v a v exis-
tovaly dvé ruzné cesty, znamenalo by to, ze v G je kruznice. To nyni ukazeme. Jsou-li

Uy €1, V1, ..., €n,0 & U, ey, v}, ... el v dvé cesty, pak jejich spojenim je uzavieny sled
S = U, €1,V1,...,En, V€0, ...,V e}, u. Pokud ten jesté neni kruznici, opakuje se v ném
néjaky vrchol w # wu, tj. exsituje v ném tsek w, ..., w. Nahrazenim tohoto tiseku jen

uzlem w toto opakovéani odstranime. Pokud se ve zbylém uzavieném tseku s’ uz zadny
vrchol neopakuje, je s’ hledanou kruznici. Pokud ano, muzeme v ném opét nahradit
néjakou ¢ast w’, ..., w’ uzlem w’. Tak postupné dostaneme kruznici. To je ale spor s
tim, ze G je strom.
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»2. = 3.“: Pokud v G mezi kazdymi vrcholy existuje pravé jedna cesta, je G ziejmé
souvisly. Vynechme hranu e = {u,v} € E. Kdyby byl graf G’, ktery vynechdnim
vznikne, souvisly, existovala by v ném cesta u, e, ..., v mezi u a v. To by ale znamenalo,
ze v G existuji dvé cesty z u do v: jednou je u,eq,...,v, druhou je u,e,v. To je spor s
tim, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy je v G praveé jedna cesta.

»3. = 4.“: Kdyby G obsahoval kruznici, pak odstranénim jeji libovolné hrany dostaneme
ziejmé opét souvisly graf, coz je spor s predpokladem 3. Kdyby po pfidani hrany e =
{u, v} nevznikla kruznice, v G by neexistovala cesta mezi u a v (kdyby ano, pfidénim e k
této cesté dostaneme kruznici), a tedy G by nebyl souvisly, coz je spor s piedpokladem 3.

»4. = 5.“: Dukaz provedeme matematickou indukei podle poctu |V| vrcholi. Dokazu-
jeme tedy tvrzeni, ze graf s n vrcholy, ktery spliuje podminku 4, splnuje i podminku 5.
Pro graf s n = 1 vrcholem tvrzeni ziejmé plati (pak je totiz |E| = 0, a tedy |V| = |E|+1).
Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kazdy graf s n vrcholy. Necht G mé n + 1 vrcholu
a spliuje podminku 4. Protoze neobsahuje kruznice, ma podle véty 4.26 list v. Od-
stranénim v a hrany, kterd do néj vede, ziskame graf (V’, E'), ktery je ziejmeé také bez
kruznic a ve kterém pridani libovolné hrany vytvoif kruznici. (V’, E') m4 ale n vrcholu,
podle indukéntho predpokladu proto spliuje |V/| = |E’|+1. Protoze vsak |[V| = |V'|+1
a|E|=|F'|+1,platii |[V]| =|E| + 1.

sD. = 6.“: Necht G1 = (V4, E4), ..., G, = (Vi, Ex) jsou vSechny komponenty grafu G.
Kazdy G; je stromem, protoze neobsahuje kruznice (je totiz podgrafem grafu G, ktery
neobsahuje kruznice) a je souvisly (nebot je komponentou). Nyni staci ukdzat k = 1
(pak G = G, tedy G je souvisly, protoze je sdm komponentou). Z vyse dokdzaného
plyne, Ze z podminky 1 plyne 5, tedy kazdy strom G; spliuje |V;| = | E;| + 1. Je zFejmé,
ze |E| = |Ei|+ -+ |Ej| a

VIi=MWil+-+ Vil = (B[ + 1)+ -+ (|Ep| + 1) = [Ex[ + - + |Ep| + k = [E] + k.
Protoze podle predpokladu je |V| = |E| + 1, plati k = 1.

»,6. = 1.“: Dokazeme to indukci podle po¢tu vrcholi. Ma-li G jeden vrchol, je tvrzeni
ziejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kazdy graf s n vrcholy a ze G ma n + 1
vrcholu, je souvisly a spliwuje |[V| = |E|+1. Je 2|E| = 2(|V|—1) = 2|V|—2 a dle véty 4.18
je soucet stupnu vrcholu grafu G roven 2|V| — 2. Ze souvislosti plyne, ze kazdy vrchol
ma stupen aspon 1. Kdyby mél kazdy vrchol stupen aspon 2, byl by soucet stupnu
v8ech vrcholu aspon 2|V, ale ten soucet je 2|V| —2 < 2|V|]. Tedy musi existovat vrchol
v stupné pravé 1, tj. list. Jeho odstranénim dostaneme graf G' = (V/,E') = G — v,
ktery je zfejmé souvisly, mé n vrcholu a plati pro néj |[V'| = |V| -1, |[E'| = |E| - 1. G
tedy spliuje |V'| = |E’| + 1 a z indukéntho predpokladu plyne, Ze je to strom. Proto je
G dle véty 4.27 strom.

O]

Zastavme se u nékterych charakterizaci stromu uvedenych ve vété 4.28. Vlastnosti 2.,
3. a 4. jsou patrné z piikladu stromu, které jsme vidéli. Vlastnosti 5. a 6. mimo jiné
tikaji, ze pocet vrcholu stromu je vzdy o 1 vétsi nez pocet jeho hran. Naptiklad prvni
graf na obr. 12 ma 11 vrcholi a 10 hran, druhy graf také, tfet{ ma 13 vrcholu a 12
hran. Je-li tedy dan graf, ktery ma napiiklad 8 vrchol a 6 hran, vime dle uvedenych
vlastnosti, ze takovy graf neni stromem, aniz bychom znali dals{ podrobnosti (napiiklad
jeho obrézek). Neplati ale, Ze je-li pocet vrcholu grafu o 1 vétsi nez pocet hran, je tento
graf stromem (ovéite).

4.5.2 Minimalni kostra grafu

Predstavme si, Ze mame za tikol propojit mésta vy, ..., v, elektrickym vedenim, a to tak,
aby vystavba vedeni byla co nejlevnéjsi. Musime tedy rozhodnout, mezi kterymi mésty
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mame natahnout elektrické draty tak, aby se elektfina mohla dostat z kazdého mésta
do kazdého jiného mésta (ne nutné pfimym spojenim, muze téct pres ostatni mésta).
Pfitom vime, Ze mezi nékterymi dvojicemi mést piimé propojeni postavit nelze (mezi
mésty jsou hory, prehrady apod.). Pokud mésta v; a v; propojit lze, zndme néklady na
vystavbu vedeni mezi v; a v;.

Piiklad vyse popsaného zadani ukazuje graf na obr. 16. Hrany vedou mezi témi dvo-

a

Obrézek 16: Sif mést.

jicemi mést, mezi kterymi lze vést piimé elektrické vedeni, a jejich ¢iselné hodnoty
predstavuji ndklady na vystavbu takového vedeni (v mil. K¢). Napiiklad néklady na
propojeni mésta a a mésta b jsou 4 mil. K¢, zatimco mésta e a d pfimo propojit nelze.
Pokud lze mésta u a v propojit, naklady propojeni oznacime w,,. Je tedy wq, = 4 apod.
Mozné propojeni danych mést ukazuje obr. 17, ve kterém jsou tu¢né vyznacena spo-

Obrazek 17: Mozné propojeni mést elektrickym vedenim.

jeni, ktera se vybuduji. Celkové néklady na vybudovani tohoto propojeni v miliénech
K¢ jsou

Waf + Wpf + Wee + Wep +wgp =4+2+8+1+6=21
Nevyhodou tohoto propojeni — jak uvidime pozdéji — je, ze je zbyteéné nakladné. Jak

najit feseni, tedy nejlevnéjsi propojeni vSech mést, si nyni ukazeme.

Popisme vyse uvedeny problém v feci teorie grafu. Zadani problému, tedy mésta, je-
jich mozné propojeni a naklady na vystavbu propojeni mezi mésty, lze chapat jako
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neorientovany graf G = (V, E) s hranovym ohodnocenim w : E — R*. Mezi vrcholy
u a v vede hrana, tedy {u,v} € E, pravé kdyz u a v lze pfimo propojit. Néaklady
propojeni u a v jsou v takovém piipadé ddny ohodnocenim w({u,v}) hrany {u,v},
coz je kladné redlné ¢islo. Hledané propojeni musi obsahovat vSechny vrcholy grafu.
Protoze chceme, aby vybrané hrany (tedy vybudovand propojeni) propojovaly viechna
meésta, chceme vlastné, aby podgraf grafu G = (V, E) dany mnozinou V' vSech vrcholu
a mnozinou E’ vybranych hran, byl souvisly. Vybrany podgraf G’ = (V, E’) navic
nemad obsahovat kruznice, protoze naklady by byly zbytecéné vysoké. Po odstranénim
libovolné hrany {u,v} v pfipadné kruznici totiz vybrany graf zustane souvislym a my
usetitme w({u,v}). Vybrany podgraf G' = (V, E') m& tedy obsahovat vSechny vrcholy
puvodniho grafu, ma byt souvisly a nemd obsahovat kruznice. G’ = (V, E') m4 tedy
byt stromem. Takovy podgraf G’ = (V, E’) se nazyva kostra grafu G = (V, E). Je-li
navic ze vSech koster nejlevnéjsi, nazyva se tato kostra minimélni.

Definice 4.29. Kostra neorientovaného grafu G je jeho podgraf G’, ktery je stromem
a obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

Je-li w : E — R* hranové ohodnoceni grafu G = (V, E), nazyv4 se kostra G' = (V, E’)
minimalni kostra, pokud mé ze vSech koster grafu G nejmensi hodnotu w(G’), kde

w(@) = Y w{u}).

{uv}eE’

Tuéné vyznaceny podgraf na obr. 17 je tedy kostrou. Tato kostra ale neni minimalni
(najdéte kostru s mensi hodnotou). Snadno se nahlédne, ze graf mé kostru, praveé kdyz
je souvisly. Je také pochopitelné, ze minimalni kostra obecné neni urcena jednoznacné
(v grafu muze existovat vice koster s nejmensi hodnotou).

Uvedeme nyn{ algoritmus pro hleddni minimalni kostry.

Algoritmus 4.30 (minimalni kostra).
Vstup: souvisly neorientovany graf G = (V| E)
s n vrcholy a m hranami,
ohodnoceni w : E — R*
Vijstup: mnozina hran E' C F takova, ze G' = (V, F’) je minimaln{
kostra grafu G

1. setfid hrany vzestupné podle ohodnoceni, tj. utvoi posloupnost e, ..., e, viech
hran z E tak, ze
w(er) < -+ < wlep);

2. Eg=0;1:=0;
3. dokud FE; neobsahuje n — 1 hran, provadé;j:

1:=1+1;
E,_ U {ez} pokud <V, E,_ U {€Z}>

neobsahuje kruznici,
E; 1 v opa¢ném piipadé;

4. E' := E;.

Uvedeny algoritmus tedy nejprve vzestupné setiidi hrany podle jejich hodnot. Pak
hrany v tomto poradi prochazi a vytvari postupné mnoziny hran FEy, E1, Eo, ..., az je
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vytvorena mnozina E; s pravé n — 1 hranami (niZze uvidime, ze algoritmus vzdy skonci
s hodnotou ¢ < m). Pocatecni mnozina FEy je prazdna. Pokud pfidanim hrany e; do
mnoziny F; 1 dosud pfidanych hran nevznikne kruznice, hranu pfidame a vytvorime
tak mnozinu FE;; pokud by kruznice vznikla, hranu neptiddme a vezmeme F; := F;_;.

Ukazme, jak tento algoritmus hledd minimalni kostru grafu z obr. 16.

Krok 1: Algoritmus seti{d{ hrany podle jejich hodnot. Protoze v grafu existuji hrany
se stejnymi hodnotami, neni pofadi hran jednoznacné (zavisi na konkrétnim tiidicim
algoritmu). Predpoklddejme, Ze setfidénim vznikne posloupnost

€1,€2,...,€69 =

{e, 11,46, f}Ab e} {a, b}, {a, f}, {c.d}, {a, e}, {d, f}, {c, e}

Tato posloupnost je setfidénd spravné, protoze odpovidajici posloupnost hodnot
w({u,v}) hran této posloupnosti je

1,2,3,4,4,5,6,6,8.

Krok 2: Algoritmus nastavi Fg =0 a i = 0.

Krok 3: Protoze E;, tedy Ey, neobsahuje n — 1 = 5 hran, algoritmus zvysi hodnotu i,
tedy provede i := 1, a pokusi se do Ey pridat hranu e; = {¢, f}. Protoze timto pridanim
nevznikne kruznice, hranu ptida a vytvori

Er={{c f}}

Krok 3: E; stéle neobsahuje 5 hran, proto zvysi i na i = 2. Pfiddnim hrany ey = {b, f}
k FE4 kruznice nevznikne, proto se hrana pfidd a vytvoii se

Ey = {{C, f}’ {b7 f}}

Krok 3: E; neobsahuje 5 hran, proto se nastavi i := 3. Pfidanim hrany e3 = {b, c} k F»
by vznikla kruznice (spojovala by vrcholy b, ¢ a f). Proto se hrana ez nepfida a je

E3 = {{Ca f}? {b7 f}}

Krok 3: E; stale 5 hran neobsahuje, proto se hodnota ¢ zvysi na ¢ = 4. Pfidanim hrany
eq = {a,b} k E5 kruznice nevznikne, a proto se hrana e4 pfidd. Mame tedy

E4 = {{07 f}? {bv f}v {av b}}

Krok 3: E; ma méné nez 5 hran, proto se provede i := 5. Pfiddnim hrany e; = {a, f}
by vznikla kruznice, proto se hrana es nepiida a je

Es = {{67 f}7 {ba f}v {aa b}}

Krok 3: E; ma stdle méné nez 5 hran, proto provedeme ¢ := 6. Pfidanim hrany eg =
{¢,d} kruznice nevznikne, proto hranu eg priddme a ziskdme

Es = {{Cv f}v {bv f}v {a7 b}v {Cv d}}

Krok 3: E; stéle 5 hran neobsahuje, proto provedeme ¢ := 7. Pfiddnim hrany e7 = {a, e}
kruznice nevznikne, proto hranu ey pridame. Ziskame tedy

E7 = {{07 f}) {b7 f}v {a7 b}’ {C, d}’ {a’ 6}}

104



Obrézek 18: Hleddni minimaln{ kostry.

Krok 3: Protoze E; nyni obsahuje 5 hran, pfejdeme na krok 4.

Krok 4: Vyslednd mnozina hran, tedy minimélni kostra grafu G, je

E = F.

Uvedeny postup ilustruje obr. 18. Hodnota ziskané kostry G' = (V, E') je
w(G) = w({c,f}) +w({d, f}) +w({a,b})
+w({c,d}) + w({a, e})
= 1424+445+6=18.
Vidime, ze tato kostra je levnéjsi nez vySe uvedend kostra, kterda méla hodnotu 21.
Snadno se presvédéime, ze tato kostra je minimélni.

Uvedeny algoritmus je v literatufe znamy jako Kruskaluv algoritmus. Americky mate-
matik a informatik Joseph Kruskal (1928-2010) ho publikoval v roce 1956.1' Mnohem

113, B. Kruskal, On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman problem.
Proceedings of the American Mathematical Society. 7 (1)(1956): 48-50.
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diive, v roce 1926, vsak brnénsky matematik Otakar Boruvka (1899-1995) publikoval
jiny algoritmus pro hled4ani minimdln{ kostry, dnes zndmy jako Bortivkiv algoritmus.'?
Tietim zndmym je algoritmus puvodné objeveny ceskym matematikem Vojtéchem
Jarnikem (1897-1970)!3, ktery v roce 1957 znovuobjevil Robert Prim (1921-2009) a v
roce 1959 potom Edsger Dijkstra (1930-2002).14

Pokud bychom méli Kruskaliv algoritmus naprogramovat, aby ho mohl provadét
pocita¢, musime mimo jiné rozhodnout, jak testovat, zda graf (V, E;_; U{e;}) obsa-
huje kruznici, tedy zda pfidanim hrany e; ke grafu (V, F;_1) vznikne kruznice. Tento
test 1ze provést efektivné na zékladé nasledujiciho pozorovani. Graf (V, E;_1) se rozpadd
na komponenty, tj. na své maximalni souvislé podgrafy. Pokud je takovych komponent
k, tvoii mnoziny vrcholu Vi, ..., Vi téchto podgrafu rozklad mnoziny V' (napiiklad graf
vpravo na obr. 13 obsahuje dvé komponenty a piislusné mnoziny jsou V; = {1,2,3}
a Vo = {4,5,6}). Protoze graf (V, E;_1) kruznice neobsahuje, neobsahuje kruznice ani
zadna z jeho komponent. Kazda jeho komponenta je tedy stromem. Dle véty 4.28 tedy
pridanim hrany e; vznikne kruznice, pravé kdyz oba vrcholy hrany e; lezi v jedné
z mnozin V; (kruznice nevznikne, kdyz vrcholy hrany e; lezi v ruznych mnozinach).
Takovy test je mozné provést pomérné rychle pomoci datovych struktur pro uchovani
systému disjunktnich mnozin.'®

Zatim jsme se nezabyvali zdsadni otdzkou: Je Kruskaluv algoritmus spravny? Tedy,
lze dokazat, ze pro kazdy souvisly neorientovany graf G = (V| E) s ohodnocenim
w : E — RT algoritmus skonéi a ze G’ = (V, E’) je miniméln{ kostra daného grafu?
Algoritmus je totiz pomérné jednoduchy a z jistého pohledu pomérné naivni. Z hran,
které zbyvaji, pridava, pokud to jde, vzdy hranu, kterd m& nejmensi ohodnoceni. Ta-
kovému postupu se fikd zravy (angl. greedy) postup. Zravé postupy se ¢asto pouzivaji
pro hleddni suboptimdlnich feSeni (tedy ne nutné optimalnich, ale blizkych optimu)
ruznych problému. V naSem piipadé vSak zravy postup funguje: Kruskaluv algoritmus
je spravny.

Dikaz spravnosti Kruskalova algoritmu (a) Nejdiive dokdzeme, zZe algoritmus
vzdy skonéi s hodnotou ¢ < m a vrati mnozinu E’, kterd obsahuje n — 1 hran.

Pokud algoritmus skonéi s hodnotou i < m (tedy neprosel viechny hrany z posloupnosti
€1,--.,em), pak £’ tedy posledni vytvorend mnozina E;, m4 zfejmé n—1 hran (jinak by
nebyla splnéna podminka pro ukonéeni cyklu v kroku 3 a doslo by ke zvySeni hodnoty

Q).

Pokud algoritmus dojde k hodnoté i = m (tedy tato hodnota se nastavi prvnim
piikazem kroku 3), pak se v druhé éasti kroku 3 zpracuje hrana e,,, tedy posledni
hrana grafu G. Ukazeme sporem, ze po provedeni tohoto kroku mé mnozina FE;, tedy
mnozina Fp,, n—1 hran, a tedy pfi dalsim testu podminky v kroku 3 dojde k pfechodu
na krok 4 a k ukonceni algoritmu s mnozinou E’ s n — 1 hranami.

Piedpokladejme tedy, ze E,, md méné nez n — 1 hran. Protoze vytvoteny graf (V, Ey,)
ma n vrcholu a méné nez n — 1 hran a protoze je sestrojen tak, zZe neobsahuje kruznice,
nemuze byt dle véty 4.28 souvisly (kdyby byl souvisly, byl by to dle definice strom s n
vrcholy, ale strom s n vrcholy mé n — 1 hran). Musi tedy existovat vrcholy u a v, které
v sestrojeném grafu (V, E,,) nejsou propojeny cestou. Ve vychozim grafu G ale cestou

120. Bortivka, O jistém problému minimalnim. Préce Mor. p¥irodovéd. spol. v Brné 3(1926): 37-58.
O. Boruvka, Piispévek k Feseni otdzky ekonomické stavby elektrovodnich siti. Elektrotechnicky obzor
15(1926): 153-154.

13y, Jarnik, O jistém problému minimalnfm. Prace Mor. pFirodovéd. spol. v Brné 6 (1930): 57-63.

MR. C. Prim, Shortest connection networks and some generalizations. Bell System Technical Journal
36 (6)(1957): 1389-1401. E. W. Dijkstra, A note on two problems in connexion with graphs. Numerische
Mathematik 1 (1)(1959): 269-271.

151.ze ukazat, ze Gasové slozitost Kruskalova algoritmu v nejhorsim pifpadé je T'(n, m) = O(mlogn),
kde n = |V| a m = |E|. Lze také ukdzat, ze T'(n,m) = O(mlogm).
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propojeny jsou, protoze G je souvisly. Oznacéme tuto cestu c. Alespon jedna hrana e
takové cesty nepatii do E,, (jinak by to byla cesta z u do v v grafu (V| E,,), ale ta
neexistuje). Uvazujme nyni libovolnou takovou hranu e = {x,y}. Tato hrana je jednou
z hran, které algoritmus prosel, tedy e = e; pro néjaké ¢, ale neptidal. To znamend, ze
priddnim hrany e do E;_; by vznikla kruznice v (V, E;_1) obsahujici e = {x, y}. Protoze
tato kruznice sestava z hran z mnoziny E;_, vyjmutim hrany e z této kruznice vznikne
cesta ¢y z x doy v (V,Ej—1). To je i cesta v grafu (V, Ey,). Nahradime-li nyni kazdou
hranu e = {x,y} cesty c, kterd nepatii do E,,, cestou ¢y, vznikne z ¢ cesta z u do v
obsahujici jen hrany z E,,. To je spor s pfedpokladem, ze v grafu (V, E,,) cesta z u do
v neexistuje.

Dokazali jsme, Ze algoritmus vzdy skonéi s hodnotou 7 < m a s mnozinou E’ obsahujici
n — 1 hran.

(b) Dokazme nyni, ze G' = (V,E’) je minimaln{ kostrou. Z konstrukce mnozin E;
je ziejmé, ze G' = (V, E') neobsahuje kruznice. Protoze G’ md podle vyse dokdzané
vlastnosti (a) n — 1 hran a protoze méa n vrcholu, je dle véty 4.28 stromem, a tedy

kostrou grafu G.

Musime tedy ukazat, ze je-li H = (V, F') jina kostra grafu G, m& hodnotu aspon takovou
jako nalezena kostra G/, tedy w(G’) < w(H). Vime, ze E’ obsahuje n—1 hran. Ozna¢me
a to tak, ze oc¢islovani je v souladu s hodnotami téchto hran, tedy

: / /
Je €1y---9€h_15

w(e)) < <wle,_q).

Graf H = (V, F) ma n—1 hran (je to kostra grafu G, tedy strom s n vrcholy). Ozna¢me
je f1,.-+, fan—1, opét tak, ze ocislovani je v souladu s hodnotami, tj.

w(fi) < S w(fp-1)-

Pozadovanou nerovnost

n—

1 n—1
w(G) =3 wle) < 3 wlf) = wlH) (15)

=1

dokazeme nésledovné. Ukazeme, zZe
pro kazdé i = 1,...,n — 1 plati w(e}) < w(/f;). (16)

Dokazeme to sporem. Pokud (16) neplati, ozna¢me j nejmensi index pro ktery w(e’;) >
w(f;). Protoze €] = e; (hrana e; je algoritmem vzdy vybrana) je hrana s nejmensi
hodnotou w, je jisté 7 > 1. Uvazujme mnoziny

E* = {e},....€f 1} a
F* = {fi,...,fj}

K prokazani sporu staci ukazat, ze existuje hrana f; z F*, kterd neni v E* a pro kterou
graf (V, E* U{f;}) neobsahuje kruznici. To se totiz vzhledem k tomu, jak algoritmus
vybird hrany, nemuze stat: Pfed pfidanim hrany e’ mél totiz pfidat hranu f;. To proto,
ze w(fi) < w(fj) <w(e)), tudiz algoritmus hranu fi navstivil pred navstivenim hrany
]. Meél ji pridat, protoze by nevznikla kruznice, ale nepfidal ji (protoze f; neni v E*).
To je pozadovany spor.

Ukazme tedy, ze takova hrana f; existuje. Graf (V, E*) ma n vrcholu, j — 1 hran, a
proto vzhledem k j — 1 < n — 1 a k tomu, Ze nemé kruznice, nemuze byt dle véty 4.28
stromem. Neni tedy souvisly. Graf (V, E*) se zfejmé rozpadd na k > 2 komponent
Gy, ..., Gg, tedy na k maximdlnich souvislych podgrafu grafu (V, E*). Ozna¢ime-li
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Vi, ..., Vi mnoziny vrcholu téchto komponent, obsahuje kazdy G pravé ty hrany z E*,
které maji oba vrcholy ve V;. Kazdy podgraf G; je bez kruznic (protoze ani (V, E*)
nemd kruznice), a je to tedy strom. Pocet hran grafu G; je tedy |V;| — 1. Kazda hrana z
E* je obsazena v jediném grafu G;. Pocet hran v E* je tudiz roven souctu poctu |Vj| —1
hran jednotlivych grafi Gy, neboli

k

k
EX = (Vil-1)=> Vil-k=n—* (17)
=1

=1

Ukazme nésledujici pomocné tvrzeni (T): Pocet hran z F™*, jejichz oba vrcholy se
nachdzeji v néjaké mnoziné Vj, je nejvyse n — k. Protoze (V, F*) neobsahuje kruznice,
neobsahuje kruznice ani jeho podgraf (V, F}*), kde F}* je mnozina hran z F*, jejichz
oba vrcholy jsou v V;. Proto je |Fj*| < |Vj| — 1, a tedy pro pocet p hran z F*, jejichz
oba vrcholy se nachézeji v néjaké mnoziné V; skutecné plati

k k
p=Y IFF1<> (Vil-1)=n—k
=1 =1

Existence pozadované hrany f; nyni plyne z tvrzeni (T): Protoze n —k je dle (17) pocet
hran v E* a protoze F* mé o jednu hranu vice nez E*, je jasné, ze existuje hrana
fi mnoziny F™*| jejiz vrcholy lezi v ruznych mnozinach V; a V. Hrana f; nemuze byt
hranou z E*, protoze kazda hrana z E* mé oba vrcholy v jedné mnoziné V;. Hrana f;
je tedy pozadovanou hranou z F*, ktera neni v E*. O

4.5.3 Korenové stromy

Definice 4.31. Korenovy strom je dvojice (G,r), kde G = (V| E) je strom a r € V je
vrchol, tzv. koten.

Kofenovy strom je tedy strom, ve kterém je vybrén jeden vrchol (kofen). Muze to byt
kterykoliv vrchol. Byva to ale vrchol, ktery je v néjakém smyslu na vrcholu hierarchie
objektu, kterd je stromem reprezentovana.

To, ze je v kofenovém stromu jeden vrchol pevné zvoleny a ze ve stromu existuje mezi
vrcholy jedind cesta, umoziuje v kofenovém stromu zavadét usporadani vrcholi. Na
zékladé tohoto usporadani se stromy kresli. Zakladem je nasledujici definice.

Definice 4.32. Necht (G,r) je kofenovy strom.

e Vrchol v se nazyva potomek vrcholu u (u se nazyvé predek vrcholu v), pravé kdyz
cesta z kofene r do v mé tvar r,...,u,...,v.

e Vrchol v se nazyva ndslednik (nékdy primy potomek) vrcholu u (u se nazyva
predchidce (nékdy rodié) vrcholu v), pravé kdyz cesta z kofene r do v m4 tvar
Tyee., U, €.

e Vrchol v se nazyva list kofenového stromu, pravé kdyz nemad zadného néslednika;
jinak se nazyva wvnitini vrchol.

e Hloubka (nékdy 4rovern) vrcholu v je délka cesty od kofene r do v.

e Vyska vrcholu v je délka nejdelsi cesty neobsahujici predky v, kterd vede z v do
nékterého z list.

o Vyska (nékdy hloubka) stromu je vyska jeho kofene (ekvivalentné: je nejvétsi z
hloubek jeho listu).
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Kofenovy strom se nazyva m-drni, pravé kdyz kazdy jeho vrchol ma nejvyse m
nasledniku. 2-arni strom se nazyva bindrni; 3-arni strom se nazyva terndrni.

Poznamka 4.33. (a) Protoze ve stromu existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy prave
jedna cesta, je kazdy vrchol, ktery neni kofenem, naslednikem préavé jednoho vrcholu
(jeho ptredchudce je tedy urcéen jednoznaéné). Vrchol ale muze mit vice nasledniku. Viz
nasledujici priklad.

(b) List v kofenového stromu (G,r) je také listem puvodniho stromu G (dle definice
nema v naslednika, a protoze ma pravé jednoho predchiidce, mé stupen 1, je tedy
listem stromu G). Pokud m4 kofen r pravé jednoho néaslednika, nenf listem (G, r), ale
vzhledem k tomu, Ze mé stupen 1, je listem listem G. Pokud kofen r nemé zadného
néslednika, je listem (ale ne vnitinim vrcholem) v (G,r) i listem v G (pokud za list
povazujeme i vrchol stupné 0). Pokud mé kofen vice nésledniki, je vnitinim vrcholem
(G,r), a tedy neni ani listem (G, v), ani listem G.

Piiklad 4.34. (a) Uvazujme strom G = (V, E) z obr. 19 vlevo. Volbou libovolného
vrcholu r € V ziskdme ze stromu G kofenovy strom (G,r). Takto ziskané kofenové
stromy jsou navzdjem ruzné, protoze maji ruzné kofeny, a lisi se v nich i vztahy byt
potomkem a byt naslednikem, vysky a hloubky vrcholl i vyska celého stromu.

Obrazek 19: Stromy z piikladu 4.34.

Zvolme napiiklad r = i a uvazujme kofenovy strom (G, 7).

e Vezméme cestu i, {i, f}, f, {f,9},9. (9,4} 4, {j, K}k (vynechdme-li hrany,
muzeme takovou cestu struéné zapisovat i, f, g, j, k). Z jeji struktury je patrné,

ze k je potomkem vrcholu 7, g, f a ¢ (tyto uzly jsou tedy predchudci k). Pfitom k
je primy potomek, tedy néslednik, j (j je predchudce k) a ze k neni ndslednikem
zddného jiného vrcholu. Protoze i je koren a délka této cesty je 4, je hloubka
vrcholu k rovna 4.

e 7 cesty i, f,q,7,h,d,a,b je patrné, ze hloubky vrcholu i, f, g, 4, h,d,a,b jsou po
radé 0,1,2,3,4,5,6,7.

e Listy jsou vrcholy b, ¢, e a k. Délky cest z vrcholu ¢ k témto listim jsou po fadé
7,2,5 a 4. Vyska vrcholu ¢ je tedy 7. Protoze i, je korenem, je jeho vyska také
vyskou celého stromu.

e Vysky a hloubky vSech vrcholu jsou nasledujici:

vrchol a b ¢ d e f g h i j k
hloubka |6 7 2 5 5 1 2 4 0 3 4
vyska 100 2 0 6 5 3 7 40

Strom (G, i) je bindrni, protoze pocet nasledniku kazdého vrcholu je nejvyse 2 (je
to tedy i m-arni strom pro kazdé m > 2).
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Zvolme nyni kofen r = j. Néasledovnici vrcholu j jsou v tomto piipadé vrcholy
g, h a k a snadno se vidi, ze (G, j) je terndrni. Vidime tedy, Ze zménou kofene
se mohou zménit néslednici a pfedchudci vrcholu. Zménit se mohou i vysky a
hloubky vrcholu a listy. Napiiklad listy (G, j) jsou vrcholy b, ¢, e, i a k, vyska
kotene j, a tedy i vyska (G, j) je 4.

(b) Uvazujme strom na obr. 19 uprostied a zvolme r = a. Strom na obrézku je nakreslen
tak, jak se kofenové strom kresli: nejvyse (v trovni 0) je kofen; pod nim (v trovni 1)
jsou jeho néslednici, tedy vrcholy s hloubkou 1; pod nimi (v trovni 2) jejich néslednici,
tedy vrcholy s hloubkou 2 atd. Strom (G, a) je bindrni.

(¢) Zvolime-li ve stromu na obr. 19 vpravo r = a, ziskdme jiny kofenovy strom, ktery
m4é stejnou vysku jako strom z bodu (b).

Kofenové stromy z piikladu 4.34 (b) a (c) maji stejnou vysku, ale vyrazné jiné pocty vr-
cholu. Strom vlevo je vak mnohem ,kosatéjsi“ nez ten vpravo, ktery je svym zptisobem
degenerovany (je to seznam, kazdy vrchol kromé listu mé pravé jednoho néaslednika).
Kosatost (zaplnénost trovni stromu vrcholy) znamend, ze strom dané hloubky pojme
mnoho vrchold, coz je dulezité pii pouziti stromu jako struktur pro ukladdni a vy-
hledavani dat.

Definice 4.35. m-arni kofenovy strom (G,r) vysSky h se nazyvd zaplnény pokud
spliiuje néasledujici podminky:

e kazdy vrchol s vyjimkou vrchol s hloubkou A — 1 ma 0 nebo m nésledniki;
e kazdy list ma hloubku A nebo h — 1.

Poznamka 4.36. Snadno se lze presvédcit, ze m-arni kofenovy strom (G, r) vysky h
je zaplnény, pravé kdyz vznikne postupnym zaplnovanim po vrstvich. Tedy ma koren,
v hloubce 1 jeho m nésledniki, v hloubce 2 jejich m? nésledniki atd. az po hloubku
h — 1 (ve které je viech moznych m/~! vrcholii); v hloubce h je pak k vrcholi, kde
1 < k < mh, které jsou libovolnym zptsobem piipojeny v vrcholim hloubky A — 1.

Je-li strom zaplnény, pak z prvnich dvou podminek plyne, ze kazdy vrchol hloubky
mensi nez h — 1 mé pravé m nasledniku (podle prvni podminky nemé bud Zadného,
nebo jich mé& m; kdyby nemél zaddného, byl by to list hloubky mensi nez h — 1, coz dle
druhé podminky neni mozné). V hloubce h pak je aspon jeden vrchol, protoze strom
mé vysku h.

Vznikne-li strom zapliovanim po vrstvach, je zfejmé, ze obé podminky z definice za-
plnéného stromu spliiuje.

Poznamka 4.37. Pro m-arni stromy se pouziva ruznd terminologie souvisejici s ,,pl-
nosti* stromu. m-arni strom se naptiklad nazyva uplny, pokud kazdy jeho vrchol je
list, nebo ma préavé m nésledniku (to je pfisnéjsi podminka nez nase podminka za-
plnénosti). M&-1i navic kazdy list stejnou hloubku, nazyva se takovy strom perfektni
(kazdy perfektni strom je zaplnény, ale ne naopak). Terminologie ale neni jednotna.

Nésledujicim piikladem nahlédneme do problematiky tzv. vyhledavacich strom.

Priklad 4.38 (bindrni vyhleddvaci stromy). Bindrni vyhleddvaci stromy slouzi k
uklddani a vyhledavéni dat (data jsou zpravidla ¢iselné hodnoty). Jsou to bindrni
kofenové stromy s dodate¢nou informaci, které spliiuje jista omezeni usnadiujici vy-
hledavani.

Dodate¢na informace: Vrcholy bindarnitho vyhleddvaciho stromu jsou ohodnoceny
¢iselnymi hodnotami; budeme predpoklddat, ze ohodnocenti je funkce w : V' — Z (misto
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mnozinu). Cislo w(v) € Z se interpretuje jako hodnota ulozend ve vrcholu v. Ke
kazdému nésledniku daného vrcholu je urceno, zda je to tzv. levy naslednik, nebo
pravy néslednik, pficemz pokud jsou néslednici dva, jeden je levy a jeden pravy (levého
naslednika v kreslime pod v vlevo, pravého vpravo).

Omezeni:

e Je-li u levym néslednikem vrcholu v nebo potomkem tohoto néslednika, pak
w(u) < w(v);

e je-li u pravym néslednikem vrcholu v nebo potomkem tohoto naslednika, pak
w(u) > w(v).
Volné feceno, vrcholy vlevo pod v maji hodnotu mensi nebo rovnu hodnoté v; vrcholy
vpravo pod v maji hodnotu vétsi nebo rovnu hodnoté v.

Dva binarni vyhleddvaci stromy vidime na obr. 20 (hodnoty vrcholu jsou do kruznic
znéazornujicich vrcholy vepsany). Uvedend omezeni umozinuji v bindrnich vyhleddvacich

Obrazek 20: Binarni vyhledavaci stromy.

stromech snadno vyhledavat. Predpoklddejme, ze mame za kol zjistit, zda se ve stromu
vyskytuje hodnota = € Z. Postup je néasledujici:

1. v := kofen stromu;
2. je-li w(v) = x odpovéz Ano a skonéi;

3. je-li * < w(v) pak m4-li v levého naslednika u, proved v := u a jdi na krok 2,
jinak odpovéz Ne a skonéi;

4. je-li x > w(v) pak ma-li v pravého ndslednika u, proved v := u a jdi na krok 2,
jinak odpovéz Ne a skonéi.

Vyhleddvame-li ve stromu na obr. 20 vlevo hodnotu 15, algoritmus skonéi s odpovedi
Ano v hloubce | = 1, tedy po dvou porovnanich (hledanou hodnotu porovdme postupné
s hodnotami 8 a 15). V nejhorsim piipadé dojdeme az do hloubky [ = 3 (vyhleddavdme-li
napft. hodnotu 0, kterd ve stromu je ulozena, nebo hodnotu 1, ktera ulozena nenf).

Poznamka 4.39. (a) Bindrni vyhleddvaci stromy jsou specidlnim piipadem pozi¢nich
stromu. Kofenovy strom se nazyva pozicéni, jestlize naslednikim kazdého vrcholu jsou
prifazena prirozend ¢isla (pozice), pficemz ruznym néslednikim daného vrcholu jsou
prifazena ruznd c¢isla. Maji-li vSechna prifazena ¢isla hodnotu nejvyse m, nazyva se
pozi¢éni strom m-arni (pak je to zFejmé m-arni kofenovy strom podle definice 4.32).
Binarni vyhledavaci strom je tedy pozi¢ni bindrni kofenovy strom s ohodnocenim vr-
choli, pokud je napf. pfifazené ¢islo 1, jde-li o levého néslednika, a 2, jde-li o pravého
naslednika.
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(b) Pokud je podstatné pouze sefazeni nésledniku kazdého vrcholu, nazyva se kofenovy
strom usporddany (budeme se jimi zabyvat nize, viz definice 4.43). M&-li tedy vrchol
kofenového stromu k nésledniku, musi byt uréeno, ktery z nich je prvnim, druhym,
...a7 k-tym ndslednikem. Poziéni strom lze povazovat za uspofddany (usporadani je
déno pfifazenymi pozicemi), naopak to neplati (napt. neni jasné, zda jediny néslednik
vrcholu v bindrnim stromu je levym nebo pravym néaslednikem).

7 ptikladu 4.38 je zfejmé, ze mé-li binarni vyhledavaci strom n vrcholi, tedy obsahuje-
li » uloZenych hodnot, je pii vyhledavani hodnoty v nejhorsim ptipadé tieba dostat
se az do hloubky h rovné vysce stromu (a provést pii tom h + 1 porovnani s hleda-
nou hodnotou). Cim je strom plnéjsi, a tedy ¢fm mensf je jeho vyska, tim rychlejsf je
vyhledavani.

Pruvodce studiem

Vyhleddvani v dobfe zaplnéném (dobfe vyvdzeném) stromu piFindsi znacnou
vypocetni usporu. Z piikladu 4.38 vime, ze pro vyhleddni hodnoty ve stromu
s vysSkou h je v nejhorsim pfipadé potieba hledanou hodnotu porovnat s h + 1
ulozenymi hodnotami. K vyhleddvani hodnoty v seznamu (degenerovaném stromu,
jako je ten na obr. 20 vpravo) s n hodnotami je tedy tfeba provést n — 1 porovnéni.
Pro 1500 hodnot je to tedy 1499 porovnéani. n hodnot lze ale umistit do zaplnéného
stromu a ten ma dle véty 4.41 vysku |logy n|. Pak staci |logy n| + 1 porovnani; pro
1500 hodnot je to tedy jen |log, 1500 + 1 = 11 porovndani.

Poznamka 4.40. Binarni vyhledavaci stromy, které jsme si predstavili v piikladu 4.38,
jsou zékladem mnoha datovych struktur, kterym se fika vyhledavaci stromy. Jde napf.
o tzv. AVL-stromy, Cerveno-¢erné stromy, 2-3 stromy, B-stromy a jiné. U takovych
datovych struktur je tfeba kromé metody vyhledavani navrhnout dalsi metody, zejména
metody pro vlozeni hodnoty a odstranéni hodnoty. Dulezité je, aby tyto metody — stejné
jako vyse uvedend metoda pro vyhledavéni — pracovaly v ¢ase (¢as méfime poctem
provedenych instrukei) imérném logy n (popi. log,, n u m-arnich stromu), kde n je
pocet vrcholt vyhleddvaciho stromu. Toho lze dosdhnout. Dulezité a netrividlni vsak
je zajistit, aby pfi manipulaci se stromem (napf. pii pfidavani a odstranovani hodnot)
vyska stromu zustala mald. To zajistuji metody pro tzv. vyvazovani stromi, které je
tfeba pfi manipulaci stromem provadeét.

Prirozené se tedy objevuje otdzka, jaka je vyska bindrniho stromu s n vrcholy. Tato
otazka je vyznamna nejen v kontextu vyhledavacich stromt, ale kvuli fadé jinych si-
tuaci, ve kterych se m-arni stromy vyskytuji. Zédkladni vztahy mezi vysSkou, poctem
vrcholl, popf. poctem listi udavaji nasledujici tvrzeni. Piipomenme, Zze pro realné
¢islo x je [x] nejmensi celé ¢islo, které je vétsi nebo rovno z, tj.

[zr] =min{m € Z|x<m} a |z]=max{meZ|x<m},

tedy [z] vznikne zaokrouhlenim z ,nahoru®: [1.2] = 2, [5.8] = 6, [3] = 3; podobné
|z | vznikne zaokrouhlenim ,dolu“.

Veéta 4.41. V zaplnéném bindrnim kotenovém stromu s n vrcholy a l listy, ktery md
vysku h, plati

(a) 2h S n S 2h+1 _ 1}.

(b) h = [logyn];

(C) 2h—1 < l < 2h;
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(d) [logyl] < h < |logyl] + 1.

Dukaz. (a): M&-1i strom vysku h, mé dle poznamky 4.36 v hloubkach [ = 0, 1, ...,

h — 1 postupneé 20, 21 ... 2P=1 yrcholi, celkem tedy Zzh;(} 2! yrcholi. Plati
h—1
doot=2r -1,
1=0

coz lze nahlédnout vyjadienim souctu ve dvojkové soustavé: Protoze zdpis ¢isla 2
sestava z 1 ndsledované [ nulami, je soucet 2?2—01 2l ¢islo, jehoz zapisem je h cifer 1
(pro h = 4 je to v dvojkové soustavé 1+ 10+ 100+ 1000 = 1111). Pfi¢teme-li k tomuto
souctu jednicku, ziskdme ziejmé &islo, jehoz zapisem je 1 nasledovand h nulami, coz je
¢islo 2. Uvedeny soucet je tedy roven 2% — 1.

K témto 2" —1 vrcholiim je v hloubce h navic aspoii 1 vrchol, tedy n > (27 —1)4+1 = 2,
nejvyse véak 2" vrcholi, tedy n < (2" — 1) + 2" =2.2" — 1 = 2" — 1. Odvodili jsme
tedy 2" <n < 2htl 1,

(b): Protoze log, je rostouci funkce, dostaneme z odvozené nerovnosti 2" < n < 2+ -1
nerovnost
logy 2" < logyn < logy (2! —1).

Protoze z x < y plyne |z] < |y], dostaneme z této nerovnosti
[log 2hJ < [loggn| < Uogz(QhH -1)J. (18)

Uvédomme si,7ze log, 2" = h, a tedy protoze h je celé ¢islo, je [logy2"| = |h] = h.
Vzhledem k tomu, ze logs 2" = h, je log, (21 —1) < h+1, zdroven ale logy(2/+1 —1) >
h, a tedy |logy(2"1 —1)] = h. Z nerovnosti (18) tedy plyne

h < [logyn] < b,

musi tedy byt h = [logy n].

(c): Vzhledem k tomu, co jsme uvedli na zacatku bodu (a) tohoto dukazu, mé strom
s vyskou h s nejmensim poctem listi za listy vSechny vrcholy hloubky A —1 az na jeden
z nich, ktery méa pravé jednoho néslednika. Nejmensi mozny pocet [ listu je tedy roven
poétu vrcholi hloubky h — 1, a téch je 2"~ 1, coz dokazuje prvni nerovnost. Naopak
strom vysky A s nejvétsim poctem listtt mé u kazdého z 2"~! dva nésledniky, které jsou
pravé listy; lista je tedy 2". V obecném piipadé je tedy 2/~1 <1 < 2P,

(d): Zlogaritmovanim nerovnosti z (c) dostaneme
h—1<logyl < h.

Z druhé nerovnosti dostaneme [logy!| < [h] = h; z prvni pak h < logyl + 1, odkud
dostaneme h = |h] = |logyl + 1] = |logy l] + 1.

O]

Veéta 4.42. V libovolném bindrnim kotenovém stromu s n vrcholy a l listy, ktery md
vysku h, plati

a) h+1<n<2Mtl _1;

(a)
(b) |logon] <h<n-—1;
(c) 1<1<2h;

)

(d) [logyl] < h.

113



Cislon

n liché

Obrazek 21: Strom pro hadani ¢islaz 1, ..., 10.

Dukaz. (a): Prvni nerovnost plyne ze skute¢nosti, ze strom vysky h s nejmensim poétem
vrcholu je fetézec (kazdy vrchol kromé listu ma pravé jednoho néslednika) a ten ma
h + 1 vrcholi. Druhd plyne z druhé nerovnosti véty 4.41 (a) a toho, ze strom vysky h
s nejvétsim poctem vrcholu je zaplnény.

(b): Druh& nerovnost plyne z prvni nerovnosti v (a). Prvni plyne z véty 4.41 (b) a
z toho, ze strom vysky h musi mit vysku rovnou nebo vétsi, nez je vyska stromu s n
vrcholy, ktery je zaplnény (¢tendf necht tuto skuteénost zdivodni sdm).

(¢): Prvni nerovnost je trividlni (jeden list mé fetézec, tedy | = 1 muze nastat).
Druhd nerovnost plyne z druhé nerovnosti ve vété 4.41 (c) a z toho, ze strom vysky h
s nejvétsim poctem list je ten, ktery je zaplnény a v hloubce h mé vsech moznych 2"
list1.

(d): Nerovnost dostaneme zlogaritmovanim druhé nerovnosti z bodu (c¢) a z toho, ze
[h] = h. O

Pruvodce studiem

Vztahy mezi vyskou, poc¢tem vrcholi a poctem listi maji casté pouziti.
Piedpokladejme, ze mame pomoci otdzek typu Ano/Ne uhodnout kartu z balicku
32 karet. Pro jednoduchost oc¢islujme karty ¢isly 1, ..., 32, a pfedpokladejme tedy,
ze mame uhodnout ¢islo mezi 1 a 32. Jedna moznost (optimalni) je prvni otdzkou
rozdeélit ¢isla na dveé stejné ¢asti (napf. otdzka ,Je ¢islo mensi nez 177¢ tj. casti
po 16 kartach. Dalsi polozend otdzka, napi. ,Je ¢islo sudé?* zbylych 16 karet opét
rozdéli na dvé poloviny. Atd. az dojdeme k jednomu ¢islu, a to je to, které hadame.
Napf. pro ¢islo 7 muze byt posloupnost dotazu kladenych hadacem a posloupnost
odpovédi ndsledujici. Dotaz: ,,Je ¢islo mensi nez 177% Odpoved: ,,Ano.“ Zbyvaji 1,
..., 16. D: , Je &islo sudé?“ O: ,Ne.“ Zbyvaji 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. D: , Je é&islo
mensi nez 97 O: ,Ano.“ Zbyvaji 1, 3, 5, 7. D: ,Je ¢islo mensi nez 57 O: ,Ne.“
Zbyvaji 5, 7. D: ,Je to ¢islo 57¢ O: ,Ne.“ Zbyva 7 a to je ¢islo, které hadame. Stra-
tegie volit otdzky tak, abychom vzdy zredukovali pocet moznosti (pokud mozno) na
polovinu se nazyva metoda puleni. Dulezité je, ze existuje-li [ moznosti, metodou
puleni se dobereme spravné moznosti nejpozdéji v [logy [] krocich. Strom, ktery od-
povida nasi situaci, je totiz vyvazeny uplny bindrni strom o [ listech. Vyska stromu
je pravé pocet otazek, které musime v nejhorSim pripadé polozit. Na obr. 21 je
strom, odpovidajici situaci, kdy hddame ¢isla z 1, ..., 10.

Vrafme se k uspoiadanym stromtim.

Definice 4.43. Korenovy strom se nazyva usporddany, je-li ke kazdému vrcholu, ktery
neni listem, zaddno linedrni uspotfadédni jeho nésledniku.

114



Formélnéji, usporddany kotenovy strom je struktura ((V,E),r,{<,|v e V}), kde
((V,E),r) je kofenovy strom a pro vrchol v € V je <, linedrni uspofadani na mnoziné
P, = {v1,...,v,} vSech potomku vrcholu v, pokud v nenf list, a <,= (), pokud je v
list. Jsou-li potomkové vrcholu v usporadani vy <, --- <, v, fikame, Ze v; je prvni
potomek v atd. V tomto poradi je také kreslime pod vrchol v.

Castym tkolem spojenym se stromy je projit véechny vrcholy stromu a v kazdém
provést néjakou akci. Ve vrcholech stromti mohou byt napiiklad ulozeny néjaké in-
formace (napiiklad vyse uvazované ¢iselné hodnoty). N&s kol muze kol muze byt
vypsat vSechny tyto informace (tj. projit vSechny vrcholy a pro kazdy vrchol vypsat
informaci, kterd je v ném ulozena). Mame tedy za tikol pro kazdy vrchol provést ope-
raci zpracuj(v). Pfitom zpracuj (v) muze znamenat ,vypis informaci ulozenou ve v*
apod.

Ukéazeme si ted dva zpusoby prochézeni kofenového stromu, tzv. preorder a postorder.
Popiseme je jako procedury preorder(v) a postorder(v), které pracuji nasledovné.
v je vstupni parametr, za ktery muzeme dosadit libovolny vrchol stromu. Je-li pak u
konkrétni vrchol stromu, znamena preorder (u) ,vyvolani“ procedury preorder pro
vrchol u. Stejné je to pro postorder (u). Procedury maji tvar

preorder (v)
{
zpracuj (v);
jsou-1i v1,...,vn naslednici vrcholu v v jejich usporadani, proved
preorder(vl),...,preorder(vn).
X
a
postorder (v)
{
jsou-1i v1,...,vn naslednici vrcholu v v jejich usporadani, proved
postorder(vl),...,postorder(vn);
zpracuj (v).
b

Pro uspofadany kotenovy strom (R,r) zpusobi preorder(r) pruchod a zpracovani
stromu metodou preorder, postorder (r) zpusobi pruchod a zpracovani metodou po-
storder. Tedy napf. u metody preorder se nejprve zpracuje kofen r (zpracuj(v)) a
mé&-li r potomky v1,...,v, (takto usporddané), vyvold se pruchod metodou preorder
ve vrcholu vy (preorder(v1)), po dokonéeni tohoto pruchodu se se vyvold pruchod ve
vrcholu vy (preorder (v2)) atd. az po pruchod ve vrcholu v, (preorder(vn)). Pfitom
prichod preorder (v1) ve v; probihd tak, ze se zpracuje v1, tj. probéhne zpracuj(v1),
a pak dojde k vyvolani prichodu v piipadnych potomcich vrcholu v;.

Uvazujme uspoiradany kofenovy strom na obr. 20 vlevo a predpokladejme, ze usporadani
nasledniku vrcholu je dédno tim, jak jsou nakresleny (zleva doprava). Pokud zpracuj (v)
vypiSe ¢iselnou hodnotu ulozenou ve vrcholu v a je-li r kofen, pak pruchodem preorder
budou ¢isla vypsana v poradi

8,2,—-3,-5,0,4,7,15,14,11, 20, 16, 21.
Pii pruchodu postorder budou vypsana v poradi

~5,0,-3,7,4,2,11, 14, 16, 21, 20, 15, 8.
U binarnich uspotadanych stromu se nékdy pouzivé priuchod metodou inorder.
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inorder(v)

{

je-1li vl prvni naslednik vrcholu v, inorder(vl);
zpracuj (v) ;

je-1li v2 druhy naslednik vrcholu v, inorder(v2).

}

Pii pruchodu vyse uvazovaného stromu inorder budou ¢isla vypsdna v poradi

~5,-3,0,2,4,7,8,11, 14, 15, 16, 20, 21.

Shrnuti

Stromy jsou specidlni grafy, které lze definovat nékolika ekvivalentnimi zpusoby, napft.
jako souvislé grafy bez kruznic. Stromy maji ¢etné aplikace v informatice. Specidlnimi
piipady stromiu jsou m-arni stromy, kofenové stromy, uspoirddané korenové stromy. Pro
stromy jsou odvozeny uziteéné vztahy mezi jejich charakteristikami.

Pojmy k zapamatovani

e strom, list, kostra,
e kofenovy strom, uroven vrcholu, hloubka stromu, vyvazeny strom,

e m-arni strom, usporadany kofenovy strom, preorder, postorder, inorder.

Kontrolni otazky

1. Co je to strom? Uved'te nékolik definic. Je strom totéZ co kostra?

2. Proc¢ se pojmy uroven vrcholu a hloubka stromu zavddéji aZ pro korenové stromy.
Jaka je nejvétsi moznd hloubka korenového stromu s n vrcholy?

3. Je kazdy m-drni strom vyviZeny?

Cviceni

1. Necht ((V,E),r) je kofenovy strom a v € V. Ukazte, Ze podgraf G, indukovany
mnozinou V,, = {u € V | cesta z u do r prochazi vrcholem v} je strom (tzv.
podstrom indukovany vrcholem v). Ukazte také, ze u € V,,, pravé kdyz uroven
vrcholu u je vétsi nebo rovna urovni vrcholu v a existuje cesta z u do v, kterd
neprochdzi kofenem r.

2. Ukazte, ze v Uplném n-arnim stromu, ktery mé n vrcholu, [ listu a ¢ vnitfnich
vrcholu (ty, které nejsou listy) plati (a) n = mi+ 1, (b) I = (m —1)i + 1, (¢)
i=(1-1)/(m—-1).

3. Jaky je nejmensi pocet listi iplného m-drniho stromu vysky h? Jaky je nejmensi
pocet vrcholl iplného m-arniho stromu vysky h?

kaoly k textu

1. Dokazte podrobné Vétu 4.27.

2. Dokazte, ze v kofenovém stromu ma kazdy vrchol pravé jednoho rodice.
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Reseni

1. G, neobsahuje kruznici, protoze je to podgraf stromu, a ten neobsahuje kruznici.
Zbyvé ukazat, ze G, je souvisly. Kdyz u,w € V,, pak dle definice cesta ta je ve
stromu jedind) z u do r i cesta z w do r prochézi vrcholem v. Vezmeme-li tiseky z
u do v (z prvni cesty) a z v do w (z druhé cesty), jejich spojenim dostaneme cestu
z u do w. Tedy G, je souvisly, a tedy je to strom. Vezméme u € V,,. Pak existuje
cesta z u do r, kterd prochazi v, tedy dle definice je tiroven u je vétsi nebo rovna
drovni v a existuje cesta z u do v, kterd neprochazi korenem r. Kdyz je droven u
je vétsi nebo rovna trovni v a existuje cesta z u do v, kterd neprochézi kotrenem
r, uvazujme cestu z u do r. Ta musi obsahovat v. Jinak by by hloubka u byla
mensi nez hloubka v nebo by cesta vznikld spojenim cesty z u do r a cesty z r do
v byla cestou z u do v, kterd obsahuje r (podrobné rozeberte).

2. Snadné, plyne téméf piimo z definic a zakladnih vztahu.

3. Predstavte si, jak vypadd takovy strom s nejméné vrcholy. Obsahuje kotfen a v
kazdé z nasledujicich h trovni mé pravé m vrcholi. M4 tedy 1+ h - m vrcholu
(1 kofen plus m vrcholu v kazdé z h trovni) a (m — 1)(h — 1) +m listu (v 1. az
(h —1). drovni po m — 1 listech, v posledni trovni m lista).
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5 Kombinatorika

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 5.1, 5.2 a 5.3 by student mél byt znat zédklady
kombinatorického pocitani. Mél by znat pravidla souc¢tu a soucinu, pojmy permutace,
variace a kombinace. Student by mél umét v zdkladnich tlohdch samostatné provést
spravnou kombinatorickou ivahu. Mél by byt schopen pouzit pravidla sou¢tu a soucinu

Klicova slova: kombinatorika, pravidlo sou¢tu, pravidlo sou¢inu, permutace, permu-
tace s opakovanim, variace, variace s opakovanim, kombinace, kombinace s opakovanim

5.1 Co a k ¢emu je kombinatorika

se urCovanim poc¢tu moznosti (konfiguraci), které existuji za urcitych predepsanych
podminek. Muze nas napiiklad zajimat, kolika zpusoby je mozné vyjadfit pfirozené
¢islo n ve tvaru souctu nj + --- + ng prirozenych ¢&isel ni,...,n; priCemz nezalezi
na potadi ¢isel v souctu. Zde se jednou moznosti rozumi ¢&isla nq, ..., ng. Pfedepsané
podminky v tomto ptipadé fikaji, ze musi platit n; + --- + nx = n a déle ze moznosti
ni,...,N, any,...,n} se povazuji za shodné (pocitaji se jako jedna moznost), pokud
se lisf jen poradim ¢isel (napf. moznosti 1,1,2 a 1,2,1 se povazuji za shodné, 1,1,2 a
1,2, 2 nikoli). Tak napiiklad pro ¢islo 3 existuji 3 moznosti (ty moznosti jsou 1+ 1+1,
1+ 2, 3), pro &islo 4 existuje 5 moznosti (1+1+1+1, 1+1+2, 143,24+ 2, 4) atd.

Pruvodce studiem

V casopise BYTE Magazine kdysi vysla nasledujici zpréava. “According to ... WEB
Technologies’ vice president of sales and marketing, the compression algorithm used
by DataFiles/16 is not subject to the laws of information theory” (BYTE Maga-
zine 17(6):45, June 1992). Predstavitelé WEB Technologies tvrdili, ze jejich kom-
presni program DataFiles/16 komprimuje vSechny typy soubort na piiblizné jednu
Sestndctinu jejich puvodni velikosti a ze pro soubory velikosti asponi 64KB je tato
komprese bezeztratova. Jednoducha kombinatoricka tivaha vsak ukazuje, Ze to neni
mozne.

Uvazujme napi. délku souboru 16n bitl. Existuje celkem 26" riiznych souborti
délky 16n bitu. Kazdy takovy soubor by podle WEB Technologies mélo byt mozné
zkomprimovat na vysledny soubor délky nejvyse n bitt. Pfitom existuje prave 2*
ruznych souboru délky k bita. Tedy navzajem ruznych soubort délky nejvyse n bitt
existuje 20 42! +22 4 ... 42" = 271 _ 1, Protoze ale 2""! — 1 < 2!6” nen{ takova
komprese moznd. Kompresi totiz vyrobime z daného souboru délky 16n bitu (téch
je 2167) néktery ze soubort délky nejvyse rovné n (téch je 2"t! — 1). Proto musi
existovat ruzné soubory délky 16n, které se kompresi pfevedou na stejny soubor
délky nejvyse rovné n. Takova komprese tedy neni bezeztratova.

Piiklad 5.1. Predpoklddejme, Ze heslo pro pristup do databaze je posloupnost
sestavajici z pravé 5 povolenych znaku. Mezi povolené znaky patii pismena a,..., z, A,
..., Z, cislice 0, 1, ..., 9. Plati pfitom, Ze heslo musi za¢inat pismenem. Kolik existuje
ruznych hesel?

Protoze pismen je 52 (26 malych a 26 velkych) a ¢islic je 10, pouzitim pravidla sou¢inu
(viz déle) zjistime, Ze hesel je 52 - 62% = 768 369 472. Nezname-li heslo, musime tedy to
spavné ,uhodnout® z cca 768 miliénu moznych hesel. Uvahy tohoto typu musi umét
provadét kazdy, kdo se zabyva bezpecnosti pocitacovych systému.
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Piiklad 5.2. Uvazujme nésledujici variantu hazardni hry. Z osudi obsahujicitho micky s
¢isly 1,. .., 20 jsou vylosovany 3 micky. Hra spo¢iva v tom, Ze si pfed losovanim muzeme
vsadit na ndmi vybrana 3 ¢isla. Za to zaplatime 10 Ké. V pfipadé, ze uhodneme vSechna
3 pozdéji vylosovand ¢isla, vyhrajeme 20000 K¢, jinak nevyhrajeme nic. Vyplati se
vsadit si?

Vybrat 3 micky z 20 je mozné 1 140 zpusoby (je to pocet kombinaci 3 z 20, viz déle). My
si vsadime na 1 takovy vybér. Pravdépodobnost, ze trefime ten spravny, je tedy ﬁ. Z
dlouhodobého hlediska tedy vyhrajeme v 1 z 1140 piipadua. V takovych 1140 piipadech
tedy vyhrajeme 1 x 20000 = 20 000 K¢, ptfitom za vsazeni utratime 1140 x 10 = 11400
K¢. Vsadit si se tedy vyplati.

Priklad 5.3. Predpoklddejme, ze kédujeme elementérni zpravy (zprava muze byt znak
nebo néjakd posloupnost znaku) tak, ze kazdou zpravu zakédujeme jako posloupnost n
symbolu 0 a 1, tzv. kédové slovo. Takovému kédu se fika bindrni kéd délky n. Bindrni
kéd délky n tedy muzeme povazovat za néjakou mnozinu posloupnosti délky n, které
sestavaji z 0 a 1. Napf. {100,010,001} je bindrni k6d délky 3. Ten muze byt pouzit
napi. pro kédovani vysledku néjakého procesu, kde vysledek je jeden z t¥i moznych typu
(prohra, remiza, vyhra; rychlost < 50 km/h, rychlost > 50, ale < 70 km/h, rychlost
> 70 km/h), tak, Ze napi. prohra je kédovana posloupnosti 100, remiza posloupnosti
010, vyhra posloupnosti 001.

Prvni otazka: Chceme-li kédovat k znakit bindrnim kédem délky n, jaké nejmensi n
musime zvolit, abychom zarucili moznost jednozna¢éného dekédovéni? Aby byl kéd jed-
noznacné dekdédovatelny, musi obsahovat asponi k posloupnosti. Pfitom posloupnosti z
0 a 1, které maji délku n, je pravé 2" (podle pravidla souc¢inu, viz dale). Délka n musi
tedy spliovat k < 2™ tj. logs k < n.

Druhé otazka: Predpokladejme, ze na kédujici posloupnosti 0 a 1 pusobi rusivé vlivy
a ze se proto muze 0 zménit na 1 a 1 zménit na 0. Takové chyby jsou ale mélo casté.
Piijmeme-li posloupnost v délky n, muze byt zatizena chybami, a nemusi to tedy nutné
byt néjaké kédové slovo. Protoze predpokladame, Zze chyby jsou malo casté, je intui-
tivné pfirozené chipat v jako chybou zménéné kédové slovo w, a to takové w, které se
ze vSech kédovych slov od v nejméné lisi. Ve vySe uvedeném piipadé napt. 110 neni
kédovym slovem a jemu nejblizsi kédova slova jsou 100 a 010. Vzdalenosti posloupnosti
pritom rozumime pocet pozic, na kterych se lisi, tj. vzdalenost posloupnosti a; ---a, a
by - - - by je pocet prvku mnoziny {i | a; # b;}. Vzdéalenost 110 a 100 je tedy rovna 1 (lis
se pravé jednou pozici). Pokud je kéd dobfe navrzeny, muze dekédovani probihat tak,
ze prijatd posloupnost w délky n se opravi a vysledkem bude nejblizsi kédové slovo.
Jak jsme vidéli, vySe uvedeny kéd neni dobie navrzeny, protoze ke slovu 110 existuji
dvé kédova slova (100 a 010) se stejnou vzdélenosti od 110. Jaky je nejvétsi pocet k
kédovych posloupnosti bindrntho kédu délky n, ktery umoznuje opravu jednoduchych
chyb? Pritom jednoduchd chyba je ta, kterd vznikne zménou pravé jednoho symbolu
posloupnosti (jednoduchou chybou vznikne z 001 napf. 101, ale uz ne 110). Uvazujme
takto: Necht takovy kéd obsahuje pravé k kédovych slov. Vezméme libovolné z nich a
ozna¢me ho v. Slovem v bude interpretovana nejen posloupnost v, ale i kazda posloup-
nost, jejiz vzdalenost od v je 1 (tyto posloupnosti budou opraveny na v). Posloupnosti,
které maji od v vzdalenost 1, je pravé n (chyba muze byt na libovolné z n pozic).
Slov, které pfipadaji na kédové slovo v v tom smyslu, ze budou po piipadné opravé
jedné chyby prevedeny na v, je tedy celkem 1 4 n. Protoze na kazdé z k kdédovych
slov takto pripadd n + 1 navzajem ruznych posloupnosti délky n a protoze pocet viech
posloupnosti nul a jednicek délky n je 2™, musi byt k- (n + 1) < 2", tedy k < n2:1.
Nejvétsi pocet kédovych posloupnosti bindrntho kédu délky n, ktery umoznuje opravu
jednoduchych chyb, je tedy 73—:1 Pro n = 3 je tedy nejvétsi pocet % = 2. Kéd s 3
kédovymi slovy opravujici jednoduché chyby tedy musi mit délku n aspon 4 (protoze
pro délku n = 3 je nejvétsi pocet kédovych slov 2). Vyse uvedeny piiklad tedy nelze
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spravit tim, ze vybereme jina kédova slova délky 3.

Uvedené piiklady pfedstavuji typické problémy, kterymi se kombinatorika zabyva.
Pfesnéji feceno, kombinatorika se, jako kazda oblast matematiky, zabyvd obecnymi
principy, které je potom mozné na konkrétni situace z praktického zivota pouzit. Tak
napiiklad piedpokladejme, ze vime, kolika zpusoby je mozné vybrat dvouprvkovou
podmnozinu {z,y} z danych n prvki. Oznaéme pocet téchto zpusobu D(n). Vime
tedy, ze D(n) = @ (vyzkousejte nebo to piimo odvod'te). Pak je snadné spocitat,
ze 7 30 studentu je mozné vybrat dvojici studentt 435 zpusoby (nebot 435 = &229), ze
existuje pravé 499 500 zpusobu jak vybrat dva micky z tisice (499 500 = %) atd.

Upozornime nyni na dulezitou véc. I v kombinatorice se setkdme s tim, ze pro riuzné
situace odvodime ruzné vzorce (jako vyse uvedeny vzorec D(n) = @) Véas viak
varujme: Stfezme se mechanického pouzivani vzorci! V kombinatorice snad vice nez kde
jinde plati, ze k tomu, abychom byli viibec schopni vybrat pro danou situaci ,spravny
vzorec®, musime situaci rozebrat a dokonale ji porozumét. Pfitom toto porozuméni je
¢asto netrividlni zélezitost (tomu tak neni napt. u derivovani funkei: mame-li naptiklad
spocitat derivaci funkce 22 - sin(z), staéf znat vzorce pro derivovan{ 22, sin(z) a vzorec
pro derivovani soucinu funkci; pouziti vzorce pro tlohu spocitani derivace dané funkce je
tedy téméf trividlni). Reseni kombinatorické ilohy se spise podobd feenf slovni tilohy:
neexistuje obecny predpis pro feSeni. Situaci musime nejdfive dobie porozumét, pokud
mozno rozlozit ji na jednodusSsi situace a ty potom vyfesSit pomoci zakladnich kombi-
natorickych pravidel. Tato zakladni pravidla mohou mit podobu vzorcu. Nesrovnatelné
dulezitéjsi nez naucit se vzorce, je ale naucit se pouzivat zakladni kombinatorickd pra-
vidla (tato pravidla jsou pravym smyslem kombinatorickych vzorci) a provadét kom-
binatorické tvahy. Bez porozuméni kombinatorickym pravidlim nejsme schopni fesit
jiné nez trivialni kombinatorické tlohy.

5.2 Pravidla souc¢tu a souéinu

Pravidlo sou¢tu a pravidlo sou¢inu jsou dvé zakladni kombinatoricka pravidla. Mnoho
dalsich pravidel vzniké jejich kombinovanim.

Pruvodce studiem

Pravidlo souctu: Lze-li tkol A provést m zpusoby a lze-li tkol B provést n
zpusoby, pricemz zadny z m zpusobu provedeni tikolu A neni totozny s zadnym
z m zpusobu provedeni tkolu B, pak provést tikol A nebo kol B lze provést m +n
Zpusoby.

Pravidlo souctu je zjevné: mnozina zpusobu, jak provést A nebo B, je sjednocenim m-
prvkové mnoziny zpusobu, jak provést A, a n-prvkové mmnoziny zpusobu, jak provést B,
a ma tedy vzhledem k tomu, Zze vychozi dvé mnoziny zpusobu nemaji spoletny prvek,
m —+ n prvku. Ukdzeme, jak lze pravidlo sou¢tu pouzit.

Priklad 5.4. V knihovné je 5 knih, jejichz autorem je A. C. Doyle, a 10 knih, jejichz
autorkou je A. Christie. Ctenaf si tedy muze vybrat 15 zptsoby knihu, kterou napsali
A. C. Doyle nebo A. Christie. Je-li A kol ,,vybrat knihu, jejiz autorem je A. C. Doyle“
a B tkol ,vybrat knihu, jejiz autorem je A. Christie®, pak je m = 5 a n = 10. Pfitom
pritom provést kol A nebo kol B znamend vybrat knihu, kterou napsali A. C. Doyle
nebo A. Christie. Podle pravidla sou¢tu to lze pravé m + n = 15 zpusoby. Pouziti
pravidla souctu je opravnéné, protoze zadna kniha, kterou napsal A. C. Doyle, neni
totozna s zaddnou knihou, kterou napsala A. Christie.
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Priklad 5.5. Mnoziny M a N jsou disjunktni (tj. nemaji spoleéné prvky) a plati
|M| = m a |N| = n. Kolika zpusoby lze vybrat prvek, ktery patii do M nebo do N7
Jsou-li A a B po tadé tkoly ,vybrat prvek z mnoziny M* a ,vybrat prvek z mnoziny
N, pak predpoklady pravidla sou¢tu jsou splnény (M a N nemaji spoleéné prvky), a
proto existuje m + n zpusobu, jak vybrat prvek z M nebo N. Jinymi slovy, jsou-li M
a N disjunktni mnoziny, je |[M U N| = |[M| + |N]|.

Poznamenejme, ze predpoklad pravidla souctu, ktery iikd, ze zadny z m zpusobu
provedeni 1ikolu A neni totozny s zddnym z n zpusobu provedeni tkolu B, je pod-
statny. Uvazujme piiklad 5.5, ale vezméme mnoziny, které nejsou disjunktni, napf.
M ={a,b,c}, N = {b,c,d,e}. Jak snadno vidime, existuje 5 zpusobu, jak vybrat prvek
z M nebo N, pfitom 5 # 3+ 4 =m + n.

Pravidlo souc¢tu lze zobecnit na koneény pocet tukola: Pokud kol Ay lze provést mq
zpusoby, kol Ay lze provést msg zpusoby, ..., kol Ay lze provést my zpusoby, pricemz
po kazdou dvojici A; a A; (i # j) zadny z m; zpusobl provedeni tikolu A; neni totozny
s zadnym z m; zpusobu provedeni tkolu A;, pak provést tikol A; nebo tikol Ay nebo
ukol Ay 1ze provést mi + mo + - - - + my zpusoby.

Piiklad 5.6. Necht My, ..., M} jsou koneéné po dvou disjunktni mnoziny. Kolik prvki
mé sjednoceni M7 U --- U M7 Pomoci zobecnéného pravidla sou¢tu muzeme podobné
jako v Piikladé 5.5 ukazat, ze [My U--- U My| = |[Mi|+ - + | Mg].

Pruvodce studiem

Pravidlo souéinu: Lze-li tikol C rozlozit na po sobé nasledujici ikoly A a B (tj.
provést C' znamena provést nejdiiv A a potom B) a lze-li ikol A provést m zpusoby
a ukol B lze provést n zpusoby, pak Ize kol C' provést m - n zpusoby.

Také pravidlo sou¢inu je zjevné: kazdy zpusob, jak fesit C vznikne volbou jednoho
zpusobu feSeni tikolu A a jednoho zpusobu feSeni tikolu B. Vzhledem k tomu, ze ke
kazdému z m zpusobt feseni A lze zvolit libovolny z n zptusobt feSeni B, mame celkem
m - n zpusobu. Princip souéinu si ukdzeme na piikladech.

Piiklad 5.7. Kolik prvka mé kartézsky souc¢in M x N dvou kone¢nych mnozin M a N?
Piipomenme, ze M x N = {(x,y) | x € M,y € N}. Urc¢it libovolny prvek (x,y) € M x N
znamend totéz, co splnit kol ,zvol x a zvol y“. Tento tkol lze rozlozit na kol ,zvol x*
a tkol ,zvol y“. Prvek x lze ptitom zvolit |M| zpusoby, prvek y lze zvolit |N| zpusoby.
Podle pravidla sou¢inu lze tedy tkol ,zvol z a zvol y* provést |M| - |N| zpusoby. Proto
M x N| = |M]-|N|.

Podobneé jako pravidlo souc¢tu Ize i pravidlo sou¢inu zobecnit na na koneény pocet ikolu:
Lze-li ikol C rozlozit na po sobé nésledujici tkoly A1, ..., A; a lze-li kol A; provést
m; zpusoby (pro kazdé i = 1,..., k), pak lze kol C provést mj + - - - + my, zpusoby.

Piiklad 5.8. Registra¢ni znacka vozidla ma tvar PKC CCCC, kde P, K, a C jsou
symboly a pfitom P je néktera z ¢islic 1-9, K je pismeno, urcujici piislusnost ke kraji
(napt. ,,T“ oznacuje Moravskoslezsky kraj, ,H* oznacuje Krélovéhradecky apod.) a C
je néktera z ¢islic 0-9. Kolik 1ze v ramci jednoho kraje pfidélit registrac¢nich znacek?

Prvni symbol lze zvolit 9 zpusoby, druhy symbol nelze volit, protoze je v rdmci kraje
pevné dany, tfeti symbol lze zvolit 10 zpusoby, stejné tak lze 10 zpusoby zvolit ¢tvrty,
paty, Sesty i sedmy symbol. Podle zobecnéného pravidla souc¢inu tedy existuje v ramci
jednoho kraje 9-10-10-10-10-10 = 9-10° (devét set tisic) moznych riznych registraénich
znacek.
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Pravidla souc¢tu a soucinu se ¢asto v jedné tloze kombinuji. Ukazme jednoduchy piiklad.

Piiklad 5.9. Necht A, B, C jsou konetné mnoziny, pficemz A a B jsou disjunktni.
Kolik prvka ma mnozina (AU B) x C?

Ukol vybrat libovolné prvek z (AU B) x C lze rozlozit na dva nasledujici tukoly ,,vyber
prvek z AU B“ a ,vyber prvek z C* (viz piiklad 5.7). Pfitom tkol ,vyber prvek
z AU B* znamena ,vyber prvek z A nebo vyber prvek z B a lze ho podle pravidla
sou¢tu provést |A|+|B| zpusoby (viz ptiklad 5.5). Proto lze dale podle pravidla sou¢inu
prvek z (AUB) x C vybrat (|A|+|B])-|C| zpusoby, tedy |(AUB) xC| = (|A|+|B|)-|C|.

5.3 Permutace, variace, kombinace

Kolika zptsoby lze sefadit urcity pocet objektt? Kolika zpusoby lze vybrat urcity pocet
objektu z danych objektu, kdyz na poradi vybéru zédlezi? Co kdyz na potadi vybéru
nezalezi? Co kdyz se prvky ve vybéru nemohou opakovat? Co kdyz se opakovat mo-
hou? Tyto a podobné otézky se Casto objevuji v ruznych kombinatorickych tlohach.
Odpoveédi na né lze nalézt pouzitim pravidel souctu a soucinu. Protoze se v8ak tyto
otazky objevuji opravdu casto, odvodime si vzorce, které na nékteré tyto otdzky od-
povidaji. Vzorce, které odvodime, patii k zakladiim kombinatorického pocitani. Nejprve
v8ak jesté jednou varovani.

Pruvodce studiem

Pii pouzivani kombinatorickych vzorciu, které uvedeme, je dulezité vzorci dobfie ro-
jsou totiz uvahy, které k nim vedou. Vzorec je jen symbolickym vyjddfenim zavéru
kombinatorické tivahy. Osvojime-li si odpovidajici ivahy, potiebné vzorce si nako-
nec muzeme odvodit sami (nebo je nékde najdeme). Kdyz si odpovidajici tvahy
tloh nebudeme umét pouzivat. Ctenafi proto nésledujici doporuéeni: Nesnazte se
uCit vzorce. Snazte se pochopit a naucte se sami provadét dvahy. Uvidite, ze véci
jsou ve skutecnosti jednoduché.

5.3.1 Permutace

Student si u zkousky vybere t¥i otdzky. Muze si vybrat, v jakém poradi na né bude
odpovidat. Kolik ma moznosti? Ozna¢me otazky A, B a C. Mozn4a pofadi odpovidani
jsou ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Je jich tedy Sest. Tak pfichdzime k pojmu
permutace.

Definice 5.10 (permutace). Permutace n (navzdjem ruznych) objektu je libovolné
sefazeni téchto objektu, tj. sefazeni od prvniho k n-tému. Pocet permutaci n objektu
budeme znacit P(n).

Véta 5.11. P(n) =n!.

Dukaz. Jedno, ale libovolné, sefazeni dostaneme tak, ze vybereme 1. prvek (to lze
provést n zpusoby), poté vybereme 2. prvek (to lze provést n — 1 zpusobem, protoze
jeden prvek jsme jiz vybrali), poté vybereme 3. prvek (to lze provést n — 2 zpusoby),
bylo vybrano a zbyva posledni prvek). Podle pravidla sou¢inu lze takovy vybér provést
n-(n—1)-(n—2)-----1=nl! zpusoby. Tedy P(n) = nl. O
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Setazujeme-li objekty, z nichz nékteré jsou stejné, provadime tzv. permutace s opa-
kovanim.

Definice 5.12 (permutace s opakovénim). Je dédno n objektu rozdélenych do r sku-
pin, které maji po fadé nq,...,n, objektu, tj. n; + --- + n, = n. Objekty v kazdé ze
skupin jsou navzajem nerozlisitelné. Kazdé sefazeni téchto n objektl se nazyva permu-

tace s opakovdnim (dand parametry (ni,...,n,)). Pocet takovych permutaci zna¢ime
P(ni,...,n.).
Véta 5.13. Pron; +---+n, =n je P(ny,...,n,) = #'nr,

Diikaz. Uvazujme libovolnou permutaci s opakovanim. Oéislujme objekty v rdmci kazdé
z r skupin tak, aby se staly rozlisitelnymi. Pak dané permutaci s opakovanim odpovida
nékolik permutaci o¢islovanych objektu v tom smyslu, ze na pozici i (1 < i < n) jev
permutaci s opakovdnim objekt z j-té skupiny (1 < ¢ < n), pravé kdyz je na pozici i v
permutaci o¢islovanych objekti objekt, ktery vznikl o¢islovanim z nékterého objektu z
j-té skupiny.

Pro piiklad: Méme n = 5, r = 2, n; = 3, no = 2, objekty prvni skupiny znac¢ime
A, objekty druhé skupiny znac¢ime B. Po oc¢islovani budeme mit objekty Ai, As, As,
B4, Bs. Permutaci s opakovanim ABAAB odpovida napf. permutace A3B1A2A1Bs, ne
vSak permutace AgAsA1B1Bo.

Kolik permutaci o¢islovanych objekti odpovidd kazdé permutaci s opakovanim? Ob-
jekty prvni skupiny muzeme na jejich pozicich (ty jsou pro danou permutaci s opa-
kovanim dény pevné a je jich np) sefadit n! zpusoby (tolik je permutaci ny prvka), ...,
objekty r-té skupiny muzeme na jejich pozicich seradit n,! zpusoby. Protoze sefazovani
objektu kazdé skupiny provadime nezdvisle na sefazovani objektu libovolné jiné sku-
piny. Proto je celkovy pocet permutaci o¢islovanych objektt, které odpovidaji libovolné
permutaci s opakovanim, roven nq!---- - nl.

To znamend, ze pocet vSech permutaci o¢islovanych objektu, tedy P(n), je ny!----- n, -
krat vétsi nez celkovy pocet permutaci s opakovanim, tedy

P(n) = (ny!----- ny!) - P(n,...,n,),

odkud plyne P(ny,...,n,) = n! =

Priklad 5.14. Kolik slov (i nesmyslnych) lze sestavit pferovnanim pismen ve slové
POSTOLOPRTY? Pocet slov je roven poctu sefazeni pismen slova POSTOLOPRTY.
Jde o permutace objektu s opakovanim. Mame n = 11 objektu (pismen), které jsou
rozdéleny do r = 7 skupin odpovidajicich jednotlivym pismentum P, O, S, T, L, R, Y.
Pocty objektu v jednotlivych skupinach jsou np =2, no =3, ng =1, np =2, np, = 1,
ng = 1, ny = 1. Pocet slov je tedy P(2,3,1,2,1,1,1) = 5.

5.3.2 Variace

Na lodi jsou ¢tyfi dustojnici. Z nich je tFeba jmenovat kapitdna a jeho zastupce. Kolika
zpusoby to lze provést? Ozna¢me dustojniky pismeny A, B, C, D. Pak existuje téchto
12 zpusobu: AB (A je kapitén, B jeho zdstupce), AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD,
DA, DB, DC.

Definice 5.15 (variace). Je ddno n (navzdjem ruznych) objektu a ¢islo r < n. Variace
r (objektu) z n (objektu) je libovolny vybér r objektu z danych n objektu, ve kterém
zélezi na poradi vybiranych objektu. Pocet takovych variaci znac¢ime V(n,r).
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Ve vyse uvedeném piikladu je n = 4 (mame 4 objekty) a r = 2 (vybirame dva objekty).
Variace BA je vybér, ve kterém je jako prvni vybran objekt B a jako druhy objekt A.
Variace BA a AB jsou ruzné (zdlezi na poradi). Celkem existuje 12 takovych variaci,
tj. V(4,2) = 12.

Véta 5.16. V(n,r)=n-(n—1)----- (n—r+1).

Diikaz. Kazdé variace je ddna tim, jaké objekty jsou na 1., 2., ..., r-tém misté. Objekt
na 1. misté lze zvolit n zpusoby (vybirdme z n objekti), objekt na 2. misté pak n — 1
zpusoby (vybirdme z n — 1 objektu, protoze jeden objekt je uz na 1. misté), ..., objekt
na r-tém misté lze vybrat n — r 4+ 1 zpusoby (tolik objektu jesté k vybéru zbyva).
Podle pravidla souc¢inu je tedy celkovy pocet takto provedenych vybért, tj. pocet viech
variaci, n- (n —1) - -+ (n —r+1). O

Poznamka 5.17. Vsimnéme si, ze V(n,r) = (n%;), Skutecéné,

n! n-nm=1)-(n—-r+1)-(n—r)---1
— —n-n—-1)(n—-r+1)=V
= e ne(n=1)-(n—r+1) = V(n,r)
Vsimnéte si také, ze V(n,n) = n! = P(n), tj. pocet variaci n a n je stejny jako

pocet permutaci n objektu. To neni ndhoda. Variace n a n je vlastné vybér n prvki
z n prvka, ve kterém zdalezi na poradi. Je to tedy usporddani, tj. permutace, n prvkua
(prvni vybrany prvek je v daném uspoiadédni na prvnim misté, ..., n-ty vybrany prvek
je v daném usporadani na n-tém misté).

Vybéry, ve kterych se prvky mohou opakovat, nazyvame variace s opakovanim.

Definice 5.18 (variace s opakovanim). Jsou dény objekty n ruznych typu. Objektu
kazdého typu je neomezené mnoho a jsou navzajem nerozlisitelné. Variace r (objektu)
z n (objektu) s opakovdnim je libovolny vybér r objektu z danych objektu n typu, ve
kterém zélezi na poradi vybiranych objekt. Pocet takovych variaci znac¢ime V (n,r).

Protoze jsou prvky jednotlivych typu nerozlisitelné, jsou dvé variace s opakovanim
stejné, prave kdyz maji na odpovidajicich si mistech (prvnim az r-tém) objekty stejnych
typu.

Véta 5.19. V(n,r) =n'.

Duikaz. Prvni prvek muzeme vybrat n zpusoby, druhy prvek muzeme vybrat n zpusoby,
.., r-ty muzeme vybrat n zpusoby. Podle pravidla sou¢inu lze tedy vybér provést
Noevees n =n" zpusoby. O

Piiklad 5.20. Zamek na kolo s kédem maé pro nastaveni kédu tii otaceci kolecka.
Na kazdém z nich lze nastavit ¢islice 0, 1, ..., 9. Pfedpokladejme, ze nastaveni a
zkouska jedné ¢iselné kombinace trva 2 sekundy. Jak dlouho trva v prumérném piipadeé
otevieni zamku, nezndme-li spravnou ¢éiselnou kombinaci (prumeérny piipad definujeme
jako aritmeticky prumér nejlepsiho a nejhorsiho piipadu)?

Ciselné kombinace jsou 000 az 999. Jsou to tedy variace 3 z 10 s opakovanim (3 pozice,
10 ¢&islic). Téch je 103 = 1000. V nejlepsim piipadé nastavime spravnou kombinaci uz
v 1. pokusu (to trvéa 2 sekundy), v nejhorsim az v 1000. pokusu (to trva 2000 sekund).
V prumérném piipadé je to tedy w = 1001 sekund (coz je 16 minut a 41 sekund).
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Poznamka 5.21. Variace s opakovanim bychom mohli definovat jinak, a to nasledovné:
Je dédno n (navzdjem ruznych) objektu a ¢islo r. Variace r (objektu) z n (objektu) s
opakovanim (definovang alternativné) je libovolny vybér r objektu z danych n objekt,
ve kterém zalezi na poradi vybiranych objektu a ve kterém se prvky po vybéru vraceji
mezi prvky, ze kterych se vybira. Uvédomme si, ze zpusob vybéru zde je jiny, nez v
Definici 5.18. Dulezité vsak je, ze pocet variaci s opakovanim je i v tomto piipadé

V(n,r) (ovéite).

Piiklad 5.22. 7Z mista A je tfeba predavat na misto B zpravu o tom, jak dopadla
akce konand v misté A. Pfitom existuje celkem 20 000 moznych vysledku té akce.
Predpoklddejme, ze pro zakédovani vysledku se pouzije posloupnost k£ = 2 ruznych
symbolu (napft. 0 a 1), kterd mé délku d. Jakd je nejmensi délka takové posloupnosti?
Jak to bude pfi jinych poctech symbolu k = 3,4,57

Jde o to, najit nejmensi délku d tak, aby posloupnosti & symbolu bylo aspon 20000,
tj. aby kazdy vysledek mohl byt néjakou posloupnosti zakédovan. Vybirame-li z k
symbolu posloupnost délky d, vybirame vlastné variaci d z k s opakovanim. Takovych
posloupnostf je tedy V(k,d) = k. Chceme tedy najit nejmensi d tak, aby k% > 20000.
Prok=2jed=15,prok=3jed=10,prok=4jed=8,prok=5jed=T1.

5.3.3 Kombinace

V tabofe jsou 4 muzi (oznac¢me je A, B, C, D). Kolika zpusoby z nich lze vybrat
dvouélennou hlidku? Vybér hlidky je dan vybérem dvou z nich, tedy dvouprvkovou
podmnozinou mnoziny {A, B, C,D}. Hlidky tedy mohou byt {A,B}, {A,C}, {A, D},
{B,C}, {B,D}, {C,D}, je jich tedy 6.

Definice 5.23 (kombinace). Je dédno n (navzdjem ruznych) objektu a éislo r < n.
Kombinace r (objektu) z n (objektu) je libovolny vybér r objektu z danych n objektu,
ve kterém nezalezi na potradi vybiranych objekti. Pocet takovych kombinaci znac¢ime

(7)-
Cisla (") se nazyvaji kombinacni ¢isla a oznacujf se také C(n,r) (éte se “en nad er”).
Ve vyse uvedeném piikladu je n = 4 (mame 4 objekty) a r = 2 (vybirdme dva objekty).
Kombinace {A, C} je vybér, ve kterém jsou vybrany A a C. Celkem existuje 6 takovych
kombinaci, tj. (3) = 6.

-~ !
Véta 5.24. (7) n

Dukaz. Vime, ze V(n,r) = (n%'r), Uvédomme si, ze kazdé kombinaci r z n odpovida
tolik variaci r z n, kolika zpusoby lze usporadat r vybranych objekti (u kombinace
zédlez{ jen na vybranych objektech, ne na jejich uspoiradéni, kdezto u variace zélezi i
na jejich uspotrddéni). Napt. kombinaci {A, B, C} odpovidaji variace ABC, ACB, BAC,
BCA, CAB, CBA. Existuje r! zplisob, jak usporadat r objekti. Je tedy

pocet kombinaci r z n krat poc¢et usporadani r objekti = pocet variaci r z n,

(Z) L= V(n,r).

Odtud (7) = Yr) — _n! 0

! (n—r)irl"

tj.
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Pfimo z odvozeného vzorce plyne

()=(2)

Skutecné, (nfr) = n ) (7;) Déle plati, Ze

n—r))!(n—r)! (nfr')!r!

)=re )

Poznamka 5.25. Vzorec pro (:f) lze odvodit také takto. Ocislujme n objektu, ze
kterych vybirame, ¢isly 1 az n. Kombinaci r z n muzeme vyjadiit jako fetézec n nul
a jednicek, ktery obsahuje pravé r jednicek, pficemz na i-tém misté toho fetézce je 1,
pravé kdyz se v dané kombinaci nachazi i-ty prvek. Napt. jsou-li a, b, ¢, d prvni az
¢tvrty prvek a, pak fetézci 0110 odpovida kombinace {b,c}. Takovy fetézcu existuje
pravé tolik, kolik existuje permutaci n prvka s opakovanim, které jsou rozdéleny do
dvou skupin obsahujicich r prvku (jednicky) a n —r prvku (nuly). Takovych permutaci
je podle véty 5.13 (ni"ir')w

Piiklad 5.26. Kolika zpusoby lze vybrat 4 pfedméty z nabidky 10 volitelnych

E)fedmétﬁ? Vybér pfedmétu je kombinace 4 z 10. Vybér lze tedy provést (140) = (ST% =
91',93'.82'7 = 210 zp1usoby.

Rekneme si ted dva uziteéné vztahy. Prvnfm z nich je, ze pro k < n plati

() =G+ ®

) n— n— n—1)! n—1)! k-(n—1)'+(n—k)-(n—1)!
Odvodme to: (7)) + (") = (k—(l)!(n)—k)! + k!((n—kll)! - M )km_k)l)( )
(k+(n—k))-(n=1)! _ _nl  _ (n)

R(n—F)! o1 — (&)

Druhym je tzv. binomickd véta.
Véta 5.27. Pro libovolnd a,b € R a nezdporné celé ¢islo n plati
n
(a+b)" = ;0 (Z) a™Fbk. (20)

Dukaz. Matematickou indukci. Misto dikazu této véty uvedeme dukaz jejiho dusledku,
viz nize. O

Véta 5.28. Pro redlné ¢islo x a nezdporné celé n je
" /n
1+z)" = k. 21
e =3 (3)s (21)

Dukaz. Véta je dusledkem binomické véty. Uvedeme piimy dukaz.
Dokazeme to indukci pres n.

Indukéni predpoklad: Pro n = 0 je tvrzeni ziejmé. Napi. pron = 0je (1+2)° =1 a
0 k 0
Y=o ()" = (9)2° = L.
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Indukéni krok: Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1, tj. (1 + 2)"! =

Z;é ("gl)xk, a dokazme ho pro n. Mame

n—1
I+2)" = (I+a)1+2)" ' =0+2)) <n;1>1’k:
k=0

-1 -1 -1 " /n—1
_ - - k+1 - k - k __
DY (R S (N Eab S (P B SV

k=

= (e g(ﬁ)m(gj)xk) ()=

k=1
n = /n n " /n
— 0 k _ k
= () e ) G20
k=1 k=0
Ptitom jsme pouzili vzorec (19). O

Podobné lze dokazat nasledujici, obecnéjsi verzi: Pro libovolnd a,b € R a nezdporné
celé ¢islo n plati
n
(a +b)" Z( ) a™ ik, (22)

Binomicka véta ma radu pouziti.

Piiklad 5.29. Uréeme (22 + 2y)°. Dle obecnéjsi podoby binomické véty je
@t = (et (])een! + () erer+
(5) e+ () arent+ (0)eren -
e (e
(v (e (o

= o'+ 102"y + 402" + 802°y" + 802%y" + 32y°.

Priklad 5.30 (pocet podmnozin n-prvkové mnoziny). Dosazenim x = 1 dostavdme

#=3 (=) ()= ()

Protoze (2) je pocet vSech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny, udavé soucet
vpravo pocet O-prvkovych plus pocet 1-prvkovych plus ... plus pocet n-prvkovych, tj.
pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny. Pomoci binomické véty tedy vidime, ze je
roven 2".

K tomu lIze ale dojit i takto: Sefadme prvky dané n-prvkové mmnoZiny za sebe.
Pfedstavme si n pozic, které odpovidaji 1., 2.,.. ., n. prvku. Do pozic budeme umistovat
0 a 1. Podmnoziny jednozna¢né odpovidaji umisténim 0 a 1 do téchto pozic: je-li na
1-té pozici 1, pak i-ty prvek patii do dané podmnoziny, je-li tam 0, pak do ni nepatii.
Podmnozin n-prvkové mnoziny je tedy pravé tolik, kolika zpusoby lze do n pozic umistit
nuly a jednicky. Tento pocet je roven poctu variaci n ze 2 (vybirdme z {0, 1}), tedy je
to V(n,2) = 2"
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Pruvodce studiem

Pocet vsech podmnozin n-prvkové mnoziny je 2". Lze k tomu dojit nékolika zpusoby.
Dva z nich jsme ukazali v Piikladu 5.30. Takova situace, kdy k jednomu vysledku
muzeme dojit nékolika zpusoby, je pro kombinatoriku typicka. Rizné zpusoby od-
povidaji raznym pohledim na véc. Napriklad u poctu vSech podmnozin byl prvni
zpusob “se¢ti pocty vsech 0-prvkovych, 1-prvkovych, ..., n-prvkovych podmnozin”,
druhy zpusob byl “predstav si podmnoziny jako posloupnosti nul a jedni¢ek a uréi
pocet téchto posloupnosti”. Obecny névod, jak si problém vhodné predstavit, neni.
Zalezi jen na nasi predstavivosti.

Vybér, ve kterém nezalezi na poradi prvkia a ve kterém se prvky mohou opakovat, se
nazyva kombinace s opakovanim. Vede k tomu nésledujici tiloha. V obchodé maji 4 typy
zdkusku (vénecky, Fezy, $picky a trubicky). Mdme koupit 6 zékusku. Kolika zpusoby to
lze provést? Jeden mozny zpusob je koupit 6 véneckt, dalsi je koupit 6 trubicek, dalsi je
koupit 2 vénecky a 4 fezy, dalsi je koupit vénecek, fez, Spicku a 3 trubicky atd. Dulezité
je, zaprvé, ze poradi zdkuskl v ndkupu je nepodstatné, a zadruhé, ze v ndkupu mohou
byt zékusky stejného typu (zdkusky se mohou opakovat).

Definice 5.31 (kombinace s opakovédnim). Jsou dany objekty n ruznych typu. Ob-
jektu kazdého typu je neomezené mnoho a jsou navzijem nerozliSitelné. Kombinace r
(objektu) z n (objekt) s opakovdnim je libovolny vybér r objektu z danych objektu
n typu, ve kterém nezélezi na poradi vybiranych objektu. Pocet takovych kombinaci
znacime C(n,r).

Ze jsou objekty jednotlivych typt nerozlisitelné, znamend, ze dvé kombinace s opa-
kovanim povazujeme za stejné, pravé kdyz pro kazdy z n typu obsahuji stejné pocty
objektu toho typu. U piikladu se zdkusky to napf. znamen4, Ze kazdé dva nakupy obsa-
hujici dva vétrniky a ¢tyti $picky, povazujeme za stejné (byt v jednom ndkupu mohou
byt jiné dva vénecky nez ve druhém).

Véta 5.32. C(n,r) = ("1"]1).

Dukaz. Podivejme se na vybér takhle. Mame n piihradek, které odpovidaji typum
objektu. Vybrat kombinaci r z n s opakovanim znamend umistit do téchto pfihradek
celkem r kulicek. Poc¢et kulicek v i-té prihradce muzeme totiz chapat jako pocet objektu
typu 4, které jsme vybrali. Hledany pocet kombinaci C(n,7) je tedy stejny jako pocet
umisténi r kulicek do n pfihradek.

Abychom urc¢ili pocet takovych umisténi, budeme kazdé umisténi reprezentovat po-
sloupnosti nul (reprezentuji piepdzky mezi piihradkami) a jednicek (reprezentuji
kulicky). Napt. pro n = 4 a r = 6 fetézec 101100111 reprezentuje umisténi, kdy je
v prvni piihradce 1 kulicka, ve druhé 2 kulicky, ve tieti 0 kulicek, ve ¢tvrté 3 kulicky.
Tedy: prvni jednicka reprezentuje 1 kulicku v prvni ptihradce; nasledujici nula repre-
zentuje prepazku; nasledujici dvé jednicky reprezentuji 2 kulicky ve druhé ptihradce;
nasledujici nula reprezentuje prihradku mezi druhou a tieti prihradkou; pak nenasleduje
zadna jednicka (tj. tFeti prihrddka neobsahuje zadnou kulicku), ale hned dalsi nula re-
prezentujici pfepazku mezi tieti a ¢tvrtou prihradkou; nasleduji tii jednicky reprezen-
tujici 3 kulicky ve ¢tvrté prihradce. Protoze mame n — 1 prepazek a r kulicek, je kazdé
umisténi reprezentovano fetézcem délky n +r — 1, ve kterém je n — 1 nul a r jednicek.
Kazdy takovy fetézec je urcen tim, na kterych jeho n— 1 pozicich z 1.,...,(n+r—1)-té
pozice jsou nuly (na ostatnich pozicich jsou totiz jednicky). Vybér n — 1 pozic pro nuly
zZ celk(ivého poctu n+r—1 pozic je kombinace n—1z n+r—1, a téch je podle véty 5.24
(n-i—r— ) ]

n—1
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Piiklad 5.33. Vratme se k zdkuskim (viz vyse). Vybér 6 zakuskii ze 4 druhi zékuski
je kombinace 6 z 4 s opakovanim. Téch je podle Véty 5.32 C(n,r) = ("”Lr_l) =

44+6-1 9 9! el
("7 ):(3):6!73!:84'

Poznamka 5.34. Zastavme se u pojmu permutace s opakovanim, variace s opakovanim
a kombinace s opakovanim. Ve vSech piipadech mame vlastné objekty rozdéleny do
nékolika typu. Zatimco vS8ak u permutaci s opakovanim je objektu kazdého typu
predepsany pocet a tyto poCty mohou byt pro rtzné typy ruzné, u variaci i kombi-
naci s opakovanim je objektu kazdého typu neomezené mnoho.

5.3.4 Dalsi vybéry

Permutace, variace a kombinace jsou zdkladni typy vybéru. Ukéazali jsme si zdkladni
typy uvah, které vedou ke stanoveni jejich poc¢tu. Prakticky se vSak muzeme setkat s

vyuzit.

Piiklad 5.35. Ligu hraje 14 tymu. Vysledek ligy je dan tim, které tymy obsadi 1., 2.
a 3. misto a které 2 tymy sestoupi do nizsi soutéze. Kolik je moznych vysledka ligy?

Vysledek ligy je dén vybérem tymu na 1.-3. misté a vybérem tymu, které sestupuji.
Tymy na 1.-3. misté jsou tii a vybirdme je z 14 tymu, pfitom na pofadi vybéru zélezi.
Jde tedy o variace 3 z 14 a je jich V (14, 3). Po jejich vybéru vybereme ze zbyvajicich
11 tymu dva, které sestoupi. Zde na potadi nezélezi. Jde tedy o kombinace 2 z 11 a je

jich (121). Podle pravidla souc¢inu je celkové V' (14,3) - (121) moznych vysledku ligy.

MuzZeme ale také postupovat obracené, tj. nejdiiv vybrat ze 14 dva sestupujici tymy a
pak ze zbylych 12 vybrat 3 medailisty. Tak dostaneme (124) -V (12, 3) moznosti. Vysledek
je ale stejny jako u prvni dvahy, protoze

14 14-13 14-13-12-11-10
-V(12,3) = —-12-11-10= =
(y) vaz . -
11-1 11
= 14-13-12- 20:V(14,3)-<2>.

Priklad 5.36. Kolika ruznymi zpusoby lze kolem kulatého stolu se 6 zidlemi posadit
6 osob? Ptritom dvé posazeni, kterd se lisi jen pooto¢enim, povazujeme za shodné.

Oznacmeé osoby A, B, C, D, E, F. Kdyby i dvé posazeni lisici se pooto¢enim, byla
povazovéana za ruzna, pak by pocet viech posazeni byl stejny jako pocet vSech permu-
taci 6 objektu, tj. P(6) = 6!. Kruhové uspofadani kolem stolu by totiz nehralo roli.
Kolem stolu je 6 mist, mizeme jim fikat 1., 2., ..., 6. misto. Otdzka by pak byla, kolika
zpusoby muzeme umistit 6 osob na 6 mist, tj. vlastné kolika zpusoby lze usporadat 6
osob. Odpovéd je pak zjevné P(6). Povazujeme-li viak posazeni za shodnd, pravé kdyz
lze z jednoho do druhého piejit pootocenim, bude celkovy pocet posazeni mensi. Do-
jdeme k nému napft. nasledovné. Kruhové posazeni kolem stolu “roztrhneme” a zapiSeme
linearné. Napi. ABCFDE je zépis, kdy A sedi na 1. zidi, ..., E sedi na 6. zidli. Po-
stupnym otacenim tohoto posazeni o 0 az 5 zidli dostaneme celkem 6 jeho zapisu: AB-
CFDE, BCFDEA, CFDEAB, FDEABC, DEABCF, EABCFD. Celkovy pocet zapistu je
tedy 6 krat vétsi nez pocet posazeni. Protoze zapisu je P(6), je hledany pocet posazeni
PG _ 8 — 51,

Piiklad 5.37. Kolik existuje posloupnosti n nul a k jednicek, ve kterych zadné dvé
jednicky nejsou vedle sebe?

Predstavme si posloupnost n nul. Na zac¢atku, mezi nulami a na konci této posloupnosti
je celkem n 4+ 1 mist (napf. pro posloupnost 000 jsou to mista -0-0-0_). Libovolnou
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posloupnost n nul a k jednicek, kterd spliiuje pozadované podminky, ziskdme tak, ze
na vzniklych n + 1 mist umistime & jednicek. Takovych moznosti je pravée tolik, kolika
zpusoby muzeme z n + 1 mist (mezi nulami) vybrat £ mist (na kazdé z nich ddme
jednicku), tedy prave (”;:1) Pocet hledanych posloupnosti je tedy (";CH)

Shrnuti

Kombinatorika se zabyva zjisfovanim poé¢tu moznosti, které mnohou nastat za predem
danych podminek. Zakladni kombinatorickd pravidla jsou pravidlo sou¢tu a pravidlo
sou¢inu. Pomoci nich se daji ur¢it napt. pocty moznosti ruznych typt vybéri. Mezi
zékladni typy vybéru patii permutace, variace a kombinace. Permutace n prvku je
jejich libovolné uspotadéani. Variace k prvka z n prvki je libovolny vybér k prvka z
n prvki, ve kterém na poradi vybiranych prvku zédlezi. Kombinace k prvka z n prvkua
je libovolny vybér k prvka z n prvki, ve kterém na poradi vybiranych prvka nezalezi.
Variace a kombinace s opakovanim jsou podobné vybéry, ve kterych se vybirané prvky
mohou opakovat.

Pojmy k zapamatovani

pravidla sou¢tu a soucinu,
e permutace a permutace s opakovanim,

e variace a variace s opakovanim,

kombinace a kombinace s opakovanim.

Kontrolni otazky

1. Co ikd pravidlo souctu? Co tikd pravidlo soucinu?
2. Cim se lis7 permutace a variace? Cim se lisi variace a kombinace?

3. Cim se lisi permutace a permutace s opakovdnim? Cim se lisi variace a variace s
opakovdanim? Cim se lisi kombinace a kombinace s opakovdnim?

4. Cim se lisi aspekt opakovdni u permutact s opakovdnim, variaci s opakovdnim a
kombinaci s opakovdnim?

Cviceni

1. Kolik existuje v soustavé o zakladu n nezapornych ¢isel, které maji praveé k ¢islic?

2. Kolik ruznych slov lze ziskat z akronymu WYSIWYG?

3. Dokazte matematickou indukef, ze (}) + (,",) = ("Zl) pro véechna n € N a
k=0,1,...,n.

4. Definujme indukei P}(X) = P(X) a pro n > 1 P*(X) = P(P"}(X)). Je-li

mnozina X konecnd, kolik prvku mé P"(X)?

Kolik ma n-prvkovad mnozina m-prvkovych podmnozin (m < n)?

Kolik existuje funkci m prvkové do n prvkové mnoziny?

Kolik existuje injektivnich funkci z m prvkové do n prvkové mnoziny?

o N o >

Kolik existuje n-arnich operaci na m-prvkové mnoziné? Kolik z nich je injek-
tivnich? Kolik jich je surjektivnich?

9. Krotitel ma do arény ptivést za sebou jdoucich 5 lvi a 4 tygry. Pfitom zadni dva
tygfi nesmi jit bezprostiedné za sebou (musi mezi nimi byt lev). Kolika zpusoby
to lze provést? Na poradi tygru i lva zalezi.
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10.
11.

Rozeberte predchozi cviceni pro piipad n lva a k tygru.

Na poli¢ce je 12 knih. Kolika zpusoby lze vybrat 5 z nich tak, aby zadné dveé z
vybranych nestaly vedle sebe? Jak je to pii vybéru k knih z n?

1.

2.

kaoly k textu

. Vratme se k Ptikladu 5.8. Navrhnéte rtizné tvary registrac¢nich znacek a pro

. Zduvodnéte podrobné Vétu 5.16.

. Zduvodnéte podrobné Vétu 5.24.

U Prikladua 5.1, 5.2, 5.3 zduvodnéte pouzité kombinatorické uivahy.

Vratme se k Piikladu 5.3. Jaky je nejvétsi pocet k& kédovych posloupnosti
binarniho kédu délky n, ktery umoznuje opravu az t-nasobnych chyb? t-nasobnou
chybou vznikne z daného slova slovo, které se od daného lisi pravé v ¢ pozicich.

oy sz <7 _ < 7. D
Piiklad 5.3 tedy dédva odpovéd pro ¢t = 1. [Odpoved: SEy o ww— ) ]

kazdy tvar spocitejte odpovidajici pocet znacek, které 1ze pridélit. Jaké pravidlo
pro navrh tvaru registrac¢nich znacek plyne?

Zduvodnéte podrobné Vétu 5.13.

Promyslete si a zduvodnéte dukaz Véty 5.32.

Reseni

1.

n—1)-nF1

1(\Iévod): Jako prvni &islici 1ze pouzit n—1 ¢islic (nelze 0), na kazdou z dalsich k —1
pozic pak n ¢islic. Podle principu souéinu to lze celkem (n — 1) - n*~1 zpisoby.
1260.

Navod: Je to P(2,2,1,1,1).

Dokazte matematickou indukci, ze (Z) + (
k=0,1,...,n.

Ozila(':me k = |X|. Pak |P1(X)| = 2%, |P%(X)| = 2%, atd. Obecné je |P"(X)| =

W) = ("2‘1) pro viechna n € N a

22" (dvojka je tam k krat).

(1), je to pravé pocet kombinaci m z n.

V(n,m) =n™.

Navod: Méjme X = {z1,...,zm}, Y ={y1,...,yn}. Libovolna funkce f je déna
usporddanou m-tici (f(z1),..., f(zm)) hodnot f(z;) € Y. Vybér kazdé takové
m-tice je variace m z n s opakovanim. Téch je V(n, m) = n™.

Pro m < n existuje V(n,m) injektivnich funkci, pro m > n zadna.

Néavod: Viz predchozi cviceni, jde o variace bez opakovani.

n
m
m .

Névod: Pro | X| = m je to pocet zobrazeni mnoziny X" do mnoziny X. Protoze
| X" = m™, je jich n™" (viz pfedchozi cviceni).

Existuje 43200 zpiisob.

Néavod: Lvy lze rozmistit P(5) = 5! = 120 zpusoby. Zbyva 6 mist pro umisténi
tygru (na zacatku, mezi lvy a na konci). Do nich lze tygry umistit V(6,4) = 360
zpusoby. Podle pravidla soucinu existuje celkem 120 - 360 = 43200 zptsobu.
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10. Pro kK < n+ 1 existuje P(n) - V(n + 1, k) zpusobu. Pro k > n + 1 takovy zpusob
neexistuje.

11. Existuje 56 moznosti. V obecném piipadé existuje ("le—l) moznosti (pokud
2k — 1 < n, jinak zadnd moznost neexistuje).
Navod: Kazdy kazdy takovy vybér k knih z n knih mutzeme reprezentovat po-
sloupnosti k jednicek (na pozicich vybranych knih) a n — k nul (na pozicich nevy-
branych knih), ve které se nevyskytuji sousedici jednicky (vybrané knihy nestoji
vedle sebe). Téch je podle Piikladu 5.37 (”_ZH).

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly 5.4 by student mél znat princip inkluze a
exkluze a mél by ho umét pouzivat.

Klicova slova: princip inkluze a exkluze

5.4 Princip inkluze a exkluze

V nabidce volitelnych pfedmétu je némcéina a angli¢tina. Néméinu si zvolilo 15 student,
angli¢tinu 30 studentii. 5 student si zvolilo ném¢éinu i anglictinu. Kolik studenti si jako
volitelny pfedmét vybralo cizi jazyk (tj. néméinu nebo anglictinu)? Oznacme N a A
po fadé mnoziny studentu, ktefi si zapsali néméinu a anglictinu. Se¢teme-li | N| (pocet
téch, ktefi si zapsali némcinu) a |A| (pocet téch, ktefi si zapsali angli¢tinu), pocitame
dvakrat ty, ktefi si zapsali néméinu i angli¢tinu (téch je |V N Al). Ty tedy musime od
|N| + |A| odecist. Pocet |N U A| téch, ktefi si zapsali némcinu nebo angli¢tinu je tedy

INUA|=|N|+|A| - |INNA|l=15+30—5 = 40.

Jiny piiklad: Na jisté univerzité je 56 uciteli ¢leny americké informatické spole¢nosti
ACM (Association for Computing Machinery). Clenové ACM si mohou piikoupit
clenstvi v nékteré z tzv. special interest group (SIG, SIG jsou soucdsti ACM). Ze
zminénych 56 ucitelu jich je 20 ¢leny SIGMOD (Special Interest Group on Manage-
ment of Data), ozna¢me jejich mnozinu Aj;; 15 ¢leny SIGIR (Special Interest Group on
Information Retrieval), ozna¢me jejich mnozinu As; 20 ¢leny SIGKDD (Special Interest
Group on Knowledge Discovery in Data), oznac¢me jejich mnozinu As. Déle je zndmo,
ze 10 jich je ¢leny SIGMOD i SIGIR, 8 jich je ¢leny SIGMOD i SIGKDD, 7 jich je
¢leny SIGIR i SIGKDD, 4 jsou ¢leny SIGMOD, SIGIR i SIGKDD. Kolik z 56 ¢lenu
ACM je ¢lenem nékteré z SIGMOD, SIGIR, SIGKDD? Ptame se vlastné, kolik prvkua
ma mnozina A; U As U Ag, pfitom zname ‘All, ‘AQ’, ’A3|, ’Al ﬁAQ‘, ‘Al ﬂA3|, ’Ag ﬁA3‘
a |A; N Az N As|. Pokud bychom pouze secetli |A;j| + |Aa| + |As|, pak jsou dvakrét
zapoCitani ti z Ay N As, z A1 N Az a z As N As, a dokonce tiikrat jsou zapocitani ti z
A1 N Ay N As. To svadi k tomu Fici, ze |A; U Ay U A3l se rovna

|A1‘ + ’A2| + ‘Ag’ — ’Al ﬂAQ’ — ’Al ﬂA3‘ — ’Ag mAg‘ - Q‘Al N As mAg‘.

To je ale spatné. Odecteme-li totiz od |A1| + |A2| + |As| pocty |A1 N Asg|, |[A1 N Az i
|Ag N Asl|, odecitdme v kazdém z |A; N Asl, |A1 N As| a |Aa N As| i pocet téch, kteri
jsou v A; N As N A3 (nakreslete si obrazek). Tedy od |A;| + |Aa| + |A3| jsme odecetli
3|A1 N A2 N As]. K tomu jsme pak jesté odecetli 2| A1 N Az N Asl. Celkové jsme tedy od
|A1| + |A2| + |As| odecetli |[A; N Ay N As| pétkrat a méli jsme to odecist jen dvakrat.
Spravny vysledek tedy je

‘A1UA2UA3’ = ’A1|+|A2’+|A3|—|A1QA2|—|A1ﬂA3|—|A2ﬂA3|—|—
1A N Ag N Ag| =204+ 154+20— 10 — 8 — 7+ 4 — 24,

ﬂvahy ukédzané na vyse uvedenych piikladech jsou pfedmétem tzv. principu inkluze a
exkluze (tj. zapojovani a vylucovani).
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Véta 5.38 (princip inkluze a exkluze). Pro mnozZiny Ay,..., A, plati

AlUA U UApl = > (D)4l
PAIC{1,2,....,n} i€l

Zastavme se nejdiiv nad tim, co princip inkluze a exkluze iika. Na levé strané rov-
nosti je pocet prvku, které patii do sjednoceni Ay U --- U A,, tj. alespon do jedné z
Ay, ..., A,. Na pravé strané je soucet vyrazi (—1)/1+1 Ny Ay], kde I probihé pres
vSechny neprazdné podmnoziny mnoziny {1,...,n}. | Njer A;| je pocet prvka pruniku
mnozin, jejichz index patii do I, tj. napt. pro I = {2,3,5} je to |A2 N A3z N As|.
Vyraz (—1)/+1 je roven 1, pokud I obsahuje lichy pocet prvkil, a je roven —1, po-
kud I obsahuje sudy pocet prvku. Tedy: v souc¢tu na pravé strané jsou pocty prvku
vSech moznych pruniku (jednoclennych, dvouclennych,..., az po n-clenny) utvorené z
Ay, ..., Ay, pritom pocet prvku daného pruniku je se znaménkem + pro pruniky lichého
poc¢tu mnozin a se znaménkem — pro pruniky lichého po¢tu mnozin. Zkontrolujte, ze
vzorec pron = 2 in = 3 dava pravé dva vzorce, ke kterym jsme dogli u piiklada s
volitelnymi predméty a s ¢lenstvim v SIG ACM. Prejdéme nyni k dikazu Véty 5.38.

Dikaz. Vezméme libovolny prvek w z A; U --- U A, a porovnejme, jakym ¢&islem p
“pTispiva” na levé a na pravé strané dokazované rovnosti. Na levé strané prispiva ziejmé
jednickou (tedy p = 1).

vvvvvv

A1, ..., Ay Muzeme predpoklddat, ze to jsou mnoziny Ay, ..., Ar (kdyby ne, mnoziny
pfeznacime). Pak u patii do néjakého priniku (;c; A; z pravé strany, pravé kdyz je
to prunik néjakych ¢ mnozin vybranych z Ay, ..., Ax pro né&jaké ¢ < k. Je-li to prunik
lichého poctu mnozin, u do odpovidajiciho vyrazu (—1)1I+1| Nicr Ail piispiva cislem
1; je-li to primik sudého poétu mnozin, u do vyrazu (—1)1+1] (Ner Ai| piispiva cislem
—1.Z Aq,..., A lze vytvaret jednoprvkové, ..., k-prvkové pruniky. Pocet g-prvkovych
prunikt je pfitom (’;) Vidime tedy, Ze u piispiva celkem na pravou stranu ¢islem

(-6 () ()

Jakd je hodnota tohoto souc¢tu? Vezméme binomickou vétu a dosadme do (21) z = —1.
Dostaneme

=0

()6 ()

Odtud tedy vidime, Ze hledand hodnota souctu je 1. Prvek w tedy i na pravou stranu
prispiva jednickou (p = 1). Protoze x byl libovolny, vyrazy na levé a pravé strané
dokazované rovnosti maji stejné hodnoty. O

Priklad 5.39. Kolik je prirozenych ¢isel mezi 1 a 100 (véetné 1 i 100), kterd nejsou
délitelnd ani dvéma, ani tfemi nebo péti? Princip inkluze a exkluze muzeme pouzit
nasledovné. Oznacme

A1 = {neN|1<n<100, nje délitelné 2}, (23)
Ay = {neN|1<n<100, nje délitelné 3}, (24)
A3 = {neN|1<n<100, nje delitelné 5}. (25)
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Pak pfirozend ¢isla mezi 1 a 100 (véetné 11 100), kterd nejsou délitelnd ani dvéma, ani
tfemi nebo péti, jsou pravé prvky mnoziny A = A; N Ay N As. Protoze

AiNAyNA3=AUAyU A3,
je |Al = A1 U A2 U A3| = 100 — |A; U A2 U A3|. Podle principu inkluze a exkluze je
’AlUAQUA3| = |A1’+‘A2|—|—’A3|—|A10A2|—|A1 ﬂAg‘—‘AgﬂA3|+’AlﬁA2ﬁA3|.

Zbyva tedy urcit |A1|, ‘A2|, |A3’, |A1 N A2|, |A1 N A3|, ’AQ N A3|, |A1 NAs N A3|, CcOZ
je snadné. Ukazme to na piikladu mnoziny Ay N As. A1 N As je mnozina pfirozenych
¢isel mezi 1 a 100, ktera jsou délitelnd dvéma i tfemi. To jsou ale pravé ta cisla, ktera
jsou délitelnd 6 (&islo je délitelné 6, prave kdyz je délitelné 2 i 3).1¢ Téch je L%J =16
(dolnf celd ¢ast ¢isla 139), tj. |4y N Ag| = 16. Podobné dostaneme |A;| = 50, |As| = 33,
|As| = 20, |A1 N As| =10, [AaN Az| = 6, |[A1 N AN As| = 3. Dosazenim pak dostaneme
’A‘ =100 — |A1 U Ay U Ag‘ = 26.

Shrnuti

Princip inkluze a exkluze je ¢asto pouzivanym kombinatorickym principem. Udava
pocet prvki sjednoceni nékolika mnozin pomoci poc¢tu prvku pruniki jednotlivych
mnozin.

Pocitani pravdépodobnosti jednoduchych jevu patii mezi zdkladni aplikace kombina-
torického pocitani. Pravdépodobnost jevu je dana podilem poctu moznosti piiznivych
danému jevu ku poctu vSech moznosti. Kombinatorické tivahy se uplatni pfi uréovani
poc¢tu mnoznosti.

Pojmy k zapamatovani

e princip inkluze a exkluze.

Kontrolni otazky

1. Co 7ikd princip inkluze a exkluze?

2. Jak se zjednodusi vzorec z principu inkluze a exkluze, jsou-li mnoZiny A1, ..., A,
po dvou disjunktni?

Cviceni

1. Urcete pocet prirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (vcetné 1 i 2000), kterd nejsou
délitelnd ani 2, ani 3, ani 5.

2. Urcete pocet prirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (véetné 1 i 2000), kterd nejsou
délitelnd ani 2, ani 3, ani 5, ani 7.

3. Urcete pocet pfirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (véetné 1 i 2000), kterd nejsou
délitelnd ani 2, ani 3, ani 5, ale jsou délitelna 7.

4. Kolika zptusoby muzeme rozmistit 15 rtznych knih do 5 pifihrddek tak, aby v
kazdé prihradce byla aspon jedna kniha, ale nejvyse 4 knihy?

16V ]astnost v zévorce plati proto, ze 2 a 3 jsou nesoudéln4, tj. jejich nejvétsi spoleény délitel je 1.
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kaoly k textu

1.

2.

U Piikladua 5.1, 5.2, 5.3 zduvodnéte pouzité kombinatorické tivahy.

Vratme se k Piikladu 5.3. Jaky je nejvétsi pocet k kdédovych posloupnosti
binarniho kédu délky n, ktery umoziuje opravu az t-nasobnych chyb? t-nadsobnou
chybou vznikne z daného slova slovo, které se od daného lisi pravé v ¢ pozicich.

oy sz <7 _ ~ 7. e
Piiklad 5.3 tedy dédva odpoved pro ¢t = 1. [Odpoved: T )+ ) ]

. Vyfeste podrobné Priklad 5.39.

Na zakladé Piikladu 5.39 dokazte nasledujici tvrzeni: Jsou-li podmnoziny
Aq,..., A, ngjaké k-prvkové mnoziny X, pak pocet prvku mnoziny X, které
nepatif ani jedné z mnozin A4,..., A4, je k — Z@#Ig{l,Q,...,n}(_1)|I|+1| Nicr Ail-

Reseni

Ll e

534.
458.
76.

158 ((10) = D) (§) + () ))-
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6 Pravdépodobnost a statistika

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél znat zakladni pojmy teorie
pravdépodobnosti, zejména pro pfipad koneénych a diskrétnich pravdépodobnostnich
prostord. Student by mél umét v zakladnich tdlohach o urcéovani pravdépodobnosti
samostatné provést spravnou kombinatorickou uvahu.

Kliéova slova: pravdépodobnost, pravdépodobnostni prostor, ndhodnd veli¢ina,
stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka, kvantil

6.1 Co a k cemu je pravdépodobnost a statistika

Pravdépodobnost jako matematickda disciplina se zabyvd se urCovanim

v~

oblasti matematiky. Priklady problému, které pravdépodobnost fesi, jsou:

— Jakd je pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne ¢&islo 47

— Jakd je pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne sudé ¢islo?

Jakd je pravdépodobnost, Zze nahodné vybrany c¢lovék ma vysoky tlak za
piedpokladu, 7e jeho index télesné hmotnosti je > 30 kg/m??

Jaks je ocekévand hodnota vysky muze v Ceské republice?

Teorie pravdépodobnosti vznikla spolu s kombinatorikou pfi analyze hazardnich her.
Prvni Gvahy o pravdépodobnosti vsak lze nalézt uz v arabské matematice pii studiu
kryptografie (8-13. stol. n. 1.). O rozvoj teorie pravdépodobnosti se v 16. a 17. stoleti
n. 1. zaslouzili zejména Gerolamo Cardano, Pierre de Fermat, Blaise Pascal a Chris-
tian Huygens, ktery napsal prvni knihu o pravdépodobnosti (De Ratiociniis in Ludo
Aleae, 1657). Modernimi dvahami o pravdépodobnosti o néco pozdéji prispél Pierre de
Laplace, ktery je shrnul v knize Théorie analytique des probabilités (1812). Soucasny
matematicky ptistup k pravdépodobnosti vytvoril v knize Grundbegriffe der Wahrsche-
inlichkeitsrechnung (1933).

Pravdépodobnost a statistika nds uci, jak kvantitativné vyhodnocovat data. Kazdy
ptirodovédec nebo technik by mél proto zaklady této discipliny ovlddat. Kromé
toho, ze nam dava vySe zminéné dovednosti, ma fadu pouziti v informatice — na
pravdépodobnosti je napi. zalozen pojem slozitost algoritmu v prumérném piipadé,
je kliééva pro tzv. pravdépodobnostni algoritmy, stoji na ni ruzné metody strojového
uceni apod.

6.2 Pravdépodobnost

Pti studiu pravdépodobnosti se musime zamyslet nad pojmy, které prirozené pri
uvandach o pravdépodobnosti pouzivame. Mezi otazky, které musime z tohoto pohledu
zodpovédét, napt. patii:

— Jaky je obecny ramec tivah o pravdépodobnosti?

— Pravdépodobnost ¢eho vlastné urcujeme?

— Co je to vlastné pravdépodobnost?
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6.2.1 Intuitivni pfistup a klasicka definice pravdépodobnosti

Zatneme intuitivnhim pohledem na pravdépodobnost. Ten se odrazi v tzv. klasické
(nékdy Laplaceové) ,definici“ pravdépodobnosti, kterd #ik4:17

pocet priznivych vysledku

ravdépodobnost =
P P pocet viech vysledku

Pritom musi platit, ze vSechny j vysledky jsou stejné pravdépodobné. Klasickou definici
osvétlime jednoduchym piikladem:

Piiklad 6.1. Jaka je pravdépodobnost, ze pri hodu kostkou padne sudé ¢islo?
Mozné vysledky jsou 1,2,...,6; priznivé vysledky jsou 2,4, 6. Tedy

pravdépodobnost = % = 0.5.

Pocitdme tedy pravdépodobnosti tzv. jevi (fikdme také udalosti; napf. ze padne sudé
¢islo) a uvazujeme vsechny mozné vysledky a vysledky, které jsou priznivé danému jevu.
Pii uréovani poctu vSech moznych vysledka a piiznivych vysledku ¢asto pouzivame
ruzné kombinatorické tvahy (to uvidime v dalsich pfikladech). Tak lze vytesit mnoho
jednoduchych priklada.

Pruvodce studiem

Predpoklad klasické definice pravdépodobnosti, ze vSechny mozné vysledky jsou
stejné pravdépodobné, je zasadni. Pfedstavme si, ze hazime kostkou, u které maji
jednicka a trojka pravdépodobnost /4, a ne /6 (napf. proto, ze kostka je z neho-
mogenniho materialu), zatimco ostatni vysledky maji pravdépodobnost 1/s8. Snadno
dojdeme k zavéru, ze pak je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo rovna 3/8 = 0.375,
zatimco podle klasické definice pravdépodobnosti je to 0.5.

Kdyz podrobnéji rozebereme, o co v klasické definici pravdépodobnosti P daného jevu
jde, dojdeme k néasledujicimu pohledu:

A
pravdépodobnost = ;E] ,

kde

— A je mnozina vsech vysledkl pfiznivych danému jevu,

— F je mnozina vSech moznych vysledku.
Pro vypocet klasické pravdépodobnosti je tedy tieba:

1. uréit mnozinu E vsech elementdrnich jevu (vysledku) a oveéfit, Ze jsou vSechny
stejné pravdépodobné,

2. urcit mnozinu A C E vysledku pfiznivych danému jevu,
3. urcit pocet prvka mnoziny F, tj. urcit |E|,

4. ur¢it pocet prvki mnoziny A, tj. urcit |A|.

"Uvozovky piseme proto, ze pifsné vzato nejednd o presnou definici, spige o piedstavu.
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V krocich 1. a 2. si koncepéné ujasnime situaci (1. a 2. odpovidd nalezeni spréavného
pohledu na véc), v krocich 3. a 4. obvykle provedeme urcité kombinatorické tvahy.

Uved'me nékolik dalsich jednoduchych pifkladi.

Priklad 6.2. Hézime modrou a ¢ervenou kostkou. Jakd je pravdépodobnost, ze na
modré kostce padne sudé a na ¢ervené liché ¢islo?

Na sitaci se muzeme divat takto: Vysledek, tj. elementarni jev, je dan dvojici ¢isel
(m,c), kde m,c € {1,2,3,4,5,6} a m a c jsou po fadé vysledek na modré a cervené
kostce. Tedy mame

E ={(m,c) | m,ce{1,2,3,4,5,6}}.

Elementérni jev (m,c) je pfiznivy udélosti ,na modré kostce padne sudé a na ¢ervené
liché ¢islo®, préave kdyz m € {2,4,6} a c € {1,3,5}. Tedy

A={{m,c)|me{2,4,6), ce{1,3,5)).

Vidime, ze |E| = 6 - 6 = 36 (pfimo podle pravidla souc¢inu) a ze |A| =3 -3 =9 (podle

pravidla sou¢inu). Tedy hledana pravdépodobnost P(A) je P(A) = Al — 9 — .25,

Piiklad 6.3. H&azime dvéma kostkami, které jsou nerozligitelné. Jaka je
pravdépodobnost, ze asponi na jedné z nich padne dvojka?

Vezméme opét E = {(m,c) | m,c € {1,2,3,4,5,6}}. Zajimd nés ted jev A = {(m,c) €
E | m = 2nebo ¢ = 2} a jeho pocet prvku. K nému muzeme dojit tak: Pro jevy
Ay = {(m,c) € E| m =2} (na modré padne dvojka) a Ay = {(m,c) € E | ¢ =2} (na
¢ervené padne dvojka) zifejmeé plati A = Ay U Ag. Protoze A1 N Ay = {(2,2)}, je podle
principu inkluze a exkluze

|A] = |A; U Ag| = |A1| + | A2 — [A1 N Ayl =6+6—1=11.

Pravdépodobnost, ze aspon na jedné z kostek padne dvojka je tedy P(A) = ;i{ = %.

Piiklad Z balicku 32 maridSovych karet vybereme 4 karty.

— Jaka je pravdépodobnost, Zze vybereme 4 esa?

— Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme 2 esa?

Vysledek = {k1, k2, k3, k4}. Viech moznosti je (°7) = 223L3029: — 3596

— 4 esa:

— Ptiznivy vysledek = vSechny karty k; jsou esa.

— Existuje 1 priznivy vysledek. Tedy

1 1
pravdépodobnost = —o- = ——— ~ 0.0000278
( 4) 35960
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— 2 esa

— Priznivy vysledek = pravé dveé karty k; jsou esa.

— Jsou celkem 4 esa. Z nich lze vybrat 2 esa (;1) = % = 6 zpusoby.

Zbylé 2 karty (ne esa) vybrat z 28 ostatnich, coz lze (228) = 282‘!27 = 378
zZpusoby.

Dle pravidla souc¢inu lze piiznivy vysledek {ki, ko, k3, kq} vybrat

4 28
(2> . ( ) > = 6 - 378 = 2268 zpusoby

Tedy

2268
dépodobnost = ——— ~ 0.
pravdépodobnos 35960 0.063

6.2.2 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Nyni popiSeme rigoréznéjsi a obecnéjsi pohled na pojem pravdépodobnost. Pochazi
od sovétského matematika Andreje Kolmogorova a tvori zaklad soucasného pojeti
pravdépodobnosti.

Kolmogorovovo pojeti pravdépodobnosti lze popsat nasledovné:

— je dan ,ndhodny pokus“, napf.:

— hod kostkou,
— vybér cloveka z populace CR,

— spusténi algoritmu na vybraném vstupu, apod.;
— k pokusu patii mnozina Q2 moznych vysledku (tzv. elementarnich jevu), napt.:

— hod kostkou: 2 = {1,2,3,4,5,6},
— vybér élovéka: Q = { ¢lovek 1, ..., clovék 107},

— spusténi algoritmu: Q = {vstup 1, ..., vstup n};
— urc¢ujeme pravdépodobnost tzv. jevl, napf.:

— hod kostkou: jev ,sudé éislo* = {2,4,6},
— vybeér élovéka: je ,zena = { ¢lovék ¢ v CR | ¢ je zena},
— spusténi algoritmu a: jev ,skonéi v case t“ ={ vstup | to(vstup) <t },

— obecné: jev A = mnozina vysledku, tedy A C €;
— A = mnozina uvazovanych (tzv. méfitelnych) jevi, napi. A = 29

— pravdépodobnost (pfesnéji pravdépodobnostni mira) je funkce P : B — [0,1]
spliujici jisté vlastnosti.

Zakladnim pojmem v Kolmogorovové piistupu je pojem pravdépodobnostni pro-
stor. Ten tvoii zdklad pro vSechny uvahy o pravdépodobnosti: kazdé pouziti
pravdépodobnosti a statistiky vyzaduje nejdfive zvolit vhodny pravdépodobnostni pro-
stor. Jeho volbu lze nahlizet jako ,napasovani“ teoretickych pojmu na realitu konkrétni
ulohy, kterou mame fesit. Tato volba neni jednoznaénd (je piikladem toho, ze v mate-
matice se lze spravného vysledku dobrat ruznymi postupy). Zatim bez uvedeni iplnych
podminek uved'me, Ze pravdépodobnostni prostor je trojice (Q, A, P), kde
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—  je neprazdnd mnozina tzv. elementérnich jevi (vysledky pokusu)
— A C 2% je mnozina tzv. jevi
- P: A—0,1] je pravdépodobnostni mira

pro jev A € A je P(A) € [0, 1] pravdépodobnost, ze nastane jev A

Piiklad 6.4. Uvazujme hod kostkou. To je z hlediska Kolmogorovovy definice ndhodny
pokus. Nejprirozenéjsi zpusob, jak definovat pravdépodobnostni prostor popisujici hod
kostkou je tento:
- Q={wi,...,ws}, kde w; = ,padne ¢islo i“
— A =29 vsech 64 moznych jevii A, napf.
— A ={wi,ws,ws} je jev ,padne liché ¢islo“
— A ={ws} je jev ,padne 3¢
— P: A —[0,1] je ddna nésledovne:

— pro w; je P({w;}) =1/6
— pro ostatni A C Q je P(A) =>_ 4 P({wi}), napi.

pravdépodobnost(,padne liché ¢islo*) = P({w1,ws,ws}) =
P({wi}) + P({ws}) + P({ws}) = 16 + /6 + /6 = 1/2

pravdépodobnost(,,padne 2 nebo 5“) = P({wa,ws}) =
P({w2}) + P({ws}) = 1/6 + /6 = 1/3

Kolmogorovova definice pravdépodobnosti
Definice 6.5. Pravdépodobnostni prostor je usporadand trojice (€2, A, P), kde

— (Q, A) je o-algebra na Q, tj. Q # 0, 0 # A C 29 a plati:

(a) je-li A€ A, pak A € A;
(b) jsou-li Ay, Ag,--- € A, pak 2, Ai € A.
— P je pravdépodobnostni mira, tj. P je zobrazeni piifazujici kazdé mnoziné A € A
realné ¢islo P(A), které splnuje:
(a) P(A) >0 pro kazdy A € A,
(b) P(€) =1,

(c) P(UZ, Ai) = >.72, P(A;) pro kazdou posloupnost jevu Aj, Ao, ..., které
jsou po dvou disjunktni, tj. 4; N A; =0 pro i # j.

Prvky w € € se nazyvaji elementdrni jevy a predstavuji vysledky ndhodného pokusu.
Mnoziny A € A se nazyvaji jevy, nékdy také méfitelné jevy, a jsou to podmnoziny
mnoziny €2, ale ne kazda podmnozina mnoziny 2 musi byt jevem. Jev je tedy mnozina
A sestévajici z néjakych vysledku pokusu, o nichz fikdme, Ze jsou jevy A piiznivé. Pro
jev A se ¢islo P(A) nazyva pravdépodobnost jevu A.

Pravdépodobnostni prostor se nazyvé diskrétni, pokud je mnozina €2 je koneéna nebo
spocetné. Jiné pro jednoduchost uvazovat nebudeme.
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Poznadmka 6.6. o-algebra (€, .A) tedy popisuje, vSechny mozné vysledky daného
nahodného pokusu, dale pak obsahuje mnozinu A téch jevu, pro které je definovdna
jejich pravdépodobnost (tj. 1ze méfit jejich pravdépodobnost, v principu mohou exis-
tovat ,divné“ jevy, pro nez pravdépodobnost definovat smysluplné nelze). Podminka
(a) k4, ze kdyz A je méfitelny jev, pak ji jeho doplnék A je méiitelny; (b) ik, ze
sjednoceni spocetné mnoziny méfitelnych jevi je méfitelny jev.

Podminka (a) z definice pravdépodobnostni miry iikd, ze pravdépodobnost je nezdporné
¢islo. Sama mnozina ) patii mezi méfitelné jevy (tj. Q € A); je to tzv. jisty
jev (kazdy vysledek je mu pfiznivy). Jejim doplikem je (), kterd je tedy také je-
vem, tzv. nemoznym jevem (zadny vysledek mu neni piiznivy). Podminka (b) #ika,
ze pravdépodobnost jistého jevu je 1. Podminky (a) a (b) maji technicky vyznam
a zajistuji, ze pravdépodobnost P(A) kazdého jevu je z intervalu [0,1]. Podminka
(c) se nazyva aditivita pravdépodobnosti. Pro dva jevy, A; a As, tikd, Ze pokud
A1 N Ag # 0 (nemaji spoleény vysledek), pak je pravdépodobnost P(A; U Ay) rovna
souctu P(A;)+ P(A2) jejich pravdépodobnosti (rozmyslete si tuto vlastnost na piikladu
hodu kostkou).

Priklad 6.7. Uvazujme hod kostkou (viz vyse). Ten lze nahlizet jako ndhodny pokus,
ktery je popsén pravdépodobnostnim (2, A, P), kde:

- Q={wi,...,ws},

Tedy prostor ma 6 elementdrnich jevi, jevem je kazdd podmnozina A C Q a
pravdépodobnost P(A) jevu A je definovéna v souladu s klasickou definici.

Piiklad 6.8. Dulezité piiklady diskrétnich pravdépoodobnostnich prostori:

— Koneény s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti:
- Q=A{w,...,wn}
A =29%
P(A) = Al/n
— Odpovidé klasické (Laplaceové) definici pravdépodobnosti.

— Kone¢ny s obecnym rozdélenim pravdépodobnosti:

N Q:{wlv"'vwn}

- A=2%

— pro kazdé w; ddno p; € [0,1] t.z. Y pi=1

S PA) =Y eam

— pro p; = 1/n jde o koneény s rovnomérnym rozdélenim
— Spocetny:

- Q= {wl,OJQ,...}, AZQQ,

— pro kazdé w; ddno p; € [0,1] t.z. > 2 pi =1

~ P(A) =, capi

Existuji dalsi typy pravdépodobnostnich prostoru (zejm. spojité).
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Véta 6.9. Pro jevy libovolné A a B v pravdépodobnostnim prostoru plati:

(a) P(A) =1— P(A)

(b) P(0)=0

(c) je-li A C B, pak P(A) < P(B)

(d) 0 < P(A) <

(e) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B),

Diikaz. (a) Jevy A a A jsou disjunktni a plati tedy 1 = P(Q) = P(AU A) = P(A) +
odkud tvrzeni ihned plyne.

P(A),

(b) Dle (a) je P0) = P(Q)=1-P(Q)=1-1=0.

(¢c) Kdyz A C B, pak B = AU B — A. Protoze jevy A a B — A jsou disjunktni, je
P(B) = P(A) + P(B — A). Protoze P(B— A) >0, je P(B) > P(A).

(d) 0 < P(A) je podminka (a) z definice 6.5. Protoze A C Q, plyne z (c), ze P(A) <
P(Q). Protoze podle definice 6.5 je P(Q2) = 1, je tvrzeni dokdzéno.

(e) Je A= (A-B)U(ANB), B=(B-—A)U(ANB) a AUB = (A-B)U(ANB)U(B—A),
pfitom A — B, B— A a AN B jsou po dvou disjunktni. Z aditivity P tedy plyne
P(AUB)=P((A-B)U(ANB)U(B—A))=P(A-B)+ P(ANB)+ P(B - A).
Plati tedy

P(AUB) = P(A-B)+P(ANB)+P(B—-A)=
= P(A-B)+P(ANB)—-P(ANB)+ P(ANB)
+P(B—A)+P(ANnB)—P(ANB)=
= P(A-B)UANB)+P(B-A)U(ANB))—P(ANB)=
= P(A)+P(B)—-P(AnB). O

Priklad 6.10. Balicek maridSovych karet obsahuje karty 4 barev (Cervené, zelené,
zaludy, kule) a 8 hodnot (od sedmicky po eso), celkem 32 karet. Ndhodné vytdhneme
tii karty. Jaka je pravdépodobnost, ze:

(a) jako druhd karta bude vytazeno Cervené eso;
(b

)

) jako druha karta bude vytazena ¢ervend nebo zaludy;
(c) budou vytazena 3 esa;

)

(d) bude vytazeno aspon jedno eso?

(a): Potfebujeme vzit v dvahu poradi karet. Za elementdrni jevy (vysledky, prvky
mnoziny 2) tedy povazujme usporddané trojice (ki, ko, k3), kde k; oznacuje i-tou vybra-
nou kartu. Takovych trojic je 32-31-30 (jde o variace 3 z 32), tj. mame |Q2| = 32-31-30.
Vysledky pfiznivé danému jevu A (druhé karta bude Cervené eso) jsou praveé trojice,
pro které ko je cervené eso. Téch je 31-30 (dle pravidla soucinu: k; 1ze zvolit 31 zpusoby,
k3 pak nezéavisle na tom 30 zpusoby). Pravdépodobnost vybéru kazdé trojice je stejné:

m. Jde tedy o klasickou pravdépodobnost, a proto P(A) = % = 35’.13'3%0 = 3—12

Jinou uvahou: Je zfejmé, ze pro kazdou kartu je pravdépodobnost p, Zze bude vytazena
jako druhd, stejna. Protoze karet je 32 a protoze soucet téchto pravdépodobnosti je 1,

jep:§
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(b): Zvolme €2 stejné jako v (a). Jev A, tj.
A = {(k1, ka, k3) € Q| k2 je ¢ervena nebo zaludy},

mé (8 + 8) - 31 - 30 prvku. Totiz, na pozici k2 1ze zvolit libovolnou z 8 ¢ervenych nebo
libovolnou z 8 zaludskych karet. Zbylé karty lze po volbé karty ko zvolit, stejné jako
v (a), 31 - 30 zpusoby. Je ziejmé, ze timto zpusobem dostaneme vsechny trojice, které

. e . A 31.
jsou pfiznivé jevu A. Dostavame tedy P(A) = ﬁ = égg%gg = %

Pokud bychom piiznivé vysledky popisovali od volby prvni karty, mohli bychom po-
stupovat takto. ky lze zvolit 32 zpusoby. Nyni je tfeba rozlisit, zda ki je, nebo neni
jednou z cervenych nebo zaludskych karet. Pokud je, tj. k1 je jednou z 16 cervenych
nebo zaludskych, lze ko zvolit 15 zpusoby (zbyvé 15 ¢ervenych nebo zaludskych), poté
pak zvolit k3 jednim ze 30 zbyvajicich zpusobt; tim dostavame 16 - 15 - 30 vysledk.
Pokud neni, tj. k; je jednou z 16 zelenych nebo kulovych, pak lze ko zvolit 16 zpisoby,
poté ks 30 zpusoby; dostavame 16-16-30 dalsich zpusobu. Tyto zpusoby jsou navzajem
ruzné, celkem tedy mdme 16 - 16 - 30 + 16 - 15-30 = 16 - (16 + 15) - 30 = 16 - 31 - 30
zpusobui. Dosli jsme tedy ke stejnému poc¢tu vysledku pfiznivych jevu A, ovsem bylo to
slozitéjsi. Vidime tedy, ze je dulezité se vhodnym zpusobem na situaci podivat.

(c) Zvolme Q opét jako v (a). Protoze jsou celkem 4 esa, je celkem 4-3-2 trojic, ve kterych

jsou 3 esa, tj. vysledku pfiznivych danému jevu A. Je tedy P(A) = 324.'3%230 ~ 0.0008.

Jiny pohled. Povazujme za vysledek mnozinu ti{ vybranych karet, tj. nikoli usporadanou
trojici (k1, ko, ks) jako vySe, ale neuspofddanou trojici neboli tiiprvkovou mmnozinu
{k1, ko, k3}. Takovych trojic je (332). Trojic obsahujicich jen esa je (g) Konkrétné mame
Q= {{kl,kg,kg} ‘ kl 7é ]{72 7é ]{73 7é ]{71} a

A = {{e1,ez,e3},{e1,e2,e4},{e1,e3,e4}, {€2,€3,€e4}},

kde ey, ..., e4 oznacuji ¢tyii esa. Hledané pravdépodobnost je tedy
4 4!
P(A):(B): 3 4-3-2
32 32! .31-30°
(3) so 52 31-30

a to je stejnd hodnota, ke které jsme dosli prvnim zpusobem.

(d) Tento piiklad je jednim z ¢astych piipadu, kdy je snadnéjsi uréit pravdépodobnost
jevu A, ktery je komplementarni k danému jevu A. Zvolme €2 jako v (a). A je jev, ktery
nastane, kdyz nepadne zadné eso, tj. kazda karta v trojici (ki, ko, k3) bude nékterou

z 28 karet, které nejsou esa. Takovych trojic je 28 - 27 - 26. Dostdvame tedy P(A) =

A ~0.66 a P(A) =1— P(A) ~ 0.34.

Ke stejnému vysledku opét dojdeme, budeme-li za elementarni jevy brat tiiprvkové
- 28
mnoziny {ki, ks, ks}. Trojic neobsahujicich esa je (238), tedy P(A) = 5323, COZ po

28-27-26

tpravdch déva opét 5537755

Pokud bychom chtéli ur¢it pravdépodobnost jevu A piimo, mohli bychom postupovat
takto. Za vysledky berme opét neuspoiadané trojice. Jev A (aspor jedno eso) lze chapat
jako sjednoceni tii navzajem disjunktnich jevu, A; (pravé jedno eso), Ay (pravé dveé
esa), Az (tii esa). Pocet trojic v Ay je 4 - (228), protoze trojice s pravé jednim esem
dostaneme tak, ze zvolime eso ((i‘) = 4 zpusoby), zvolime neusporadanou dvojici karet,
kterd jesou esy ((228) zpusobul), a eso do této dvojice pfiddme. Podle pravidla sou¢inu
tak ziskdme 4 - (228) ruznych trojic, tedy |A1| = 4 - (228). Trojic s pravé dvéma esy je
podle podobné tvahy (zvolime dvojici es a pak znyvajici kartu) (;") : (218) = (;") - 28.
Trojic s tfemi esy je (g) Je tedy

|A’ = ’Al U Ay UA3’ = |A| U ‘AQ’ U ’Ag‘ =

= 4~<228>+<;l) -28—}—(;1) =4-378+6-28+4 = 1684.
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Je tedy
B @ 1684 1684

=101 = @) =960 ~

0.34.

Pozor na chyby:

Piiklad 6.11. Héazime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucet 87
Jak urc¢it mnozinu 2 elementérnich jevu? Ukédzeme tii moznosti.

(a) Moznosti vysledného souctu jsou 2 (padnou dvé jednicky), 3 (jednicka a dvojka),
..., 12 (dvé Sestky). Tato ivaha nés vede k volbé 2 = {2,...,12}. Q m4 11 prvku.

(b) Za elementarni jev muzeme povazovat (neuspordadanou) dvojici {i,j}, kterd vy-
jadiuje, Ze na jedné kostce padne ¢, na druhé j a my nerozliSujeme, na které. Tedy
O ={{1,1},{1,2},{1,3},...,{6,6}}. @ md 21 prvku (15 dvojic, které je mozné
vybrat z 6 moznosti: 15 = (g); 6 jednoprvkovych mnozin {1,1},...,{6,6}).

(¢) Za elementérni jev budeme povazovat dvojici éisel (i, j), kterd vyjadiuje, ze na
prvni kostce pade i a na druhé j. Pak Q = {(1,1),(1,2),(2,1),...,(6,6)} a Q
mé 36 prvku.

O zadné z téchto moznosti nelze fict, ze to je ,ta spravna“. Zalezi na tom, jak budeme
se zvolenou mnozinou ) pracovat. Pojdme tedy spocitat pravdépodobnost, Ze padne
soucet 8. Pouzijme Laplaceovo pravidlo, tj. stanovme zminénou pravdépodobnost, p,
jako podil po¢tu vysledku ptiznivych jevu ,padne soucet 8¢ a poctu vsech vysledku, tj.
poc¢tu prvka mnoziny ).

Pii volbé (a) vychézi p = % ~ 0.091, protoze z 11 elementarnich jevi v Q je jen jeden

piiznivé, totiz 8. Pii volbé (b) jsou pifznivé {2,6}, {3,5}, a {4,4}, tedy p = & ~ 0.143.
Pii volbé (c) jsou pifznivé (2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4). Dostavame tedy p = 2= ~

0.139.

Jak je to mozné? Uvahy tykajici se pifpadi (a) a (b) jsou totiz chybné. Problém je v
tom, ze jednotlivé elementarni jevy v mnozinach ) nejsou stejné pravdépodobné, jak
to vyzaduje Laplaceovo pravidlo. Uvazme napiiklad elementdrni jevy {2,6} a {4,4}
v piipadu (b). {2,6} predstavuje ve skutecnosti dva mozné vysledky: na prvni kostce
padne 2, na druhé 6, druhy vysledek je, ze na prvni kostce padne 6, na druhé 2; {4,4}
predstavuje jen jeden takovy vysledek: na prvni i na druhé kostce padne 4. {2,6} m4
tedy dvakrat veétsi pravdépodobnost nez {4,4}, a pouzit Laplaceovo pravidlo tedy nelze.

Pii volbé mnoziny elementarnich jevu je tedy tieba pfihlizet k 1loze kterou méame
fesit. Jako rozumné se vSak ukazuje zasada volit jako elementarni jevy neredukovatelné,
neagregované entity, jak jsme to udélali v ptipadu (c) Piikladu 6.11.

Piiklad 6.12. V dodavce zbozi je 85 vyrobku bezchybnych a 15 vadnych. Nahodné
vybereme 10 vyrobku. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi nimi bude aspon jeden vadny?
Protoze na poradi mezi 10 vybranymi vyrobky nezalezi, vezméme za ) mnozinu vSech

10-tiprvkovych podmnozin mnoziny {v1,...,v100} (vyrobky v doddvce). Jejich pocet
je roven poc¢tu kombinaci 10 z 100, tj. poc¢tu zpusobu, jak vybrat 10 prvku ze 100, coz
100

je (10). Misto urceni pravdépodobnosti daného jevu A, tj. ,aspon jeden vadny“, je
v tomto piipadé snazs{ uréit pravdépodobnost jevu A, tj. ,Zadny vadny“. A obsahuje
vysledky, tj. 10-ti prvkové podmnoziny, ve kterych jsou vSechny vyrobky bezvadné, a
téch je (Efg) Je tedy
85 85!
P(A) = (10) _ 7510 85!90!

100 1000 ~
(1) omer  7o'100!

0.18
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Priklad 6.13. V dodévce je n vyrobkt, z nich je k bezchybnych a n— k vadnych. Jaka
je pravdépodobnost, ze z p ndhodné vybranych vyrobku bude pravé r vadnych?

Za elementarni jev povazujme mnozinu p vybranych vyrobku. Takovych mnozin je (Z)
Protoze r vadnych lze vybrat (";k) zpusoby a zbyvajicich p —r bezchybnych lze vybrat
(pﬁ T) zpusoby, existuje ("_k) : ( k ) elementarnich jevu, které jsou obsazeny v daném

r p—r

jevu A (r vadnych a p — r bezchybnych). Je tedy

("G
()

P(A) =

6.2.3 Nahodné veli¢iny a jejich charakteristiky

Pojem ndhodné veli¢iny je jednim z nejdulezitéjsich pojmu teorie pravdépodobnosti.
Piedstavme si, Ze ndhodny pokus spocivd v ndhodném vybéru muze v Ceské repub-
lice. Oznacime-li Q = {w1,...,w;} mnozinu véech muzu v Ceské republice, lze tento
vybér popsat pravdépodobnostnim prostorem, ve kterém mnozinou elementarnich jeva
(moznych vysledku) je © a pravdépodobnost vybéru kazdého muze w; je P({w;}) = V/k.
V této situaci nas muze zajimat napiiklad zajimat vyska muzi nebo jind veli¢ina, kterou
muzeme pozorovat (hmotnost, vék, roéni piijem apod.). Vznikaji pfirozené otazky:

— Jakd je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany muz mé vysku aspon 180 cm?
— Jaka je octekdavana hodnota vysky ndhodné vybraného muze?

— Jaka je nejmensi a nejvétsi vyska muze a jak jsou hodnoty vysky muzi mezi nimi
jsou rozptyleny?

Vysku muzi lze chapat jako funkci X : @ — R, kterd muzi w € Q prifadi jeho vysku
X (w), napt. tedy X (w) = 182. Vyska muzu se tedy v tomto pohledu jevi jako ndhodn4
veli¢ina: vyska vybraného muze je ndhodnd, protoze tento muz je vybran nahodné.

Definice Nahodnd veli¢ina na konecném nebo diskrétnim pravdépodobnostnim pro-
storu <Q, 29, P> je funkce
X:Q—->R

Poznamka 6.14. NaSe definice je specialnim piipadem obecné definice ndhodné
veli¢iny.

Piiklad 6.15. (trividlni) Hod kostkou, Q = {w,...,we}, P({w;}) = /6. Pak funkce
X definovana
X(wz) =1

je ndhodn4d veli¢ina na <Q, 29, P>.
Piriklad 6.16. Experiment skonéi uspéchem s pravdépodobnosti p a neuspéchem

s pravdépodobnosti 1 — p. Provedeme ho 3 X po sobé; provedeni jsou na sobé nezavisla.
Uvazujme p = 1/2.

Pro tuto situaci uvazujme pravdépodobnostni prostor <Q, 28 P>, kde

- Q=1{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)},
P({w}) = Yol = 1s.
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Zobrazeni X : Q2 - R
X({a,b,c)) =a+b+c

je ndhodn4 veli¢ina, kterd jejiz hodnotou je pocet uspésnych experimentu v sérii (a, b, ¢).
Plati napft.
X ((0,0,0)) =0,X((0,1,0)) =1, X((1,0,1)) = 2.

Mozné hodnoty veliciny X jsou 0, 1, 2 a 3, tj. X(22) = {0,1,2,3}.

Uvazujme nejdiiv otdzku:
Jak4 je pravdépodobnost, ze veli¢ina X mé hodnotu z? (26)

Jaké je tedy naptiklad pravdépodobnost, ze ndhodné velicina X z piikladu 6.16 ma
hodnotu 1?7 Podobného charakteru jsou otazky:

— Jakd je pravdépodobnost, ze pocet chyb ndhodné vybraného vyrobku je 27

— obecnéji: Jaka je pravdépodobnost, ze hmotnost A ndhodné vybraného muze je
75kg < h < 8bkg?

Rozeberme nyni otdzku (26). Lze ji formulovat tak, aby se stala standardni otdzkou,
tj. takto?:
Jaka je pravdépodobnost jevu A? (27)

Uvédomme si, ze nasi otdzku lze ekvivalentné vyslovit takto: jaka je pravdépodobnost,
ze vyska vybraného muze je 7 Nyni je zfejmé, ze jev A, o jehoz pravdépodobnost jde,
je

A={we Q| X(w) ==z},

tedy A je mnozina téch vysledku w, jejichz hodnota X (w) veli¢iny X je rovna z. Dosli
jsme k tomu, ze otdzka (26) je vlastné otazkou:

Jakd je pravdépodobnost P({w € Q | X (w) = x})? (28)
Tuto pravdépodobnost zna¢ime také P(X = x).

Piiklad 6.17. Vratme se k piikladu 6.16. Jakd je pravdépodobnost, Ze ze 3 pokusu
budou pravé dva tspésné? Tedy jakd je P(X = 2)7

Plati: jev , X =2“={w e Q| X(w) =2} ={(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) }.

Proto P(X =2) =31/ =3/s.

Vidime tedy, zZe je-li X ndhodnd veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru <Q, 28 P>,
muZzeme urcovat pravdépodobnosti, které se tykaji hodnot ndhodné veli¢iny X. Podobné

jako jsme uréovali pravdépodobnost P(X = z), muzeme urcovat pravdépodobnost
P(X < x) nebo P(X > z).

Priklad 6.18. Uvazujme opét piiklad 6.16. Pravdépodobnost, ze ze tii po sobé prove-
denych pokusech budou aspon dva uspésné, je

P(X >2)=P({(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) ,(1,1,1)}) =4 - /s = 1/2.
Jaka je pravdépodobnost, ze ze ti{ pokusu bude pravé jeden tspésny nebo pravé tii
uspésné? Jakd je tedy P(X € {1,3})?

Protoze
P(X €{1,3})) =Pwe ]| X(w) €{1,3}),

je
P(X €{1,3}) = P{w | X(w) =1 nebo X(w) =3}) =
P({(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}) =4 - /s = 1/2.
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Stifedni hodnota nahodné veliciny

Uvazujeme-li mnozinu X (£2) vsech moznych hodnot ndhodné veli¢iny X, muzeme se
ptat, jaka je otekdavanid hodnota vysledku. Jsou-li napiiklad tfi mozné vysledky, wq,
wa a ws, maji hodnoty X(wi) = 2, X(w2) = 6, X(w3) = 10, pak pokud jsou stejné
pravdépodobné, je intuitivné jasné. ze ocekavanou hodnotou vysledku by meéla byt

hodnota 6. S pravdépodobnosti 1/3 totiz vysledek bude mit hodnotu 2, 6 nebo 10.

Prumérné hodnota vysledku je tedy w = 6. Tuto prumérnou hodnotu je rozumné

povazovat za ocekdvanou hodnotu vysledku ndhodného pokusu. Jiny pohled na vypocet

prumérné hodnoty je tento: 6 =1/3-2 4+ 1/3-6 + 1/3- 10, tedy oc¢ekdvand hodnota je
6=2-P(X=2)+6-P(X=6)+10- P(X =10).

Ocekévanou hodnotu tedy podle tohoto ptistupu ziskdme tak, ze kazdou moznou hod-

notu x z mnoziny X () = {2,6,10} vynédsobime jeji pravdépodobnosti P(X = z) a
vysledné souciny x - P(X = z) se¢teme. To vede k nésledujici definici.

Definice Stredni hodnota (také otekdvana hodnota) nahodné veli¢iny X se znaci E(X)
a je definovana nésledovné

E(X)= Y z-P(X=u)

z€X(Q)

I v pfipadé, ze pravdépodobnosti vysledka nejsou stejné, je uvedeny pristup intuitivné
rozumny. Kdyz napt. P({w1}) = /2, P({w2}) = /4 a P({w1}) = 1/4, pak uvedeny
vzorec da

X(w1)-P(X = 2)+ X (w2)-P(X = 6)+X (w3)-P(X = 10) = 2-1/2+6-inf 14+10-1/4 = 5.

— Pokud je mnozina hodnot veli¢iny X kone¢nd, tj. X(Q) = {z1,...,z,}, je
EX)=x1-P(X=x1)+ -+, - P(X =z,).

— Pokud je navic pravdépodobnostni rozdéleni rovnomeérné, tj. P(X = z;) = /n,

pak
n .
E(X)::Ell/n—k—}—‘rnl/n:M’
n

tedy E(X) je aritmeticky prumér hodnot z;.
— Obecné: E(X) vyjadiuje, s prihlédnutim k pravdépodobnosti hodnot, o¢ekdvanou
hodnotu vysledku.

— E(X) nemusi byt rovna zadné z hodnot, které X nabyva (to jsme vidéli v prave
uvedeném piikladu).

Piiklad 6.19. Q@ = {wi,...,ws} s rovnomérnym rozdélenim, tj. P({w;}) = 1/4 pro
kazdé i.
X je dana takto:

X(wl) = 1, X(WQ) = 10, X(wg) = 1, X(W4) =12.
T# mozné hodnoty, 1 =1, xo = 10 a z3 = 12 a je
Je P(X = 1) = P{wi,ws}) = /2, P(X = 10) = P({w2}) = Y4 a P(X = 12) =
P({ws}) = Y. Tedy

E(X) = z1-P(X=x1)+ax2- P(X =) +23- P(X =x3) =
= 1. P(X=1)+10-P(X =10) +12- P(X = 12) =
= 1-1/2410-1/44+12-1/4=6.
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Piiklad 6.20. Jakd je E(X) v piikladu 6.167

Je © = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)}. Je X({a,b,c)) =a+b+ca X(Q) =
{0,1,2,3).

E(X) = 0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X =2)+3-P(X =3) =
= 0-1/84+1-384+2-3/8+3-1/s=
12/g = 1.5.
Priklad 6.21. (¢asova slozitost T'(n) algoritmu A v prumérném piipadé jako stiedni
hodnota)

Obvykla definice T'(n): necht I, ..., I} jsou vSechny vstupy velikosti n, pak

bttt

T(n) =

kde t; je pocet kroku A (trvéni) pro zpracovani vstupu ;.

Definice pojmu ¢asova slozitost v prumérném piipadé pomoci pojmu stiedni hodnota.

Pro danou velikost n vstupu uvazujme mnozinu €, = {Iy,...,Ix} vSech vstupu al-
goritmu A, které maji velikost n. Predpokladejme navic, ze pravdépodobnost, Ze na
vstupu je I; je p(I;); tedy Zlep(li) = 1. Definujme nahodnou veli¢inu X,,:

Xn(L) =t;
Pak ¢asova slozitost v prumérném piipadé je funkce T : N — R definovana

T(n) = E(X,), tedy T(n)= Z [p-st vstupu I;] - [trvani pro I;].

(2
Pokud p(I;) = 1/k (stejné pravdépodobné vstupy), dostaneme obvyklou definici.

Véta 6.22. Necht X a Y jsou ndhodné wveliciny na koneéném mnebo diskrétnim
(2,22 P) ac € R. Uvazujme funkce X+Y ac-X definované (X+Y)(w) = X (w)+Y (w)
a(c- X)(w)=c-X(w). Pak

(a) X +Y je ndhodnd veli¢ina

(b) BE(X +Y) = E(X) + E(Y).

(¢c) ¢- X je ndhodnd velicina.

(d) E(c-X)=c- B(X).

Dukaz. (a) a (c): trividlni (za predpokladu je kazdé funkce f :  — R ndhodn4 veli¢ina).
(b) a (d): Uvedomme si, ze E(Z) =} _.c 52 P(Z = 2) = Y eq Z(w) - P{w}).
Pak tedy

B(X+Y) = ¥, - P(X+Y = 2) = ¥ cq(X +7)(@)- P{w}) = ¥ocq X (@) P{w}) +
Ywea Y (W) - P({w}) = E(X) + E(Y).

E(cX) =32, 2- P(eX = 2) = 3 eq(eX)(w) - P({w}) = ¢ X eq(cX)(w) - P({w}) =
c- BE(X). O
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Rozptyl a smérodatna odchylka nahodné veliéiny

Stiedni hodnota ndhodné veliciny ndm dava uzitec¢nou, ale jen omezenou informaci. To
plati i pro primérnou hodnotu, ktera je specialnim piipadem stiedni hodnoty: Jeden
¢lovék sni celé kufe, druhy nic; v prauméru mél kazdy pul kufete.

Piiklad 6.23. Existuji tfi vstupy, I, J a K pro algoritmus A. jejich zpracovani trva
10, 1000 a 1990 kroktu. V pruméru tedy trva zpracovani vstupu 1000 krokt.

(b) Zpracovani vstupu I, J a K trvd 990, 1000 a 1010 kroktu. V pruméru tedy 1000
krok.

Vidime tedy, ze prumeér (a stiedni hodnota) poskytuji jen omezenou informaci o veli¢iné
X. Hodnoty X (pocet snédenych kufat, pocet vykonanych kroku) mohou byt kolem
stfedni hodnoty E(X) ruzné rozptyleny. K vyjadieni toho, jak moc jsou rozptyleny,
slouzi tzv. rozptyl, ktery je dalsi uzitecnou charakteristikou ndhodnych veli¢in.

Definice 6.24. Rozptyl (také variance) var X (také po(X)) ndhodné veliciny X je
definovan vztahem
var X = B((X — E(X))?).

Smérodatnd odchylka o ndhodné veli¢iny X je druhd odmocnina rozptylu, tj.

o =+VvarX.

— var X vyjadiuje, jak moc jsou hodnoty X rozptyleny kolem E(X). Cim je vétsi,
tim jsou vice rozptyleny.

— Jak chapat vzorec pro var X? X je ndhodnd veli¢ina, F(X) je ¢islo, X — E(X) je
néhodnd velicina, (X — E(X))? je ndhodn4 veli¢ina, rozptyl E((X — E(X))?) je
tedy stiedni hodnota veli¢iny (X — E(X))%.
Véta 6.25. Pro ndhodnou velicinu X a konstanty a,b € R plati:

(a) var(b) =0 (b jako konstantni funkce je ndhodnou veli¢inou,),

(
(b) var(aX) = a®var(X),
(¢) var(X + b) = var(X),
(

(d) var(aX +b) = a?var(X),

Diikaz. Staci (d), ostatni plynou z (d):

var(aX +b) = E([aX +b— E(aX +b)]*) = E([aX +b—aE(X) — b]*) =
E([aX — aE(X)]?) = E(a’[X — BE(X)]?) =
?E([X — E(X)]?) = a*var(X).
O
Poznamka 6.26. Pro ndhodnou veli¢cinu X mé ndhodna veliéina Z dand Z = X\;\%)

vlastnosti (dikaz dosazenim):

E(Z)=0 a varZ=1
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Piiklad 6.27. Uvazujme 2 = {wi,...,ws}, P({w;}) = 1/4, a ndhodnou veli¢inu danou
X(w1) =0,X(w2) =2, X(w3) =4, X(wy) = 6.
Je ziejmé, ze
P(X=0)=1Y4,P(X =2)=1/14,P(X =4) = 1/4, P(X = 6) = 1/4,

a tedy
EX)=0-1/442-1/a4+4-1/1+6-1/4=3.

Oznacime-li x1 =0, ..., x4 = 6, pak

4
varX = E(X-EX)*) =)
=1
= [(0-3)*+(2-3)°+(4

(zi —3)% -1/
(_
[0+ 1+1+09] 1/a=5,

3)24+ (6 —3)% -4

Uvazujme nyni veli¢inu Y danou (porovnej s X)
Y(w)) =1,Y(w2) =2,Y(w3) =4,Y(wy) = 5.

Pak
PY=1)=Y4, P(Y =2)=14,P(Y =4) =14, P(Y =5) = 1/a.

Dostaneme E(Y') = 3. Oznacime-li y; = 1, y2 = 2, y3 = 4, ys = 5, pak

4
varY = Z(yz —3)2.1/4

[( 37+ (23 + (4 =3+ (5-3)°] - //a=
A4+1+1+4] -1/12=25.
Tedy varY < var X v souladu s intuici: Hodnoty X jsou vice rozptyleny.
Daéle: pro X je 0 = /3, pro Y je 0 = v/2.5.

— Stfedni hodnota a rozptyl jsou nejcastéji pouzivané charakteristiky.

— Jsou to specidlni pfipady charakteristik nazyvanych momenty.

(E(X) je 1. obecny moment, var X je 2. centralni moment.)

— Maji uplatnéni i v situacich, kde hodnoty nemaji typickou pravdépodobnostni
interpretaci, viz nasledujici priklad.

Piiklad 6.28. Jsou dédny hodnoty zi,...,z,. Jakd je praumérnd hodnota a jaky je
rozptyl?
Napojeni na pravdépodobnostni pojmy:

x; povazujeme za hodnoty ndhodné veliciny X; P(X = z;) = %t(mi), kde count(x;)
je pocet vyskytu x; v x1,...,2, (mohou se opakovat).

E(X) a var X se pak rutinné spocit4.

Hodnoty x; jsou napf.: zadluzenost firem, délka zivota obyvatel atd.
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Kvantily a modus nahodné veliéiny

Definice 6.29. Pro ¢ € (0,1) je 100¢%-kvantil, nékdy q-kvantil, diskrétni ndhodné
veliciny X hodnota z, € R, pro kterou je

P(X <zy)<q a P(X<uz4) >q
Vyznam:

— Pfi rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti: 25% vsech hodnot je < z,,.

— Obecné: Pravdépodobnost, ze hodnota je < x4, je q.

Kvantily nejsou ur¢eny jednozna¢né (¢-kvantilem muze byt interval hodnot), uvidime.
Specialni nazvy:
— medidn je 0.5-kvantil,
— dolni kvartil je 0.25-kvantil,  hornt kvartil je 0.75-kvantil,
— k. decil je k/10-kvantil, k. percentil je k/100-kvantil.
Definice 6.30. Modus ndhodné veli¢iny je hodnota & takova, ze pro kazdé = € R je
P(X =%)>P(X =ux).
Modus je, zhruba feceno, nejcastéjsi hodnota ndhodné velic¢iny.

Piiklad 6.31. Hod kostkou, Q = {wy,...,ws}, X(w;i) = 1.

— x5 (medidn) je kazdé ¢islo z intervalu [3,4).
— x0.25 (dolni kvartil) neexistuje.
— 0,75 (horni kvartil) neexistuje.

— Ty, je kazdé ¢islo z intervalu [2, 3).

Modus je kazda z hodnot 1,...,6.
Piiklad 6.32. Uvazujme Q = {w;,...,ws}, P({w;}) = 1/4 a ndhodnou veli¢inu danou
X(wl) = 2,X(w2) == 2,X(UJ3) == 4,X(W4) = 6.

Pak
p(X=2)=12 pX=4)=14 pX=06)=1/a.

Medidnem je kazdd hodnota z intervalu [2,4).
— Dolni kvartil neexistuje.
— Horni kvartil je kazda hodnota z [4,6).

— Modus je jediny, je jim hodnota 2.
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Shrnuti

Teorie pravdépodobnosti je jednou z nejuziteénéjsich oblasti matematiky. Pocitani
pravdépodobnosti jednoduchych jeva patii mezi zakladni aplikace kombinatorického
pocitani. Pravdépodobnost jevu je déana podilem poctu moznosti pfiznivych danému
jevu ku poctu vSech moznosti. Kombinatorické tvahy se uplatni pii urcéovani poctu
moznosti.

Pojem pravdépodobnostniho prostoru predstavuje formalni rdmec pro vsechny uvahy
o pravdépodobnosti. Ciselné charakteristiky vysledki ndhodnych pokusi jsou forma-

hodnota, rozptyl a kvantily.

Pojmy k zapamatovani

e elementarni jev, jev,

e pravdépodobnost,

e pravdépodobnostni prostor,
e nihodné veli¢ina

e stfedni hodnota, rozptyl, kvantily

Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi pojmy jev a elementdrni jev?

2. Co je to pravdépodobnost jevu a jak je definovdina?

Cviceni

1. Hazime dvéma kostkami. Mame si vsadit na ¢islo, které vzejde jako soucet
vysledku na jednotlivych kostkach. Na jaké ¢islo vsadime?

2. Hazime ttikrat po sobé kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze vysledek pii druhém
i pii tfetim hodu je vétsi nez vysledek pfi prvnim hodu?

3. Hazime tiikrat po sobé kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze vysledek pii druhém
hodu je vétsi nez vysledek pti prvnim hodu a ze vysledek pfi tfetim hodu je vétsi
nez vysledek pii druhém hodu?

kaoly k textu

1. Vysvétlete podrobné chybu popsanou v odstavci na Prikladem 6.3.

Reseni

1. 6, 7 nebo 8.
2. 55/216.
3. 5/54.
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7 Nekonec¢no

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly 7 by student mél rozumét zdkladnim pojmum
tykajicich se nekone¢nych mnozin, zejména spoc¢etnym a nespocetnym mnozinam. Mél
by umét prokdzat spocetnost a nespocCetnost mnozin.

Klicova slova: nekonecno, spoCetnd mnozina, nespoéetnd mnozina, diagonalni metoda

7.1 Proc¢ se zabyvame nekonecnem?

Nekonecno je jednim z nejzéhadnéj$ich jevu. Mohlo by se zdat, ze v prakticky motivo-
vanych tlohach vysta¢ime s koneénymi mnozinami, a Ze se tedy nekonetnem zabyvat
nemusime. Mnoziny, se kterymi pii feSeni praktickych problému pracujeme, jsou ale
casto nekonecéné. Napiiklad rizné ivahy o algoritmech vedou na nekoneéné mnoziny.
Potfebujeme tedy védét, jak se s nekoneénymi mnozinami pracuje.

V této souvislosti se nabizi fada pfirozenych otéazek. Napiiklad ty nasledujici. Jak métit
velikost mnozin, zejména nekoneénych? Co znamend, ze dvé mnoziny jsou stejné velké?
Ktera mnozina je vétsi, N nebo Q7 Q nebo R? V dalsim textu se na tyto a dalsi otdzky
pokusime odpovédét.

7.2 Konecné a nekoneé¢né mnoziny

Podle intuice je mnozina A konec¢nd, pokud lze jeji prvky ,oéislovat® éisly 1,...,n.
Z toho vychazi nasledujici definice.

Definice 7.1. Mnozina A je konec¢nd, pokud existuje n € N a bijekce
f:AL2,...,n} —» A.

Mnozina A je nekone¢nd, pokud neni koneéna.

Je-li A koneénd, ¢islo n z definice se nazyva pocet prvku (také mohutnost, velikost) A,

znadci se |A|.

Piiklad 7.2. {2,3,5,7} je koneénd, protoze napt. zobrazeni f : {1,2,3,4} — {2,3,5,7}
definované
f)y=2, f(2)=3, f38)=5 f4)=7
je bijekce. Tedy |{2,3,5,7}| = 4.
Priiklad 7.3. Mnozina S vsech kladnych sudych ¢isel je nekoneéna.

Toto tvrzeni je celkem zfejmé. Dokazat 1ze nasledovné: Kdyby f: {1,...,n} — S byla
bijekce, vezméme m = nejvétsi z f(1),..., f(n). Pak 2(m + 1) je sudé, ale protoze
2(m + 1) > m, neni obrazem zadného i, coz je spor s tim, ze f je bijekce.

Priklad 7.4. Mnozina R je nekone¢na. To lze dokazat podobné jako v pfedchozim
prikladu.
7.3 Spocetné mnoziny

Volné feCeno, mnozina A je spocetnd, pokud lze jeji prvky sefadit do posloupnosti
(kone¢né nebo nekonecné).

Definice 7.5. Mnozina A je spocetnd, pokud je
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koneé¢na,

nebo existuje bijekce f: N — A (pak je tzv. nekone¢nd spocetnd, popf. spocetné
nekone¢na).

Tedy A je spocetna, pravé kdyz existuje posloupnost
ai,...,ap nebo ai,as...
ve které se vyskytuji véechny prvky z A (f je surjekce) a neopakuji se v ni (f je injekce).

Piiklad 7.6 (nekonetné spocetné mnoziny).

- N

Zakladni nekoncend spocetnd mnozina: identita f(n) = n je bijekce f : N — N.
~ {2,4,6,8,...}

Zobrazeni f: N — {2,4,6,8,...} dané f(n) = 2n je bijekce.
- NuU{0}

Zobrazeni f: N — NU {0} dané f(n) =n — 1 je bijekce.
-7
Pozadované posloupnost z prvku Z je napf.
0,-1,1,-2,2,-3,3, ...
Jinymi slovy, bijekce f : N — Z z definice je

(Napiste explicitni vzorec pro f(n).)
—{k,k+1,k+2,...} pro libovolné k € Z
Zobrazeni f: N — {k,k+1,k+2,...} dané f(n) =n+ (k — 1) je bijekce.
Zastavme se u posledniho piikladu, tedy toho, Ze mnozina {k,k+1, ...} je spocetnd pro
libovolné k € Z. Pro prokazani spocetnosti této mnoziny se nabizi nasledujici argument:

{k,k+1,...} CZ aZ je spocetnd, proto je i {k,k+1,...} spocetnd. Tento argument
je spravny. Plati totiz, ze kazda nekoneé¢nd podmnozina spocetné mnoziny je spocetna.
Pravé zminéné tvrzeni, které dokdzeme pozdéji, ddva odpovéd na netrividlni otdzku.
Definice spoc¢etné mnoziny nevylu¢uje mnoziny, které jsou vétsi nez konecéné, ale mensi
nez spocetné. Zminéné tvrzeni iiké, ze takové neexistuji.

Piiklad 7.7. Abecedou. rozumime libovolnou neprazdnou mnozinu, jejiz prvky
nazyvame symboly abecedy. Piikladem ¢asto pouzivané abecedy je {0,1}, nékdy
nazyvans bindrni abeceda, jejimiz jedinymi symboly jsou 0 a 1. Retézec (nékdy slovo)
nad abecedou X je libovolnd kone¢nd posloupnost symbolu abecedy. Nasledujici po-
sloupnosti jsou fetézce nad abecedou {0, 1}:

01,11,10,0,111,01010101.

Mezi fetézce se poCitd 1 tzv. prazdny fetézec, e, ktery neobsahuje zadny symbol.
Mnozina v8ech fetézcu nad abecedou X se oznacCuje X*.

Naésledujici posloupnost je nekoneénd, obsahuje vSechny tetézce z {0,1}* a prvky se v
ni neopakuji:

£,0,1,00,01,10, 11,000,001, 010,011, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, . . .
Prokazuje tedy, ze mnozina {0,1}* vSech Fetézcu nad abecedou {0,1} je nekonecnd

spocetna mnozina.
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Uspoiadéni fetézcu
£,0,1,00,01, 10, 11, 000,001, 010,011, 100, 101,110, 111, 0000, 0001, . . .

je obecné dulezité (tzv. shortlex usporadani). Je definovano nasledovné:

1. kratsi fetézce jsou pred delsimi,

2. stejné dlouhé fetézce jsou uspotradany lexikograficky.
Podobné lze seradit do posloupnosti vSechna slova nad libovolnou koneé¢nou abecedou.
Plati tedy:

Véta 7.8. Mnozina ¥* viech retézci nad abecedou ¥ = {ay,...,a,} je spocetnd.

Napt. pro ¥ = {a,b,..., 2} je ¥* = {e, a, computer, world, ssca, . .. }.

Véta 7.8 m4 dulezity dusledek: Je-li mozné néjaké objekty kédovat (reprezentovat, po-
psat) jako Fetézce nad néjakou konecnou abecedou X, je mnozina téchto kédu (popisi)
spocetnd, a tedy i mnozina danych objektiu je spocetna.

Skutecné, je-li O mnozina uvazovanych objektt, lze kédovani objekti z O chéapat jako
prosté zobrazeni ¢ : O — X*. Pro mnozinu

c(0) ={c(o) | 0 € O}
vsech kédu pak plati ¢(O) C ¥* a vzhledem ke spocetnosti X* je i ¢(O) spocetna.

Piiklad 7.9. Z pravé provedené ivahy plyne, Ze mnozina vsech zdrojovych kéda v ja-
zyku C (Python, Lisp, ...) je spocetnd. Kazdy zdrojovy kéd daného programovaciho
jazyka lze totiz chépat jako fetézec nad abecedou ¥ symboli, které lze ve zdrojovém
kédu pouzivat. Mnozina vsech zdrojovych kédu daného jazyka je podmnozinou mnoziny
>*, tedy je podmnozinou spocetné mnoziny, a je proto podle vyse uvedené vlastnosti
sama spocetna.

Odbocka: lexikografické a shortlex uspoiadani

Piedpokladejme, ze je ddna abeceda (tj. kone¢nd mnozina symbolu) ¥ = {ay,...,a,},
na ni linedrn{ usporddani <, déle ze a; < --- < a,. Délka |u| Fetézce u € £* je pocet
znaku v u, tedy napi. |010] = 3, |0] =1, |¢| = 0.

Lezikografické (slovnikové) uspordddni <; na ¥* je definovdno nésledovné: pro u =
UL Up, V=V Vg € BF Je

u<;v p.k. u=wvnebo pronéjakéijeuy---uj_1 =v1---v;—1 au; <v;

Shortlex usporddani <,na >* je definovano nasledovné: prou = uy -+ - up,v = v1 - - vg €
3* je

u<sv p.k Jul <|v] nebo (Ju| = |v| a u <;v).
Rozdil mezi <; a <, spoc¢iva v nasledujicim:
— < je stejného typu jako pfirozené usporaddni N (<, vytvaii posloupnost),
— <; nenf stejného typu jako pfirozené usporadani N (netvoii takovou posloupnost):

— napf. mnozina A = {1,01,001,0001, ... } nem& nejmensi prvek vzhledem k
Slu

— kazda podmnozina A C N ale nejmensi prvek ma4.
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Odbocka: algoritmicky pohled

Spocetné mnoziny lze chapat jako mnoziny, o kterych lze uvazovat jako o mnozinach,
jejichz prvky mohou byt postupné vypisovéany néjakym algoritmem (ktery piipadné
pracuje nekonecné dlouho).

Algoritmus vypisujici {1,...,n} (kone¢na spocetnd):
for i <— 1 to n do print(7)
Algoritmus vypisujici{1,2,...} (nekone¢na spocetnd):

141
while true do
print(7)
1< 1+1
Takové mnoziny se nazyvaji algoritmicky vycislitelné (nebo rekurzivné vycislitelné).

Kazda algoritmicky vyécislitelnd mnozina je tedy spocetna. V dalsim ale ukazeme, ze
existuje spocetna mnozina, ktera neni algoritmicky vycislitelna.

Priklad 7.10 (nekonecné spocetné mnoziny, pokracovani).
-Q
Uvédomme si, ze
— cisla r € Q lze chépat (vyjadrit) jako zlomky %v kdep € Z a q e N;
— pripustime-li pro r # 0 pouze %, kde p a ¢ jsou nesoudélna, a pro r = 0

pouze zlomek %, je kazdé r € @) vyjadieno pravé jednim zlomkem g (takové
% jsou v tzv. kanonickém tvaru).

Prvni argument prokazujici spocetnost spoc¢iva v nésledujicim (promyslete ho
detailné):

— nakreslime mnozinu Z x N,
— jeji prvky (p, q) lze setadit do posloupnosti,
— z ni vybrat jen (p, q) takové, ze g je v kanonickém tvaru,

— vybrana podposloupnost tedy obsahuje pravé vSechna raciondlni ¢isla a ta
se v ni neopakuji.

Pozdéji si ukdzeme dalsi argument.

7.4 Nespocetné mnoziny

Definice 7.11. Mnozina se nazyva nespocetna, pokud neni spocetna.

Nespocetnd mnozina je tedy nekonecnd, ale neexistuje bijekce mezi N a touto mnozinou.
Tedy nespocetnd mnozina je ,jesté vétsi“ nez N.

Existuji ale nespoc¢etné mnoziny?

Véta 7.12. Mnozina 2" vsech podmnozin mnoziny N je nespocetnd.
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Dukaz. Provedeme tzv. diagondlni metodou. Dukaz se vede sporem.

Piedpokladejme, ze 2V je spocetnd. Pak existuje bijekce f: N — 2N, f(i) = A;, a tedy
posloupnost Ay, Ao, ... vSech podmnozin mnoziny N. Sestrojime nyni mnozinu B C N,
kterd je ruznd od kazdé z Aq, Ao, ..., to bude spor.

Kazdou mnozinu A; reprezentujeme fadkem s hodnotami 0 a 1. Napiiklad

1 2
A [0 0

34 -
1 0 -- Qi
reprezentuje mnozinu A;, pro kterou 1 € A;, 2 & A;, 3 € A;, 4 ¢ A; a obecné

Jj €A, pokud a;; =1, j & A;, pokud a;; = 0.
Uvazujme nasledujici schéma a jeho hlavni diagonalu:

1 2 3 4

Ar a1 a2 a1z au
Ay | az1 a2 a3 an
As | az1 a3x asz as
Ay | ag1  ag2  a43  aaq

Definujme mnozinu B jako mnozinu, jejiz fddek b vznikne ,negaci“

Tedy pro kazdé ¢ € N definujeme b; = 1 — a;; neboli

hlavni diagonély.

1 € B, pravé kdyz i &€ A;.
Pak B je podmnozinou N, ale B # A;, B # Ao, ..., protoze B a A; se lisi v prvku
i. O

Véta 7.13. Mnozina 2# vsech podmnozin libovolné nekonecné spocetné mnoziny A je
nespocetnd.

Diuikaz. Diagondlni metodou jako pro dikaz predchozi véty pro A = N. O

Z uvedenych tvrzeni plyne, ze fada dulezitych mnozin je nespocetnych.
Definice 7.14. Formdini jazyk na konec¢nou abecedou X je libovolna mnozina L C X*.
Retézce w € L (slova jazyka L) chdpeme jako spravné utvofené (podle pravidel jazyka),

fetézce w € ¥*— L chapeme jako nespravné utvofené. Nasledujici mnoziny jsou formalni
jazyky:

— {bp -+ b10 | b; € {0,1}}, tj. {0,00, 10,000,010, ...}, je formélni jazyk nad {0,1}.

Sestava ze slov predstavujicich zapisy sudych nezapornych &isel ve dvojkové sou-
stave.

~A{x,y, (x+y),(x*xx),(z*(y+y)),...} je jazyk nad {z,vy,(,),*,+}, jehoz slova
jsou spravné utvofené aritmetické vyrazy nad danymi proménnymi a symboly
operaci.

Véta 7.15. MnoZina vsech formdlnich jazyku nad libovolnou konecénou abecedou je
nespocetnd.
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Diikaz. Dusledek véty 7.13 a difve uvedeného tvrzeni, ze mnozina >* vSech fetézct nad
> je spocetna. O

Ptredchozi véta mé dulezity dusledek, ktery se tykda moZnosti generovat vsechny
fetézce daného formalniho jazyka L pomoci néjakého algoritmu (tedy algoritmické
vycislitelnosti). Nékteré formdalni jazyky jsou algoritmicky vycislitelné (tedy vsechna
jejich slova lze vypisovat algoritmem, viz vyse). Mezi né patii vSechny koneéné jazyky
jako napf. L = {0,1,00,11}. Je ziejmé, ze nésledujici nekonecné jazyky jsou také algo-
ritmicky vycislitelné:

~ {1,11,111,1111,...},
- {01,0011,000111,...},
~ {1,0110,0011100,0001111000, ... },

— {u €{0,1}* | u obsahuje stejny pocet 0 a 1}

Existuji ale formalni jazyky, které nelze vypisovat pomoci algoritmii. Jsou tedy tak
vnitiné slozité, ze zpusob jejich generovani nelze popsat zadnym algoritmem. Popisuje
to nésledujici véta.

Véta 7.16. Existuje mnozina tetézci nad {0,1}, kterd neni algoritmicky vycislitelnd.

Dukaz. Uvazujme néjaky programovaci jazyk, ve kterém lze zapsat libovolny algorit-
mus. Takové jazyky se nazyvaji turingovsky uplné a patii mezi né napt. jazyk C, Python,
Java nebo Lisp. Kazdy algoritmus lze tedy reprezentovat zdrojovym kédem ve zvoleném
programovacim jazyku, tedy Fetézcem symbolu nad néjakou abecedou ¥ (zdrojovy kéd
je Fetézec symbolu). Protoze mnozina retézct nad X je dle véty 7.8 spocetnd, je spocetnd
i mnozina vSech algoritmu.

Mnozina v8ech formélnich jazyku nad {0,1} (tedy mnozin fetézcti nad {0,1}) je dle
véty 7.15 nespocetna.

Algoritmu je tedy spocetné mnoho, zatimco mnozin fetézcu nad {0, 1} je nespocetné
mnoho. Existuje tedy mnozina A C {0, 1}*, pro kterou neexistuje algoritmus, ktery by
ji vypisoval. (PTfesnéji: neexistuje pfifazeni, které by kazdé mnoziné fetézcu nad {0,1}
prifazovalo odpovidajici algoritmus; takové prirazeni by muselo byt prostym zobra-
zenim nespocetné mnoziny do spocetné mnoziny; jak uvidime nize, takové zobrazeni
neexistuje. ) O

Poznamka 7.17. Algoritmicky vyé¢islitelnych mnozin fetézcti nad {0,1} je dokonce
méné nez téch, které nejsou algoritmicky vycislitelné. Algoritmicky vycislitelnych je
totiz spocetné mnoho a kdyz je odstranime nespocetné mnoziny vsech mnozin fetézcu
nad {0, 1}, zbyde stédle nespocetnd mnozina. Jejimi prvky jsou préavé ty mnoziny fetézcu
nad {0, 1}, které nejsou algoritmicky vy¢islitelné (rozdil nespocetné a spoc¢etné mnoziny
je totiz, jak uvidime nize, nespocetnd mnozina).

Ukéazali jsme, ze mnoziny N, Z i Q jsou spocetné.

Véta 7.18. Mnozina R je nespocetnd.

Dikaz. (puvodnim Cantorovym argumentem): Staci ukazat, ze otevieny interval (0,1)
neni spocetnd mnozina (zkuste zduvodnit proc).

Kazdé redlné r € (0, 1) lze vyjadiit pomoci desetinného rozvoje

r=0,rirorg - .
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Predpoklddejme, ze misto koneénych rozvoju uvazujeme jen nekonecné rozvoje s peri-
odou 9. Tj. misto 0,378 uvazujeme 0,377999 - - - apod. Pak ma kazdé ¢islo pravé jeden
rozvoj.

Kdyby bylo mozné ¢isla z (0,1) sefadit do posloupnosti 71,79,..., mohli bychom
uvazovat Cislo s = 0, s189 - - - definované pomoci diagonaly schématu

1 2 3
T1 T11 r12 713 e
2o 22 s piedpisem: pro @ € N je s; libovolné z {1,...,9} — {ry}.
Pak s ma uvazovany rozvoj a s # r1, s # ro, ..., coZ je spor s pfedpokladem. O

7.5 Dalsi vlastnosti spocetnych mnozin

Nyni uvedeme dalsi uziteéné vlastnosti spocetnych mnozin.

Véta 7.19. Pro libovolnou nekoneénou mnozZinu A existuje injektivni zobrazeni f :

N — A.

(Tedy A obsahuje nekonecénou spocéetnou podmnozinu; totiz f(N).)

Dukaz. f: N — A budeme definovat indukei:

1. Definujme f(1) jako libovolny prvek z A.

2. Predpokladejme, ze pro n € N jsou definovany f(1),..., f(n) a ze jsou po dvou
ruzné.

Pak {f(1),...,f(n)} C A je konecnd, je ruznd od A, a tedy existuje a € A —
{f@),.... f(n)}

Polozme f(n+1) = a.

Tim jsme definovali injektivni zobrazeni f : N — A. (Ze jsme skutecné definovali
zobrazeni plyne z principu definice matematickou indukei; viz kapitolu 8). O

Uvedeme nyni tvrzeni, ktera se ¢asto k prokazani spocetnosti mnozin pouzivaji.

Veéta 7.20. Pokud A je spocetnd a B C A, pak B je spocetnd.

Duikaz. Je-li B kone¢nd, je dle definice spocetna.

Je-li B nekonecnd, existuje dle véty vyse injekce f: N — B. Uvazujme f(N). Pak:
JN) S B C 4,

pritom existuje bijekce mnoziny A na f(N).

(Bijekci g : A — f(N) dostaneme napi. jako g = h=!o f, kde h : N — A je bijekce.)

Tvrzeni nyni plyne z nasledujictho lemma: O

Lemma 7.21. Existuje-li bijekce mnozZiny A1 na As a je-li A3 C As C Ay, pak existuje
bijekce mnoziny Ay na As.

Dukaz. Nebudeme uvadét. O
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Véta 7.22. Kartézsky soucin A x B spocetnyjch mnoZin A a B je spoéetnd mnoZina.

Dikaz. Jsou-li A a B konectné, je A x B konetna (a tedy spocetnd).

Je-li jedna nekone¢nd (napt. A = {ay,as,...}) a druhd koneénd (B = {b1,...,b;}), 1ze
prvky (a;,bj) € A x B uspofadat do posloupnosti

(a1,b1),(a1,b2),...,(a1,bx), (az,b1),..., (a2, bg), (a3, b1),...

(bijekce f: N — A x B je f(n) = (ai, b;), kde i = [n/k] a j = ((n — 1) mod k) + 1)

Jsou-li obé mnoziny nekoneéné, A = {aj,a9,...} a B = {by,be,...}, definujme f :
A x B — N takto: o
f(a@-, bj) =2'.37,

Protoze 2 a 3 jsou prvocisla, je 2¢ -3/ = 28 . 3! prave kdyz i = k a j = [, tedy f je
injekce.

Méme tedy bijekci A x B na f(A x B).

f(A x B) C N a N je spocetnd, proto je véty 7.20 i f(A x B) spocetnd. Protoze f je
bijekce, je i A X B je spocetna. O

Veéta 7.23. Jsou-li Ay,..., A, spocetné mnoziny, je i A1 X --- X A, spoéetnd mnoZina.
Duikaz. Matematickou indukei s pouzitim piedchozi véty.

1. pro n = 1 zfejmé.
2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a uvazujme Ay X -+ X Api1.
Pak A; x---x A, je spoCetnd a dle pfedchozi véty jei (A x -+ x Ay) X Ap41 spocetna.
Je ziejmé, ze f: Ap X -+ X Ap) X Apy1 — Ay X -+ X Apyq definovand
fll{ar, ... an) ,ant1)) = (a1, .., Qni1)
je bijekce.
Tedy i Ay x -+ X Ap41 je spocetnd. O

Véta 7.24. Sjednocent spocetného systému spocetnych mnoZin je spocetnd mnoZina.

Ukazme nyni, ze nékteré diive uvedena tvrzeni o spocetnosti mnozin lze snadno ziskat
jako dusledky préavé uvedenych tvrzeni.

Piiklad 7.25. Vime, ze mnozina Q je spocetnd. Ukazme to jinak, a sice nasledovné:

— rozlozme Q = Q- U {0} UQT;

ukéZeme, 7ze QT = {% € Q| p,q € N nesoudélnd } je spocetna:

— zobrazeni f : Q7 — N x N definované f (g) = (p, q) je bijekce mnoziny Q*
na podmnozinu f(Q") spocetné mnoziny N x N, proto je QT je spocetnd;

— Q" je spocetna (z — —x je bijekce Q~ na Q1) a {0} je spocetna,
—tedy i Q =Q U{0}UQT je spocetna.
Priiklad 7.26. Ukazeme, Ze mnozina X* vSech fetézcu nad spocetnou abecedou X je

spocetnd (spocetnost mnoziny ¥* pro koneénou ¥ jsme uz prokazali):
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— Kazdy tetézec ap - --a, € X* lze jednozna¢né reprezentovat n-tici (ai,...,a,) €
.
(prazdny Fetézec e pak prvkem (); poznamenejme, ze X9 = {0})

— Ztejme tedy existuje bijekce mnoziny ¥* na (J;~ , X",
(e—=sDaar--an— (a1,...,an))

— U2 X" je spocetnd (je to sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin).

— Tedy i X* je spocetna.

7.6 Jak porovnavat mnoziny podle jejich velikosti?

Pro konetné mnoziny A a B plati (ovéite):

— |A] = |B|, préave kdyz existuje bijekce f: A — B.

— |A| < |B|, prave kdyz existuje injekce f : A — B a neexistuje injekce g : B — A.

Pomoci pokrocilejsiho aparatu teorie mnozin lze dokazat, ze pro obecné mnoziny A a
B nastane pravé jedna z moznosti:

1. Existuje bijekce f: A — B.

Pak se A a B povazuji za stejné velké (jsou tzv. ekvivalentni; maji stejnou mo-
hutnost).

2. Existuje injekce f : A — B a neexistuje injekce g : B — A.
Pak se A povazuje za mensi nez B (A ma mensi mohutnost nez B).
3. Existuje injekce f : B — A a neexistuje injekce g : A — B.

Pak se A povazuje za vétsi nez B (A ma vétsi mohutnost nez B).

Kardinalni ¢isla

Kardindlni ¢islo (kardinalita) mnoziny A je objekt, oznacujeme ho |A|, pfifazeny
mnoziné A tak, ze |A| = |B|, pravé kdyz A a B jsou ekvivalentni. Pojem kardindln{
¢islo jsme nezavedli presné (nefekli jsme, co je tim pfifazenym objektem).

Poznamka 7.27. Pfesnou definici pojmu kardindlni ¢islo nebudeme uvédét (zdjemce
odkazujeme na literaturu o teorii mnozin). Pro kone¢nou A lze |A| ztotoznit s poctem
prvka mnoziny A (pro ten jsme zavedli symbol |A|). Pro nekoneénou mnozinu je to

vvvvvv

mnozin ekvivalentnich s A (to je ale problematické z hlediska axiomatickych teorif
mnozin). V axiomatickém systému teorie mnozin ZFC se |A| definuje jako nejmensi
tzv. ordinaln{ ¢islo ekvivalentni s A.

Pro moznosti 1., 2. a 3. vyse pak piseme |A| = |B|, |A| < |B| a |A| > |B|.

Poznamenejme, Ze se bézné pouzivé toto oznaceni:

— Ng = |N|, tj. Rg je mohutnost mnoziny N,

— Ny = |R], tj. 8y je mohutnost mnoziny R .
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7 ptedchoziho vime, ze Ny < Ny.

Uvedeme nyni dvé dulezitd, tvrzeni tvrzeni, kterd se pii ivahach o porovnavani velikosti
mnozin pouzivaji.

Véta 7.28 (Cantorova-Bernsteinova). Pokud pro mnoZiny A a B existuje injekce f :
A — B ainjekce g : B — A, pak existuje bijekce mnoZiny A na mnoZinu B.

Diikaz. Vynechame. O

Cantorova-Bernsteinova (také Cantorova-Schroderova-Bernsteinova) véta dokresluje
vySe uvedené moznosti 1., 2. a 3. Pokud tedy existuje injekce A do B i injekce B
do A, je to piipad 1 (existuje bijekce A na B). Vétu formuloval Georg Cantor. V roce
1897 ji pak dokézal Felix Bernstein.

Véta 7.29 (Cantorova). Pro kazdou mmoZinu A plati |A] < |24].

Cantorova véta tedy ikd, ze existuje injekce f : A — 24, ale neexistuje injekce ¢ :
24 5 A.

Pied jejim dikazem uvedme nésledujici:

— S ohledem na to, ze a — {a} je injekce A do 24, a s ohledem na Cantorovu-
Bernsteinovu vétu lze Cantorovu vétu ekvivalentné formulovat takto:

Neexistuje bijekce f: A — 24,
— Vime, ze pro koneéné mnoziny A Cantorova véta plati: je totiz [24| = 2141 > | A].
— Cantorova véta ukazuje, ze existuji vétsi a vétsi mnoziny, tedy existuje nekonecna
hierarchie nekonecen.
— Vime, 7e |N| < |R|. Ale jesté vétsi nez R je mnozina 28, Jesté vétsf je 22 atd.
— S tim souvisi slavna tzv. hypotéza kontinua:
Neexistuje mnozina A, pro kterou |N| < |A4] < |R|.
Diikaz Cantorovy véty. Protoze a — {a} je injekce A do 24, staéi dokézat, ze neexistuje
surjekce f : A — 24. To dokdzZeme sporem.
Piedpokladejme, ze f : A — 24 je surjekce. Uvazujme mnozinu D € 24 definovanou
nasledovné:
a € D, prave kdyz a € f(a).
(napt. pro A =N, a =2, pro f(a) ={1,3,5} je2¢ D, pro f(a) =Njea€ D)
f je surjekce, tedy existuje d € A tak, ze f(d) = D.

Pak
d € D, prave kdyz d ¢ f(d), pk. d ¢ D,

COZ je spor. ]

Myslenka dukazu je obménou diive uvedené diagonalni metody. Srovnejte tento dukaz
s predchozim ditkazem tvrzeni, ze 2" je nespocetna (z toho také plyne |N| < |2V]; pro¢?).

Shrnuti

Nekone¢éné mnoziny vystupuji v mnoha uvahach o zdkladnich otdzkach matematiky a
informatiky. Uvedli jsme zdkladni pojmy souvisejici s nekoneé¢nymi mnozinami, dulezité
piiklady a zdkladni vlastnosti nekoneé¢nych mnozin.

Pojmy k zapamatovani
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e konec¢na mnozina, nekoneénd mnozina
e spocCetnd mnozina

e nespocetnd mnozina

kardinalita mnoziny

Kontrolni otazky

1. Existuji vétsi mnoziny nez je mnoZinag N?
2. Existuji vétsi mnozZiny neZ je mnozina R?

3. Existuje nejuétsi mnozina?
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8 Indukce a rekurze

Studijni cile: Student se sezndmi se zéklady indukce a rekurze, zejména s dukazy
matematickou indukci, definicemi matematickou indukei a strukturalni indukei.

Klicova slova: rekurze, rekurzivni definice, princip indukce, matematicka indukce,
strukturdlni indukce

Indukce a rekurze jsou dulezité jevy, které se pfirozené objevuji v mnoha tvahédch v
matematice a informatice. Uz na stiedni Skole se probira dikaz matematickou indukci,
pfi programovani se setkavame s rekurzivnimi algoritmy, mnohé pojmy maji rekurzivni
definice. S rekurzi se setkdvame i v jinych oblastech, naptiklad s rekurzivnimi obrazci
v uméni nebo s rekurzivnimi motivy v architektufe.

Indukce a rekurze jsou duilezité a navzajem provazané jevy. S nadsazkou lze ict, ze tvori
dvé strany jedné mince. Na otdzku, zda jde o rekurzi nebo o indukci je nékdy tézko
odpovédét, protoze odpoved je asto otdzka pohledu. Zatimco pro indukei je charakte-
risticky postup od mensiho (jednodussiho) k vétsimu (slozitéjsimu), tedy pristup ,zdola
nahoru“ (bottom-up), pro rekurzi je to naopak, tedy pfistup ,shora doli“ (top-down).

8.1 Uvodni priklady

Uvazujme nasledujici proceduru pro vypocet faktoridlu cisla n:

f(n)
1 if n =1 then return 1
2 else return n * f(n — 1)

Protoze se v téle této procedury pro vypocet f(n) vyuzivd f (na fadku 2), je tato
procedura tzv. rekurzivni. Rédek 1 obsahuje tzv. ukoncujici podminku (také limitni
podminku); bez ni se procedura ,zacykli“. Neni tfeba podrobnéji vysvétlovat, ze podle
této procedury je

f4) =4*f(3) =4*3*f(2)=4*3*2*f1)=4*3*2*1.
Tuto proceduru lze jinak popsat nasledovné:
l.pron=1jef(n)=1
2. pron>1ljef(n)=nx*xf(n—1)
nebo jesté jinak:
10 ={ Ve fo— 1, pokminot

Na uvedenou proceduru se lze divat jako na proceduru, kterda vychéazi z induktivni
definice:

— faktoridl definujeme nejprve pro zakladni prvky (pro n = 1),

vvvvvv

pro jednodussi prvky (f(n —1)).
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Uvazme nyni néasledujici proceduru pro vypocet faktorialu:

f(n)
1 if n > 1 then return n * f(n — 1)
2 else return 1

Od prvni uvedené procedury definice se lisi jen v pofadi podminek (a naslednych
piikazi) pro hodnotu n. Zatimco prvni procedura mé induktivni charakter (zdola na-
horu), pravé uvedend procedura popisuje faktoridl pfistupem shora dolu.

Podivejme se na dalsi ivodni priklady.

Piiklad 8.1. Definice mocniny ¢isla a™:

power(a,n)
1 if n =0 then return 1
2 return a * power(a,n — 1)

l. pron=0jea™ =1

2. pron>1ljea” =axa"!

Vsimnéme si, Ze stejné schéma ma definice mocniny R" relace R.

Piiklad 8.2. Induktivni definice mnoziny L v8ech lichych ¢isel:

l. prolelL

2. pokudn e L,pakn+2¢€L
(nebo tuplné: pro kazdé n > 1: pokud n € L, pak n+2 € L)

Matematickou indukci 1ze napt. dokazat, ze kazdé n € L je liché.

Piiklad 8.3. Induktivni definice mnoziny A C Ny x Ny:

1. pro (0,0) € A

2. pokud (m,n) € A, pak (m+5,n+1) € A

Je S = {(0,0),(5,1),(10,2),(15,3),...}

Zobecnénou matematickou indukef lze napi. dokézat, ze pro kazdé (m,n) € Ajem—+n
délitelné 3.

Priklad 8.4. Definice formule vyrokové logiky nad mnozinou V = {p,q,r,...}
vyrokovych symbolu:

1. kazdy vyrokovy symbol p je formule (tzv. atomickd formule);

2. jsou-li ¢ a v formule, jsou i vyrazy

-,
(p A1),
(p V),
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(o =),
(p &)

formule (tzv. slozené formule).
I tato definice je ptikladem induktivni definice. V tomto piipadé je definovéana jista

syntakticka struktura (mnozina formulf). Je to piiklad tzv. strukturalni indukce, kterd
je zobecnénim matematické indukce.

Priklad 8.5. Sierpinského trojihelniky S(n):

S5(1) 5(2) 5(3) 5(4) 5(5)
Priklad 8.6. Drosteho efekt (Drosteho kakao, 1904)

8.2 Matematicka indukce a dukaz matematickou indukci

Budeme se nyni zabyvat matematickou indukci, ktera je vSseobecné zndmym piikladem
pouziti indukce, resp. matematickou indukei v jeji zékladni podobé (vice uvedeme
pozdéji).

Matematickad indukce umozinuje dokazovat tvrzeni tvaru

pro kazdé prirozené ¢islo n plati V(n),

kde V' (n) je néjaké tvrzeni, které zavisi na n. Piikladem takového tvrzeni je:

n(n+1)'

Pro kazdé prirozené ¢islon plati 1 +2+--- +n = 5

Zakladem dokazovani matematickou indukeci je néasledujici tvrzeni.
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Véta 8.7 (princip indukce). Necht je pro kazdé n € N ddno tvrzeni V(n).
Predpokladejme, Ze plati

(a) V(1) (indukéni predpoklad),

(b) pro kazdé n € N: 2z V(n) plyne V(n + 1) (indukénd krok).
Pak V (n) plati pro kazdé n € N.

Princip indukce je jednou ze zakladnich vlastnosti pfirozenych ¢isel. Lze ho dokéazat z
nasledujici vlastnosti N:

Kazd4 neprazdnéa podmnozina K C N méa nejmensi prvek. (29)

Tato vlastnost se zda byt intuitivné ziejma. Jak ale vime, Zze kazda neprazdna
podmnozina N mé nejmensi prvek? To vede k otdzce, co jsou vlastné prirozend cisla.
Tim se zatim dale zabyvat nebudeme. Pro naSe potfeby pouze zminme, Ze mnozina
prirozenych ¢isel se v moderni matematice definuje axiomaticky pomoci tzv. Peanovych
axiomul.

Dukaz principu indukce z vlastnosti (29). Sporem: Predpokladejme, ze princip indukce
neplati, tj. existuje tvrzeni V(+), spliujici

(a) V(1),

(b) pro kazdé n € N: z V(n) plyne V(n + 1),

ale pro n¢jaké n’ € N tvrzeni V(n') neplati.

Ozna¢me
K ={m € N| V(m) neplati}

K je neprazdnd (nebot n’ € K).

K ma tedy nejmensi prvek k a ten je ruzny od 1 (protoze V(1) plati).

Pak tedy k — 1 ¢ K, tedy V(k — 1) plati.

Z indukéniho kroku plyne, ze plati i V(k), tedy k & K, coz je spor s k € K. O

Ve zbytku této ¢asti ukdzeme nékolik prikladu pouziti dikazu matematickou indukei.
Piiklad 8.8. Dokazme, ze pro kazdé n € N je

n(n+1).

prokazdé neNjel+2+4.--+n= 5

; { _ n(ntl)
Tedy V(n) je tvrzeni 1 +2+ -+ 4+n = %

(a) Indukéni predpoklad: V(1) je tvrzeni 1 = 1'(12“), coz plati.

(b) Indukéni krok: dokazat, ze z V(n) plyne V(n + 1).

Tedy dokéazat, Zez1+2+~-+n:%p]yne 1+2+...+(n+1):(”+1)2ﬂ

l+---4+n+(n+1)=(1+---+n)+ (n+ 1) = (dle indukéniho predpokladu V (n))

n(n+1) nn+1)+2(n+1) n?2+3n+2 (n+1) (n+2)
— tntl= 5 = 5 = 5 .
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oy . . s n n(n+1)(2n+1
Piiklad 8.9. Dokazte indukcf, ze Y p_, k? = %.

. , n n(n+1)(2n+1
V(n) je tvrzeni Y p_, k? = %.

V(1) plati, protoze je to tvrzeni 12 = 1(1%)(“1).

Predpokladejme, ze plati V(n) a dokazme V(n + 1), tj. dokazme

n+1

m+1)(n+2)2(n+1)+1)
ZkQ g :
Je
n+1
B nin+1)2n+1) 6(n+1)>
];118 = Zkz +(n+1)>2 g +——

2n +9n? +13n+6  (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

6 B 6 ‘
Nésledujici piiklad ukazuje, ze pii pouzivani dukazu matematickou indukci musime byt
obezfetni.

Piiklad 8.10. Dokazte, ze pro kazdou posloupnost n prvku ay, ..., a, plati, ze vSechny
prvky v ni jsou stejné.

Dikaz matematickou indukei:
Indukéni predpoklad: Pro ¢islo 1 je tvrzeni trividlné splnéno.

Indukéni krok: Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro k prvkia. Uvazujme posloupnost
libovolnych k + 1 prvka a1,...,ax1.

Pak ay,...,a; je posloupnost k prvkl a asg,...,ap+1 je posloupnost k prvki, a podle
predpokladu tedy a; = --- =ag a ag = --- = ag41. Odtud plyne a1 = -+ = ag41.

Tvrzeni je ovSem zjevné nepravdivé. Kde je tedy v predlozeném dukazu chyba?

Neplati, ze z V(1) plyne V(2) (z toho, ze v posloupnosti a; jsou prvky stejné a ze v
posloupnosti as jsou prvky stejné, neplyne, ze v posloupnosti a1, as jsou vSechny prvky
stejné). Indukéni krok tedy nelze ovérit.

Odbocka: o prirozenych ¢islech
— S pfirozenymi ¢isly pracujeme jako se zndmou strukturou, tj. (N, +, -, <).
Predpokladdame vlastnosti, které zname.
— Otéazky jako ,proc¢ plati princip indukce?* nebo ,,pro¢ ma kazdd A C N nejmensi
prvek® vedou k otézce:

Co jsou vlastné prirozena c¢isla?

— Jsou budovéana axiomaticky, tj. je to struktura spliujici jisté axiomy.
— Za zékladni (nedefinovatelné) jsou povazovany:

— Konstanta 1.
(alternativné 0 misto 1; pak je i 0 povazovana za prirozené ¢islo; je to otdzka
vkusu a technické vyhodnosti)
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— Unérni operace S. S(z) je interpretovan jako nasledovnik ¢isla x.
(tedy S(1) =2, S(2) =3, 5(3) =4, ...)
— Ptirozen4 ¢isla jsou pak definovéana jako struktura (N;1,S), kde1 e Na S: N —

N, splnujici tzv. Peanovy axiomy.

Nésledujici vycet uvadi nékteré z Peanovych axiomi:

— pokud m # n, pak S(m) # S(n)

— neexistuje n € N tak, ze S(n) =1

(1 neni nasledovnikem zadného pfirozeného ¢isla)
— Pokud K C N je mnozina spliujici

-1lekK
— pro kazdé n € N: pokud n € K, pakn+1 € K,

pak K = N.

Poznamenejme, ze dalsi operace a relace (napft. +, -, <) jsou definované jako odvozené.
Operace + je napi. definovana néasledovneé:

- n+1=5(n)
- n+S(m)=5Sn+m)
Vsimnéme si, ze posledni uvedeny Peanuv axiom

— Pokud K C N je mnozina spliujici

-1leK
— pro kazdé n € N: pokud n € K, pakn+1 € K,

pak K = N.

iikd prave to, co princip indukce (véta 8.7). Skutecné: polozime-li v tom principu K =
{n | V(n) plati}, pak tvrzeni principu je shodné s tvrzenim axiomu.

Tedy:

— Pii tomto pohledu (axiomatickém) na prirozend ¢isla tedy neni tfeba princip
dukazu indukei dokazovat (je to axiom).

— Pro¢ jsme ho tedy dokazovali?

— Protoze s pfirozenymi ¢isly pracujeme intuitivné, jako se strukturou splnujici
znamé vlastnosti.

— Jednou z nich je: Kazdda A C N ma nejmensi prvek (vzhledem k <).
Jinymi slovy: (N, <) je dobfe uspoirdadana.

— Tu jsme pouzili v dukazu principu.
Dilezité jsou v tomto kontextu nasledujici tvrzeni (prvni z nich uz zndme):
— Kazdd A C N mé nejmensi prvek = princip indukce.

— Princip indukce = kazdd A C N ma nejmensi prvek.
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Varianty dikazu matematickou indukci

Indukce nemusi zacinat ¢islem 1. Misto K = {1,2,...} muzeme vlastnost V indukei
dokdzat pro K = {4,5,6,...}, K ={-3,—-2,-1,0,1,...} apod.

Véta 8.11 (zacdtek v k). Necht k € Z, K = {k,k+ 1,k +2,...} a pro kazdé n € K
je dano turzeni V(n). Predpoklddejme, Ze plati

(a) V (k) (indukéni predpoklad),

(b) pro kazdé n € K: zV(n) plyne V(n+ 1) (indukéni krok).

Pak V(n) plati pro kazdé n € K.

Duikaz. Plyne ze zakladniho principu indukce:

Uvazujme tvrzeni W(n) pron =1,2,3,... definované:
W(n)=V(n+ (k—1)).

Pak W (1) je V(k), W(2) je V(k+ 1), atd.

Podminky (a) a (b) vyse jsou pak podminky W (1) a W(n) = W(n + 1) ze zédkladniho
principu.

Dle zékladniho principu tedy plati W (1), W(2), ...

Tedy plati V (1), V(2), ... O
Piiklad 8.12. Zobecnéte vzorec
1+2+--+n= n(T;Jrl)
pro
k+(k+1)++n
Zobecnéni se nejdi{v pokusime odhadnout. V uvedeném vzorci 142+ - -4+n = % =
n-(n+1)

—5— je n pocet scitancti a n + 1 je soucet prvniho a posledniho scitance. Ovéifme

tedy, zda plati
—k+1)- k
F D)4 tn=" +2) (nt k)

Napt. pro k=2an =206 je

-(6+2
k+(k+1)+~--+n—2+3+4+5+6——20_—5(62)’
prok=-2an=1je
4-(-1

Dukaz indukei s pocdtkem v k = —2 vypada takto:
Indukéni predpoklad: Pro n = k vzorec ziejmé plati.

Indukéni krok: predpoklddejme, ze vzorec plati pro n. Pro n+ 1 s vyuzitim vzorce pro
n dostaneme

(n—k+1)-(n+k)

k+--+n+n+1)= 5 +(n+1)
(n—k+1)-(n+k)+2n+2 n®>+nk—nk—k>+n+k+2n+2
2 B 2 '
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Upravou pravé strany vzorce pro soucet k + - -+ +n + (n + 1) vSak dostaneme stejnou
hodnotu:
(n+1)—k+1)-((n+1)+k) (n—k+2)-((n+k+1)

2 B 2
n*+nk+n—nk—k*—k+2n+2k+2 n®+nk—nk—k*+n+k+2n+2

2 2

Véta 8.13 (vice predpokladu, tzv. silny princip indukce). Necht je pro kaidé n € N
ddno tvrzeni V(n). Predpoklddejme, Ze plati

(a) V(1) (indukéni predpoklad),

(b) pro kazdé n € K: zV(1),...,V(n) plyne V(n + 1) (indukénd krok).

Pak V (n) plati pro kazdé n € N.

Diikaz. Snadné ze zékladniho principu indukce:

Uvazujme nové tvrzeni W, které je pro kazdé n € N definovano nasledovné:
W (n) plati, pravé kdyz plati V(1),...,V(n).

Dokézeme-li tedy vyse uvedené body (a) a (b), dokdzeme vlastné, ze plati
(a) W(1),
(b) pro kazdé n € K: z W(n) plyne W(n + 1).

Dle principu indukee tedy plati W (n) pro kazdé n € N. To ale znamenad, ze i V(n) plati
pro kazdé n € N. ]

Silny princip indukce plati pro zacdtek v libovolné hoodnoté k € N (ne nutné k = 1);
zformulujte a dokazte ho sami.

Naopak zirejmé plati, ze zdkladni princip indukce plyne ze silného principu.
Priklad 8.14. Dokazte, ze kazdé n € N mé prvociselny rozklad.

Silnym principem indukce se zacatkem v k = 2.

indukéni predpoklad: V' (2)

Plati, protoze 2 je prvoéislo, tedy 2 = 2! je pozadovany rozklad.

indukéni krok: z V(2), ..., V(n) plyne V(n + 1)

Bud je n + 1 prvoéislo, pak rozklad je n + 1 = (n + 1)1,

nebo n je slozené, tedy n =17-s, kde 2 <r,s <n.

Pak dle V(r) a V(s) existuji rozklady r = pi*---p¥ a s = ¢i"---¢", a tedy
pozadovany rozklad je
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8.3 Definice matematickou indukci

Vrafme se k vyse uvedené definici faktoridlu:

l.pron=1je f(n)=1

2. pron>1ljef(n)=nxf(n—1)

Intuitivné je jasné, ze timto zpusobem je jednoznacné definovana jista funkce (té pak
fikdme faktoridl). Z ¢eho ale plyne ze funkce spliujici podminky 1 a 2 z uvedené definice
existuje a je urcena jednoznacné?

Zékladem je nésledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu.

Véta 8.15. Necht je ddna mnoZina V, prvek a € V a funkce G : NxV — V. Pak
existuje pravé jedna funkce
F:N=>V,

pro kterou plati
- F(1) = a,
— pro kazdé n € N: F(n+1) = G(n, F(n)).
Priklad 8.16. Pro definici faktoridlu f(n) vyse je:
F=f V=N a=1 G(mn)=(m+1)-n.

Piiklad 8.17. Uvazujme predpis:

1. pron=0je f(n)=1

2. pron>0jef(n+1)=—f(n)
Dle véty (resp. jeji modifikace pro Np) je jim jednozna¢né uréena funkce f : Ng — Z.
(V=27Z,a=1,G(m,n) =—F(n))
Snadno se vidi, ze f(n) = (—1)".

Piiklad 8.18 (zobecnéna definice indukei, dle modifikace uvedené véty). Uvazujme
ptedpis:

L f(1) =3, f(2) =5,
2. f(n+1)=2f(n)— f(n—1).

Dle véty (resp. jeji modifikace pro vice predpokladu) je jim jednoznacéné urcena funkce
fN—Z.

Snadno se dokéze, ze f(n) = 2n + 1.
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8.4 Strukturalni indukce

Strukturalni indukce je zobecnénim matematické indukce. Misto mnoziny N, se kte-
rou pracuje matematicka indukce, pracuje strukturdlni indukce s mnozinou T jistych
objektu. Zakladni myslenky strukturalni indukce jsou néasledujici:

— T je zpravidla mnozina fetézcu utvorenych podle induktivnich pravidel. Naptiklad
formule:

— (bazické/atmoické) p € T pro kazdy vyrokovy symbol p;

— (slozené) pokud ¢, € T, pak ~p € T, (pAY) € T, (eV¥) € T, (¢ = ) € T
a(pey)el.

— Diikaz strukturdlni indukef: Ze tvrzeni V plati pro véechny prvky t € T se dokéze
takto (uvedeme to na vyse uvedeném piikladu formuli):

— indukéni predpoklad: V' plati pro vsechny atomické (bazické) t € T

— indukéni krok: pokud V plati pro ¢ a v, pak V plati i pro =g, (¢ A ),
(P V), (¢ =) a(p < 1)

Piiklad 8.19. Dokazte strukturalni indukci, ze v kazdé formuli vyrokové logiky je
pocet levych i pravych zavorek stejny.

Oznacme [(¢p) a r(p) pocty levych a pravych zévorek ve .
indukéni predpoklad: I(p) = 0 = r(p) zfejmé plati.
indukéni krok: (uvedeme jen pro napf. pro A):

pokud I(p) = r(p) a l(¢p) = r(¥)

pak zfejmeé

e Ay) =1+1Up) + 1) =1+r(p) +7r@) =r((pAY)).

Definice strukturalni indukci

Definice strukturdlni indukei je zobecnénim definice matematickou indukeci. Chceme
definovat néjaky objekt pro kazdy prvek z mnoziny 7T'. To udélame nasledovné:

— definujeme pro bazické prvky T,
— definujeme pro slozené prvky T

Piiklad 8.20. Strukturalni indukci budeme definovat pocet #¢ vyskytu vyrokovych
proménnych ve formuli ¢. Tedy chceme, aby napi. #(p A (—p V q)) = 3.

Definice strukturalni indukei vypada néasledovné:

7#p:17

o #(_'90) = #807
#(o ANY) = H#o + #Y,

V prvnim bodé jsme tedy definovali #¢ pro bazické prvky (tedy pro vyrokové symboly
p); ve druhém bodé pak pro slozené prvky z T (tedy pro slozené formule, tj. pro -,

w A, atd.).
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Nasledujici vycet uvadi dalsi mnoziny T struktur, pro které lze pouzit strukturalni
indukci:

— aritmetické vyrazy nad X = {xz,y,...} a funkénimi symboly + a -

— pokud t € X, pak t € T' (atomicky),
— pokud ty,t € T, pak (t1 +t2) € T a (t1 - t2) € T (slozeny)

— rekurzivné definované seznamy,

rekurzivné definované stromy,

— prirozend ¢isla jsou specidlnim pfipadem:

— 1 €T (prvni ¢islo),
— pokud t € T, pak S(t) € T (nédsledovnik)

Shrnuti

Indukce patii k dulezitym zpusobum definice a a dokazovani vlastnosti ruznych re-
kurzivnich struktur. Tyto struktury maji rekurzivni charakter. Zobecnénim klasické
matematické indukce je strukturalni indukce.

Pojmy k zapamatovani

e matematickd indukce
e definice indukei
e strukturalni indukce

Kontrolni otazky

1. Jaké zndte varianty zdkladniho principu indukce?
2. Jak lze princip dukazu matematickou indukci dokdzat? Co jsou Peanovy axiomy?

Cviceni
1. Dokazte indukci, ze soucet prvnich n lichych é&isel je n?, tj.
14345+ +(2n—1)=n?
2. Dokazte indukef, ze Y p_, k3 = [%]2
3. Dokazte indukei, Ze pro n € N je 2712 4 32n+1 dalitelné 7.
4. Dokazte, ze pron € Nje (14 )" > 14 2.

U'koly k textu

1. ukol k textu 1

Reseni

—_

. Jednoduché, standardné pouzitim jednoduchych tuprav.
. Jednoduché, standardné pouzitim jednoduchych tprav.
. Jednoduché, standardné pouzitim jednoduchych tprav.

=~ W N

. Jednoduché, standardné pouzitim jednoduchych tuprav.
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