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0 O algoritmech
@ Intuitivné o algoritmech a jejich vlastnostech



Intuitivni vymezeni pojmu algoritmus

Algoritmus je pfesny navod nebo postup, kterym Ize vyresit
dany typ ulohy. Algoritmus obsahuje

1) hodnoty vstupnich dat

2) predpis pro feSeni

3) pozadovany vysledek, tj. vystupni data.

Pro zpfesnéni pojmu algoritmus dodejme: je to predpis
(kone¢ny proces), ktery se sklada z usporadané sady
jednoznacnych a proveditelnych kroku a ktery zabezpeci, ze na
zakladé vstupnich dat jsou poskytnuta pozadovana data
vystupni.



Poznamky k vymezeni pojmu algoritmus

Poznamka. Slovo ,algoritmus*” pochazi ze jména vyznamného
perského matematika al-Chorézmiho (z 9. stoleti naSeho
letopoctu).

Poznamka. Algoritmus byva nahlizen také jako kone¢na
posloupnost instrukci pro vyfeSeni néjakého problému, které
Ize vykonavat mechanicky (jeho vykonavani tedy neni
podminéno porozumeénim tomu, pro€ a jak algoritmus funguje).

Poznamka. V analogii Ize algoritmus pfirovnat k ,mlynku na
data“. Nasypeme-li do néj spravna data a zameleme, obdrzime
pozadovany vysledek. Pfitom kvalita ,mlynku“ mize byt rGzna
(o tzv. Casové a pamét'ové narocnosti, viz dale).



Vybrané priklady algoritma

@ Erathostenovo sito (algoritmus na hledani prvnich n
prvocCisel)

@ Eukleidav algoritmus (na hledani NSD dvou pfirozenych
Cisel a jeho rozSifena verze, hledajici navic Bézoutovy
celoCiselné koeficienty)

algoritmus na déleni mnohoclent

algoritmus na vyfeSeni kvadratické rovnice na mnoziné R
algoritmus binarniho vyhledavani

Dijkstriv algoritmus (na hledani nejkratSich cest v grafu)
Kruskallv algoritmus (pro hledani minimalni kostry grafu)

algoritmy pro setfidéni posloupnosti Cisel (quicksort,
mergesort, ...)

@ algoritmy na kompresi dat (LZ77, LZ78, LZW, Huffmanovo
kédovani, JPEG, MP3, .. .)

@ Sifrovaci algoritmy (AES, DES, RSA, ...)




Typické vlastnosti algoritmu

Zakladni vlastnosti algoritmu

@ konecnost (finitnost)
kazdy algoritmus by mél skoncit po kone¢ném poctu kroku
(v praxi je pochopitelné chténo, aby pozadovany vysledek
byl poskytnut v ,rozumném* Case, ne za milion let)

@ jednoznacnost (determinovanost)
kazdy krok algoritmu by mél byt jednoznacné a presné
definovan (v kazdé situaci by mélo byt jasné, co a jak se
ma provést, jak ma provadéni algoritmu pokracovat)

@ obecnost (hromadnost)
algoritmus feSsi celou tfidu obdobnych problému (naptiklad
jak obecné vypocitat soucin dvou celych Cisel) a nefesi jen
jeden konkrétni problém (jak vypocitat kolik je 2-6).



K dal§im typickym vlastnostem algoritmu patfi:

@ rezultativnost — algoritmus po zadani vstupnich dat vraci
néjaky vystup (napfiklad chybové hlaseni, nebo treba
provede zménu parametrt v néjakém systému).
(Algoritmus, ktery by nevydal zadny vysledek by byl v praxi
k nicemu.)

@ korektnost — je pozadovana a chténa spravnost
algoritmem vydaného vysledku

@ opakovatelnost — pro stejné vstupni udaje by mél
algoritmus vracet stejné vysledky. (Pfi opakovaném reSeni
stejné kvadratické rovnice otekavame totozné vystupy).'

TExistuji vyjimky: naptiklad v pfipadé generovani pseudonahodnych &isel
by vraceni jediného &isla nebylo Zadouci.



Poznamka: nékteré druhy algoritmu 1/2

@ rekurzivni algoritmy — vyuzivaji (volaji) sami sebe (pozdéji
bude podrobnéji)

@ hladové algoritmy — k feSeni se propracovavaji po
jednotlivych rozhodnutich, ktera jsou nevratna; napriklad
Kruskallv algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu

@ algoritmy typu rozdél a panuj — déli problém na mensi
podproblémy az po trivialni podproblémy (které Ize vyresit
ptimo), dilCi feSeni pak vhodnym zpusobem slouci. (Jedna
se o typicky pfipad aplikace metody navrhu shora dold.)

@ pravdépodobnostni algoritmy — provadeéji néktera
rozhodnuti nahodné &i pseudonahodné

@ paralelni algoritmy — podstata tkvi v rozdéleni dlohy mezi
vice pocitacl (respektive pro viceprocesorovy pocitac).



Poznamka: nékteré druhy algoritmu 2/2

@ genetické algoritmy — pracuji na zakladé napodobovani
evolucnich procesl, postupnym ,péstovanim* nejlepsich
feSeni pomoci mutaci a kfizeni

vvvvvv

vyuzivaji vysledky jiz vyfeSenych jednodussSich
podproblém0

@ heuristické algoritmy — nekladou si za cil nalézt nejlepsi
mozné feseni; staci jim nalézt dostate¢né vhodné
priblizeni. PouZzivaji se v situacich, kdy dostupné zdroje
(nejCastéji cas) nepostacuji na vyuziti exaktnich algoritmu
(nebo pokud nejsou zadné presné algoritmy vibec znamy).

Poznamka: Jeden algoritmus muze patfit zaroven do vice
skupin; naptiklad quicksort mize byt rekurzivni algoritmus typu
rozdél a panu;.



Poznamka k reprezentaci algoritmu

Aby mohl byt algoritmus vhodné reprezentovan, je tfeba
stanovit aroven podrobnosti jeho popisu (zejména s ohledem
na to, komu je popisovan). Laik potfebuje vyrazné podrobnéjsi
popis nez odbornik.

V praxi je (v poéitatové komunité) pod pojmem program?
obvykle oznacovana formalni reprezentace algoritmu, ktera je
uréena k tomu, aby ji realizoval pocitac.

Reprezentace algoritm( vyzaduje néjakou formu jazyka.
Zakladnimi ,stavebnimi kameny* jsou tzv. primitiva3. Souhrn
presné definovanych primitiv a pravidla umoznujici tvofeni
vyvoje programu, jeho zakdédovani do kompatibilni podoby a
vlozeni do stroje se nazyva programovani.

2 Aktivita provadéni programu byva oznaéovana jako proces.
3Kazdé primitivum mé vlastni syntaxi (symbolickou reprezentaci) a
sémantiku (zamySleny vyznam).



Poznamka k presné definici algoritmu

Definovat pojem algoritmus presné je nemozné.* To si dobfe
uvedomovali prikopnici moderni informatiky (zejména Alonzo
Church a Alan Turing). Turing proto definoval matematické
modely jednoduchého univerzalniho pocitaCe (tzv. Turingovy
stroje).

Churchova—Turingova teze

Kazdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym
strojem.

Churchova—Turingova teze neni véta, kterou by bylo mozno
dokazat v matematickém smyslu. Neni totiz formalné
definovano, co je to algoritmus. Jelikoz je ale vypocet na
Turingové stroji pfesné definovan, informatici jej vSeobecné
povazuji za definici pojmu algoritmus.

4Stejné tak nelze pfesné vymezit treba pojem sttll, viz pfednaska.



Algoritmicky neresitelné problémy

S presné definovanym pojmem algoritmus (zavedenym pres
Turingovy stroje) se mizeme ptat, co vSe Ize algoritmicky fesit.
Velmi prekvapivé (koncem tficatych let 20. stoleti) objevil
Church a nezavisle na ném i Turing, Ze existuji jednoduché,
presné formulované vypocetni problémy, které nejsou
Turingovymi stroji fesitelné, tedy nejsou na pocitaci reSitelné
Zadnym algoritmem.®

5Algoritmicky nefesitelnych problému existuje nespo&etné mnoho,
ptritemz algoritmicky feSitelnych je ,jen“ spo¢etné mnoho.



Dva vyznamné algoritmicky nefeSitelné (nerozhodnutelné)

problémy

@ Problém zastaveni (Halting problem.?)
Lze sestrojit algoritmus, ktery by o kazdém algoritmu umél
rozhodnout, zda jeho Cinnost skon&i po kone¢ném poctu
krokU ¢i nikoliv?

@ Problém rozhodnuti (Entscheidungsproblem®).
Existuje algoritmus, ktery by umél rozhodnout, zda je dané
matematické tvrzeni v daném formalnim jazyce pravdivé
nebo nepravdivé?

4Turing v roce 1936 dokazal, Ze neexistuje obecny algoritmus, ktery by
fesil problém zastaveni pro vSechny vstupy v§ech programu.

bEntscheidungsproblem je tloha, kterou poprvé predloZil némecky
matematik David Hilbert roku 1928.




0 O algoritmech

@ Krekurzi



Rekurze® znamena sebeopakovani. Velmi ¢asto se pouziva
v matematice a informatice.

V programovani rekurze predstavuje opakované vnorené volani
stejné funkce (podprogramu); hovofime o tzv. rekurzivni funkci.
Kazda rekurzivni funkce musi obsahovat ukoncujici podminku,
ktera urCi, kdy se ma rekurze zastavit. Po kazdém kroku volani
sebe sama musi dojit ke zjednodu$eni problému. Pokud
nenastane koncova situace, provede se rekurzivni krok.

67ajimavou oblasti pouZiti rekurze jsou fraktaly — sob&podobné Gtvary,
které maji na prvni pohled velmi slozity tvar, pfestoZe jsou generovany
opakovanym pouzitim jednoduchych pravidel.



O rekurzi jinymi slovy (1/2)

P¥i popisu algoritmickych struktur se Casto pouzivaji tzv.
iterativni struktury, v nichz se sada instrukci opakuje formou
cyklu. Tzv. rekurzivni struktury predstavuji vyznamnou
alternativu paradigmatu cykld pfi implementaci opakovanych
aktivit. Zatimco cyklus opakuje sadu instrukci tak, Ze nejdrive
sadu dokonci a poté ji znovu provede, pfi rekurzi se sada
instrukci opakuje jako podfizend Uloha stejné sady.

Poznamka. Lze dokdazat, ze iterativni a rekurzivni struktury
jsou z hlediska vypocetni sily ekvivalentni. Totiz, kazdy
algoritmus vyuzivajici rekurzi Ize pfepsat do nerekurzivniho
tvaru pfi pouziti zasobniku. A také naopak, kazdy algoritmus
pouzivajici struktury cyklu Ize ekvivalentné prepsat do
rekurzivni podoby.



O rekurzi jinymi slovy (2/2)

Pfi provadéni rekurzivni procedury, dochazi k tzv. aktivaci této
procedury. Tyto vnofené aktivace vznikaji dynamicky a pfi
postupu algoritmu nakonec opét mizi. V libovolném okamziku
muze existovat vice aktivaci, pouze jedna z nich vSak aktivné
postupuje. Ostatni aktivace Cekaji na ukonceni jiné aktivace,
aby mohly pokraCovat.

Analogicky jako u fizeni cyklU zavisi rekurzivni systémy na
testovani koncové podminky a jejich navrh musi zajistit, Zze tato
podminka bude dosazena. Rekurzivni procedura je obecné
navrzena tak, aby pred pozadavkem dal$i aktivace testovala
koncovou podminku (zakladni pfipad). Pokud koncova
podminka neni spinéna, rutina vytvofi dalsi aktivaci procedury
a zada ji ukol vyfeSeni upraveného problému, ktery je koncové
podmince blize nez ukol, ktery dostala aktualni aktivace.
Jestlize je vSak aktivace splnéna, procedura zvoli postup, ktery
aktualni aktivaci ukon¢i bez vzniku dalSich aktivaci.



Mozné déleni rekurze

RozliSujeme dva zakladni typy déleni rekurze:

l. typ
@ prima rekurze — nastavéa pokud podprogram vola pfimo
sam sebe
© neprima rekurze — je situace, kdy vzajemné volani
podprogramu vytvari ,kruh“; napfiklad v pfikazové Casti
funkce A je volana funkce B, ve funkci B je volana funkce
C, atavola funkci A

Il. typ

@ linearni rekurze — nastava pokud podprogram pfi
vykonavani svého ukolu vola sama sebe pouze jednou —
vytvari se takto linearni struktura postupné volanych
podprogramul

© stromova rekurze — nastava pokud se funkce nebo
procedura v ramci jednoho vykonavani svého ukolu vyvola
vicekrat (vzniklou strukturu je v tomto pfipadé mozné
znazornit jako strom).



Poznamka k rekurzi (prevzato z cs.wikipedia.org/wiki/Rekurze)

Humor o rekurzi

Nékteré definice rekurze v sobé zahrnuji prvky humoru a
parodie na vykladové slovniky:

Cyklus nekonecny
viz Nekonec¢ny cyklus

Nekonecny cyklus
viz Cyklus nekonecny

Tento Zertik v sobé nese i pouCeni o nespravném uzivani
rekurze: je vidét, Zze zde chybi ukoncCujici podminka.



Priklady

Priklad

NejcastejSim prikladem rekurzivniho postupu je vypocet
faktoridlu N!, ktery Ize pro N € Nq spocitat dle vztahu
N!'=N-(N—-1)!, pficemz 0! = 1.

faktorial(N):
pokud N <=0, potom vysledek =1,
jinak vysledek = Nx faktorial (N — 1)

Ukazkou vhodného pouziti rekurze je prichod stromem. Také
tfeba rekurzivni verze Eukleidova algoritmu nebo tfidiciho
algoritmu quicksort.



Poznamka: Nerekurzivni feSeni dané tlohy muze byt
efektivnéjsi, vétSinou v8ak ztraci na prehlednosti. Vhodnou
metodou je iterace:

Priklad
faktorial(N):
pokud N < 0, potom konec,
jinak
vysledek =1,
pro i od 1 do N proved
vysledek = vysledek x/,

konec

Poznamka: Pro programatora je rekurze velmi uziteCny nastroj,
je to vSak také nastroj nebezpecény a pii jeho pouziti je treba
velka obezretnost. Mechanické pouziti rekurze vede totiz
pomérné Casto k algoritmim s exponencialni ¢asovou
slozitosti, které jsou velice pomalé a prakticky pouzitelné jen
pro malé vstupy.



Fibonacciho posloupnost je dobrou ukazkou, jak Ize fesit
rekurzivni Ulohu rdznymi a rizné efektivnimi zplasoby.

Priklad

UrCete N-té Fibonacciho Cislo pro dané pfirozené Cislo N, je-li
Fib(1) =0, Fib(2) =1 a Fib(N +2) =Fib(N + 1)+Fib(N) pro
N>1.

Nekonecna posloupnost Fibonacciho Cisel tedy zacina Cisly

0 11 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 ...
Toto feSeni méa v8ak exponencialni ¢asovou slozitost a provadi
se v ném velké mnozstvi zbyte¢nych vypoctl.

Rozsiteni rekurzivniho algoritmu jen o jedno pomocné pole F
prispéje k zasadnimu zrychleni vypoctu. Do tohoto pole jsou
postupné ukladana v§echna jiz jednou vypocitana Fibonacciho
Cisla. Pfed kazdym rekurzivnim volanim je zkontrolovano, zda
by takové volani nebylo zbytecné (jestli uz hledana hodnota
neni v poli F). Takto jednodus$e modifikovany algoritmus ma
razem linearni ¢asovou slozitost.




Poznamka: Priklad urceni N-tého Fibonacciho Cisla Ize feSit
také bez vyuziti rekurze a bez pomocného pole. Postupuje se
pres dvé proménné, ve kterych jsou uchovavany posledni dvé
hodnoty Fibonacciho posloupnosti. (Pamétova slozitost je

v tomto pripadé konstantni.)
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@ Konecné automaty



Konec¢ny automat

Koneény automat je teoreticky vypocetni model primitivniho
pocitace pouzivany v informatice pro studium vycislitelnosti a
obecné formalnich jazykd. Kone¢né automaty se pouzivaji pro
zpracovani regularnich vyrazu, napriklad jako soucast
lexikalniho analyzatoru v prekladacich a uplatnuji se tfeba také
pfi navrhu sekvencnich logickych obvodu.



Konec¢ny automat

Konecény automat Ize chapat jako abstraktni model urcitého
specifického typu vypoCtu. Vypocet probiha diskrétnim
zpusobem se symboly. Kone¢ny automat sestava z nékolika
prechodu a z kone¢né (odtud nazev) mnoziny stavd, pricemz
v danou chvili se automat nachazi pravé v jediném ze svych
stavl (v tzv. aktualnim stavu). Jeden z jeho stav je tzv.
pocatecni (vychozi) a urcitda podmnozina vSech jeho stavl
vymezuje tzv. koncovou mnozinu stavd. Na vstupu automat
obdrzi tzv. vstupni slovo, které se sklada ze symbolu, a které
automat zleva doprava postupné ¢te. Pravé na zakladé
symbolU, které Cte ze vstupu a na zakladé tzv. prechodové
funkce’ miZze mezi svymi stavy prechazet. Pokud po predteni
celého slova skonci v jednom z koncovych stavu, dané slovo
pfijima (v opacném pripadé jej zamita).

"PFechodové funkce definuje vy$e zminéné prechody — pfifazuje danému
(aktualnimu) stavu a symbolu na vstupu stav nasledujici.



Drive nez definujeme potfebné pojmy, vyfeSime dva nasledujici
priklady.

Necht T = {a,b,c}. Sestavte koneCny automat, ktery rozpozna
slova, ktera obsahuji podretézec abc.

Reseni: na prednasce.

Necht T = {0,1}. Sestavte koneCny automat, ktery pfijima
regularni jazyk fetézcu, které vyjadfuji binarni Cislo délitelné
tremi (beze zbytku).

Reseni: na prednasce.




Definice

Abeceda T je libovolna neprazdna konecna mnozina symbold.
Retézec (slovo) o je libovolna kone&na posloupnost symbold
abecedy T. Neprazdny fetézec (slovo) o = (a4, ap, ..., 0n)
budeme stru¢né zapisovat ve tvaru o = a1 o2 . . . oty Prazdny
retézec (prazdné slovo) budeme znacit €. Pocet symboll

v fetézci (ve slové) je jeho délkou a oznacuije se |a|. V souladu
s tim |e| = 0. Retézec (slovo) a je podretézec (podslovo)
fetézce (slova) B, jestlize je ,souvislou® podcasti 3.
Zietézenim fetézcu (slov) a = ajap...0x a B =B1Po... B
rozumime fetézec (slovo) aff = ajas...o0xB1Po... B V souladu
s tim ae = a = €a. Pro n € N symbol a" oznacuje n-nasobné
zietézeni a;pron=0je " =¢.

Definice

Pozitivni uzavér T abecedy T je mnozina vSech
neprazdnych fetézct (slov) symbold mnoziny T. Uzaver T* je
mnozina T+ U{e}. Libovolnd podmnozina uzavéru T* je
(formalni) jazyk L nad (abecedou) T. Tedy L C T*.




Priklad

Pro T={0,1,2},a=101122a B =112je |a| =6 a |B| =3.
Dale af = 101122112, B2 =112112112 a a® = €. Pfitom
laB|=6+3=9a|a’B3| =0+9=9. Zfejmé B je podietézcem
(podslovem) a, ale ne naopak.

Priklad
@ Pro T ={a} jeuzaver T* ={a}* ={a"; n€ Np}.
@ Pro T ={a, b} je pozitivni uzavér T* = {a,b} ™ mnozina
vSech konecnych neprazdnych fetézcu (slov) sestavajicich
vyhradné ze symbolt a nebo b, naptiklad: a, bab, a°, ba°.

| A

| \

Priklad
@ Konec¢nym (formalnim) jazykem L nad T = {a, b} je tfeba
mnozina L = {¢,a,b,aa,ab,bb} C T*.
@ Pro T={a,b,c} je L={a"b"c"; ne Npg} C T* (formalnim)
jazykem nad abecedou T.
@ Z je (formdlni) jazyk nad T ={-,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

N,




Deterministicky kone¢ny automat (DKA)

Deterministicky kone¢ny automat? je pétice
o =(T,Q,8,q,F), kde
@ T je koneCna neprazdna mnozina vstupnich symboll
(abeceda)
@ Q je koneCna mnozina stavu

@ J je tzv. prechodova funkce, 6 : Q x T — Q, popisujici
pravidla pfechodd mezi stavy

@ (o je pocatecni stav, o € Q
@ F je mnozina koncovych stavul, F C Q.

4Existuji i tzv. nedeterministické konecné automaty s prechodovou

funkei 6 : Q x T — 29. Lze o nich dokazat, e maji stejnou vypodetni silu jako

deterministické kone¢né automaty.

v




Popis ¢innosti DKA

Popis ¢innosti deterministického kone¢ného automatu:

Na pocatku se automat nachazi v po¢ateénim stavu qg a
na vstupu ma néjaké slovo w € T*.

Dokud neni |w| =0, tak se v kazdém kroku odebere
nejlevejSi symbol x ze vstupniho slova w a z aktualniho
stavu q prejde automat (podle prechodové funkce) do
stavu 6(q, x).

Skon¢i-li automat po precteni (zpracovani) celého
vstupniho slova w v koncovém stavu, pak dany vstup
prijima (rozpoznava). V pripade, ze automat precte celé
vstupni slovo w a nenachazi se v koncovém stavu, dané
slovo nepfijima (zamita). Automat také slovo w nepfijima,
kdyz pro aktualni stav g a odebrany symbol x neexistuje
funkéni hodnota 6(q, x), tedy, pokud neni mozny dalsi
prechod.



Poznamka. KonecCny automat Ize velmi ndzorné reprezentovat
(mirné modifikovanym) orientovanym grafem — stavy jsou
vrcholy, pfechody jsou vyznaceny hranami ohodnocenymi
vstupnimi symboly a koncové stavy jsou vyznaceny dvojitym
krouzkem.

Priklad

Necht T ={0,1} je abeceda. Graficky znazornéte DKA
prijimajici vSechna slova, ktera obsahuiji lichy pocet jednicek a
libovolny pocet nul.

Reseni. Pro vyfedeni tlohy nam staéi uvazovat automat se
dvéma rliznymi stavy: s po¢atecnim stavem g a s jedinym
koncovym stavem q;. Pfrechodova funkce 6 je definovana
takto: 6(qo,0) = qo, 6(qo, 1) = g1, 6(91,0) = g1, 6(q1,1) = Qo.
Grafické znazornéni na prednasce.
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Priklad

Necht mnozina T = {a,b,c,d} je abeceda. Sestavte

deterministicky kone¢ny automat, ktery pfijme vSechna slova,

ktera obsahuji podietézec dbca nebo podretézec dbcd.

Reseni. Pro vyfedeni tlohy nam stagi automat s péti stavy:

o, G1, G2, Q3. Ga, kde qo je poCatecni stav a gy je (jediny)
koncovy stav. Pfechodova funkce 6 je pak dana nasledovné:
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Mnozinu vSech fetézcl (slov) w € T* pfijimanych DKA
nazveme jazykem L(A) rozpoznavanym timto automatem.

Pro abecedu T = {a, b} vytvoite DKA,
(a) ktery pfijima pouze dva fetézce: a, ba, tedy L(A) = {a, ba}.
(b) jehoz L(A)={a"; ne No}U{(ba)"; n€ N}.

Reseni. Jednoduché.

Poznamka.

Mnozina vSech fetézcu (slov), které dany DKA pfijme, tvofi tzv.
regularni jazyk.




@ O algoritmech

@ Slozitost algoritmu



Jiz vime, Ze existuji algoritmicky nefesitelné (nerozhodnutelné)
problémy, pro které nema smysl zkouSet algoritmy konstruovat.
Ptikladem je dfive zminény problém zastaveni (halting
problem). Jedna se o sestrojeni algoritmu, ktery by o kazdém
algoritmu umeél rozhodnout, zda jeho €innost skon¢i po
koneCném poctu krokl ¢i nikoliv.

Redukci z problému zastaveni se da ukazat nerozhodnutelnost
celé rady problém, které se tykaji ovérovani chovani
programu:

@ Vyda dany program pro néjaky vstup odpovéd ,Ano“?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

Dale se budeme zabyvat algoritmicky resitelnymi problémy,
jejich casovymi a pametovymi naroky. Bude nas tedy zajimat
efektivita algoritmu z hlediska rychlosti vypoctu a velikosti
potfebné (operacni) paméti.



Slozitost algoritmu

Slozitost kazdého algoritmu miZze byt studovana bud

z hlediska pameét ové narocnosti nebo z hlediska ¢asové
naroc¢nosti. Pamétovou naro¢nosti rozumime pozadavek na
velikost paméti pocitace, jez je zapotiebi k provedeni vypoctu.
Podobné ¢asovou narocnosti rozumime ¢as potfebny pro
vypocet. Tento Cas se obvykle neméfi v ¢asovych jednotkach,
ale po&tem provedenych elementarnich krokd algoritmu.8

Poznamka. Dale se budeme vénovat pouze ¢asové sloZitosti®,
nebot k pamétové slozitosti se pfistupuje analogicky.

8Jak vite, pfi studiu algoritmdl se rozliSuje éasova slozitost v nejhorsim
pfipadé a ¢asova slozZitost v primérném pripadé.

9Slozitost je funkce zavisla na velikosti vstupnich dat algoritmu. U funkecf
popisujicich ¢asovou slozitost budeme uvaZzovat pouze jejich Fadovou
velikost, tedy napfiklad slozitosti liSici se konstantnim nasobkem budeme
povazovat za stejné.



Notace ,,velké O

Definice — fadové porovnavani funkci

Necht f, g jsou dvé funkce, které pfifazuji pfirozenym &islim
realnd Cisla. Pak fekneme, Ze funkce f roste Fadoveé nejvyse
jako funkce g (f je tfidy O(g)), piSeme f(n) € O(g(n)), prave
kdyz existuji Cisla K > 0 a ng € N takova, ze pro kazdé
prirozené Cislo n > ng plati f(n) < K- g(n).

Rekneme, Ze algoritmus ma polynomialni (polynomickou)
casovou slozitost, prave kdyz existuje polynom p takovy, ze
f(n) < p(n) pro v8echna n € N.

Polynomiélni jsou tedy vSechny algoritmy, jejichz funkci Casové
slozitosti mGzeme shora omezit polynomem

axn* + a1 1+ ...+ an?+ajn+ ap, kde
ax,ak_1,---,a2,81,89 € Ng a také k € Np.



Priklad

Ovérte, ze plati

(a) log,ne O(n)

(b) 5m +3n?+7 € O(nd).

Reseni.

(a) Podle definice je log, n € O(n), pokud existuje konstanta
K >0 a ny € N tak, Ze log, n < Kn pro kazdé n€ N, n > ny.
V tomto pripadeé staci zvolit tteba K =100 a ng = 1.

(b) Podobné, 5n +3n° 47 € O(n®), pokud existuje kladna
konstanta K a pfirozené &islo ny tak, ze 5n® +3n? +7 < Kn®
pro kazdé ne N, n > ny. Z nerovnice

K25+§+13,
n n

vidime, Ze staci naptiklad polozit K =6 a ng = 4.




3n® —n?+2ne€ O(n®), nebot 3n® —n? +2n< Kn® <
m(K—-3)+m—-2n>0,cozpro K=4davam +n*—2n>0 <
n(n+2)(n—1) >0, coz plati Vn> ny = 1.

Priklad*
Zjistéte, zda n? € O(nIn? n).

Reseni. Poznamenejme, Ze asymptotickou notaci Ize definovat
i pres vypocet limity a to nasledovné:

() .
f(n) € O(g(n)) <— nlmmm € (0; 40).
Plati:
A T~

odkud n? ¢ O(nin® n).




Nékteré typickeé priklady casoveé slozitosti (od nejrychlejsi
po nejpomalejsi):
@ O(1) — konstantni (indexovani prvkud v poli)
@ O(logN) — logaritmicka (vyhledani prvku v sefazeném
poli metodou puleni intervalu)
@ O(N) — linearni (vyhledani prvku v nesefazeném poli
sekvencnim vyhledavanim)
@ O(NlogN) - linearnélogaritmicka (sefazeni pole N ¢&isel
dle velikosti; tfidéni slévanim, tfidéni haldou)
@ O(N?) — kvadraticka (tfidéni N &isel dle velikosti; tfidéni
primym vybérem, bublinkové tfidéni)
° ...
@ O(2M) — exponencialni (Fibonacciho posloupnost FeSena
pomoci stromové rekurze)

@ O(N!) — faktorialova (feSeni problému obchodniho
cestujiciho hrubou silou).




Necht f,g: N — R jsou funkce. Pak piSeme

@ f(n)e O(g(n)) < 3K >0,3ng €N, Vn>ng: f(n) < K-g(n)
a fikame, ze funkce f roste radové nejvyse jako funkce g.

@ f(n)eQ(g(n)) < 3Ik>0,3ng €N, Vn>ny:f(n)>k-g(n)
a fikame, Ze funkce f roste fadové aspon jako funkce g.

o f(n) € ©(g(n)) < f(n) € O(g(n)) a f(n) € 2(g(n))
a fikame, ze funkce f roste radové stejné jako funkce g;
nebo, Ze funkce f a g jsou fadovée ekvivalentni (neboli
asymptoticky ekvivalentni).




Priklad
Dokazte, 2e -1 € ©(n).
Reseni. P
k-n< 1 <K-n
n+1
k-n<n—-1<K-n
k<i-1<k
n
Je to spInéno napfiklad pro k= %, K =1 aproVn>ny = 2.

Dokazte, ze 3n? € ©(n?), pficemz 3n? ¢ ©(n) a 3n? ¢ ©(n®).
Reseni. Jednoduché.




UvaZme pocitac, u néjz provedeni jedné instrukce trva jednu

nanosekundu. Nasledujici tabulka ukazuje délky trvani

vypoctu, spustime-li na takovém pocitaci algoritmus o fadové
slozitosti f(n) se vstupnimi daty velikosti n.

f(n) | n=20 n=40| n=60 | n=80 | n=100 | n=1000
n 20ns 40ns 60ns 80ns 0,1us 1us
nlogn 86ns 0,2us | 0,35us | 0,5us 0,7us 10us
" | 0,4us 1,6us | 3,6us | 6,4us 10us 1ms
n* | 0,16ms | 2,56ms | 13ms | 41ms 0,1s | 16,8min
2" 1ms | 16,8min | 36,6/et
n! 77let




Predchozi tabulka potvrzuje opravnénost predstavy:
prakticky pouzitelny algoritmus je algoritmus s nejvySe
polynomickou ¢asovou sloZitosti.'°

Predchozi pfedstavu ramcové potvrzuje i dalsi tabulka, ktera
popisuje, jak se zvétsi rozsah zpracovatelnych uloh v pfipadé
zvétSeni vypocetni rychlosti pouzitého pocitace 100x a 1000x,
jestlize puvodné bylo mozno v daném ¢asovém limitu zpracovat
vstupni data o velikosti n = 100.

10Nelze to véak brat jako dogma. Viz nasleduijici dva piiklady:
@ f(n)=2100.p,
@ fr(n)=2""" (=210 pro n=1010%).



zrych. vyp. 100x

zrych. vyp. 1000x

f(n) | zrych. vyp. 1x
n 100
nlogn 100
n? 100

n* 100

2" 100

n! 100

10000
5362
1000

316
106
100

100000
43150
3162
562
109

101

Z tabulek je vidét, Ze uz pro algoritmy s exponencialni ¢asovou
slozitosti je typicka existence mezni velikosti vstupnich dat, nad
niz je uloha prakticky nefeSitelna i pfi zvySeni rychlosti pocitace

0 nékolik radu.
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