ALS1 — Prednaska 6

Rozklad na singularni hodnoty (SVD; Singular values decomposition)

1 Rozklad

Tato ¢ast rozebira vlastnosti SVD; predevsim to, Ze SVD rozklad existuje pro kazdou matici (véta 1).
Budeme potiebovat nasledujici tvrzeni:

Proposition 1. Pro matici Q1 € R™** s ortonormdlnimi sloupci existuje matice Qo € R™ (™=K tak ze Q = (Q1 Qo) je
ortogondlni matice.

Tvrzeni 1 ik, Ze ortonormalni baze podprostoru prostoru R™ muze byt rozsifena na ortonormalni bazi celého prostoru.
Toto tvrzeni je znamy vysledek z linearni algebry.

Doplnéni 1 2-norma matice:
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Theorem 1. Jakdkoli m X n matice A s m > n miZe byt rozloZena na
A=U <§ ) VT, (1)

kde U € R™*™ ¢ V € R™™™ jsou ortogondini a X € R™*" je diagondind

4], = ma

Y = diag(o1,02,...,04),
o12>022>-->0,2>0.

Diikaz. Predpoklad m > n neni nijak omezujici: v opaéném piipadé lze vétu aplikovat na AT.
Uvazujme maximaliza¢n{ problém
SUPHIHQ:lHAﬂU”z

Protoze hleddme supremum spojité funkce nad uzavienou mnozinou, je tohoto suprema dosazeno pro néjaky vektor x.
Polozme Az = o1y, kde |ly|l, =1 a o1 = || 4|, (podle definice).
Podle Tvrzeni 1 mizeme zkonstruovat ortogonélni matice

Zy = (y72) e R™™ W, = (ZEWQ) e R™*™,

Pak
S
o1y AW,
z{aw, = Zr 7,
L < 0 ZQTAW2>
protoze yTAx =01 a Z;Ax = 017§y = 0.
Polozme
T
Ay = ZF AW, = ("0”3’9 )
Pak
1 2 1 ot +ww\|| P 2 1
m”fh (g1w)]l, :MH( Buw ) , > o7 +w w.

Ale || A, ||22 = ||z Aaw; H22 = 0?. TakZe musf platit w = 0. A tedy jsme provedli jeden krok v diagonalizaci A. Ditkaz je
pak dokoncen indukei:



Predpokladejme, Ze
B =17, <202 Wz) ¥, = diag(oa, ..., 00).

Pak mame

o1 0 10\ /o, 0\ /1 0
A—Z1<OIB>W1T—Zl<OZ2)<0122>(0W2T)W1T.

10 0 10
UZZl(()Zg)’ ZZ(?EQ)’ V:W1<0W2T>

Definujeme U, XV jako

Véta je timto dokazéana.

Sloupce U a V se nazyvaji singularni vektory, diagonalni prvky o; matice X se nazyvaji singularni hodnoty.

1.1 SVD symbolicky

Matici U muZzeme vertikalné rozseknout na m x n matici Uy a m x (m —n) matici Us.
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P1i nasobeni U X se hodnoty z U, nasobi pouze nulami. Mizeme tedy psat:
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2 Fundamentalni podprostory dané SVD rozkladem

SVD déva ortogonalni baze pro ¢tyfi fundamentéln podprostory matice.
Obor hodnot matice A je linearni podprostor

R(A)={y|y= Az prolib. z }
Uvazujme, Ze A m4 hodnost 7:
01> 20, >0p41 = =0, =0.

Pak mame
T

T T
y=Ax = E aiuiv;fx = E (Jiv?x)ui == E o
i=1

i=1 i=1



Nulovy prostor matice A je linearni podprostor
N(A) ={x | Az = 0}.
Protoze Ax = Z:Zl ou;vl , dostavime, Ze pro libovolny vektor z = Z?:r 41 Bivi je v tom nulovém prostoru
T n
Az = (Z Uiuﬂ);-r> < Z Bﬂh) =0.
i=1 i=r+1
Totéz muzeme ukazat pro AT.
Theorem 2.

1. Singuldrni vektory uy, us, ..., u, jsou ortogondlni bize v R(A) a h(A) = dim(R(A)) =r.

2. Singuldrni vektory vyi1, Vpi2, - ..,y jsou ortogondlni bize v N(A) a dim(N(A)) =n —r.
3. Singuldrni vektory vy, va, ..., v, jsou ortogondini bdze v R(AT).
4. Singuldrni vektory w,y1,Upsa, - - ., Uy jsou ortogondini bdze v N'(AT).

3 Aplikace SVD

3.1 Aproximace matic

UvaZujme, ze matice A matice s nizkou hodnosti a pfidanym Sumem: A = Ay + N, kde Sum je maly v porovnéani s Ay.
Singularni hodnoty matice A se pak typicky chovaji jako ty na obrézku 1.

singular values

Obrazek 1. Singuladrni hodnoty matice hodnosti 10 s pfidanym Sumem.

Pokud je Sum dostate¢né maly, miZzeme uvaZzovat pouze velké vlastni hodnoty, rekonstruovat matici A pouze pomoci nich
(a odpovidajicich singularnich vektori) a aproximovat tak matici A matici s nizsi hodnosti. Pfedpokladejme, Ze pocet velkych
vlastnich hodnot je k. Pak aproximujeme
A= E{;laiuiv? = Ak.

Tomuto se ¥ikd ofezana SVD (truncated SVD). Ofezana SVD je feSenim aproximac¢niho problému, kde se chce aproximovat

danou matici matici nizsi hodnosti.
Theorem 3. Predpokldidejme, Ze matice A € R™*™ md hodnost r > k. Problém aproximace matice

in |A—2Z
h(rrzgr:lkll Il



Z = Ay = Up VT,

kde U, = (uy,...,ux), Vi = (v1,...,0;), and Xy = diag(oy,...,0r). To minimum je
A = Aglly = ora.

Da se ukézat, Ze totéz plati i pro Frobeniovu normu

Al = ‘/Za‘?j'
)

Theorem 4. Piedpokldidejme, Ze matice A € R™*™ md hodnost r > k. Problém aproximace matice

in [|A-Z
i | I

Z = Ay = Up S ViE,

kde U, = (uq,...,ux), Vi = (v1,...,0%), and Xy = diag(oy,...,0%). To minimum je
P 3
o= (3 )
i=k+1

kde p = min(m,n).

3.2 Analyza hlavnich komponent (principal component analysis (PCA))

Aproximadni vlastnosti SVD mohou byt pouzity k vysvétleni ekvivalence SVD a PCA. Uvazujme ze X € R™*" je datova
matice, kde kazdy sloupec je pozorovani readlné-hodnotového ndhodného vektoru s nulovym priamérem. Necht SVD matice X
je X = UXVT. Pravé singularni vektory v; se nazyvaji sméry hlavnich komponent v X. Vektor

zZ1 = X’L)1 = 01U

ma nejvetsi varianci ve vzorku mezi vSemi normalizovanymi linedrnimi kombinacemi sloupcii z X:

o2
Var(z1) = Var(Xvq) = El

Nalezeni vektoru s maximéalni varianci je ekvivalentni maximalizaci tzv. Rayleighova kvocientu:

vITXT X0 vITXT X0

o7 = max , ArgmMAX, o — 7

v20 vl

Normalizovana proménné u; = (1/01)Xwv; se nazyva normalizovana hlavni komponenta v X.

Pokud mame nalezeny vektor nejvétsi variance ve vzorku, obvykle chceme pokracovat a najit vektor druhé nejvétsi
variance ve vzorku, ktery je kolmy k tomu prvnimu. Toto je provedeno vypocétem vektoru redukované matice X — oqjujvi.
Pokra¢ovanim tohoto procesu muzeme najit vSechny hlavni komponenty, tedy vypocitame singularni vektory.

3.3 Reseni problému nejmensich ¢tverci

Problém nejmensich ¢tverctt miiZe byt vyfeSen pouzitim SVD. UvaZujme, Ze mame systém Az =~ b, kde matice A € R™*"
mé hodnost h(A) =n a SVD je

A= (UUy) (§> VT,

kde U; € R™*"™. Pouzitim SVD a faktu, Ze norma je invariantni k ortogonélnim transformacim, dostavame

Il = 16— Azl = [b—U () vZal? = (7)) = (%) v,
0 bo 0

kde b; = Ul'b a y = VTx. Tedy
[I7]1% = llbx = Zy[I* + [|b21*.



Nyni miizeme snadno minimalizovat ||r||? poloZenim y = X~ 1b;. Resent nejmensich ¢tvercu je danp
r=Vy=VX 'ty =V tuln.

Protoze X je diagonélni a diagonalni hodnoty jsou nenulové (jelikoz A ma hodnost n), mizZeme jednoduse najit X ~1:

Takze minimalni feSeni mize byt zapséno jako

i
Theorem 5. Méjme matici A € R™ ™ s hodnostin, a izkou SVD A = Uy XVT. Pak problém nejmensich ¢tvercii min, || Az — b|,
ma resSent T
)
=V UTh= 5, 12,
o

?




