ALS1 — Prednaska 7
SVD — vypocet

1 Vypocet SVD

Vypocet SVD se obvykle déje v nékolika krocich, které jsou popsény v této sekci.

1.1 Householderova bidiagonalizace

Predpokladejme, Ze matice A je m x n a m > n. Prvni krok ve vypo¢tu SVD matice A je zredukovat ji na horni bidiagonalni
matici pomoci Householderovych transformaci zleva a zprava:

ay By

as Ba
A:H(B)WT, B= . (1)
anflﬂnfl

On

Toto se déla, protoze singularni hodnoty matice A odpovidaji odmocninam vlastnich hodnot matice A7 A. My nejdiiv
podobnostnich transformaci matice A sestrojime B, ktera je bidiagonalni. Vlastni hodnoty AT A jsou poéitany jako vlastni
hodnoty BT B, ktera je tridiagonalni. Vypocet vlastnich hodnot tridiagonalni matice je jednodussi.

Doplnéni 1 Householderova transformace (t¢27 Householderiiv reflektor): Matice ve tvaru H = I — 2ww?, kde w
je vektor takovy, Ze |w||y, = 1. Geometricky vektor Hx reprezentuje zrcadlovy odraz vektoru x vzhledem k nadroviné kolmé
k vektoru w. Householderova transformace je symetrickd a ortogondlni. TakZe mdme

H=H"=H"
Necht z a y jsou stejné velké vektory, miiZzeme vytvorit Householderovu transformaci tak, ze y = Hz tak, Ze poloZime

r—y

W= ——.
Iz =yl

Sestavime dvé koneéné sekvence Householderovych transformaci:

H® — [ — 9,00 . _1 9 5 (2)
WE =1 —2y®y®T g _19  n-2 (3)
(kde 207 z®) = y® Ty (0 = 1) tak, ze
ay By
ay B2
HO O A =) _ an-1 Fn-1
Qp
H wT 0 0
0 0

Poznamka: Kvuli vlastnostem Householderovych transformaci mame

A_H<§>WT a <§>_HAWT.
Pokud polozime A1) = A a definujeme:
A3 — ) A() (k=1,2,...,n)
A = glk+3) (k) (k=1,2,...,n)



pak H®*) je uréeno tak, ze
1
alt?=0 (i=k+1,...,m)
a W& tak, 7e
af'=0 (j=k+2,...,n)

? ) ma tytéz singularni
hodnoty jako A. Necht o je singularni hodnota A se singularnimi vektory u a v. Pak Av = ou je ekvivalentni

ProtoZe béhem této redukce pouzivime pouze ortogonélni transformace, matice B (resp.

<§>v:0u, t=WTv, u=H"u

podle (2) a (3).
TakZe, pokud mame SVD

AR —
(0)—UEV ,

A=HUXVTWT,

pak

takze U = HU,V = WV.
Je zjevné, ze matice BT B je tridiagonalni a symetricki. Vhodnou metodou pro vypocet singularnich hodnot B je tridia-
gonalni QR algoritmus s implicitnimi posuny aplikovanou na matici BT B bez toho, aby byla explicitné vypo¢itana.
Tlustrace Householderovy bidiagonaliza¢ni procedury na malé 6 x 5 matici. Nasobenim zleva dostavame

X X X X X * ok ok K %
X X X X X 0 % * % %
A+ _ogr@) | X x| 0 % * % %
X X X X X 0 * % x %
X X X X X 0% % % %
X X X X X 0 % * % %

Nasledné dalsi rotaci zprava chceme dostat nulové prvky v prvnim (od sloupce 3 po n). Abychom toho doséhli, zvolime:
10
5x5 (1) —
R°*? > W <0 Zl) ,

kde Z; je Householderova transformace. Protoze tato transformace neméni elementy v prvnim sloupci, nuly, které jsme
predtim dostali do prvniho sloupce zustanou. Vysledek prvniho kroku je

X X X X X x*x000
0 X X X X 0 * * * %
HT(l)AW(l) _ 0 X X X X W(l) _ 0 * * * * _. A(2)
0 X X X X 0 * % x %
0 X X X X 0 * * x %
0 X X X X 0 * * * *
Pokrac¢ujeme analogickym zptsobem.
1.2 QR-algoritmus pro symetrickou tridiagonalni matici
Redukujeme matici T na diagonalni matici
T AQTTQ, Q=Q1Q2- -, (4)
kde A = diag(\1, A2, ..., A\n). Matice @; budou ortogonalni ale budou konstruovany pomoci rovinnych rotaci. OvSem neexis-
tuje kone¢ny algoritmus pro vypodet A. Poc¢itame sekvenci matic.
TO = T7 1-’1 :QZTTilei? i= 1727"'7 (5)
tak, ze konvertuje na diagonalni matici
lim T; = A.
11— 00

Ukazeme na piikladech, Ze konvergence je velmi rychld a v aritmetice plovouci fadové ¢arky algoritmus dokonce mitize
byt povazovan za koneény. ProtoZe vSechny transformace (5) jsou podobnostni transformace, diagonalni prvky matice A jsou
vlastni hodnoty matice T

Prvni verze QR-algoritmu pro symetrickou tridiagonalni matici T € R™*" (zjednoduSeny MATLAB kod).



for i=1:maxit % dolasné zjednoduSeni
mu=wilkshift(T(n-1:n,n-1:n));
[Q,R]1=qr (T-muxI)
T=R*Q+mu*I

end

function mu=wilkshift(T);

% vypolti WilkinsonGv posun

1 = eig(T);

if abs(1(1)-T(2,2))<abs(1(2)-T(2,2))
mu=1(1);

else
mu=1(2) ;

end

Vidime, Ze je nejdfive vypocitdna QR dekompozice posunuté matice QR = T—pul a pak je posun pfidan zpét T' := RQ+ul.
Posun je ta vlastni hodnota 2 x 2 submatice v pravém dolnim rohu, ktera je blize t,,,,. Tomuto se ikd Wilkinsontiv posun.

Algoritmus pokracuje vypusténim této vlastni hodnoty hodnoty a snizi dimenzi zpracovavané matice o 1. Predbézna
implementace algoritmu je popsana nize.

function [D,it] = qrtrid(T);
%Vypoéitej vlastni hodnoty pro symetrickou tridiagonalni
#Matici pouzitim QR algoritmu s explicitnimi Wilkinsonovymi posuny
n=size(T,1); it=0;
for i=n:-1:3
while abs(T(i-1,1)) > (abs(T(i,i))+abs(T(i-1,i-1)))*Cxeps
it=it+1;
mu=wilkshift(T(i-1:i,i-1:1i));
[Q,R]=qr(T(i:i,i:i))-muxeye(i);
T=R*Q+mu*eye (i) ;
end
D(1)=T(i,1);
end
D(1:2)=eig(T(1:2,1:2))7;

Pro submatici T'(¢ : 4,4 : i) je krok QR algoritmu provadén dokud neni splnéna limitni podminka

[ti—1.:]
— o < (C ,
[tim1i-1] - [tis] :

kde C' je mala konstanta a p je jednotkové zaokrouhleni.

Remark 1. U skuteénych algoritmt je limitni podminka o néco komplikovanéjsi. Navic, kontroluji se vSechny mimodiagonalni
hodnoty. Pokud je néktera z nich blizka 0, matice se rozdéli na submatice a pokracuje se ve vypoc¢tu nad kazdou z nich zvIast.

Je samozirejmé neefektivni pocitat QR dekompozici klasickym algoritmem, ktery je zalozeny na Householderovém al-
goritmu. Na misto toho by dekompozice méla byt pocitdna pomoci n — 1 rotaci. Proceduru demonstrujeme na piikladu
s tridiagonalni 6 x 6 matici T = T(9). Prvni element pod diagonélou (shora) je snulovana rotaci zleva, GT (T(®) — 71), pak je
snulovan druhy subdiagonalni prvek, G2 GT (T®) — 7T). Symbolicky,

X X X X +
X X X 0 X x +
X X X 0 x x
_>
X X X X X X
X X X X X X
X X X X

Vznikaji nové nenulové elementy (oznacené +). Po n — 1 krocich dostaneme horni triangularni matici s tfemi nenulovymi
diagonalami.



X X 4+

0 X xX +

_aT L aTp©) oy — 0 x x
R=GT_,...GT(T® — 7I) o
X X X
X X

Pak aplikujeme tyto rotace zprava, RGj --- Gy,_1, tj. za¢indme rotaci zahrnujici prvni dva sloupce. Pak pokracujeme rotaci
druhého a tiettho sloupce. Vysledek po prvnich dvou krocich je

X X X
+ X X X
+ X X X
X X X
X X
X

Vidime, Ze vzniklé nuly se zase systematicky zaplhuji. Po n — 1 krocich dostavame

X X X
+ X X X
(1): o = +XXX
T RGlGQ Gn71+7'.[ 4 X X X
4+ X X
—+ X

Udélali jsme podobnostni transformaci s Q = G1Gs - -- G, _1 a s pouzitim R = QT (T®) — 1) mizeme psat

TW =RQ+71 =QT(TY —rNQ + 71 = Q"TQ, (6)
takze vime, ze T je symetricka.
X X
X X X
T(l) _ X X X
X X X
X X X
X X

Ukézali jsme nasledujici tvrzeni.
Proposition 1. QR krok pro tridiagondlni matici
QR=T" — I, T™ =RQ+ul,

je transformace podobnosti
pk+1) _ QTT(k)Q,

a tridiagondlni struktura je zachovdna. Transformace miZe byt vypoctena pomoct rotaci béhem O(n) operact v plovouci Fadové
cdrce.

Z (6) by se mohlo zdat, Ze ty posuny nehraji zadnou vyznamnou roli. Naopak, pouZivani posunil je nutné, aby byl tento
algoritmus efektivni. Pokud by posuny nebyly dé&lany, algoritmus by konvergoval velmi pomalu (zhruba tak, jako mocninna
metoda). Naopak se da ukazat, ze QR algoritmus m4 velice rychlou konvergenci (nebudeme dokazovat).

Theorem 1. Symetricky QR algoritmus s Wilkinsonovymi posuny konverguje kubicky k rozkladu na vlastni hodnoty.

1.3 QR-algoritmus pro tridiagonalni matici s implicitnimi posuny

Dulezité hledisko na QR algoritmu je, Ze posuny mohou byt provadény implicitné. Tato varianta je zaloZena na tzv. implicit
Q theorem, ktery je zde popséan v lehce zjednodusené podobé.

Theorem 2. Necht A je symetrickd matice a Q, V jsou ortogondlni matice, tak Ze QU AQ a VT AV jsou tridiagondlni. Pak,
pokud prond sloupce @ a 'V jsou stejné, q = vi, pak plati ¢; = tv;, i =2,3,...,n.



Dusledek této véty je, ze pokud uréime a aplikujeme prvni transformaci v QR rozkladu T — ul, a pokud zkonstruujeme
zbytek transformaci tak, Ze nakonec dostaneme tridiagonélni matici, tak jsme provedli QR krok jako v Tvrzeni 1. Tato

procedura je implementovana nésledovné:
Urceme prvni rotaci tak, aby
c s o —T1Y) X%
(50 ("7)=() "
c s

—ScC

Definujeme

1
a aplikujeme tuto rotaci na 7. Nésoben{ zleva GT T uvede novy nenulovy prvek na prvnim fadku a novy nenulovy prvek se
také (symetricky) objevi v prvnim sloupci pfi nasobeni zprava:

X X +
X X X
+ X X X
X X X
X X X
X X

GTra, =

kde + predstavuje novy nenulovy pohyb. Déle uréime rotaci v (2,3)-roving, ktera zrusi ty nové nenulové prvky a soucasné
uvede nové nenulové prvky nize:
x x 0
X X X +
0 X X X
+ X X X
X X X
X X

GTGTTG,Gy =

Timto zptisobem ,,zeneme*“ nenulové prvky doli, dokud nedostavame:

X X

X X X

0 x x x
X X X X
X X X
X X X

Pak se nenulovych prvki, které jsou mimo diagonaly, findlni rotaci zbavime tuplné a dostaneme opét tridiagonalni tvar.
V&imnéte si, ze posun jsme pouzili pouze pii prvni rotaci. Rotace byly aplikovany na neposunutou tridiagonalni matici.
Z Véty 2 vyplyva, ze tento postup je ekvivalentni QR kroku tak, jak je definovan v Tvrzeni 1.



