ALS1 — Prednaska 1

Pravépodobnost, ndhodna proménna, ofekdavana hodnota ndhodné proménné, harmonicka
Cisla

Prostor elementdrnich jevi S je mnozina, jejiz prvky se nazyvaji elementdrni jev. Jev je podmnozina A; A je jisty jev pokud
A =S; A je nemozny jev pokud A = (). Dva jevy A, B jsou vzdjemné neslucitelné jevy pokud AN B = ().
Axiomy pravdépodobnosti

Rozdéleni pravdépodobnosti Pr{} na S je zobrazeni S — R t.7.

1. Pr{A} > 0 pro kazdy jev A.
2. Pr{S} =1
3. Pr{AU B} = Pr{A} + Pr{B} pro kazdé dva vzajemné neslucitelné jevy A a B.

Pr(A) se nazyva pravdépodobnost jevu A.

Podminéna pravdépodobnost a nezavislost
Podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B je definovana jako

Pr{AnN B}

PrHA| B} = —5op

pokud Pr{B} # 0.
Dva jevy jsou nezdvislé, pokud
Pr{AN B} = Pr{A} - Pr{B},

coz je ekvivalentni, pokud Pr{B} # 0, podmince

Pr{A| B} = Pr{A}.

Nahodné proménné

Diskrétni ndhodné proménné X je funkce z koneéného nebo spocetné nekoneéného prostoru vzort do mnoziny realnych ¢isel.
Pro ndhodnou proménnou X a realné &slo z definujeme udalost X = z jako {s € S| X(s) = z}; tedy

Pr{X =2a}= Z Pr{s}.

{s€S| X (s)=z}

Funkce f(z) = Pr{X = x} je funkce hustoty pravdépodobnosti ndhodné proménné X. Z axiomii pravdépodobnosti méme
Pr{X=z2}>0a) Pr{X=2z}=1
Rikadme, Ze dvé ndhodné proménné X a Y jsou nezdvislé, pokud pro vSechna x a y plati

Pr{X =z and Y =y} =Pr{X =2z} - Pr{V =y}.

Ocekavana hodnota ndhodné proménné

Ocekdvand hodnota diskrétni nadhodné proménné X je
E[X] =) Pr{X =z},

coz je dobre dofinovano pokud je ta suma kone¢na nebo konverguje absolutné.
Linearita ocekdvdni
E[X +Y] =E[X]+ E[Y],

pokud jsou E[X] a E[Y] definované.



Pokud X je nahodna proménné, libovolna funkce g(z) definuje nova ndhodné proménna g(X). Pokud je o¢ekavana hodnota
g(X) definovana, pak
= Zg(x) -Pr{X = z}.
x
Pokud g(x) = ax (a je konstanta), pak
E[aX] = aE[X].

Pokud jsou dvé ndhodné proménné X a Y, které jsou nezavisle a maji definovanou oéekavanou hodnotu,

EIXY]=)> ) Pr{X=zandY =y}

Ty

Pokud ndhodna proménna X nabyva hodnot z mnoziny pfirozenych ¢&isel, plati:

E[X] = iiPr{X =i} = ii(Pr{X >} -Pr{X >i+1}) = iPr{X > i}.
=0 1=0 =0

Jensenova nerovnost: plati E[f(X)] > f(E[X]) pro konvexni funkei f(X).

Harmonicka ¢isla

1 1 1 |
H,=14=-4+=4--4+== Z =1 o1
totgtoto kE:1k nn+ O(1)

posledni krok se da ukazat aproximaci integrély.
Kdyz se da sumace vyjadrit jako > ,_  f(k), kde f(k) je monotonné klesajici funkce, mizeme ji aproximovat:

" fayde < Z (i e
/ </

Dolni hranice:

k=1
Horni hranice:
i1</n1d | a ted i1<1 +1
— —dz=Inn — nn
P - Y k=
k=2 k=1
Harmonicka ¢isla rekurzivné:
H, = 0 ) pron =0,
Hy, 1+ jinak

Takze Cg\] = 2HN+1 — 2.

1 Analyza hasSovani s retézenim

Faktor zaplneéni o (load factor) je n/m, tedy primérny pocet prvka v Fetézu. Pramérny vykon zavisi na tom, jak dobfe
(v priméru) haSovaci funkce distribuuje klice do m sloti. Prozatim budeme piedpokladat, Zze dany prvek je se stejnou
pravdépodobnosti nahasovan do libovolného z m slotii, nezévisle na tom, kam byly haSovany ostatni prvky. Toto nazyvame
predpoklad jednoduchého uniformniho hasovdni (simple uniform hashing), SUH.

Pro j =0,1,...,m — 1, ozna¢me délku seznamu T'[j] jako n;, takze n = ng +ny + --- + Nyy—1, a priumérna hodnota n;
je E[nj] = a = n/m. Pfedpokladame, ze h(k) je poéitano v ¢ase O(1), takze ¢as hledani prvku s kli¢em k je linearné zavisly
na délce ny, () seznamu T'[h(k)]. Podivame se na to, kolik prvki musime prozkoumat pfi Gisp&Sném a netispéSném hledani.

Theorem 1. V hasovaci tabulce, ve které jsou kolize FeSeny Tetézenim, neuspésné hleddni zabere ocekdvany cas O(1 + o) za
predpokladu SUH.

Diikaz. Za predpokladu SUH je libovolny kli¢ k, ktery doposud neni uloZeny v tabulce se hasuje se stejnou pravdépodobnosti
do kteréhokoli z m sloti. O¢ekavany Cas netisp&sného hledani je klice k je ofekavany ¢as hledani do konce seznamu T[h(k)],
ktery ma ocekavanou délku Elny)] = a. Tedy ocekavany pocet prvki zkoumanych pii netispédném hledant je a, a celkovy
Cas (veetné ¢asu pro vypocet h(k) je O(1 + a)).



Theorem 2. V haSovaci tabulce, ve které jsou kolize Feseny Fetézenim, 1ispésné hleddni zabere ocekdvdny éas O(1 + ) za
predpokladu SUH.

Diikaz. Predpokladame, Ze prvek ktery hledame, je se stejnou pravdépodobnosti kterykoli z n prvkia ulozenych v tabulce.
Poéet zkoumanych prvki béhem tspésného hledani prvku z je 1+ poet prvki, které jsou v seznamu (ve kterém je x) pred
x. To je tedy pocet prvki, které byly vlozeny po z (vkladame na zafatek seznamu).
Necht x; oznacuje ity prvek vlozeny do tabulky pro i = 1,2,...,n a necht k; = key[x;]. Pro kli¢e k; a k; definujeme
nédhodnou proménnou X;; = I{h(k;) = h(k;)}. Z pfedpokladu SUH mame Pr{h(k;) = h(k;)} = 1/m, a tedy E[X;;] = 1/m.
TakZe o¢ekavany pocet zkoumanych prvka pii aspéSném hledéani je:

n

E %Z 1+ ) X :%Z 1+ Y E[X;)] :%
=1 ]

j=i+1 i=1 j=i+1 i

1 - . 1 n(n+1) n—1 a o«
=1+ — - =14 —(n2-—"""") =1 —14+-_ =
+nm (;n ZZ) +nm (n 2 ) N 2m * 2 2n

=1

n n n

1+ > % :1+%Z(n7i):

1 j=i+1 i=1

Takze celkové je to O(2 + a/2 — a/2n) = O(1 + «).

1.1 Univerzalni haSovani (universal hashing)

Pro kazdou pevné danou haSovaci funkci miZzeme vybrat n kli¢a tak, aby se pfifadily stejnému slotu, a tim dostaneme
pramérny ¢as hledani ©(n).

Jediny efektivni zpusob, jak to vylepsit je vybirat hasovaci funkci ndhodné, zptisobem, ktery je nezavisly na kli¢ich, které
maji byt ulozeny — univerzalni hasovani.

Hlavni idea: nahodné vybrat z dobi'e navrzené tiidy haSovacich funkei na zacatku spusténi.

Necht #H je kone¢néa kolekce haovacich funkei, ktera zobrazuje dané universum U kli¢t do mnoziny {0,1,...,m — 1}.
Takovéa kolekce se nazyva univerzdalni, pokud pro kazdy par riznych klica k,l € U, pocet haSovacich funkci h, pro které je

h(k) = h(l)
je nejvyse |H/m|.
Theorem 3. UvazZujme, Ze hasovact funkce h je vybrdna z univerzdlng tridy hasovacich funkci a je pouzita k hasovdnin klici
do tabulky T velikosti m s Tetézenim. Pokud kli¢ k neni v T, pak ocekdvand délka E[nyx,)] seznamu, do kterého se nahasuje
k je nejugse . Pokud klic k je v T, pak ocekdvand délka E[ny] seznamu, ktery obsahuje k je nejuyse 1+ .
Driikaz. Pro kazdou dvojici k,l riznych kli¢i definujeme ndhodnou proménnou
X = I{h(k) = h(1)}
Dle definice, dvojice kli¢i koliduje s pravdépodobnosti 1/m, takze
Pr{h(k) = h(D)} < 1/m,

a tedy E[Xp] < 1/m.
Definujeme pro kazdy kli¢ k£ ndhodnou proménnou Y}, kterd se rovna poctu kli¢t jinych nez k, které se hasuji do stejného

slotu, tedy
Y, = Z X
1T, 1k
TakZe mame

1
E == = —
i-r| X xul= X pxgs ¥ L

€T 1%k €T Ik IeT 1k

Zbytek zalezi na tom, jestli je kli¢ £ v T nebo ne.

ne Pokud k ¢ T', pak nj) =Yy a
{l|leTal#k} =n.

Tedy E[npnm)) = E[Yx] <n/m = a.



ano Pokud k € T', pak protoze kli¢ k se objevuje v seznamu T'[h(k)] a poCet Y} nezahrnuje kli¢ k, mame nj,) = Y +1 a
{l|leTal#k} =n-1.
Takze Elnppy] = EYi] +1 < (n—1)/m+1=1+a—-1/m<1+a.

Z toho mame dusledek, Ze jakakoli sekvence operaci (pfi univerzélnim hasovani) miZe byt provedena v dobrém o¢ekavaném
Case.

Corollary 1. PouZitim univerzdlntho haSovdni a FeSeni kolizi Fetézenim v tabulce s m sloty, zabere ocekdvany cdas ©(n)
jakdkoli sekvence n operaci INSERT, SEARCH, a DELETE, kterd obsahuje O(m) operaci INSERT.

Diikaz. Protoze pocet vlozeni je O(m), mame n = O(m) a tedy a = O(1). INSERT a DELETE zaberou konstantni ¢as
a dle pfedchozi véty ocekavany ¢as pro SEARCH je O(1). Dle linearity o¢ekavani je o¢ekavany ¢as pro celou sekvenci operaci

O(n).
Navrh univerzalni ti¥idy haSovacich funkci.

— Vybereme prvodislo p tak, aby vSechny kli¢e byly v rozmezi 0 a% p — 1 (v&etnsé).
Ozna¢me
Z,={1,2,...,p—1} a Z,=1{0,1,2,...,p—1}

— Proa € Z;,b € Z, definujeme hasovaci fukci hq p jako
hap(k) = ((a-k+b) modp) modm

Napt: pro p =17, m = 6, mame h3 4(8) = 5.
— T¥ida v8ech takovych hagovacich funkei (pro dané p a m) je

Hp,m = {ha,b ‘ ac Z:”b S Zp}

Kazda h, zobrazuje Z, na Z,,.
Velikost m je libovolna (bude se hodit pozdé&ji).
V Hpm je p(p — 1) haovacich funkei.

Navrhnout to bylo docela jednoduché, ale budeme potfebovat par vysledkt z teorie ¢isel, abychom dokazali, Ze to tak
skutecné je.

Theorem 4. Pokud a,b jsou celd ¢isla a alespoti jedno je nenulové, pak ged(a,b) je nejmensi kladny prvek mnoZiny {ax+by |
x,y € Z} linedrnich kombinact a,b.

Driikaz. Necht s je nejmensi kladné linearni kombinace a, b a necht s = ax + by pro néjaké x,y € Z
Pak mame:

a mod s=a—gqs
— a— glaz + by)
=a(1l —qx) + b(—qy),

takZe a mod s je také linearni kombinace a, b. Ale protoze a mod s < s, dostavame, Zze a mod s = 0, protoze s je nejmensi
kladna linearni kombinace. TakZe s|a, a analogicky s|b a tedy ged(a,b) > s.

Protoze ged(a,b) déli a,b a s je linedrni kombinace a, b, dostavame, ze ged(a,b) déli s.
Z gcd(a,b) | s a s > 0 dostavame ged(a,b) < s.

Theorem 5. Pro jakdkoli celd ¢isla a,b,p € Z plati:
pokud ged(a,p) =1 a ged(b,p) =1, pak ged(ab,p) = 1.
Diikaz. Z predchozi véty vyplyva, ze existuji ¢isla z,y, 2.y, t.Z.
ar+py=1 bx' +py =1
Vynasobenim téch dvou rovnic dostavame:
ab(zx') + p(yba' +y'ax + pyy') = 1.

Takze 1 je kladna linearni kombinace ab a p.
Pouzijeme predchozi vétu.



Theorem 6. TFida H, . hasovacich funkci je univerzdini.
Diikaz. Uvazujme dva riazné klice k,l € Z,. Necht pro danou haSovaci funkei hq p plati

r=(ak+b) modp
s=(al+b) modp

Nejdrive si ukazeme, Ze r # s: VSimnéme si, Ze
r—s=alk—1) (mod p).

Z toho vyplyva, Ze r # s protoze p je prvoéislo a a i (k —[) jsou nenulové modulo p, takZe jejich soucin musi byt také
nenulovy modulo p dle pfedchozi véty.

Takze béhem vypoctu kterékoli hyp € Hp m jsou k a | zobrazeny na rizné hodnoty r a s modulo p — tady jesté nejsou
zadné kolize.

Navic, kazda z p(p — 1) dvojic (a,b) da jako vysledek jinou dvojici (r, ), protoze muZzeme fesit:

a=((r—s)((k—=0)"' modp) mod p,
b= (r—ak) mod p,

((k—1)~' mod p) oznacuje unikatni inverzi modulo p &isla k — I.
Protoze je pouze p(p — 1) dvojic (r, s), t.z. r # s, existuje bijekce mezi dvojicemi (a,b) s a # 0 a dvojicemi (r,s) s r # s.
Pro danou hodnotu r, ze zbyvajicich p — 1 moZznych hodnot s je po¢et hodnot s, které spliuji

s#r a s=r (modm)
nejvyse
[p/m] —1<((p+m—1)/m)—-1=(p—1)/m
Pravdépodobnost, Ze s koliduje s r, kdyz jsou redukovany modulo m, je nejvyse
(p=1)/m)/(p—1) =1/m
TakZe pro jakoukoli dvojici rtznych k,l € Z, plati

Pr{hqap(k) = hep(l)} <1/m, atedy Hp . je univerzalni.

2 Analyza haSovani s otevifenym adresovanim

— vS8echny prvky jsou uloZeny v samotné haSovaci tabulce; haSovaci tabulka muZe byt naplnéna, tj. a nemuze piekrocit
hodnotu 1.

— pfi vyhledavani se systematicky zkoumaji sloty tabulky, dokud neni nalezen hledany element nebo nenf jasné, ze v tabulce
neni.

— nepotiebujeme seznamy a ukazatele, misto nich se poc¢ita sekvence sloti, které maji byt prozkoumany = sondovani probing

To, které sloty budou zkoumény, je zavislé na kli¢i. Hagovaci funkce je tedy
h:Ux{0,1,...,m—1} - {0,1,...,m —1}
Pro kazdy kli¢ k£ potifebujeme posloupnost sond probe sequence
(h(k,0),h(k,1),..., h(k,m — 1)),

ktera je permutaci (0,1,...,m — 1).
V nasledujici analyze budeme pouzivat predpoklad uniformniho haSovdni, uniform hashing, UH.
To jest, Ze kazdy kli¢ bude jako posloupnost sond mit se stejnou pravdépodobnosti libovolnou z m! permutaci (0,1,...,m—1).

TTi techniky jsou obvykle pouzivany k vypoctu sekvence sond pro oteviené adresovani:

— linedrni sondovdni linear probing
— kvadratické sondovdnid quadratic probing
— dvojité haSovdni double hashing



Linearni sondovani

Mame pomocnou hasovact funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1}. Pouzivame haSovaci funkei
h(k,i) = (h(k') +14) mod m

prot=0,1,....,m— 1.
Pro dany kli¢ k, je nejprve prozkouman T[h'(k)], pak slot T[h'(k) + 1],...,T[m — 1], pak zase od T[0], a% dojdeme
k T (k) —1].

Problém: primdrni shlukovdni primary clustering: shluky vznikaji, protoze prazdny slot, kterému pfedchazi i plnych slotu
bude zaplnén jako dalsi s pravdépodobnosti (i 4+ 1)/m.

Kvadratické sondovani

Mame pomocnou hasovact funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1} a pomocné konstanty ¢, ca # 0. Pouzivame hagovaci funkci
h(k,i) = (h(k') + c1i + c2i%) mod m

prot=0,1,...,m—1.
Pracuje to 1épe nez linearni sondovani, ale aby byla haSovaci tabulka plné vyuzita, musi byt omezeny hodnoty ¢y, co, m.

Problém: pokud maji dva kli¢e stejnou inicialni pozici h(k1,0) = h(ks,0), pak maji stejnou celou sondovaci sekvenci, tedy
h(k1,1) = h(ka,i) proi=0,...,m—1. To vede k slabsi podobé shlukovani — tzv. sekunddrni shlukovdni secondary clustering.

Dvojité haSovani

pouZiva haSovaci funkci
h(k,i) = (h1(k) + iha(k)) mod m,

kde hq, h2 jsou pomocné hasovaci funkce. Prvni sonda jde na pozici T'[hy(k)], nasledujici sonda je odsazena o hodnotu ha(k),
modulo m.

Hodnota hs (k) musi byt nesoudélna s velikosti hasovaci tabulky m, aby byla prohledana cela tabulka.

Jednoduchy zptisob, jak to udélat:

— vzit m jako mocninu 2 a navrhnout hso, t.Zz. vysledkem bude vzdy liché é&islo;
— (nebo) m zvolit jako prvocislo a navrhnout hs, t.z. vysledkem bude kladné ¢islo < m.

Dvojité haSovani je lepsi nez linearni sondovani & kvadratické sondovani, protoze generuje ©(m?) posloupnosti sond misto

o(m).

2.1 Analyza otevieného adresovani

Theorem 7. Pro haSovact tabulku s otevrenym adresovdnim s faktorem zaplnéni o = n/m < 1 je odekdvany pocet sond pri
netdspésném hleddani nejvyse 1/(1 — «) za predpokladu UH.

Diikaz. Pti netspésném hledéni, kazda sonda — az na posledni — zkouma obsazeny slot, ktery neobsahuje hledany kli¢; a po-
sledni je prazdny. Definujme ndhodnou proménnou X jako pocet sond potfebnych pfi netisp&sném hledani. Déale definujeme
jev A; proi=1,..., je jev: ,existuje i-t4 sonda a zkoumé obsazeny slot*.
Pak jev {X > i} je prinik jevi A; N AxN---NA;_1.
Pr{AlﬂAgﬁ---ﬂAi_l} :P’/‘{Al}PT{AQlAl}PT{A3|A1ﬂA2}
PT{AZ',1 |A1 ﬂAQﬂ"'ﬂAZ‘,Q}

Protoze mame n prvki a m slotu, je Pr{A;} =n/m.

PI‘Oj> 1: PT‘{Aj |A1 ﬂ"'ﬂA]’_l}: (’ﬂ*]ﬁ’l)/(’fﬂ*]‘i’l),
protoZe hledame jeden ze zbyvajicich (n — j + 1) prvkd v jednom z (m — (j — 1)) neprozkoumanych slott (s pfedpokladem
UH).

Dale, protoZze n < m implikuje (n — j)/(m — j) < n/m pro vechna 0 < j < m.
Takze pro v8echna 0 < ¢ < m plati:



n n—-1 n-2 "_i+2<<n)i_1:ai71.

PriX >i} = .
rX =i} m m-—1 m-—2 m—1+2 " \m

No a ted miiZzeme ohrani¢it o¢ekavané mnoZstvi sond:

o0

EX] = PriX >i} < i—l = b —
M=) Prxzi sy =Y ai = o
i=1 i=1 =0
Corollary 2. Vkldddni prvku do haSovaci tabulky s otevirenym adresovdnim s faktorem zaplnéni o vyZaduje v priméru nejvijse
1/(1 — a) sond, s predpokladem UH.

Drikaz. Prvek je vloZen do tabulky jenom, pokud je tam misto, tedy o < 1.
ViozZeni klice je vlastné neuspésné hleddni ndsledované umisténim klice do prvniho prdzdného slotu, ktery je nalezen.

Tedy ocekdvany pocet sond je nejvyse ﬁ

Theorem 8. M¢éjme tabulku s otevirengm adresovdnim a s faktorem zaplnéni o < 1, ocekdvané mnozstvi sond pri uspésném
hleddni je nejvyse.

1 1
—In
a 11—«
za predpokladu UH a predpokladu, Ze kaZdy kli¢ v tabulce bude hleddn se stejnou pravdépodobnosti.
Diikaz. Hledéani klice k bude nasledovat stejnou posloupnost sond, jako kdyz byl kli¢ k£ vkladéan. Dle pfedchoziho dusledku,

pokud k bylo (i 4 1)-ni kli¢ vloZeny do tabulky, o¢ekavané mnozstvi sond pii hledani k je nejvyse (1/(1—i/m)) = m/(m —1).
Zprimérovanim pies vSech n kli¢i v tabulce dostavame primérny pocet sond pii tspésném hledani:

1 Tf m m g 1 1 (H I )
ne~m-i n“~m-i o mens
i=0 =0
kde H; = 22:1 % Je i-té harmonicke ¢islo.
Pouzijeme aproximaci integralem:




