ALS1 — Prednaska 2
Dokonalé hasovani
HaSovani mize mit skvély vykon v nejhorsim pripadé v pripadé, Ze je mnozina kli¢u statickd. Napft.
— mnozina rezervovanych slov v programovacim jazyce,
— mnozina jmen soubort na CD-ROM.

Zakladni my8lenka: Pouzit dvojuroviové schéma s univerzilnim hasovanim na obou trovnich.

— prvni trovei — v podstaté stejné jako haSovani s fetézenim.
— druh& drovenn — misto seznamil pouzijeme sekunddrni hasovaci tabulky S; s asociovanou haSovaci funkci h;. Vhodnym
vybérem muizeme zajistit, aby na sekundarni drovni nebyly zadné kolize.

Abychom zajistili, Ze na druhé trovni nebudou zddné kolize, potfebujeme m; = njz-, kde m; je velikost sekundéarni tabulky
ve slotu j, n; je pocet kli¢i, které se tam nahasuji.

To se muZe zdat hodné, ale uvidime, ze pfi vhodné volbé hasovaci funkce na prvni tirovni bude o¢ekdvané mnozstvi pouzité
paméti O(n).

Tu funkci vezmeme z H, . KliCe, které se hasuji do slotu j jsou piehaSovany do sekundarni tabulky S; velikosti m;
pouzitim haSovaci funkce z Hy, 1

V nasledujim pujde o dvé véci:

— jak zajistit, Ze na druhé trovni nebudou kolize.
— dokazat, Ze predp. mnoZstvi pouzité paméti je O(n).
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Theorem 1. Pokud uloZime n klici do haSovaci tabulky velikosti m = n? s poufitim haSovaci funkce ndhodné vybrané z
univerzdlni tFidy haSovacich funkci, pak pravdépodobnost, Ze nastane kolize je mensi nez 1/2.

Dikaz. Existuje (g) part kli¢a, které mohou kolidovat; kazdy péar koliduje s pravdépodobnosti 1/m, pokud je h vybrana
z univerzalni tiidy H haSovacich funkci. Necht X je ndhodna proménna, ktera piedstavuje pocet kolizi. Pokud plati m = n?
pak ocekdvané mnozstvi kolizi je
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Pouzijeme Markovovu nerovnost Pr{X >t} < E[X]/t pro t = 1 a je vymalovano.

E[X]z(Z) ! :”2_”-%@/2.

Theorem 2. Pokud uloZime n klicid v hasovact tabulce velikosti m = n pouZitim hasovaci funkce h ndhodné vybrané z uni-
verzdlng tiidy haSovacich funkci, pak

m—1

Zn? < 2n,

Jj=

v o

kde n; je pocet klici hasovangch do slotu j.

Dikaz
Zacneme nésledujici rovnosti, ktera plati pro libovolné nezaporné celé &islo a:

9 a
= 2 .
a a+ (2)
Plati, ze

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
2 _ . nj _ ) nj _ nj _ nj
jz::nj - FE ;O<nj+2(2>) =F jz::()nj +2E j_o(z) = B[] +2E | <2> =n+2FE (2)

Suma z;jol (") je vlastng celkovy pocet kolizi.

Podle vlastnosti univerzalniho hasovéani, o¢ekdvana hodnota této sumy je nejvyse
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protoze m = n.
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Corollary 1. Pokud uloZime n kli¢i v haSovact tabulce velikosti n = m pouZitim haSovaci funkce h ndhodné vybrané z uni-
verzdlng tridy hasovacich funkci a nastavime velikost kaZdé sekunddrni tabulky na m; = n? pro j = 0,1,...,m — 1, pak
ocekdvané mnoZstvi paméti potiebné k uloZeni vsech sekunddrnich hasovacich tabulek v perfekinim hasSovdni je méné nez 2n.

Diikaz. Protoze mj = n3 pro j =0,1,...,m — 1, pfedchozi véta dava

m—1

m—1
E Z m;| =FE Z n? < 2n.
=0 §j=0

Corollary 2. Pokud vybereme n klictii v haSovaci tabulce velikosti m = n pouZitim haSovaci funkce h ndhodné vybrané z
univerzdlng tridy haSovacich funkct, a nastavime velikost kazdé sekunddrni tabulky na m; = n? proj=0,1,...,m—1, pak
pravdépodobnost Ze celkovd pamét pouzitd pro sekunddrni haSovaci tabulku prekroc¢i 4n je méné nez 0.5.

Diikaz. Pouzijeme Markovovu nerovnost, Pr{X > t} < E[X]/t, na nerovnost z piedchoziho dikazu s X = 0" 'm; a
t=4n:

m—1 E [27.":1 m}
7=0 J 2n 1
Pr ijzéln < =< — =,
= 4n 4n 2

TakZe po otestovani nékolika ndhodné vybranych haSovacich funkci najdeme takovou, ktera vyuZiva rozumné mnozstvi

pameéti.

Binarni vyhledavaci stromy (binary search tree, BST)

Méme linearné usporddanou mnozinu kli¢a. BST je strom, kde

— uzly jsou oznaceny klic¢em,

— kazdy uzel ma nejvyse dva potomky (nejvyse jednoho levého a nejvyse jednoho pravého).
— pokud mé uzel s kli¢em k levého potomka s kli¢em [, plati [ < k.

— pokud mé uzel s kli¢em k pravého potomka s kli¢em p, plati k& < p.

Theorem 3. Ocekdvdny pocet porovndni pii vyhleddvani v BST o N klicich je asi
2In N ~ 1.386logy V.

To plati za predpokladu, Ze se jedn4 o nahodné postaveny strom (randomly built BST; RBBST):

— pravdépodobnost, ze N kli¢a bylo vlozeno v kazdém z N! poradi je stejna.
— ze stromu se nemazalo.

Oznacme:
— Cn — prumérny pocet porovnani pii uspésném hledani v BST s N klici.
— C\ — pramérny pofet porovnani pii netspé$ném hledani v BST s N kli¢i.
Co+Cr+--+Cy_y
N

Cy=1+

Rozsireny bindrni strom — pridame zvlastni uzly tam, kde mél ptivodni strom prazdny podstrom.
délka vnejsi cesty (E — external path length): Soucet vzdalenosti kofene od v8ech vngjsich uzli.
délka vniting cesty (I — internal path length): Soucet vzdalenosti kofene od vSech vnitinich uzla.

Theorem 4. Pro BST o N wvnitinich uzlech plati, Ze
E=1+2N. (2)

Pokud predpokladame, Ze kazdy kli¢ je vyhledavan se stejnou pravdépodobnosti a ze kazdy z N + 1 intervald mezi kli¢i
a vné extrémnich hodnot kli¢u je stejné pravdépodobny, dostavame:
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S pouzitim (2) dostavame

1
CN—<1+N>C’§V1. (3)
Z (1) a (3) dostavame
(N+1)Cy=2N+Cy+Ci+ -+ Cy_;. (4)
Zbavime se rekurence — ode¢teme od (5) rovnici
NCy_1=2(N—-1)+Cy+Ci{+- -+ Cy_o. (5)
Dostaneme
(N+1)Cy —NCN_1 =2+ Cy_;.
Po upravé
Cly = Clyy + o
NTENSLEN 41
Intermezzo: Harmonicka cisla
11 1 1
Hy=1+-+-+-+-—= - =1 o(1
ottt ’;k nn + O(1)

posledni krok se d& ukazat aproximaci integraly.
Kdyz se da sumace vyjadrit jako >, _  f(k), kde f(k) je monotonné klesajici funkce, miZeme ji aproximovat:

" fayar < Z 7 i
/ <

Dolni hranice:

k=1
Horni hranice:
Zn:1</n1dz Inn a ted Xn:1<lnn—|—1
k=), = k—
k=2 k=1
Harmonicka ¢isla rekurzivné:
0 =0
H, = 1 P.ro n ,
Hy, 1+ jinak.

Takze Cf = 2HNn41 — 2.

konec intermezza

Po dosazeni do (3) a zjednoduseni dostavame
1
CN2(1+N)HN3z21nN.

Theorem 5. Ocekdvand viyska RBBST o N uzlech je O(log(N)).
Nadefinujeme si tyto tfi ndhodné proménné:

— vyska RBBST o N prvcich Xy,
— exponencialni vyika Yy = 2%~
— kli¢ v kofeni RBBST Ry .

Hodnota Ry je se stejnou pravdépodobnosti kterykoli z prvka {1,..., N}. Pokud Ry = i, pak

— levy podstrom je RBBST o ¢ — 1 prvcich,
— pravy podstrom je RBBST o N — i prvcich,
- Yy =2 -max(Yi_1,Yn_y)



Jako krajni pfipady Yy méme Y; = 1,Yy = 0.
Déle definujeme nahodné proménné Zy1,2Zn2, ..., ZN,N, kde Zy,; = I{Rn = i}.
Méme Pr{Rn =i} = L proi=1,2,...,n, a tedy

1
ElZy,;] = - proi=1,2,...,n

Protoze pravé jedna hodnota Zy; = 1 a vSechny ostatni jsou 0, mame taky

N
Yn = Z ZN,i(2-max(Yi-1,Yn-i)).
i=1
Ukazeme, ze E[Yn] je polynomickd v N, z toho pak vyplyne, ze E[Xn] = O(log N).
Nahodna proménnd Zy ; je nezavisld na Y;_1 a Yy _;.
KdyZ vybereme Ry = i, levy podstrom (s exp. vyskou Y;_1) je ndhodné postaven z i — 1 kli¢1, které jsou mensi nez i. Tento
podstrom je jako jakykoli jiny podstrom postaveny z ¢ — 1 prvku:
— pouze pocet prvki v ném je zavisly na volbé Ry,
— jeho struktura neni nijak zavisla na volbé Ry . stejné tak pro pravy podstrom.

N
E[Yy] =E ZZNl (2-max(Y;_1,Yn_i))| = > BE[Zni(2- max(V;_1,Yn_;))]

i=1

N
E[Zn;] - F[(2 -max(Y;—1,YN_i))] = Z % B2 max(Yi_1,Yn_s))]
1 i=1

I
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N N
2
NZ [max(Y;—1, Yn—i)] < Z Yi1] + E[Yn-i]
V poslednim vyrazu se kazdy term E[Yp], E[Y1],...,E[YN_1] vyskytuje dvakrat — mtiZeme ho zjednodusit na
g N1
ElYn] < ; E[Y]

Pro N =1 toto plati

Dale

Plati, ze 28X~ < E[2XN] = E[Yy].
Z toho dostavame, Ze
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