ALS1 — Prednaska 3

1 Catalanova d¢isla
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Pocet stromi o 5 uzlech: 14
1.1 Kolik je binarnich vyhledavacich stromu?

Cy = CyCy

Cy =C1Cy+ CyCy

C3 = C2C) 4+ C1Cy + CoCy

Cy = C3CH) + CoCy + C1C5 + CpCy

Cp=Ch1Co+Cp2C + -+ Ci1Cp_a + CoCrq

1,1, 2,5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357670, 129644790, 477638700,
1767263190, 6564120420, 24466267020, 91482563640, 343059613650, 1289904147324, . . .

tzv. Catalanova ¢isla

1.2 Explicitni vzorec pro Catalanova ¢isla
Definujeme generujici polynom
o0
f(2) =Co+ Crz+ Co2® + Co2® 4 =Y Cy2'
i=0

obsahujici vSechna Catalanova ¢isla jako koeficienty.
uvazujme druhou mocninu f(z):

[f(2)]* = CoCo (=0C1)
+ (0100 + C()Cl)z (: CQZ)
+ (CQCO + C1C1 + COCQ)Z2 (: C322)



Tedy

[f(2)]? = Oy + Coz + C32% + Cy2® + - --
Kdyz predchozi rovnici vynasobime z a pfi¢teme Cjy:
f(z) = Co+2[f(2)]?
To je pouze kvadratickd rovnice v f(z), miiZeme ji FeSit znamym zpiisobem:
2f*— f+Co=0.

Dostaneme
1++1 -4z
flay = 12T 1)
z
Pouzujeme jenom — namisto +, protoze vime, ze f(0) = Cy = 1 (kdybychom pouzili +, pak pro z — 0 je f(z) — o). Pro

vyjadieni f(z) pouZijeme (zobecnény) binomicky rozklad na

V1I—4z = (1 —42)Y/?

- nfk k_ n E n—1 TL(TL—].) n—212 n(n_l)(n_Q) n—313
(a+b)" ;)<> of=a" + Ta" b+ e T a0
Dostavame
1 1 1 1 1 3 1 1\(_3\(_5 1 1 3V(_5 7
b BOED e DEDED L BDEDEDED e BEDEDEDED
(1-42) [t W) 521 ATy 39 54301 %)
Coz je
1 1 3-1_, 5-3-1 7-5-3-1
IS DR Y T B i 0 O 4 _
(1-4z)/==1 1!22 2!42 3 8z 1 16 =] 3225
Dosadime do (1) a dostaneme
1 31,5 5310y 7531,
f(z)—1+22 +74 1 8z° + = 162" +
Nepohodlnych soucint typu 7-5 -3 - 1 se zbavime nésledovné.
Vsimnéme si, ze:
22.21=4.2
23.31=6-4-2

2441 =8-6-4-2.

atd. Tedy
L2 LA, 16 18,
f<z>—1+2<uu>”3(zm>z+4<313!)z+5<4;4!>2'“
_i 1 (m)z
i=OZ+1 7
7 tohoto

1 (20
z
St 1\

~

tedy dostavame explicitni vzorec pro Catalanova &isla:

Binérnich vyhledavacich stromi o i uzlech je tedy ; +1 (21)



Catalanav trojahlenik
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1 6 20 48 90 132 132

2 Vyvazené stromy
Theorem 1. Vyska AVL-stromu s n vnitinimi uzly je O(logyn).

Dikaz. Jaky je minimalni pocet uzlia v AVL-stromu vysky h?
Necht T}, je takovy strom nejmensim poc¢tem uzli; pak

— (Feknéme) levy podstrom méa vysku h — 1,
— pravy podstrom ma vysku h — 1 nebo h — 2.

Protoze chceme minimum uzli, mizeme predpokladat, ze levy podstrom kotene je Ty _1 a pravy je Tp_o.

Intermezzo: Fibonacciho stromy
Fibonachiho strom Fddu k méa Fj1 — 1 internich uzlt (na obrazku krouzky) a Fjy1 externich uzli (na obrazku ¢tverce),
a je konstruovan nasledovné:

— Pokud k = 0 nebo k =1, strom je @
— Pokud k > 2 koten je Fy; levy podstrom je Fibonacciho strom fadu k — 1; a pravy podstrom je Fibonacciho strom fadu
k — 2 se v8emi ¢isly zvySenymi o Fj.

Obrazek 1. Fibonacciho strom fadu 8.

Vyjma externich uzli se ¢isla obou potomki potomki v kazdém internim uzlu lisi od ¢isla jejich predka o stejnou hodnotu,
a tato hodnota je Fibonacciho ¢islo (napf.: 5 =8 — Fy a 11 = 8 + F}). Pokud je rozdil F}, odpovidajici rozdil pro dalsi vétev
nalevo je F;_1, zatimco napravo je to Fj_s.



Intermezzo: Binetiiv vzorec
Vyjadfeni Fibonachiho é&isla:

Fn:sz:”fw” _ ety
©—1 NG
1++5 1-+5

~ 1.6180339887 - - - Y = 5 ~ —0.6180339887 - - -

kde

Cisla ¢ a 9 jsou Feeni rovnic
P?=x+1 a a"=z""'4a"?
takZe mocniny ¢ a 1 splauji Fibonacciho rekurenci. To jest,
=" " e Yt =gt TR
Zjevné pro jakékoli hodnoty a, b, sekvence definovana jako
Up = ap™ +by" (%)
také spliuje stejnou rekurenci:
Un=a@" "+ 00" +a@" 7 + 00" 2 = Up_ 1+ Up_2

Pokud a, b uréime tak, aby Uy = 0,U; = 1. Vysledné posloupnost musi byt Fibonacciho.
Takze potfebujeme vyfesit tuto soustavu rovnic:

a+b=0
wa+Yb=1
Regenti je a = ﬁ = %7 b= —a, to se dosadi do (x) a hotovo.

konec intermezza

Méame tedy, ze levy podstrom kofene je Ty, 1 a pravy je T _o.
Tedy Fibonachiho strom fadu A + 1 ma nejmensi pocet uzli mezi vemi vyvazenymi stromy vysky h.

KdyZ vezmeme v tvahu, ze "2 /1/5 < 1, dostavame.

%)
V5

n>Fpio—1> -2,

Zlogaritmujeme a hotovo.
Mohli bychom taky ukazat, Ze vyska AVL-stromu o n prvcich je mezi

log(n + 1) a 1.44041g(n + 2) — 0.3277.

Analyza vkladani do AVL stromu: horni hranici ¢asu v nejhorsim pFipadé muzeme snadno odvodit z Véty o vysce AVL-
stromu. Pro prumérny piipad zadna komplexni analyza neexistuje. Na to je ten algoritmus uz prili§ slozity. Porad je tu ale
dost zajimavych teoretickych a empirickych vysled:

2.1 Pocdet AVL stromu

Jaky je poCet B, vyvazenych binarnich stromi s n vnitfnimi uzly a vyskou h?
Pro maléa h ze vztahi



Generujici posloupnost

Bu(z) =Y Bup2"

>0
Tedy napi:
By(z) =22° 4+ 23
Bs(z) = 42* 4+ 62° + 425 + 27
By(2) = 1627 + 3228 +442% 4 - + 821 4 215

Celkovy pocet vyvazenych stromi s vyskou h je Bj, = By (1), které spliiuje rekurenci:

By=1
B =1
By = B} +2B,B),_4

Takze
By,=124+2-1-1=3 =3
By3=34+2-3-1=15 =35
By=15>+2-15-3 =315 =32.5.7
Bs=... =3%.52.7.23

Obecné mame
By = A AT AT A
kde Ag =1,A1 =3, A5 = 5,A3 =T, Ay =23, A5 = 347, .. .,Ah = Ap_1Bp_o + 2.
Posloupnosti By, a Ay rostou velmi rychle — jsou dvojité exponencidlni. Lze ukazat, Ze existuje realné &islo 6 ~ 1.43687
t.Z.

2

By =67 = [6* 416 =+ (-1)"[07]
Pokud uvazujeme Bj, stromy stejné pravdépodobné, je pramérny pocet uzli ve stromu vysky h

By, (1)/Bp(1) ~ (0.70118)2" — 1. (x)
To indikuje, Ze vyska vyvazeného stromu s n uzly bude obvykle daleko bliZe logy n nez k logy n.

Nanestésti tento vysledek neméa moc spole¢ného s algoritmem vklddani do AVL-stromu. Pfi jeho pouZiti vznikaji nékteré
stromy se znacné vyssi pravdépodobnosti, nez jiné:

Nap¥. uvazme pripad n = 7, kde existuje 17 moznych AVL-stromi, a 7! = 5040 moZnych pofadi, ve kterych zle vlozit 7
kli¢a.

Perfektné vyvazeny strom obdrzime v 2160 pripadech:

Fibonachiho strom obdrzime v 144 pripadech:



podobny strom obdrzime v 216 piipadech:

Fakt, ze perfektné vyvazeny strom vznikne vysokou pravdépodobnosti spole¢né se vztahem (x).
Z toho bychom mohli usuzovat, ze pramérné bude pro hledani v AVL potieba okolo log, n + ¢ porovnéni.

Ovsgem koeficient u termu log, n nebude pfesné 1, protoze kofen stromu by pak byl blizko medianu a kofeny jeho podstromu
blizko kvartilam. Jednoducha nebo dvojita rotace be nemohla jednoduse udrzet kotfen blizku medianu.

Empirické testy ukazuji, Ze prumérny pocet porovnani pro vlozeni n-tého prvku je asi 1.01logs n + 0.1, vyjma piipadd,
kdy n je malé.



