Kapitola 4

Univerzalni Turingtv stroj a Nedeterministicky
Turingiv stroj

4.1 Nedeterministicky TS

Obdobné jako u kone¢nych automatt zavedeme nedeterminismus.
Definice 14. Nedeterministicky Turingiv stroj (NTS) je dan stejnymi slozkami jako v definici 1 az bod
4. piechodova funkce § : Q x I' — 2@xIx{L.R}

Pojem konfigurace je u NTS zaveden stejné jako u deterministickych TS. Maly rozdil je v definici
vypoctu.

Definice 15. Krok vypoctu NT'S je definovan jako binarni relace na mnoziné konfiguraci: Necht (¢, a; . . . ap, )
je takova konfigurace T', kde ¢ # q+,n € Nyaq,...,a, € ;1 < n.

(a) Je-llil<i<nad(qa)>(d b L), pak

(gya1...an,0) F (¢ a1...a;_1bayy ... an,i—1).

(b) Je-li 5(Q7 al) > (q/7 b? L)7 pak
(q,a1...a,,0)F (¢ bay...ay,0).

(C) Je-li 5(q7 ai) > (qla b7 R)? pak

(g,a1...an, i) F (¢ a1...a;_1baiyy ... an,i+1).

Definice kroku vypoc¢tu NTS je tedy velmi podobna definici 15 kroku vypoctu TS. Podoné jsou i pojmy,
které na tento pojem kroku vypoctu navazuji: Vypocet NTS definujeme jako tranzitivni, refexivni uzaver
relace . Vétvi vypoctu nazyvame sekvenci ¢; F co F - = ¢ takovy, Ze plati, Ze ¢; F ¢;11 pro vSechna
1 <4 < k. Byva zvykem ztotozhovat pojmy vypocet a vétev vypoctu. Vétev vypoctu se nazyva prijimajics,
pokud je posledni konfigurace v zapise prijimajici, a je zamitajici pokud je posledni konfigurace v zapise
prigimagict.

NTS prijimé slovo w, pokud existuje alespon jedna vétev vypocétu nad w, kterd je prijimajici. NTS
zamité slovo w, pokud vSechny vétve vypoctu nad timto slovem konecné a zaddné neni prijimajici.

Stejné jako u konecénych automati plati, zZe se zavedenim nedeterminismu nezvysi vypocetni sila.

Véta 4. Trida nedeterministickyjch Turingovijch stroji je ekvivalentni s tridou deterministickych Turingo-
vych stroji.
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4.2 Univerzalni Turingav stroj

Pojmem wuniverzdlni Turingiv stroj myslime TS, ktery dokaze simulovat ¢innost jiného TS (napiiklad
TS, jehoz zakodovani je soucasti vstupniho slova univerzalniho TS). V této ¢asti textu si ukdzeme, jak
univerzalni TS zkonstruovat.

Konstruujme TS U, ktery pfijima vstupni slova ve tvaru [M, w], kde TS M pfijimé w.

Univerzalni TS U sestavime jako t¥ipaskovy TS: Na prvni pasce bude zapséan kod [M]; na druhé pasce
budeme uchovavat konfiguraci ¢ TS M, na tfeti pasce bude nésledné konfigurace TS M.

TS U pro vstupni slovo [M, w], kde M je TS a w slovo nad vstupni abecedou M

1. Zapie na druhou péasku kod [¢g] inicidlni konfigurace TS M (na prvni nechéa [M])

2. Pokud je konfigurace ¢, jejiz kod je na prvni pasce, prijimajici, TS U piijme [M, w]; pokud
je zamitajici, U zamitne [M, w]; jinak pokracuje dalsim bodem.

3. Najdi v [M] prechod, ktery lze pouzit z c.

4. Vypocte novou konfiguraci ¢, t.z. ¢ - ¢, zapiSe ji na druhou pasku. Pokracuje krokem 2.

Déle ukazeme, ze muzeme sestrojit i (deterministicky) TS Uy, ktery simuluje ¢innost nedeterministic-
kého TS.

TS Uy pro vstupni slovo [M,w], kde M je NTS a w slovo nad vstupni abecedou M

1. Zapise na druhou péasku kod [¢g] inicidlni konfigurace TS M (na prvni nechéa [M])

2. Pokud je nékterd konfigurace ¢, jejiz koéd je na prvni pasce, prijimajici, TS Uy prijme
[M, w]; pokud je zamitajici, Uy zamitne [M, w]; jinak pokracuje dalsim bodem.

3. Pro kazdou konfiguraci ¢ najdi v [M] ptrechody, které lze pouZit z c.

4. Vypocte vSechny nové konfigurace ¢, t.z. ¢ F ¢, zapiSe je na druhou péasku. Pokracuje
krokem 2.

Z faktu, ze deterministicky TS dokaze simulovat nedeterministicky TS, vyplyva, Ze deterministicky
TS je vypocetné alespon tak silny, jako nedeterministicky. Protoze deterministicky TS je specidlni piipad
nedeterministického TS, dostdvame ze t¥ida deterministickych TS a tfida nedeterministickych TS jsou
ekvivalentni.

4.3 Enumerator

Enumerator je varianta TS, ktera nemé zadny vstup, ale mé navic instrukei print, ktera, kdyz je vyvolana
vytiskne obsah pasky (az po prvni prazdny symbol). Jazykem enumeratoru rozumime mnozinu vsech slov,
které vytiskne. Pro ilustraci viz obr. 4.3.

Enumerator mizeme formalizovat tfeba tak, ze pfechodova funkce bude mit tvar

0:QxT = QxT x{R,L} x {print, (0}
nebo tak, zZe uréime mnozinu stavi, do kterych, kdyz enumerator prejde, nastane print.

Piiklad 8. Pomoci stroje, ktery vycisluje funkci w — ww muzeme sestavit enumerator, ktery tiskne jazyk
{0%" | n € Ng}. Viz obr.4.2

vvvvvv

Konkrétni formalizace nas zajimat nemusi. Dulezitéjsi pro nas bude fakt, ze enumerator je vypocetné
stejné silny jako klasicky T'S:
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tidici jednotka

printer

print 1

11

101
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¢teci/zapisovaci hlava
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paska

Obrazek 4.1: Schema enumeratoru

— . zapig 0

A

print [

W = Ww

Obrazek 4.2: Enumerator tisknouci jazyk {0*" | n € Ng}.

Véta 5. Necht L C ¥* je jazyk.

(a) Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyZ existuje enumerator, ktery jej tiskne lexikografickém uspordddnd.
(b) Jazyk L je cdstecné rekurzivni, prave kdyz existuje enumerator, ktery jej tiskne.

Diikaz. (a) ,=“: Necht L je rekurzivni jazyk a M|, je TS, ktery rozhoduje L. Sestrojime enumerator Ep,
ktery jej tiskne L v lexikografickém poradi:

Enumerator E:

(na pésce je zapsano w

=)

simuluje ¢innost Mp, pro w

1.
2.
3. pokud M, prijme w, pak print
4.

vypocte lexikografického néaslednika w, zapis ho na pasku a pokracuje od bodu 2.

,<=": Necht L je tisknut enumeratorem Ej v lexikografickém poradi. Pokud je L konec¢ny jazyk, pak ji
jisté rekurzivni. Uvazujme tedy pouze piipad, Zze L je nekonec¢ny. Sestavime TS M, ktery rozhoduje L:

TS M, pro vstupni slovo w:

1. simuluje ¢innost Ep,

2. pokazdé kdyz E}, vytiskne slovo v, M} ho porovné s w:

e pokud w = v, My pfijima w,

e pokud w > v, M}, zamita w,

e jinak pokracuje v simulaci Ep.

(b) ,,=“ Necht L je ¢astecné rekurzivni jazyk a My, je TS, ktery ho pfijima. Sestrojime Fj enumerator,

ktery jej tiskne:
Enumerator E,

1. Nastavi n na 0
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2. Vygeneruje vSechna slova délky maximalné n a pro kazdé z nich simuluje n kroka vypoctu
TS Mj. Pokud néktera simulace skoncila pfijetim, £ vytiskne ptijaté slovo.

3. Zvysin o 1 a pokracuje krokem 2.

Zjevné prave slova jazyka L budou vytiSténa enumeratorem £ .
»<="“ Necht L je tisknut enumeratorem E v lexikografickém poradi. Pokud je L kone¢ny jazyk, pak ji
jisté rekurzivni. Uvazujme tedy pouze piipad, Ze L je nekone¢ny. Sestavime TS My, ktery rozhoduje L:

TS My, pro vstupni slovo w:

1. simuluje ¢innost Ej,

2. pokazdé kdyz E}, vytiskne slovo v, My ho porovné s w:
e pokud w = v, M, pfijima w,
e jinak pokracuje v simulaci E.
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Kapitola 5

Jazyky Turingovych stroju

vSechny jazyky

castecné rekurzivni jazyky

[ rekurzivni jazyky ]

Obrazek 5.1: Mnoziny jazyka TS

V kapitole 2 jsme definovali jazyky TS. Jazyky TS nédm logicky rozdélily mnozinu vSech jazyki na tii
podmnoziny: rekurzivni jazyky, ¢astecné rekurzivni jazyky, které nejsou rekurzivni, a jazyky, které nejsou
ani ¢astecné rekurzivni (viz Obr. 5.1). Zatim jsme si predstavili jen nékolik zastupcu jazyki, které jsou
rekurzivni. V této kapitole si predstavime jazyky ze zbyvajicich dvou mnozin jazykt a budeme se zabyvat
vlastnostmi mnozin jazyk.

5.1 Jazyky, které nejsou castecné rekurzivni
Diagondlnt jazyk Lp je definovan néasledovné

Lp ={[M]|M je TS, ktery neptijima [M]}
Slovy, Lp je jazyk Turingovych stroju, které nepfijimaji vlastni kod.
Véta 6. Lp nent cdastecné rekurzivnt.

Diikaz. Tvrzeni dokédzeme sporem. Predpokladejme, ze existuje TS D, ktery pfijimé Lp. Uvazujme, jestli
[D] € Lp:

e Pokud [D] € Lp, takze TS D ptijima [D] (protoze TS D podle predpokladu piijima Lp), takze
[D] ¢ Lp (dle definice jazyka Lp)

e Pokud [D] ¢ Lp, takze TS D nepiijima [D], takze [D] € Lp.
V obou vétvich dochézime ke sporu, predpoklad je tedy mylny. O]
Nasledujici véta 1iké, ze jazyk kodi TS, které ptijimaji prazdny jazyk, neni ¢asteéné rekurzivni.
Véta 7. Jazyk Ly = {[M]| M je TS, t.z. L(M) = 0} neni édsteéné rekurzivn.
Diikaz. TODO L
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5.2 Jazyky, které jsou castecné rekurzivni, ale nejsou rekurzivni

Vime tedy, ze existuji jazyky, které jsou rekurzivni a vime také, ze existuji jazyky, nejsou ¢astec¢né rekurzivni
(Lp). V této sekci si predstavime dva modelové zéstupce jazyki, které jsou ¢astecné rekurzivni, ale nejsou
rekurzivni — konkrétné univerzalni jazyk, a jazyk HALT!.

Univerzdlni jazyk Ly je definovan takto:

Ly = {[M,w]| M je TS, ktery pijima w}.
Véta 8. Ly nent rekurzivni.

Diikaz. Toto tvrzeni dokdzeme opét sporem. Budeme pfedpokladat ze Ly je rekurzivni, dojdeme ale k
zaveéru, ze v tom piipadé je i Lp rekurzivni.

Predpokladejme, Ze jazyk Ly je rekurzivni, a TS U’ je TS, ktery ho rozhoduje. Sestavime TS D:

TS D pro vstupni slovo [M], kde M je TS:

1. Simuluje ¢innost TS U’ pro vstupni slovo [M, [M]].

2. Pokud tato simulace skon¢i pfijetim, D zamitd [M].

3. Pokud tato simulace skon¢i zamitnutim, D prijima [M].
O TS D vime, ze:

a nemize cyklit: simulace v kroku 1. musi vzdy skon¢it, protoze U’ necykli, kroky 2. a 3. jsou
TS D aze cyklit: simul kroku 1 i vzdy skoncit toze U’ kli, kroky 2. a 3. ]
jednoduché.

(b) TS D ptijima [M], pokud U’ zamita [M,[M]], coz je v piipadé, ze M nepiijima [M].

7 téchto dvou faktu vyplyva, ze TS D rozhoduje jazyk Lp. To je ale spor tvrzenim véty 6. Predpoklad
tedy musi byt mylny. O]

Véta 9. Jazyk Ly je cdstecné rekurzivni.
Dikaz. Univerzalni TS jej pfijima. m
Jazyk Lyarr je definovan takto:
Luarr = {[M,w] | M je TS, ktery zastavi pro w}.
Véta 10. Jazyk Lyarr neni rekurzivni.

Diikaz. Tvrzeni opét dokadzeme sporem. Budeme predpokladat, ze Lyarr je rekurzivni, a ukizeme, ze v
tom ptipadé by byl i Ly rekurzivni.

Predpokladejme, Ze Lygarr je rekurzivni, a Ze tedy existuje TS H, ktery jej rozhoduje. Sestavime TS
U’
TS U’ pro vstupni slovo [M, w], kde M je TS, a w je Fetéz nad jeho abecedou

1. Vytvoii TS M’ upravou kodu TS M tak, aby M’ cyklil, kdykoli TS M zamita (jinak se chova stejné).

2. Simuluje ¢innost TS H pro vstupni slovo [M’, w]. Pokud simulace skonéi piijetim TS U’ piijimd
[M,w], v opacném pripadé TS U’ zamitd [M,w].

O TS D vime, ze:

1V kontextu rozhodovacich problému se tyto nazyvaji problém pfijeti TS a problém zastaveni TS
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(a) TS U’ nemuze cyklit: krok 1 je jednoduché uprava, simulace v kroku 2. musi vzdy skoncit, protoze
H necykli.

(b) TS U’ prijima [M,w] pravé kdyz H prijima [M’', w], coz je pravé v piipadé, ze M’ zastavi pro w a to
je pravé v pripadé, ze M prijme w

Z téchto dvou faktu vyplyva, Zze U’ rozhoduje Ly, coZ je spor s tvrzenim Véty 8. Predpoklad je tedy
mylny. O

Véta 11. Jazyk Lyarr je cdstecné rekurzivnd.

Diikaz. Sestrojime TS Tp,,,., ktery prijima Lyarr.

* DODELAT

5.3 Jazyky, které jsou rekurzivni
V predchézejicich kapitolach jsme si ukézali nékolik jazyku, které jsou rozhodovany TS. V této sekci si
ukidzeme nékteré dalsi, zajimavejsi.

Jazyk Lyartipa je definovan takto.

Luarriea = {{M,w] | M je LBA, ktery zastavi pro w}.

Véta 12. Jazyk Lyarripa je rekurzivni.
Dikaz. Néaznak: staci sestrojit TS, ktery simuluje ¢innost LBA a navic pocita simulované kroky. Protoze
LBA ma pro pouziti koneény pevné dany pocet policek pasky, které mize pro zpracovani w pouzit, existuje
konecny pocet konfiguraci, ve kterych se miize nachézet. Pokud je vypocet delsi, nez tento pocet, LBA

cykli (musel byt v néjaké konfiguraci alespon dvakrat). TS, ktery simuluje ¢innost LBA miuze tedy snadno
detekovat zacykleni. O

Jako disledek této véty dostavame nésledujici vétu:
Véta 13. Kazdy jazyk prijimany LBA je rekurzivni.
Diikaz. Necht X je TS, t.z. L(X) = Lyarripa a L je jazyk prijimany LBA A. Sestrojime nasledujici T'S:
TS Miga pro vstupni slovo w:

1. spusti TS X pro vstupni slovo [A, w], pokud X zamitne [A, w], Mpga zamitne w.

2. simuluje ¢innost A pro w; pokud A pfijme w, pak Myga prijme w, jinak Myga zamitne
w.
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5.4 Vlastnosti jazykt TS

Véta 14. Je-li L jazyk piijimany TS, a jeho dopliiek L také jazyk piijimany TS, pak L je jazyk rozhodovans
TS.

Diikaz. Tvrzeni dokazeme konstruktivnim zptisobem. Necht M a Mz jsou TS, které piijimaji L a L.
Sestavime TS M, ktery rozhoduje L.

TS M pro vstupni slovo w:

1. Stridavé, po jednom kroku, simuluje ¢innost stroju M a M7 pro w.

2. Pokud M, prijme w, pak M prijme w; Pokud M7 prijme w, pak M zamitne w.

Kazdé slovo w patii budto do L nebo do L. To znamen4, ze béhem kone¢ného poc¢tu krok@ M, nebo M+
prijme w. TS M se tedy nemiize béhem simulace zacyklit. TS M tedy necykli a rozhoduje L. [

Poznamka 6. Véta 14 by se dala doplnit takto: Je-li L jazyk prijimany TS, a L také jazyk piijimany TS,
pak L i L je jazyk rozhodovany TS.

Véta 15. Necht Ly, Lo jsou rekurzioni jazyky. Pak:

(a) prinik Ly N Ly je rekurzivnd jazyk,

(b) sjednoceni Ly U Ly je rekurzivni jazyk,

(¢) konkatenace LiLy := {af |a € Ly, € Lo} je rekurzivni jazyk,
(d) Kleeneho uzaver L* .= {e} U, . L" je rekurzioni jazyk.

(e) doplnék L je rekurziond jazyk.

neN

Diikaz. (a) Necht Ly, Ly jsou rekurzivni jazyky a M, My jsou Turingovy stroje, které rozhoduji Li a Lo,
tedy L(M;) = Ly a L(Msy) = Ls. Sestrojime M tak, ze L(M) = Ly N Ly :

TS M pro vstupni slovo w:

1. TS M simuluje ¢innost T'S M; pro vstupni slovo w.

(a) Pokud M; zamitne w, TS M zamitne slovo w.
(b) Pokud M; pfijme w, TS M pokracuje bodem 2.

2. TS M simuluje ¢innost T'S M; pro vstupni slovo w.

(a) Pokud My zamitne w, TS M zamitne slovo w.
(b) Pokud M pfijme w, TS M zamitne slovo w.

TS M nikdy necykli a pfijimé slovo w pravé kdyz w € L(M;) a w € L(Ms); rozhoduje tedy jazyk
Ly N Ly, a tento jazyk je tedy rekurzivni.

(b) podobny dikazu (a).

(c) Necht Ly, Ly jsou rekurzivni jazyky a M;, My jsou Turingovy stroje, které rozhoduji L; a L, tedy
L(M,) = Ly a L(Ms) = L. Sestrojime M tak, ze L(M) = L Ly :

TS M pro vstupni slovo w := ajay ... ay:

1. TS M pro k= 0,1,...n provadi nasledujici ¢innost
(a) rozdéli vstupni slovo w na dva podretézce wy :=ay ...a, a Wy 1= Ay - . - Ay.
(b) simuluje ¢innost TS M; pro slovo w; a poté simuluje ¢innost TS My pro slovo ws.
Pokud obé simulace skoncily pfijetim, TS M piijme slovo w, v opacném piipadé
pokracuje dalsim k.
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2. Pokud pro zadné k nenastalo pfijeti, TS M zamita w.

TS M nikdy necykli a pfijima slovo w pravé kdyz se da rozdélit tak, aby wy € L(M;) a wy € L(Ms);
rozhoduje tedy jazyk LiLs, a tento jazyk je tedy rekurzivni.

(d) Necht L je rekurzivni jazyk a M je TS, ktery rozhoduje L, tedy L(M) = L. Sestrojime nedetermi-
nisticky TS M’ tak, ze L(M') = L* :

NTS M’ pro vstupni slovo w := ajas . .. ay:

1. Pokud w = ¢, NTS M’ ptijima.

2. NTS M’ nedeterministicky zvoli 0 < m < n a nedeterministicky zvoli 1 < ky < ko < -+ <
ky, < n.

(a) rozdéli vstupni slovo w na m podfetézct w; := ay,_, ... ;.

(b) simuluje ¢innost TS M pro slova w;. Pokud v8echny simulace skonéily piijetim, TS
M’ prijme slovo w.

3. Pokud pro alespon jedno w; nenastalo pfijeti, TS M zamita w.

(e) Necht M je TS, ktery rozhoduje L. TS M sestrojime ze stroje M zaménou prijimaciho a zamitaciho
stavu. TS M tedy prijima slova, ktera M prijimé a naopak M zamita slova, ktera M prijima. TS M tedy
rozhoduje L. O

Véta 16. Necht Ly, Ly jsou cdstecné rekurzivni jazyky. Pak:

(a) primik Ly O Ly je cdstecné rekurziond jazyk,

(b) sjednoceni Ly U Ly je cédstecné rekurzivni jazyk,

(c) konkatenace LyLy := {af | € Ly, 5 € Ly} je cdstecné rekurzivnd jazyk,

(d) Kleeneho uzdver L* == {e} U, oy L" je cdstecné rekurzivnd jazyk.

Diikaz. (a) Néaznak: Necht Ly, Ly jsou ¢asteéné rekurzivni jazyky a Mj, My jsou Turingovy stroje, které
prijimaji Ly a Lo, tedy L(M;) = Ly a L(Ms) = L. Sestrojime M tak, ze L(M) = Ly N Ly tak, ze M bude
pro vstupni slovo w st¥idavé (po kroku) simulovat vypocet M; pro w a vypocet My pro w. Pokud dojde k
prijeti w strojem M; nebo My, M prijme w.

(b) podobné jako (a)

(c) DODELAT

(d) DODELAT O

Jako dtisledek Véty 14, Véty 15 a Véty 16 muzeme mit nasledujici moznosti pro jazyky a jejich dopliiky:
DODELAT

5.5 Redukce

Definice 16. Necht f : X* — X* je vycislitelna funkce a necht Li, Ly C ¥* jsou jazyky. Rikéme, Ze f
redukuje Ly na Lo, pokud pro w € L; pravé kdyz f(w) € Lo. Funkci f pak fikdme redukce jazka Ly na Lo.

Pokud existuje redukce jazyka L; na Lo, fikime, ze Ly je redukovatelny na Lo. Tento fakt zapisujeme
Ly <; L.

Véta 17. Necht Ly <, Lo, pak plati:
e pokud Lo je rekurzivni, pak i Ly je rekurzivni.

e pokud Lo je castecné rekurzivni, pak i Ly je c¢astecné rekurzivni.
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Diikaz. Dokézeme pouze prvni tvrzeni, dikaz druhého tvrzeni je velmi podobny. Necht R je TS provadéjici
redukci f z Ly na Ly a My je TS rozhodujici Lo. Sestrojime My, ktery rozhoduje L,
TS M; pro vstupni slovo w:

1. spusti TS R pro w a vypocita tak f(w).

2. spusti TS M, pro f(w); pokud TS M, pfijme f(w), TS M; pfijme w, pokud TS My zamitne f(w),
TS M; zamitne w.

Pokud w € Ly, pak f(w) € Ly a proto M, ptijme f(w), takze M; pfijme w. Pokud w ¢ Ly, pak f(w) ¢ Lo
a proto My zamitne f(w), takze M; zamitne w. A tedy M; rozhoduje L. O

Vétu 17 vyuzijeme spiSe v pozménéném tvaru:
Véta 18. Necht Ly <, Lo, pak plati:
e pokud Ly neni rekurzivni, pak ant Ly nent rekurzivni.
e pokud Ly neni cdstecné rekurzivng, pak ani Lo nent c¢dstecné rekurzivnd.
Diikaz. plyne pfimo z véty 17. ]
Véta 19. L, = {[M]|L(M) # 0} nent rekurzivni.
Diikaz. Tvrzeni dokdzeme redukei univerzalniho jazyka Ly na L, a aplikaci véty 18.
Redukci reprezentujeme pomoci TS R, ktery ji vy¢isluje:
TS R pro vstupni slovo [M,w], kde M je TS a w je vstupni slovo nad jeho vstupni abecedou, provadi:

1. Sestavi TS M’, ktery pro vstupni slovo z provadi:

(a) Simuluje ¢innost TS M pro vstupni slovo w.
(b) Pokud M piijme w, pak M’ pfijme z.
(¢) Pokud M zamitne w, pak M’ zamitne z.

2. Zapise na pasku [M'] a zastavi.
TS R tedy provadi konverzi [M,w] na [M'] tak, Ze plati:

e Pokud [M,w]| € L, tj. M neptijima w, pak M’ pfijimé jakékoli vstupni slovo z a tedy pfijima
neprazdny jazyk, takze [M'] € L.

e Pokud [M,w] ¢ L, tj. M pro w cykli nebo jej zamita, pak M’ budto cykli pfi simulaci M pro w,
nebo zamita x, protoze M zamitlo w. Jakékoli vstupni slovo z je tedy zamitnuto a L(M) = (), takze

[M’] S L7,g.

Tim jsme ukazali, ze Ly <, Ly, a z véty 18 dostavame, ze L,. neni rekurzivni. ]
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5.6 Postiiv problém prirazeni

Mé¢jme mnozinu usporadanych dvojic fetézi jako je napiiklad tato:

0 01 110
—_——, = (5.1)

1007 00" 11
Regenim v sadé je sekvence dominovych kostek, tak Ze konkatenace fetézct v horni ¢asti je rovna konka-
tenaci Tetézci v dolni ¢asti. Dominové kostky se v této sekvenci mohou opakovat. Naptiklad feseni v sadé

5.1 je
110 01 110 O

11700 11 °100’
protoze konkatenaci fetézcti v horni i dolni ¢asti dostaneme stejny fetézec 110011100.
Postuv problém pritazeni je pak definovan takto:

Definice 17. Postiv problém pfifazent je rozhodovaci problém , Existuje v sadé S feSeni?*
Postiv problém prirazent s inicializaci je rozhodovaci problém , Existuje v sadé S TeSeni zac¢inajici danou
kostkou?*

Vyjadreny jako jazyky:
e Postiiv problém prifazeni:

PPP = {[5]| S je sada, kterd méa feSeni}.
e Postuv problém prifazeni s inicializaci:

a
PPPinit = {[S, Z] | S je sada, kterd ma feSeni zacinajici kostkou § }.

Véta 20. PPP pro |X| > 2 nent rekurzivni a PPPinit pro || > 2 nend rekurzivn.

Diikaz. Ukazeme, ze Ly <, PPPinit: PotFebujeme tedy sestavit TS R, ktery provadi konverzi [M,w] na

(S, £], a to tak, ze M pifijme w, pravé kdyz S ma feSeni zacinajici kostkou ¢.

TS R pro [M,w]:
1. Sestavi stroj TS T' = (Q, >, T, 0, gstart, 4+, q—), ktery je ekvivalentni s M, ale nikdy se
nepokusi prejet levy okraj pasky.

2. Ke stroji T' sestavi nasledujici sadu S:

» 4 _
(a) Vlozi e S, kde wiws ... w, = w.

(b) Pro kazdé a,b € T a kazdé ¢,r € Q, kde q # q_,

pokud (¢, a) = (r,b, R), vloz Z—a do S
T

(c¢) Pro kazdé a,b € T" a kazdé q,r € Q, kde q # q_,

pokud d(q,a) = (r,b, L), vlozi % do S

cor

(d) Pro kazdé a € T,

a
vlozi — do S
a
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s H #
(e) Vlozi % a % do S.
(f) Pro kazdé a € T

a a
viozi 2 5 B g0 5
t+  qr
(g) Vlozi % do S
3. zapiSe na pasku [S # | a skonéi

? H#QstartW1W2... Wn H

Pokud M prijima w — tedy T' prijima w, existuje prijimajici vypocet vypocet T'S T' nad w. Sestrojime
sadu 9, ve které existuje jen feseni odpovidajici tomuto vypoctu. Toto feSeni bude mit v horni i dolnf ¢asti
cely vypocet TS T nad w.

Dile, ukazeme ze PPPinit <, PPP: Potiebujeme tedy konvertovat [S, ¢] na [S'], tak Ze sada S ma
feSeni zacinajici ¢, pravé kdyz 5" ma feSeni.

Pro Fetézec x oznacme (x4 ) Fetézec, ktery vznikne z x tak, ze se prida symbol # za kazdy jeho symbol,
a ozna¢me (xx) Fetézec, ktery vznikne z  tak, ze se pfida symbol # pied kazdy jeho symbol. Napiiklad

(001,4) = 040414 a (4001) = F#0#041.

TS R pro vstupni slovo [S, £]:

1. Sestavi S’ tak, ze pro kazdou kostku 3 € S dame Ei—i; do S".
v 1. 0O
2. Prida 75 do S’.
3. Prida 22 4o 9.
(#0)
4. Zapise [9'] a skondi.

Tedy pro kazdou kostku z S TS R vytvori kostku tak, Ze v hornim fetézci umistime znak # pred kazdy
jeho symbol a v dolnim fetézci umistime znak # za kazdy jeho symbol. Dale se prida % do §’, kterd méa
souzit jako ,,ukoncovaci kostka. V tomto okamziku S§ nemé zadné reSeni — chybi kostka, kterou by se
dalo zacit. V bodé 3 pridavame kostku, kterou je mozné zacit a ktera odpovida inicialni kostce §. Jakékoli

reSeni sady S’ tedy musi zac¢inat touto kostkou. Takové FeSeni existuje pravé tehdy, kdyz sada S ma reSeni
zacinajict . O]

5.7 Ukoly k textu

1. Pomoci redukce popsané v ditkazu Véty 20 vytvorte sadu pro PPP, ktera odpovidé vypoctu Turingova
stroje M7 nad slovem 0000.
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