Metrické stromy
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Metrickym stromem rozumime jakoukoli stromovou datovou strukturu spe-
cializovanou na indexovani dat v metrickych prostorech. Metrické stromy vyuzi-
vaji vlastnosti metrickych prostoru, jako trojuhelnikova nerovnost k efektivnéj-
§fmu pristupu k dattim. Ptiklady jsou M-stromy, vp-stromy, cover stromy, MVP
stromy, a bk stromy.

Metrika vzdélenosti d(x,y) pro metricky prostor je definovana néasledovné

e i) d(z,y) = d(y,z)

e ii) 0 <d(z,y) < oo,z #vy

e iii) d(z,2) =0

e iv) d(z,y) < d(x,2) + d(z,y) (trojthelnikova nerovnost)

Metriky vzdalenosti

o FEuklidovska vzdalenost




e Canberova vzdalenost

d(z,y) = Z L%;M x; a y; jsou kladné
(2

e Levenshteinova vzdalenost (edita¢ni vzdalenost)

Vzdalenost sekvenci a a b je lev, p(lal, |b]).

max(s, j) pokud min(i, j) =0
levap(i—1,7)+1

min < levg (4,5 — 1) + 1
levey(i— 1,5 — 1)+ I(a; # b;)

I(a; # b;) — indikator a; # b;.

levy (3, 5) =

1 VP-stromy

VP-stromy rozkladaji mnoZinu dat podle vzdalenosti objekti vzhledem k refe-
renénimu bodu (vantage point). Median téchto vzdalenosti je pouzit jako od-
délovac k rozkladu objektid do dvou vyvazenych podmnozin, na které miize byt
rekurzivné pouzita ta samé procedura.

Struktura bin&rniho vp-stromu je velmi jednoduchéa. Kazdy vnitini uzel je
ve tvaru (Sy, M, Rptr, Lpir), kde Sv je vantage point, M medianova vzdalenost
vBech bodi (od Sy) indexovanych pod tim uzlem, Ry, a Lyt jsou ukazatele na
levy a pravy podstrom. Levy podstrom uzlu indexuje ty body, jejichZ vzdéalenost
od S, je mensi nebo rovna M, a pravy podstrom uzlu indexuje ty body, jejichz
vzdalenost od S, je vétsi nebo rovna M. V listovych uzlech jsou reference na
datové body mist ukazateli na podstromy.

Vytvoreni VP stromu

Vstup: S — mnozina prvki z metrického prostoru.
1) Pokud |S| =0, vytvof prazdny strom.

2) Jinak, necht Sy je libovolny objekt z S (vantage point).
M = median({d(S;, Sy) | VS; € S})
Necht Sy = {S; | d(S;,Sy) <M kde S; € Sa S; #5, }
Sy = {S; | d(S;,S5y) > M kde S; € S} (kardinalita S a S, by mély byt
zhruba rovny)
Rekurzivné vytvof vp-stromy na S a S, jako levy a pravy podstrom.



Vyhledavani

Pro dany objekt ), mnozina datovych objekti, které jsou ve vzdalenosti 7 od
@ je nalezena vyhledavacim algoritmem popsanym nize:

1) Pokud d(@Q, Sy) < 7, pak S, je ve vysledné mnoziné.
2) Pokud d(Q, Sy) + 7 > p, rekurzivné prohledej pravy podstrom.

3) Pokud d(Q, Sy) — 7 < p, rekurzivng prohledej levy podstrom.

(vSimnéte si, Ze 2) a 3) mohou nastat soucasné, pak se prohledavaji oba pod-
stromy).

NN ve VP stromech

Data: vp strom T, bod ¢
T = 00;
nodestovisit= [T] NN = NULL;
while not null nodestovisit do
node = nodestovisit.popleft();
d = d(q, node.vp);
if d < 7 then
NN = node.vp;
T =d,
end
if d < node.y then
if d < node.u + 7 then
| nodestovisit.append(node.left)
end
if d > node.py — 7 then
| nodestovisit.append(node.right)
end
else
if d > node.p — 7 then
| nodestovisit.append(node.right)
end
if d < node.ps + 7 then
| nodestovisit.append(node.left)
end
end
end




Zobecnéni binarni vp-stromi na m-arni vp-stromy

Binarni vp-strom mize byt snadno zobecnén na m-arni stromovou strukturu.
Konstrukce vp-stromu faddu m je velmi podobnéa konstrukei binarniho vp-stromu.
Namisto hledani medianu vzdalenosti mezi vantage pointem a datovymi body,
jsou body sefazeny a rozlozeny do m skupin o stejné kardinalité. Hodnoty vzda-
lenosti pouzité pro ten rozklad jsou zaznamenany v uzlu.

2 MVP-stromy (multiple vantage point trees)

MVP-stromy, rozkladaji prostor do sférickych fezi okolo vantage pointi (po-
dobné jako vp-stromy), rozklady vytvaii vzhledem k vice nez jednomu vantage
pointu na kazdé trovni a udrzuje si informaci navic v listech pro kviili efektiv-
nimu odfiltrovani kandidatnich bodi.

MVP-strom pouziva dva vantage pointy v kazdém uzlu. Na kazdy uzel v
MVP-stromu miZe byt nahlizeno jako na dvé drovng VP-stromu (rodi¢ a jeho
samy vantage point. To umoziuje mit vice odfiltrovanych dat v kazdém uzlu p¥i
vyhledavani a mensi pocet vantage pointt v nelistovych tdrovnich.

MVP-strom ma tfi parametry:

e pocet tiid rozkladu vytvoreny kazdym vantage pointem (m),
e maximum dat pro listové uzly (k),
e a pocet vzdalenosti pro datové body v listech (p).

V binarnich MVP-stromech rozdéluje prvni vantage point (ozna¢me ho Sy1)
prostor na dvé ¢asti, a druhy vantage point (ozna¢me ho Sy9) rozdéluje kazdou
z téchto Casti na dvé. Mame tedy 4 potomky v binarnim pfipadé. Obecné pocet
potomku vnitiniho uzlu je m?2.

V kazdém vnitinim uzlu je udrzovany medidny M; a M; pro rozklad vzhle-
dem k Sy1 a Sys.

V listovych uzlech uchovavame presné vzdalenosti mezi datovymi body a
vantage pointy toho listu. Dy [i] a Da[i] (i = 1,2,. .., k) jsou vzdalenosti z prvniho
a druhého vantage pointu, a k je pocet dat v listech (muZe byt zvoleno vyssi
nez m?.

Pro kazdy datovy bod z v listech uchovava pole z.PATH|[p|] vypoc¢tené vzda-
lenosti mezi datovym bodem z a prvnimi p vantage pointy na cesté z rootu do
listového uzlu. Obrazek 1 ukazuje strukturu vnitfniho uzlu a a listovych uzla v

binarnim MVP-stromu.

2.1 Konstrukce MVP-stromu

Je-li ddna kone¢na mnozina S = S, 5s,...,S5, objektd, a metrika d(), binarni
MVP-strom s parametry m = 2,k a p je konstruovan na S nasledovné.

1) Pokud |S| = 0, vytvor prazdny strom a skonéi.



Svl Ml

{ child pointers }
Internal node
[ s.. DJ1] |D2] | .| DK |
[Se Dy1] |D.2] |..| Dix] |
P,. P>. Py .
P. PATH | P, PATH P. PATH

Leaf node
(P; thru Py are the data points)

Obrazek 1: Struktura uzlu binarniho MVP-stromu




2) Pokud |S| < k + 2 pak

2.1) Vyber libovolny objekt z S (Sy1, prvni vantage point)
S:=8—{S}
Vypoéitej v8echny d(S;, Sy1) kde S; € S, a uloz je v poli Dy.

2.2)
2.3)
2.4) Necht Sy2 je nejvzdélendjsi bod od Sy; (druhy vantage point).
2.5) §:=5—{S2}

2.6) Vyp0c1teJ vBechny d(S5;, Sv1) kde S; € S, a uloz je v poli Ds.
2.7) s

ondi.
3) Jinak (pokud |S| > k + 2)

3.1) Vyber libovolny objekt z S (Sy1, prvni vantage point)
3.2) §:=5—{S1}

3.3) Vypocitej vSechny d(S;, Sv1)
Pokud (level < p) S;.PATHIl] = d(S;, Sv1)-

3.4) Usporadej objekty v S vzhledem k jejich vzdalenosti od Syq.
M; = median z {d(S;, Sv1)}, rozloz objekty do dvou seznami, SS; a
S5y, stejné délky (podle My).

3.5) Necht Sys je libovolny bod z 5SSy (druhy vantage point).
3.6) S:=5—{S}

3.7) Vypocitej viechny d(S;, Sy2) kde S; € SS1 U SSs.
Pokud (level < p) S;.PAT Hlevel + 1] = d(S;, Sv2).

38) Mg[l} = median z {d(Sj,SVQ) | VSJ S SSl}
MQ[Q} = median z {d(Sj,SVQ) | VS] S SSQ}

3.9) Rozpul seznam SS; do dvou seznamii stejné délky podle M[1]. Po-
dobné pro SS,. level+ = 2, rekurzivné zpracuj vSechny ¢tyii mno-
Ziny.
2.2 Vyhledavani v MVP-stromech

Pro dany objekt (2, mnozina datovych objekti, které jsou ve vzdalenosti r od
Q je nalezena vyhledavacim algoritmem popsanym nize:

1) Vypocitej vzdalenosti d(Q, Sy1) a d(Q, Sy2).

— pokud d(@Q, Sy1) <, pak Sy je ve vysledné mnozing;
— pokud d(Q, Sy2) < 7, pak Syo je ve vysledné mnozinég.

2) pokud je aktualni uzel list,
Pro v8echny datové body (S;) v uzlu,

2.1) Najdi d(S;, Sy1) a d(S;, Sy2) v polich Dy a Ds.



2.2) pokud [d(Q, Sy1)—r < (S;, Sv1) < d(Q, Sv1)+7] asoucasné [d(Q, Sy2)—
r < (S5, Sy2) < d(Q, Sy2) +7], pak pokud pro v8echna ¢ = 1...p plati
(PATH[i] — r < S;. PATH[i] < PATH[:] — r), vypocitej d(Q, S;).
Pokud d(Q, S;) < r, pak S; je ve vysledné mnoziné.

3) jinak, (pokud je aktualni uzel list interni)
3.1) pokud (I <p), PATH[l] = d(Q, Sy1),
pokud (I < p), PATH[l + 1] = d(Q, Sy2)-
3.2) pokud d(Q, Sy1 +r < My, pak
x pokud d(Q, Sy2) + r < Ms[1], rekurzivné prohledej prvni pod-
strom sl =1+ 2.
x pokud d(Q, Sy2) — 7 > M>[1], rekurzivné prohledej druhy pod-
strom sl =1+ 2.
3.3) pokud d(@Q, Sy1 — r > M, pak
x pokud d(Q, Sy2)+r < Ms[1], rekurzivné prohledej tieti podstrom
sl=1+42.
x pokud d(Q, Sy2) — r > Ms][1], rekurzivné prohledej ¢tvrty pod-
strom s [ =1+ 2.

3 BK-stromy

BK-strom (Burkhard & Keller) je metricky strom s adaptovany pro diskrétni
metrické prostory. UvaZzujme, Ze d(z,y) € Np.

Kazdy uzel ma jeden kli¢ x libovolny pocet potomki, kazdy ukazatel na

potomka je ohodnocen vzdalenosti z Ny; klice v potomku maji vzdalenost od-
povidajici tomuto ohodnoceni.

Operace nad BK-stromy jsou pfimocaré.

Insert:

vstup: BK-strom T', vkladany kli¢ x
vystup: upraveny strom 7.

e Pokud je strom prazdny, vytvor novy kofen s klicem .

e Necht £ je kli¢ v koteni. Rekurzivné vyvolej insert pro podstrom s ohod-
nocenim d(z, k).

ACAB

ACAA  AAAA BBBB
ACAC  AAAC
AAAB



Vyhledavani:

Range search:
vstup: BK-strom T, kli¢ x, vzdalenost d
vystup: mnozina kli¢a se vzdalenosti < d.

e pokud je strom prazdny, skondci.

e Necht k je kli¢ v kofeni. Pokud d(z,k) < d

Rekurzivné vyvolej Range search pro kazdy podstrom s ohodnocenim d —
d(z, k)andd + d(x, k) vietné.

NN search:
vstup: BK-strom T, kli¢ x
vystup: kli¢ z T' s nejmensi vzdalenosti od z.

e inicializace d = co; NN = NULL.
e pokud je strom prazdny, skondci.

e Necht & je kli¢ v kofeni. Pokud d(z, k) < d, pak NN =koten, d = d(z, k).

Rekurzivné vyvolej NN search pro kazdy podstrom s ohodnocenim d —
d(x, k)andd + d(z, k) véetns.

4 Cover tree

Cover tree T nad daty S je strom, ve kterém kazda turoven je pokryti (cover)
pro uroven pod ni. Kazda troven je indexovand prirozenym ¢islem ¢, ktery se
smérem k listtim snizuje. Kazdy uzel je asociovan s jednim bodem v S. Kazdy
bod v S miiZze byt asociovéin s vice uzly ve stromu, ale pozaduje se, aby se kazdy
bod vyskytoval nejvyse jednou v kazdé arovni. Necht C; oznacuje mnozinu bodu
v S asociovanych s uzly na trovni i. Cover tree spliuje nasledujici pravidla pro
vSechna 1.

1. (vnofeni) C; C C;_1. Z toho vyplyva, Ze pokud se bod p € S vyskytuje v
C;, pak kazda nizsi troven mé uzel asociovany s p.

2. (pokryti) Pro viechna p € C;_; existuje ¢ € C; t.z. d(p,q) < 2% a uzel v
arovni ¢ asociovany s ¢ je rodi¢em uzlu v trovni ¢ — 1 asociovanym s p.

3. (separace) pro viechna riizna p,q € C;, d(p,q) > 2°.

Pro jednoduchost budeme sjednocovat uzly s jejich asociovanymi body.

Hledani nejblizsiho souseda. Pro nalezeni nejblizsiho souseda bodu p v co-
ver tree sestupujeme skrze strom turoven po trovni, a pamatuje si podmnozinu
Q; C C; uzli, které mohou obsahovat nejbliz§iho souseda p jako potomka. Al-
goritmus iterativné konstruuje @);_1 rozSifenim @; na jeho potomky v C;_;
a naslednym ofezanim potomkt, ktefi nemohou vést k nejbliz§imu sousedu



p. Pro jednoduchost je snaznéjsi uvazovat strom tak, Ze méa nekoneény pocet
trovni (Cw je pouze kofen, C_ o, = S). Oznaéme mnoZinu potomkii uzlu p jako
Children(p) a ozna¢me d(p, Q) = mingeq d(p, ¢).

Algorithm 1 Find-Nearest (cover tree T, query
point p)
1. Set Qoo = Cso, where U is the root level of T

2. for 7 from oo down to —oc
(a) Set @ = { Children(g) : ¢ € Q;}.
(b) Form cover set Qi—1 = {¢ € Q : d(p,q) <
d(p,Q)+2'}.
3. return argmingeq___ d(p. q).




