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Metrické stromy

e Metrickym stromem rozumime jakoukoli stromovou datovou strukturu
specializovanou na indexovani dat v metrickych prostorech.

o Metrické stromy vyuzivaji vlastnosti metrickych prostoru, jako
trojahelnikova nerovnost efektivnéjsimu pristupu k datdam.

e Priklady: M-stromy, vp-stromy, MVP-stromy, a bk-stromy.
Metrika vzdalenosti d(x, y) je definovana nasledovné:
d(x,y) = d(y,x)
0<d ) 00, XF#Yy

d(x,

(x,
x) =
d(x,y) < d(x z)+d(z,y) (trojahelnikova nerovnost)



Priklad 1

Euklidovska vzdalenost

d(x,y) = ‘/Z(Xi — yi)?

Hammingova vzdalenost

d(x,y) =Y Ixi = yil

1

Cebysevova vzdalenost

d(Xay) = miax\x,- —)/:|



Minkowského vzdalenost
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Priklad 2

Editacni vzdalenost (Levenshtein distance)

lev(a, b) =

al

||

lev(tail(a), tail(b))
lev(tail(a), b)

1+ min ¢ lev(a, tail(b))
lev(tail(a), tail(b))

pokud |b| =0
pokud |a] =0
pOkUd dal = b1
jinak



Near Neighbor Query: Z dané mnoziny datovych objekti
X ={X1,Xa,...,Xn} z metrického prostoru s metrikou d(), ziskej vsechny
datové objekty, které jsou do vzdalenosti r od zadaného bodu Q.

Parametr r se obecné nazyva méreni podobnosti nebo toleranéni faktor.

Jsou mozné i nékteré varianty near neighbor query:
e nearest neighbor query,
e k-nearest neighbor query

e farthest neighbor query,



vp-stromy (vantage point trees)

VP-stromy rozkladaji mnozinu dat podle vzdalenosti objektii vzhledem
k referen¢nimu bodu (vantage point).

Median téchto vzdalenosti je pouzit jako oddélovaé k rokladu objektd do
dvou vyvazenych podmnozin, na které mize byt rekurzivné pouzita ta sama
procedura.

[+ J. Uhlmann

Satisfying General Proximity/Similarity Queries with Metric Trees.
Information Processing Letters. 40 (4): 175-179. (1991)



vp-strom: definice

Kazdy vnitini uzel je ve tvaru (Sv, M, Ly, Rptr), kde
¢ S, je vantage point,
e M medianova vzdalenost viech bodid (od S,) indexovanych pod tim
uzlem
® Lyt @ Rpr jsou ukazatele na levy a pravy podstrom.

e levy podstrom uzlu indexuje ty body, jejichz vzdalenost od S, je mensi
nebo rovna M

e pravy podstrom uzlu indexuje ty body, jejichz vzdalenost od S, je vétsi
nez M.

V listovych uzlech jsou reference na datové body misto ukazateli na
podstromy.



vp-strom: konstrukce (bulk-loading)
Je-li dana kone¢na mnozina S = {51, 52, ..., Sp} objektd, a metrika d(-),
binarni vp-strom V na S je konstruovan nasledovné:
1. Pokud S = (), vytvoF prazdny strom.

2. Jinak, necht S, je libovolny objekt z S (vantage point)
M = median{d(S;,S,) | VS; € S}
S = {5,' | d(S,',SV) <M, kde S; €S a5 # 5\,}
S, = {5,' | d(Sf,SV) > M, kde S; € S a }
3. Rekurzivné vytvoz vp-strom na S; a S, jako levy a pravy podstrom.

Poznamka

e Tento iterativni proces je podobny jako u k-d stromu, ale pouziva
kruhové (nebo sférické, hyperkulové atd.) déleni misto primocarého.

o Ve dvourozmérném euklidovském prostoru to Ize vizualizovat jako sérii
kruhii oddélujicich data.



e Binarni vp-strom je vyvazeny, takze miaze byt snadno strankovan pro
ulozeni v sekundarni paméti. Konstrukce vyzaduje O(nlog,(n))
vypoctil vzdalenosti.

e Pro dany objekt @, mnozina datovych objekti, které jsou
ve vzdalenosti r od Q je nalezena vyhledavacim algoritmem:

1. Pokud d(Q,S,) < r, pak S, je ve vysledné mnozing,
2. Pokud d(Q,S,) + r > M, prohledej pravy podstrom,
3. Pokud d(Q,S,) — r < M, prohledej levy podstrom,

Poznamka

Vsimnéme si, ze 2) a 3) mohou nastat soucasné a pak se prohledavaji oba
podstromy.



Poznamka: Zobecnéni binarni vp-stromil na m-arni vp-stromy

Binarni vp-strom maze byt snadno zobecnén na m-arni stromovou
strukturu.
o Konstrukce vp-stromu fadu m je velmi podobna konstrukci binarniho
vp-stromu.
e Namisto hledani medianu vzdalenosti mezi vantage pointem
a datovymi body, jsou body sefazeny a rozlozeny do m skupin o stejné
kardinalité.
e Hodnoty vzdalenosti pouzité pro ten rozklad jsou zaznamenany v uzlu.



MVP-stromy (multiple vantage point trees)

e MVP-stromy, rozkladaji prostor do sférickych fezil okolo vantage
pointl (podobné jako vp-stromy), rozklady vytvari vzhledem k vice
nez jednomu vantage pointu na kazdé arovni a udrzuje si informaci
navic v listech pro kvili efektivnimu odfiltrovani kandidatnich boda.

o MVP-strom pouziva dva vantage pointy v kazdém uzlu.
Na kazdy uzel v MVP-stromu miize byt nahlizeno jako na dvé arovné
VP-stromu (rodi¢ a jeho pfimi potomci) kde viechny uzly v potomcich
na nizsi Grovni pouZivaji ten samy vantage point.

e To umozihuje mit vice odfiltrovanych dat v kazdém uzlu pfi
vyhledavani a mensi pocet vantage pointil v nelistovych Grovnich.



MV P-strom: definice

MVP-strom ma tfi parametry:

pocet tfid rozkladu vytvoreny kazdym vantage pointem (m),
maximum dat pro listové uzly (k),

a pocet vzdalenosti pro datové body v listech (p).

V binarnich MVP-stromech rozdéluje prvni vantage point S, prostor
na dvé €asti, a druhy vantage point S,» rozdéluje kazdou z téchto
Casti na dvé.

Mame tedy 4 potomky v binarnim pfipadé. Obecné pocet potomki

vnitiniho uzlu je m?,



V kazdém vnitinim uzlu jsou udrzovany mediany My, My[1], Mz[2] pro
rozklad vzhledem k S,1 a S,».

V listovych uzlech uchovavame presné vzdalenosti mezi datovymi body
a vantage pointy toho listu.

Dilil a Da[i] (i =1,2,..., k) jsou vzdalenosti z prvniho a druhého
vantage pointu, a k je pocet dat v listech (mize byt zvoleno vy3si nez
m?).

Pro kazdy datovy bod x v listech uchovava pole x.PATH|p]

vypoctenych vzdalenosti mezi datovym bodem x a prvnimi p vantage
pointy na cesté od kofene do listového uzlu.



{ child pointers

Internal node

LS. Di1] |[Di[2] | ..| Dix] |
LS. D.f11_[D:21 [ .| Dikl |
Py, P. Py .
[P. PATH |P. PATH P. PATH

Leaf node
(P; thru Py are the data points)

Struktura vnitfniho uzlu a listovych uzla
v binarnim MVP-stromu.



MV P-strom konstrukce

Je-li dana kone¢na mnozina S = {51, 52, ..., S} objektd a metrika d(), je
binarni MVP-strom s parametry m = 2, k a p konstruovan na S takto:

1. Pokud 8 = 0, vytvor prazdny strom a skonci.
2. Pokud |S| < k + 2, tak
2.1 Vyber libovolny objekt z S — to je S,1, prvni vantage point
22 S+ S-— {Svl}
2.3 Spocitej vechny d(S;, Sy1), kde S; € S a uloz je v poli Dy
2.4 Vyber nejvzdalenéjsi objekt od S,1 — to je S,», druhy vantage point
25 S+ S—{S.»}
2.6 Spocitej viechny d(S;, Sy2), kde S; € S a uloz je v poli D,
2.7 Skonci



3. Jinak (pokud |S| > k + 2)
3.1 Vyber libovolny objekt z S — to je S,1, prvni vantage point
32 8§+ S8—-{S1}
3.3 Spocitej viechny d(S;, S,,)
Pokud (level < p), nastav S;.PATH[level] < d(S;, Sv1)
3.4 Usporadej objekty v S vzhledem k jejich vzdalenosti od S,;
My < median({d(S;, Sv1) | Si € S})
Rozloz objekty do dvou seznamii Sy a S stejné délky (podle M)
3.5 Vyber libovolny objekt z S — to je S,2, druhy vantage point
3.6 82 — 82 — {5‘,2}
3.7 Vypocitej viechny d(S;, S,2), kde §; € S1 U S,
Pokud level < p, tak S;.PATH[level 4+ 1] = d(S;, Sv2).
3.8 My[1] + median({d(S5;, Sv2) | Sj € S1})
M>[2] < median({d(S;, Sv2) | Sj € S2})
3.9 Rozloz 81 i S, kazdy do dvou seznamii stejné délky
(podle My[1] a M5[2]).
3.10 rekurzivné pokracuj pro viechny 4 mnoziny.



Vyhledavani v MVP-stromech

Mnozinu objekti, které jsou ve vzdalenosti r od @ je nalezena
vyhledavacim algoritmem:

1. Vypocitej vzdalenosti d(Q, S,1) a d(Q, Sv2)
e pokud d(Q,S,1) < r, pak S,1 je ve vysledné mnoziné
e pokud d(Q,S,2) < r, pak S,2 je ve vysledné mnoziné
2. Pokud je aktualni uzel list, tak pro vsechny datové body S; uzlu:
2.1 Najdi d(S;, Sy1) a d(S;, Sv2) v polich Dy a Ds.
2.2 pokud [d(Q,S,1) — r < d(Si,S,1) < d(Q,Sy1) + r] a souasné
[d(Q,S5,2) —r <d(5;,5,2) <d(Q,S,2)+r] aproviechnai=1,...,p
plati PATH[i] — r < 5;.PATHIi] < PATHI[i] + r, vypocitej d(Q, S;).
d(Q,S;) < r, pak S; je ve vysledné mnoziné.



3. jinak, (pokud je aktualni uzel interni)
3.2 pokud | < p, PATH[I = d(Q, S.1),
pokud | < p, PATH[I + 1] = d(Q, S,2).
3.2 pokud d(Q,S,1) + r < My, pak
e pokud d(Q, S.2) + r < Ma[1], rekurzivné prohledej prvni podstrom
sl 142
e pokud d(Q, S.2) — r > Mx[1], rekurzivné prohledej druhy podstrom
sl« 142
3.3 pokud d(Q,S,1) + r > My, pak
e pokud d(Q, S.2) + r < Ms[1], rekurzivné prohledej treti podstrom
sl 142
e pokud d(Q, Sv2) — r > Ma[1], rekurzivné prohledej ¢tvrty podstrom
sl 1+2



Bk-stromy

[4 W. Burkhard, R. Keller

Some approaches to best-match file searching
CACM, 1973

e stromova struktura adaptovana na diskrétni metriky (tfeba
Levenshteinova vzdalenost).

e Definovan nasledovné: libovolny prvek je zvolen jako kofen, k-ty
podstrom prvku a je rekurzivné vytvorfen ze vsech prvki b

d(a, b) = k

e Obvykle pouzivany k hledani blizkych slov ve slovniku.






konstrukce, inkrementalni vkladani a vyhledavani je zjevné.

vyhledavani NN je provadéno takto:

pokud je strom prazdny, vrat ()

Vytvof mnozinu uzld S ke zpracovani, a vloz do ni koren.
Dokud S # 0

o Vyber lib. uzel vz S
e Vypocitej d, < d(q, u), pokud je mensi, nez doposud nalezeng,
zapamatuj si ho
dbest — du
o Pro kazdého potomka v uzlu u:
pokud |d, — dy| < dpest
vloz v do S.



M-stromy

e M-stromy jsou stromové datové struktury, které jsou podobné
R-stromm a B-stromm.

e M-strom konstruovan pomoci metriky a stavi na trojahelnikove
nerovnosti pro efektivni vyhledavani rozsahu a vyhledavani
k-nejblizsich sousedd (k-NN).

e Zatimco M-stromy mohou dobfe fungovat za mnoha podminek, strom
miize mit také velké prekryti a neexistuje jasna strategie, jak se
prekryvani nejlépe vyhnout.

o Kromé toho je lze pouzit pouze pro funkce vzdalenosti, které spliuji
trojahelnikové nerovnost!.

Ymnoho pokroéilych funkci nepodobnosti to nespliuje



o V podstaté si je miizeme predstavit jako R-stromy, kde nemame MBR
ale n-dimenzionalni koule dané objekty a polomérem.

e strom primarné slouzi k podobnostnim dotaziim (nejblizsi sousedi).

M-strom ma tyto komponenty a podkomponenty:
¢ Nelistové uzly — obsahuji
e mnozinu zaznami Ngo navigaénich objekts
o ukazatel na rodicovsky objekt Op.
o Listové uzly — obsahuji
e mnozinu zaznami No objekti
o ukazatel na rodi¢ovsky objekt Op.



¢ Navigacni objekty — zaznam naviga¢niho objektu obsahuje:
o (hodnoty) navigaéniho objektu O,.
e pokryvany polomér r(O)
e ukazatel na pokryvany strom T(O,) — vsechny objekty v podstromu
jsou ve vzdalenosti maximalné r(O;) od O.
o vzdalenost d(O;, P(O;)) objektu O, od jeho rodiovského objektu
(pouziva se k optimalizaci pfi vyhledavan)
e Objekty — zaznam objektu obsahuje:
¢ (hodnoty) objektu O;.
o identifikator objektu oid(0;).
e vzdalenost d(0;j, P(0;)) objektu O; od jeho rodicovského objektu
(pouziva se k optimalizaci pfi vyhledavani)



Hledani rozsahu

Algoritmus Range(Q,r(Q)), kde Q je objekt a r(Q) je polomér, vybere
vsechny objekty takové, ze d(Oj, Q) < r(Q).

e zacCina od kofenového uzlu a rekurzivné prochazi vsechny cesty,
u kterych nelze vyloucit, ze vedou k objektiim spliujicim tuto
nerovnost.



N o g A W N =

def Range (N, E):

input : N: uzel
Q objekt vyhledavani
r(Q) polomér.
Necht O, je rodicovsky objekt uzlu N
if N neni list then
for O, € N do
if |d(Op, Q) —d(Or, 0p)| < r(Q) + r(O;) then
Vypocti d(O;, Q)
if d(O,, Q) < r(Q)+ r(O,) then
L Range(T(0,),Q,r(Q))

else
for O; € N do
if |d(Op, Q) —d(0;,0p)| < r(Q) then
Vypocti d(Oj7 Q)
if d(0;,Q) < r(Q) then
L Pridej O; do vysledku




Lemma 3
Pokud d(O,, Q) > r(Q) + r(O,), pak pro kazdy objekt O; v T(O,) plati
d(@;; Q) > r(Q).

Takze T(O,) miize byt bezpecné ofezano z prohledavani.

e Ovsem abychom mohli pouzit Lemma 3, musime vypoéitat d(Q,, Q).

e Tomu se da predejit s vyuzitim nasledujiciho lemmatu.

Lemma 4
Pokud d(Op, Q) — d(Oy, Op) > r(Q) + r(Oy), pak
d(Or, Q) > r(Q) + r(0,).

e Obé ta lemmata jsou disledky trojuhelnikové nerovnosti.









Hledani soused

e Algoritmus k_NN_Search najde k nejblizsich sousedi k objektu @ —
predpoklada se, ze minimalné k objektd je v M-stromu.

e Pouzijeme techniku branch-and-bound, celkem podobnou té, kterou
jsme tu méli pro R-stromy.

e Vyuzijeme dvé globalni struktury:

e prioritni fronta PR,
e k-prvkové pole NN, které na konci provedeni obsahuje vysledek.



PR je fronta ukazatelt na aktivni podstromy, tj. podstromy, které
mohou obsahovat blizké sousedy.

Spoleéné s podstromy T(O;) je ulozena dolni hranice dmin(T(O;))
vzdalenosti k objektim v T(O).

Ta dolni hranice je
dmin(T(0,)) = max{d(O,, Q) — r(O,),0}

protoze zadny objekt v T(O,) nemiize mit mensi vzdalenost nez
d(Or, Q) — r(Or).

Tyto hranice jsou pouzivany funkci ChooseNode k vybéru nasledujiciho
zkoumaného uzlu z PR.



o Orezavaci kritérium v k_NN_Search je dynamické — vyhledavany
polomér je vzdalenost mezi @ a aktualnim k-tym nejblizsim sousedem.

e Proto poradi, ve kterém jsou uzly zkoumany ma vliv na vykon.

e Heuristické kritérium vyuzivané ve funkci ChooseNode je nasledujici:

vybere se ten uzel, pro ktery je minimalni hranice dmin
minimalni.

def ChooseNode (PR):
input : PR: prioritni fronta
1 Necht dmin(T(O})) = min{dmin(T(O;))} uvazujice vsechny zaznamy
v PR
2 Odstran zaznam [T(O}), dmin(T(O,))] z PR
3 vrat T(O;)




e Na konci vykonavani k_NN_Search bude i-ta polozka pole NN mit
hodnotu NN[i] = [O;, d(0;, Q)], kde O; je i-ty nejblizsi soused Q.

e Vzdalenost, od i-tého zaznamu bude oznaéena d;, takze dj je nejvétsi
vzdalenost v NN.

e Zjevné dy hraje roli dynamického poloméru vyhledavani, protoze
jakykoli podstrom spliujici dmin(T(O,)) > dx miize byt bezpecné
orezan.



e Zaznamy v NN jsou inicialné nastaveny na NN[i] =[_, o]
(i=1,...,k).

o Jak zagne vyhledavani a pfistupuje se k internim uzltim, aplikujeme
nasledujici: pro kazdy podstrom T(O,) vypocteme horni hranici
dmax T(0,) Vzdélenosti objektii v T(O,) od Q.

e Horni hranice je

drmax T(Or) — d(Ora Q) + I’(Or).

Priklad 5
Uvazme nejednodussi pripad, k = 1, dva podstromy T(O,,) a T(O,,)
a predpokladejme, ze dpax 7(0,) = 9 dminT(0,,) = T-

Protoze je garantovano, ze T(O,,) obsahuje objekt, jehoz vzdalenost od Q
je nejvyse 5, mizeme T(O,,) ofezat z vyhledavani.
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def k_NN_NodeSearch(N,Q, k):
input : N — uzel
@ — objekt, k némuz jsou vyhledavani sousedi
k — pocet sousedii
Necht O, je rodi¢ovsky objekt uzlu N
if N neni list then
for O, € N do
if |d(Oy, Q) — d(O;,0p)| < dy +7(0,) then
Vypoéitej d(O,, Q)
if dimin(T(0;)) < di, then
pidej [T(0,.), dmin(T(0,))] do PR
if dmax(T(O;)) < di then
dy, + NN_Update (| , duu(T(O))])
QOdstran z PR vSechny zaznamy, pro které
dmin(T(Or)) > di

for O; € N do
if |d(0,, Q) — d(0;,0,)| < di. then
Vypoéitej d(O;, Q)
if d(OjQ) S dk then
dy, < NN_Update ([0;,d(O0;,Q)D
Odstran z PR vsechny zaznamy, pro které
dmin<T(Or)) > dk




Vkladani do M-stromu

Nejprve najdeme listovy uzel N, kam novy objekt O, patfi.

Pokud N neni plny, staéi pridat O, do N. Pokud N je plny, pak
vyvolat metodu splitu N.

Zakladni idea, pouzitd ke stanoveni ,,nejvhodnéjsiho" listového uzlu
listu, je sestoupit v kazdé arovni stromu do toho podstromu T(O),
pro ktery neni nutné zvétSovat polomér pokryti, tj.

d(Oy, 0n) < r(0y) (1)
Pokud existuje vice podstromii s touto vlastnosti, vybereme ten, pro

ktery je objekt O, nejblize k O.

Tato heuristika se snazi dostat dobfe seskupené (shluknuté)
podstromy, coz ma pfinosny vliv na vykon.



Pokud neexistuje navigacni objekt, ktery by splioval (1), vybereme ten,
ktery minimalizuje zvétseni pokryvajiciho poloméru

d(O, O,) — r(Oy).

Timto se snazime minimalizovat celkovy , objem" pokryty navigacnimi
objekty v aktualnim uzlu.



0 N O s WN =
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def Insert(N, E):
input : N: uzel
O, novy zdznam objektu

Necht N je mnozina zaznami v N
if N neni list then
Necht N, jsou v N ty zaznamy spliujici d(O;, O,) < r(O;)
if Vi, # 0 then
‘ Necht O € M, pro ktery je d(O}, O,) minimalni
else

Necht O} € NV, pro ktery je d(O;, O,) — d(O;) minimalni
L r(07) = d(07, On)
Insert (T(0;),0,)
else

if N neni piny then

‘ uloz O, do N

else

| Split(N,Op)




Split

e M-strom (opét) roste zdola nahoru.

e s preplnénim uzlu N se vyporadame opét tak, ze vytvorime novy uzel
N’ na stejné arovni, rozdélenim objektt z N mezi tyto dva uzly
a poslanim dvou novych naviga€nich objekti, které se odkazuji na
vzniklé uzly, do predka N, (split).

e Pokud dojde ke splitu kofene, je vytvofen novy kofen a M-strom
vyroste o jednu Groven.



w
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def Split(N, E):
input : N: uzel
E novy zaznam objektu
N <« zaznamy uzlu NU {E}
if N neni koren then
L Necht O, je rodic¢ovsky objekt uzlu N, ulozeny v uzlu N,

N’ < novy uzel

Promote (NV,0, ,0p,)
N1, N1 = Partition(VN, Op , Op,)
uloZ objekty z N7 do N

uloz objekty z N3 do N/

if N je koren then
Np <= novy kofenovy uzel
uloz objekty Op, a Op, do N,
else

Nahrad objekt O, objektem O, v N,
if N, je piny then
| Split(N,, Op)
else
| uloz Op, do N,




e Metoda Promote vybere a dle specifického kritéria dva navigaéni
objekty Op, a Op,, které budou vlozeny do rodicovského uzlu Np.

e Metoda Partition rozdéli objekty z preplnéného uzlu (mnoziny N\)
do dvou disjunktni podmnoziny A7 a N>, které jsou pak ulozeny do
uzld N a N'.

o Specifické implementace metod Promote a Partition definuji
strategii splitu.



Bez ohledu na specifickou strategii splitu, sémantika pokryvajicich
polomérti musi byt zachovana.

e Pokud je splitovany uzel list, pokryvajici polomér povysovaného
objektu Op, je nastavena na

r(Op,) = max{d(0;, Op,) | O; € N1}
o Pokud splitujem interni uzel, pak
r(opl) = max{d(Or, Opl) + r(Or) ‘ Oj S ./\/1}

To zajistuje, ze d(O}, Op,) < r(Op,) plati pro libovolny objekt
v podstromu v (Op, ).



