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Priklad 1

Méjme
0 5 -10 -5 1
A= 0 22 16 1= | —4 o= 0
0 -9 -2 3 0
—50 -5 0
A= —40 | =-10-| —4 A=10 | =0
30 3 0

e Pro tyto vektory se nasobeni matici A rovna nasobeni néjakym
skalarem (konkrétné A\; = 10, A\ =0)
e Jinak feceno, nasobenim matici A dostaneme vektor se stejnym

smérem.



Definice 2
Necht A je n x n matice, x € C” je nenulovy vektor, t.z.
AX = AX

pro néjaky skalar .
Pak A nazyvame vlastni hodnota matice A, a X se nazyva vlastni vektor
matice A vzhledem k \.

Uvazujme, ze nenulovy vektor X spliuje AX = AX.
Pak

AX—AX =0 neboli (A—A)X=06 neboli (A —A)X=o0.

Tedy kdyz hledame vlastni vektory, hledame netrivialni feSeni tohoto
homogenniho systému rovnic.



Pfipomenme si, Ze homogenni systém rovnic sestava:
e ze zakladnich Feseni
e a z linearnich kombinaci téchto zakladnich reseni.

Zakladni feseni rovnice (Al — A)X = & nazyvame zakladni vlastni vektory.

Uvazujme, ze (Al — A) je invertibilni (t]. existuje inverze (\/ — A)~1.
Pak

IX
(A1 YA = A)) %
= (A = ) LM = A)R)
(/\ —A)te

To je ale spor s predpokladem, takze (Al — A) nemize mit inverzi.



Pokud matice nema inverzi, pak je jeji determinant roven 0.
A tedy

det(A\/ — A) =0 neboli det(A—A)=0

e Vyraz det(Al — A) je polynom (s proménnou x) nazyvany
charakteristicky polynom A.

e det(A/ — A) = 0 se nazyva charakteristicka rovnice.

o Vlastnim hodnotam se proto taky nékdy fika charakteristické hodnoty.



Nasledujici véta fika, ze kofeny charakteristického polynomu jsou vlastni
vlastni hodnoty A.

Véta 3
Necht A je n x n matice a plati

det(AM — A) =0

pro néjaké A € C.
Pak X\ je vlastni hodnota A a tedy existuje nenulovy vektor X € C" t.z.

AX = AX.



Definice 4

Necht A a B jsou n X n matice, t.z. existuje invertibilni matice P, tak ze
A= P 1BP.

Pak se
e A a B nazyvaji podobné matice;

e P se nazyva podobnostni transformace.

e Pojem podobnych matic miézeme vyuzit pro hledani vlastnich hodnot:

Lemma 5

Podobné matice maji stejné vlastni hodnoty.

Poznamka

Vlastni vektory podobnych matic jsou obecné riizné.
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PageRank

PageRank

e je pojmenovan po terminu ,,web page" a sou€asné pro spoluzakladateli
— Larry Page.

o je algoritmus, ktery Google Search pouziva k hodnoceni webovych
stranek ve vysledcich jejich vyhledavaca.

e zplisob méfeni dillezitosti webovych stranek.

Podle Google:

PageRank funguje tak, Ze pocita pocet a kvalitu odkazii na
stranku a uréuje hruby odhad diileZitosti webu. Zakladnim

predpokladem je, Ze diilezZitéjsi webové stranky pravdépodobné
obdrzi vice odkazii z jinych webovych stranek.



Uvazujme mnozinu webovych stranek usporadanou od 1 do n, a i jako
uréitou webovou stranku.

outlink stranky i — webova stranka, na kterou se odkazuje i

e O; — mnozina vsech outlinki stranky /

N; — pocet vsech outlinki stranky i, tj. |Oj| = N;

inlink stranky i — webova stranka, ktera se odkazuje na i

l; — mnozina vsech inlinkd stranky /

obecné pozorovani: Stranka je obecné povazovana za tim diilezitéjsi, ¢im
vice ma inlinkd.

problém: Hodnoceni zalozené €isté na poctu inlinkd se da snadno
zmanipulovat:

napf. mizeme uméle zvySovat dilezitost stranky tak, ze vytvorime velké
mnozstvi stranek s outlinky na /



reseni: Aby jsme efekt té manipulace minimalizoval, zapoéteme do
hodnoceni (ranku) stranky taky rank jejich inlinka:
e rank stranky / je vazena suma rankd téch stranek, které maji outlinky
nai
e vazeni je udélano tak, ze se rank stranky i rovnomérné rozdéli mezi
vsechny jeji outlinky.

Prepsano do matematického vzorce, dostavame

r
— N;
Jel;

e Kvili rekurenci to nemiize byt vypocteno primo.

e K vypoctu se pouziva iterani metoda.



o K vypoctu se pouziva iteracni metoda:

Odhadne se pocatecni vektor 79 ranki a pak se iteruje

(k)
k+1) _ _
r) § v k=0,1,2,...
Jel;

dokud nedostaneme konvergenci, tj, dokud nenastane

7~ plktl) pro néjaké k.

Problém: Pokud né&jaka stranka nema zadné outlinky. . .

Pro lepsi vhled si preformulujeme (1) na nasobeni matice a vektoru.



Pro lepsi vhled si preformulujeme (1) na nasobeni matice a vektoru:

Necht @ je Etvercova matice dimenze n, t.z.

0 {,\1, pokud existuje link z j na i,
Jpp— lj
i =

0 jinak.

To znamena, Ze
e nenulové hodnoty v fadku i odpovidaji inlinktim stranky /i
e nenulové hodnoty ve sloupci j odpovidaji outlinktim stranky j
e tyto hodnoty jsou N% a soucty hodnot ve sloupci je 1

(pokud neni cely sloupec nulovy).



Necht @ je Etvercovad matice dimenze n, t.z.

0 {/\1, pokud existuje link z j na i,
. — 'j
i =

0 jinak.
Priklad 6

— 03000
- 10000
0 10012
H = Q=|15001
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pHD = Z JW mizeme zapsat jako 7L = QF(K)
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k)

1
jet 7

Kdyz jesté uvazime podminku konvergence

(k) o Flkt1)

r pro néjaké k.

Dostaneme, ze vlastné hledame vektor r tak, aby:

neboli

P Z <—  miizeme zapsat jako Flktl) — QF (k)



Problém: Pokud néjaka stranka nema zadné outlinky. ..

Priklad 7

0 30000 %
100000 1
0 Loo !l o | I
@= % 000 2 0 r = g
flow o] :
1
001010 1
i 0.06 0.02 0.01
5 0.06 0.02 0.01
7
F(l) _ 3276 ~ 0.19 F(2) _ 0.19 F(3) _ 0.19
8 0.11 0.08 0.06
% 0.19 0.15 0.14
5 0.22 0.26 0.24



Co se tam vlastné déje Spatné:
o 4-ty sloupec @ je nulovy.
e cokoli je v 7(k) na 4-tém fadku je nasobeno 0.
e zatimco ranky na ostatnich fadcich se ,rozliji* do rankd svych
outlinkd, ranky na 4-tém fadku zmizi (ale neustale pritéka).
e toto nutné konverguje k 0 (zde soucet rankii v 7190 je 0.0002).

Aby nam rank neodtékal:

e ze stranek bez outlinkd udélame stranky, které maji outlinky na
vSechny stranky.



Definujeme vektor Jjako
1 pokud N; =0
di = .
0 jinak

proj=1,....na



P:Q+%£T
Takovato matice P je sloupcové stochasticka, tj.
® ma nezaporné prvky,
o prvky v kazdém sloupci davaji soucet 1.
Ekvivalentné se da charakterizovat takto:
Véta 8

Sloupcové stochastickd matice P spliuje

e'P=¢,
kde € je definovano
1
1
€= eR"



Priklad 9

Matice z predchozich prikladi

J
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bud modifikovana na nasledujici matici:
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Q.



Analogicky k
Qr=X\r A=

bychom méli definovat rank jako vlastni vektor matice P pfislusny k vlastni
hodnoté A = 1:

Ale:

e nemame zajisténou unikatnost vlastniho vektoru s vlastni hodnotou
A=1;

e unikatnost nam zajisti ireducibilita matice. . .



Definice 10

Ctvercova matice se nazyva reducibilni, pokud existuje permutaéni
matice P (tj. matice s jednou jednickou v kazdém fadku a v kazdém
sloupci, jinak nuly), t.z

T (XY
PAP_<OZ,

kde X a Z jsou Ctvercové matice.
V opacném pfipadé se matice nazyva ireducibilni.

Priklad 11
111
® B
2 03 000
o—| 220000
000000
000301
—3 © 000010



e Graf odpovidajici ireducibilni matici je silné souvisly:
tj. mezi kazdymi dvéma uzly existuje orientovana cesta.
o Nasledujici véta nam pak zaruci existenci vlastniho vektoru.
Znaceni:
e A> 0 oznaCuje, ze A je striktné pozitivni (A; > 0 pro viechna i, ).

e )\; oznaCuje dominantni vlastni hodnotu — tj. nejvétsi ze vsech
vlastnich hodnot.

Véta 12 (Perron-Frobeniova véta)

Necht A je ireducibilni sloupcové stochasticka matice, pak
e =1

existuje unikatni odpovidajici vlastni vektor r spliiujici > 0 a ||r]] = 1;

toto je jediny vlastni vektor, ktery je nezaporny;
pokud A > 0, pak také plati |\j| <1, i=2,3,...,n.



Vzhledem k velikosti Internetu (popf. poctu indexovanych stranek)
miizeme s jistotou povazovat matici P za reducibilni.

Takze PageRankovy vlastni vektor neni dobfe definovany.

Abychom zajistili ireducibilitu, pridame link z kazdé stranky na vsechny
ostatni — tento pridany link ale bude bude mit nizsi hodnotu:

1
A=aP+(1- a)E€€T

pro néjaké a € (0,1).

Zjevné takova matice je sloupcové stochasticka:



Trochu jiny pohled na PageRank

Mame ,,ndhodného webového surfafe” — sedi u prohlizeée a ndhodné
klika na linky.

PageRankovy vektor r pak odpovida rozdéleni pravdépodobnosti

s jakou bude na jednotlivych strankach po dostateéné dlouhé dobé.

To, ze se nezastavi (vzdy bude na co klikat) jsme uz zajistili doplnénim
matice  na sloupcové stochastickou matici P.

Pokud by se neslo dostat z kazdé stranky na kazdou (graf by nebyl
silné souvisly) 7 by bylo zavislé na vychozi pozici.

Pouzitim matice A vlastné rikame, ze s jakousi malou

pravdépodobnosti (1 — «) skoci na libovolnou ndhodnou
(indexovanou) stranku.



e Pouzitim matice A vlastné fikame, ze s jakousi malou
pravdépodobnosti (1 — ) skoéi na libovolnou ndhodnou
(indexovanou) stranku.

e Tomu se v kontextu nahodného surfafe fika teleportace.




e Ted ukazeme, ze PageRank matice A je dobre definovany

Véta 13

Sloupcové stochasticka matice A definovang v

T

A=aP+(1—a)-ee

5 | =

Je ireducibilni (protoze A > 0) a ma dominantni hlavni hodnotu \; = 1.
Odpovidajici vlastni vektor r spliuje > 0.

Dikaz.

Uvadim bez dtikazu.



Kvili konvergenci numerického algoritmu pro vypocet vlastniho vektoru 7 je
nutné prozkoumat, jak se méni vlastni hodnoty matice matice P po této
modifikaci.

Véta 14
Uvazujme, Ze vlastni hodnoty matice P jsou {1, 2, A3,..., Ap}.
Pak vlastni hodnoty matice

T

A=aP+(1—a)-ee

S|

Jsou {1, ala, ads, ..., a),}.

Dikaz.

Definujme é jako normalizovany vektor € na Euklidovskou velikost 1, tj

A _1 _1
€=(n2,...,n 2



Diikaz.

Necht U; € Rrx(n—1) je takova matice, ze

je ortogonalni.
Protoze plati éTP = éT, dostavame

/\TP
UTPU:(ZFF,)(é Ul):<

([ e &y
—\ Ufpe ULPTU,

kde w = UTPéa T = ULPTU;.



Diikaz.

Protoze jsme provedli podobnostni transformaci, matice T bude mit vlastni
hodnoty Ao, A3,..., Ap.

Dale mame . )
UTy — n—2&tv\ ([ n2
UFV UFV

UTAU = UT(aP + (1 — a)vET U

A tedy

[l
Q
S
SLle I

0 +(1-a) L Sh_ 1w
T n2UTv 0 ) \ W aT

Tvrzeni pak z toho pfimo vyplyva.



Ta véta vlastné fika, ze i kdyz P ma vice vlastnich hodnot A\; = 1 (coz je
pripad Google matice), druha nejvétsi hodnota matice A je vzdy rovna a.

Priklad 15

Matice odpovidajici predchozimu pfipadu:

P = np.matrix([[ 0,.5,.5,.5, 0, 0],
[.5, 0,.5, 0, O, O],
[.5,.5, 0, O, O, O],
[ 0, O, O, O, O, O],
[ 0, O, 0,.5, 0, 1],
[ 0o, 0, O, O, 1, O011)

np.linalg.eig(P) [0]
Qut: array([-0.5, 1. , -0.5, 1. , -1. , 0. 1)



Priklad 16

np.linalg.eig(P) [0]

Qut: array([-0.5, 1. , -0.5,

np.linalg.eig(P) [11[:,1]

Out:

matrix ([[0.57735027],
[0.57735027],
[0.57735027],
(0. 1,
(0. 1
(0. 1D

np.linalg.eig(P) [1] [:,3]
Out:

matrix ([[0. 1,
[0. 1,
(0. 1,
[0. 1,

[0.70710678],
[0.70710678]11])



Priklad 17

alpha = .85
A = alpha * P + (1-alpha)* 1/6

np.linalg.eig(A) [0]
Out: array([ 1.00000e+00, 8.50000e-01, -8.06313e-17,
-8.50000e-01, -4.25000e-01, -4.25000e-01])

H
1]

np.linalg.eig(A) [1]1[:,0]
r/sum(r)

o]
1l

r

Out:

matrix([[0.19524854], [0.1877924 ], [0.1877924 ],
[0.025 1, [0.20495495], [0.19921171]1])



Priklad 18

r

Out:

matrix([[0.19524854], [0.1877924 ], [0.1877924 1],
[0.025 1, [0.20495495], [0.1992117111)

A xr

Out:

matrix([[0.19524854], [0.1877924 1, [0.1877924 ],
[0.025 1, [0.20495495], [0.19921171]1])



Poznamka
Misto modifikace |
A=aP+(1—a)-ee’
n
miizeme pouzit
1
A=aP+(1—a)-vel
n
kde v je tzv. personalizaéni vektor
e je nezaporny vektor s ||v|[; =1

e mize byt vybran tak, aby ovlivhoval vyhledavani nékterych druhi
webovych stranek (link farmy).



Chceme tedy resit problém vlastni hodnoty
Ar=r,

kde 7 je normalizovany — ||r]|; = 1.

Jediny schidny algoritmus je mocninna metoda:

for k=1,2,... until convergence do
é'(k) — ARK-1).
AR g9 /11d0|1;

r(® je dana inicialni aproximace

normalizace (spodni fadek) se déla, aby se zabranilo situaci, kdy je
vektor pfilis velky ¢i maly, a neda se pak dobfe reprezentovat

v plovouci Fadové Carce.

uvidime pozdéji, ze pro Pagerank ta normalizace neni potfeba.



Konvergence metody zalezi na rozlozeni vlastnich hodnot.

e Pro zjednoduseni budeme predpokladat, ze A je diagonalizovatelna,
tj. existuje regularni matice T z vlastnich vektord A, t.z.

TIAT = diag(\1, ..., \n).
e Usporadejme vlastni hodnoty \; jsou usporadané
1=X >N > > |\
e Rozlozime inicialni aproximaci A% podle vlastnich vektorii
A = ifi + cofo + -+ + cal,

kde se predpoklada, ze c; # 0 a 7= t; je hledany vlastni vektor.



Pak mame

AR — o) AR 4 AR B + -+ + c,ARE,
= a4 oMt + -+ kT,

n
= Cli_'i + Z Cj/\J/-(EJ)'
j=2

Zjevné Zf:z cj)\j-‘t?j jde k nule pro rostouci k, protoze pro j = 2,3,...
mame |\;| < L.
Rychlost konvergence je tedy urcena hodnotou |\z|:

e kdyz je |\z] blizko 1, je konvergence pomala;

e u Google matice je |\2| = .



K té normalizaci r(k) « q(k)/||q(k)H11

e V obvyklém pouziti mocninné metody je vektor normalizovan,
aby se zabranilo preteceni nebo podteceni.

e Ukazeme si, ze pro sloupcové stochastickou matici to neni treba.

Véta 19

Predpokladejme, Ze vektor 7 spliiuje |Z||; = €TZ = 1 a Ze matice A je
sloupcové stochasticka.
Pak plati

|AZ]]y =1

Dukaz.
Oznaéme y = AZ. Pak
17l =" Az=¢"7=1,

protoz A je sloupcové stochasticka (eTA = &T).



o Kuvili rozmériim Google matice je netrivialni vypocitat soucin

Lr
n

y = AZ, kde A=aP + (1 —a)-¢€
a navic 1
P=Q+ -é&d",
n

kde d ma 1 na téch pozicich, které odpovidaji strankam bez outlinkd.

e Takze, abychom vytvorili P, vlozime velké mnozstvi plnych vektord do
Q (kazdy z nich ma stejnou dimenzi, jako je celkovy pocet web.
stranek.

o Nasledkem toho nemiizeme uchovavat celou matici P v paméti
explicitné.



Podivejme se blize na nasobeni y = AZ:

kde

Hodnoty /3 ale nemusime pocitat podle této rovnice.



Namisto toho miizeme pouzit ||AZ]|; = 1 a (z predchoziho sladu)
" P
y=aQZ+ e
Dostaneme
1
1=e"(aQZ2)+ pé" <5> = el(aQ2) + 8.
n

Takze f =1 — ||laQZ];.

A jako bonus:
Nepotfebujeme ten vektor d.



