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O cem to je?
Rozklad singularni hodnoty (SVD) je faktorizaci realné (nebo komplexni)
matice.

Véta 1

Jakakoli m x n matice A s m > n miiZe byt rozloZzena na
_ iz T
A=U ( 0 ) %4
kde

o UecR™MaV eR™" jsou ortogonalni

e Y € R™7" je diagonalni ¥ = diag(o1,02,...,0,) a

01202220, 2>0.

e Predpoklad m > n neni nijak omezujici: v opacném pfipadé miizeme
vétu aplikovat na AT.



e Sloupce U a V se nazyvaji singularni vektory,

e Diagonalni prvky o; matice X se nazyvaji singularni hodnoty.

SVD symbolicky:
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Vlastnosti SVD

Pro ditkaz budeme potfebovat:

Véta 2

Pro matici Q1 € R™*X s ortonormalnimi sloupci existuje matice
Q, € R™*(m—K) tak 76 Q = (Q1 @2) je ortogondlni matice.

Slovy:
o kazda ortonormalni baze podprostoru prostoru R™ muze byt rozsifena
na ortonormalni bazi celého prostoru.

2-norma matice:
[ AX]2
x [IX]2

max \;(ATA) =: omax(A)

1<i<n

1All2 =



Diikaz.

e Uvazujme vektor X, pro ktery je ||AX||2 maximalni — vzdy existuje
(hledame supremum spojité funkce nad uzavienou mnozinou).

e Polozme AX = o1y, kde ||y]l2 =1 a a1 = ||Al|2.

e Podle véty 1 miizeme zkonstruovat ortogonalni matice

Zy=(y Z2) eR™

W1 = ()_(' Wg) ~ RS

e Pak
yTAW
ZFam = 7 2072 )
0 Z, AW,

— — =T — fT_, -
protoze yTAX = 01 a Z, AX = 01Z,y = 0.



Diikaz.
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e Pak
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Diikaz.

To znamena

AL = ZF AW, = (

Dtikaz je pak dokonéen indukci:

e Predpokladejme, ze

B:ZQ<Z>W2 kde ZQZdiag(O‘g,...

0

e Pak mame

oL 9

or
5 )



Dikaz.

3 1 0 o1 0 1 0 T
=20 2) (7 2 ) (o wp )"

Definujeme U, %, V jako

1 0 0 1 0
U_Zl<022> Z—<%1 22) V—W1<0 WT>'
2
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SVD symbolicky:
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Matici U mazeme vertikalné rozdélit na m x n matici Uy a m x (m — n)
matici Us:

m — T




Pfi nasobeni UX se hodnoty z U,
MiiZzeme tedy psat:

nasobi pouze nulami.
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Aplikace SVD
Uvazujme, ze matici A s nizkou hodnosti a pfidanym Sumem
A=A+ N,
kde sum (N) je maly v porovnani Ao.

Singularni hodnoty se pak typicky chovaji takto:

singular values
T

1
10 T




Pokud je sum dostateéné maly, mizeme

e uvazovat pouze velké vlastni hodnoty a rekonstruovat matici A pouze
pomoci nich (a odpovidajicich singularnich vektori);

e aproximovat tak matici A matici s nizsi hodnosti.
Predpokladejme, ze pocet velkych vlastnich hodnot je k.

Pak aproximujeme

n
A= E O’,‘U,'V,~T ::Ak.
i=1

Tomuto se rikd orezana SVD.



Orezana SVD je feSenim aproximacniho problému, kde se chce aproximovat
danou matici matici nizsi hodnosti.

Véta 3
Predpokladejme, Ze matice A € R™*" m4 hodnost r > k.
Problém aproximace matice A
in |[A—Z
WBi 1A~ 22

ma reseni

Z=A=UX, vV}
kde Uk = (Ul, ey Uk) Vk = (Vl, FPEPIN Vk) a Zk == diag(o’l, c. ,Uk).
To minimum je

A = Axll2 = osq1



Toto s da ukazat i pro Frobeniovu normu
_ 2
1AlF= D42
iy
Véta 4

Predpokladejme, Ze matice A € R™*" m4 hodnost r > k.
Problém aproximace matice A

in |A-Z
piin | I3

ma reseni
Z= A= UX, VY

kde Uk:(ul,...,uk) Vk:(vl,...,vk)aZk:diag(ol,...

To minimum je

-

n 2
A= Axllr = < > U?)

i=k+1



Analyza hlavnich komponent
(principal component analysis (PCA))
Aproximacni vlastnosti SVD mohou byt pouzity k vysvétleni ekvivalence
SVD a PCA.

e Uvazujme, ze X € R™*" je datova matice, kde kazdy sloupec je
pozorovani ndhodného vektoru z R” s nulovym priimérem.
e Necht SVD matice X je X = UL VT,
e Pravé singularni vektory v; se nazyvaji sméry hlavnich komponent v X.
e Vektor
Z1 =X =010

ma nejvétsi varianci ve vzorku mezi vSemi normalizovanymi linearnimi
kombinacemi sloupcii z X:

2
01

Var(z}) = Var(Xv;) = s



Nalezeni vektoru s maximalni varianci je ekvivalentni maximalizaci tzv.
Rayleighova kvocientu

) vVIXTXVv vVIXTXv
g7y =m 7‘7,1,‘7 5 argmaxv?éaiﬂ‘?

a
v

olx

—

Normalizovana proménna o = O%XV se nazyva normalizovana hlavni
komponenta v X.

Pokud mame nalezen vektor nejvétsi variance ve vzorku, obvykle
chceme pokraCovat a najit vektor druhé nejvétsi variance ve vzorku,
ktery je kolmy k tomu prvnimu.

Toto je provedeno vypoctem vektoru redukované matice X — o1y \7?.

Pokracovanim tohoto procesu miizeme najit vsechny hlavni
komponenty, tedy vypocitame singularni vektory.



Vypocet SVD
Vstup: matice Ajemxnam2> n.
Prvni krok: Householderova bidiagonalizace — zredukujeme A na horni
bidiagonalni matici pomoci Householderovych transformaci zleva a zprava:

a1 P
ar B

Qp_1 5n—1
Qp

Toto se déla, protoze

e singularni hodnoty matice A odpovidaji odmocnindm vlastnich hodnot
matice ATA.

e B sestrojime pomoci podobnostnich transformaci, takze BT B bude
mit stejné vlastni hodnoty AT A.

e BT B je tridiagonalni, takze je snadnéjsi najit jeji vlastni hodnoty.



Definice 5

Householderova transformace (Householderiiv reflektor): Matice ve tvaru

H=1-2wwT, kde |[w|o =1 .

e Vektor HX reprezentuje zrcadlovy odraz vektoru X vzhledem
k nadroviné kolmé k vektoru w.

e Householderova transformace je symetricka a ortogonalni.
Takze mame

H=H"=H"



Necht X a y jsou stejné velké vektory.
Mazeme vytvorit HT t.z. ZHX:
, X—y
W= >
[1X = ¥ll2



Sestavime dvé konecné posloupnosti Householderovych transformaci:
H) = | — 2tk KT k=1,2,...,n
W) = | — 2k (k)T k=1,2,...,n—2,

kde X(Tx(K) = HRT k) — 1 tak, aby

a1 [
az [
HO . HO A @ L p(n-2) an-1 fn-1
H wT 0 aon
0 0




Diky vlastnostem Householderovych transformaci mame

A:H<§)WT a <§>:HAWT.

Pokud polozime A() = A a definujeme
Alkt3) — (k) p(R) (k=1,2,...,n)
AFD) — AU+3) py () (k=1,2,...,n)

Protoze béhem této redukce pouzivame pouze ortogonalni transformace,

matice B (resp. ( '(8) )) tytéz singularni hodnoty jako A.



Necht o je singularni hodnota A se singularnimi vektory & a v.
Pak AV = o je ekvivalentni

(8)e-

Takze pokud mame SVD

kde v=W'v i=H'q

<t

B\ _ pspr
(8- oxv

pak
A=HOZVTWT,

. U=HUaV=WV.



llustrace Householderovy bidiagonalizacni procedury na malé 6 x 5 matici:
Nasobenim zleva chceme dostat

Al+3) — yT(@)

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
O O O O O *
EEE IR TR ORI R
R SR CHE CHEE R
R SR CHEE CHEE R
LR SRR CHEE CHEE R

e chceme, aby ta HT zptisobila vynulovani hodnot v prvnim sloupci, az
na prvni.

e tj. aby v y = HX byl ¥ prvni sloupec A a X byl vektor
(HYHL 0,... 70)T'

e a podle toho uréime HT: w =




Nasledné dalsi transformaci zprava chceme dostat nulové prvky v prvnim
radku(od sloupce 3 po n).
Abychom toho dosahli, zvolime:

5x5 m_(1 0
R > W (021>

kde Z; je HT.
Zjevné takova transformace neméni prvky v prvnim sloupci, takze nuly,
které jsme v predchozim kroku dostali do prvniho sloupce, tam ziistanou:

HTO oD — w® — —- A

O o oo oKX
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
O o oo oKX
LR
¥ X X X % O
¥ ¥ ¥ ¥ % O
* X X X ¥ O

Analogicky pokracujeme dal.



QR-algoritmus pro symetrickou tridiagonalni matici
QR dekompozice matice A je rozklad matice A na
A= QR,

kde

e @ je ortogonalni matice;

e R je horni trojuhelnikova matice.
VSimnéme si, Ze

A'=RQ=Q'QRQ = Q'AQ.

Tj. A" a A jsou podobné matice — a tedy maji stejné vlastni hodnoty.
e V nasem pripadé to budeme aplikovat na symetrickou tridiagonalni
matici T a T’ bude opét symetricka tridiagonalni matice — postupné
budeme konvergovat k diagonalni matici.



Redukujeme matici T na diagonalni matici

THAQTTQ, Q=QiQ...,

kde
o A= diag()\l, )\2, ceey >\n)

e Matice Q; budou ortogonalni; budou konstruovany pomoci rovinnych
rotaci.

Neexistuje ale koneény algoritmus pro vypocet A.
Pocitame sekvenci matic

To:=T, Ti=Q'Ti1Q, i=12,...
tak, ze konverguje na diagonalni matici

lim T; = A.

i—00



Prvni verze QR-algoritmu pro symetrickou tridiagonalni matici T € R"*"
for i=1:maxit

[Q,R]=qr(T)
T=R*Q

e v daldim vyuzijeme tzv. posunil pro urychleni konvergence



Wilkinsontiv posun

for i=1:maxit
mu=wilkshift(T(n-1:n,n-1:n));
[Q,R]=qr (T-mux*I)
T=R*Q+mux*I

function mu=wilkshift(T);
1 = eig(T);
if abs(1(1)-T(2,2))<abs(1(2)-T(2,2))
mu=1(1);
else
mu=1(2) ;

e Vidime, ze je nejdfive vypocitana QR dekompozice posunuté matice
QR = T — ul a pak je posun pfidan zpét T = RQ + ul.

e Posun je ta vlastni hodnota 2 x 2 submatice v pravém dolnim rohu,
ktera je blize t,,. Tomuto se fikd Wilkinsoniiv posun.



Jakmile mimodiagonalni prvky v 2 x 2 submatici v pravém dolnim rohu
budou blizko nule, algoritmus pokracuje vypusténim této vlastni hodnoty
hodnoty a snizi dimenzi zpracovavané matice o 1.

function [D,it] = qrtrid(T)
n=size(T,1)
it=0;
for i=n:-1:3
while abs(T(i-1,i)) > (abs(T(i,i))+abs(T(i-1,i-1))) *eps
it=it+1
mu=wilkshift(T(i-1:i,i-1:i))
[Q,R]=qr(T(i:i,i:1i))-mu*eye(i)
T=R*Q+mu*eye (i)
D(i)=T(i,1)
D(1:2)=eig(T(1:2,1:2))’



Jak pocitat QR dekompozici:

e Householderovy transformace

o (efektivnéji) rotace G

1 0
0 ¢
G(i,5.9) = | :
0 —s
| O 0
T

kde s = sin(¥) a ¢ = cos(9).

“



Pro y = G(i,j, )X mame

cxj —SXj pro k=1

Yk SXj +cxj pro k=]

Xk jinak
Muizeme vynutit vynulovani y; nastavenim

Xi _Xj

= S§—=— —
VPGP T VPP



X X X X X X X X
x x x x| GL2,9)" [0 x x x
H= Sl S Rk VAR
0 x x x 0 x x x
0 0 x x 0 0 x x
X X X X X X X X
G(2.3,92)" |0 x x x| G(3,4,93)" |0 x x x
—— — =R
0 0 x x 0 0 x x
0 0 x x 0 0 0 x

Rotace G jsou ortogonalni matice, jejich soucin pak tvofi matici Q.



Pro ten tridiagonalni pfipad (s posunem)

O X
o X X
o X X +

R=Gyy Gl (TO —ul) =

Pak ty rotace aplikujeme zase zprava: RGy - - - G,_1.
Vysledek po dvou krocich:

X
+

+ X X
X X X
X X X
X X X
X X X

Predtim vynulované prvky se zase zaplauji.

o X X 4+

o X X +

X



Po n — 1 krocich dostavame

X X X
4+ X X X
1 — T ox o x X
T RG; Gn—1+/~LI L% % x
4+ X X
+ X

Udélali jsme vlastné podobnosti transformaci @ = G1G--- G,_1 a s
pouzitim R = QT(T©) — 1/) muzeme psat

TO =RQ+ul = QT(TO® — u)Q + pul = QT TOQ,

takze T(1) je také symetricka.



